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Resumo

Esta tese é dedicada ao estudo de redes ordenadas, bidimensionais, de pe-
quenas particulas magnéticas, tratadas quer na aproximacio pontual quer como
particulas de tamanho finito, nomeadamente dipolos unidimensionais ou discos bi-
dimensionais. Sao analisadas as condigdes para levantamento da degenerescéncia
do estado fundamental de Luttinger e Tisza na rede planar de dipolos pontuais,
bem como para o aumento da susceptibilidade magnética e aparecimento de ordem
de longo alcance, particularmente considerando uma rede assimétrica (rectangu-
lar). Sdo usados métodos analiticos para estudar este sistema e variagoes dele a
temperatura nula e, através da construcao do espectro de excitagoes elementares,
a temperaturas baixas. O uso de métodos de Monte Carlo multicanénicos permite
estender este estudo a qualquer temperatura, sendo apresentadas estimativas de
susceptibilidade e calor especifico para o caso da rede quadrada de dipolos pontu-
ais, obtidas através de um novo método de avaliacao da densidade de estados. Os
resultados obtidos com este método, que permitiu chegar a estados de baixa ener-
gia muito proximos do estado fundamental previsto por Belobrov et al., revelaram
propriedades termodinamicas até agora desconhecidas e ainda ndo completamente
compreendidas.



Abstract

This thesis is dedicated to the study of ordered bidimensional lattices of mag-
netic fine particles, treated either as point dipoles or as finite-size particles, that
is, as unidimensional dipoles or bidimensional disks. We have analized the con-
ditions for breaking the degeneracy of Luttinger and Tisza’s ground state, for a
planar lattice of point dipoles, as well as for increase of the magnetic susceptibility
and the onset of long range order, especially considering an assymetric (rectangu-
lar) lattice. Analitical methods are used to study this system and its variations
at vanishing temperature and, through the analisys of the elementary excitations
spectrum, low temperatures. The use of multicanonical Monte Carlo methods
allows us to extend this study to arbitrary temperature and we present estimates
of susceptibility and specific heat for the square lattice of point dipoles, obtained
through the use of a new method of estimating the density of states. The results
obtained with this new method, that reached low energy states very close to the
ground state introduced by Belobrov et al., revealed as yet unknown and not fully

understood thermodynamical properties.
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1. Introducao

As novas ferramentas e técnicas capazes de fabricar estruturas com dimensoes
& escala nanométrica abriram numerosas possibilidades na investigacao de novos
dispositivos, num dominio até entao inacessivel aos investigadores experimentais.
Por exemplo, uma 4rea de intensa investigagao actual incide sobre a determinacgao
da dimensdo a partir da qual sera fisicamente ou financeiramente impraticavel con-
tinuar a tendéncia de reduzir o tamanho, aumentando a complexidade, dos chips
de silicone. No entanto, o campo que nos interessa é o dos materiais magnéticos,
e nestes destacam-se os materiais granulares e as multicamadas, também eles com
potenciais aplicagdes na drea da informatica e tecnologias de informagdo.

O que torna estes novos materiais tao interessantes é a grande versatilidade
resultante da variedade de parametros que podemos ajustar - entre as proprieda-
des electrémnicas, a densidade de estados na superficie de Fermi e o livre percurso
médio, por exemplo, e nas magnéticas, a magnetizacdo, a anisotropia, a coercivi-
dade, etc. Além disso, podemos variar, também, pardmetros de estrutura como,
nas multicamadas, a espessura e o ntimero de camadas, e, nos materiais granulares,
o didmetro e a concentragao de granulos, entre outros.

De todas as propriedades dos novos materiais magnéticos, a que mais se des-
taca serd, provavelmente, o efeito de magneto-resisténcia gigante (GMR), desco-
berto, pela primeira vez, em multicamadas, por Baibich et al. [1], por permitir
o fabrico de sensores muito pequenos (cabegas de leitura), capazes de medir um
campo fraco, num certo ponto, a partir da alteracio da resisténcia. No fabri-
co de memorias de acesso aleatério (MRAM), uma magneto-resisténcia elevada,
combinada com um campo coercivo diminuto, permite aumentar a densidade e
a velocidade, diminuindo, a0 mesmo tempo, a diferenga de potencial necesséria.
Estas caracteristicas podem ser encontradas tanto em multicamadas magnéticas,

como em materiais granulares e jungoes magnéticas de tinel. Outros materiais
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1. Introdugao

exibem também propriedades magnéticas que podem ser usadas no fabrico de
sensores, como uma magneto-resisténcia ainda mais elevada nas manganites, de-
signada por magneto-resisténcia colossal (CMR), com origem em processos fisicos
significativamente diferentes (o acoplamento de spin electrénico, carga e distor-
¢oes da rede num “polardo spin-rede”) e o efeito de magnetoimpedancia gigante
(GMI) em micro-fios.

Na classe de materiais granulares, mais simples de preparar e mais estaveis
do que as multicamadas, destaca-se a possibilidade de construir estruturas orde-
nadas de pequenas particulas magnéticas que podem vir a substituir os actuais
dispositivos de gravagdo magnética, pelo que importa estudar nio s6 o apare-
cimento de ordem de longo alcance nestes sistemas como também a resposta a
um campo aplicado, embora os actuais interesses de investigagido destas parti-
culas se estendam a campos tdo diversos como o geomagnetismo, mineralogia,
quimica (catalisadores), arqueologia (técnicas de fabrico de cerdmicas) e biologia
(proteinas armazenadoras de ferro e bactérias magnetotacteis). Este altimo caso
¢ particularmente interessante por poder levar a técnicas biolégicas de preparagao
de nanoestruturas magnéticas.

A primeira parte desta tese, constituida pelos capitulos 2 e 3, pretende ser
uma breve revisao da literatura nesta area de investigacao, apresentando as prin-
cipais classes de sistemas magnéticos nanoestruturados.

A segunda parte consiste no estudo de sistemas baseados em redes planares a
temperatura nula. No capitulo 4 é introduzido o método de Luttinger e Tisza pa-
ra redes de dipolos pontuais, que conduz a um estado fundamental continuamente
degenerado, e sdo analisadas as condigoes para o levantamento dessa degeneres-
céncia e para o aparecimento de ordem de longo alcance. Especial énfase sera
dada, no capitulo 5, a substitui¢do de dipolos pontuais por modelos de tamanho
finito mais realisticos, e & forma como estes efeitos podem levantar também a de-
generescéncia e diminuir a barreira energética entre os estados antiferromagnético
e ferromagnético.

Na terceira parte, capitulo 6, é feita uma analise, a temperaturas baixas, das
propriedades termodinadmicas de uma rede quadrada de dipolos pontuais, através
da construcdo do espectro de excitagoes elementares (ondas magnetoestaticas) e,
posteriormente, do efeito da introdugao de correcgoes de tamanho finito, supondo
um estado fundamental ordenado ferromagneticamente.

A quarta e dltima parte é dedicada ao uso de simulac¢ées de Monte Carlo, re-
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vistos no capitulo 7, em particular de uma variagdo do método Multicanénico de
Berg, para estudar as propriedades termodindmicas da rede quadrada de dipolos
pontuais a qualquer temperatura, no capitulo 8.

10



Parte |I.

Sistemas Nanoestruturados




2. Multicamadas Magnéticas

Como ja foi dito, os sistemas magnéticos nanoestruturados de maior relevincia
tecnolégica sdo as multicamadas magnéticas e os materiais granulares. Embora o
nosso trabalho se concentre nestes altimos, é importante conhecer as propriedades
e aplicagoes das multicamadas, que sdo em grande medida comuns aos dois tipos
de materiais.

Multicamadas magnéticas (figura 2.1) sdo estruturas fabricadas através da de-
posicao ordenada de filmes finos alternados de dois ou mais metais, sendo pelo
menos um deles magnético. Gragas aos desenvolvimentos tecnoldgicos que permi-
tem a deposic¢do de camadas de apenas alguns angstroms de espessura, & possivel
estudar uma grande variedade de fenémenos fisicos, incluindo efeitos magneto-
opticos, magneto-resisténcia, anisotropia de superficies e interfaces magnéticas,
ete.

Figura 2.1.: Imagem HRTEM (High Resolution Transmission Electron Micros-
copy) de uma multicamada Co (0.8nm) / Pt (1.4nm) : Pégina de
Internet do Ozford Centre for Advanced Materials and Composites.

12




2. Multicamadas Magnéticas

Fstes sistemas sio constituidos por um substrato (eg. Cu, Au, Al) seguido por
uma repeticao perioddica - n vezes - de uma espessura z de um ferromagnete (eg.
Fe, Co, Ni) e uma espessura y de um metal nao magnético (eg. Cu, Ag, Au, Mg).
Os valores tipicos de = e y situam-se entre alguns angstroms e algumas centenas
de angstroms e n pode ser apenas 1 ou varias centenas. Ocasionalmente, ¢ usada
uma camada fina de protecgao sobre o filme.

2.1. Magneto-Resisténcia Gigante

O que possibilita as aplicagoes referidas das multicamadas é a forma como as
magnetizacoes das camadas podem ser distribuidas. Numa distribuicao usual, as
magnetizacoes das camadas, normalmente sobre o plano das camadas, encontram-
se antiparalelas entre si (acoplamento antiferromagnético). Nesta configuragio, a
resisténcia eléctrica do filme é elevada. Aplicando um campo magnético a este
sistema, também no plano das camadas, em geral, é possivel alinhar as magneti-
zagoes de todas as camadas (acoplamento ferromagnético), resultando um sistema
com uma resisténcia inferior. O filme exibe magneto-resisténcia negativa, sendo

a magneto-resisténcia definida por

Doy _ o) = o(0)

p p(0) 21)

Medindo a magnetizagdo de multicamadas em funcio do campo aplicado, é
possivel obter informacao directa sobre o acoplamento entre as camadas ferro-
magnéticas e, em particular, em funcdo da espessura da camada nao magnética.
Verificou-se que é comum um acoplamento de troca oscilatério do tipo da interac-

¢do de RKKY,
sin(2kpy)

(2kry)?

isto é, uma alternancia entre as configuracoes paralela e antiparalela, a campo

Jrry(r) (2.2)

nulo, em fungao de .

Os efeitos galvanomagnéticos - alteragoes nas propriedades de condugao de
materiais pela aplicagdo de um campo magnético - foram estudados extensiva-
mente nos materiais muito puros. No entanto, podem ser dificeis de perceber e

interpretar quando o facto de o material ndo ser homogéneo desempenha um pa-
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2. Multicamadas Magnéticas

pel crucial. A magneto-resisténcia positiva - um aumento da resisténcia eléctrica
através da aplicacdo de um campo magnético - estd, normalmente, associada a
forma das oOrbitas electrénicas em materiais cristalinos muito puros e em fortes
campos magnéticos. E um efeito diamagnético que, em metais extremamente pu-
ros, a temperaturas muito baixas, aumenta a resisténcia por um factor de seis
a oito ordens de magnitude. Salvo uma ou outra excepgio, este efeito ndo tem
grandes aplicagdes praticas em dispositivos devido 4 necessidade de temperaturas
muito baixas e ao diminuto valor inicial da resisténcia em metais muito puros.

No entanto, a magneto-resisténcia negativa - uma diminui¢do da resisténcia
quando o campo é aplicado - implica um aumento de ordem e uma redugao da di-
fusdo de electrdes. Em metais ferromagnéticos, a corrente eléctrica é transportada
por electroes em dois canais aproximadamente independentes, referentes & orien-
tacao do spin, com condutividades distintas, dependentes da difusao de electroes
em impurezas ou nas interfaces. Quando, da aplicagao de um campo magnético,
resulta uma alteragdo do estado do sistema de antiferromagnético para ferromag-
nético, a difusdo de electroes nas interfaces é muito inferior, diminuindo, assim, a
resistividade eléctrica (figura 2.2).

Figura 2.2.: Representacao esquematica do mecanismo de magneto-resisténcia gi-
gante. Os sinais + e - representam electrdes com spins + e -1/2 [2].

Em geral, os sistemas de multicamadas que exibem magneto-resisténcia nega-
tiva gigante sao aqueles em que as propriedades de dispersiao sao muito diferentes
para as duas orientag¢des de spins, tanto no filme como nas interfaces. A estrutura
detalhada das interfaces, incluindo as impurezas introduzidas durante o fabrico,
é, por isso, de grande importancia. Por esta razao, é nas técnicas de deposigao de
filmes finos em multicamadas que se concentra grande parte da investigacdo nesta

area.
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2.  Multicamadas Magnéticas

2.2.  Multicamadas Descontinuas, Juncoes de

Spin e Valvulas de Spin

As multicamadas sdo usadas em muitas combinacgoes diferentes. Os sistemas co-
nhecidos como valvulas de spin sdo formados por uma camada metalica nio mag-
nética entre duas camadas metalicas magnéticas [3], e sGo mais eficazes que todos
os outros, de tal forma que estdo sujeitos a intensa investigagao para aplicagio em
sensores e cabegas de leitura. Nas jungoes de spin, a camada intermédia é isolado-
ra [4] e sdo mais instéveis do que as valvulas de spin, por serem muito dependentes
das condigoes de deposigdo das camadas. Existem, ainda, multicamadas desconti-
nuas [5| (figura 2.3), nas quais a camada intermédia é constituida por granulos de
um material como o cobalto [6], combinando as propriedades das multicamadas
com a estabilidade e facilidade de preparagdo, em relagdo as multicamadas, dos

materiais granulares, e jungdes descontinuas de spin [7].

Figura 2.3.: Multicamada descontinua (Co(2nm)/SiO5(3,5nm))s. Imagem por
TEM (Transmission Electron Microscopy): Pagina de Internet do
Commissariat a I’Energie Atomique - Département de Recherche Fon-
damentale sur la Matiére Condensée.




2. Multicamadas Magnéticas

No caso das juncoes de spin o mecanismo é diferente. Como a camada in-
termédia é isoladora, a condugdo da-se por efeito de tunel, razdo pela qual estes
dispositivos sao conhecidos também como juncdes magnéticas de tinel (MTJ’s).
Ao contrario do que acontece nas estruturas de GMR, onde a corrente é, normal-
mente, paralela &s camadas, aqui a corrente é perpendicular as camadas, mas a
resisténcia também depende da magnetizagio das camadas ferromagnéticas, como
nos dispositivos de GMR. A grande vantagem das jung¢des magnéticas de tinel
é que, enquanto nas estruturas de camada condutora a GMR chega a 110%, a
temperatura ambiente, com campos muito elevados (cerca de 20,000 Oe), as es-
truturas de camada isoladora exibem magneto-resisténcia de tinel (TMR) até

47% em campos magnéticos muito mais fracos (1 a 10 Oe).

2.3. Aplicacoes Tecnolégicas

No que diz respeito as aplicagoes tecnologicas [8], os dispositivos de GMR permi-
tem criar configuragbes magnéticas onde a inversdo de magnetizagio ocorre quer
por rotagdo de magnetizagao, resultando numa variagio de resisténcia com baixa
coercividade (para usar em sensores - por exemplo, cabecgas de leitura de discos
magnéticos de alta densidade) quer por um processo de inversido com histerese
que permite a existéncia de dois estados remanentes com diferentes resisténcias
(para criar memorias de acesso aleatério ndo voliteis, com a alta velocidade da
actual StaticRAM e a alta densidade da DynamicRAM). Por ser néo volatil, este
tipo de meméria pode proporcionar computadores que voltam instantaneamente
ao estado em que se encontravam quando foram desligados e o baixo consumo
beneficia particularmente os computadores portéteis.

Uma vez controlados eficazmente mecanismos como a difusao e efeito de tinel
dependentes de spin que estao na base da GMR ¢ TMR, antecipa-se o aparecimen-

to de diversos dispositivos electrénicos, como transistores de spin, numa tecnologia

que é ji designada por “Spintronics”.




3. Granulos Magnéticos

Os materiais granulares magnéticos sdo compositos de nanoparticulas magnéticas
[9], normalmente de cobalto ou niquel, inseridas numa matriz nio magnética, me-
talica ou isoladora. Actualmente, tém sido alvo de intenso estudo, motivado pela
descoberta do efeito de magneto-resisténcia gigante [10][11] em matrizes metalicas
mas j4 nos anos 70 tinham chamado a atengdo. Nessa altura, verificou-se uma
magneto-resisténcia elevada em filmes granulares metal/isolador que, abaixo do
limite de percolagdo metdlica, consistem de nanoparticulas ferromagnéticas dis-
tribuidas aleatoriamente numa matriz isoladora. Este efeito foi atribuido ao facto
de a condugao ser dominada pelo efeito tunel dos electrdes entre granulos [12].
Ja nessa altura, as medi¢cdes da magneto-resisténcia mostraram que a probabili-
dade de transferéncia de um electrdo por efeito de tinel é dependente do spin.
Em matrizes metélicas, os momentos magnéticos dos granulos tém um efeito se-
melhante na difusdo dos electrdes de condugéio [13]. Neste caso, a probabilidade
desta difusao dependente de spin é fun¢do da magnetizacdo global M =< cos8; >
e também do valor médio < cos#;; > do coseno do angulo entre os momentos
magnéticos de particulas vizinhas.

Como as correlagdes entre os nanogranulos magnéticos desempenham um papel
crucial no comportamento destes materiais, com matrizes quer metalicas quer
isoladoras, a nossa principal preocupacio sera com o estudo das propriedades e
interacgdes entre pequenas particulas magnéticas, independentemente do meio em
que se inserem.

3.1. Particulas de Dominio Unico

Ao contrario de ferromagnetes grandes, que se subdividem em dominios, com uma

estrutura de magnetizacdo complicada, as particulas que constituem os materi-
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3. Grénulos Magnéticos

ais granulares sdo de dimensdo suficientemente reduzida para formar um unico
dominio, com magnetizacdo saturada devida & interacgdo de troca (desde que a
temperatura seja inferior & temperatura de Curie do material), de tal forma que
a energia térmica da particula desempenha um papel importante no seu compor-
tamento magnético.
No caso de um conjunto de particulas esféricas, com anisotropia desprezavel
e independentes, cada uma com um momento magnético constante y, que pode
rodar livremente no espago, o comportamento magnético é particularmente sim-
ples. Se o sistema estiver em equilibrio termodinimico & temperatura T e sujeito
a um campo aplicado H, as orientagoes dos momentos serao determinadas pelo
termo de Zeeman
E=—u-H, (3.1)

obedecendo a uma distribuicao de Boltzmann, como no caso do paramagnetismo
classico. A magnetizagao média na direcgdo do campo é dada pela fungio de Lan-
gevin, com a diferenca de x4 nao ser o momento magnético de um atomo mas sim de
uma particula ferromagnética de um tinico dominio, que pode conter mais de 10°
atomos. Esta comparagdo estd na origem da designacao de superparamagnetismo
para este comportamento da magnetizacao em equilibrio térmico.

Naturalmente, os granulos ndo tém propriedades completamente isotropicas,
quer devido as suas proprias formas, quer devido a factores externos como a
estrutura da rede que os rodeia. Sendo assim, a energia dos granulos tera uma
contribuicdo anisotrépica que, no caso mais simples de simetria uniaxial, tera a
forma

E = KV sin?#, (3.2

onde @ é o Angulo entre o momento e o eixo de simetria da particula, V' é o volume
da particula e K é a densidade de energia de anisotropia. No caso de anisotropia
de forma, K é a diferenca entre a densidade de energia para magnetizacao paralela

ao eixo de anisotropia e a densidade de energia para a magnetizagao perpendicular.

3.2. Modelo de Stoner-Wohlfarth

Se a particula estiver sujeita a um campo magnético ao longo do eixo de simetria,
a energia serd dada por

18



3. Grénulos Magnéticos

E=KVsin?0 — puH cos 6 (3.3

(4 € o momento magnético da particula e 6 é o respectivo angulo em relacio ao
eixo de anisotropia). Esta expressdo corresponde ao modelo de Stoner-Wohlfarth
[14], desenvolvido para descrever os processos de coercividade e viscosidade mag-
nética e que tem sido muito usado por fabricantes de imans permanentes como
indicador de processos através dos quais podem ser obtidas propriedades melho-
radas essencialmente a partir de um aumento da anisotropia. Como se pode ver
pela figura 3.1, este modelo é caracterizado pela possibilidade de existéncia de
dois minimos metaestaveis, separados por uma barreira que depende da constan-
te de anisotropia e da magnitude e direc¢do do campo em relagdo & direcgdo de
anisotropia.

Apesar do uso generalizado desta teoria, existem dividas sobre a sua validade
geral para a maior parte dos materiais que constituem os imans permanentes.
Uma das fraquezas mais sérias desta teoria é ndo ter em conta interacg¢oes entre
as particulas de dominio Winico (embora a interacgio dipolar possa ser introduzida
no campo total sobre uma particula). Além disso, os imans permanentes ndo séo
formados, normalmente, por redes de particulas isoladas de dominio tinico - este

modelo é mais adequado aos materiais usados para gravagido magnética.

3.3. Modelo de Néel

Foi Néel [16] quem apontou pela primeira vez que particulas ferromagnéticas de
dominio tnico exibem o fenémeno de superparamagnetismo [17]. Néel e, pos-
teriormente, Brown [18| consideraram um conjunto destas particulas colocadas
num campo magnético muito elevado e, depois, retiradas do campo. Néel afirmou
que deveriamos observar uma magnetizagdo remanente que decai com o tempo,
a medida que as flutuacdes térmicas mudam as direcgées de magnetizagdo das

particulas. Depois de removido o campo, a remanéncia desapareceré da forma

M, (t) = M. (0)e”~ (34)
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Mg Mg

Hg H Hg H y H
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Figura 3.1.: Em cima, energia de uma particula em funcdo da direccio da magne-
tizagao no modelo de Stoner-Wohlfarth. Em baixo, curvas de mag-
netizagdo M de uma particula com campo aplicado H: (a) parale-
lo o eixo de anisotropia, (b) perpendicular ao eixo de anisotropia e
(c) a um angulo arbitrario com o eixo de anisotropia (M, = u e
Hy = KV/u)[15].

onde 7 é o pardmetro tempo de relaxacdo. Usando a probabilidade classica de
saltar uma barreira de energia, Néel chegou a relacao
1 _ KV

- = foe %87 (3.5)
-

(fo € um factor tipicamente da ordem de 10*° s~! e corresponde & frequéncia de
precessao de um momento, a temperatura finita, em torno do campo a que esta
sujeito). Esta expressdo permitiu comparar os tempos de relaxacdo para parti-
culas de diferentes tamanhos verificando-se que acima de um certo raio (alguns
nanometros), ou abaixo de uma determinada temperatura (temperatura de blo-
queamento), o tempo necessario para observar alguma alteracio é muito elevado,
de tal forma que, para todos os efeitos praticos, a magnetizacio é estavel e nada

tem de ser alterado na teoria convencional de ferromagnetismo. Uma excepgio a
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este comportamento é a observa¢ao de sistemas onde uma fracgao das particulas
de dominio tinico parece ndo ter atingido ainda a sua temperatura de bloquea-
mento a temperaturas de apenas alguns Kelvin, o que poderia ser atribuido a
um efeito de tinel macroscopico (MQT) [19]. No entanto, é muito dificil deter-
minar quando ou se a relaxagao se deve a um efeito quéntico, devendo este caso
manifestar-se através de um tempo de relaxagio independente da temperatura.
A experiéncia imaginaria de Néel, onde a alteracdo na magnetizagio pode ser
observada, é limitada a uma pequeno leque de tamanhos, nem sempre possiveis
de obter experimentalmente, em que o tempo de relaxacdo é da mesma ordem do
tempo necessario para a medigdao. Para particulas ainda mais pequenas, o tempo
de relaxacao pode ser tao pequeno que ocorrem varias inversoes de magnetizacao
dentro do tempo de medigdo. Neste caso, o valor médio da magnetizacao sem
campo aplicado & nulo. Este argumento pode ser generalizado para chegar a
conclusao que um conjunto destas particulas sujeito a um campo magnético se

comporta como um conjunto de dtomos paramagnéticos, como ji foi dito.

3.4. Modelo de Brown

Os resultados experimentais estdo de acordo com a teoria de Néel mas de uma
forma maioritariamente qualitativa. Brown argumentou que a teoria de Néel é
demasiado simples por considerar apenas um tnico salto de um minimo de energia
para o outro, sem permitir que o vector magnetizagao passe algum tempo entre os
dois minimos de energia antes de saltar, além de ignorar a possibilidade de voltar
ao minimo original. Brown mostrou que a teoria podia ser tratada no contexto
de processos estocasticos governados por uma equagao de Langevin e escreveu a
equacao de Fokker-Planck para a densidade de orientagoes de momento magnético
na esfera unitaria (ver, por exemplo, [20]).

Na derivacao da equagao de Fokker-Planck, a equacdo estocéstica para o mo-
vimento do vector momento magnético de uma particula tanto pode ser a equagio
de Landau-Lifshitz,

dn

dt v[n x (Hep + E)] — va[n x (n x Hey)] (3.6)

(onde 7 & o factor giromagnético, n é a direc¢do do momento, a = nyM;, n é uma

constante de amortecimento escolhida de forma a a ser adimensional e = é um




r

3. Granulos Magnéticos

campo aleatorio devido as flutuagdes térmicas) como a equagio de Gilbert, com
o amortecimento incorporado no campo efectivo.
Usando a equacao de Landau-Lifshitz, a equacdo de Fokker-Planck para a
funcao de distribuigao
f(N,t) =< d (N —n(t)) > (3.7)

das orientagdes n(f) dos momentos magnéticos na esfera |N| = 1, sendo a média

sobre valores de =, é dada por

of

= aiN {7 [N x Heg] = 7a[N x (N x Hey)] (3.8)

+vyakgT [N X (N i %)] } f=0.

Brown mostrou também que a teoria de taxas de fuga de Kramers podia ser
adaptada de forma a fornecer uma expressio para a taxa de fuga (inverso do
maior tempo de relaxa(;éo) para momentos magnéticos. No entanto, as tentativas
de Brown para considerar estes efeitos no caso de anisotropia uniaxial levaram
aos mesmos resultados obtidos por Néel e as principais diferencas entre os dois
tratamentos chegaram apenas com a resolugao numérica da equacgao diferencial

para um material com anisotropia cibica.

3.5. Outros Modelos de Relaxacao
Superparamagnética

Mais recentemente, os processos de relaxagdo superparamagnética tém sido alvos
de alguma controvérsia, com a publicacao de dois modelos que consideram a intro-
dugao de interacgoes entre as particulas e conduzem a efeitos opostos. No modelo

de Mgrup-Tronc [21] a barreira de energia é dada por
Ep = KV [1 + 2h (£ cosv — sinv) + h?] (3.9)

(onde v é o dngulo entre o campo e a direc¢do de anisotropia e & corresponde a
existéncia de duas barreiras). Este modelo considera graus de liberdade colectivos

(limite de interacgdes fortes) e as interacgdes levam a uma diminuigao da barreira
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de energia. Por outro lado, no modelo de Dormann-Bessais-Fiorani [22],

(3.10)

2
EB = EB() +n1a1M2V£ {alM Vl

kgT

(onde Epg corresponde ao limite sem interaccdes, nq é o niimero de proximos vi-
zinhos, a; ~ Cy/v/2, sendo Cy é a concentracdo de particulas na amostra, e £ é
a funcdo de Langevin). Este modelo é baseado no modelo de Stoner-Wohlfarth,
lida com graus de liberdade individuais (limite de interacgdes fracas) e prevé um
aumento da mesma barreira. Varias andlises dos dois modelos foram publicadas
desde entdo mas esta e outras questdes continuam em aberto. As verificacdes
experimentais destes modelos foram efectuadas em sistemas com baixas concen-

tragoes, longe do a&mbito de ordem de longo alcance que iremos considerar.

3.6. Sistemas Experimentais

Nos materiais granulares magnéticos actualmente sob investigacdo dividem-se em
sistemas com distribui¢ées ordenadas ou desordenadas dos granulos inseridos em
matrizes isoladoras ou condutoras. O interesse no estudo dos materiais desor-
denados apareceu mais cedo, devido & maior facilidadede de preparagao, com a
descoberta do efeito de GMR nos materiais com matriz metalica e TMR em matri-
zes isoladoras, enquanto que apenas recentemente a atengio se virou para as redes
ordenadas, com o desenvolvimento de técnicas de preparagdo mais avancadas. Por
outro lado, os modelos tedricos avangam no sentido inverso - pretendemos tornar
mais realisticos os modelos de redes ordenadas, enquanto que ainda nédo existem
modelos satisfatérios do comportamento magnético de materiais desordenados.

Entre os sistemas constituidos por redes planares de particulas magnéticas que
os nossos modelos pretendem descrever, destacam-se os trabalhos de Cowburn [23],
Evoy [24], Takzei [25] e Sun [26].

As experiéncias de Cowburn et al. sdo de particular relevancia para o nosso
trabalho. Os sistemas representados na figura 3.2 sdo redes rectangulares de
discos circulares de “supermalloy”, NiggFe4Mos, com 60nm de didmetro e 7nm
de espessura. Um dos periodos da rede, Y, foi mantido constante, 180nm (o
triplo do didmetro das particulas), enquanto que o outro, X, foi variado, em
redes diferentes, desde 180nm (rede quadrada) até 80nm, deixando apenas 20nm
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entre particulas, tendo-se verificado o aparecimento de ordem ferromagnética ao
chegar a aproximadamente X = 100nm (X/Y = 0.555), a temperaturas desde a
temperatura ambiente até cerca de 600K. Para este sistema, a unidade natural
de temperatura p?/a® (kg = 1) é aproximadamente 318 K. Este sistema difere da
rede quadradd de dipolos pontuais em dois aspectos que iremos tratar nas seccoes
seguintes - a assimetria da rede (rectangular) e o tamanho finito das particulas
(discos).

Outro exemplo de sistemas com comportamento ferromagnético é o de Evoy
et al. Neste caso, as redes eram constituidas por particulas de cobalto alongadas,
80x140 nm, com uma espessura varidvel entre 14 a 30 nm, em redes triangulares
de lado 150 a 700 nm (figura 3.3).

Quando a espessura se aproxima de 30 nm, as particulas deixam de ser consti-
tuidas por um tnico dominio e para distancias superiores a 400 nm sdo considera-
das independentes. Como o objectivo deste trabalho era analisar a possibilidade
de utilizacdo destas estruturas como unidades de armazenamento de dados, as
configuragdes mais favoraveis eram constituidas por redes de lado superior a 400
nm com partiéulas de espessura reduzida. Para distincias grandes, o modelo de
dipolos finitos unidimensionais que iremos considerar pode constituir uma boa

aproximagao a estes sistemas.

3.7. Aplicacoes Tecnolbgicas

O efeito de diminui¢do do tempo de relaxacgdo ao ponto de ocorrerem varias in-
versoes da magnetizacdo dentro do tempo de medi¢do é conhecido como limite
superparamagnético, que pode vir a limitar o crescimento actual na densidade dos
dispositivos de gravacdo magnética. Actualmente, ja foram demonstradas densi-
dades de 20 Gbits/in? embora os dispositivos actuais ndo cheguem a 10 Gbits/in?.
Prevé-se que o limite se situe perto dos 40 Gbits/in?, atingido daqui a 5 ou 6 anos
a taxa de crescimento actual, o que aumenta a necessidade de compreender me-
lhor os mecanismos de relaxagdo superparamagnética, principalmente os efeitos
das interaccgoes e da anisotropia. Novos materiais com uma anisotropia mais ele-
vada podem ser estdveis com granulos mais pequenos mas requerem campos mais
elevados para inverter a magnetizagao.

Outra solugdo podera ser usar bits de um tnico granulo em estruturas regulares
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(figura 3.4) [27], de que sdo exemplo os trabalhos de descritos na sec¢do anterior,
0 que requer técnicas de preparagio mais sofisticadas. Estas estruturas podem
também ser usadas, tal como as multicamadas, como memorias ndo volateis [28]

ou como ambiente para a implementacdo de computadores quanticos [29].
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Figura 3.2.: Em cima, uma representacado esquematica das redes de particulas
magnéticas. Os ciclos de histerese, para duas direc¢des do campo apli-
cado, demonstram o aparecimento de ordem ferromagnética (painéis
d), devida as interac¢oes dipolares, & medida que diminui a distancia
entre granulos, numa tnica direcgdo (no interior, os ciclos para toda
a gama de valores do campo aplicado) [23].
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| Figura 3.3.: Imagem por SEM (Scanning Electron Microscopy) de uma rede de
nanostruturas de cobalto de dimensoes 80x140x20 nm numa rede tri-
angular de lado 150 nm [24].

Figura 3.4.: Imagem por MFM (Magnetic Force Microscopy) de nanoestruturas
de cobalto com dimensdes 80x140x17 nm separadas por 600 nm numa
rede quadrada [24].
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4. Redes de Dipolos Pontuais

Como vimos, os calculos dos tempos de relaxacao dos modelos de Néel e Brown
sao validos apenas em certas condigoes de anisotropia e mesmo assim de forma
aproximada, particularmente no que diz respeito ao factor pré-exponencial. A
situagao complica-se quando as particulas nao estao isoladas, que constituf o caso
mais geral, onde existem interac¢des magnéticas dipolares e de troca para parti-
culas em contacto. Como queremos tratar apenas de particulas bem separadas,
nao serao incluidas as interacgdes de troca. Além disso, como ja vimos, os mo-
mentos magnéticos totais dos granulos sao muito grandes, da ordem de milhares
de magnetoes de Bohr, o que nos permite uma abordagem inteiramente classica
ao problema das interacgoes entre os dipolos magnéticos.

No que diz respeito as interaccoes dipolares, a energia de interacgao

E= Z ((Mz"ﬂj) —3(p;-7) (Nj"F)) /r (4.1)
<i,7>

(onde < 14,7 > significa soma sobre pares, sem dupla contagem) s6 pode ser cal-
culada em condigdes estaticas no caso de uma rede regular de particulas idénticas
porque, noutra situagdo, as magnetizagoes relaxam de acordo com varios tempos
de relaxacdo, relacionados com os volumes das particulas e as suas distribuigdes,
o que faz com que o Angulo entre as magnetizagoes de duas particulas flutue com
o tempo. Bastam pequenas variac¢oes no volume das particulas para induzir este
efeito. A temperatura nula, para momentos classicos, nao hé flutuacao da magne-
tizagao e é possivel determinar o estado fundamental minimizando a energia total
(método de Luttinger e Tisza [30]). Este parece ser o tinico caso em que sao validos

os céalculos de interaccao dipolar sem considerar flutuagées na magnetizacao.
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4.1. Meétodo de Luttinger e Tisza

O método de Luttinger e Tisza consiste em representar redes ordenadas, infini-
tas, de dipolos pontuais como vectores num espago vectorial multidimensional.
Considerando apenas configuragées com um periodo igual ao dobro do parametro
da rede a, a dimensionalidade do espago é determinada pelo nimero de dipolos
numa célula unitéria e pelos graus de liberdade de cada momento (o termo con-
figuracao é usado aqui para descrever ndo s6 a posi¢ao dos dipolos mas também
as orientacoes dos respectivos momentos). Note-se que a suposi¢ido de que o es-
tado fundamental tem esta periodicidade, conhecida como hipotese de Luttinger
e Tisza, nao foi ainda provada exactamente.

Por exemplo, no caso de uma rede ciibica simples temos oito dipolos com
trés graus de liberdade, ou seja, um espago com 24 dimensodes. As solugdes com
igual norma do momento para todos os dipolos definem uma hipersuperficie de 16
dimensoes. Uma configuragao arbitraria pode ser considerada como uma sobrepo-
sicao de configuracoes basicas e a energia de interac¢ao dipolar é obtida a partir
das energias destas configuragoes. Para calcular a energia de uma configuragao é
necesséario conhecer o campo gerado pela configuragio em todos os pontos da rede.
Como o campo tem a mesma simetria das configuragoes, o conjunto de vectores
que representa o campo em todos os pontos da rede serd mais um vector do espago
vectorial das configuracdes. A operagdo que corresponde a cada configuragdo M o
seu campo F pode ser escrita na forma F = FM, onde F é o operador de campo.
A energia total é a soma das energias de cada um dos dipolos, —m - f,

3r(m - r) — mr?

f= - , (4.2)

e pode ser escrita na forma

1 1
Us=-M-F=-=M-FM, (4.3)

em unidades adimensionais (com os momentos m medidos em termos de um mo-
mento arbitrario p e comprimentos em termos do parametro da rede a, os campos
sao expressos em unidades de p/a® e as energias em termos de p?/a®, unidades
que serdo utilizadas em tudo o que se segue). Esta forma quadratica pode ser

diagonalizada (transformada numa soma de quadrados) através de uma rotacgio
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do sistema de coordenadas. O novo sistema de coordenadas serd dado pelos 24
vectores proprios de F, sendo a energia de cada configuracio bésica o respectivo
valor proprio, a partir dos quais se pode representar qualquer configuragio e cal-
cular a respectiva energia. Desta forma, o estado fundamental é dado por uma
sobreposi¢ao de configuracoes bésicas correspondentes ao méaximo valor préprio
de F, com energia £ = —2.676u%/a®>. Uma configuracio arbitraria M do estado
fundamental, para uma célula unitaria de oito dipolos situados nos vértices de um

cubo, é representada na forma

[ m, (1) (1) (1)

m; 1 -1 -1
m; -1 -1 1
M ol T ren| Y oliee| g (4.4)
mg 1 1 1
Mg 1 -1 -1
my -1 -1 1
mB} -1 1 —1

ou seja, como uma sobreposi¢ao dos estados representados na figura 4.1.

Y
| |

4

|

|

4

y
Y

Y

Figura 4.1.: Cbnﬁguragées bésicas que permitem construir o estado fundamental
de uma rede cibica simples de dipolos pontuais.

Niemeyer [31] desenvolveu uma generalizacdo deste método para sistemas
quanticos de dipolos em redes de Bravais, com interacgdes dipolares e de tro-

ca entre os dtomos ou ides da rede, mas, como ji vimos, o caso de pequenas

particulas magnéticas é tratado classicamente.
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4.2. Estado Fundamental Degenerado

Usando este método, Luttinger e Tisza concluiram que o estado fundamental para
uma rede ctibica simples, correspondente ao valor proprio mais elevado, é antifer-
romagnético. Belobrov et al. [32] chegaram a uma solugdo mais geral, concluindo
que o estado fundamental é continuamente degenerado em relagio a dois parame-
tros, sendo a configuragao antiferromagnética um caso particular desta solugéo.
O avanco em relagdo ao trabalho de Luttinger e Tisza consistiu em separar o
ndmero minimo (quatro) de subredes de dipolos que permitisse uma configuracao
correspondente ao estado fundamental. Verificando que, na expressao 4.4, apenas
quatro momentos em cada configuragio basica sio independentes (os dipolos situ-
ados ao longo das diagonais da célula unitaria tém a mesma orientagio), cada uma
delas & descrita pelas orientagoes dos dipolos na face inferior da célula unitéria,

sendo o estado fundamental descrito por

m, 1 1 1
1 -1 -1

M =a i+b j+ec k, (4.5)

M3 -1 -1 1

my -1 1 -1

com as configuragoes basicas representadas na figura 4.2.

7 S ST

Figura 4.2.: Configuracoes basicas de menor dimensionalidade que permitem cons-
truir o estado fundamental de uma rede cibica simples de dipolos
pontuais.

Esta solugao tem uma estrutura de vortice esquematizada na figura 4.3, sendo
os angulos 1 e x arbitrarios.

Numa rede quadrada de dipolos pontuais, o estado de micro-vértice é descrito
por uma direc¢cdo do momento m em cada ponto da rede n = (ny,ny), ny e ny

inteiros,

mY) = ((=1)™ cosx, (—1)" sin x), (4.6)
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Figura 4.3.: Estado fundamental de uma rede cibica de dipolos pontuais. Os
angulos 9 e x sdo parametros de degenerescéncia continua [32].

(sin® x e cos? x sdo os pesos de cada uma das duas primeiras configuragoes bésicas

da figura 4.2), e a energia por particula (suposta situada na origem) é dada por

EMY) _ EZ lmﬂ,x "Mny 3(m0,x 'n) (my, ), - n)} -
2

3 5
- n n

ninsa

=" [(_1) ' ¥ (_1)n2] ('I’L% + n%)5/2

sin x cos X] :
Para uma rede infinita, os coeficientes de cos? y and sin? x sio iguais, enquanto

que o coeficiente de sin x cos x é nulo. Sendo assim,

9 2 _ 2 2
EMV) — aiu—s, com o= = Z (=™ L_n_;/z o255, (4.8)
a 2 i (nf +n3)

que ¢, de facto, independente do angulo x. O estado ferromagnético tem energia

2
B = 9265 (4.9)
a

isto &, uma diferenca de 0,29u°/a® que favorece o estado degenerado.

Serd deste caso, de uma rede quadrada, que nos iremos ocupar, sendo esse
também o que mais interesse suscita do ponto de vista das aplicacdes ja referidas,
mas 0 método de Luttinger e Tisza também foi aplicado pelos proprios a redes

FCC e BCC e, desde entdo, a redes planares com um angulo rémbico arbitrario

[33] e hexagonais (honeycomb) [34].
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4.3. Condi¢cdes para Levantamento da

Degenerescéncia

A degenerescé_ncia do estado fundamental é, naturalmente, muito instével, po-
dendo ser levantada ao reduzir a dimensionalidade dos sistemas, considerando
sistemas finitos, incluindo efeitos de superficie ou com a aplicacdo de um campo
[35]. Para um sistema bidimensional mantém-se a degenerescéncia em relacio
a um dos angulos (no plano) enquanto que para um sistema unidimensional a
degenerescéncia é completamente levantada.

Todos os céalculos anteriores consideraram redes infinitas mas as redes usa-
das nas simulagdes de Monte Carlo sdo finitas e até bastante pequenas, sendo
necessario verificar até que ponto estes efeitos poderdo alterar o comportamen-
to termodinamico dos sistemas. Qutra solugdo seria, naturalmente, implementar
condicoes de fronteira peri6dicas, sendo necessario recorrer ao método de somas
de Ewald para tratar a interac¢do de longo alcance. No entanto, isto aumentaria
em grande medida o peso computacional das simulagdes, nao sendo ainda claro se
nao sera mais eficaz continuar, simplesmente, a aumentar o tamanho dos sistemas.

No caso de redes quadradas planares, podemos observar os efeitos de considerar
redes finitas na energia do estado fundamental calculado por Belobrov et al. [32]
impondo uma configuracao de vértice no plano (figura 4.3) e calculando a energia
em fungdo do dngulo x. Em redes com um ndmero par de particulas por lado, os
termos proporcionais a sin x cos x ndo cancelam e a energia resulta proporcional a
sin 2 (figura 4.4) enquanto que nas redes com um niimero impar de dipolos por
lado a energia nao depende do angulo y.

Da mesma forma, foram calculadas as diferencas entre as energias dos estado
ferromagnético e antiferromagnético em funcio do tamanho da rede (figura 4.5).
Como se pode ver, o estado antiferromagnético tem sempre uma energia inferior ao
ferromagnético. A tracejado estdo representados os valores calculados para redes
infinitas, verificando-se uma, convergéncia mais lenta no caso ferromagnético.

Como podemos ver, tanto a aplicagdo do método de Luttinger e Tisza 4 rede
cubica simples e & rede quadrada planar como o céalculo directo da energia na re-
de planar mostraram que o estado ferromagnético tem uma energia mais elevada
do que o antiferromagnético. Por outro lado, como ja vimos, experimentalmente

verificou-se a existéncia de ferromagnetismo dipolar em redes planares de parti-
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Figura 4.4.: Energia da configuracao de vortice planar para redes quadradas de
lado 2 a 40, em funcédo de x. O grafico de baixo é uma ampliacio do
anterior, com as energias das redes de lado 21 a 40.

culas magnéticas, o que suscitou interesse no papel das correcgdes & aproximacio
de dipolos pontuais e da geometria da rede.
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Figura 4.5.: Energia das configuracées ferromagnética (a mais elevada) e antifer-
romagnética em fungao do nimero de dipolos numa rede quadrada.

4.4. Redes Rectangulares

Calcular a diferenca de energia entre os estados ferromagnético e antiferromagné-
tico para uma rede quadrada é um procedimento simples, bastando somar direc-
tamente as contribuicdes de pontos da rede dentro de um certo raio e substituir
a soma sobre os pontos fora dessa regido por um integral. Na verdade, para o
célculo da diferenca de energia entre estes dois estados basta somar as contribui-
¢oes das colunas alternadas que distinguem a configuracdo antiferromagnética da
ferromagnética.

No limite em que um dos periodos & nulo a rede transforma-se numa sequéncia
de fios infinitos que nao produzem qualquer campo num ponto R fora do fio,

f:dr(m-v)ml—_ﬂ=0, (4.10)

pelo que nao existe barreira energética entre os estados ferromagnético e antifer-
romagnético. No entanto, quando consideramos redes rectangulares (figura 4.6)
com pontos r; = (m;, n;€), onde m; e n; sdo inteiros e 0 < £ < 1, nao é tao simples
definir os limites em cada uma das direc¢ées de forma a garantir a convergéncia
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das somas.

Figura 4.6.: Rede rectangular de dipolos pontuais, com assimetria &.

Para tal, foi usado em método semelhante ao utilizado para o calculo de somas
de Ewald, que permite calcular a soma até infinito da direc¢io com periodo ¢,
tornando a soma segundo a direc¢do com periodo 1 rapidamente convergente.

A diferenca de energia que pretendemos calcular é dada por

1 _3 €2n2 ) (
(@m+1)2+€n2)**  “(2m+1)2 + 2n2)*? )

AE(£) =2 ( 4.11)

ou, com &' =£/(2m + 1),

AE +0o 1 {’2n2
g = 2m;m (2m +1) @em+1)® s ((1 + §’2n2)3/2 - 3(1 + 6’%2)5/2

) . (412)

Esta soma pode ser simplificada definindo

+00 1
S(€) = H:X_:OO s e (4.13)
e verificando que
dS(§) {n?
& - iren (4.14)

0 que nos permite escrever a diferenca de energia como
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+o0 1

o 085 (5'))
AFE(£) =2 — | S . 4.15
©=2 3 (st eDh (419
Usando a definicdo da fungao I' de Euler e escrevendo
1 1 PO sl
—_= = " d 4.16
P2 I(A42) /0 il (4.16)
podemos representar a soma S(£') por um integral,
SE)= 3 . f Va| X et ) dy =
= R (1 % £r2n2)3/2 i 3/2 n«-_oo =
u 612 41
Ty Ve (e, (4.17)
onde
+00 n2
bl = 30 (e7¢™) (4.18)
n=-—oco
é a funcdo eliptica Theta de Jacobi.
A derivada de S(£') pode ser escrita como
dS(é-!) 2 o 3/2 - a _6!2
4 i u_~ u
3 i I‘(3/2)./o ulte™ o (93(6 ))du (4.19)

que pode ser integrada por partes, resultando em

S(e) + dflf)— s ([T - nvaerae a), @)

expressao convergente e integravel numericamente. A diferenca de energia, dada

por
I Y v ds(/(2m+ 1)
AE©=2 3 G (Ste/om -+ 1))+ 2EE )

¢ dominada pelo termo m = 0, ou seja,

4
T(3/2)

AE(£) ~ ( [0 T u=-1) \/Ee_“ﬂg(e_‘fz“)du) . (4.22)
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Esta fungdo é representada na figura 4.7, onde se vé que, para £ = 1, reobtemos
a barreira energética da rede quadrada AE(1) = 0,29u2%/a3.

Figura 4.7.: Decaimento da diferenga de energia entre o estado ferromagnético e
antiferromagnético na rede rectangular com assimetria &.

O grafico da figura 4.7 foi obtido integrando numericamente a expressao 4.22.
Dividindo o integral de zero a infinito em 1/£* e utilizando, no intervalo [0, 1/£%],
uma versao do método “Steepest Descent” no eixo real, verificou-se que, para &
pequeno,

16‘f|'2 2m

AE =~ W—e_?, (4.23)

isto €, um comportamento ndo analitico no limite £ — 0 mas que reproduz a curva
obtida por integragdo numérica até £ = 1.

Verifica-se, entdo, que o aumento a assimetria da rede faz com que a barreira
de energia entre os estados ferromagnético e antiferromagnético decaia abrupta-
mente, sendo ji praticamente nula para £ = 1/2, pelo que a aplica¢io de um
campo magnético fraco é suficiente para seleccionar o estado ferromagnético. No
sistema de Cowburn et al, que vimos na sec¢ao anterior, os ciclos de histerese
evidenciavam um comportamento ferromagnético a partir de £ = 0.555, isto &, o
aumento da assimetria da rede parece ser suficiente para o aparecimento de ordem
ferromagnética, mesmo sem considerar os efeitos de tamanho finito das particulas,

que iremos tratar no capitulo seguinte.
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Pontual

No caso de particulas esféricas (figura 5.1), a energia de interacgdo magnetoes-
tatica entre elas é exactamente igual & energia de interacgdo entre dois dipolos
pontuais [36] [37] mas a situagiio altera-se para qualquer outra forma das parti-
culas.

Figura 5.1.: Representagdo de duas esferas uniformemente magnetizadas.

A energia de interac¢ao entre duas esferas magnetizadas uniformemente é dada

por
(m1'(R—r1+r2))(m2-(R—r1+r2))
E. = dr d -3
= ./ lfVQ "2 []R—r1+r2| IR—I'1+I'2|5
(5.1)
dry [ drs(my - 9y) (mg - 92) — (5.2)
Vi ! Va 2 L ¥V 2N |R—r1+r2|' .

onde V7, » designa os gradientes relativamente a r; 5. Integrando apenas em ordem

a r; e usando o Teorema Generalizado de Stokes temos

1 m; -dS Micosf
dr1 (ml-vl) _fS . L :

_ = = 5.3
W |IR' — rq| R =1y R? (5:3)
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exactamente o potencial escalar de um dipolo pontual, ou seja, o campo magné-
tico produzido por uma esfera uniformemente magnetizada sera igual ao campo
dipolar arbitrariamente proximo da superficie, ndo apenas assimptoticamente. O
mesmo acontece quando integramos sobre a segunda esfera, pelo que recuperamos
a energia de interacgdo entre dois dipolos pontuais

M, - M, (M;-R)(M; R)

E12 = R3 - 3 R5

(5.4)

com magnetizacao
Mi = fm,;dr.i. (55)

Isto deve-se apenas & simetria esférica do problema, enquanto que nos modelos
que iremos considerar, a uma ou duas dimensdes, existem correcg¢des a energia de

interaccao devido ao tamanho finito das particulas.

5.1. Dipolos Unidimensionais

O tamanho finito dos granulos pode ser representado por diferentes modelos, co-
mo por exemplo elipséides ou discos bidimensionais, cuja energia de interaccio
J& apresenta correc¢des & energia de interac¢do entre dipolos pontuais. O mo-
delo mais simples serd considerar dipolos elementares, isto ¢, “polos” magnéticos
separados por uma distancia 2d (figura 5.2).

Figura 5.2.: Representagio de dois dipolos finitos, com “polos” p; = +1 e momento
magnético p = 2d.

Neste caso, a energia de interacgdo é dada pelo integral unidimensional

1

—_, 5.6
|R—1'1+I'2| ( )

d d
[ dr [ dra(my - ) (ms - 72)

que, pelo teorema de Stokes, se reduz, simplesmente, ao potencial Coulombiano
dos “polos”.
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Designando as projecgdes dos momentos por

? (i %COS B E= %sin 6, (5.7)

a energia de interacgao é dada, exactamente, por

1 1

R 120G -G (G- ) + (6 - &)
+L 1

Bi+2(0 -0+ Q-0+ 6@ - &)
1 1

B1-2(Q+G) + (G + 0+ (6 +6)
1 1

R\/l +2(G+ )+ (G+G)+ (& “Hfz)?,

que pode ser expandida em série de Taylor, até quarta ordem em d,

E

B = = (6 +&62) ~ 306 (5.9)

-2GG (¢ + Cg) = 25152 (512 oI fg) +3 (C1C2 (e + Eg) + 66 (C12 + Cz?))] )

onde se identificam ja os dois primeiros termos correspondentes & aproximacio de
dipolos pontuais. Esta expressdo pode ser escrita ainda na forma de correccdes a

aproximacao pontual em funcdo do pardmetro p = d/R,

4 29 29
E=;§'[(<1c2+£1§2) (1—3p2 (1—5"05 o 2) +) (5.10)
2 2
s (1o (1 0wy )
ou seja,
i 2 2
e m1R3m2 ll — 3p? (1 T B”;COS 92) + ] (5.11)
2 2
M1, Mo, g cos* # + cos® 0,
— - 1-— ee] s
i [1 50 ( 7 . )+ }

A figura 5.3 apresenta uma comparagio da energia calculada para a configura-
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cao ferromagnética “a” na figura 5.4 numa rede planar através da expansao para
d pequeno, eq. 5.11, com o cilculo exacto, eq. 5.8.

0 T L T ‘| | T
— Célculo exacto 1
Expansio

-6 —

-8 )

0.1 0.2 03 04 0.5

Figura 5.3.: Comparacido da energia por particula de uma rede quadrada ordenada
ferromagneticamente calculada exactamente e na expansao para d
pequeno.

O célculo das energias de diversas configuracoes na rede planar mostra que
estas correccoes levantam, naturalmente, a degenerescéncia observada no caso de
dipolos pontuais e diminuem significativamente a barreira energética entre os es-
tados ferromagnético e antiferromagnético, o que ird determinar o comportamento
do sistema quando sujeito a um campo externo.

Este modelo unidimensional para os dipolos nio permite liberdade de rotagdo
a0 momento magnético, que pode ter apenas dois sentidos ao longo da direc¢do
que une os dois polos. Sendo assim, as energias foram calculadas para um conjunto
de configuracoes que pretendem caracterizar qualitativamente este modelo, con-
figuragdes estas representadas na figura 5.4. Enquanto que nas configuragoes “a”
e “b” as designagoes de estado ferromagnético e antiferromagnético tém o sentido

tradicional, a configuragdo “c” representa um caso particular da configuracao de

micro-vortice, considerada aqui como “antiferromagnético”, sendo o estado “ferro-
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magnético” caracterizado pela escolha do mesmo sentido dos momentos ao longo
de um dos eixos da rede.

As diferengas de energia, em fungdo de d, sdo apresentadas em cada grafico 5.5
e 5.6, onde se pode ver que tendem a zero tanto na configuracio “a” como na “b”,
embora na configuragao “b” o estado ferromagnético seja favoravel para d peque-
no. Este iltimo caso é uma boa aproximagao aos sistemas com comportamento
ferromagnético estudados por Evoy et al.

E interessante verificar que na configuragao “c”, derivada dos estados de micro-
vortice, a diferenca de energia nao se altera até d ~ 0.5, divergindo rapidamente
depois deste valor. Esta divergéncia deve-se ao facto de estarmos a considerar es-
truturas unidimensionais, sem espessura, pelo que a energia de interaccio diverge
préoximo do contacto.

As energias da configuragio “d” ndo foram calculadas, visto que nem é possi-
vel convencionar um estado ferromagnético e outro antiferromagnético como nas
configuracoes anteriores. Esta configuragdo é composta por duas subredes de ori-
entagoes perpendiculares e bastante independentes, visto que as interaccdes entre
proximos vizinhos sao nulas, pelo que pode constituir um modelo adequado a

aplicagdes no campo da gravagao magnética.

Figura 5.4.: Possiveis configuragoes das redes de dipolos elementares.
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Configuragdo "a"
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Figura 5.5.: Energia, em fungdo do tamanho dos dipolos, das configuracoes “a” e
“b”, ordenadas ferro e antiferromagneticamente.
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Configuragdo "c"
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Figura 5.6.: Energias, em funcio do tamanho dos dipolos, da configuragio “c”
ordenada ferro e antiferromagneticamente.

5.2. Discos Bidimensionais

Outro modelo para pequenas particulas magnéticas consiste em considerar discos
uniformemente magnetizados (figura 5.7), cuja energia de interacgéio, ao contrario
do que acontece no caso tridimensional das esferas magnéticas, apresenta também

correcgoes 4 energia de interacgao entre dipolos pontuais.

Figura 5.7.: Representagao de dois discos uniformemente magnetizados.
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Considerando dois discos S; 3 de raio 7 e magnetizagdes m, 5, separados por

R (R > 2r) a energia de interaccdo entre eles é dada por

. « (R = R
Bo=[ dr [ drg[ miomp g(my (R tr) (my- (R—ni+rg)
51 Sa |R—I']_+I'2| !R~r1+r2|
(5.12)

Analogamente ao caso das esferas, esta expressdo pode ser escrita em termos
do potencial, na forma

1

_ 5.13
|R—I‘1+1‘2| ( )

E :/s dl‘1/S dry (m; - 1) (my - 772)

onde V7,7 designa os gradientes relativamente a r; ;. O teorema de Stokes permite

transformar os integrais sobre as areas circulares S) 2 nos integrais angulares

cos (1 — B1) cos (ypa — B)

\/1 — 2p(cos 1 — cosg) + 2p? [1 — cos (1 — ¥2)]
(5.14)

onde ;5 e §; 5 sdo os dngulos de R com r, » e m, ; respectivamente. Desta forma,

m2 2 2
By s / d d
12 R Jo ©1 o P2

a energia K, para determinadas direcgoes da magnetizagao, é uma fungio da
razdo p = r/R. Para discos suficientemente distantes, podemos considerar p um
pardmetro pequeno e expandir, mais uma vez, o denominador em poténcias de p,

desprezando os termos de ordem impar que ndo contribuem para o integral:

1
\/1 — 2p(cosp; — cospa) + 2p% [1 — cos (1 — p2)]

3
= 14 p(cos o1 — cos py) — p*[1 — cos (1 = 2)] + 54" (cOs o1 — cos )" +

3 15
+§P4 [1 — cos (1 — @2)]* — ?P4 (cos p1 — cos p3)” [1 — cos (1 — 2)] +
35
+=p*(cos; —cosy)t 4+ -. (5.15)

8
A integracdo da Eq. 5.15 multiplicada por cos (g1 — ) cos (p; — 6;) resulta
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na seguinte expansao para a energia de interacg¢io

E12=M—2-( 32+...)_3(M1'R)(M2'R)( 5

7 1+ 4 5 1+ 7° - s ) (5.16)
onde M = wr®m é o momento magnético total do disco e os termos para além da
unidade nas expressdes entre paréntesis descrevem, mais uma vez, as correcgoes
a aproximacao de dipolos pontuais.

Ja& vimos que, numa rede quadrada, os termos correspondentes & aproxima-
¢ao pontual levam a um estado fundamental degenerado. Para verificarmos se
a degenerescéncia do estado de micro-vértice é levantada no caso de uma rede
de discos magnéticos, consideramos a segunda correc¢io a energia do estado de

micro-vértice,

AE® = 3 5 [MO-M,, (M- m) (Mn-n)}
da3 < n®

n?
2 2

(-1 —2—1-cos’ x + (-1)" ——Z=sin’ x+ (5.17)
Z [ (n} +n3)"” (n2 + n2)""*

_ 3p2M2
448

1Mo

+[(=1)™ + (-1)™] 773 Sin X cos Xl )

(n? +n})

Esta correccao também se torna independente do angulo ¥ e o mesmo aconte-
cerd com todas as correcgoes. Embora parega que a degenerescéncia do estado de
micro-vortice se ird manter para qualquer valor de p < 1/2, isto nio serd verdade
quando os discos estiverem perto de se tocarem, quando a distancia § = 1-2p < 1.

Isto pode ser visto pelo comportamento assimptético da energia de interac-
gao entre os discos no limite § — 0. Neste caso, o termo mais importante é
I cos 8, cosfls onde

COS (01 COS Y9

\/1 — 2p(cosgy — cospg) + 2p%[1 — cos (¢1 — a)]

2w 2
I= /0 do [ de, . (5.18)
0

que, devido & contribuicdo de ¢, ~ 0, ¢, &~ =, diverge lentamente, o In1/4.
Isto pode ser visto através do calculo do integral, figura 5.8, ou através de uma

aproximagao simples

1 T d
IM—+4/ da:f W 4w (5.19)
0 0
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Figura 5.8.: Comportamento assimptético da energia de interac¢do dipolar entre
dois discos magnetizados perto de se tocarem.

Esta contribui¢do é nao analitica em 1 — 2p e, por isso, ndo pode ser obtida
somando a expansao em poténcias de p. No entanto, sdo estas contribuictes que
dominam a energia total entre os discos para p — 1/2. Neste limite, podemos
desprezar todas as interacgOes para além dos proximos vizinhos separados pelos
vectores A com |A| = a:

Ew~-I EA(mn-A) (m,,A-4). (5.20)

O estado fundamental para este regime é degenerado entre os estados de micro-
vortice e os estados ferromagnéticos

ME,F}:I) = M (cos x,sinx), (5.21)

mas esta degenerescéncia é rapidamente levantada com um campo magnético H
arbitrariamente pequeno, seleccionando um dnico estado ferromagnético orientado
segundo H.

Desta forma, concluimos que, nos sistemas estudados por Cowburn et al.,
tanto o aumento da assimetria da rede como a utilizagio de discos circulares

contribuem para o desaparecimento da barreira energética que separa os estados

antiferromagnéticos ou degenerados do estado ferromagnético.
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6. Espectro de Excitacoes

Magnéticas

Além da comparagdo directa das energias de diversas configuragdes, e ainda antes
de ser necessaria a aplicagao de métodos de Monte Carlo, é possivel obter mais in-
formagoes sobre o comportamento destes sistemas, a baixas temperaturas, através
da andlise do espectro de excitagdes magnéticas.

No caso dos modelos tradicionais com interacgdo de troca, a forte correlacao
entre as direcgoes dos spins leva & existéncia de um tipo especial de modo colectivo
em cristais ordenados - uma perturbacao na direc¢do de um momento é propaga-
da a todo o cristal na forma de um modo de movimento oscilatério. Estas ondas
de spin foram descobertas por Bloch, propagam-se tanto a temperatura nula co-
mo finita e sdo caracterizadas por uma determinada dependéncia da frequéncia
(energia) no vector de onda,

e = e(k). (6.1)

Para um ferromagnete tradicional (com interac¢do de troca) a dispersio é
quadrética (a trés dimensdes - a duas dimensdes é linear), para vectores de onda

pequenos,

EFM(k) 2 I(ak)2 (62)

enquanto que um antiferromagnete isotrépico é caracterizado por dois modos,

ambos com dispersao linear,

g% (k) ~ Iak (6.3)

e um antiferromagnete anisotrépico (com constante de anisotropia D) por um
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modo linear e outro quadratico,

antso — Tak
exrn (k) = { VID + I(ak)? (6.4)

Embora a interaccdo de troca tenha uma magnitude muito superior & interac-
¢ao magnetoestatica, a importancia desta altima pode ser verificada, por exemplo,
nos filmes finos magnéticos, onde os efeitos da coexisténcia das duas interaccdes
se fazem sentir no espectro de excitagtes e na defini¢io do estado fundamental.
Nos materiais granulares, por serem descontinuos, nao existe interaccao de troca
entre os granulos, o que suscitou interesse em caracterizar as ondas de spin em
sistermas apenas sujeitos a interac¢ao magnetoestatica.

Pogorelov ([38]) calculou o espectro de excitagdes numa rede quadrada planar
de dipolos pontuais, partindo do estado fundamental de Luttinger e Tisza com a
degenerescéncia levantada através da aplicagdo de um pequeno campo magnético.
Aqui apresentamos uma descrigdo desse trabalho e, depois, um tratamento seme-
lhante, partindo de uma energia de interacgdo entre particulas com correcgoes a
aproximagdo pontual proporcionais a p? e de um estado fundamental ordenado

ferromagneticamente.

6.1. Dipolos Pontuais

Pogorelov considerou uma rede quadrada em que cada ponto n = a(ng,n,,0)
contém um granulo esférico (dipolo pontual) com um momento magnético pu,
(todos os momentos iguais e muito superiores a up). A energia é dada pela soma
do termo de Zeeman

EZ =-H- Z 228 (65)
com a energia dipolar
Fi=s 3 (k0 bnss) =30 8) (bnss-8)) 15 (6.

onde n e § percorrem os pontos da rede (8 = a(d,,d,,0) e & = §/8). Pogorelov
partiu de um estado fundamental baseado na configuragio de micro-vortice de Be-
lobrov et al., com a degenerescéncia levantada por um campo magnético aplicado
segundo o eixo z (figura 6.1), segundo o tratamento de Prakash e Henley [35].
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Figura 6.1.: Estado fundamental de dipolos magnéticos da célula unitaria n de
uma rede quadrada sob campo aplicado segundo o eixo z e pequenos
desvios & orientagao do estado fundamental.

Desta forma, os momentos permanecem no plano e dividem-se em duas subre-

des (a = 1,2), correspondendo a valores pares e impares de n,, com orientacdes
Ho = p(cosp, (—1)* *sinp, 0). (6.7)

Minimizando a energia em ordem a ¢, temos
cosip = h = HiH,, (6.8)

até ser atingido o campo de saturagdo H, ~ 0.589, correspondente ao apareci-
mento do estado ferromagnético ¢ = 0.
Considerando pequenos desvios 6 , e dp? , de cada momento em torno da

direccao original, com a correspondente variacao de

5pt 0 = — ((u4,0)* + (Bp2.0)%) /2 (6.9)

(por conveniéncia definimos du, = (6uZ,8u¥,6u)), podemos escrever a nova
energia £ = Ez+FE, naforma E = —Neg+E,,. (agrupando em E,,. 0s termos que
incluem os desvios). Os desvios podem ser descritos por amplitudes de precessao

complexas (adimensionais) p, .’ e expandidos em séries de Fourier,
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opl = V2/N > Yo ke, Spf o = V2IN'S Cope™me, (6.10)
k k

onde as amplitudes 1 e ¢ descrevem, respectivamente, desvios dentro e fora do
plano.

A energia por particula do estado fundamental, gy (figura 6.2), ¢ quadratica
no campo reduzido h para h < 1,

ga(h < 1) = g4 + h¢, /2 (6.11)
e linear no estado ferromagnético,
eo(h>1)=¢eq+ (h—1/2), (6.12)

(ea=2 2.55 e g, = puH, ~ 0.589).

0.0 ' 0.5 1.0 ' 1.5

Figura 6.2.: Levantamento da degenerescéncia do estado fundamental por um
campo aplicado - a energia é quadratica em h para h < 1 e linear
para h > 1.

Considerando apenas termos até segunda ordem em du¥ e duZ, a energia de
excitagao é dada por

Ee:rc == Z (w;,kAaa’(k)wa’,k = C;,]chm’ (k)Ca’,k) ) (613)

ko0
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com

- Q X e O, =
Awy=| " ), Br={_" *|, (6.14)

i 8 Ex O
Qr = wik + wa cos® Ok = Bk + Ok cos” (6.15)
Y = O — 0o COS2 Ep = O '

2 2
nlz 1 ) 3] ( sz,y 1 )
Wik = 22— = (1= Yw) + | - 24—,
L nZ;éO [( n§ nd ( L) n3 zn: ny nd

£ n? 1 1
i s Pl el ) (s =
gk =5 %( - [ =y 1,k)+;ﬂ%

2+ Mn nis ng, 1
O =3 (-_.iz;“ _ n—l?) N (3% = —3) , (6.16)

n£0 Lo n

n2 1
o=y, (3—25'“" — =) g ome= Rk =cos(k-n,).
n L o n nj

As energias dos quatro modos normais E;:(k) (WE = i £ Vo) e eX(k)

(¢ = Cuk £ Cox) sdo dadas pelos valores proprios das matrizes A(k) e B(k),
respectivamente, ou seja

Ei,t(k) = Qk =k Ek, Ef(k) = (")k =} Ek. (6.17)

As curvas -de dispersido para ¢,.(k) = ¢, ,(k) (¢} .(k) = ¢,,(k+Q), Q =

(1,0,0)7/a) sdao apresentadas na figura 6.4, para diferentes valores do campo

aplicado. Entre as principais caracteristicas encontra-se a existéncia de dois pontos

nodais (ndo variam com o campo aplicado) e a forma peculiar das curva no centro

da zona de Brillouin (figura 6.3).
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Figura 6.3.: No limite &k — 0, £}, é linear na direccdo I' — X e quadratica na
direccao I' — Y.

Figura 6.4.: Curvas de dispersio para os modos “no plano” (linhas solidas) e “fora
do plano” (tracejado) para diferentes valores do campo h.

6.2. Grandezas Termodinidmicas

Partindo da energia F = —Ngy + E,,., podemos escrever a funcdo de particao
s [ dipndCrePE (6.18)
na forma

Z = [ dpndGe e = Mo [ [ dundgre #WirEE). (6.19)
k
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Para temperaturas suficientemente baixas, tais que efc 3 87 4 = gz, inte-
gramos em di; e d(y, tal que

Z — eN(ﬂ€0+ln7r) H (ﬁg-}i)_l/2 5 (620)
k.j

enquanto que a energia livre por granulo é dada por

f==(NB)'InZ = —e + (8)'Inm — %(NB)I > In(Bel), (6.21)

k,j
o que resulta na expressdo para a magnetiza¢ao normalizada por granulo

10f _, 1 051

Ej aH - Nﬁss Xj Bh Ej(k)'

(6.22)

0.0 0.2 | 04
h=HH

Figura 6.5.: Magnetizagdo em fung¢éo do campo aplicado e da temperatura.

A linha a tracejado na figura 6.5 refere-se a temperatura nula, ou seja, m = h.
Neste caso, a susceptibilidade é dada por

_dm 1 (6.23)

XT4H T H,

As curvas solida e “ponto-trago” referem-se a 87! = 0.01, tendo esta tltima sido
calculada para h — 1 e a linha so6lida resolvendo a equacao 6.22 de forma auto-

o7



6. Espectro de Excitagoes Magnéticas

consistente, para m < h. Esta expressio permitiu chegar & seguinte expressio

para a suscepﬁibilidade inversa em fung¢do da temperatura,

x '~ H, +4naTIn %Tm (6.24)

(com o = 10.6 e o = 0.3).
Depois de calculada a magnetizagio m, o pardmetro de ordem de longo alcance,

é necessario considerar o pardmetro de ordem de curto alcance,

G= 2B Beis & 5 (6.25)

12

Figura 6.6.: Correlagoes transversais e longitudinais.

Relativamente & direcgdo do campo, distinguimos as correlagdes transversais
e longitudinais (figura 6.6), que podem ser calculadas multiplicando os termos
Ky - Pnis cOM 04,6, = *a pelos factores auxiliares 1 4+ 1, | (no resultado final

faremos 7; = 0) e escrevendo

_ o
Ci - ani’ _—La ”7 (626)
. 1 F cos(aky )
Cl = (1 — (NB)™ Zk: W‘) C{fﬁ (6.27)

c?=1, ¢”=-1+2n2

Na figura 6.7 o estilo das curvas corresponde 4s mesmas temperaturas e mé-

todos que na figura 6.5. Quando h — 1 a diferenga entre C, e C) desaparece.
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0.0 02 p 04

Figura 6.7.: Correlacoes transversais e longitudinais em fun¢ao do campo aplicado
e da temperatura.

6.3. Dipolos Finitos

Antecipando a possibilidade de determinada forma das particulas e/ou geometria
da rede vencerem por completo a barreira de energia, tornando o estado ferro-
magnético mais favoravel mesmo a campo nulo, a anélise anterior foi continuada
para particulas ndo pontuais.

Incluido os factores de correc¢do a energia de interacgao dipolar entre as par-
ticulas,

Ey= % JZO (- ars) (1= 0p?) = 3 (18- 8) (g5 - 8) (1 - Bp?)) /6%,
" (6.28)
e supondo a, [ e p tais que a energia do estado ferromagnético seja inferior
4 do estado antiferromagnético, partimos de um estado fundamental ordenado
ferromagneticamente e calculamos a nova energia de excitagio.
Neste caso, ao contrario do tratamento anterior, néio existem subredes, pelo que
o célculo torna-se mais simples. Considerando, mais uma vez, pequenos desvios
dp¥ e dpl de cada momento em torno da direcgio original, com a correspondente

variagao de 6% = — ((6p¥)? + (6u2)?) /2 escrevemos a nova energia £ = Ez + Ey,

a9
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com
Ez=-H-} (p,+du,) (6.29)
€
Ba= 3 [+ 00 (poss + 0m0ss) (1= 00) /5 (630)
=3 (1o + 0) - 8) ((Bonss + Stinss) - 8) (1 - 80) /&°]
na forma

E=—Ne¢y+ E,pe (631)

(agrupando em E,;. 0s termos que incluem os desvios), onde

]

—NEQ = '—NH+ 9

> (1-ap?) /6° — 362 (1 - Bp?) /6° (6.32)
§#£0

e = ~H 05+ 5 3 [((665 4 60505) + 61, i) (1= )

=3 (140 8) (Ottnss - 8) + (s - 8) (Ot - 8) (6.33)

+ (0o - 8) (8tanss - 8)) (1 - 80%)] /6°.
Os desvios sao expandidos em séries de Fourier,

6pl = 1N Y e™™, dpZ = J1/NS ¢e™™. (6.34)
k k

e, considerando apenas termos até segunda ordem em du¥ e dp?, a energia de
excitacao é dada por

Eexc = Z (E%T/JE =+ E;(;}%) ’ (635)
k
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gy = ((e“'ﬂ"‘s - 1) (1 - apg) /6% =3 (e_ik'a - 1) o2 (1 - ﬂp2) /65) - H
. (6.36)

=% ((e-“‘"‘ - 1) (1 - ap?) /8° +382 (1 - ) /55) _H  (637)

50
As curvas de dispersdo sdo apresentadas nas figuras 6.8 e 6.9, para diferentes
valores de p e com « e 3 fixos, escolhidos de forma a garantir um estado fundamen-
tal ferromagnético para py < 1/2. Para pp menor do que um certo valor critico, a
energia £} é negativa na direccdo I' — Y, acusando uma instabilidade em relagdo
ao estado fundamental escolhido, pelo que o valor critico pode ser encontrado a
partir do desaparecimento desta instabilidade.

Figura 6.8.: Curvas de dispersdao paraa =5, =1 e p = 0.4,0.45, 0.49.

Como se pode ver na figura 6.8, o espectro das excitagdes no plano torna-se
mais estavel com o aumento de p. Na figura 6.9 podemos ver a forma particular
da superficie energética de £}, que apresenta um “vinco” ao longo direc¢io ' =Y
(a derivada da energia é descontinua para qualquer direc¢do diferente de I' — V'),
que também se tinha verificado no caso da rede de dipolos pontuais.

Uma analise completa das propriedades termodindmicas serd feita uma vez
encontrados os pardmetros o e [ mais relevantes para o estudo das redes de
particulas magnéticas de tamanho finito.
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Temperatura Genérica -

Simulacoes de Monte Carlo
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7. Revisao de Métodos de Monte

Carlo

Usar simulagoes de Monte Carlo para estudar estes sistemas de pequenas particu-
las magnéticas com interaccao dipolar revela-se mais problemético do que poderia
parecer a primeira vista. Para comegar, a interacgao é de longo alcance e anisotro-
pica e, como os momentos podem ter qualquer orientacdo, o espectro de energias é
continuo. No entanto, a maior dificuldade prende-se com o aparecimento de uma
fase do tipo vidro de spin que, & partida, tanto pode ser fisica, consequéncia do
comportamento superparamagnético que descrevemos, como pode ndo passar de

uma deficiéncia do algoritmo utilizado na amostragem do espaco de fase.

7.1. Introducio

A Fisica Estatistica de sistemas em equilibrio baseia-se no conceito de funcao de
particdo, que contém toda a informacao essencial sobre um determinado sistema.

A forma geral da fungio de particao de um sistema classico é

B g Pl (7.1)

(8 =1/kgT, H = Hamiltoniano).

Esta soma compreende todos os estados possiveis do sistema e, por isso, de-
pende do tamanho do sistema e do nimero de graus de liberdade, o que implica
que s6 pode ser calculada exactamente para sistemas pequenos ou com interacgoes
muito simples entre as particulas.

A probabilidade de um sistema se encontrar num determinado estado C é

determinada pela funcao de particao,
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P e AEc

- 2

c 7 (7 )

assim como propriedades termodinamicas derivadas da energia livre,
F=-8"1InZ (7.3)

O objectivo comum de uma simulacio de Monte Carlo de um sistema em
equilibrio térmico é o cdlculo de um valor médio < @ > de uma determinada ob-
servavel ) (Energia, Magnetizagéo, etc.). Estes calculos envolvem a avaliagao de
somas ou integrais em espagos de fase multidimensionais intrataveis por métodos
numéricos nio probabilisticos. E necessario limitar o espaco a uma amostra esta-
tistica que conduza a uma boa estimativa para o valor da soma. Os métodos de
integracao de Monte Carlo escolhem os pontos a considerar aleatoriamente, quer
com uma distribui¢do uniforme quer com uma distribuicao que permita visitar
com maior probabilidade os pontos que mais contribuem para o resultado final
(“importance sampling”). As simulacdes de Monte Carlo baseiam-se na mesma
ideia mas, neste caso, a simulagdo percorre o espago de fase de acordo com uma
determinada dindmica, uma regra para transi¢oes entre estados que garante que
cada estado seja visitado, no limite assimptético, com a probabilidade desejada.
No entanto, como iremos ver, a dinimica que permite encontrar as configuracoes

mais relevantes pode impedir a simula¢do de encontrar outras configuragoes.

7.2. Cadeias de Markov

A forma de estabelecer a dinamica tal que cada estado seja visitado com a proba-
bilidade desejada baseia-se no conceito de processos de Markov, onde cada estado
proposto é gerado a partir do anterior de acordo com uma probabilidade de tran-
sicao que depende da diferencga de energia entre os estados inicial e final. Isto da
origem a uma evolucao “temporal” que pode ser descrita pela equacao mestra

apgt(t) == > (pcO)Wese — por(t)Werse) (7.4)

C#C!

onde pe(t) é a probabilidade do sistema se encontrar num estado C no instante

t e We_o € a taxa de transicdo do estado C para C'. Se esta taxa de transi¢do
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respeitar o principio de “detailed balance”
pe(t)Weser = pe(t)Wese. (7.5)

existird uma solugao de equilibrio

dpc(t)
ot

=0 (7.6)

no limite ¢ — oo. Quando escolhemos

P e == (7.7)

Pal pe
e Pc > Pc
1 per < pc

o principio de “detailed balance” é automaticamente satisfeito e p sera a distribui-
¢ao assimptotica gerada pela cadeia de Markov.
Em qualquer simulagdo por “importance sampling”, o valor médio de uma

determinada grandeza () serad dado por

> Qcpg'e e
Y. po e PEe

e 0 problema reside em encontrar uma distribui¢io pc que nos dé a melhor esti-

<Q>= (7.8)

mativa de < @ > com um nimero finito de estados visitados.

7.3. Algoritmo de Metropolis

A escolha mais intuitiva e, em muitos aspectos, mais acertada ¢ fazer a probabi-
lidade p¢ igual ao peso de Boltzmann (exp(—8E¢)) do estado C. Esta escolha,
além de simplificar a expressdo para < () >, limita a simula¢do a uma regido
pequena do espago de fase do sistema mas garante que a frequéncia relativa com
que os estados sdo escolhidos corresponde exactamente ao tempo que o sistema
real passaria nesses estados.

A taxa de transicdo escolhida por Metropolis que satisfaz a equacdo 7.5 e

conduz a uma distribuicdo assimptotica igual ao peso de Boltzmann foi

(7.9)

;lemAE/ksT AR > 0
To €
Weoo = { 0

T AE <0
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(7o € o tempo necessario para tentar uma nova configuracio e ¢ normalmente
tomado como igual & unidade).

Durante a execugao do algoritmo, os novos estados sdo propostos aleatoriamen-
te e escolhidos de acordo com esta taxa, que s garante que estamos efectivamente
a usar pc = exp(—fFE¢) no limite em que o nimero de iteracdes é infinito. No
tempo disponivel para executar a simulagdo, resta-nos esperar que a simulacio
evolua para a regido de energias definida pela temperatura escolhida para a si-
mulagdo, processo que designamos por termalizagdo. Os principais problemas do
algoritmo de Metropolis prendem-se com uma amostragem demasiado lenta do es-
pago de fase e com a dificuldade de verificar a termalizacio da simulacdo devido &
existéncia de minimos locais no espago de fase, isto ¢, a simulagio pode ficar presa
numa regiao limitada do espago de fase, o que faz com que configuracées com a
mesma energia nao sejam visitadas com a mesma probabilidade. Este problema
de quebra de ergodicidade depende da dindmica da simulacdo e tem sido alvo de
intensa investigagdo, tendo sido propostos vérios algoritmos para o ultrapassar,
alguns mais apropriados a uma dada classe de sistemas do que outros, nao sendo

ainda claro o melhor caminho a seguir para os sistemas que nos interessam.

7.4. Variagoes do Algoritmo de Metropolis

No caso do modelo de Ising,

H=-J) o0 (7.10)
(Y]

(onde o = £1 e a soma é feita apenas sobre proximos vizinhos), a implementacio
do algoritmo de Metropolis é particularmente simples, visto que cada spin s6 tem
duas orientagées possiveis e as diferencas de energia sdo fixas. No entanto, mes-
mo neste caso, o algoritmo de Metropolis apresenta dificuldades de convergéncia
quando se aproxima de uma transi¢cdo de fase, um efeito conhecido como “critical
slowing down”. Algumas das primeiras tentativas para melhorar o algoritmo de
Metropolis consistiam em alterar mais de uma particula em cada passo (Clus-
ter algorithms, Swendsen-Wang [39]), continuando a existir estados muito mais
provaveis do que outros mas resolvendo o problema de abrandamento critico.

O modelo de Ising serve, hd muito tempo, como modelo de teste para novos
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métodos tedricos e técnicas de simulagio e existem varios modelos derivados deste
com complexidades adicionais, como o aumento do alcance da interaccio e do
nimero de estados possiveis. De particular relevancia para o nosso estudo sao
os modelos de relégio, onde os spins podem apontar para uma de n possiveis
direccoes num reldgio com n horas, tendo como limite um modelo continuo quando
n — 00, e os modelos de Ising para vidros de spin. Neste tltimo caso, um dos
mais simples modelos de vidros de spin, a constante de troca J entre proximos
vizinhos é substituida por uma distribuigao P(J;;), cujas formas mais comuns sio
P(J;;) = £J, aleatoriamente, ou a distribuicdo Gaussiana de Edwards-Anderson
[40],
P(Jy) = e~ (=Tu) e ") (7.11)
2m(AJ;5)?
também usada no modelo de Sherrington e Kirkpatrick [41] mas com interacgao
de longo alcance.
Nestes modelos, a competicdo entre as interacgGes resulta, a partir de uma de-
terminada temperatura numa desordem “congelada”, semelhante ao que acontece

num vidro normal. No caso do modelo de Edwards-Anderson,

2
kL, = 52 < JE>. (7.12)
ij

Isto deve-se a uma “frustragio” das interacgoes, isto ¢, nio é possivel encontrar
uma configuragao do estado fundamental que satisfaca todas as ligacdes entre os
spins (figura 7.1).

As simulagoes de Monte Carlo de vidros de spin sdo muito dificeis de efectuar
devido & existéncia de muitos estados com baixas energias [42] [43]. Um dos méto-
dos de simulacao de vidros de spin, baseado nos algoritmos de minimizacao do tipo
Simulated Annealing, consiste em efectuar simulacdes a temperaturas diferentes
permitindo trocas de configuragdes entre elas (Simulated e Parallel Tempering,
Parisi-Marinari [44] [45]), o que permite uma mais eficiente exploragio do espaco

de fase mas pode exigir um enorme esforco computacional.
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+J

+J ~J

+J

Figura 7.1.: Exemplo simples de frustracdo das interac¢des num modelo de Ising
para vidros de spin.

7.5. Meétodos Avancados

A escolha de um p¢ diferente do peso de Boltzmann pode permitir uma exploracao
mais eficiente do espago de fase e reduzir em grande medida, chegando mesmo
a eliminar, a necessidade de efectuar simulagées adicionais (Umbrella sampling,
Torrie-Valleau [46]) mas pode também diminuir drasticamente a frequéncia com
que estados importantes para as médias sdao visitados.

A modificacao artificial de pc para uma distribuigdo mais abrangente em ter-
mos de energias e mais eficaz na sobreposi¢do de barreiras & muito eficiente a
temperaturas médias e altas e pode mesmo permitir o acesso a estados “raros”
do sistema mas ndo garante que, a uma dada temperatura, a regiio de energi-
as correspondente tenha sido visitada com a frequéncia necessiria para calcular
médias.

Neste contexto, a escolha mais utilizada para pc € 1/n(E¢) (Multicanonical
Method [47] e Entropic Sampling [48]), sendo n(E) a densidade de estados, que
conduz a uma probabilidade uniforme de visitar diferentes energias (histogramas
“planos”). Os algoritmos baseados nesta ideia diferem, essencialmente, no método
usado para conhecer, aproximadamente, a densidade de estados.

De facto, quando formos calcular médias a uma determinada temperatura, a
escolha pc = 1/n(E¢) implica que a simulagao tanto visita energias para as quais
o factor de Boltzmann é relevante como uma gama muito superior de energias
para as quais este factor é infimo, o que torna a simulagéo ineficiente em termos

de tempo de computagdo. No entanto, sio precisamente estes estados de altas
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energias que nos garantem a ergodicidade da simulagao.

Por outro lado, como a densidade de estados é independente da temperatura,
podemos calcular valores médios a qualquer temperatura com uma tnica simula-
¢ao.

Na prética, os varios métodos propostos nao procuram estimar directamente

a densidade de estados mas sim a entropia, S(E) = Inn(F). Desta forma,

1

— — o~ S(Eg) 13
pc n(Eo) e ; (7.13)

e a expressao para o valor médio fica

S(Ec)-BEc
€
£ ) e Y. Qc

. eS(Ec)-BEc

(7.14)

7.6. Multicanonical Ensemble

A luz deste formalismo, vemos que a taxa de transigao de Metropolis, eq. 7.9, néo
¢ mais do que
Wener = min [1, e=(1E-SE)] (7.15)

com S(E) = SE. Berg e Neuhaus modificaram a taxa de transicdo parametrizan-
do a entropia na forma
S(E) = B(E)E — o E), (7.16)

sendo A(E) e a(F) calculados recursivamente de forma a que o histograma de
estados visitados por energia seja plano. Enquanto que na distribui¢do canénica
S(F) = BE, ou seja, é usada uma temperatura (inversa) 8 para todos os valores
de E, o método de Berg e Neuhaus atribui muitas “temperaturas inversas” (F),
muitas distribuigdes canénicas, a certas regides limitadas de E - daf a denominacio
de amostragem multicanénica.

Em termos da densidade de estados, a primeira simulacido é efectuada com
n’(E) = 1 e, como p% = 1/n°(E¢) esta escolha é equivalente a simular a tem-
peratura infinita, ou seja, aceitar todas as configuragdes propostas, e o primeiro

histograma, qﬁe ¢ uma aproximagao & probabilidade de obter uma dada energia
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P(E) = n(e)p¢, sera igual a

(7.17)

Esta relacao permite-nos construir uma nova estimativa & densidade de estados,
n'(E) = n°(E)H'(E), (7.18)

ou, de forma equivalente,
S*(E) = S'(E) + In H*(E). (7.19)

A principal desvantagem deste algoritmo prende-se com a necessidade de dis-
cretizar a energia e com a forma como os parametros 5(E) e «(FE) sao calculados
- & utilizada uma relac@o entre os valores de H(FE) para energias vizinhas que
introduz um erro elevado quando sdo consideradas energias pouco visitadas. No

caso particular da primeira estimativa & densidade de estados,

_ InH(E +dE) - In H(E)

8(E) =

(7.20)

a(E — dE) = o(E) + (B(E - dE) - B(E)) E. (7.21)

As estimativas posteriores incorporam a informacao anterior com um peso de-
finido de forma a minimizar as flutuagdes de 5(F) nos limites da regido explorada,
onde os valores de H(E) em 7.20 sdo practicamente nulos. Este processo torna-se
particularmente ineficiente em sistemas com espectros de energia continuos. Co-
mo é necessario discretizar a energia, a escolha de dF pode voltar a aumentar as

flutuagdes nos histogramas a baixas energias e limitar o progresso da simulacao.

7.7. Novo Algoritmo Multicanénico

Lopes [49] propds uma nova forma de calcular a entropia baseando-se no facto de,
numa simulagdo Metropolis, a fun¢do P(E) ter um méaximo apertado em torno

de um valor Fy, determinado por
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dP(E)| dS(E)|
— ED_O = — Eo_ﬁ (7.22)

0 que nos permite expandir a entropia em torno dessa energia

S(Ey+0E) = S(Ep) + BSE + ay(6E)? + a3(0E)* + ... (7.23)

Visto que E e S(E) sdo grandezas extensivas, (proporcionais ao ntimero de

particulas N), a razdo entre termos de ordem consecutiva é

G e T, (7.24)
a;

pelo que podemos desprezar termos de ordem superior a 2 e escrever

P(E) = eS(E)-BE _ €¢12(E—EO)2 com ay = —L_ (7.25)
20%

Desta forma, medindo o valor médio Ey e varidncia ¢ do histograma numa
simulacao de Metropolis, podemos aproximar a entropia na vizinhanca de FEj.
Como no Multicanonical Ensemble, a escolha mais natural é comecar a § = 0
e medir Ey e o, que sao afectados por um erro muito menor do que as relagdes
recursivas usadas por Berg e Neuhaus.

O que estamos a fazer, basicamente, é aproximar a entropia por uma fungao
quadrética na energia, enquanto que a escolha de Metropolis usa uma aproximacio
linear. Podemos combinar as duas técnicas definindo a entropia por ramos, da
seguinte forma:

B.E + S(E;) E < E;
S B ) = %%(E —EiaP+Bi-1(E-Ei.,) Ei<E<E,
S(E) = { ‘
S(Bo) ~ 557 (E — Eo)? + Bo(E — Eo) E, < E < E
{ 0 E > E
(7.26)

A escolha dos limites dos ramos pode ser feita, por exemplo, escolhendo

Ei=FE;i 1 — f*o0i1, (7.27)
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de forma a que o intervalo escolhido para a aproximacio & entropia esta relacio-
nado com a largura do histograma por um factor f, o que implica
Bi = Bi1 + "f— (7.28)
Ji—1

O factor f determina, em unidades de o;_; (a largura da gaussiana anterior),
o intervalo de energia para o qual sera feita a aproximagio quadratica & entropia
baseada na largura da gaussiana da simulagdo anterior. Pode tomar qualquer
valor, tendo em conta que um valor mais pequeno leva a uma melhor aproximagcio
para a entropia, que é aproximada por um niimero elevado de ramos e permite o
acumular de mais entradas para o calculo de médias. Um valor maior acelera a
progressao da simulagdo para energias mais baixas. Naturalmente, f nunca devera
ser tao grande de tal forma que a energia E; nem sequer tenha sido visitada no
“Run” anterior, pelo que é aconselhavel um valor no intervalo |0, 5].

Repare-se que no limite inferior voltamos a usar a escolha de Metropolis, re-
sultando no comportamento gaussiano que nos permite voltar a construir a apro-
ximagao quadratica (figura 7.2). Na regido onde ¢ feita a aproximagio quadratica
a entropia (3 linear), o histograma é plano, regressando ao comportamento gaus-
siano quando a aproximagao & entropia ¢ linear (5 constante).

Como ja vimos, este tipo de método nao nos permite controlar de forma efi-
ciente a frequéncia com que os estados mais relevantes para o calculo de médias
de grandezas termodinamicas sdo visitados. Uma solugao possivel para este pro-
blema podera ser limitar as simulagdes a uma pequena regido de energias, que de
outra forma cobririam todo o espectro, e implementar um algoritmo do estilo Pa-
rallel Tempering. O custo computacional seria muito reduzido comparativamente
com o do Parallel Tempering com simulagbes Metropolis visto que os histogramas
gerados por cada simulagdo seriam mais largos, reduzindo o nimero de simula-
¢oes, sendo necessario apenas controlar essa largura em funcdo da diminuicio da
frequéncia com que os estados sdo visitados.

7.8. Meétodos de Histogramas

A ideia de usar histogramas para extrair informac¢ao de simulag¢des de Monte Carlo
nao é nova mas foi pela primeira vez aplicada com sucesso ao estudo de fenémenos

criticos por Ferrenberg e Swendsen [50], que construiram um ou mais histogra-
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Figura 7.2.: Primeiro e segundo histogramas de uma simulacdo multicanénica. A
entropia S(E), construida a partir do primeiro histograma, é quadré-
tica (8(E) linear) até um dado valor de E, regido onde o segundo
histograma é plano, e linear (§(E) constante) para energias mais bai-
xas, onde o histograma volta a distribui¢ao gaussiana.

mas a partir de simulacdes do tipo Metropolis, ou seja, usando a distribuicao
de Boltzmann. Esta técnica tende a gerar histogramas cada vez mais estreitos
4 medida que o tamanho do sistema aumenta. Oliveira et al. [51] criaram um
algoritmo conhecido como Broad Histogram Method que tenta gerar histogramas
que cubram uma leque de energias mais extenso baseando o processo de Markov
numa dinamica de passeio aleatério para substituir a distribui¢do de Boltzmann
por uma distribui¢do uniforme na energia. No entanto, a implementacao original
deste método parece ndo estar correcta e tem sido posto em questao se o método,
nas suas varias formas, obedece por completo o principio de “detailed balance”.
De qualquer forma, os casos de sucesso destes métodos limitam-se, em grande
medida, a modelos de Ising ou de Potts, continuando ainda por verificar até que
ponto, e com que modificagdes, os podemos aplicar a sistemas mais complexos.




7. Revisao de Métodos de Monte Carlo

7.9. Outros Métodos de Simulacio

Computacional

Embora os métodos de Monte Carlo sejam muito uteis em diversos problemas
de Fisica Estatistica, existem sistemas para os quais ndo sdo apropriados e até
problemas qué simplesmente nao podem ser tratados por métodos estocasticos,
quando se pretende estudar propriedades dependentes do tempo regidas por equa-
¢oes de movimento deterministicas. Neste caso, usam-se métodos de integracio
de equagdes de movimento conhecidos genericamente como métodos de dinamica
molecular, que sao aplicados a sistemas de pequenas particulas magnéticas, por
exemplo, nos trabalhos de Chantrell et al. [52]. Nalguns casos de métodos de
Monte Carlo com baixas taxas de aceitagdo, é possivel usar métodos de dinamica

molecular para melhorar a eficicia da exploragio do espago de fase.
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Como ja dissemos, 0 nosso estudo incidiu em redes planares quadradas de granulos
magnéticos (figura 8.1), numa matriz isoladora e, portanto, sujeitos apenas a

l interaccao dipolar, que podem ser representados de varias formas.

N b ______ t Unidades

Comprimento a

Momento n
)@@ . .
| X E E Energia U /a’

|
__.,/_(_____, _____ /‘ -- Temperatura uzl(aakB)

Figura 8.1.: Representacdo esquematica das redes e pardmetros usados nas simu-
lagbes computacionais.

O modelo mais simples consiste em aproximar os granulos a dipolos magnéticos

pontuais, sendo a energia dada apenas pela interacgdo dipolar entre eles,

Eg,j) e P4 ‘3#;‘ _ 3(#1' 'R*ij)(uj 'Rij), (8.1)
R3. RS.
1] ]
mais, eventualmente, o acoplamento com o campo aplicado,
EY = —p;-H. (8.2)

76




8. Simulagoes

A partir deste modelo, é simples adicionar termos ao Hamiltoniano que in-
troduzam os efeitos da anisotropia de forma, que no caso de anisotropia uniaxial
sera

EY = —KV( wiy (8.3)

(onde os versores n; indicam as direcgdes dos eixos de anisotropia), ou dos tama-
nhos finitos dos granulos

(pi - Rij) (1) - Ryj)
R

E(%J) ap zRS*u‘J +38p 2

(8.4)
e medir os efeitos destas correcgoes no comportamento de grandezas termodina-
micas como a susceptibilidade e o calor especifico. Caso todos os termos fossem

incluidos, a energia total seria dada por

E=YEQ+Y EP+- Z S (ESD + EED). (8.5)
i i i j#i
No entanto, as simulacgoes efectuadas até ao momento incluem apenas o termo

de interacgao dipolar pontual.

8.1. Simulacdes Metropolis

Uma simples simulagdo Metropolis de uma rede quadrada de dipolos pontuais
permite constatar, observando a evolugdo da energia, as limitagoes do algoritmo.
Com os momentos magnéticos todos iguais e constantes, os dois graus de liber-
dade de cada momento (x e costy) foram discretizados na esfera unitéria e as
candidatas a novas orientagoes foram escolhidas aleatoriamente (por oposi¢io a
pequenas variagdes). Efectuando duas simulagdes com condigdes iniciais (orienta-
¢ao dos momentos) diferentes por temperatura vemos que, 4 medida que baixamos
a temperatura, aumenta a probabilidade de a evolugdo nédo tender para o mesmo
estado equilibrio (figura 8.2). A medida que baixamos mais a temperatura, e se
esperarmos mais tempo, é possivel verificar que a simulagdo pode saltar de um
minimo local para outro, criando patamares nas curvas de energia, mas s6 no

limite de tempo infinito estd garantida a convergéncia das simulagdes.
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Figura 8.2.: Em cima, simulagdes Metropolis de uma rede quadrada (25x25) de

dipolos pontuais para diferentes temperaturas (duas curvas por tem-
peratura). O grafico de baixo é uma ampliagio do anterior - as duas
altimas curvas correspondem & mesma temperatura de 1/8u%/a?, com
condicoes iniciais diferentes, e convergem para diferentes estados de
equilibrio.
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Mesmo com estas limitacgoes, podemos explorar com simulacoes de Metropolis
a questdo do estado fundamental. Embora conhecamos as energias dos estados de
micro-vortice para redes de diversos tamanhos, s6 podemos afirmar que o estado
antiferromagnético é o estado de mais baixa energia no caso de redes infinitas.
Numa, tentativa de encontrar estados de energia mais baixa do que a das configu-
racoes de micro-vortice, foram efectuadas simulages de Metropolis a temperatura
nula (isto &, uma simples rotina de minimizacio da energia) e, de facto, existem
estados com energia inferior, visto que, numa rede com 25 dipolos por lado, a
energia do estado antiferromagnético ou de vortice planar é aproximadamente
—2.4744%/a® (figura 4.4) e uma das simulacdes chegou a uma energia inferior,
—2.497u?/a® (figura 8.3).

-1.5 T T T T T T | T

Energia

25

o 3 1 l 1 l 1 I A I 1
0 2e+07 4e+07 6e+07 8e+07 le+08

Passos de Monte Carlo

Figura 8.3.: Simulagées Metropolis a temperatura nula de uma rede quadrada
planar com 25 dipolos por lado.

No entanto, encontrar estados de energia cada vez mais baixa através de si-
mulacdes Metropolis € uma questdo de mero acaso, pois depende fortemente das
condicoes iniciais, como ji vimos. s algoritmos Multicanénicos permitem per-
correr todo o espectro de energias e avancar para energias mais baixas de uma
forma mais sisteméatica e fidvel.
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8.2. Simulacdes Multicandénicas

Com o objectivo de comparar os dois métodos multicanénicos descritos e pro-
curar as configuragdes de mais baixa energia em redes de tamanho finito, foram
efectuadas simulagdes com um nimero nao muito elevado de passos de Monte Car-
lo por “Run”, visto que é necessario apenas construir uma densidade de estados
aproximada e ndo calcular médias de grandezas termodinamicas.

Cada simulagdo ¢ iniciada a temperatura infinita (n(EF) = 1), o que gera
um histograma gaussiano centrado em E = 0. Quer pela aplicacdo da relagio
recursiva de Berg ao histograma quer pela medi¢io da largura da gaussiada é
possivel construir uma nova densidade de estados que na vizinhanca de E = 0
¢ uma boa aproximacdo a densidade de estados real. Como o “Run” seguinte
usa como probabilidade de amostragem o inverso desta densidade de estados, o
histograma seguinte serd razoavelmente plano nessa regido e chegara a energias
ainda nao visitadas, o que permite repetir todo o processo.

A figura 8.5 apresenta os sucessivos histogramas gerados por cada uma das
simulagoes, onde se vé& que a construcdo analitica da entropia permite avancar de
forma mais eficaz na energia (além de que este avango pode ser regulado através do
factor f naeq. 7.27). Embora no inicio (figura 8.4) os histogramas nao apresentem
grande diferenca para além do ruido ja mencionado no caso do método de Berg,
4 medida que sdo efectuados mais “Runs” verificamos que o novo método permite
explorar mais rapidamente as energias mais baixas, com o mesmo nimero de
passos. '

O gréfico (figura 8.6) da entropia S(E) permite constatar que os dois métodos
constroem, de facto, a mesma densidade de estados. Na regido de energias ex-
plorada, ambos os métodos constroem a mesma entropia, embora o novo método
seja mais eficiente. Na regido de energias nao explorada, a entropia é constante
no método de Berg (8(E) = 0), o que limita a progressdo da simulagdo, enquanto
que no novo método a entropia é linear (3(E) = const.). De qualquer forma,
fica ainda por fazer uma comparagio mais detalhada dos dois algoritmos, no que
diz respeito ao escalonamento do tempo de simulagio com o tamanho do sistema,
tempos de correlacgio, erros estatisticos, etc.

A configuracdo de energia mais baixa encontrada com o novo método multi-
candnico é apresentada na figura 8.7, onde se pode reconhecer o estado de micro-

vortice previsto por Belobrov et al. em cada célula unitaria mas, neste caso, o
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estado ndo é uniforme, devido ao tamanho finito da rede. Enquanto que numa
rede infinita todos os micro-vortices sdo descritos por um finico angulo, arbitra-
rio, neste caso verificamos que o 4ngulo é maximo, 7/4, no centro e nas fronteiras
os momentos alinham-se na direcgdo das mesmas, para evitar o aparecimento de
cargas magnéticas.

Estes sistemas sdo obviamente muito pequenos, sendo necessirio estudar os
efeitos de fronteira com o aumento do tamanho do sistema e com a forma de
amostra. Por exemplo, em sistemas maiores esta deformacgdo dos micro-vortices
pode vir a limitar-se a uma zona préxima da fronteira, com o interior descrito por
um estado de micro-vértice uniforme.

Os graficos permitem-nos verificar, também, o caracter substancialmente di-
ferente das redes de lado impar e par, sendo o estado de lado par simétrico e de
magnetizacdo praticamente nula.

Figura 8.4.: Comparagao dos primeiros histogramas gerados por cada algoritmo
multicanénico. Note-se o ruido no hitograma gerado pelo método de
Berg.
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Algoritmos Multicanénicos

Figura 8.5.:

Comparacgao dos histogramas gerados pelos dois tipos de simulagdo
multicanonica. Com o mesmo nimero de passos por Run, os histogra-
mas gerados pelo novo método sao mais planos e chegam a energias
mais baixas do que o método de Berg.
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Figura 8.6.: Comparacdo das construgoes da entropia S(E) pelos dois tipos de
simulagdo multicanénica. Na regido de energias ndo explorada, a
entropia é constante no método de Berg (8(E) = 0), o que limita a
progressao da simulagdo, enquanto que no novo método a entropia é
linear (B(E) = const.).
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N SN

Figura 8.7.: Estado de mais baixa energia obtido por uma simulagdo multicanéni-

ca, numa rede de lado par (10x10), em cima, e de lado impar (11x11),
em baixo.
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8.3. Meédias de Grandezas Termodinamicas

Como ja vimos, a utilizagdo de um P(E) diferente do peso de Boltzmann implica
que a média de uma determinada grandeza termodinidmica deixa de ser a simples
média aritmética que calculamos numa simulagdo Metropolis a uma determina-
da temperatura. De facto, numa simulacdo multicanonica nao esta definida, a
partida, nenhuma temperatura. E necessario acumular histogramas das grande-
zas desejadas em fungado da energia e, depois, repesar os histogramas para cada

temperatura, sendo a média de uma determinada grandeza () dada por

S QgeS(Ec)-Ec

% Q(ﬁ) >= ZES(EC)_'BEC (86)

Desta forma, todos os valores acumulados, a qualquer energia, contribuem
para a média canénica a temperatura desejada, embora a maior contribuicio se
deva & gama de energias E tais que § ~ S(E).

No entanto, é neste ponto que se levanta um problema que ja referimos na
descri¢io dos métodos multicanonicos - a dificuldade de garantir que todos os
histogramas contém entradas suficientes para o calculo das médias. Nos resultados
que se seguem, foi efectuada uma simulagdo, para cada tamanho da rede, limitada
a 3 = 30, nas quais o nimero de passos por “Run” apenas na regido de energias
nao explorada no “Run” anterior é de um milhao de passos por particula para as
redes de 49, 64 e 81 particulas (figuras 8.8,8.9 e 8.10), cem mil passos por particula
para N =100, 121 e 144 e dez mil passos por particula nas restantes.

Neste tltimo caso torna-se evidente, particularmente nas flutuacées da curva
do calor especifico a baixas temperaturas, que o niimero de passos é ja insuficiente,
mas foi necessario limitar o niimero de passos para controlar o tempo de simulacao.
Para cada uma das curvas de susceptibilidade e calor especifico apresentadas na
seccao seguinte foi necessario, em média, correr a simulacao durante uma semana
num processador a 800 MHz. O tempo de simulagdo pode ser diminuido, por
exemplo, considerando apenas um grau de liberdade (angulo de rotagdo no pla-
no) por momento. De qualquer forma, a simulagio de sistemas maiores implica,
forcosamente, a divisdo em regides separadas do espectro energético a correr em
paralelo. E importante salientar que esta divisdo nao acarreta nenhum problema

de fundo, visto que basta coleccionar os histogramas gerados por cada uma das

simulacoes antes de efectuar a repesagem.




3

8. Simulacgoes

25—

0.5

Figura 8.8.:

Gréfico dos histogramas, normalizados, gerados pela simulacio final,
com um milhdo de passos por particula por “Run” na regido de ener-
gia ainda nao explorada, de uma rede de 64 particulas. Os sucessivos
histogramas correspondem a “Runs” da simulagio que permitem alar-
gar cada vez mais a regido de energias amostrada com probabilidade
uniforme.
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5 | . | .

Figura 8.9.: Grafico da entropia S(E) gerada pela simulagio representada na figu-
ra anterior. As linhas dentro do grafico correspondem & aproximacao
linear & entropia na regido nio explorada de cada “Run”.
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Figura 8.10.: Grafico da temperatura inversa S(F), derivada da entropia S(F) re-
presentada na figura anterior. As linhas horizontais correspodem as
regides nao exploradas de cada “Run”, o que faz com que a amostra-
gem nessa regiao seja dada pela taxa de Metropolis.
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8.4. Susceptibilidade Magnética
A susceptibilidade magnética [53]

x=%=ﬂ(< M?>—- < M>*/N (8.7)
apresenta dois comportamentos distintos a baixas temperaturas (figura 8.11), con-
forme o nimero de particulas por lado da rede é par ou impar. Este comportamen-
to, & partida estranho, pode ser compreendido & luz das consideragoes anteriores

sobre a degenerescéncia do estado fundamental.

Susceptibilidade Inversa

T 1T T 017 F E T ¥TT T Tlll\[ T T a7

100 [—

Figura 8.11.: Inverso da susceptibilidade magnética em func¢io da temperatura,
a campo nulo, para redes de 49, 64, 81, 100, 121, 144, 169 e 196
particulas. Os dois comportamentos distintos correspondem a redes
com niimero de particulas par ou impar.

Como vimos no capitulo 5, a energia do estado de micro-vértice numa rede com
um nimero impar de dipolos por lado ndo varia com o ingulo @ que caracteriza

este estado, enquanto que numa rede de lado par a energia é proporcional a sin 26.
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Paralelamente, enquanto que a rede de lado par permite que a magnetizagao total
se anule, tal ndo é possivel numa rede de lado impar. Desta forma, a divergéncia
da susceptibilidade para as redes de lado impar poderia ser explicada pelo facto
de um campo arbitrariamente pequeno seleccionar um dos estados degenerados,
induzindo uma magnetizagao finita, enquanto que na rede par a magnetizacao dos
estados de mais baixa energia é nula.

No entanto, este efeito deveria desaparecer com o aumento do tamanho do
sistema mas, para os tamanhos simulados, a susceptibilidade das redes de lado
impar afasta-se ainda mais da susceptibilidade das redes de lado par.

A altas temperaturas (T > 1), todas as curvas convergem para a lei de Curie-
Weiss,

x' =T - Tow, (8.8)

com as temperaturas de Curie-Weiss para cada tamanho da rede apresentadas na
tabela 8.1.

Tabela 8.1.: Temperaturas de Curie-Weiss
| N [ 49 [ 64 | 81 | 100 [ 121 | 144 [ 169 | 196 |

[ Tow [0.53]0.57 [ 0.63 [ 0.65 | 0.71 ] 0.71 | 0.77 | 0.76 |

A baixas temperaturas (I < 1) a susceptibilidade inversa das redes com lado

impar segue uma lei de poténcia, com expoente entre aproximadamente 5/4 e 4/3,

Xp = 3.3488T127 ol = 3319572822 (8.9)

X1z = 316217218 iy = 2966877,

enquanto nas redes com lado par a susceptibilidade tende a um valor de saturagéo
x;' =~ 6. O valor da susceptibilidade inversa obtido para uma rede infinita a
partir do espectro de excitagdes, no limite de temperatura nula (eq. 6.23), foi

x5t = Hy, = 0.589, e aumenta com a temperatura (eq. 6.24), pelo que, no limite

termodinamico, todas as curvas deverao convergir para este valor.
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8.5. Calor Especifico

O calor especifico [53]

dE
= ane Bi(< E* > — < E>%)/N (8.10)
apresenta, como principal caracteristica, um maximo pronunciado quando a tem-
peratura é da ordem da energia de interacgio dipolar (figura 8.12), precisamente
na regido onde parece existir uma saturagdo da susceptibilidade antes de surgirem

os dois comportamentos diferentes a temperaturas mais baixas (figura 8.13).

Calor Especifico
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Figura 8.12.: Calor especifico em funcao da temperatura, para redes de 49, 64, 81,
100, 121, 144, 169 e 196 particulas.

Esta temperatura foi interpretada como uma temperatura de congelamento
(por comparagdo com as diferentes susceptibilidades medidas experimentalmente
por arrefecimento com campo (FC) ou sem campo (ZFC) aplicado), a partir da
qual, no sentido de temperaturas decrescentes, se comecam a sentir os efeitos de
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frustracdo da interaccio dipolar, responsiveis também pelos problemas de quebra
de ergodicidade encontrados nas simulagdes tradicionais de Monte Carlo.

100 T | — T T 4

0.01 =
0.1 ~0.65 1 10

Figura 8.13.: Susceptibilidade e Calor Especifico na rede quadrada de dipolos pon-
tuais.

No entanto, com o aumento do tamanho da rede o maximo do calor especifico
parece tornar-se mais pronunciado mas como nao foi possivel simular sistemas
muito maiores, nao é possivel decidir se se trata de uma divergéncia indicativa
de uma transi¢cdo de fase proximo de 7' = 1. No limite T" — 0, o calor especifico
tende para kp (igual a 1, nas unidades utilizadas).

Com o objectivo de diminuir o tempo de execugdo, foram efectuadas simula-
¢oes (preliminares) limitando o movimento dos momentos ao plano da rede, isto
é, permitindo apenas um grau de liberdade de rotagao. Qualitativamente, o com-
portamento tanto da susceptibilidade (figura 8.14) como do calor especifico (figura
8.15) é o mesmo mas a temperatura “critica” € um pouco superior, mais préxima
de 1, e o calor especifico tende para 1/2, no limite de temperatura nula, como

seria de esperar pelo principio de equiparti¢do de energia.
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8. Simulagoes
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Figura 8.14.: Inverso da susceptibilidade magnética em fungdo da temperatura, a
campo nulo, para redes de 64 e 81, com os momentos confinados ao
plano da rede (um tnico grau de liberdade rotacional).




! 8. Simulac¢oes

Calor Especifico

1 I T T
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Figura 8.15.: Calor especifico em func¢io da temperatura, a campo nulo, para redes
de 64 e 81, com os momentos confinados ao plano da rede (um tnico
grau de liberdade rotacional).
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9. Perspectivas de Trabalhos

Futuros

Naturalmente, por falta de tempo, muito ficou por fazer. No que diz respeito aos
modelos de tamanho finito para as particulas, é necessario estudar em pormenor
os efeitos das correcgdes & energia de interaccdo na aproximacgdo pontual e da
assimetria da rede, particularmente através da andlise das excitagbes magnéticas,
iniciada na secgdo 7.2, e das simulagdes de Monte Carlo, que podem ser facilmente
modificadas de forma a incluir estas correcgdes. A partir destes modelos deverao
ser introduzidos factores de desordem nos sistemas, desde diferentes tamanhos das
particulas, varia¢do das distancias entre elas e, para os modelos nao isotropicos,
diferentes direcgoes de anisotropia.

Mesmo no caso da rede quadrada de dipolos pontuais, é imperativo incluir o
calculo de erros estatisticos [54] e medir fungdes de correlagdo, além de, se neces-
sério e viavel, adicionar condi¢oes de fronteira periédicas através do método de
somas de Ewald para a interac¢do dipolar magnética [55], de forma a chegar a
uma resposta conclusiva sobre a existéncia de uma transicao de fase neste siste-
ma (porventura andloga a de Kosterlitz-Thouless [56], embora no nosso caso as
interaccoes sejam de longo alcance).

As caracteristicas de simetria peculiares do estado fundamental encontrado
para a rede quadrada finita de dipolos pontuais sugerem uma anélise generalizada
da termodinadmica do ponto de vista de simetrias do Hamiltoniano microscépico
dipolar e a elaboragao e construcao de solugoes analiticas de um modelo fenome-
nolégico continuo, como nos modelos fenomenolégicos tradicionais com interacgao

de troca.

95



10. Conclusoes

Dos resultados obtidos ao longo deste trabalho, destacam-se duas secgdes distin-
tas. Por um lado, a identificagdo de diferentes mecanismos de redugiao da barreira
energética que se opde ao estabelecimento de ordem ferromagnética, nomeada-
mente através da inclusao de correcgoes de tamanho finito e da consideracao de
redes assimétricas. Foram calculadas correcgdes a energia de interacgdo entre di-
polos elementares, unidimensionais, e discos, bidimensionais, verificando-se em
ambos os casos, o levantamento da degenerescéncia do estado de micro-vortice
e a reducao da diferenca de energia entre os estados de micro-vértice e estados
ferromagnéticos. Mesmo em redes de dipolos pontuais, verificou-se que, em redes
rectangulares, esta diferenga de energia colapsa a zero com o aumento da assime-
tria da rede. No estudo das ondas magnetoestaticas, que estabeleceu a ligagao
entre a anélise do estado fundamental e as simulacées de Monte Carlo, esta bar-
reira de energia manifestou-se na instabilidade da energia de excita¢do em relacéo
ao estado fundamental ferromagnético.

No campo computacional, destaca-se a implementagao bem sucedida, na efi-
cicia e na concordancia com os resultados analiticos, de um novo método de
simulacdo multicanénica, permitindo superar os problemas inerentes & simulacao
computacional de sistemas com espagos de fase complexos. Este método permitiu
atingir estados de baixa energia muito préximos do estado fundamental de Lut-
tinger e Tisza e estimar grandezas termodinamicas numa regiao de temperaturas
onde as caracteristicas da interacg¢ao dipolar dificultavam em grande medida o cél-
culo de médias através das simulagoes de Monte Carlo tradicionais. Verificou-se
que a susceptibilidade magnética, a baixas temperaturas, é muito sensivel as fron-
teiras das redes, enquanto que o méaximo pronunciado do calor especifico levanta

a questao de uma transicao de fase neste sistema.
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Apéndice: Cdédigo Fonte

Subrotinas que diferenciam a simulagdo Multicanénica da simulagdo Metropolis

dipolos.h - pardmetros

#define Dim 8

#define Npart 64

#define Pi 3.141592653589793
#define Hext 0.000000000000000
#define Ntrig 720

#define Nintv
#define Nintv_b

( 10*Npart )

( Npart )
#define minimum (- 3. - Hext)
#define Delta_e ( (-minimum + 1.)/Nintv)
#define Delta_e_b ( (-minimum + 1.)/Nintv_b)
#define eg(i) ( minimum + ((1.¥i))*Delta_e )*Npart
#define eg_b(i) ( minimum + ((1.*i))*Delta_e_b )*Npart
#define jj(i) ( (int) (((i)/Npart-minimum)/Delta_e) )
#define jj_b(i) ( (int) (((i)/Npart-minimum)/Delta_e_b) )
##define Npassos ( 100000*Npart )
#define Nruns 100
#define f 2.

#include <stdio.h>
#tinclude <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <stdlib.h>

void seed(unsigned);
double drandom();
long lrandom();

void criar_amostral();
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double energia_total();
void campo();

void troca(int);

void distr(); .

double entropia(double);
double beta(double);
void medias();

void grafico();

void saida();

dipolos.c - subrotina principal

#include "dipolos.h"

double r3[Npart*(Npart-1)/2];

double ux[Npart*(Npart-1)/2], uy[Npart*(Npart-1)/2], uz|Npart*(Npart-1) /2];

double mx[Npart], my[Npart], mz[Npart];
double Hx[Npart|, Hy[Npart|, Hz|Npart];
double mxtot, mytot, mztot;

double energia;

double s[Ntrig], c[Ntrig];

double E_med|Nintv], E2_med|Nintv];

double E[Nruns+1|, Sigma[Nruns+1], Sigma2[Nruns+ 1], Beta[Nruns+1], Entropia[Nruns-1];

double Mx_ med[Nintv], Mx2_med|Nintv];

double Mx_ med_ b[Nintv_b], Mx2_med_b|[Nintv_b];
double E_med_b[Nintv_b], E2_med_b[Nintv_b];
double Norm[Nintv], Norm_ b[Nintv_b];

double susc[Nintv_b], ce[Nintv_b];

double minima = - 2.4;

long long int Histograma|Nintv];

long long int i,

int Run;

FILE *fhist, *fentropia, *fbeta;

int main()
{
long long int u, v;
double deltaE, deltaE2, e _med, e2_med;

seed(123456);

fhist = fopen("hist.dat", "w");
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fentropia = fopen("entropia.dat", "w");
fbeta = fopen("beta.dat", "w");

for (i = 0; i < Nintv; i++)

{
Histogramali] = 0;
Norm(i] = 0,
Mx_med[i] = 0;
Mx2_med[i] = 0,;
E_med[i] = 0;;
E2_medli] = 0;

Run = 0;

E[0] = 0;
Betal0] = 0.;
Entropial0] = 0,;

criar _amostra();

while ( (Run < Nruns) )

{

i=0;

u=0;

v =0;
e_med = 0,
e2_med =0,
deltaE = 0,;
deltaE2 = 0.;

for (i = 0;i < Nintv_b; i++)
{
Norm_ b[i] = 0.;
Mx_med_b[i] = 0.;
Mx2_med_b[i] = 0,
E_med_bli] = 0;
E2_med_bli] = 0

while (v < Npassos)

{
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int ip =(int) (drandom()*Npart);
troca(ip);

i++;

Histogramaljj(energia)]++;

if (i%Npart == 0)
{
E_med[jj(energia)]++;
E2_med|[jj(energia)|++;

Mx_ med[jj(energia)] += mxtot;
Mx2_med[jj(energia)] += mxtot*mxtot;

Norm|[jj(energia)]++;

}

if (Run == 0)
{
e_med += energia;
e2_med += energia*energia;
WA=k

}

if (energia < E[Run])
{
deltaE += E[Run]-energia;
deltaE2 += (E[Run]-energia)*(E[Run]-energia);
v+

}

if (energia/Npart < minima)
grafico();

if (Run == 0)

{
e_med /= u;

e2_med /= u;
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E[Run] = e_med;
Sigma2[Run| = e2_med - pow(e_med, 2.);
Sigma[Run] = sqrt(Sigma2[Run]);

}

else

{
deltaE /= v;
deltaE2 /= v;
Sigma2[Run| = deltaE2;
Sigma[Run| = sqrt(Sigma2[Run]);
) :

E[Run+1] = eg(jj(E[Run] - f*Sigma[Run]));

Beta|Run+1] = Beta[Run] + f/Sigma[Run];

Entropia|Run+1| = Entropia|Run] -
1./(2.*Sigma2|Run|)*(E[Run+1]-E[Run])*(E[Run+1]-E[Run]) +
Beta[Run|*(E[Run+1]-E[Run]);

Run++;

medias();

saida();

}

exit(0);

}

entropia.c

#include "dipolos.h"

double entropia(double eng)

{

auto int r;
extern int Run;

extern double E[Nruns+1], Sigma2[Nruns+1], Beta[Nruns+1], Entropia[Nruns+1];

if ( (Run == 0) || (eng > E[0]) )

return 0.;
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for (r = 0; r < Run; r++)
if (eng > E[r+1])
return (Entropiafr] - 1./(2.*Sigma2[r])* (eng-E|[r])* (eng-E|[r])+Beta|r]*(eng-E[r]));

return (EntropiaRun] + Beta[Run]*(eng-E[Run]));

}

médias.c

#include "dipolos.h"

void medias()
{
auto int iint, iint _b;
extern double E[Nruns+1];
extern double Mx_ med[Nintv], Mx2_med[Nintv], E_med|Nintv], E2_med|Nintv];
extern double Mx_med_b[Nintv_b], Mx2_med_b[Nintv_b], E_med_b[Nintv_b],
E2_med_b[Nintv_b;
extern double Norm[Nintv], Norm_b[Nintv_b];
extern int Run;

for (iint_b = jj_b(E[Run-1]); iint_b < jj_b(0); iint_b++)
{
for (iint = jj(E[Run-1]); iint < jj(0); iint++)
{
double P = exp(entropia(eg(iint))-beta(eg _b(iint _b))*eg(iint)-
(entropia(eg_ b(iint_b))-beta(eg_b(iint_b))*eg_b(iint_b)));

Mx_med_b[iint_b] += Mx_ med|[iint]/Norm[iint|*P;
Mx2_med_bliint_b] += Mx2_med[iint]/Norm[iint]*P;

E_med_bliint_b] += E_med|iint]*eg(iint) /Norml[iint]*P;
E2_med_bl[iint_b| += E2_med[iint|*eg(iint) *eg(iint) /Norm|[iint|*P;

Norm_ b[iint_b] += P;

saida.c

#include "dipolos.h"
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void saidaf)

{
auto int iint, iint_b;
extern long long int i;
extern double E[Nruns+1]J;

extern double Mx_med _b[Nintv_b|, Mx2_med_b[Nintv_b], E_med_b[Nintv_b],

E2_med_b[Nintv_b];
extern double Norm_ b[Nintv_b];
extern long long int Histograma|Nintv];
extern int Run;
extern FILE *fhist, *fentropia, *fbeta;
auto FILE *fsusc, *fce;

extern double susc[Nintv_b], ce[Nintv_b];

for(iint = 0; iint < Nintv; iint++)

{

fprintf(thist, "%g %g\n", eg(iint) /Npart, Histogramaliint]/(i*Delta_e));
Histogramaliint| = 0;

fprintf(fentropia, "%g %g\n", eg(iint) /Npart, entropia(eg(iint))/Npart);
fprintf(fbeta, "%g %g\n", eg(iint)/Npart, beta(eg(iint)));

}

fsusc = fopen("susc.dat", "w");
fce = fopen("ce.dat", "w");

for(iint_b =jj_b(E[Run-1]); iint_b < jj_b(0); iint _b++)
{
susc[iint_b] = (Mx2_med_b[iint_b]/Norm_b[iint_b] -
pow(Mx_med_b[iint_b]/Norm _b[iint _b], 2.))*beta(eg_b(iint_b)):
fprintf(fsusc, "%g %g\n", 1./beta(eg_b(iint_b)), susc[iint _b]/Npart);
celiint_b| = (E2_med _bliint_b]/Norm_ b[iint_b] -
pow(E_med_b[iint _b]/Norm_ bfiint_b], 2.))*pow(beta(eg_b(iint _b)), 2.);
fprintf(fce, "%g %g\n", 1./beta(eg_b(iint_b)), cefiint_b]/Npart);
}
fllush(fsusc); fclose(fsusc); flush(fce); fclose(fce);
fprintf(fentropia, "\n\n"); fprintf(fhist, "\n\n"); fprintf(fbeta, "\n\n");
flush(fentropia); fHush(fhist); flush(fbeta);

}
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