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RESUMO

Neste trabalho comegamos por mostrar que, em geral, as singularidades asso-
ciadas as condicdes de Rankine-Hugoniot (condigdes essas inerentes ao Problema
de Riemann) sdo removiveis por blow-up. Com esse objectivo é descrita a cons-
trucéo do blow-up de uma variedade sobre uma sua subvariedade.

Sao ainda estudadas as curvas de rarefacgio do Sistema de Leis de Conservacao

] - bl

ul, Av+u+vu | 0

através da construcdo descrita em [6], dando especial atenc@o a bifurca¢ao em
torno do ponto umbilico.

Em [6], Isacson et al., fazem um estudo geométrico do Problema de Riemann
construindo subvariedades e foliacdes (entre as quais as curvas de rarefaccéo) da
Variedade Fundamental das Ondas, cujas intersecgbes descrevem as bifurcagoes
existentes. E entdo aqui feito um resumo de todo este estudo.

Para estudar as curvas de rarefaccio do sistema dado acima é encontrada uma
parametrizacdo local da Variedade Fundamental das Ondas e da Variedade Ca-
racteristica, sendo essas variedades representadas graficamente, tendo em conta
que o sistema ¢ eliptico em

(v=2)? (u+ 2)?
{(v,u) : 2 + 2y <1}

e que temos um nico ponto umbilico para A = (. Sdo obtidas as equagoes dife-
renciais implicitas que descrevem as curvas de rarefaccao, e estudados os retratos
de fase correspondentes e as suas bifurcacoes na Variedade Caracteristica, e na
sua projeccao sobre o espago dos estados (v, u).

Este estudo é relacionado com outros estudos ja efectuados por Schaeffer e
Shearer em [8], Holden em [5] e Bruce e Tari em [3].
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SUMMARY

We start this work by proving that in general, the singularities associated to
the Rankine-Hugoniot conditions, which are related to the Riemann Problem,
are removable by blow-up. With this objective we describe the construction of
the blow-up of a manifold over a submanifold.

Afterwards, we present a study of the rarefaction curves of the Conservation

Laws of the system

[fu] + [(1 + Av + “—;] _ [U}

uf, A +utovu | 0
by a technique developed in [6], confering special atention to the bifurcation
around the umbilic point.

In [6], Isacson et al. study on a geometric perspective the Riemann Prob-
lem building, for the purpose, submanifolds and foliations (among which the
rarefaction curves can be found) of the Fundamental Wave Manifold, whose in-
tersections describe the existing bifurcations. We, then, sum up the main idea
of this study.

For the purpose of studying the rarefaction curves of the system above, we
found local parametrizations of the Fundamental Wave Manifold and of the
Characteristic Manifold, manifolds which were graphically represented having in
mind that the system is elliptic on the set

v—N?  (u+2)?

and that there is a single umbilic point for A = 0. Then, we obtain the implicit
differential equations that describe the rarefaction curves. Next we study the
corresponding phase portraits and their bifurcations on both the Characteristic
Manifold and its projection curves on the state space (v, u).

This study is related with others made by Schaeffer and Shearer in (8], Holden
in [5] and Bruce and Tari in [3].

<1}
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1. INTRODUGAO

Este trabalho tem como principal objectivo estudar o comportamento dos pon-
tos umbilicos associados ao Problema de Riemann, para uma familia de fungoes
a l-pardmetro em C%(R% R?).

Ao longo dos anos tem sido desenvolvido um vasto trabalho em torno do Pro-
blema de Riemann. Modelos tém sido estudados através da Andlise Matematica
e com a ajuda de programas de computador. No entanto, este estudo classico
leva-nos a solugdes com descricdes bastante complicadas, de tal forma que se
torna dificil determinar as propriedades qualitativas de tais solugoes.

Isacson et al., em [6], fazem um novo estudo do problema baseado na cons-
trucdo geométrica de pontos, foliagdes e subvariedades de uma variedade so,
chamada Variedade Fundamental. Tanto para os sistemas hiperbolicos como
para os mistos (hiperbélicos-elipticos) o estudo das singularidades presentes e
da sua bifurcagao é simplificado.

Schaeffer e Shearer, em [8], classificam os sistemas de Leis de Conservacao
2 x 2 com um ponto umbilico isolado, com a particularidade que a matriz Jaco-
biana do Fluxo néo admite valores préprios complexos. Em [5], Holden estuda o
comportamento das curvas de rarefac¢io na regido de separagio entre as regioes
eliptica e hiperbdlica, para uma familia de sistemas de Leis de Conservagéo 2 x 2
a l-pardmetro, nio estudando o comportamento dos pontos umbilicos, caso eles
existam.

Neste trabalho iremos ver como construir todos os conjuntos importantes para
o estudo do problema e ver que perda de transversalidade estd estritamente
relacionado com bifurcacao.

Na base de tal estudo geométrico estd a construgio do blow-up. Segundo
Isacson et al., muitas das singularidades existentes nos conjuntos e foliagoes
construidas séo removiveis por blow-up. A primeira parte deste trabalho con-
siste na prova da possibilidade de eliminac¢ao das singularidades para sistemas
genéricos; em [6] essa prova ndo é feita, assumindo-se uma outra condi¢ao que
leva a resultado semelhante.

As curvas de rarefagdo dos sistemas de Leis de Conservacéo 2 X 2 podem
ser representados por equagoes implicitas. O estudo das curvas solugoes das
equagtes diferencias implicitas em R? é feito por Davydov em [4], e Bruce e por
Tari, em [2], no caso de equagdes bindrias. Bruce e Tari, em [3], fizeram ainda o
mesmo tipo de estudo para as bifurcagGes numa familia genérica a 1-parametro
de equacoes diferenciais binarias de tipo Morse.

Em [8], tal como jé referi, é feita a classificacdo dos pontos umbilicos dessas
curvas apenas para sistemas hiperbdlicos. No entanto este € um caso muito
particular na medida em que, em geral, os sistemas tém parte hiperbdlica e
parte eliptica.

Desta forma, neste trabalho serd considerada uma familia de funcoes a 1-
pardmetro de R? em R?(que correspondem ao Fluxo das Leis de Conservagio)
e estudado, quer o comportamento das curvas de rarefaccdo em torno do ponto
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umbilico isolado existente, quer a bifurcagio provocada pela variagao do paré-
metro. Mais propriamente, para A = 0 aparece um ponto umbilico isolado, e
para os outros valores do parametro nao aparecem pontos umbilicos; obtemos
as equagoes diferenciais implicitas que descrevem as curvas de rarefacgdo, e es-
tudamos, tal como em [5], o comportamento das curvas de rarefacgao na regiao
hiperbélica e, especialmente, na regiao néo estritamente hiperbdlica, para A # 0,
bem como a bifurcacdo correspondente a A = 0, considerando os retratos de
fase correspondentes e as suas bifurcagoes na Variedade Caracteristica, e na sua
projeccio sobre o espago dos estados (v, u).

2. SOLUGOES FRACAS

Os sistemas quase-lineares da forma
U; + F(U)m = 0

onde U € R", F € C*(Q), Q C R? aberto, sdo usualmente designados por Leis
de Conservacao.
Ao Problema de valor inicial

(1) U_, ifx<0;
U(z,0) =
(,0) Uy s

onde U_ e U, séo constantes dé-se o nome de Problema de Riemann.

Sabe-se que, sendo s o inverso do declive da curva de descontinuidade (),
para o problema de Riemann ter solugéo, necessariamente temos de ter s(Uy —
U.)=F(U;) - F(U-).

Ao tentar estudar o conjunto dos ternos (U_, Uy, s) para os quais existe solugao
deparamo-nos, eventualmente, com singularidades nos pontos em que U_ = Uy
e s é valor préprio de F'(U_), ou nos pontos em que U_ # Uy e s é valor préprio
duplo de F'(U_) com F'(U.) = F'(Uy) ou s é valor préprio de F'(U-) com
F'(U_) = F'(U,) ndo sendo U —U_ e [-s+ F'(U,)] linearmente independentes.

Isacson et al., em [6], afirmam, sem mostrar que, em geral, apés fazer blow-up
sobre a linha U_ = U, as singularidades desaparecem. Nesta primeira fase do
trabalho vamos mostrar que realmente isso acontece.

Sistemas fisicos podem eventualmente ser representados por equagdes diferen-
ciais do tipo (1). Dada uma condi¢éo inicial nem sempre a equacao diferencial
tem uma solucdo C! definida V¢ > 0. Como para sistemas fisicos pode ndo fazer
sentido uma solucio apenas até um certo instante de tempo, a nogao de solugao
de uma equacao diferencial deve ser generalizada.

Uma funcio u(z, ) diz-se uma solugéo classica do Problema de valor inicial

{U‘+F(U)”:0 reR,t>0ucR"

@ U,0) = Uo(z)

se u for C! e verificar (2).
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Deduz-se facilmente que, se u é uma solugao classica de (2), entdo para qual-
quer fungao @, de classe C! tal que

supp (®) N{(z,t) :t > 0} Cla,b[x[0,T[, TeR

verifica-se
(3) f[ (Ud; + FU)®;)dzdt + / U®dz = 0
t>0 t=0

Definicdo 1. Uma funggo u(z, t) mensuravel e limitada diz-se uma solugéo fraca
do problema de valor inicial (2) se verificar (3) para toda a funcéo ® € 8

Nota 1. (a) Se asolugio U encontrada for C!, entdo U é uma solugdo classica.
{(b) Transformacoes diferencidveis nio preservam solugdes fracas das equagoes.
(¢) A partir deste momento, quando nos referirmos a uma solugdo estamos a

falar no sentido fraco, isto é, estamos a considerar uma solugao fraca.

Clom esta nova definigio passa-se a admitir solucoes descontinuas. Suponha-
mos que a solugdo é C' excepto ao longo de uma linha. Designando tal linha
por [' e fixando um ponto P e T, seja D uma bola aberta centrada em P,
suficientemente pequena, de tal forma que, em D, T' pode ser escrito na forma
5 = w{t)

D

F1GURA 1

Considerando s = %“}, prova-se entdo que U tem de verificar
(4) sUy = U] = F(Uy) - F(U-)
onde U, e U_ so os valores a direita e a esquerda da curva, respectivamente.
Tal relacio é usualmente designada por condicdo de Rankine-Hugoniot.
3. PROBLEMA DE RIEMANN

Clonsidere-se o Problema de Riemann com condi¢ao inicial

U, ifz>0
5 Ul(z,0) =
(5) (2,0) {U_, S i 20
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Pelo que ja foi visto atrds, a fungao

if
(6) Uz, t) = L. 1 T < st
U, fa>s

é solucdo do problema sse s[U; — U_] = F(Uy) — F(U-). A este tipo de solugao
dé-se o nome de onda de choque com velocidade constante s.

Podemos entdo questionar de que forma séo os ternos (U-,Uy, s) que satis-
fazem (4). Esses ternos sdo de uma das 3 seguintes formas:

a) U, # U_, representando pontos de choque
b) U, = U_ e s valor préprio da matriz Jacobiana F’ '(U,) (pontos de rare-
faccdo)
¢) solugdes com Uy = U_ e s outro valor qualquer
Podemos deduzir b) de a) fazendo |U} — U_| — 0, pois tendo em conta que o
Problema de Riemann é invariante para a transformagdo (z, y) — (ax,at) Vo >

0, a funcdo U(zx,t) = E’(%) é solugao para t > ( sse

s+ PN =0, 5=

Vamos entdo tentar estudar a forma do conjunto formado por tais pontos.
Supondo que U € R", considere-se a fungao
H: R*xR"xR— R"
(Uf,U+,S) H—S[UJ,__U*]"‘F(U.F)—F(U_)

Entdo, {solugdes de (4)} = H™(0). Calculando a derivada de H
dH(U_, Uy, 8) = —[Us — ULlds + [~ + F'(U)]dUy — [—s + F'(U_)|dU-

vé-se, facilmente, que em b) dH é singular. Tal como ja foi dito atrds, em geral,
é possivel remover estas singularidades usando blow-up. Antes de mostrar que
tal realmente acontece comecemos por ver como funciona o blow-up.

4. Blow-up

A construcio do blow-up de uma variedade sobre uma subvariedade é uma
ferramenta importante na resolucao de singularidades. As técnicas de blow-up
envolvem mudancas de coordenadas que nos permitem expandir os pontos onde
existem singularidades.

Sendo V um espago vectorial e PV o respectivo espaco projectivo, o blow-up
de V sobre a origem define-se como sendo o conjunto

IV :={(z,)) eV x PV :zel}
A projec¢ao

7: VoV
(z,))—
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dé-se o nome de collapsing map, e ao conjunto 0% := 7 '[0] = PV chama-se
hipersuperficie excepcional, pelo facto de 0* ser uma subvariedade de codimensao
1.

E, contudo, importante construir as parametrizacoes de [0V Suponhamos
que V é um espago vectorial de dimensdo n. Serd adoptada a seguinte notagao:

yeV —=y= (¥ .Y
[y] .= {ay:a €R} paray#0
e paracadai=1,...,n, seja
O;={(z,[y]): yeV, 4: #0, z € [y]}

{O;} forma, naturalmente, uma cobertura aberta de [',V. Assim sendo, {(Os, @i),

i=1,...,n} formam um atlas para I'zV/, onde
Y - O.,; —F V

Ui Yia Yit1 Yn

o Yl) = - T oy yreey

( [ ]) (yi Yi Yi !h')

LoV e (V\{0}) U PV sio isomorfos, sendo o isomorfismo entre eles tal que a
cada (z,1) € TV associamos z se z # 0, e | no caso contrario.

Suponhamos, primeiramente, que 0 € O C V, O aberto. Por defini¢do o
blow-up de O sobre a origem é o conjunto

FUO =FOV0(OXPV)

Consideremos agora os conjuntos O; e Oy abertos (O C Vi, Oy C V3) tais
que 0 € Oy e seja M = O x Oz. O blow-up de M sobre a sua subvariedade
S = O, x {0} é definido como sendo o conjunto

FsM = 01 X F002

onde, neste caso, o collapsing map é a projec¢io nas duas primeiras coordenadas,
isto é
IT: I SM — M
(z1, 22,1) = (T1,22)

Assim como é possivel identificar ToV com (V\{0}) U PV, T'sM também ¢
identificivel com (M\S)U (S x PV5,). Nesse caso o collapsing map é a identidade
em M\S e a projecgio no primeiro factor em S x PV5.

Note-se que a superficie S é expandida, através do blow-up, para S* = -8y,
o qual é isomorfo a PN S (em I's M ), na medida em que S x V; é o fibrado normal
de S como subvariedade de M.

Por tltimo, seja M uma variedade diferencidvel e S uma sua subvariedade.
Define-se o blow-up de M sobre S como sendo o conjunto

T4M = (M\S)UPNS

O problema de encontrar uma parametrizagéo para PN S reduz-se ao problema
de encontrar uma parametrizagao para O; x I'Os.
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Consideremos a lei de conservacao
U+ FU),=0

onde U = (v,u) e F € C? é dada por F(v,u) = (Fi(v,u), F3(v,u)). O conjunto
dos pontos (U_,U,, s) que satisfazem a condigao de Rankine-Hugoniot verifica
H(U_,U,,s) =0, onde

Hv_,u_, vy, uy, 8) = (= s(vy —v_) + Fi(vy,uy) = Fi(v-,u),
— s(uy — u) + Fa(vy, uy) — Fa(o, u)

Tal como j& foi referido existem singularidades no conjunto {(U-,Uy,s) :
U, = U_}. Para resolver as singularidades vamos fazer blow-up sobre a diagonal
U_ = U,. Designe-se por M o espago total, e por S a sua diagonal.

M=UxUxR=RZxR?xR~R°

S = {(v_,u_,vy,uy,s) ER® iv_ =vy,u_ =uy}
E necessério escrever as cartas para o blow-up de M sobre S. Temos que
NS = {(v,u,v,u,s), (a,b,—a,—b,0)) : v,u,s,a,b € R}
e, consequentemente
PNS = {(v,u,v,u,8),[a:b: —a:—b:0]):v,u,sabeR}
Temos entdo que as aplicagoes

¢ (v, ul, s, pw) (o, s, v+ U+ pw, s [Liw =1 —w: 0])

O (vo,u, 8, pyw) — (v U, vm + pwu_ +p, 8wl —wi =1 0])

sao tais que
@' (4y+5+50,.) CPNS «"(,.,.,0,.) C PNS
(0 #0,)CR wg(,.,.,#0,) CRN\S

onde 7 é a projeccdo de PTR® em R5. Além do mais

¢ (-0,0U¢"(,.,.,0,.)=PNS

70 ( 00?0, )UTY" (0 #0,.) =R\S

A aplicacio o' é um difeomorfismo, na medida em que é diferenciavel e tem
inversa diferencidvel, sendo esta dada por

W (V- U, Uy, Uy, 8, (@1 1 @2 1 —a1 1 —ag : 0]) = (v_,u_, 8, V4 — v_,aa/a1)
Analogamente, a inversa de ¢" é dada por:

¢ (v_,u_, vp, Uy, S, a1 ag t —ag s —ag 1 0]) = (v, u_, S, Uy — u_,a1/ay)
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Obtidas as cartas para o blow-up podemos escrever H nas novas coordenadas.
Esta é dada por

H=p (s 2 Fi(v_ + p,u_ +5w) - Fl(vf,u,),
e - — Fy(v_,u_
Sw+F2(U + p,u_ + pw) — Fy(v_,u ))
_ P
=pH(v_,u_, s, p,w)
E de realcar que p = 0 corresponde ao caso em que U = U;. Como o

objectivo é resolver as singularidades existentes na diagonal U_ = U, temos de
estudar o comportamento da fun¢io H quando p — 0. Mas isso ¢ equivalente a
estudar o comportamento de H quando p — 0.

H estende-se continuamente a p = 0, sendo

_ F
Hv_,u_,s,0,w) = (s+ Qi(v u_

58,

s+—(v_ U_ )+w

O (oo u

af"’pz )

e a matriz Jacobiana é dada por

3R i S L O 2R 82Fy %R 26° F’1 aF)
+Woae fuaw T Waz 1 + W TW Ju

Jac H =

&2F 8Fy  9F 2R 82F 29%F; aF
Gt T Woron s+ W G tw auai"‘w S Bgt

F, OF, 0F, OFy 0°F, 92F 82F
Do Bu Do Du B Bdud BuE

Para facilitar a notagao, denotemos (Fl, Fs,

PF, 9°F, O°F ” %
Sty Soaay auzz) , espago dos jactos de ordem 2, por (ay, a2, B1, B2, B3, B4, 11, V25 V35

V1,5, V6)- Obtemos entdo, apos alguma manipulagdo algébrica, que um ponto
(v_,u_,s,p,w) € H1(0) é um ponto singular de H sse

rp=0
s=—p1 —wh
B3 = 1 +wpa — fa)
g
") Jﬁ4=ﬁ1+2wﬁg
Y4 =m — w3 + W)
(% =12+ WYz — %)

O conjunto formado pelos pontos, em R, que verificam (7) forma uma va-
riedade diferencidvel de codimensao 6. Ignorando a varidvel p, podemos pensar
nessa variedade mergulhada no conjunto J*(R? R?) x R? (onde as duas tdltimas
componentes correspondem as varidveis s e w). Aif, a variedade obtida é uma
variedade de codimensao 5. Designemos essa variedade por T".

T" é um conjunto semi-algébrico, pois é definido como sendo a intersecgao
de curvas de nivel de ordem zero de fung6es polinomiais. Denotando por T' a
projeccio de 7" em J?(R?% R?) segue que T é um conjunto semi-algébrico, na
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medida em que a imagem de um conjunto semi-algébrico por uma aplicagao
polinomial é semi-algébrica.

Sendo T semi-algébrico, admite uma estratificacio regular de Whitney com
um nimero finito de estratos, tendo, cada estrato, codimensdo maior ou igual
a 3, visto a codimensdo de T’ ser 5 e, na projec¢do, duas das varidveis desa-
parecerem. T esté, desta forma, nas condigoes de aplicabilidade do Teorema da
Transversalidade, o qual passo a enunciar.

Teorema da Transversalidade. Sejam X e Y wvariedades e W C J*(X,Y)
um subconjunto estratificado. Entao

Tw = {f € C®(X,Y) : j*f h W}
¢ residual. Se W € fechado e a estratificacdo € regular, entao Ty, € aberto.
T C J*(R? x R?). Como neste caso, dim(R?) = 2 < 3 = codim T, resulta que
FEFNT © *FX)NT =0

Mas dizer que j*F(X)NT = () é o mesmo que dizer que nao existem singulari-
dades em R2.

Concluimos assim, pelo Teorema de Transversalidade, que o conjunto das
funcoes F : R? — R? para as quais, apos o blow-up, as singularidades desapare-
cem ¢ denso e aberto.

Poder-se-4 questionar agora se o mesmo resultado sera valido quando estiver-
mos a trabalhar com n leis de conservagao.

Consideremos entao a lei de conservagao expressa por

U+ F(U), =0

onde U = (ul,...,u") e F : R* - R" é C? (F = (F',...,F")). Tal como
no caso anterior, a funcao H que transcreve a condi¢do de Rankine-Hugoniot é
singular quando U_ = U, e s é valor préprio da matriz F'(U,).

O argumento para provar que, em geral, apds fazer blow-up as singularidades
dsaparecem é rigorosamente o mesmo, utilizado no caso n = 2. Nas novas
coordenadas a condicdo de Rankine-Hugoniot é expressa por

H(ul_,...,uf,p,wz,...,w”):p'}:[(ul_,...,uf,p,wQ,...,w")
=10
onde
s . FHI. L 0, oyt = JP3[E
Hi(ul—?"' ’u‘ri’p’wz’"',wn):Swz—i_ ( +p(( 1w, ’w )) F(U)
0
ew =1 )
A extensao de ‘H a ( é tal que
- . O oFt OF"
1 2 ny 2 n
Hilw: o 380 0500 oo ™) =808 + Bl +w == S =

onde novamente w' = 1.
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A matriz Jacobiana para p é dada por

7%1 .3 Z?:? wi’}’%‘i DRl ’Y'il + E?:2 wi’%’ln' 1 le ’Yzjw w‘? :Bz ERO ,871,,

T+ LWy - Tt i@ W Zu'njw'uﬂ ﬁé‘ e S+
onde Bi = 955 e iy = 535

Tal como no caso n = 2, p = 0 é a expansado da diagonal U_ = U,. Pre-

tendemos entdo estudar o conjunto das singularidades de H em p = 0. Seja T"
o subconjunto de J2(R", R™) x R" composto por tais singularidades, e T" a sua
prOJecgao em J2(R™ R").

H~1(0) é expresso por n equagdes independentes (para cada ¢ podemos resolver
tais equagOes em ordem a ﬁl) No entanto, se considerarmos a submatriz de
Jac ‘H constituida pelas n primeiras colunas e as n — 1 1ltimas, visto cada uma
dessas colunas envolver pelo menos uma variavel, diferente de 3} (para todo i =
1,...,n) que ndo esta presente em nenhuma das outras, temos que 7" é definido
por pelo menos C2"~1(> 2n + 1) equagdes independentes, e, consequentemente,
T é um conjunto semi-algébrico de codimensdo maior ou igual a n + 1.

Obtemos assim, usando o Teorema da Transversalidade, o seguinte resultado:

Teorema 1. O conjunto das fungdes F : R® — R™, de classe C?, para as quais,
apds o blow-up, as singularidades desaparecem é denso e aberto.

5. VARIEDADE FUNDAMENTAL DAS ONDAS

Considere-se novamente o Problema de Riemann dado por (1). Sejald =R" e
suponhamos que F' : R* — R™ é diferencidvel. O conjunto dos ternos(U_, Uy, 5)
que satisfazem (4) forma um subconjunto de P = U x U x R. Denote-se por P*
o blow-up de P.

Uma das propriedades mais importantes do blow-up é a sua independéncia
relativamente as coordenadas. Na construccao atrds descrita as coordenadas
utilizadas foram as projectivas. Podemos, no entanto, utilizar as coordenadas
polares. Sejam entio R € R e Q € S tais que Rr(Q) = Uy — U_, onde r(£2)
é 0 vector unitério parametrizado por (2 e aplicado em U = 3(Uy + U-). Assim
sendo temos que

1
Uy =0+ -Rr(9)

Seja P := U xR x ™! x R. E de realcar que os pontos (U, R,€,s) e
(U,—R, -9, s) originam exactamente o mesmo terno (U_-,Uy,s). P* é assim
a imagem de P por o : P — P* que identifica esses dois pontos. P* é uma
variedade diferenciavel e P uma dupla cobertura de P*.
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Definicio 2. A 2n-variedade diferencidvel Py = U x {0} x PR* ! xR é chamada
hipersuperficie excepcional.

E de salientar que ter R = 0 é o mesmo que ter U_ = Uy, ou seja, R = 0
representa a expansao da diagonal U_ = U, por blow-up.

Sendo 7 (7 : P* — P) a projeccdo de P* em P, nas novas coordenadas, a
condigao de Rankme Hugoniot pode ser escrita na forma

Hon(U,R,Q,s) = Rl-s+ AU, R,Q)]r(2) =0

onde

1
(8) A(U,R,Q) = f * (0 + aRr(Q))da
R = 0 é a solugio trivial da condigao de Rankine-Hugoniot. O que pretende-

mos estudar é as solugdes nio triviais. Para tal temos de estudar as solugoes
de

(9) F(U,R,Q,s):=[-s+AU,R,Q)r(2) =0
onde F é uma aplicacio de P em R (F nilo estéd bem definida em P*).

Definigdo 3. A Onda Fundamental W é a imagem por ¢ do conjunto de nivel
de zero da funcdo F. Se W for uma variedade, entdo designa-se por Variedade
Fundamental das Ondas.

Para W ser variedade basta exigir que zero seja valor regular da fungio F, tal
como o seguinte Teorema mostra

Teorema 2. Suponhamos que zero € valor regular da funcdo F. Entio W €
uma subvariedade diferencidvel de P*.

Prova. Visto 0 ser valor regular de F podemos concluir que W é uma va-
riedade diferencisvel de dimensdo n + 1. Pelo facto de F(U,—R,—,s) =
-F(U,R,Q,s), W ¢é invariante sob transformacoes antipodas e, consequente-
mente, dado um conjunto aberto O tal que ON(—0) = 0, temos que o estabelece
um difeomorfismo entre WN O e WNo(0). O

Isacson et al. assumiram em todo o artigo que zero era um valor regular de
F, citando no entanto existirem sistemas bastante importantes para os quais W
nio é variedade. Assim sendo, todos os resultados apresentados em [6] e aqui
mencionados tém essa suposi¢do como base.

Lema 1. A hipersuperficie excepcional Py € transversal a W.

Prova. P = R* x {0} x S"! x R forma uma dupla cobertura de Pj. Para
mostrar o lema basta mostrar que P, é transversal a W. Fr =0, em 'Pg, na
medida em que Fgr é uma funcio impar em R, e portanto dR é linearmente
independente com dF em Wwn 739. O
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Como os pontos de rarefaccdo (U = U, e s valor préprio de Jac F(U-))
representam a interseccio de R = 0 e F = 0 e, como sabemos que essa intersecgao
é transversal, temos que os pontos de rarefacgdo sdo pontos singulares.

Como imediata consequéncia desse lema temos o seguinte resultado:

Proposicao 1. A Variedade Fundamental das Ondas W representa, geometri-
camente, a aderéncia, em P*, dos pontos (U_,U,,s) com Uy # U_ a satisfazer

(4)-

Prova. O que pretendemos mostrar é que W representa a aderéncia dos pontos
(U,R,Q,s) € P* com R # 0 a verificar H o n(U,R,Q,s) = 0. Por outras
palavras, queremos mostrar que W é a aderéncia de W\Pj em P*. Mas isso é
consequéncias de W rh Py. O

O que a proposicao nos diz é que W é constituido pelos pontos de choque
e de rarefacgdo. A partir deste momento vamos apenas estudar estes pontos e
"esquecer” as solugoes triviais. Para estudar tais pontos vamos ver a construgao
de vérios outros conjuntos mergulhados em W.

6. VARIEDADE CARACTERISTICA

Um ponto (U, R,,s) € W a verificar R # 0 corresponde a um ponto de
choque, ao passo que se verificar R = ( corresponde a um ponto de rarefaccao.
Facilmente se verifica por (8) e (9) que um ponto de rarefacgéo verifica

(10) [—s+ F'(D)]r()) =0

Definicdo 4. O conjunto dos pontos de rarefaccao, C = W N Py forma uma
variedade de dimensao n, designada por Variedade Caracteristica.

Seja p : C — U a projeccio que a cada (U,0,€2,s) € C associa o elemento
Uel.

Por (10), um ponto (U,0,9,s) € C sse s é valor préprio de U e () o
respectivo vector préprio. Se U for tal que F'(U) nao tem valores préprios reais
entfio nio existe nenhum ponto em C com projeccio U. A essa parte de U dé-se
o nome de regido eliptica. O resto dos pontos pertence & regiao hiperbdlica.
Se U € R* for tal que F'(U) possui n valores préprios distintos entéo existem
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n pontos (U,0,%%,8) € C, i = 1,...,n, que se projectam em U, ou seja, C
representa uma n-ésima cobertura de uma vizinhanga de U (em U).

™o

/ “— rag&) eliptica.

FIGURA 2. Projeccio da Variedade Caracteristica € mno
espacgR? x RP!, realgando o facto de que, em C, R = 0 e
s = s(v,u, Q). Acima da regido estritamente hiperbdlica C € cons-
tituido por 2 folhas. A coincidéncia dos valores proprios corres-
ponde aos pontos onde as duas folhas se unem

Defini¢do 5. O conjunto dos pontos (U,0,,s) € C tais que s é valor préprio
miltiplo de F'(U) designa-se por Local de Coincidéncia e denota-se por £.

Definicdo 6. (U,0,9, s) € £ diz-se um ponto umbilico se s tem multiplicidade
geométrica maior que 1.

Os pontos de £ podem também ser determinados recorrendo ao seguinte re-
sultado.

Lema 2. O valor préprio real de F'(U), s, com vector prdprio correspondente
r(Q2), tem multiplicidade algébrica superior a 1 sse det(Fq,Fs) =0 em (U,0,8, s).
Para além do mais, s tem multiplicidade geoméirica 1 sse $ # 0.

Ora, os pontos de & séo tais que det(Fq, F,) = 0. Para calcular a dimensao de
£, caso seja variedade diferencidvel, o que é preciso notar é que a caracterfstica
de uma matriz n X n tem de ser menor ou igual a n — 1. Assim o conjunto tem
codimensio 1 em C, sendo portanto uma variedade de dimensao n— 1 no espago
do blow-up.

A codimensao é deduzida através do seguinte resultado:

Lema 3. O conjunto de todas as matrizes de caracteristica k em L(m,n) forma
wma variedade diferencidvel de codimensio (n — k)(m — k).

(ver [1], pag. 29).
Suponhamos, por exemplo, que o conjunto formado pelos pontos umbilicos
forma uma variedade diferencidvel. Qual a sua dimensao? Para (U,0,(,s) € £
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ser ponto umbilico, a matriz Jac F(U) tem de ter um valor préprio com multi-
plicidade geométrica superior a 1. Para o cdlculo da dimensdo o que interessa é
que uma matriz de dimenséo n x n tem de ter caracteristica menor ou igual a
n — 2. No entanto, temos de ter em conta que, sé pelo facto de (U, 0, s) € C,
jé estamos a exigir que car(Jac F(U)) < n—1, ou seja, das novas equagtes uma
¢ linearmente dependente das ji existentes. Desta forma, o conjunto dos pon-
tos umbilicos forma uma variedade de codimensao 3 (4-1). E entdo de realcar
que, se estivermos perante um sistema de 2 Leis de Conservagao, em geral, nao
aparecem pontos umbilicos.

O aspecto da variedade caracteristica C no espago R® x PR™™" num ponto
(U,0,9,s) tal que s é valor préprio miiltiplo é bastante diferente caso o ponto
seja umbilico ou nao.

1

Teorema 3. A projeccio de C em U (p : C — U) ¢ singular no ponto p =
(U,0,82,8) € C sse p € E. Tal singularidade é um ponto dobra para p sse s tem
multiplicidade algébrica 2 e geométrica 1.

E de realcar que para n = 2, ou seja, numa 2-lei de conservacao, as tnicas
singularidades para p que poderiam aparecer eram dobras e ctispides. No en-
tanto, como uma cuspide exigiria a existéncia de 3 folhas sobre a projecgao e
como cada folha corresponde a um valor préprio distinto, s6 aparecem dobras.

7. ONDAS E CURVAS DE RAREFACGAO

No inicio da seccao ” Problemas de Riemann” vimos qual o conceito de onda
de choque. No entanto, o Problema de Riemann nao tem solucao tinica, tal como
o seguinte exemplo mostra.

Exemplo 1.
4 0 sezx <0
0 sex<s 4
i (F, 1) = . up(z,t) = 2 sel0<w<t
1 sex > 3
1 sex>t

sao ambas solugoes do Problema de Riemann

u2
Us + (7)2 =0

il = 0 sex<(
b 1 sex>0

Uma funcao diferencidvel, invariante para mudangas de escala ((z,t) — (az,at),
Yo > 0), U(z,t) = U (£) é uma solucdo do Problema de Riemann sse

(11) [—s + F/(0)]0" =0
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onde s = %. A este tipo de solugoes dé-se o nome de onda de rarefaccao. Em
cada instante ¢ fixo, uma onda de rarefaccio ndo é nada mais nada menos do
que uma sequeéncia de ondas de choque consecutivas.

A Variedade Caracterfstica C pode ser foliada de tal forma que de cada linha
podem ser obtidas as diferentes ondas de rarefacgdo para as diferentes condic¢oes
iniciais. Vamos entdo ver como construir a tal foliagdo de C e qual a relacgao
entre os dois conjuntos.

Fixemos Uy € U e suponhamos que F'(Up) tem k valores préprios reais dis-
tintos. Entdo existe uma vizinhanca @ de Uy na qual estdo definidas, para cada
i=1,...,k, funcbes \; e r; tais que \;(U) é valor préprio de F'(U), com vector
préprio associado r;(U).

Definicao 7. As curvas integrais da equagao diferencial

(12) U =r(U)
dé-se o nome de curvas de rarefacgao.

Nota 2. Adopta-se que, dados n valores préprios reais, temos Ay (U) < Ap(U) <
.-+ < A(U), e portanto, para cada i = 1,...,n, estd associada uma familia de
curvas de rarefaccao.

Como as funcbes \; e r; sao as fungbes valores/vectores préprios temos que
[=X(0) + F'(O)]r(U) = 0
Se a curva for reparametrizada de tal forma que )\i([} ) = %, como U satisfaz

(12) vem que a curva satisfaz (11).
A curva satisfaz a condi¢do genuina de néo linearidade

N (U)r(U) #0

razdo pela qual é possivel reparametrizar a curva de tal forma que A (U) = %.

Surge, no entanto, um problema: a construcgdo falha quando os valores
préprios ndo sdo distintos. Esta dificuldade surge por estarmos a trabalhar
em U. Como citado em [6], Palmeira, em [7], resolve o problema: as curvas de
rarefaccio em U sdo construidas como sendo a projecgao, em U, das curvas inte-
grais do campo de linhas em C (ou seja, no blow-up), correspondente & equagao
diferencial (12), campo de linhas esse, possivelmente singular, e que passamos a
descrever:

Se considerarmos um elemento p = (U,0,Q,s) € P;, entdo r({2) gera uma

linha em TyU. Por outro lado, se (U,0,9,3) € T,P;, U também pertence
a TyU. Designemos entdo por 7 o conjunto dos espacos tangentes a Py, de

dimensio n + 1 constituido pelos vectores (U,0,£2, $) € T(g 00,6 Pg tais que U e
r(§2) sdo colineares. T,,C e 7, sao subvariedades da subvariedade de P*, R = 0.
Na subvariedade R = 0 (que é uma subvariedade de dimensdo 2n) T,C e 7,
tém dimensoes n e n + 1, respectivamente. Desta forma, em geral, T,C e 7,
intersectam-se ao longo de uma linha (dim 7,C + dim 7, — dim(R = 0) = 1). Ao
campo de linhas induzido por 7, dd-se o nome de campo de linhas de rarefaccao
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e & respectiva curva integral, curva de rarefaccdo em C. Nos pontos em que,
eventualmente, a intersecgdo dos dois conjuntos tenha dimensao superior a um
o campo de linhas é singular, visto néo estar bem definido.

Definigdo 8. Ao conjunto dos pontos para os quais o campo de linhas de rare-
faccdo é singular, denotado por By, dé-se o nome de Local de Singularidades de
rarefacgao.

Existemn, no entanto condigdes sobre o espago dos jactos de ordem 1 da fungéao
F (e, consequentemente, sobre o espaco dos 1-jactos da fungao F), para deter-
minar quando é que um ponto estd em By.

Proposicao 2. O campo de linhas é singular nos pontos em que (3 Fyr (), Fa, F)
nédo tem caracteristica mdzrima. Em particular By C €.

Prova. Como C é definido como o conjunto dos pontos a verificar

F(U,R,Q,8)=0
R=0

temos que um vector (U, R, 5) € Tig,r,0,5)C sse

FoU + FrR+ FaQ + Fos =0
Re={

Por outro lado, os vectores de 7, sdo da forma (%RT(Q), 0,2, 3). Os vectores
que pertencem & interseccao verificam

1 . _
(13) SFor( R+ FaQl+ Fus =0

sendo esta equacio uma equagdo linear homogénea da forma Ar = b, com
dim(A) = (n+ 1) x n. O conjunto dos pontos que verificam (13) formam uma
linha sse a matriz (3 Fp7($2), Fo, F,) tem caracteristica méxima, logo as singu-
laridades ocorrem quando (3F57(€), Fo, F,) ndo tiver caracterfstica maxima.
Em particular, cm‘(%fgr(ﬂ),fg,fs) < n = det(Fq,Fs) =0, isto é, p € By =
peE. O

Como imediata consequéncia temos o seguinte resultado:

Coroldrio 1. As curvas de rarefaccio constituem uma foliagcdo 1-dimensional
de C\By.

Na projeccao das curvas de rarefaccao de C em U é natural o aparecimento
de singularidades. Nos pontos de dobra de C onde o campo de linhas estd bem
definido aparecem tais singularidades.

Proposicao 3. Seja p € E\By um ponto dobra de p: C — U. Entdo a curva de
rarefaccdo que passa por p € transversal a £ e a sua projec¢do € uma cuspide.
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A figura que a seguir se segue dé-nos a ideia geométrica do que acontece.

FiGURA 3

Por este resultado se pode ver que muitas singularidades das curvas de rare-
faccio sao eliminadas fazendo um levantamento a C. Como a figura pretende
mostrar, em C, fora de By, o campo de linhas estd bem definide nao apresen-
tando as curvas integrais qualquer tipo de singularidades, a0 passo que, quando
projectamos tais curvas, passa a haver formagao de bicos.E ainda de realgar que,
em cada ponto U € U tal que F'(U) tem n valores préprios distintos, existem
n curvas de rarefaccao a passr por U, na medida em que temos n pontos em C
que se projectam em U, e, desde que a projecgao de cada curva tenha direcgoes
distintas (figura (3)).

Nota 3. Localmente, uma curva integral do campo de linhas de rarefaccao, pode
ser obtida integrando o campo de vectores

U = det (Fa, F)r(Q)
(g) = —adj (Fa, Fs)For(Q)

Vamos entio ver qual a relacgao entre curvas e ondas de rarefacgio. Conside-
remos uma onda de rarefac¢ao com U_-fixo (valor & esquerda da onda). Entao
U(%) toma valores na curva integral que passa por U_, associada a rx(U), para
algum k, na direccao em que Me(U) cresce. Consequentemente, quando fixa-
mos U/_, numa onda de rarefacgao nio é admitido qualquer valor para U;. Uy
também tem de ser um valor na curva de rarefaccao U_ fixa.

%, LOCAL DE INFLEXAO

Numa curva de rarefacgao é satisfeita a condicdo genuina de nao linearidade
N(U)r(U) #0

Esta condicio implica que ao longo da curva de rarefaccio as velocidades carac-
teristicas variam monotonamente. Existem, no entanto, pontos onde tal condigao
falha. Isacson et al. faz um estudo de como varia s = Ai(U) ao longo da curva
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de rarefacgéo: quando s atinge um extremo e qual a interpretagéo geométrica de
tal ocorréncia. Nos pontos estaciondrios para s, considerando s como fungéo da
curva de rarefacciio, ocorrem singularidades onde o campo de linhas esta contido
no hiperplano ds = 0, tal como o seguinte teorema afirma:

Teorema 4. Considerando um ponto p € C\E (p = (U,0,9,5)). A condigao
genuina de ndo linearidade falha em U, para a familia caracteristica correspon-
dente a s, sse o campo de linhas de rarefaccdo estd contido no hiperplano ds = 0.

A prova deste teorema recorre a um outro resultado que nos expressa a
condi¢io do campo de linhas estar contido no hiperplano ds = 0 no espago
dos 1-jactos da fungéo F.

Lema 4. Eziste um veclor nio nulo contido, simultaneamente, no campo de
linhas de rarefacgdo e no hiperplano ds = 0, num ponto (U,0,Q,5) € C sse a
matriz Bo(U,Q, s) := (3For(Q), Fa) € singular.

Definicdo 9. Ao conjunto dos pontos em C onde det(Bg) = 0 dé-se o nome de
Local de Inflexdo, e denota-se por S.

Se suposermos que 0 é valor regular da fungéo det By entdo S forma uma
subvariedade de C de dimensao n — 1, na medida em que det By ¢ uma funcgao
de i = R" em R.

Tal como ja foi visto nas curvas de rarefacgao, a transversalidade entre os
conjuntos e as foliacoes estd estritamente relacionado com bifurca¢do. Nesse
caso, ao estudar o conjunto dos pontos, de 7, para os quais o grafico de A;
atinge um extremo ou um ponto sela, verifica-se que tal esté relacionado com a
transversalidade ou tangéncia entre as curvas de rarefaccio e S.

Proposicao 4. Considere-se o grifico de s ao longo da curva de rarefacgdo
que passa no ponto p, onde p := (U,0,8,s) € S\E e p é ponto regular para
det By. Entdo a sequnda derivada da fungdo s anula-se em p sse S e a curva de
rarefacgdo sao tangentes em p.

Todos os pontos singulares do campo de linhas de rarefacgdo sao pontos de
inflexdo, isto é, By C S C &:
1
pe By= (5.7-},7'(9), Fq, Fs)nao tem caracteristica maxima
1

= det(E}"gr(Q),fg) =0

=>p€eS
Quando restrito aos pontos dobra de p: C — U os dois conjuntos coincidem.

Proposicao 5. Seja p € C um ponto dobra da funcdo p : C — U. FEntao, o
ponto p € uma singularidade do campo de linhas de rarefacgio ssep € S.
Definigao 10. O local de inflexdo excepcional, denotado por Hy, é constituido
pelos pontos de inflexdao para os quais

a) p nao é ponto regular da funcao det By
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b) [Byr =0 onde [By = 0= Byr, 7 = (R, (),1#0,7r#0e B, representa B}
aplicado ao vector (%R’!‘(Q),Q, 0)
Temos entdo, como coroldrio da Proposigao 4, o seguinte resultado:

Corolério 2. Seja p € S um ponto regular para det By. Se p ¢ Ho U By entao
a curva de rarefacgio que passa por p € transversal a S em p.

9. FoLIACAO DE CHOQUE

Comegcamos por ver que (6) é solugdo do Problema de Riemann com condi¢ao
inicial (5) sse o terno (U_, U}, s) satisfaz a condigao de Rankine-Hugoniot. Foi
entdo estudado o conjunto dos ternos (U_,Uy,s) que verificam tal condigao.
De seguida é estudado um problema semelhante: fixando o estado esquerdo
U._ = Uy, encontrar os pontos (U, s) tais que (U-, Uy, s) satisfazem (4) e ver
qual a importancia das suas propriedades na resolugao do Problema de Riemann.

O estudo deste problema serd feito no blow-up. Em P* o conjunto das on-
das de choque com estado esquerdo U_ = Up constante consiste nos pontos
(T, R,Q,s) € W tal que

U- = %RT(Q) = Ug

Numa vizinhanca de cada ponto, ndo singular, nas condigoes acima descritas o
conjunto solugéo forma uma variedade de dimenséo 1, pelo que o conjunto de
tais pontos se designa por curva de choque U_-fixo.

Da mesma forma se pode definir a curva de choque U,-fixa, como sendo o
conjunto dos pontos (U, R,§2,s) € W tal que

As curvas também podern ser vistas como as curvas integrais dos campos de
linhas dU_ =0 e dU; = 0.

Definicao 11. O campo de linhas definido, em W, pelas equagoes dU_=0c¢e
dU, = 0 sdo chamados campos de linhas de choque U_-fixo e U,-fixo, respecti-
vamente.

Como o estudo de tais curvas é, em tudo semelhante, basicamente em [6] é
tratado o estudo das curvas integrais de dU_ = 0.

Tal como no campo de linhas de rarefaccdo também é possivel determinar
os pontos de singularidade do campo de linhas de choque. Fixando o estado
esquerdo U_ = U, pelo Teorema da Funcao Implicita o conjunto dos pontos
(U, s) tais que (U_,U,s) satisfazem a condicao de Rankine-Hugoniot formam
uma curva numa vizinhanca do mesmo se a derivada de (4)

—[U — Uplds + [—s + F'(U)]dU

tiver caracteristica méaxima. Os pontos onde a caracteristica nao é maxima sao
de dois tipos:
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a) Bifurcagio Primdria: pontos em que U = Up e s é valor préprio de F "(Ub)

Em cada ponto sem valores préprios coincidentes a curva de choque tem n
ramificacoes em Uy. Este tipo de singularidades, tal como ja foi demonstrado &,
em geral, removivel por blow-up

b) Bifurcagio Secundaria: pontos em que a matriz (U — Uy, —s + F'(U)) néo
tem caracteristica maxima

O teorema que a seguir se segue diz quais destes pontos sao singulares

Teorema 5. p € W\C ¢ singularidade do campo de linhas de choque sse p €
um ponto de bifurcacdo secunddria; p € C € singularidade do campo de linhas de
choque sse € singularidade do campo de linhas de rarefacgao.

Prova. Seja p := (U_,U,,s) € W\C. ([7_,61,5) é tangente a W e pertence,
simultaneamente, ao campo de linhas dU_ = 0 sse

—[Us = U_Js + [—s + F'(U)]U; = 0
U.=0

Entdo o campo de linhas tem uma singularidade quando a caracteristica da

i (10 0
manzZ\o U, —U_ —s+ F'(U,)

teristica da matriz (U, — U_, —s + F'(U})) for inferior a n. Mas esses pontos
correspondem exactamente aos pontos de bifurcacdo secundéria.

Dado um ponto (U, R, €2, s) € C temos R = 0 e dU_ = dU — 1r(Q)dR. Um
vector (U, R, ), 3) é tangente a W, em (U, 0,2, s) e pertence ao campo de linhas
de choque sse

nao for médxima, ou seja, quando a carac-

T = 2r(QR

(14) LFor(Q)R+ FaQ + Fos =0

U =ir(Q)R
na medida em que Fg = 0 em C. As singularidades ocorrem quando a matriz
(%Fgr(ﬂ), Feis FS) nao tem caracteristica méxima, ou seja, quando o campo de
linhas de rarefacgao é singular. ]

Nota 4. A relaccio existente entre curvas de rarefacgiio e curvas de choque é
bem notdria, se tivermos em conta que o campo de linhas de choque em R =0
é expresso pela equagao

U = det(Fa, Fi)r(9)

R = 2det(.7‘-g,fs)
(‘;) — —adj(Fo, F) For(9)
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a qual difere da das curvas de rarefaccio apenas na componente E.
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FIGURA 4

Definicao 12. Ao conjunto dos pontos em que 0 Campo de linhas de choque
U_-fixo é singular da-se o nome de Local de Bifurcacio Secundaria a direita e
escrevemos Bp. Da mesma forma, Br, Local de Bifurcacdo Secunddria a es-
querda, é o conjunto dos pontos onde o campo de linhas de choque U,-fixo é
singular.

As curvas de choque U_-fixo e U, -fixo formam uma foliagao 1-dimensional de
W\Bg e W\B, respectivamente.

E possivel expressar as condigoes de ser bifurcacdo secunddria em termos do
espaco dos 1-jactos da funcao F:

Proposicao 6. Os pontos de bifurcacao secunddria Br sdo os pontos em que a
matriz (Fr+5For(Q), Fo+ LRFor'(Q0), Fs) ndo tem caracteristica mdzima. Os
pontos de B, sGo os pontos em que a matriz (Fr—1Fgr(Q), Fa— s RFgr' (), Fs)
ndo tem caracteristica mdzima.

e, nesse caso, como o Teorema da Transversalidade sugere, é possivel relacionar
transversalidade com singularidade e, portanto, com bifurcagao:

Proposicio 7. Consideremos a projecgao
U+ ; 4% — U
(U,R,Q,8)— Uy

restrita d curva de choque U_--fivo. Esta projecgdo € singular em p € W\Br
sse p € £. Um ponto dobra de E\Bo € transversal a £ € a projec¢do tem uma
cuspide.

Fste dltimo resultado era natural de esperar. Note-se que, pela segunda parte
do teorema atras apresentado BrNC = By = B NC. Entao se, pelo que foi visto
na sec¢do ” Ondas e Curvas de Rarefacgao”, a projeccio das curvas de rarefacgao
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tern uma cispide nos pontos dobra de E\Bp e, como em C as equagoes diferem
apenas na componente R, a projecgao das curvas de choque também tem uma
cuspide.

10. LocAL SONICO

Pelo facto do Fluxo da Lei de Conservacio U; + F(U), = 0, em geral, nao de-
pender linearmente de U, é frequente o aparecimento de vérias solugdes, quando
fixada uma condicdo inicial. Quando a Lei de Conservagéo expressa algu}n sis-
tema fisico muitas das solucées podem nao ter qualquer interpretacdo. E por-
tanto importante saber qual a solucéo ”fisicamente mais aceitdvel”. O critério
de Lax permite-nos dizer quais as ondas de choque aceitéveis (vérios outros
critérios existern, mas o critério de Lax é o mais tipico): uma onda de choque €
admissivel se for uma k-onda. Uma k-onda de choque é, por defini¢do, um terno
(U_,Uy, 8) que satisfaz (4) e tal que

)\k(U+) <8< )\k+1(U+) e /\k—l(U—) <8< Ak(U_)
Esta condicdo é ainda equivalente a uma outra que, em geral, é a mais utilizada:
(15) /\k(U+) <85 < )\k(U_) e )\k—l(U—) <8< Ak+1(U+)

As desigualdades (15) sdo designadas por desigualdades de entropia ou condigoes
de choque de Lax.

Nota 5. a) Convém apenas salientar que este critério ndo é global visto nao
ser adequado para ondas de choque fortes
b) As condigdes de choque de Lax sao condigoes estaveis visto persistirem
sob pequenas perturbacoes, pois o conjunto das ondas de choque que as
satisfazem é aberto
¢) Se n = 1, o que as condigdes de entropia dizem é que F'(U_) > s > F'(U})
Fixemos uma curva de choque com o estado esquerdo fixo (U_ = Uj). A parte
da curva constituida por ondas de choque admissiveis é limitada por pontos
tais que s = A(U-) ou s = X\(U,). Tais pontos sdio designados por sonicos,
A esquerda ou a direita conforme s = X\, (U-) ou s = A\;(U,), respectivamente.
Desta forma, pela nota b), o bordo, em W, da regiéo constituida pelas ondas
de choque admissiveis, é o conjunto das ondas de choque sénicas. As ondas de
choque sénicas sdo importantes na medida em que expressam o comportamento
da velocidade s ao longo das curvas de choque.

Proposigio 8. Consideremos a curva de choque U_-fizo, com U_ = Up, e um
ponto U # Uy tal que o ponto da curva nao € bifurca¢do secunddria. Entao o
grifico de s ao longo da curva tem um ponto estaciondrio em U sse s € valor
préprio de F'(U), isto €, sse o ponto € uma onda de choque sdnica.

Os pontos de bifurcagio secundéria para uma curva de choque U_-fixo sao os
pontos do conjunto (Br\C) U By. Assim sendo a proposigao anterior pode ser
expressa na seguinte forma
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Teorema 6. Num ponto W\B, com U, # U_, ou seja, W\C)\Br o campo
de linhas de chogue estd contido no hiperplano ds = 0 sse s € valor proprio de
F(UL).

Num. ponto de C\By o campo de linhas de choque estd contido no hiperplano
ds = 0 sse pertence a S, ou seja, se € um ponto de inflexao.

A segunda parte do teorema seria de esperar pelo que ja foi comentado atras
relativamente a nota (4).

Este teorema é provado & custa da maneira de escrever a condigéo de o campo
de linhas de choque estar contido no hiperplano ds = 0 no espago dos 1-jactos
da funcao F.

Lema 5. Eziste um vector ndo nulo contido simultaneamente no campo de li-
nhas de chogue U_-fizo e no hiperplano ds = 0 num ponto p = (U,R,Q,s) eW
sse det By (p) =0 onde

_ 1 1
B, (UR,Q,8) = (Fr+ 5For(Q), Fa + 5 RFgr' (D))

Da mesma forma existe um vector ndo nulo contido simultaneamente no campo
de linhas de choque dU; = 0 ¢ no hiperplano ds = 0 em p sse det B_(p) = 0
onde

i 1 1
B_(UR,9,s) = (Fr — 5 For(), Fa — 5RFr' ()

Definicdo 13. O Local Sénico & direita Sp é constituido pelos pontos de W
onde det B, = 0. O Local Sénico & esquerda Sy, é constituido pelos pontos de
W onde det B_ = 0.

Nota 6. a) Para R # 0, Sg pode ser definido pela equacao det(—s+F'(Uy)) =
0. Logo o conjunto é singular sse s for valor préprio com multiplicidade
algébrica superior a 1.

b) Se 0 é valor regular de det B_ e det By entéo S, e Sg formam variedades
de dimensio n. Isacson et al., suposeram que 0 era valor regular das duas
funcoes.

¢) §,NC =8 = SpNC, pois quando R = 0, Fg = 0 e portanto det By =0 =
det B_ reduz-se a det ($F57(€), Fq) = 0. O resultado segue do lema 3.

d) BRQSRQBLQSL

Proposicio 9. Fizemos p= (U-,Uy,s) € Sg\Bg com Uy # U_. O grdfico de
s ao longo da curva U_-fiza que passa por p tem segunda derivada nula em p sse
a curva de choque € tangente a Sp em p.

Definicdo 14. O Local de Histerese & direita Hp € constituido pelos pontos de
Sr tais que (Byr = 0, onde I # 0,7 # 0, 1By = 0 = Byr, r=(R,Q) e B,
representa I3/, aplicado ao vector (U, R,,0) com U := —T(Q)R+ 1R (Q)S). De
forma analoga se define o Local de Histerese a esquerda Hp.

Desta forma podemos escrever o teorema anterior na forma:
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Coroldrio 3. Seja p € Sp\Br. A curva de choque U_-fiza que passa por p €
transversal a Sp em p sse p ¢ Hr.

)

St

y

U,

FIGURA 5. A rosa estdo representadas as curvas de choque
U+/U_—ﬁXO.

Proposigdo 10. H,NC = HrNC C Ho. Mais propriamente, p € Ho sse
p € HrNC ou Sk nao é transversal a C em p.

Acabamos de ver pelo Coroldrio 3 uma caracterizagao dos pontos onde Sg
e as curvas de choque U_-fixo sdo transversais. De uma forma equivalente se
obtem uma caracterizacéo dos pontos onde Sy, e as curvas de choque U, -fixo sao
transversais. A proposigio seguinte descreve-nos agora os pontos em que Sgr e
as curvas de choque U,-fixo séo transversais.

Proposicio 11. A curva de chogue U,-fizo € transversal a Sg em p (p =
(U_,Uy,s) € Sp\Bi, com U_ # U, ) sse a onda de chogque (U_,U,,s) € dupla-
mente sénica, isto €, det(—s + F'(U,)) = det(—s + F'(U_-)) =0 (ver ??fig7)).

Pela definicio dos pontos duplamente sénicos temos que estes sao 0s pontos
de 8[_, N SR.

Definicao 15. O Local duplamente sénico D é constituido pelos pontos de W
tais que

(16) det(R™ Fp, Fa) + det Gﬁ—,r(g), %J—"Ur’(Q)) —0

1
det (%f{;r(ﬂ),fg) + R*det(R™' Fa, 'jfUT’(QD B

As equacdes (16) deduzem-se a partir de det B_ = 0 = det B, "eliminando”
R. Entdo temos o seguinte resultado:

Corolario 4. St NSr=8SUD
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FIGURA 6

curvas de

Ficura 7

Teorema 7. A projecgao
T B w —U xR
(U,R,Q,8)— (U_,s)

¢ singular em Sg. Mais precisamente, p € Sp € um ponto dobra para 7 sse
p ¢ Hp.
11. FoLIACAO COMPOSTA

J4 falamos de ondas de choque e de ondas de rarefaccdo, que sdo solugoes
do Problema de Riemann. Tais solucdes sdo invariantes para as homotetias
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(z,t) — (az,at), @ € R. As ondas de choque e de rarefac¢io nao séo as Unicas
solucdes com esta propriedade. Consideremos, por exemplo, a fungao

Us se T < sot
(17) Uz, t) = U (%) sesot <z <st
U, se x > st

onde U satisfaz (11), (U_,U,, s) verifica (4) e U_ = U(s). Esta funcéo é invari-
ante para as homotetias e representa uma onda de rarefaccio seguida, a direita,
por uma onda de choque, sem estado intermédio. Para tal poder acontecer e ser
solucao do Problema de Riemann ¢ necessdrio que a onda de choque seja sénica.
Estas solugoes sdo chamadas de ondas compostas esquerdas. Uma onda de rare-
faccdo situada a direita de uma onda de choque sénica é uma onda composta
direita. )

E de realcar que U é unicamente determinada por Uy na medida em que U ¢
uma solucéo da equacao diferencial (12), U’ = r;(U), onde i é tal que s = A;(U),
com condicdo inicial Uy. U_ tem de ser tal que (U-, Uy, s) formam uma onda
de choque sénica e, simultaneamente, tem que pertencer & curva de rarefacgao
que passa por U_.

Definicao 16. Ao conjunto de ondas compostas esquerda com U fixo da-se o
nome de curva composta.

E de realcar que a onda composta (17) pode ser associada & onda de choque
soénica (U_, Uy, s), pelo que as ondas compostas podem ser vistas como subcon-
juntos do Local Sénico Sy.

Tal como as curvas de rarefacgao e de choque, as curvas compostas representam
curvas integrais de um campo de linhas, possivelmente singular, cuja construgao
passo a descrever:

Consideremos um ponto p = (U, R, Q, s) € S;. Pela nota (6) se pode concluir,
de maneira aniloga a Sg, que det(—s + F'(U_)) = 0 em W\C. No entanto,
como U_ = U(s) segue, por (10), [—s + F'(U)]r(Q) = 0, que em C também
temos det(—s + F'(U_)) = 0. Seja entdo 7, o conjunto dos vectores (U, R, €, 3)
tangentes a Sy, em p e tais que a U_-projecgio, dada por U := U — ir(Q)R —
LRr'(Q) verifica

(18) (—s+ F(U_)U_=0

O subespago definido por (18) tem dimensao 1, definindo um campo de linhas
diferenciavel em Sy, 7, excepto no caso em que car(—s+ F'(U_)) <n— L.

Definicao 17. O campo de linhas 7, possivelmente singular, é chamado campo
de linhas compostas. Uma curva composta é uma curva integral de tal campo
de linhas.
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Geometricamente:

N

,,//u
curvas de crote
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FIGURA 8

Proposicao 12. Um pontop € S:\C é uma singularidade da foliagdo composta
a esquerda sse p € DNHy oup € S;, N Bg. Um ponto p € S NC € uma
singularidade da mesma foliagao sse p é um ponto umbilico oup € Hy oup € By.

Existe uma outra maneira de construir os campos de linhas compostas. Esta
outra construcio é baseada na seguinte proposi¢ao

Proposicao 13. Dado p € Sy, existe um vector tangente a W em p que pertence
simultaneamente a dU. =0 e a ds = 0. Seja u_ a sua U_-projecgao. Entao

[—s+ F'(U-)Ju_ =0
e u_ anula-se sse p € um ponto umbilico.

Sendo assim, para construir 7, (p € Sy) basta construir a curva de choque U, -
fixo que passa por p e considerar a U _-projecgio de um vector nao nulo tangente
A curva. 7T, é constituido por todos os vectores tangentes a Sy, cuja U_-projecgao
tem a mesma direccao de u_.

12. RESUMO DO EsTUDO GEOMETRICO

A bifurcacéio das curvas de ondas é um dos problemas fundamentais na teoria
das Leis de Conservacdo. As mudangas abruptas na natureza das solucoes do
problema de Riemann sao causadas por bifurcagbes das "wave curves as the
origin varies”.

Furtado, assumindo o critério de admissibilidade de Lax, identificou a lista
completa das formas do Local de Bifurcagdo das curvas de ondas.

A bifurcacdo das curvas de ondas representa perda de transversalidade e sin-
gularidades entre as foliagbes das ondas e o bordo de admissibilidade.

Causas para a perda de transversalidade:



LEIS DE CONSERVACAO 37

1) a foliagéo é singular
2) o bordo de admissibilidade é singular
3) a curva na foliagao é tangente ao bordo de admissibilidade
Conjuntos onde cada um dos casos acontece:
1) a) a foliagio de rarefaccéo é singular em By
b) a foliagdo de choque é singular nos pontos de bifurcacao secundério By
€ BR
c) a foliagdo composta é singular nos pontos umbilicos, nos pontos singu-
lares de S, em (DN H) U (S, NBg) e (DNHR)U (SrNBr)
Cada um destes locais de bifurcacdo tem codimensédo 2 relativamente as
variedades foliadas pelas curvas (C, W e S, ou Sg, respectivamente).
2) assumindo Sy e Sg variedades (que é assumido em [6]) o bordo de ad-
missibilidade tem singularidades apenas nas intersecgoes dessas variedades:
S U D, que tem codimensao 2 em W
3) a) afoliagao de choque é tangente a St e Sp em Hy, e Hp, respectivamente
b) a foliagio de rarefacgao ¢ tangente ao local sénico em Hy
O grupo de todos os conjuntos importantes definidos, respectivas dimensoes
(caso sejam variedades) e caracterizagio estd resumido no quadro a seguir apre-
sentado.
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Conjunto

Dimensao

Definicéo e Caracterizacao

w

n+1

W =F0) 6:P =P, W=
a(W)

- W é a aderéncia, em P*, dos pontos
(U_,Uy,s) com U_ # U, a satisfazer
a condicdo de Rankine-Hugoniot.

-C=WnPr;

- conjunto dos pontos que verifica [—s +
F'(O)r() =0

- C=Fip(0)

- é o conjunto dos pontos (U,0,9,s) € C
onde s ¢ valor préprio miltiplo de F'(U)

- conjunto dos pontos onde (Fq,Fs) é
singular

- pontos criticos da projeccao W — U

- conjunto dos pontos nos quais o campo
de linhas de rarefacgdo ¢é singular

- conjunto dos pontos para o0s quails
(3Fgr(2), Fo, F;) ndo tem carac-
teristica maxima

- conjunto dos pontos em C onde existe
um vector nao nulo contido simultanea-
mente no campo de linhas de rarefacgao
e no hiperplano tangente ds = 0

- conjunto dos pontos onde a matriz By =
(3 For(Q), Fa) é singular

Ho

- consiste nos pontos de inflexao a veri-
ficar
a) p nao é ponto regular de det By
b) IByr = 0 onde I/r = (R,Q) # 0 v.
p. esq./dir. By e By — B} aplicado
a (1Rr(9), ,0)
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Br

- conjunto dos pontos em W onde dU_ =

0 é singular

- conjunto dos pontos onde a matriz

(:FR + %fﬁr(ﬂ):fﬂ + %Rfffrl(ﬂ)a}-s)
nao tem caracteristica maxima

By,

conjunto dos pontos em W onde dU, =
0 é singular

conjunto dos pontos onde a matriz
(Fr — 3 For(2), Fa — 3RFr'(Q), F5)

nao tem caracteristica maxima

Sr

consiste nos pontos de W onde existe
um vector ndo nulo contido simultane-
amente em dU_=0eds =10

Conjunto dos pontos onde By = (Fg +
LFor(), Fa + 5RFyr'(§2)) é singular

St

consiste nos pontos de W onde existe
um vector nao nulo contido simultane-
amente em dU, =0 e ds =10

Conjunto dos pontos onde B_ = (Fr —
LFar(Q), Fa — 5RFgr'(Q2)) é singular

Hr

- consiste nos pontos em Sp tais que

lB+T =0

Hy

- consiste nos pontos em &Sy tais que

IB.r=0

- conjunto dos pontos tais que det B_ =

39
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13. BIFURCAGAO DE CURVAS DE RAREFACGAO

J4 foi referido na seccdo ” Variedade Caracteristica” que para um sistema de 2
Leis de Conservacao em geral ndo aparecem pontos umbilicos. S6 para sistemas
com n Leis de Conservacao, n > 3, ou familias de fungdes a k-parametros, para
k> 1emn > 2éque, em geral, tais pontos aparecem. O estudo para um
sistema de 2 Leis de Conservacdo, onde o Fluxo F' é uma familia de funcoes
1-parametro, de uma certa forma genérica, leva a considerar equagoes implicitas
em superficies. Desta forma, em geral aparecem pontos umbilicos isolados e é
possivel tanto estudar o comportamento em volta dos pontos umbilicos como a
bifurcacao existente provocada pela variagdo do parametro do Fluxo.

Consideremos entdo o sistema de leis de conservagao

onde F é a funcdo de R? em R? a 1-parametro A dada por
2
F(o,u) = (1+ Ao+ 3"“2— M+ u + vu)

|[Jac F(v,u) —sI| =10

1+A—s U _
A+u  14+wv-—s8
s — 242 +v)s+(1+AN1+v)—uA+u)=0
O sistema dado é hipérbdlico nos pontos (v, u) tal que
24+ A+v)? +du(A+u) —4(1+A)(1+v) >0

e A-v)2+2u+N2=22>0

o (A—v)?+ (2u+ N2>\

Se A = 0 a condi¢do é automaticamente verificada e, portanto, o sistema ¢
hiperbélico. Nao é contudo estritamente hiperbélico pois

Jac F(0,0) = [g g}

ou seja, na origem 0 é um valor préprio de Jac F' com multiplicidade algébrica
2 ((0,0) é o tinico ponto com multiplicidade algébrica superior a 1). Neste caso
a multiplicidade geométrica também é 2, logo a origem é um ponto umbilico.
No ponto (0,0)
A—v)2+(u+A)?2=X2>0
Entéo, para cada X # 0 existe uma vizinhanca da origem para o qual os valores
préprios sio reais. Essas vizinhangas sao da forma

(A —v)2 +4(u+ )2\)2 B
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) At Vi

O

isto é, sdo o exterior da elipse com centro em (A, —2) e semi-eixos [A| e 13]- A
elipse correponde & projecgdo, no plano (v, u), do Local de Coincidéncia (£). E
de realcar que nenhum destes pontos é umbilico.

Para estudar a geometria das curvas de rarefacgio é necessdrio encontrar a
fungéo H que caracteriza a condigdo de Rankine-Hugoniot.

H(’U_,’u_,’v+,u+,8) = _S((U+>u+) - (’U—’u—)) + F(U+vu+) - F((U—vu—)

(14 A= 8oy —v_) + (0 —u2),
(1 —8)(uy —u)+ Aoy —v-) +vpuy —vu_)
Nas novas coordenadas
(v_,u) ={5,8] — %R(cosﬂ sin §2)

(7 — chosQ - —Rsmﬂ)

S

(4, 44) = (0,8) + R(cosQ sin §2)

Rcos$Q, 4+ §R sin (2)

b | =

= (o+
temos
F(0,8,R,Q,s) = ((1+ X —s)cosQ+asin€Q, (149 —5)sinQ + (A + @) cos Q)

A Variedade Fundamental das Ondas W é definida como sendo F *(0) e
portanto é o conjunto dos pontos tais que

(1+X—s)cosQ+asinQ=0
(149—s)sinQ+ (A+a@)cosQ=0

Nota 7. Fs = (0,5in Q)

= (sin {2, cos 2)
fR—( 0)
Fa=(-(1+A—5)sinQ+acosQ, (147 —s)cosQ— (A+a)sin2)

F; = (—cosQ, —sin )

Temos que det(Fp, Fu) = —sin’Q e det(Fg, Fs) = cos® Q — sin? ). Estes 2
determinantes nao se anulam simultaneamente, pelo que (0, 0) é valor regular da
funcio F e consequentemente W é uma variedade diferenciavel de dimensao 3.

F nao depende de R, pelo que a varidvel R tem necessariamente de ser uma
das varigveis utilizadas na parametrizagdo de W. Quaisquer que sejam as outras
duas varidveis, de entre ¥, @, ) e s, que se escolha para para.metrlzar W a
parametrizacio é apenas local. Por exemplo, det(F, Fa) = —sin 2() e portanto
a parametrizacao s6 funciona fora de Q = (0.
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Suponhamos que parametrizamos W por v, i e R, ou seja, s = s(v,a,R)e Q=
Q(v, %, R). Seja ¢ a parametrizagio. Vamos tentar representar as variedades e
foliagbes no espaco (7,4, R). Em primeiro lugar temos de tentar representar W.
Ora, como F nao depende de R, um ponto (7,4, R) € v~ (W) sse (7,4,0) €
1~ (W). Basta-nos entio tentar identificar os pontos (7,%,0) € ¥~ (W). Como
s = s(0,%, R) tem de ser um niimero real e, para R = 0, (7,%) = (v_,u-) =
(vy,uy) necessariamente temos de ter

(/\ ;‘27))2 + (u(z)é)z 21

2

A Variedade Caracteristica C ¢é facilmente representdvel pois corresponde a
interseccdo de W com o plano R = 0.

Outra particularidade geométrica interessante nesta familia de fungoes é que
dado um ponto (,%,0) € ~(0) a imagem reciproca, por ¢, das curvas de
choque est4 contida num cone com vértice em (v, 1, 0):

('u,,u_) = (UOauO)
(vo, ug) = (0, @) — ‘;-R(COS (2, sin 02)

1
@, 8) — (v, o) | = ll5Rlcos 2, sin Q)| = ; R

e angulo o = arctan 1.

Antes de partir para o estudo das curvas de rarefaccdo neste exemplo, vamos
ver qual o resultado obtido por Schaeffer e Shearer quanto a classificagao dos
sistemas nio estritamente hiperbélicos de Leis de Conservagio 2 x 2, ver [§]
(relativamente as curvas de rarefacgao).

Em primeiro lugar Schaeffer e Shearer comegaram por considerar sistemas de
Leis de Conservacao da forma

(19) Ui+ QU), =0
onde @ : R? — R? é quadratico.

Definicio 18. @ : R? — R? e @, : R? — R?, fungodes quadréticas, dizem-se
equivalentes se existir uma matriz constante invertivel S a verificar

Qu(U) = S7'Q:(SU) VYU € R?

Teorema 8. Seja Q : R? — R? uma funcdo quadrdtica tal que o sistema (19)
é hiperbolico e possui um ponto umbilico isolado para U = 0. Entdo existe uma
familia de fungées a 2-parametros dada por

1
Cap(z,y) = gaﬂf’ + bx?y + zy°

com a # 1+ b% e tal que Q € equivalente a dC. A estrutura das curvas €
preservada por equivaléncia.
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Basta entdo estudar as curvas de rarefaccao para as funcoes quadréticas que
tém como potencial alguma funcéo C, C R? — R.

Consideremos o sistema (19) onde Q = dC,p, para algum a e b. Existem 4
configuragoes diferentes para as curvas de ondas em torno do ponto umbilico,
configuracdes essas que dependem dos pardmetros a e b. Nas figuras (9) e (10)
séio esbocadas as regides no plano (a,b) das diferentes configuragoes e as curvas,
respectivamente. s.

Ficura 9

‘QC——%S\&.‘ 2.

Ry SO R 4
FIGURA 10. As curvas de rarefaccéo representadas a mais escuro
correspondem a integrar (12) para ¢ = 2. O sentido das setas

indica o sentido crescente da velocidade s
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Nota 8. a) As curvas de separagao entre as regioes 1 e 2, 2e 3 e 3 e 4 tém

equacoes a = b2, a = 1 +b% e —32b" + b*(27 + 36(a — 2) — 4(a — 2)?) +
4(a — 2)* = 0, respectivamente

b) A figura (9) é simétrica relativamente ao eixo dos a’ss. Isso resulta do facto
de dC, ser equivalente a dC, .

¢) Por cada ponto com 2 valores préprios distintos passam exactamente 2
curvas de rarefaccdo. J4 se o ponto for umbilico isolado existem 1 ou 3
curvas de rarefacgdo a passar pelo ponto

Quando o Fluxo é dado por uma parte quadrética mais termos de ordem
superior, a estrutura das curvas é idéntica. O teorema que a seguir se segue
descreve tal estrutura.

Teorema 9. Suponhamos que Q é uma funcdo quadrdtica nao degenerada. Entao
existe uma correspondéncia biunivoca entre as curvas de ondas do sistema U, +

F(U), =0, onde F = Q+ h.o.t., e as curvas de ondas de Q, no ponto umbilico.

Em particular, no ponto umbilico, qualquer curva de ondas de F' € tangente a

uma curva de ondas de ().

Finalmente s6 falta ver o que acontece quando F' também tem parte constante
e/ou linear. Ora, mostra-se facilmente que, dada uma funcdo F' com um ponto
umbilico isolado, através de mudancas de varidvel a fungdo F' reduz-se a

F(U)=Q(U)+hot.

onde @ é a parte quadratica da expanséo em série se Taylor da funcéo F.
Visto isto j& sabemos que sé temos 4 hipdteses para as curvas de rarefacgao
da familia a 1-pardmetro de Leis de Conservagao dada. Vamos entao fazer um
estudo pormenorizado das curvas de rarefaccdo através da construgao descrita
em [6]
Tal como j4 foi visto para o sistema dado no inicio desta secgao

Flv,u,R,Q,8) = ((1+X—s)cosQ+usin®, (1 —s+v)sinQ + (u+ A) cos Q)
Entao as equacoes algébricas para C sao
(L+X—5)cosl+usinQ2=0

(20) (1—s+v)sinQ+ (u+A)cosQ =0
R=0

Vamos deduzir a equacao diferencial que define 7, N T,,C, e portanto o campo
de linhas de rarefaccéio, recorrendo ao estudo feito na seccdo ”Ondas e Curvas
de Rarefaccao”

U=k

cos Q]

Tyt sin €2

R=0
Obviamente dim 7, = 3
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U+ Fal+ Fe$=0
Ie: {J_—‘U + Fold + Fo
R=10
Neste caso dim T,,C = 2
Ora

FoU + Fol+ Fo=0

SinQiL+(—(1—!—)\—s)sinQ+ucosQ)Q—00§Qé _ [0
sin Q9 + cos i+ ((1 — s + v) cos Q — (u+ A) sin )2 — sin Q23 0

Logo 7, N T,C é dado por

sin Qi+ (—(1+ X — 8)sin§ + ucos Q)2 — cos s =0
sin Q0 + cos Qi+ ((1 — s+ v) cos Q2 — (u+ A) sin Q)Q — sin 28 = 0
—sin 20 + cos Qu = 0

R=0

(21)

Se (1 = T as equacoes reduzem-se a

t+(u—1-A+38)2—-5=0 §=(35+3u—-3—-v—-))Q
v4+u+(l—s+v—u—AQ—5=0 o Ji= (25 +2u — 2 — )
9=t U= (254 2u — 2 — v)f)
R=0 R=1
ou seja, existe uma vizinhanca de 2 = T tal que o campo de linhas de rarefacgao
nio ¢é singular. O mesmo se pode concluir para 2 = —%. Como para 2 = 7 ou
Q0 = —% o campo de linhas nao é singular posso utilizar a parametrizacao em
que

{u =y, 1)
s = s(v,Q)

Facilmente pegando nas equagoes algébricas que definem C, reescrevendo-as

na forma

—cos Qs +sinQu = —(1 + A) cos
(22) —sin Qs + cos Qu = —Acos Q — (1 +v) sin Q2
R=0

e aplicando a regra de Cramer obtemos apds alguma manipulacao algébrica

. AcosQ) EA vsinflcos

sin Q4-cos gl sin? Q—cos2 §2

_ vsin® (2 Acos(?
s=1+ sin? Q—cos2 2 + sin 24+-cos Q

R=0
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Derivando (22) obtemos

—cos 5+ sin Qi = ((14+ X — 5)sin — ucos Q)0
— 5in Q5 + cos 0 = (A +u)sinQ — (1 + v — s) cos Q) — v sin
R=0
e, novamente pela regra de Cramer obtemos
~Asin 00 (1 — )€ — 2usin Q cos Q62 +  cos 2 sin Q + v cos? Q)
~ sin§) 4 cos sin? ) — cos? ()

U

(§ nao vai ser necessario).
Nesta parametrizacio posso substituir as 2 primeiras equacoes de (21) por

u = 00, Q)

§= (0,52
e estudar o comportamento da terceira. Substituindo u pelo resultado acima
obtido vem

—sin +cosQu =0 & f(v,Q)v+ g(v, Q)0 =0
onde
sin 2 cos? )
sin? Q) — cos? 2

f(v,Q) = —sinQ +

Asin Q 1 —s(v,2) v cos®
alm ) =l (sinﬂ +cosQ  sin®Q —cos2Q  sin?Q — cos? 2
sin Q cos? 2) 2vsin
sin? £ — cos? (2 (SinQ +cosQ  sin?§) — cos? Q))

A terceira equacio pode ser escrita através da seguinte equagdo diferencial

) HEEA

Vamos encontrar os pontos criticos desta equagao diferencial

sin 2 cos?
MN=0& —sin2 =
f (v, Q) == emiiey sin® Q — cos2 ()

sin(2cos® Q —sin® Q) 0
sin® Q2 — cos? B

& N=0vQ= arc(:osL VQ= arccos(—ﬂl—)

V3 V3

Mas g(v,0) = s — 1 —v. Assim sendo temos pontos criticos quando 2 = 0 e
s = 1+ v. No entanto tenho de ter o ponto em W. Logo, quando ? = 0 vem
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1+4A—s5=0 - s=14+A

A+u=0 U= —A
e portanto o ponto critico é o ponto (X, —A,0,0,1 + A). Da mesma forma se
verifica que a equacao diferencial tem mais dois pontos criticos:

2. A 1 V2

2
A, ——=,0,arccos —,1 + A — ?)\)

3 7 3 V3

2+/2 1 2
\/_)\, —5,0, arccos(———=), 1 + A + £)\)

3 3 V3 d
A projeccao destes no plano (v, u) pertence a elipse que corresponde & projecgao
do Local de Coincidéncia(fig).

No entanto, quando A = 0 estes 3 pontos, na projeccao, reduzem-se a um
s6: a origem. Resta saber qual das representagdes da figura (10) corresponde as
curvas de rarefaccao do sistema dado, para A = 0.

Ora, se repararmos bem, este "tinico” ponto critico resultou da projeccao de 3
pontos criticos distintos das mesmas equagoes escritas no blow-up. Desta forma,
é mais facil representar as curvas de rarefacgiio no blow-up e depois projecté-las
em (v,u) ou, equivalentemente, estuda-las nas varidveis v e {2 e, tendo em conta
que u = u(v, Q) e & = u(?,2), no fim passar para o plano (v, u).

A partir deste momento esquega-se a varidvel R ja que, em C, R = 0. Estude-
mos entao o sistema (23).

Facilmente se verifica que Q = 0, = arccos % e Q = arccos( —\/Lg) sa0

por (20)

(A-

(A+

separatrizes da equagao diferencial. Vejamos ainda qual o comportamento ao
longo das rectas v = 0, 2 = T e ) = —7% (estas duas 1iltimas pelo facto da
parametrizacao nao ser vilida nessas duas rectas).

-Comportamento ao longo da recta v =0

Se v = 0 necessariamente temos de ter u = 0 e s = 1, podendo (2 ser qualquer.
Logo qualquer ponto da forma (0, 2) pertence a projeccao de C. Ao longo de
todos os pontos desta recta v = 0, mas Q = 0 sse (v,Q2) é um dos 3 pontos
singulares, pelo que uma curva de rarefacgao ou estd contida na recta v = (0 ou
entao nunca a cruza.

-Comportamento para {2 = ¥

equagoes algébricas

(1-s)+u=0 u=s-—1
=
u+l—-v—s=0 v =

equacao diferencial

U+2ufl—s5=0 L .
L. . . U = v = 4uf
v+u—2ul—5$=0 . .
L. § = 6uf
v—u=>0
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Pelas equacoes algébricas concluimos que quando {2 = § necessariamente v = 0.
Contudo, existe uma infinidade de pontos em C que se projectam em (0, %):
todos os pontos da forma (0,u,%,1 + u). Por cada um destes pontos passa
uma curva de rarefac¢io pelo que, na projecgao, passa uma infinidade de curvas
integrais de (23) pelo ponto (0, T), cada uma com uma direcgao propria, distinta
das outras e que depende de u: v = 4u).

-Comportamento para Q = —%

equacoOes algébricas

(1-s)—u=0 u=1-s
=
1+v—s5s—u=10 v =10

equagdo diferencial

i—2uQ+35=0 @ = —4us)
b—u—2uQ—5=0 < {0=4uQ
b+u=0 & = 6uS

O comportamento neste caso é bastante idéntico ao de 2 = §: quando {2 = —F

necessériamente v = 0 e pelo ponto (0,—%) passa uma infinidade de curvas
integrais da equacdo (23) que resulta da projecgdo de cada uma das curvas
de rarefacciio que passa pelo ponto (0,u,—7,1 — u). Cada uma dessas curvas
integrais tem uma direcgao distinta e que depende da componente u do ponto
por onde passa a curva de rarefacgdo que nela se projecta: v = 4u€).

E assim possivel construir o diagrama de fase.

Diagrama de fase:

Ficura 11
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Nesta representacio parece que existem mais duas singularidades: (0, %) e
(0, -—%). Esta ideia é apenas uma ilusdo provocada por estarmos a utilizar
uma parametrizagiio, ou seja, esta singularidade que aparece resulta apenas da
projecgdo de toda a figura no blow-up no plano (v,Q).

A figura (11) representa a projecco, no plano (v, 2), do diagrama de fase na
Variedade Caracteristica no espago (v, u, Q):

—
[

=
L

—
;‘
=
i
[]
.
1
1
1
i

FiGgura 12

As rectas 2 = T e = —7 correspondem a rectas verticais em que v = 0,
a0 passo que a recta {2} = 0 corresponde a uma recta horizontal em que u = 0.
A superficie no espaco (v,u, (1) é como que um rectangulo torcido 2 vezes em
que Q = —% é identificado com 2 = 7. A figura (12) resulta dessa superficie
distorcida, razdo pela qual a parte central apresenta uma orientacao distinta das
outras.

A figura (11) é obtida da figura (12) tendo colapsado as rectas 2 = § e 0 = —7
em dois pontos distintos (visto que se 2 = % ou 2 = —7 entéo v = 0) e voltando
novamente a torcer as partes laterais da figura.

Para representar as curvas de rarefacgdo € preciso salientar 2 coisas:

30 =0, = a.rccosr}—3 el = arccos(—%) sdo separatrizes da equagao
diferencial

2) Se v = 0 entdo u = 0 excepto no caso em que Q=2TouQ=—7%. Assim,
pelas equagoes diferenciais se pode ver que, fixado u, se (0,u) é a projeccao
dum ponto com 2 = §, ¥ e % tém o mesmo sinal, dependendo este de u. J&
se (0,u) é a projecgdo de um ponto em que {2 = —% entdo v e ¥ tém sinais
contrarios.
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3) Existem curvas no plano (v,2) que nao intersectam a recta v = 0 e por-
tanto, também existem curvas de rarefacgao, no plano (v, ) que nao inter-
sectam a recta v = 0.

Por tudo isto podemos j4 fazer um esbogo das curvas de rarefacgao para A = 0

Ficura 13

A cheio estdio representadas as curvas correspondentes ao valor préprio de
maior valor e a tracejado as correspondentes ao de menor valor. O sentido das
setas indica o sentido de crescimento da velocidade caracteristica. O estudo do
Local de Inflexdo é apresentado a seguir.

Vamos estudar o Local de Inflexdo, ou seja, o conjunto dos pontos onde falha
a condicdo genuina de néo linearidade.

Fixado um ponto (v,u) tal que u # —A temos que

I
AM(v,u) = 5(2'{"1}‘-}-)\—\/4’U,2+'U2+4u)\-“2'0)\+)\2)

v — A+ VA4u? + v? + 4ud — 204 + A2
ri{v,u) = | — el

2(u+ A)

1
Ao(v,u) = 5(2-1—'0 + A+ VAdu2 + 12 + dud — 20X + \?)

ra(v,u) = (——

Facilmente se verifica que

v — X — VAu2 + v? + dud — 20X + A2 i
2(u+ A) ’

N(WrU)=0 & XU)nU)=0 < u=—%
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No caso em que u = —A temos que

Ay fios) = 1+X sev> A
PO T 140 sew< A

\ je 1+v sew>A
2(v,u) = 14+XA sev <A

sl il = (mﬁ,l) se v > A
AL (1,0) sev> A\

pelo que a condigdo genuina de néo linearidade falha em toda a recta, nas duas
familias, se A = 0. Ja se A # 0 s6 falha na primeira familia para os pontos em
que v > A e na segunda familia nos pontos em que v < A.

No caso A = 0 vem que a condi¢do genuina de nao linearidade falha apenas ao
longo da recta u = 0, pelo que estamos no caso representado pela regiao 2 nas
figuras (9) e (10).

Vamos agora estudar a bifurcagdo provocada pela variagao do parametro A.

Ja sabemos que o sistema é eliptico em

v—)\)2+(u+$)2

N

{(v,u) € R*: ( <1}

A projecgio do Local de Coincidéncia no plano (v, 2) é uma curva de equagéo

sec?(2Q)(v? — 2uX + 2)% + 2(v — M) Asin(202))
\2

Os pontos criticos da equagdo diferencial (23) sdo dados por p; = (A,0), ps =

(A—2/2), arccos Fmleps=(A+ 243@)\, arccos(——z)) e, como é Gbvio, pertencem

a essa Ccurva.

Podemos, tal como no caso A = 0, verificar, sem grande trabalho de calculos,
que 2 = 0, 2 = arccos % ed= a,rccos(—vl§) sao separatrizes de (23). Também
temos que se {} = 7 entdo v = 0, ao passo que se {} = —7 entdo v = 2A. Por
estes dois pontos, (0,F) e (2A, —7), passam uma infinidade de curvas integrais,
cada uma com uma direccao distinta.
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Vamos fazer uma representago grafica das curvas integrais de (23), tal como
foi feito no caso A = 0.

-5 -5 0 e =
=T T A
(1 V| RA
i I\ | \
' \ R %
: \‘ : \/ . | »
: ) ' ' v
": 3 Eae | .
| . | ) . e
. N | N\
|/ ‘ 1|
| 1 ||
: |
| 'L
Ficura 14

Tal como no caso A = 0, a figura (14) representa o diagrama de fase na
Variedade Caracteristica no espago (v, u, 2) distorcida (as rectas Q@ = £, 0 = —7%
e Q = 0 correspondem a v = 0, v = 2\ e u = 0, respectivamente).

A vermelho estdo representadas as separatrizes. As separatrizes dbvias sao as
rectas correspondentes a (2 = 0, ) = arccos 715 &)= arccos(—%). As outras,
embora ndo saibamos exactamente a sua equagio, sabemos qual a sua forma.
A curva que representa a projecgao do Local de Coincidéncia é representada a
preto e sabemos que a ela pertencem os pontos criticos, que por sua vez sao 0s
3 pontos representados a verde. A parte das separatrizes existem nitidamente
2 tipos de curvas: as que cruzam a projecgdo de £ e as que ndo cruzam. Para
facilitar a interpretacao grafica tais curvas sdo representadas por cores distintas
- as primeiras por dourado e as dltimas por lilds. A interpretacdo é facilitada
na medida em que as primeiras, representadas nas coordenadas (v, u), vao tocar
transversalmente a elipse, formando ctspides, ao passo que as segundas nao tém
qualquer tipo de singularidade.

E de realcar que as separatrizes sdo tangentes 4 elipse. Tal tinha que acontecer
como foi visto na seccio "Variedade Caracteristica”. Que as rectas ) = 0,
() = arccos \—/la; e )= arccos(—ﬁ) se projectam em rectas no plano (v, u) é facil

e — - Axosfd sin {2 cos 2
verificar tendo em conta que u = — 6578 T S g oz a V-

Todas as outras curvas de rarefaccdo se tornam simples de construir tendo
em conta, na figura (14), que curvas convergem para que separatriz, o sentido
crescente de v e se as curvas cruzam a projecgdo do Local de Coincidéncia ou
nao.
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Na figura (15) apresentamos as curvas de rarefacgéo no plano (v, u), represen-
tando,tal como no caso A = 0, a cheio as curvas correspondentes ao valor proprio
de maior valor e a tracejado as correspondentes ao de menor valor. Na figura
figura (14) a linha preta separa exactamente os dois tipos de curvas e portanto
as curvas de rarefaccio obtidas sdo apresentadas na seguinte figura:

Ficura 15

A bifurcagio dos retratos de fase corresponde a um dos casos descritos em [3],
apesar de as equagoes ai em causa nao serem directamente da mesma forma.
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