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Introdução 

É bem conhecido que, dados um anel comutativo R e um ideal primo P de R, 
é possível construir um anel de fracções Rp de R com respeito a S — R\P. 0 
processo de passagem de R para Rp designa-se por localização de R no ideal 
primo P. No caso particular de R ser um domínio comutativo, temos ainda que 
o anel de fracções de R com respeito a S = -R\{0} é simples. No Teorema de 
Goldie, que data de 1958, é enunciado o análogo do resultado anterior, para o 
caso não comutativo. Goldie, num artigo publicado em 1958, demonstrou que, 
dado um anel de Goldie primo R, existe um anel Q tal que: -Ré um subanel 
de Q; - todos os elementos de CR(0) (o conjunto dos elementos regulares de R) 
são unidades de Q; - todo o elemento de Q se escreve na forma ac-1, para alguns 
a e R, c G Cfl(O); - Q é isomorfo a um anel de matrizes com entradas num anel 
de divisão, logo, é anel simples. 

Ao contrário do que se passa com os anéis comutativos, verificaremos que nem 
sempre os ideais primos de anéis Noetherianos não comutativos são localizáveis. 
Tal deve-se à existência de certas "ligações" entre ideais primos. 

Em 1982, Jategaonkar introduziu uma nova condição relativa a anéis Noethe­
rianos - a condição na segunda camada. Esta é uma condição necessária para 
que os ideais primos de um anel Noetheriano não comutativo sejam classicamen­
te localizáveis. Várias classes importantes de anéis Noetherianos satisfazem a 
condição na segunda camada, como, por exemplo, os anéis Artinianos, os anéis 
Noetherianos comutativos e os anéis de grupo da forma RG, onde R é anel Noe­
theriano comutativo ou R é anel Artiniano e onde G é um grupo que satisfaz uma 
propriedade especial - G tem uma séries subnormals cujos quocientes são cíclicos 
ou finitos. 

Os anéis de grupo constituem um caso especial de anéis graduados por grupo. 
Uma vez que os anéis de grupo da forma RG, onde R é anel Noetheriano comu­
tativo ou R é anel Artiniano e onde G tem uma série subnormal cujos quocientes 
são cíclicos ou finitos, satisfazem a condição na segunda camada, é natural tentar 
desenvolver a teoria de localização para estes anéis de forma a obter anéis de 
fracções ainda graduados. Um dos primeiros teoremas cuja generalização pode­
ria ser tentada é o Teorema de Goldie. Tal generalização foi obtida, para anéis 
graduados por grupos Abelianos, por Goodearl e Stafford em 2000. 

Estudaremos, neste trabalho, o processo de localização em anéis Noetherianos 

i i i 



iv INTRODUÇÃO 

não comutativos com graduação trivial e em anéis graduados. No primeiro Capí­
tulo, introduziremos noções fundamentais e resumiremos algumas propriedades 
importantes para o estudo que pretendemos fazer. 

Nos segundo e terceiro Capítulos debruçar-nos-emos sobre o processo de lo­
calização em anéis Noetherianos não comutativos, tendo sempre como ponto de 
partida a teoria de anéis comutativos. 

Indicaremos, no segundo Capítulo, um processo de construção de um anel 
de fracções à direita (respectivamente à esquerda) de um anel não comutativo 
R com respeito a um subconjunto multiplicativo especial X - um conjunto de 
denominadores à direita (respectivamente à esquerda) em R. Demonstraremos 
que, dado R, um anel de Goldie à direita semiprimo, o conjunto constituído pelos 
elementos regulares de R é um conjunto de denominadores à direita em R e o 
anel de fracções à direita correspondente é semisimples. Ainda nesse Capítulo 
introduzimos um processo de construção de um i?-módulo de fracções de um 
.R-módulo à direita M com respeito a um conjunto de denominadores à direita 
X em R e demonstraremos que, a menos de isomorfismo, os anéis de fracções à 
direita (respectivamente à esquerda) e os módulos de fracções são únicos. 

As ligações entre ideais primos, a condição na segunda camada, o processo 
de localização de ideais primos e de conjuntos de ideais primos serão objecto de 
estudo do terceiro Capítulo. Na parte final desse Capítulo serão ainda introduzi­
das a propriedade de Artin Rees e a propriedade de Artin Rees muito forte. Tais 
propriedades desempenharão um papel fundamental no estudo da localização, em 
particular, no estudo da localização em anéis fortemente graduados. 

No último Capítulo será dada uma ideia, necessariamente incompleta, de 
alguns desenvolvimentos do estudo da localização em anéis graduados. Nesse 
Capítulo serão focados dois pontos-chave: a existência de uma versão graduada 
do Teorema de Goldie e a localização em anéis fortemente graduados. Importa 
salientar que ainda está em aberto saber que anéis graduados admitem anéis de 
fracções graduados gr-semisimples (semisimples na classe dos anéis graduados). 
Várias tentativas têm sido feitas nesse sentido mas todas as condições suficientes 
não são obrigatoriamente necessárias. 

O estudo de anéis graduados e, em particular, de anéis fortemente graduados, 
é de grande relevância, uma vez que algumas classes importantes de anéis - como 
os anéis de grupos ou os anéis de Laurent - admitem uma graduação forte, pelo 
que todos os resultados demonstrados para anéis fortemente graduados serão, em 
particular, válidos para estas classes de anéis. 



Capítulo 1 

Preliminares 

Neste Capítulo introduzimos as noções gerais sobre anéis e módulos necessárias 
para a tese. Muitas das demonstrações serão neste Capítulo omitidas e podem 
ser encontradas em [14], [23] e [24]. 

1.1 Conceitos gerais sobre anéis 
Neste trabalho designamos por anel um anel associativo, não necessariamente 
comutativo, com elemento identidade 1. 

Como é habitual, designamos por homomorfismo entre estruturas algébricas 
da mesma natureza uma aplicação que preserva essa estrutura. 

Designamos por centro de um anel R o subconjunto de R 

cen(R) = {r e R : rs = sr, para todo s G R}. 

Dado um anel R, denotamos por S < R um subanel S de R. 
Se R é um anel que não contém ideais próprios não nulos, dizemos que R é 

anel simples. Dizemos que um anel R é local se R possuir apenas um ideal 
maximal. Observe-se que todo o anel simples é local, uma vez que possui um 
único ideal maximal - o ideal 0. 

Introduzimos agora alguns exemplos clássicos de anéis não comutativos que 
serão mencionados ao longo deste trabalho. 

Exemplo 1.1.1 Consideremos um anel R e um grupo G. Designamos por RG 
o conjunto das expressões 

Í y rgg : rg G R,g G G e apenas um número finito de rg é tal que rg / 0 > . 
ffGG J 

1 



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 

Podemos definir uma estrutura de R-módulo à direita em RG definindo a adição 
do seguinte modo: 

g&G g£G g<=G 

e definimos o produto por um escalar r G R da seguinte forma: 

Yjr9g) r = ^2(r9r)9-
^geG / g£G 

Identificamos os elementos h de G com os elementos de RG da forma X^OGG r99 
tal que rg = O, para todo g G G\{h}, e r^ — 1. Identificamos ainda os elementos 
r de R com os elementos de RG da forma XIQGG rg9 ^ aue r9 = ®> Para todo 
g G G\{e}, ere = r. 
Munido da estrutura definida, RG é um R-módulo à direita tal que cada elemento 
x G i?G\{0} se escreve de forma única como uma soma finita do tipo ^27=1 r9i9i> 
onde gi G G e rgi é um elemento não nulo de R, para todo 1 < i < n. 
Em seguida, definiremos uma estrutura de anel em RG. Para tal, definimos o 
produto de elementos de RG do seguinte modo: 

fe>) (£•**)-EÍE 
\<?GG / \heG / ÍGG \gh=t 

rqrh t. 

Munido da estrutura definida, RG é um anel (com elemento identidade le) que 
designamos por anel de grupo. 
Observe-se que RG é um anel comutativo se e só se R for um anel comutativo e 
G um grupo Abeliano. 

Exemplo 1.1.2 Consideremos um anel R, um endomorfismo a de R e uma 
variável x. Consideremos o conjunto das expressões 

T = < y^ riX1 : ri G R e apenas um número finito de ri é tal que ri / 0 } . 
U G N Q 

Definimos a adição em T do seguinte modo: 
]T rtxl + J2 Kx* = ^2(n + r[)x\ 
ieNo íeNo ÍGNO 

O produto é definido em T, tendo em atenção as propriedades distributiva, asso­
ciativa e a regra "xr — a(r)x, para todo r G R". Assim, 

Yl aiXÍ ) J2 hixJ ) = S ãi<TÍ(bJ 
,iGN0 / \jeNo / ij'GNo 

)xi+j. 

file:///jeNo
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O conjunto T munido da adição e produto definidos é um anel (com elemento 
identidade lx°) que representamos por R[x; a]. 
Observe­se que R[x; cr] só é um anel comutativo no caso de R ser um anel comu­

tativo e a = id. 
Ao longo deste trabalho designaremos por anel de polinómios de R e represen­

taremos apenas por R[x] o anel R[x;id]. 

Exemplo 1.1.3 Sejam R um anel, o um automorfismo de R e x uma variável. 
Consideremos o conjunto das expressões 

y TiX1 : Tj G R e apenas um número finito de ri é tal que r^ ^ 0 > . 
. i&1 J 

A adição em T é definida do seguinte modo: 

J2 rã1 + ] T r[xl = ] £ ( r , + r[)x\ 
;ez iez iez 

O produto é definido em T, tendo em atenção as propriedades distributiva, as­

sociativa e a regra "xlr = al(r)xl, para todo r G R, para todo i G Z, fazendo 
a° = id". Assim, o produto é definido do seguinte modo: 

J2
a
*

xi [J2
b
>

xj = Y,
a
i
ai

(
b
j) x

l+J. 
« j t 

O conjunto T munido da adição e produto definidos é um anel que representamos 
por R[x,x~1;a\. 

Exemplo 1.1.4 Sejam K um anel e 9 uma variável. Consideremos 

T = < 2_\ ri@l '■ ri ^ K e apenas um número finito de ri é tal que r̂  7̂  0 > . 
U6N0 J 

Podemos definir um produto em T utilizando a regra 

8a = a9 + S (a), onde a G K e 6(a) G K. 

Para o produto ser associativo tem de se verificar, para todos a,b G K, 6{ab) 
(6a)b, logo, 

(ab)6 + ô(ab) = (Oa)b = (a6)b + ô(a)b = ab9 + a6(b) + 6(a)b. 
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Cancelando (ab)8 e abO em ambos os membros, concluímos que 

6{ab) = 6(a)b + a6(b), para todos a,b E K. (1) 

Para garantirmos a distributividade, temos também que 

S(a + b) = 6(a) + 6(b), para todos a,b E K. (2) 

Uma aplicação 6 : K —> K que satisfaça as propriedades 1) e 2), para todos 
a,b E K, designa­se por derivação. Podemos definir um produto para polinómios 
à esquerda em 9 utilizando repetidamente a regra 6a = a9 + 6(a) (a demonstração 
de que o produto obtido é associativo pode ser encontrada em [14])­

O conjunto T munido do produto descrito e da adição usual forma um anel que 
representaremos por K[9, 6}. 

Exemplo 1.1.5 Consideremos o anel Q e tomemos o anel de polinómios Q[x] 
definido em 1.1.2. Seja 

d/dx : Q[x] ­> Q[x] 
E n i r^n ■ ~.i—1 ' 

j_0 aix > 2­JÍ—l l a i X 

A aplicação d/dx satisfaz as seguintes propriedades: 
a) d/dx(a + b) = d/dx (a) + d/dx(b), para todos a, 6 G Q[x], 
b) d/dx(ab) = d/dx(a)b + ad/dx(b), para todos a,b E Q[x], 
pelo que d/dx é uma derivação de Q[x]. 
Consideremos o anel Q[x}[9, d/dx}. Por [14], Corolário 1.15, Q[x][9,d/dx] é anel 
simples. 

Exemplo 1.1.6 Seja R um anel. Designamos por anel oposto de R e repre­

sentamos por Rop o anel cujo conjunto base é o próprio R, mas algebrizado pela 
adição definida em R e pelo seguinte produto: 

r.ops = sr, para todos r,s E R. 

Observe­se que Rop é um anel comutativo se e só se R é um anel comutativo. 

Exemplo 1.1.7 Seja G um grupo aditivo Abeliano. Se considerarmos o conjunto 
E constituído pelos endomorfismos do grupo G, podemos definir uma estrutura de 
anel em E, considerando a adição e o produto em E como sendo, respectivamente, 
a adição usual de funções e a composição de funções. O anel assim construído 
será representado por End%(G). 

Relembramos agora algumas definições básicas da Teoria de Anéis. 
Um elemento a de um anel R diz­se idempotente se a? = a. Um elemento a 

de um anel R diz­se nilpotente se existir k E N tal que ak = 0. O elemento 0 é o 
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único elemento de R que é simultaneamente idempotente e nilpotente. O elemento 
1 é um exemplo de um elemento de R que é idempotente e não nilpotente. 

Dizemos que um elemento a de um anel R é invertível à direita (respecti­
vamente à esquerda) se existir b G R tal que ab = 1 (respectivamente ba = 1). 
Um elemento a G R que é invertível à direita e à esquerda em R designa-se por 
unidade de R. O conjunto constituído pelas unidades de R é representado por 
U(R). 

No caso de todos os elementos não nulos de um anel R serem unidades dizemos 
que R é anel de divisão. Observe-se que, neste caso, se tem aR = R e Ra = R, 
para todo a G P\{0}. 

Um elemento não nulo a de um anel R diz-se um divisor de zero à direita 
se, existir b G P\{0} tal que ab = 0 e a diz-se um divisor de zero à esquerda 
se, existir b G P\{0} tal que ba = 0. O elemento não nulo a é um divisor de 
zero se for um divisor de zero à direita e um divisor de zero à esquerda. Um anel 
R cujos elementos não nulos não são divisores de zero designa-se por domínio. 

Dizemos que um elemento a de um anel R é normalizador se aR = Ra. 
Observe-se que os elementos centrais e as unidades de R são exemplos de elemen­
tos normalizadores de R. 

Dizemos que um ideal direito (ou esquerdo) / de um anel R é principal se 
/ for gerado por um elemento a € R e dizemos que um anel R é um anel de 
ideais direitos e esquerdos principais se todos os ideais direitos e esquerdos 
de R forem principais. 

Em seguida introduziremos uma nova classe de anéis - os anéis primos. Para 
tal, começamos por introduzir a definição de ideal primo. 

Dizemos que um ideal próprio P de um anel R é primo se, para todos os 
ideais A, B de R, sempre que AB Ç P, então A Ç P ou B Ç P. 

Observe-se que afirmar que um ideal próprio P de um anel R é um ideal 
primo é equivalente a afirmar que, para quaisquer ideais direitos (respectivamente 
esquerdos) I, J de R tais que IJ Ç P, se tem I Ç P ou J Ç P. Observe-se, ainda, 
que afirmar que um ideal próprio P de um anel R é um ideal primo é equivalente 
a afirmar que, para todos a,b G R, aRb Ç P implica a G P ou b G P. 

Dois ideais primos distintos P e Q dizem-se incomparáveis se P ^ Q e 
Q$P. 

Dizemos que um ideal primo P de um anel Pt é um ideal primo minimal 
se, para todo o ideal primo P' de R tal que P' Ç P , se tem P' — P. 

Verificaremos, em seguida, que todo o ideal primo P de um anel R contém 
um ideal primo minimal. A demonstração é feita utilizando o dual do Lema de 
Zorn. 

Lema 1.1.8 Todo o ideal primo de ura anel R contém um ideal primo minimal. 

Demonstração. Seja P um ideal primo de R e consideremos a família X 

X = {P' : P' é um ideal primo de R e P' Ç P} 
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ordenada pela relação inclusão. 
Observe­se que, como P G X, X ^ 0. Provaremos, em seguida, que toda a 

cadeia descendente de elementos de X possui um minorante em X. 
Sejam Y uma cadeia de elementos de X e Z = nP>eYP'­ Assim definido, Z 

é um ideal próprio de R. Sejam a,b G R tais que aRb Ç Z e suponhamos que 
a £" Z; então existe Pi £ Y tal que a £ Pi. Uma vez que Pi é um ideal primo de 
R e aRb Ç Pi, concluímos que 6 G Pi­ Consequentemente, 6 € P*, para todo o 
ideal primo P* de F tal que Pi Ç P*. 

Por outro lado, como aPò C P* e a ^ P*, para todo P* G F tal que P* Q Pi, 
b G P*. Consequentemente, 6 G P*, para todo P* G F , o que nos leva a concluir 
que b G Z. Concluímos assim que Z é um ideal primo de R tal que Z Ç P. 
Consequentemente, Z é um elemento de X e Z é um minorante da cadeia Y. 
Concluímos, assim, que toda a cadeia descendente de elementos de X possui um 
minorante em X, logo, pelo dual do Lema de Zorn, existe um elemento minimal 
de X. Provamos, assim, que todo o ideal primo de R contém um ideal primo 
minimal, como desejávamos provar. ■ 

Um anel primo R é um anel para o qual se verifica que 0 é um ideal primo 
de R. Das definições de anel e ideal primos deduz­se que um ideal próprio P de 
um anel R é primo se e só se R/P é anel primo. 

O conjunto constituído por todos os ideais primos de um anel R é designado 
por espectro primo de R e é representado por Spec(R). 

Um ideal de um anel R que resulta da intersecção de ideais primos de R é 
designado por ideal semiprimo de R. 

0 ideal semiprimo que resulta da intersecção de todos os ideais primos de um 
anel R é designado por radical primo de R e é representado por V(R). 

Todo o elemento do radical primo V(R) de um anel R é nilpotente, isto é, 
para todo o elemento x G V(R) existe um número natural k tal que xk = 0. Um 
ideal / de um anel R cujos elementos sejam nilpotentes diz­se nil. Um ideal I 
de um anel R diz­se nilpotente se existir um número natural k tal que Ik = 0. 
Observe­se que todo o ideal nilpotente é, em particular, nil. 

A Proposição seguinte sintetiza o que foi dito anteriormente. 

Proposição 1.1.9 Sejam R um anel e V(R) o radical primo de R; então V(R) 
é um nil­ideal de R. 

Dizemos que um anel R é semiprimo se V(R) = 0. Observe­se que afirmar 
que R é anel semiprimo é equivalente a afirmar que 0 é um ideal semiprimo de 
R. 

Das definições de ideal semiprimo e anel semiprimo decorre que, se R é um 
anel e P é um ideal próprio de R, R/P é anel semiprimo se e só se P é um ideal 
semiprimo de R. 

A Proposição que se segue é um resultado bem conhecido sobre ideais semi­

primos. 
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Proposição 1.1.10 Sejam R um anel e I um ideal próprio de R; então as se­

guintes afirmações são equivalentes: 
a) I é um ideal semiprimo de R. 
b) Para todo o ideal J de R tal que J2 Ç I, tem­se J Ç I. 
c) Para todo o ideal direito J de R tal que J2 Ç I, tem­se J Ç I. 
d) Para todo o ideal esquerdo J de R tal que J2 Ç I, tem­se J Ç / . 

Demonstração. [23], Proposição 10.9. ■ 

Como consequência da Proposição anterior temos que, dados um ideal semi­

primo / de um anel R e um ideal direito (ou esquerdo) J de R tal que Jn Ç / , 
para algum número natural n, então J Ç I. 

1.2 Conceitos gerais sobre módulos 
Dado um anel R, designamos por ü­módulo à direita M um f?­módulo à di­

reita unitário e representamo­lo por MR. O mesmo se passa para R­módulos à 
esquerda. Se M for um R­módulo à direita (esquerda), um i?~submódulo N de 
M representa­se por N <R M. Sempre que não haja ambiguidade, em vez de 
N <RM, escrevemos N < M. 

Neste trabalho, sempre que não houver ambiguidade, designaremos um R­

módulo à direita simplesmente por i?­módulo. 
Dado um anel R, representamos por RR o anel R visto como um ü­módulo 

à direita sobre si mesmo. Reciprocamente, representamos por RR o anel R visto 
como um i?­módulo à esquerda sobre si mesmo. 

Dada (Mi)iG/, uma família não vazia de i?­submódulos de um R­módulo à 
direita (ou à esquerda) M, dizemos que M é uma soma directa interna da 
família (Mi)iei se: 

1. Af = Eíe jMi = {£Li™* fc
 : rmh G Mlk,ik G I,ne N} 

2­ MJ
 n EZGAÜ}

 M* = °> P a r a t o d o û e / . 

Neste caso, representamos M = ©iG/Mj. Se uma família M' = (Mi)ieI de 
ií­submódulos do R­módulo M satisfizer a condição 2), dizemos que M' é uma 
família independente de i?­submódulos de M. Caso contrário, dizemos que 
M' é uma família dependente de i?­submódulos de M. 

Seja (Mijiçi uma família não vazia de ií­módulos. Denotamos por Yíiei Mi o 
conjunto constituído pelas aplicações do tipo 

a : I ­» UiG/Mz 

i —> a(i) 
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tais que a(i) G M,, para todo i € L Designamos rrn = a(i) por zésíma componente 
de a, representando­se o elemento a de T\lGl M{ por (a(i))ieI ou simplesmente 
por (m,i)içi­ É possível definir uma estrutura de i?­módulo em M' = YliaMi, 
considerando, para todos a,p e n , e / ^i> 

• (a + /?)(i) = CK(Í) + P{i), para todo i G I, 

• {ar)(i) = a(i)r, para todo i e I, para todo r <E R. 

0 conjunto M' = Y\ieI Mi munido da estrutura de i?­módulo anteriormente 
definida é designado por produto directo da família (M;) i e / . O i?­submódulo 
de M' constituído pelos elementos a G M' tais que o conjunto 

Ia = {i G / : a(i) + 0} 

é finito é designado por soma directa externa da família (Mi)ieI e é represen­

tado por UieI M%. No caso de I ser um conjunto finito, T\ia M, = \JieI M{. 

Teorema 1.2.1 Seja (Mi)ieI uma família não vazia de R­módulos; então, para 
todo i e I, existem R­submódulos M[ de \JieI M% tais que M[ ~ Mi} (M/) i e/ é 
uma família independente de R­submódulos de \Ji&I Mi e ©îG/M­ ~ LLe/Mt­

Demonstração. [22], Teorema 4.2.1. ■ 

Observação 1.2.2 Tendo em consideração o Teorema 1.2.1, deixaremos, ao lon­

go deste trabalho, de distinguir somas directas internas e externas, passando­se 
a representar uma soma directa (interna ou externa) pelo símbolo ©. O contexto 
permitirá determinar se a soma directa em questão é interna ou externa. 

Se M é um ií­módulo à direita (esquerda) não nulo que não possui H­submódu­

los próprios não nulos, dizemos que M é simples. 
Dizemos que um ií­módulo à direita (esquerda) M é Noetheriano se M 

satisfizer a condição de cadeia ascendente (abreviadamente c.c.a.) em R­

submódulos, isto é, se não existir uma cadeia infinita propriamente ascendente 

Aq < N2 % ... $ Nn < ... 

de i?­submódulos de M. 
Um anel R é Noetheriano à direita se o i?­módulo à direita RR for Noe­

theriano. De forma análoga definimos anel Noetheriano à esquerda. Um anel 
R é Noetheriano se R é anel Noetheriano à direita e à esquerda. 

Se, dado um ií­módulo M, se verificar que não existem cadeias infinitas pro­

priamente descendentes de .R­submódulos de M, obtemos a definição de R­módulo 
à direita Artiniano. Assim, dizemos que um R­módulo à direita (esquerda) M 



1.2. CONCEITOS GERAIS SOBRE MÓD ULOS 9 

é Artiniano se M satisfizer a condição de cadeia descendente (abreviada­

mente d.c.c.) em i?­submódulos de M, isto é, se não existir uma cadeia infinita 
propriamente descentente 

... $ Nn % ... < N2 $ Ni 

de i?­submódulos de M. 
Um anel R é Artiniano à direita se o i?­módulo à direita RR for Artinia­

no. De forma análoga definimos anel Artiniano à esquerda. Um anel R é 
Artiniano se R é anel Artiniano à direita e à esquerda. 

Provaremos em seguida que, num anel Noetheriano à direita (ou à esquerda), 
existe um número finito de ideais primos minimais. 

Teorema 1.2.3 Num anel Noetheriano à direita (ou à esquerda) existe apenas 
um número finito de ideais primos minimais. 

Demonstração. Seja R um anel Noetheriano à direita (ou à esquerda). 
Começamos por provar que existe um número finito de ideais primos de R ­

Pi, ..., Pn tais que Pi...Pn = 0. 
Com vista a um absurdo, suponhamos que não existe um número finito de 

ideais primos de R ­ Pi, ..., Pn tais que Pi...Pn = 0. Consideremos a família 

X = {I : I é um ideal que não contém produtos finitos de ideais primos} 

ordenada pela relação inclusão. Uma vez que O G l e í é anel Noetheriano à 
direita (ou à esquerda), X possui elemento maximal K. 

Sejam / , J ideais de R tais que IJ C K; então (K + I)(K + J) Ç K. Com 
vista a um absurdo, suponhamos que / % K e J ^ K. Por construção de K, 
K+I e K+J contêm produtos finitos de ideais primos de R. Consequentemente, 
(K + I)(K + J) contém produtos finitos de ideais primos de R e, logo, K contém 
produtos finitos de ideais primos de R, o que é absurdo. Concluímos, assim, que 
/ Ç K ou J Ç K, logo, K é um ideal primo de R, o que também é absurdo. O 
absurdo resultou de supormos que 0 não contém produtos finitos de ideais primos 
de R, logo, existem ideais primos de R ­ Pi, ..., Pn tais que Pi...Pn = 0. Pelo 
Lema 1.1.8, existem ideais primos minimais de R ­ P{, ..., P'n tais que P[ Ç P1, 
..., P'n Ç Pn, logo, P[...P'n = 0. 

Consideremos agora um ideal primo P de R, então, P[...P!n = 0 Ç P e, uma 
vez que P é um ideal primo, existe i G {1, ...,n} tal que P[ Ç P. Consequen­

temente, R contém apenas um número finito de ideais primos minimais, como 
desejávamos provar. ■ 

A Proposição que se segue e os respectivos Corolários são bem conhecidos, 
pelo que a sua demonstração será omitida. 
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Proposição 1.2.4 Sejam M um R­módulo e N um R­submódulo de M; então 
M é um R­módulo Noetheriano (respectivamente Artiniano) se e só se N e M/N 
são R­módulos Noetherianos (respectivamente Artinianos). 

Corolário 1.2.5 Toda a soma directa finita de R­módulos Noetherianos (respec­

tivamente Artinianos) é um R­módulo Noetheriano (respectivamente Artiniano). 

Corolário 1.2.6 Seja R ê um anel Noetheriano à direita (respectivamente Ar­

tiniano à direita); então, todos os R­módulos à direita finitamente gerados são 
Noetherianos (respectivamente Artinianos). 

Observe­se que, se M é um .R­módulo Noetheriano, todos os .R­submódulos 
de M são finitamente gerados. De facto, se existir um i?­submódulo N de M que 
não seja finitamente gerado, para cada número natural n, podemos escolher um 
elemento in de N tal que 

ixR g iiR + i2R g ••• 5 llR + ^R + ■■■+ ïnR, 
construindo­se, assim, uma cadeia infinita propriamente ascendente de i?­submó­

dulos de M, o que é absurdo. Consequentemente, todos os ií­submódulos de 
M são finitamente gerados. Reciprocamente, se considerarmos um R­módulo 
M cujos i?­submódulos são todos finitamente gerados e tomarmos uma cadeia 
propriamente ascendente de R­submódulos de M ­ Ni C J\f2 C .É>) concluímos 
que o .R­submódulo de M ­ J = U^Ni é finitamente gerado, pelo que a cadeia 
é finita. Tal leva­nos a concluir que: 

Lema 1.2.7 Um R­módulo M é Noetheriano se e só se todos os seus R­submódu­

los são finitamente gerados. 

O Teorema que se segue permite­nos relacionar anéis Noetherianos e Artinia­

nos. 

Teorema 1.2.8 (Hopkins, Levitzki) Seja R um anel Artiniano à direita (res­

pectivamente à esquerda); então R é anel Noetheriano à direita (respectivamente 
à esquerda). 

Demonstração. [14], Teorema 3.15. ■ 

Do Teorema 1.2.8 podemos concluir que todo o anel Artiniano é Noetheriano. 
A recíproca deste Teorema é falsa: por exemplo, o anel Z, com as operações 
usuais, é um anel Noetheriano mas não é Artiniano. 

Em seguida introduzimos uma nova classe de módulos ­ os módulos semisim­

ples. 
Um .R­módulo à direita (esquerda) M é semisimples se M for igual à soma 

directa de uma família de .R­submódulos simples de M. 
Um anel R diz­se semisimples se R for semisimples como .R­módulo à direita. 
Consideremos agora o seguinte Teorema: 
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Teorema 1.2.9 (Noether) Seja R um anel. As seguintes afirmações são equi­

valentes: 
a) RJI é semisimples, 
b) RR é semisimples, 
c) todos os R­módulos à direita são semisimples, 
d) todos os R­módulos à esquerda são semisimples. 

Demonstração. [14], Teorema 3.4. ■ 

Aplicando o Teorema anterior, concluímos que R é anel semisimples se e só 
se R é semisimples como i?­rnódulo à esquerda. 

Observe­se, agora, que se Ré anel semisimples, por definição, R é igual a uma 
soma directa de uma família de ideais direitos simples ­ (T)Í^K de R. Uma vez 
que a identidade de R se escreve como uma soma finita de elementos ­ i\ G i ^ , 
..., in G ifc„, com ki,...,kn G K, R é igual a uma soma directa de uma família 
finita de ideais direitos simples de R. Ora, como todos os ideais direitos simples 
são R­módulos à direita Artinianos e R­módulos à direita Noetherianos, tendo 
em consideração o Corolário 1.2.5, concluímos que: 

Lema 1.2.10 Todo o anel semisimples ê Noetheriano à direita e Artiniano à 
direita. 

Aplicando o Teorema 1.2.9, concluímos que: 

Proposição 1.2.11 Seja R um anel semisimples; então R é anel Artiniano e 
Noetheriano. 

Verificaremos, em seguida, que todo o anel semisimples contém anéis de di­

visão. 

Lema 1.2.12 Se R é um anel semisimples, então existem elementos idempoten­

tes ei,...,en tais que ei + ... + en = 1, e\Re\, ...,enRen são anéis de divisão e 
e^ej = 0, para todos i,j G {1,..., n} tal que i ^ j . 

Demonstração. Como R é anel semisimples, R = ®Í&IBÍ, onde Bi é um ideal 
direito simples de R, para todo i £ I. Consequentemente, existem i\, ...,in G I 
e ei G Bj^­fO}, ...,en G Bin\{0} tais que ei + ... + en = 1. Consideremos / G 
{1, ...,n} , então 

ei = lei = (ei + ... + en)ei = exet + ... + enei. 

Como a soma Ylk­i Bik é directa, e^e/ = 0, para todo j G {1, ...,n}\{l}, e e; é um 
elemento idempotente. Concluímos, assim, que 1 = ei + ... + en, onde ei,..., en são 
elementos idempotentes tais que e^j = 0, para todos i, j G {1,.. . , n} tal que i ^ j . 
Consequentemente, para todo i € {1,.. . , n}, 6i Rei é um anel com identidade ê . 
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Seja j G {!,..., n}. Com o intuito de provarmos que e3Re; é anel de divisão, 
consideremos r G ê  Re,, \{0}, então, r = e ­̂òe,, para algum b G R, e rR Ç e^­ií. 
Como 5; é um ideal direito simples, 5j . = e^i? = rR, logo, existe a € R\{0} tal 
que ra = ej. Assim, 

Bj = Bjej = raej = (ejbej)(ejaej). 

Analogamente, existe c G R\{0} tal que ej = (ejaej)(e3cej). Consequentemente, 

portanto e^òej é uma unidade de e ,Re r Provamos, assim, que ê ­Re; é anel de 
divisão, para todo i G { l , . . . , n } . ■ 

1.3 Séries filiadas 
Sejam M um .R­módulo e X um subconjunto de M. Designamos por anulador 
de X em R o conjunto 

rannR{X) = {r £ R : xr = 0, para todo x G X}. 

O conjunto rannR(X) é um ideal direito de i? e, no caso de X ser um R­

submódulo de M, rannR(X) é um ideal bilateral de R. No caso de o conjunto X 
considerado ter apenas um elemento ­ x, por simplificação de linguagem, repre­

sentamos rannR({x}) por rannR(x). 
Suponhamos que o R­módulo considerado no parágrafo anterior é RR. Se 

considerarmos um subconjunto X de R, temos 

rannR(X) = {r G R : xr = 0, para todo x G X}. 

Designamos o conjunto assim definido por anulador à direita de X em R. Logo, 
rannR(X) é um ideal direito de R e, se X for um ideal direito de R, rannR(X) 
é um ideal bilateral de R. De forma análoga, definimos 

lannR(X) — {r G R : rx = 0, para todo a; G X} 

e designamos este conjunto por anulador à esquerda de X em R. 
Se M é um .R­módulo e X é um subconjunto de i?, definimos 

anriM{X) = {m G M : mx = 0, para todo x G X} 

e designamos este conjunto por anulador de X em M. Observe­se que, no caso 
de X ser um ideal esquerdo, annM{X) é um R­submódulo de M. 

Um ií­módulo M diz­se fiel se rannR{M) = 0 e M diz­se totalmente fiel se 
rannR{N) = 0, para todo o R­submódulo não nulo N de M. 
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Proposição 1.3.1 Seja M um R­módulo não nulo e suponhamos que existe um 
ideal P tal que P é maximal entre os anuladores de R­submódulos não nulos de 
M em P; então P é um ideal primo de R, P = rannR(annM(P)) e annM(P) é 
um R/F'­módulo à direita totalmente fiel. 

Demonstração. O ideal P é próprio uma vez que 1 ^ P. 
Com o intuito de provarmos que P é um ideal primo, consideremos dois ideais 

I, J de R tais que IJ Ç P. Por hipótese, P é um anulador em R de um P­

submódulo não nulo N de M, logo, em particular, NU = 0. 
Se NI = 0, então I Ç rannR(N) = P. 
Se NI i­ 0, então J C rannR(NI). Uma vez que NI < N, 

P = rannR(N) < rannR{NI) 

e, pelo facto de de P ser maximal entre os anuladores em R de P­submódulos 
não nulos de M, P = rannR(NI), o que nos leva a concluir que J Ç P. Conse­

quentemente, / Ç P ou J Ç P, isto é, P é um ideal primo. 
Para provarmos que anuM^P) é um P/P­módulo fiel é suficiente provar que 

rannR(annM(P)) = P Para tal, observe­se que, como anriM{P)P = 0, 

P Ç rannR(annM(P))■ 

Reciprocamente, como ./VP = 0, iV < annM(P), o que implica 

rannR(annM(P)) Q rannR(N) = P 

Consequentemente, annM(P) é um P/P­módulo à direita fiel. 
Consideremos um P­submódulo não nulo L de annjvf(P)­ Então, 

P = rannR(annM{P)) Ç rannR{L). 

Pela escolha de P, P = rannR(L), o que nos leva a concluir que annM(P) é um 
P/P­módulo à direita totalmente fiel, como desejávamos provar. ■ 

Sejam M um P­módulo e P um ideal primo de R. Dizemos que P é um 
primo associado de M se P for igual ao anulador em P de um P­submódulo 
não nulo N de M tal que N é um P/P­módulo à direita totalmente fiel. 

O conjunto constituído por todos os primos associados de um P­módulo M é 
representado por Ass(M). A Proposição 1.3.1 permite­nos concluir que, se P for 
um anel Noetheriano à direita (ou à esquerda) e M for um P­módulo não nulo, 
o conjunto Ass(M) é não vazio. 

Dizemos que um P­submódulo iV de um P­módulo não nulo M é um P­

submódulo filiado de M se N = annM(P), onde P é um ideal de R que é 
um anulador em P de um P­submódulo não nulo de M e é maximal entre os 
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anuladores em R de i?­submódulos não nulos de M. Note­se que, pela Proposição 
1.3.1, P nas condições anteriores é um primo associado de M. 

Uma série filiada de um i?­módulo não nulo M é uma série de i?­submódulos 
de M da forma 

0 = Mo < M1 $ ... $ Mn = M, (1) 

onde, para cada i G {1, ...,n} , o /2­módulo M;/Mi_i é um f?­submódulo filiado 
de M/M;_i. Os ideais primos de R da forma Pi = ranriR(Mi/M;_i), com i 6 
{l , . . . ,n}, designam­se por ideais primos filiados de M correspondentes à série 
filiada apresentada em 1). Um primo filiado de M é um ideal primo filiado de 
M correspondente a alguma série filiada de M. 

A Proposição seguinte permite­nos concluir que, se R é anel Noetheriano à 
direita e M é um i?­módulo não nulo Noetheriano, M tem uma série filiada. Em 
particular, pelo Corolário 1.2.6, se R é anel Noetheriano à direita e M é um 
ií­módulo não nulo finitamente gerado, concluímos que M tem uma série filiada. 

Proposição 1.3.2 Sejam R um anel Noetheriano à direita e M um R­módulo 
Noetheriano não nulo; então M tem uma série filiada 

0 = M0 ^ M1 < ... <; Mn = M. 

Demonstração. Como R é anel Noetheriano à direita, existe um ideal P 
tal que P é um anulador em R de um i?­submódulo não nulo de M e é maximal 
entre os anuladores em R de i?­submódulos não nulos de M. 

Designemos annM(P) por M\. Se Mi = M, então 0 ^ M é uma série filiada de 
M. Caso contrário, existe P2 maximal entre os anuladores em R de i?­submódulos 
não nulos de M/Mi. Consideremos M2 tal que M2/Mi = annM/Ml(P2). Repetin­

do o processo, construímos uma cadeia de i?­submódulos de M 

0 < M1 < M2 % ... 

tal que MÍ/MÍ­Í = anriM/Mi­APi), o n de Pi é um ideal de R que é um anulador 
em R de um .R­submódulo não nulo de M/Mj_i e é maximal entre os anuladores 
em R de i?­submódulos não nulos de M/Mi­i, para todo i. Pelo facto de M ser 
Noetheriano, concluímos que a cadeia apresentada é finita e que, portanto, M 
tem uma série filiada, como desejávamos provar. ■ 

Verificaremos que, se R for um anel de ideais direitos e esquerdos principais, 
todos os ideais bilaterais são gerados por um elemento normalizador. 

Lema 1.3.3 Sejam R um anel de ideais direitos e esquerdos principais, I um 
ideal não nulo de R e y um elemento de R que gera I como ideal esquerdo (ou 
direito). Então R é anel Noetheriano e y é um elemento normalizador de R. Em 
particular, todo o ideal bilateral de R é gerado por um elemento normalizador de 
R. 
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Demonstração. Uma vez que, por definição, todos os ideais direitos e es­

querdos de R são finitamente gerados (pois são gerados por um único elemento), 
R é anel Noetheriano. 

Seja I um ideal não nulo de R e y um elemento de R que gera 7 como ideal 
esquerdo. Como R é um anel de ideais direitos e esquerdos principais e I é um 
ideal direito de R, existe x G R tal que 7 = xR = Ry. 

Por definição de y, yR Ç Ry. Provaremos seguidamente que Ry Ç yR. Para 
tal, observe­se que, como Ry = xR, existe a e R tal que ay = x, logo, ayR = xR, 
o que nos leva a concluir que 

7 = ayR Ç aRy — aí Ç I. 

Consequentemente, 

I = ai — ayR. 

Dado i e I, ai = ayr, para algum r G R, logo, a(i — yr) = 0, com i — yr £ I. 
Para provarmos que yR = Ry é suficiente provar que 

rannR(a) fl 7 = 0. 

Com efeito, se rannR(a) fl 7 = 0, então i — yr — 0, logo, Î G yi?. Uma vez que i 
é um elemento arbitrário de 7, concluímos que Ry = I = yR. 

Com o intuito de provarmos que rannn(a)nl = 0, observemos que, pelo facto 
de 77 ser anel Noetheriano à direita, existe um número natural n tal que 

rannR(an) = rannR(a2n). 

Seja i ' ë / n rannR{an); então, como ai — 7, existe j E I tal que i' = anj, logo, 
0 = ani' = a2nj. Consequentemente, 

j E rannR(a2n) e rannR{a2n) = rannR(an), 

logo, 0 = anj = i', o que nos leva a concluir que 7 fl rannR(an) = 0. Uma vez que 

7 n rannR{a) Ç 7 n rannR(an) = 0, 

concluímos que y é um elemento normalizador de R. De modo análogo, provamos 
que, se y é um elemento de 77 que gera 7 como ideal direito, y é um elemento 
normalizador de 77. ■ 
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1.4 Ideais primitivos 
Dizemos que um ideal P de um anel R é primitivo à direita se P — rannR(M), 
para algum R­módulo à direita simples M. De forma análoga definimos ideal 
primitivo à esquerda. 

Todo o ideal maximal de um anel R é primitivo à direita (e à esquerda). 
Com efeito, se tomarmos um ideal maximal M de R e considerarmos um ideal 
direito maximal K de R tal que M < K, concluímos que R/K é um i?­módulo à 
direita simples. Uma vez que (R/K)M = 0, concluímos que M < rannR(R/K). 
Ora, como rannR(R/K) é um ideal próprio bilateral de R, por M ser um ideal 
maximal de R, M = rannR{R/K) e, consequentemente, M é um ideal primitivo 
à direita. 

Por outro lado, pela Proposição 1.3.1, todo o ideal primitivo à direita é primo. 
Em particular, concluímos que todo o ideal maximal de um anel R é um ideal 
primo de R. Assim, 

Lema 1.4.1 Todo o ideal maximal de um anel R é um ideal primitivo à direita 
(e à esquerda). Todo o ideal primitivo à direita (ou à esquerda) de um anel R é 
primo. 

O ideal que se obtém intersectando todos os ideais primitivos à direita de um 
anel R é designado por radical de Jacobson de R e é representado por J(R). 

O Teorema que se segue permite­nos concluir que o radical de Jacobson de um 
anel R é igual à intersecção de todos os ideais direitos (ou esquerdos) maximais 
de R. 

Teorema 1.4.2 Num anel R os seguintes conjuntos coincidem: 
a) a intersecção de todos os ideais direitos maximais de R, 
b) a intersecção de todos os ideais esquerdos maximais de R, 
c) a intersecção de todos os ideais primitivos à direita de R, 
d) a intersecção de todos os ideais primitivos à esquerda de R. 

Demonstração. [14], Proposição 2.16. ■ 

Lema 1.4.3 Seja R um anel Artiniano à direita (ou à esquerda); então existe 
um número natural n tal que J(R)n = 0. 

Demonstração. [14], Teorema 3.15. ■ 
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1.5 i^­submódulos essenciais 
Sejam M um i?­módulo e N um i?­submódulo de M. Dizemos que N é um R­

submódulo essencial de M e escrevemos N <e M se N D K ^ 0, para todo 
o i?­submódulo não nulo K de M. Neste caso, dizemos que M é uma extensão 
essencial de N. 

Uma vez que todos os .R­submódulos não nulos de um i?­módulo não nulo 
M possuem um i?­submódulo da forma mR, para algum m 6 M\{0}, afirmar 
que N é um i?­submódulo essencial de M é equivalente a afirmar que, para todo 
m G M\{0}, mR fl N =4 0, o que, por sua vez, é equivalente a afirmar que, para 
todo m G M\{0}, existe r G R\{0} tal que mr G NUO}. 

Dados um anel R e um ideal direito / de R, dizemos que i" é um ideal direito 
essencial de R se / for um i?­submódulo essencial do R­módulo à direita RR. 
De forma análoga definimos ideal esquerdo essencial de R. 

Proposição 1.5.1 Seja M um R­módulo. 
a) Se N e L são R­submódulos de M tais que L < N, então L <e N e N <e M 
se e só se L <e M. 
b) Se Ni, N2, Nz, N4 são R­submódulos de M tais que Ni <e N2 e N3 <e N4, 
então Ni D Â"3 < e ^ n ^ . 
c) Sejam L um R­módulo, N um R­submódulo essencial de L e f : M —» L 
um R­homomorfismo; então f~l(N) <e M. 
d) Sejam Xi = (Ni)i£j e X2 = (Mi) í6/ duas famílias de R­submódulos de M tais 
que N < e Mi, para todo i £ I. Se Xi for uma família independente, então X2 é 
uma família independente e 

(BieiN <e ®ieIMi. 

Demonstração. [14], Proposição 3.21. ■ 

Corolário 1.5.2 Sejam I um ideal direito essencial de R, t um elemento de R 

e 

J = {r e R : tr € / } ; 

então J é um ideal direito essencial de R. 
Demonstração. Se considerarmos o i?­homomorfismo 

/ : R ­> R 
r —> tr ' 

concluímos, pela alínea c) da Proposição 1.5.1, que f~l(I) <e RR­ Uma vez que 
/ _ 1 ( J ) = J, o resultado está provado. ■ 
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Dizemos que um i?­submódulo N de um i?­módulo M é uma parcela directa 
de M, se existir um i?­submódulo K de M tal que M = N ® K. 

Provaremos, em seguida, que todo o .R­submódulo N de um i?­módulo M é 
uma parcela directa de um i?­submódulo essencial de M. 

Proposição 1.5.3 Sejam M um R­módulo e N um Rsubmódulo de M; então 
existe um Rsubmódulo K de M tal que N © K <e M e {N © K)/K <e M/K. 

Demonstração. Sejam K um f?­submódulo de M maximal para a relação 
i V n i f = 0 e 5 u m i?­submódulo de M tal que Sn{N®K) = 0. Logo, 

N n (S © K) = o, 
o que, pela escolha de K, implica S — 0. Logo, N © K <e M. 

Seja D/K um i?­submódulo não nulo de M/K. Como K < D, D n iV / 0, 
logo, 

o que nos leva a concluir que (N © K)/K <e M/K. m 

A Proposição anterior permitir­nos­á deduzir alguns resultados sobre módulos 
semisimples. 

A Demonstração da Proposição que se segue é omitida uma vez que Demons­

tração análoga será dada para uma classe de anéis ­ a classe dos anéis graduados 
(Proposição 4.2.7). 
Proposição 1.5.4 Um R­módulo M é semisimples se e só se todo o Rsubmódulo 
N de M é uma parcela directa de M. 

Corolário 1.5.5 Seja R um anel semisimples; então R é um anel de ideais direi­

tos e esquerdos principais e todo o ideal bilateral de R é gerado por um elemento 
normalizador e idempotente. 

Demonstração. Seja / um ideal direito de R. Pela Proposição 1.5.4, I é 
uma parcela directa de R, logo, existe um ideal direito K tal que R — I © K. 
Em particular, 1 = a + b, para alguns a G / e b G K. Uma vez que, para todo 
i e I, bi = i — ai e (i — ai) e i , concluímos que i — ai = 0, logo, aR = I. 
Consequentemente, todos os ideais direitos de R são principais. Analogamente, 
provamos que todos os ideais esquerdos de R são principais, logo, R é um anel 
de ideais direitos e esquerdos principais. 

Seja / um ideal bilateral de R. Vimos já que existe a E I tal que ai = i, para 
todo i e I. Em particular, concluímos que a2 = o e aR = I. Pelo Lema 1.3.3, 
concluímos que a é um elemento normalizador de R, o que nos leva a concluir que 
todo o ideal bilateral de R é gerado por um elemento idempotente e normalizador. 
■ 

A Proposição que se segue é uma consequência das Proposições 1.5.3 e 1.5.4. 
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Proposição 1.5.6 Um R­módulo M é semisimples se e só se M não possui 
R­submódulos essenciais próprios. 

Demonstração. Suponhamos que M é ura i?­módulo semisimples e seja N 
um i?­submódulo próprio de M, então, pela Proposição 1.5.4, TV é uma parcela 
directa de M, logo, N jte M. 

Reciprocamente, suponhamos que M não possui i?­submódulos essenciais pró­

prios e seja N um i?­submódulo de M. Pela Proposição 1.5.3, existe um R­

submódulo K de M tal que N © K <e M, logo, por hipótese, iV © K = M e, 
pela Proposição 1.5.4, M é semisimples. ■ 

Em seguida verificaremos que, num anel primo, todos os ideais não nulos são 
essenciais como ideais direitos e como ideais esquerdos. 

Proposição 1.5.7 Num anel primo R, todos os ideais não nulos de R são ideais 
direitos (e esquerdos) essenciais de R. 

Demonstração. Sejam I um ideal não nulo de R e J um ideal direito de R 
tal que I C\ J — 0. Consequentemente, JI = 0 e, pelo facto de R ser anel primo, 
J = 0. Provamos, assim, que / é um ideal direito essencial de R. Analogamente 
provamos que / é um ideal esquerdo essencial de R. ■ 

1.6 Módulos não singulares 
Introduzimos, agora, um i?­submódulo importante de um .R­módulo M, construí­

do à custa dos elementos de M cujos anuladores são essências. 

Proposição 1.6.1 Sejam R um anel e M um R­módulo. Então, 

Z(MR) = {me M : rannR(m) <e RR} 

é um R­submódulo de M. 

Demonstração. Sejam mi,m2 G Z(MR); logo, 

rannR{mi) <e RR,rannR(m2) <e RR­

Uma vez que 

rannR(mi) Pi rannR{m2) Q rannR(mi + 1712), 

e, pela Proposição 1.5.1, 

rannR(mi) Pi rannR{rri2) <e RR, 
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concluímos que 

rannR(mi + m2) <e RR, 

isto é, mi + m2 e Z(MR). Analogamente, provamos que mi ­ m2 G Z(MR). 
Para provarmos que Z(MR) é um .R­módulo à direita é, pois, suficiente provar 

que, para todo m G Z(MR), para todo r G R, mr G Z(MR). 
Consideremos m G Z(MR) e r £ R. Uma vez que 

rannR(mr) = {x e R : rx £ rannR(m)} 

e, por definição de Z(MR), rannR(m) <e RR, pelo Corolário 1.5.2, 

rannR{mr) < e i?#, 

logo, mr G Z(MR). m 

Dado um .R­módulo M, o f?­submódulo de M ­ Z(MR) definido na Proposição 
anterior é designado por .R­submódulo singular de M. No caso de não haver 
ambiguidade, representamos o i?­submódulo singular do fü­módulo M por Z(M). 

Dizemos que um .R­módulo à direita M é não singular se Z(M) = 0 e M 
é singular se Z(M) = M. Analogamente, definimos R­módulo à esquerda não 
singular e R­módulo à esquerda singular. 

Observe­se que, dados um .R­módulo à direita M e um i?­submódulo N de 
M, Z{N) = Z(M)C\N. 

Propos ição 1.6.2 Seja R um anel. 
a) Todos os R­submódulos, módulos quocientes e somas de R­módulos singulares 
são R­módulos singulares. 
b) Todos os R­submódulos, somas directas e extensões essenciais de R­módulos 
não singulares são R­módulos não singulares. 
c) Sejam M um R­módulo e N um R­submódulo de M tal que N e M/N são 
R­módulos não singulares; então M é um R­módulo não singular. 

Demonstração . [14], Proposição 3.28. ■ 

Propos ição 1.6.3 Seja R um anel. 
a) Seja N um R­submódulo essencial de um R­módulo M; então M/N é um 
R­módulo singular. 
b) Sejam M um R­módulo não singular e N um R­submódulo de M tal que M/N 
é um R­módulo singular; então N <e M. 
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Demonstração. Seja m G M e <j> o R­homomorfismo 

0 : R ­* M 
r —> rrar 

Uma vez que N <e M, pela Proposição 1.5.1, 0­1(iV) < e ­R ,̂ isto é, 

J = {r G Jí : mr G # } 

é um ideal direito essencial de i?. Uma vez que rannR(m + N) = J, concluímos 
que 

(m + AT) G Z(M/N). 

Consequentemente, M/A" é um i?­módulo singular, como desejávamos provar. 
b) Seja m G M\{0}, logo, 

rannn{m) Ç rann^m + A7"). 

Uma vez que M/A7" é um i?­módulo singular, rannn(m + N) <e RR. Por outro 
lado, como M é um i?­módulo não singular, rann^m) Se RR, O que nos leva a 
concluir que 

rannji(m) ^ rannn{m + N). 

Consequentemente, existe r G R tal que mr G Ar\{0}. Concluímos, assim, que 
N <e M, como desejávamos provar. ■ 

Dizemos que um anel R é não singular à direita (respectivamente à es­

querda) se Z{RR) — 0 (respectivamente Z(RR) = 0). O anel R é não singular 
se é não singular à direita e à esquerda. 

Proposição 1.6.4 Seja R um anel não singular à direita; então: 
a) para todo o R­módulo M, M/Z{M) é um R­módulo não singular, 
b) se N é um R­submódulo de um R­módulo M tal que N e M/N são R­módulos 
singulares, então M é um R­módulo singular, 
c) toda a extensão essencial de um R­módulo singular é um R­módulo singular. 

Demonstração. [14], Proposição 3.29. ■ 
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1.7 Relações entre diferentes classes de anéis 
Anteriormente introduzimos diferentes classes de anéis e estudámos propriedades 
características de cada uma destas classes. Em seguida, iremos relacionar várias 
classes introduzidas. 

Teorema 1.7.1 (Wedderburn, Artin) Seja R um anel; então, as seguintes 
afirmações são equivalentes: 
a) R é anel Artiniano à direita e J(R) = 0. 
b) R é anel Artiniano à esquerda e J(R) = 0. 
c) R é anel semisimples. 

Demonstração. [14], Teorema 3.13. ■ 

Corolário 1.7.2 Seja R um anel; então, as seguintes afirmações são equivalen­

tes: 
a) R é anel Artiniano à direita semiprimo. 
b) R é anel Artiniano à esquerda semiprimo. 
c) R é anel semisimples. 

Demonstração. Comecemos por demonstrar que as condições "R é anel 
Artiniano à direita e J(R) = 0" e ílR é anel Artiniano à direita semiprimo" são 
equivalentes. 

Designemos o radical primo de R por V(R). Uma vez que todos os ideais 
primitivos à direita são, em particular, primos, concluímos que V(R) Ç J(R). 
Logo, J(R) = 0 implica V(R) = 0, pelo que a condição "R é anel Artiniano à 
direita e J(R) = 0" implica a condição "i? é anel Artiniano à direita semiprimo". 

Reciprocamente, suponhamos que R é anel Artiniano à direita semiprimo. 
Pelo Lema 1.4.3, existe um número natural n tal que J(R)n = 0. Como R é 
anel semiprimo, J(R) — 0. Está, pois, demonstrado que as condições "R é anel 
Artiniano à direita e J(R) = 0" e "R é anel Artiniano à direita semiprimo" são 
equivalentes. De forma análoga, provamos que as condições "R é anel Artiniano 
à esquerda e J(R) = 0 " e "R é anel Artiniano à esquerda semiprimo" são equiva­

lentes. Aplicando o Teorema 1.7.1, concluímos que as condições a), b) e c) são 
equivalentes. ■ 

Corolário 1.7.3 Seja R um anel; então as seguintes afirmações são equivalentes: 
a) R é anel Artiniano à direita primo. 
b) R é anel Artiniano à esquerda primo. 
c) R é anel Artiniano à direita simples. 
d) R é anel Artiniano à esquerda simples. 
e) R é anel simples e semisimples. 
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Demonstração. Comecemos por verificar que a condição a) implica a con­

dição e) . Suponhamos que R é anel Artiniano à direita primo. Pelo Corolário 
1.7.2, R é anel semisimples. Com o intuito de provarmos que R é anel simples 
consideremos um ideal não nulo I de R. Como R é anel primo, pela Proposição 
1.5.7, / é um ideal direito essencial de R. Uma vez que R é anel semisimples, 
aplicando a Proposição 1.5.6, concluímos que I = R. Consequentemente, R é 
anel simples. 

É óbvio que a condição e) implica a condição c) e que esta implica a condição 
a). 

De forma análoga, provamos que a condição b) implica a condição e) e que 
esta implica a condição d) que, por sua vez, implica a condição b). O corolário 
está, pois, demonstrado. ■ 

A Proposição que se segue é uma consequência imediata do Corolário anterior. 

Proposição 1.7.4 Num anel Artiniano à direita (ou à esquerda) todos os ideais 
primos são ideais maximais. 

Demonstração. Seja R um anel Artiniano à direita e P um ideal primo 
de R] então R/P é anel Artiniano à direita primo, o que, pelo Corolário 1.7.3, 
nos leva a concluir que R/P é anel simples. Consequentemente, P é um ideal 
maximal de R, como desejávamos provar. ■ 

Corolário 1.7.5 Todo o anel Artiniano à direita (ou à esquerda) tem um número 
finito de ideais primos. 

Demonstração. Seja R um anel Artiniano à direita. Pelo Teorema 1.2.8, R 
é anel Noetheriano à direita. Consequentemente, pelo Teorema 1.2.3, R contém 
um número finito de ideais primos minimais. 

Uma vez que, pela Proposição 1.7.4, todos os ideais primos de R são ideais 
maximais, concluímos que todos os ideais primos de R são ideais primos minimais. 
Portanto, R contém um número finito de ideais primos. ■ 

1.8 Módulos injectivos 
Seja M um i?­módulo. Dizemos que M é um módulo injectivo se, para todo o 
R­módulo L, para todo o i?­submódulo N de L e para todo o /^­homomorfismo 
/ : N —> M , existe um R­homomorfismo g : L —> M tal que f = g \N. 

Da definição apresentada decorre que uma soma directa de uma família finita 
de i?­módulos injectivos ainda é um .R­módulo injectivo. Para provarmos este 
facto, consideremos um i?­módulo B, um i?­submódulo C de B, um conjunto 
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finito / , uma família (Mj) ie/ de P­módulos injectivos e um P­homomorfismo 
(f) : C —> (BjeiMj . Consideremos, para cada i € / , a projecção 

Pi : © i 6 /Mj ­+ M 
(mj)ja ­* mi 

Uma vez que, para cada z G / , ipi = Pi o (f> è um Pt­ homomorfismo e Mj é um P­

módulo injectivo, existe, para cada i G / , um P­homomorfismo V* : B ~* ­Mj 
tal que ?/>* | C = V'i­ Designemos por i/>* o P­homomorfismo 

iP* : B ­> e i e /Mj 
6 - (VÎ(ô)W ' 

logo, V* | c= </*• Consequentemente, ®J&JMJ é um P­módulo injectivo, como 
desejávamos provar. 

Definição 1.8.1 Designa­se por invólucro injectivo de um R­módulo M um 
R­módulo injectivo que é uma extensão essencial de M. 

Destacamos dois resultados fundamentais sobre módulos injectivos. 

Proposição 1.8.2 Todo o R­módulo possui um invólucro injectivo. 

Demonstração. [14], Teorema 4.8. ■ 

Proposição 1.8.3 Sejam E, E' invólucros injectivos de um R­módulo M; então 
E~E'. 

Demonstração. [14], Proposição 4.9. ■ 

A Proposição 1.8.2 permite­nos concluir que todo o P­módulo M possui um 
invólucro injectivo E e a Proposição 1.8.3 leva­nos a concluir que o invólucro 
injectivo é, a menos de isomorfismo, único. 

Representamos por E(MR) ou, no caso de não haver ambiguidade, por E(M) 
o invólucro injectivo de um P­módulo M. 

Proposição 1.8.4 Sejam M um R­módulo e N um R­submódulo essencial de 
M; então E(M) = E(N). 

Demonstração. Uma vez que N <e M e M <e E(M), concluímos, pela 
Proposição 1.5.1, que N <e E(M). Por outro lado, como E(M) é um P­módulo 
injectivo, conclui­se que E(M) é o invólucro injectivo de N, isto é, E{M) = E(N), 
como desejávamos provar. ■ 
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Proposição 1.8.5 Seja (MÍ)Í<ZI uma família de R­módulos tal que I é um con­

junto finito; então E((BieIMi) = ®iGlE(Mi). 

Demonstração. Uma vez que Mi <e E(Mi)) para todo i £ I, pela Propo­

sição 1.5.1, 

e i 6 / M , < e ®ieIE(Mi). 

Ora, como verificámos já que a soma directa de uma família finita de .R­módulos 
injectivos ainda é um .R­módulo injectivo, (BieiE(Mi) é um .R­módulo injectivo, 
o que nos leva a concluir que 

£(©z e /M,) = @ieIE(Mi), 

como desejávamos provar. ■ 

1.9 Módulos uniformes e dimensão de Goldie 
Dizemos que um .R­módulo não nulo M é uniforme se a intersecção de dois 
quaisquer R­submódulos não nulos de M é não nula. Observe­se que afirmar 
que um .R­módulo não nulo M é uniforme é equivalente a afirmar que todo o 
.R­submódulo não nulo de M é essencial em M. 

Proposição 1.9.1 Todo o R­módulo semisimples e uniforme é simples. 

Demonstração. Seja M um R­módulo semisimples e uniforme e N um R­

submódulo não nulo de M. Como M é semisimples, existe um .R­submódulo K 
de M tal que M = N @ K. Em particular, N C\ K = 0. Por outro lado, como 
M é uniforme, N <e M, logo, K = 0, o que nos leva a concluir que N = M. 
Consequentemente, M é um .R­módulo simples, como desejávamos provar. ■ 

Em seguida verificaremos que afirmar que um R­módulo não nulo M é unifor­

me é equivalente a afirmar que M possui um R­submódulo essencial e uniforme. 

Lema 1.9.2 Um R­módulo M é uniforme se e só se M possui um R­submódulo 
uniforme N tal que N <e M. 

Demonstração. Suponhamos que M é um R­módulo uniforme; então, se 
considerarmos N = M, concluímos que N é um jR­submódulo uniforme de M tal 
que N <e M. 

Reciprocamente, suponhamos que M possui um .R­submódulo uniforme TV tal 
que N <e M. Consideremos dois R­submódulos Aq, N2 de M tais que Nif]N2 = 0. 
Então, 

(N n JVi) n (N n N2) = 0. 
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Uma vez que N é um R­módulo uniforme, NC\Ni = 0 ou N C\N2 = 0. Por outro 
lado, como N é um .R­submódulo essencial de M, Ni — 0 ou N2 = 0, o que nos 
leva a concluir que M é um R­módulo uniforme, como desejávamos provar. ■ 

Corolário 1.9.3 Um R­módulo M é uniforme se e só se E(M) é um R­módulo 
uniforme. 

Demonstração. Se M é um .R­módulo tal que E(M) é um .R­módulo uni­

forme, então M ainda é um R­módulo uniforme. 
Reciprocamente, suponhamos que M é um .R­módulo uniforme; então, como 

M < e E(M), pelo Lema 1.9.2, E(M) é um .R­módulo uniforme. ■ 

O Lema que se segue permite­nos concluir que, se R é anel Noetheriano à 
direita (ou à esquerda) e M é um .R­módulo uniforme, o conjunto Ass(M) tem 
um só elemento. 

Lema 1.9.4 Sejam R um anel Noetheriano à direita (ou à esquerda) e M um 
R­módulo uniforme; então Ass(M) = {P}, para algum ideal primo P de R. 

Demonstração. Como R é anel Noetheriano à direita, existe um ideal P 
que é um anulador em R de um .R­submódulo não nulo de M e é maximal entre 
os anuladores em R de i?­submódulos não nulos de M. Seja iV = annM(P)­ Pela 
Proposição 1.3.1, P é um ideal primo de R, P — ranriR(N) e N é um R/P­módulo 
à direita não nulo totalmente fiel, logo, P G Ass(M). 

Consideremos Q G Ass(M), então, Q — rannn(X), para algum R/Q­módulo 
à direita X não nulo totalmente fiel. 

Uma vez que M é um .R­módulo uniforme, X fl N ^ 0 e, pelo facto de X ser 
um .R/Q­módulo à direita totalmente fiel, rannR(X D N) = Q. Analogamente, 
como N é um .R/P­módulo à direita totalmente fiel, 

P = rannR(X n N) = Q, 

consequentemente, Ass(M) — {P}, como desejávamos provar. ■ 

Com o intuito de definirmos dimensão de Goldie de um R­módulo M, aten­

damos à seguinte Proposição: 

Proposição 1.9.5 Sejam M um R­módulo e N, L R­submódulos essenciais de 
M. Suponhamos que 

i v - i V i e . - j i V t , 

onde Ni é um R­submódulo uniforme de N, para todo i G {1,.. . , k} e 

L = LX® ...@LS, 

onde Lj é um R­submódulo uniforme de L, para todo j G {1,..., s}. Então, s = k. 
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D e m o n s t r a ç ã o . Suponhamos, sem perda de generalidade, que s > k. 
Comecemos por provar que existe j G {1, . . . ,s} tal que N' = N2 © ... © Nk 

intersecta trivialmente Lj. Com efeito, se N' fl Lj ^ 0, para todo j G {1, . . . , s}, 
pela uniformidade de Lj, 

N' fl Lj < e Lj, para todo j € {1 , . . . , 5} . 

Aplicando a Proposição 1.5.1, concluímos que 

(N' n Li) © ... © (JV' n L s) < e Li © ... © L s < e M. 

Consequentemente, TV' < e M, o que é absurdo, uma vez que N' í~) Ni = 0. O 
absurdo resultou de supormos que N' intersecta Lj não trivialmente, para todo 
j £ {1 , . . . , s} . Consequentemente, existe j G {1 , . . . , s} tal que N' fl Lj = 0. Sem 
perda de generalidade, suponhamos j = 1. 

Designemos por iV" o i?­módulo N' © Lx . Observe­se que A "̂ n JVi 7̂  0, pois, 
caso contrário, a soma Ni + N' + Li seria uma soma directa, o que contraria o 
facto de Ni © ... © Nk <e M. Como Ni é um ií­módulo uniforme, N" ílNi <e N1: 

logo, pela Proposição 1.5.1, 

(N" n Ni) © N2 © ... © Nk <e Ni © Â2 © ••• © iVfc < e M. 

Ora, como 

(TV" n Ni) © iV2 © ... © Nk < N", 

concluímos que N" <e M, isto é, 

Li©/V2©...©A^fc < e M. 

Repetindo o processo e se necessário modificando os índices da família (Lj)ig{i).„)S}) 

concluímos que 

Li © L2 © ... © iVfc < e M . 

Ao fim de k passos, temos 

L i © L 2 © . . . © L f c <eM. 

Ora, como Li © L2 © ... © Ls <e M, k = s, como desejávamos provar. ■ 

Tendo em consideração a Proposição 1.9.5, podemos agora introduzir o con­

ceito de dimensão de Goldie. 
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Definição 1.9.6 Seja n um número natural. Dizemos que um R-módulo à di­
reita M tem dimensão de Goldie (ou dimensão uniforme) n e escrevemos 
u. dim(M) = n, se existir um R-submódulo essencial N de M tal que N é uma so­
ma directa de uma família de n R-submódulo s uniformes de M. No caso de existir 
um número natural n nas condições descritas, dizemos que M tem dimensão de 
Goldie finita. Caso contrário, dizemos que M tem dimensão de Goldie in­
finita (ou dimensão uniforme infinita) e escrevemos u. dirn(M) = oo. De 
forma análoga, definimos dimensão de Goldie de um R-módulo à esquerda M. 

Dado um anel R, dizemos que R tem dimensão de Goldie à direita finita 
(respectivamente dimensão de Goldie à esquerda finita), se RR (respecti­
vamente RR) tiver dimensão de Goldie finita e afirmamos que R tem dimensão 
de Goldie à direita infinita (respectivamente à esquerda infinita) se RR 
(respectivamente RR) tiver dimensão de Goldie infinita. 

Proposição 1.9.7 Sejam M um R-módulo e n um número natural tal que 

u. dim(M) = n. 

Seja N = Ni © ... © Nk um R-submódulo de M tal que N é um R-submódulo não 
nulo de M, para todo i E {1,..., k}; então k < n. 

Demonstração. Provaremos a proposição por indução na dimensão de Gol­
die de .R-módulos que têm dimensão de Goldie finita. 

Seja M' um R-módulo com dimensão de Goldie n = 1; então M' contém um 
.R-submódulo essencial L que é uniforme. Pelo Lema 1.9.2, M' é um i?-módulo 
uniforme. Suponhamos que M' contém um .R-submódulo N' = N[ © ... © N'k, 
onde k é um número natural e N[ é um i?-submódulo não nulo de M', para todo 
i e {1,.. . , k}. Uma vez que M' é um R-módulo uniforme, concluímos que k — l. 
Assim, no caso n = 1, a proposição é válida. 

Seja n > 1 e suponhamos que a proposição é válida no caso de o .R-módulo 
considerado ter dimensão de Goldie n — 1. Consideremos um .R-módulo M' que 
tem dimensão de Goldie n; então M' possui um .R-submódulo essencial L tal que 

L — Li © ... © Jun, 

onde Li é um i?-submódulo uniforme de M', para todo i £ {1,.. . , n). Seja N' um 
.R-submódulo de M' tal que 

onde N- é um .R-submódulo não nulo de M', para todo i G {1,.. . , k}, com k > 1. 
Consideremos N" = N'2 © ... © N'k. Provaremos que existe i G {1, ...,n} tal 

que N" Pi Li = 0. Com vista a um absurdo, suponhamos que N" í~l L3-, ^ 0, para 
todo j 6 {1, . . . ,n}. Como Lj é um R-módulo uniforme, 

N" Pi Lj <e Lj, para todo j G {1,..., n} . 



1.9. MÓDULOS UNIFORMES E DIMENSÃO DE GOLDIE 29 

Aplicando a Proposição 1.5.1, concluímos que 

{N" n Lx) ©... © (N" n Ln) <e Lx © ... © Ln <e M'. 

Consequentemente, N" < e M', o que é absurdo, uma vez que N" í~) N[ = 0. 0 
absurdo resultou de supormos que N" intersecta Lj não trivialmente, para todo 
j G {1,..., n} . Consequentemente, existe j G {1,..., n} tal que N" f] Lj — 0. Sem 
perda de generalidade, supomos j = 1. 

Se designarmos o i?­módulo 

(A^nL)©. . .©(A^nL) 

por A/"*, concluímos que N*C\Li — 0 e N* é um ií­submódulo de L = Li©...©Ln . 
Consideremos o i£­homomorfismo 

0 : JV* ­» L 2 © . . . © L n 

m —» m2 + ... + mn ' 

representando­se por mi, m­2, ..., mn os elementos de, respectivamente, Li, ..., Ln 

tais que m = mi + ... + mn. Uma vez que Â * D Li = 0, <fi ê um ií­monomorfismo. 
Ora, como L < e M', então A7/ fl L ^ 0, para todo i G {2,..., /c}. Uma vez que <p 
é um i?­monomorfismo, concluímos que (f)(N! fl L) 7̂  0, para todo i G {2,..., k}. 
Consequentemente, L2 © ... © Ln contém um i?­submódulo 

L' = (j){N'2nL)®...®(j){N'knL) 

que é uma soma directa de uma família de k — 1 i?­submódulos não nulos. Uma 
vez que o R­módulo L2 © ... © Ln tem dimensão de Goldie n — 1, aplicando a 
hipótese de indução, concluímos que k — l < n—l, logo, k < n, como desejávamos 
provar. ■ 

No Teorema que se segue indicamos uma condição suficiente (e necessária) 
para um i?­módulo não nulo ter dimensão de Goldie infinita. Utilizando esta 
condição, concluiremos, em particular, que os R­módulos não nulos Noetheria­

nos e os i?­módulos não nulos Artinianos têm dimensão de Goldie finita. Para 
provarmos o Teorema atendamos ao seguinte Lema: 

Lema 1.9.8 Seja M um R­módulo não nulo tal que M não contém somas direc­

tas de famílias infinitas de R­submódulos não nulos; então todo o R­submódulo 
não nulo N de M contém um R­submódulo uniforme. 

Demonstração. Com vista a um absurdo, suponhamos que N é um R­

submódulo não nulo de M que não contém i?­submódulos uniformes. Então, 
existem .R­submódulos não nulos de N ­ Nx, N2 tais que Nx f] N2 = 0, logo, 
Ni(BN2 < M. Uma vez que A^ < N, Ar

2 é um i?­submódulo de M não uniforme. 
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Consequentemente, existem Z?­submódulos não nulos de A^ ­ A^, A/4 tais que 
N3 n N4 = 0, logo, 

Ni © N3 © N4 < M. 

Repetindo o processo, construímos uma soma directa de uma família infinita de 
i?­submódulos não nulos de M, o que é absurdo. O absurdo resultou de supormos 
que N não contém .R­submódulos uniformes. Logo, todo o i2­submódulo não nulo 
N de M contém um .R­submódulo uniforme, como desejávamos provar. ■ 

Teorema 1.9.9 Seja M um R­módulo não nulo; então M tem dimensão de G ol­

die infinita se e só se M contém uma soma directa de uma família infinita de 
R­submódulos não nulos. 

Demonstração. Se M tem dimensão de Goldie finita, pela Proposição 1.9.7, 
M não contém uma soma directa de uma família infinita de .R­submódulos não 
nulos. 

Para provarmos o teorema é, pois, suficiente provar que, se M não contém 
uma soma directa de uma família infinita de .R­submódulos não nulos, então M 
tem dimensão de Goldie finita. 

Suponhamos que M não contém somas directas de famílias infinitas de R­

submódulos não nulos. Pelo Lema 1.9.8, M possui um .R­submódulo uniforme 
Aq. Se Ni ^ e M, então existe um .R­submódulo não nulo A^ de M tal que 
Ni D Â2 = 0. Aplicando o Lema 1.9.8, concluímos que A^ possui um .R­submódulo 
uniforme N2­ Se Ni®N2 ^e M, repetimos o processo. Uma vez que M não contém 
somas directas de famílias infinitas de .R­submódulos não nulos, existe um número 
natural k e existem ií­submódulos uniformes de M ­ Ni, ..., Nk tais que 

Ni e ... © Nk <e M. 

Concluímos, assim, que M tem dimensão de Goldie finita, como desejávamos 
provar. ■ 

Corolário 1.9.10 Todo o R­módulo não nulo Noetheriano ou Artiniano tem di­

mensão de Goldie finita. 

Demonstração. Se M é um .R­módulo não nulo Noetheriano ou Artiniano, 
M não contém somas directas de famílias infinitas de .R­submódulos não nulos, 
logo, pelo Teorema 1.9.9, M tem dimensão de Goldie finita. ■ 

Corolário 1.9.11 Todo o R­módulo não nulo Noetheriano ou Artiniano possui 
um R­submódulo uniforme. 
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A Proposição que se segue permite­nos reformular a definição de dimensão de 
Goldie. Mostraremos que um R­módulo M tem dimensão de Goldie finita igual 
a n, onde n é um número natural, se e só se M contém uma soma directa de uma 
família de n .R­submódulos não nulos mas não contém uma soma directa de uma 
família de n + 1 i?­submódulos não nulos. 

Proposição 1.9.12 Sejam M um R­módulo e n um número natural; então, as 
seguintes afirmações são equivalentes: 
a) M tem dimensão de Goldie n, 
b) M contém uma soma directa de uma família de n R­submódulos não nulos 
mas não contém uma soma directa de uma família de n + 1 R­submódulos não 
nulos. 

Demonstração. Suponhamos que é válida a condição a). 
Por definição de dimensão de Goldie, M contém um .R­submódulo (essencial) 

que é uma soma directa de uma família de n i?­submódulos (uniformes) não nulos. 
Pela Proposição 1.9.7, M não contém uma soma directa de uma família de n + 1 
.R­submódulos não nulos. 

Reciprocamente, suponhamos que M contém uma soma directa de uma famí­

lia de n .R­submódulos não nulos mas não contém uma soma directa de uma 
família de n + 1 R­submódulos não nulos. Em particular, M não contém uma 
soma directa de uma família infinita de .R­submódulos não nulos, o que, pelo 
Teorema 1.9.9, nos leva a concluir que M tem dimensão de Goldie finita. Co­

mo M contém um .R­submódulo que é uma soma directa de uma família de n 
.R­submódulos não nulos e M não contém uma soma directa de uma família de 
n + 1 .R­submódulos não nulos, pela Proposição 1.9.7, concluímos que M tem 
dimensão de Goldie n, como desejávamos provar. ■ 

Corolário 1.9.13 Sejam M um R­módulo com dimensão de Goldie finita e N 
um R­submódulo não nulo de M; então N tem dimensão de Goldie finita e 
u. dim(iV) < tí.dim(M). Por outro lado, u.àim{N) = u. dim(M) se e só se 
N <eM. 

Demonstração. Se u. dim(Ar) > u. dim(M), então, N contém uma soma di­

recta de uma família de u. dim(M) + 1 .R­submódulos não nulos. Em particular, 
M contém uma soma directa de uma família de u. dim(M) + 1 .R­submódulos 
não nulos, o que, pela Proposição 1.9.12, é absurdo. Provamos, assim, que 
it.dim(iV) < u.dim(M). 

Suponhamos, agora, que N <e M e designemos a dimensão de Goldie de 
N por n. Por definição, existe um .R­submódulo essencial N' de N tal que N' 
é uma soma directa de uma família de n .R­submódulos uniformes. Uma vez 
que N <e M, N' <e M, logo, M contém um .R­submódulo essencial que é uma 
soma directa de uma família de n .R­submódulos uniformes. Concluímos, assim, 
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que u. dim(M) = u. dim(N) = n. Reciprocamente, suponhamos que u. dim(M) = 
u. dim(iV) = n. Por definição, N contém um i?­submódulo essencial N' tal que N' 
é uma soma directa de uma família de n f?­submódulos uniformes. Se N' ^ e M, 
existe um #­submódulo não nulo K de M tal que N'C)K = 0, logo, N'®K < M. 
Consequentemente, M contém uma soma directa de uma família de n + 1 R­

submódulos não nulos, o que, pela Proposição 1.9.12, é absurdo. Provamos, 
assim, que N' <e M e, logo, N <eM. ■ 

Corolário 1.9.14 Sejam M um R­módulo com dimensão de G'oldie finita e 

f : M ­> M 

um R­monomorfismo; então f(M) <e M. 

Demonstração. Uma vez que f(M) ~ M, ­u. dim(/(M)) = u.dim(M), o 
que, pelo Corolário 1.9.13, implica f(M) <e M, como desejávamos provar. ■ 

1.10 Dimensão clássica de Krull 
Nesta secção introduzimos uma dimensão do Spec(R) de um anel Noetheriano R 
­ a dimensão clássica de Krull. 

Definição 1.10.1 Dado um anel R, define­se S'pec(JR)~1 = 0 e Spec(R)0 o con­

junto dos ideais maximais de R. Para um ordinal arbitrário a tal que a > Q, 
definimos Spec(R)a como 

{P e Spec(R) : (VQ 6 Spec(R) : P £ Q, 3/3 < a : Q G Spec(Rf)}. 

Suponhamos que existe um ordinal (3 tal que Spec(R) = Spec(R)13. Definimos 
dimensão clássica de Krull de R (e representamo­la por cl.Krull. dim(R)) 
como sendo o mais pequeno ordinal a para o qual se verifica Spec(R) = Spec(R)a. 

Se considerarmos o anel R = (Z, +, x), onde os símbolos + e x representam, 
respectivamente, a adição e a multiplicação usuais em Z, temos cl.Krull. dim(i?) = 
1, uma vez que todos os ideais primos de R, à excepção do ideal 0, são maximais. 
Por outro lado, pela Proposição 1.7.4, como num anel Artiniano à direita (ou à 
esquerda) R todos os ideais primos são maximais, temos cl.Krull. dim(ií) = 0. 
O mesmo se passa quando o anel R é simples. Outra classe de anéis em que 
podemos garantir a existência de dimensão clássica de Krull é a classe dos anéis 
Noetherianos. 

Proposição 1.10.2 Seja R um anel que satisfaz a condição de cadeia ascendente 
em ideais primos; então existe cl.Krull.dim(R). 
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Demonstração. [14], Proposição 12.1. ■ 

Uma consequência imediata da Proposição enunciada é o facto de existir di­

mensão clássica de Krull para todo o anel Noetheriano à direita ou à esquerda. 

Proposição 1.10.3 Seja R um anel Noetheriano à direita (ou à esquerda) e a 
um ordinal tal que cl.Krull.dim(R) — a; então, para todo o ordinal (3 menor ou 
igual a a, existe um ideal primo P de R tal que cl.Krull. dim(R/P) = (5. 

Demonstração. [14], Lema 12.2. ■ 

Corolário 1.10.4 Sejam R um anel Noetheriano à direita ou à esquerda e P,Q 
ideais primos de R tais que P C Q; então existem 

cl.Krull. dim(R/P), cl.Krull. dim(R/Q) e 

cl. Krull. dim(R/Q) < cl.Krull.dim(R/P) < cl.Krull.dim(R). 

Demonstração. Uma vez que R/P e R/Q são anéis Noetherianos à direita 
ou à esquerda, pela Proposição 1.10.2, existem 

cl.Krull.d\m(R/P) e cl.Krull dim(R/Q). 

Afirmar que a = cl.Krull. dim(R/P) é equivalente a afirmar que P G Spec(R)a 

mas P (£ Spec{R)P', para todo o ordinal (3 tal que (3 < a. 
Do parágrafo anterior, concluímos que 

cl.Krull.dim(R) >a = clKrulldim{R/P). 

Uma vez que a = cl.Krulldim(R/P), concluímos que P/P G Spec(R/P)a, 
logo, Q/P G Spec(R/P)/3, para algum ordinal (3 tal que (5 < a. Consequentemen­

te, Q G Spec(R)13, para algum ordinal f3 tal que (3 < a, o que nos leva a concluir 
que 

cl.Krull. dim(R/Q) <a = cl.Krulldim(R/P), 

como desejávamos provar. ■ 

Corolário 1.10.5 Sejam R um anel Noetheriano à direita ou à esquerda, I um 
ideal de R e P um ideal primo de R tal que I Ç P; então cl. Krull. dim (R/P) < 
cl.Krulldim(R/I). 

Demonstração. Como R é um anel Noetheriano à direita ou à esquerda, 
R/I ainda é um anel Noetheriano à direita ou à esquerda. Pela Proposição 1.10.2, 
existe cl.Krull. dxm(R/I). Seja a um ordinal tal que a = cl.Krull. dim(R/I). Por 
definição de dimensão clássica de Krull, P/I G Spec(R/I)a. Consequentemente, 
P G Spec(R)a, o que nos leva a concluir que 

cl.Krull. dim(R/P) <a = d.Krull.dim(R/I), 

como desejávamos provar. ■ 
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1.11 Alguns resultados sobre grupos 
Uma vez que um dos objectivos deste trabalho é estudar anéis graduados por 
grupos (e, em particular, o processo de localização nestes anéis), necessitaremos 
de aplicar alguns resultados básicos sobre grupos que recordaremos nesta secção. 

Utilizaremos a notação standard sobre grupos. Assim, dado um grupo G, 
denotamos por H < G um subgrupo H de G; denotamos por H < G um subgrupo 
normal H de G; denotamos por (X) o subgrupo de G gerado por um subconjunto 
X de G e denotamos por [G : H] o índice de um subgrupo H de G. 

Referiremos, ao longo deste texto, resultados fundamentais sobre grupos - os 
Teoremas do isomorfismo e o Teorema fundamental dos grupos Abelianos finita­
mente gerados. As demonstrações destes Teoremas e outros resultados comple­
mentares sobre grupos podem ser encontrados em [11], [19], [20] e [31]. 

De 1954 a 1961, Philip Hall publicou três artigos nos quais estudou grupos 
solúveis finitamente gerados - [15], [16] e [17]. A sua abordagem baseava-se em 
propriedades do anel 7LG onde G era um grupo policíclico. Estes três artigos 
deram origem ao estudo de anéis de grupo de grupos policíclicos segundo o ponto 
de vista da Teoria dos Anéis. 

Nesta secção concentrar-nos-emos numa classe especial de grupos policíclicos 
- os grupos policíclicos-infinitos - e numa classe de grupos que abarca os grupos 
policíclicos-infinitos - a classe dos grupos policíclicos-por-finito. 

Definição 1.11.1 Dizemos que uma família finita X = (Gi)o<i<n, com n G No, 
de subgrupos de um dado grupo G forma uma série subnormal de G se Go = 
{e}, Gn = G e Gj_i <] Gi, para todo i G {l , . . . ,n}. Representamos esta série 
subnormal do seguinte modo: 

[e] = G0<G1<...<Gn = G 

e dizemos que a série tem comprimento n. 

Definição 1.11.2 Dizemos que um grupo G é um grupo policiclico-por-finito 
(respectivamente policíclico-infinito) se G tem uma série subnormal 

{e} = Go < Gr < ... < Gn = G 

tal que n G No e GÍ+I/GÍ é um grupo finito ou infinito cíclico (respectivamente 
infinito cíclico), para todo 0 < i < n — 1. 

Na Proposição seguinte mostramos que a classe dos grupos policíclicos-por-
finito e a classe dos grupos policíclicos-infinitos são fechadas para a formação de 
subgrupos. 

Proposição 1.11.3 Todo o subgrupo de um grupo policíclico-por-finito (respec­
tivamente policíclico-infinito) é um grupo policíclico-por-finito (respectivamente 
policíclico-infinito). 
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Demonstração. Seja G um grupo policíclico­por­finito. Por definição, existe 
uma série subnormal 

{e} = G0 < Gx < ... <Gn = G 

tal que n G No e Gi+\/Gi é um grupo finito ou infinito cíclico, para todo 0 < i < 
n­ 1. 

Consideremos um subgrupo N de G, então, 

{e} = Go n N < Gx n N < ... < Gn D N = N. 

Uma vez que, para todo 1 < i < n, 

G.niV (d n iv) 
(SU n iV ~ (Gi n ÍV) n G,_! 

e G?i_i < Gi, por um Teorema do isomorfismo, 

GjDN _ (G tnAQG t_i < G% 

G,_! n N ~ G,_! ­ Gt_! ' 

para todo 1 < i < n. Uma vez que GÍ/GÍ­X é um grupo infinito cíclico ou finito, 
concluímos que (G; fl N)/(Gi­x f) N) ê um grupo infinito cíclico ou finito, para 
todo 1 < i < n. Consequentemente, N é um grupo policíclico­por­finito. 

De modo análogo concluímos que, se G é grupo policíclico­infinito, N também 
o é. ■ 

Em seguida demonstraremos que a classe dos grupos policíclicos­por­finito é 
também fechada para a formação de grupos quocientes. 

Proposição 1.11.4 Sejam G um grupo policíclico­por­finito e H um subgrupo 
normal de G; então G/H é um grupo policíclico­por­finito. 

Demonstração. Sejam G um grupo policíclico­por­finito e H um subgrupo 
normal de G. Uma vez que G é um grupo policíclico­por­finito, G tem uma série 
subnormal 

{e} = Go < Gx < ­ < Gn = G 

tal que n G N0 e GÍ/GÍ­X é um grupo infinito cíclico ou finito, para todo i G 
{!,...,n}. Como H <G, 

H < GxH < ... < GnH = GH = G. 

Consequentemente, 

H ­ H ­ " ­ H H' 
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Uma vez que Gi­\H < GiH e Gi < GiH, para todo i G {l , . . . ,n} , por um 
Teorema do isomorfismo, 

Gi GAGi­iH) GiH 
Gi­iH n Gi Gi­\H Gi­\H 

para todo i G {1,.. . , n}. 
Seja i G {l , . . . ,n} . Como G;__i < Gi­\H H Gi e G,_i < Gi, por um dos 

Teoremas do isomorfismo, 

GijGi^x Gi GiH 
{Gi­1HC\Gi)/Gi­.l ~ G~JfnGi ~ G ^ i T 

Assim, se G;/Gj_i for um grupo finito, {GÍH)/{GÍ­\H) ainda é um grupo finito. 
Se Gi/Gi­i for um grupo infinito cíclico, (GiH)f(Gi­iH) ainda é um grupo cícli­

co, o que nos leva a concluir que (GiH)/(Gl^iH) é um grupo finito ou um grupo 
infinito cíclico. Por outro lado, como H < G, 

{GjH)/H GjH 
{Gi^H)/H~ Gi­tf' 

para todo 1 < i < n, o que implica que 

(GjH)/H 
{Gi­XH)/H 

seja um grupo cíclico infinito ou um grupo finito, para todo 1 < i < n. Logo, 
G/H é um grupo policíclico­por­finito, como desejávamos provar. ■ 

Podemos, agora, relacionar a classe dos grupos policíclicos­por­finito com ou­

tra classe bem conhecida ­ a dos grupos finitamente gerados. 

Lema 1.11.5 Todo o grupo policíclico­por­finito é finitamente gerado. 

Demonstração. Seja G um grupo policíclico­por­finito. Por definição, existe 
uma série subnormal 

{e} = Go < Gi < ... < Gm ­ G 

tal que m G No e GÍ/GÍ­X é um grupo finito ou infinito cíclico, para todo 1 < i < 
m. 

Provaremos o lema por indução no comprimento das séries normais de grupos 
policíclicos­por­finito. 

Se m — 0, o resultado é trivial. 
Seja n > l e suponhamos que, para todo o grupo policíclico­por­finito H que 

possui uma série subnormal de comprimento n — 1 : 

{e} = Ho < ... < ff„_i = H 
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tal que HÍ/HÍ_X é grupo infinito cíclico ou finito, para todo 1 < i < n— 1, se tem 
que H é finitamente gerado. 

Seja G' um grupo policíclico­por­finito que possui uma série subnormal 

{e} = G'0<G'x <...<G'n = a 

tal que G'l/G'i_1 é um grupo finito ou cíclico, para todo 1 < i < n. Uma vez 
que G'n_x é um grupo policíclico­por­finito que possui uma série subnormal de 
comprimento n — l: 

{e} = G'0 < G[ < ... < G'n_x 

tal que G'i/G'i_l é um grupo finito ou infinito cíclico, para todo 1 < i < n— 1, por 
hipótese de indução, G'n_1 é um grupo finitamente gerado. Designamos por gx, 
..., gk os elementos geradores de G'n_x. Uma vez que G'jG'n_x é um grupo cíclico 
infinito ou um grupo finito, G'/G'n_x é um grupo finitamente gerado. Designamos 
por g'iG'n_l, ..., g\G'n_x os elementos geradores de G' IG'n_x, onde í e N e 

g[,...,g'i e G'. 

Seja g G G'. Se g G G'n_x, g é gerado pelos elementos gx, ..., gk. Caso contrário, 
existem kx,..., km G Z tais que 

gG'n­x = (g'llG'n_x)
kK..(g'lmG'n_x)

k­ = ( ( ^ ) f c l ­ ( ^ ) f c m ) ^ n ­ i , 

com ix, ...,im G {1,..., I}. Em particular, 

9 = {g'il)
kl­{9'im)kmK 

para algum h G G ^ ! . Uma vez que G'n_x é gerado por {^í,...,^} e 9 é um 
elemento arbitrário de G", concluímos que G' é gerado por 

{g'i,­,9'i}V{gi,­,9k}, 

logo, G' é finitamente gerado. 
Demonstrámos, assim, que todo o grupo policíclico­por­finito é finitamente 

gerado. ■ 

Pretendemos, agora, mostrar que os grupos policíclicos­por­finito contêm sub­

grupos policíclicos­infinitos com uma propriedade especial ­ são subgrupos carac­

terísticos. Os subgrupos característicos não são mais do que uma generalização 
dos subgrupos normais. 

Em seguida, introduzimos a definição de subgrupo característico de um grupo 
e algumas propriedades fundamentais. 

Definição 1.11.6 Dizemos que um subgrupo H de um grupo G é característico 
em G se (f>(H) < H, qualquer que seja o automorfismo </> de G. 
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Proposição 1.11.7 Sejam G um grupo e H < G; então: 
a) se H é um subgrupo característico de G e<f> um automorfismo de G, 4>{H) = H; 
b) se H é um subgrupo característico de G, H é um subgrupo normal de G; 
c) se H é um subgrupo característico de G\ e G\ é um subgrupo característico 
(respectivamente normal) de G, então H é subgrupo característico (respectiva­
mente normal) de G; 
d) se H é um subgrupo característico de G, G' é um subgrupo de G tal que 
H < G' e G'/H é um subgrupo característico de G/H, então G' é um subgrupo 
característico de G. 

D e m o n s t r a ç ã o . Sejam G um grupo e H um seu subgrupo característico. 
Consideremos um automorfismo 0 de G. Logo, (jTl é um automorfismo de G e, 
por definição, ^(H) < H. Consequentemente, 

Como, por definição de subgrupo característico, 4>(H) < H, concluímos que 
H = 4>{H) e obtemos a ) . Uma vez que, para cada h e G, os homomorfismos do 
tipo 

<Ph : G -* G 

g -> hgh~l 

são automorfismos de G, resulta, da alínea a), que gHg~l = H, para todo g G G, 
o que é equivalente a afirmar que H é um subgrupo normal de G, logo, tem-se 
b). 

c) Suponhamos que G\ é um subgrupo característico de G e H é um subgrupo 
característico de Ci. Provaremos que H é um subgrupo característico de G. Corn 
efeito, se considerarmos um automorfismo <f> de G, concluímos, pelo facto de G\ ser 
um subgrupo característico de G, que <j)(Gi) = G\, logo, <fi | d é um automorfismo 
de G\. Consequentemente, 

4> \Gl (H) = H, 

o que é equivalente a afirmar que 4>(H) — H. Portanto, H é um subgrupo 
característico de G. 

Se G\ for um subgrupo normal de G e considerarmos g E G, temos que 
gG\g~l — Gi, logo, a aplicação 

4>: Gi -» Gi 
9\ -+ 99\9~X 

é um automorfismo de G\. Suponhamos que E é um subgrupo característico 
de G\, então, 4>{H) = H, isto é, gHg~l = H. Provamos, assim, que H é um 
subgrupo normal de G. 



1.11. ALGUNS RESULTADOS SOBRE GRUPOS 39 

d) Sejam G um grupo, a um automorfismo de G, G' um subgrupo de G e 
H um subgrupo característico de G tal que H < G' e G1 /H é um subgrupo 
característico de G/H. Uma vez que ff é um subgrupo característico de G, 
a(H) = H. Consequentemente, gH = g'H implica a(g')~1a(g) G H, ou seja, 
a(g')H = a(g)H. Portanto, 

0 : G/tf ­> G/tf 

está bem definida. Observe­se que 0 é um automorfismo de G/H. Uma vez que 
G'/if é um subgrupo característico de G/H, 4>{gH) G G'/H, para todo g G G'. 
Assim, para todo g G G', existe y' G G tal que a(g)H = </if. Consequentemente, 
(</)­1a:(g) G if, o que nos leva a concluir que a(G') < G', isto é, G' é um subgrupo 
característico de G, como desejávamos provar. ■ 

Podemos, agora, mostrar que todo o grupo policíclico­por­finito G contém um 
subgrupo característico policíclico­infinito com índice finito em G. Começamos, 
porém, por demonstrar alguns resultados preliminares. 

Proposição 1.11.8 Sejam L um grupo, N um subgrupo finito normal de L tal 
que L/N é um grupo infinito cíclico; então existe x G L tal que L = (N, x) e 
existe um número natural t tal que 

xtn = nx , 

qualquer que seja n G N. 

Demonstração. Uma vez que L/N é um grupo infinito cíclico, L/N é gerado 
por um elemento y = xN, para algum x G L. Consequentemente, L = (x,N). 
Designemos a cardinalidade de iV por k e representemos os elementos de N por 
ni, ...,nk. 

Como N é um subgrupo finito normal de L, existe ti G N tal que x~llnixtx = 
ni. Analogamente, concluímos que existe t2 G N tal que x~Í2n2xÍ2 = n2, logo, 

x~tlt2n2x
tlt2 =n2. 

Observe­se que 

x­txHnxx
txH =m. 

Repetindo o processo k vezes, determinamos t G N tal que x_injX* = n,, para 
todo 1 < i < k, como desejávamos provar. ■ 

Corolário 1.11.9 Sejam L um grupo, N um subgrupo finito normal de L tal que 
L/N é um grupo infinito cíclico; então existe y G L tal que (y) é um subgrupo 
normal infinito cíclico de L e [L : (y)] < oo. 
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Demonstração. Consideremos o elemento y = xl construído na Proposição 
1.11.8. Por definição de x, (xN) = L/N é um grupo infinito cíclico. Consequen­

temente, (x) é um subgrupo infinito cíclico de L, o que nos leva a concluir que 
(x1) 6 um subgrupo cíclico infinito de L. Uma vez que L = (N,x) e xtn = nx£, 
para todo n G N, temos (y) < L. 

Por outro lado, como 

L/(y) = {nxl(y):t£{l,...,t},neN}, 

concluímos que [L : (y)] < oo, como desejávamos provar. ■ 

Proposição 1.11.10 Sejam G um grupo finitamente gerado e n um número na­

tural; então G tem apenas um número finito de subgrupos com índice menor ou 
igual a n em G. 

Demonstração. Sejam G um grupo finitamente gerado e n um número 
natural. 

Seja H um subgrupo de G tal que [G : H] = m < n e seja GPH O conjunto 
constituído pelas classes de equivalência da relação pH definida em G do seguinte 
modo: 

apHb <3> a~xb G H, 

para todos a,b G G. 
Para cada g G G, consideremos as aplicações da forma 

O­g ■ GpH ­ > GpH 

g'H ­ gg'H ' 

Observe­se que estas aplicações são permutações de GPH . Uma vez que [G : H] = 
m, GPH é um conjunto finito com m elementos e o grupo SGPH das permutações 
de GPH (com a operação composição de funções) é finito e isomorfo a Sm, onde 
Sm representa o grupo simétrico de grau m. Consideremos o homomorfismo de 
grupos 

a: G ­> SGpH 

9 ­+ o­9 

Provaremos, em seguida, que H — a 1(a(H)). É óbvio que H < a 1(a(H)). 
Reciprocamente, se x E G é tal que a(x) G cr (H), então existe h G H tal que 

xgH = hgH, para todo g G G. 

Em particular, xH = hH, o que implica x G H. Portanto, 

H = a­\a(H)). 
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Ora, como cr(H) < Sap , H = a 1{W), para algum subgrupo W de SQPH­ Mas 
S G —Sm, assim, H é igual à imagem recíproca de um subgrupo W de Sm por 
um homomorfismo de grupos tp : G —> ­5m . Uma vez que o homomorfismo 
<£ fica determinado pelas imagens dos geradores de G, concluímos, pelo facto 
de G ser um grupo finitamente gerado e Sm ser um grupo finito, que existe um 
número finito de homomorfismos do tipo p : G —> Sm . Por outro lado, como 
Sm é um grupo finito, Sm possui um número finito de subgrupos, pelo que existe 
um número finito de possibilidades para H, logo, G possui um número finito de 
subgrupos de índice m, para todo m < n. Consequentemente, G possui apenas 
um número finito de subgrupos de índice menor ou igual a n . ■ 

Proposição 1.11.11 Todo o grupo policíclico­por­finito G possui um subgrupo 
característico H policíclico­infinito que tem índice finito em G. 

Demonstração. Seja G um grupo policíclico­por­finito. Por definição, existe 
uma série subnormal 

{e} ­ Go < G1 < ... < Gn = G 

tal que n e N 0 e GÍ+I/GÍ é um grupo finito ou infinito cíclico, para todo 0 < i < 
n­1. 

Provaremos a proposição por indução no comprimento das séries normais do 
tipo da série acima indicada. 

Se n = 0, o resultado é trivial. 
Seja n > 1 e suponhamos que, para todo o grupo H policíclico­por­finito que 

possui uma série subnormal 

{e} = Ho < ... < En­x = H 

tal que Hi+i/Hi é um grupo infinito cíclico ou finito, para todo 0 < i < n — 2, 
se tem que H possui um subgrupo característico policíclico­infinito N tal que N 
tem índice finito em H. 

Seja G' um grupo policíclico­por­finito que possui uma série subnormal 

{e} = G 0 < G " 1 < . . . < G : = G' 

tal que G­+1/GÍ é um grupo finito ou infinito cíclico, para todo 0 < i < n— 1. Por 
hipótese de indução, G'n_x tem um subgrupo característico policíclico­infinito H 
tal que H tem índice finito em G'n_i. Uma vez que H é um subgrupo característico 
de G'n__1 e G'n_1 ê um subgrupo normal de G', pela Proposição 1.11.7, H é um 
subgrupo normal de G'. Por definição, G'jG'n_x é um grupo finito ou infinito 
cíclico. Se G'lG'n_x for um grupo finito, 

G'/H 
G'n­ilH 
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é um grupo finito e, uma vez que G'n_x/H é um grupo finito, G'/H também o é. 
Assim, G' tem um subgrupo normal policíclico-infinito com índice finito em G'. 
Provaremos, em seguida, que se G' /G'n_x for um grupo infinito cíclico, G' tem 
um subgrupo normal policíclico-infinito com índice finito em G'. Uma vez que 
G'n_JH < G'/H, G'n_JH é um grupo finito e 

a a IH 
G'n_1 G'n_x/H 

é um grupo infinito cíclico, pelo Corolário 1.11.9, existe y G G'/H tal que (y) é 
um subgrupo normal infinito cíclico de L — G'/H e [L : (y)} < oo. 

Seja x G G' tal que y = xH. 
Verificaremos que M = (x, H) é um subgrupo normal de G'. Com efeito, 

como (y) é um subgrupo normal de G'/H, se considerarmos g € G', (gH) (xH) = 
(xH)(gH). Logo, 

(<7ff)(xtf) = (xH)k(gH), 

para algum número inteiro fc, o que nos leva a concluir que gx = xkgh, para 
algum h e H. Como H < G', concluímos que 

gx = xhh'g, 

para algum /i' G # , portanto, #x 6 Mp. Assim, como M é gerado por x e por 
H e H < G', então #M Ç Mg, para todo # G G'. Consequentemente, M é um 
subgrupo normal de G'. Uma vez que 

G' _ G'/H _ G'/ff 
M ~ (rc, F ) / / / ~ (xH) 

e [L : (xH)] < oo, concluímos que M tem índice finito em G'. Por outro lado, 

é um grupo infinito cíclico e H é um grupo policíclico-infinito, logo, M é um 
grupo policíclico-infinito. 

Concluímos assim que, em ambos os casos considerados, G' tem um subgrupo 
normal policíclico-infinito M com índice finito em G'. 

Com o intuito de verificarmos que G' tem um subgrupo característico policíclico-
infinito com índice finito em G", consideremos a intersecção de todos os subgru­
pos normais de G' de índice [G' : M] e designemos este grupo por T. Pelo Lema 
1.11.5, G' é um grupo finitamente gerado, o que, pela Proposição 1.11.10, nos leva 
a concluir que G' apenas tem um número finito de subgrupos normais de índice 
[G' : M] em G'. Designemos estes subgrupos por Hí: ..., Hn e consideremos um 
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automorfismo a de G'. Uma vez que, para cada i G {1, . . . ,n}, a(Hi) é um sub­

grupo normal de G' com índice [G' : M] e a(Hi) ^ Oi(Hj), para todo 1 < j < n 
tal que i ^ j , então 

T = ^1Hi = ft=1a(Hi). 

Como 

a(T) = a(nr=1^) < O^MHi) = T, 

concluímos que a(T) < T e, que, portanto, T é um subgrupo característico de G'. 
Para verificarmos que T tem índice finito em G', consideremos o homomorfismo 
de grupos 

a n G 
7r: T ~*

 X ? = 1
F 

gT ­ , XUÍQHÍ) ' 

Uma vez que iv é um monomorfismo, G'/T é isomorfo a um subgrupo de 

X=xt1(G'/Hl) 

e, uma vez que X é um grupo finito, G' jT é um grupo finito, pelo que T tem 
índice finito em G'. 

Uma vez que T < M e M é um grupo policíclico­infinito, pela Proposição 
1.11.3, T é um grupo policíclico­infinito. Mostramos, assim, que G' possui um 
subgrupo característico policíclico­infinito com índice finito em G'. Consequen­

temente, todo o grupo policíclico­por­finito G possui um subgrupo característico 
H policíclico­infinito que tem índice finito em G. ■ 

Num grupo policíclico­por­finito G construímos um subgrupo característico 
policíclico­infinito que tem índice finito em G. Podemos, agora, demonstrar que 
é possível construir um subgrupo característico, Abeliano e livre. 

Definição 1.11.12 Seja G um grupo. Dizemos que G é resolúvel, se existir 
uma série subnormal 

{e} = GQ<G1<...<Gn = G 

tal que GÍ/GÍ­I é um grupo Abeliano, para todo i G {1,..., n}. 

Observe­se que nem todos os grupos são solúveis. Por exemplo, os grupos 
simples não Abelianos não são solúveis. Como exemplo de um grupo simples não 
Abeliano, tome­se o subgrupo A5 (das permutações pares) do grupo simétrico de 
grau 5 ­ S5. 
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Definição 1.11.13 Dizemos que um grupo G é livre de torção se o único ele­

mento g G G para o qual se verifica que existe n G N tal que gn = e, onde e é o 
elemento neutro de G, é o próprio elemento e. 

Proposição 1.11.14 Todo o grupo policiclico­infinito é resolúvel e livre de torção. 

Demonstração. Seja G um grupo policiclico­infinito. Por definição, existe 
uma série subnormal 

{e} = Go < d < ... < Gn = G 

tal que GÍ/GÍ­\ é um grupo infinito cíclico, para todo i G {l , . . . ,n} . Como 
Gi/Gi­i é um grupo cíclico, para todo i G {l , . . . ,n} , em particular, GÍ/GÍ­\ 
é um grupo Abeliano, para todo i G {1,..., n}. Consequentemente, G é resolúvel, 
como desejávamos provar. 

Por outro lado, suponhamos que existe g G G\{e} tal que gm = e, para 
algum número natural m. Então, existe i G {l, . . . ,n} tal que g G G;\G;_i. 
Consequentemente, gGi­i ^ Gi­\. Mas 

(gGi­i)m = gmGi­i = Gi­i, 

o que contraria o facto de Gj/G»_i ser um grupo cíclico infinito. Consequente­

mente, G é um grupo livre de torção, como desejávamos provar. ■ 

Definição 1.11.15 Seja G um grupo. Definimos G^ = G e, para cada Í I G N , 

GW = {{x­
ly­lxy : x,y G G(^1}}> . 

0 subgrupo G^ de G é designado por grupo derivado de G. 

Observe­se que, na definição anterior, G(n) é o grupo derivado de G^"1), para 
todo o número natural n. 

Proposição 1.11.16 Sejam G um grupo e H o grupo derivado de G; então H 
é um subgrupo característico de G. 

Demonstração. Sejam G um grupo, H o grupo derivado de G e a um 
automorfismo de G; então 

a(H) = ({a(x^ly­lxy) : x,y G G}) . 

Uma vez que 

a(x~1y^1xy) — a(x)~1a(y)~1a(x)a(y) 

e a(x)~1a(y)"1a(x)a(y) G H, para todos x,y G G, então a(H) < H. Consequen­

temente, H é um subgrupo característico de G. ■ 
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Corolário 1.11.17 Seja G um grupo; então, para todo n £ N, G^n' é um sub­

grupo característico de G. 

Demonstração. Sejam G um grupo e n um número natural. Para todo i G 
{1, ...,n}, C?W é o grupo derivado de G^l~l\ Consequentemente, pela Proposição 
1.11.16, C?W é um subgrupo característico de G^~l\ para todo i G {l , . . . ,n}. 
Aplicando a Proposição 1.11.7, concluímos que G^n> é um subgrupo característico 
deG. ■ 

Proposição 1.11.18 Sejam G um grupo e H o grupo derivado de G; então H 
é um subgrupo normal de G, G/H é um grupo Abeliano e, se K é um subgrupo 
normal de G tal que G/K é um grupo Abeliano, então H < K. 

Demonstração. Sejam G um grupo, H o grupo derivado de G e K um sub­

grupo normal de G tal que G/K é um grupo Abeliano. Pela Proposição 1.11.16, 
H é um subgrupo característico de G, logo, é um subgrupo normal de G. 

Seja K' um subgrupo normal de G. Afirmar que G/K' é um grupo Abeliano 
é equivalente a afirmar que 

(xK')(yK') = (yK')(xKf), 

para todos x, y G G, isto é, x~1y~1xyK' = K', para todos x,y G G. Consequen­

temente, afirmar que G/K' é um grupo Abeliano é equivalente a afirmar que 
x~1y~1xy G K', para todos x,y G G. 

Do parágrafo anterior concluímos que, dado K um subgrupo normal de G tal 
que G/K é grupo Abeliano, H < K. Além disso concluímos que G/H é um 
grupo Abeliano, como desejávamos provar. ■ 

A Proposição que se segue permite­nos reformular a definição de grupo re­

solúvel. Assim, um grupo G é resolúvel se e só se existir um número natural n 
tal que G™ = {e}. 

Proposição 1.11.19 Um grupo G é resolúvel se e só se existe um número na­

tural k tal que G^ = {e}. 

Demonstração. Seja G um grupo tal que G^ = {e}, para algum número 
natural k; então G admite uma série subnormal 

{e} = G(fc) <. . . <G ( 0 ) = G. 

Uma vez que G^1' é o grupo derivado de G^l~l\ para todo i G {1, ...,&}, pela 
Proposição 1.11.18, G^~^/G^ é um grupo Abeliano, para todo 1 < i < k, logo, 
G é um grupo resolúvel. 
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Reciprocamente, consideremos um grupo resolúvel G, então, G admite uma 
série subnormal 

{e} = Ho<...<Hn = G 

tal que HÍ/HÍ­I é um grupo Abeliano, para todo i e {1, ...,n}. Como G/Hn­i è 
um grupo Abeliano, pela Proposição 1.11.18, G^l> Ç ifn_i. 

Por outro lado, como Hn^i/Hn­2 é um grupo Abeliano, i/n_2 contém o grupo 
derivado de # n _ i , isto é, Hn~2 contém o grupo 

{{x~ly~lxy: x,y G F r a­i}) • 

Em particular, i/„_2 contém o grupo 

( { x V ^ : ^ y e G « } } , 

logo, G(2) Ç iín_2­ Repetindo o raciocínio n vezes, deduzimos que 

<?(») ç i/0 = {e}, 

o que nos leva a concluir que existe um número natural k (k = n) tal que G(fc) = 
{e}, como desejávamos provar. ■ 

Na Proposição 1.11.11 verificámos que todo o grupo policíclico­por­finito G 
possuía um subgrupo característico policíclico­infinito que tem índice finito em 
G. Em particular, podemos construir uma série subnormal 

{e} = Go < ... < Gn = G 

tal que G/Gn­i é um grupo finito e GÍ/GÍ­I é um grupo Abeliano e livre, para 
todo i £ {l,...,n— 1}. Provaremos em seguida que é possível construir uma série 
de subgrupos característicos de G que satisfazem as condições descritas. 

Teorema 1.11.20 Seja G um grupo policíclico­por­finito; então G possui uma 
série de subgrupos característicos 

{e} = Go < Gi < ­ < Gn = G 

tal que n G N0, G/Gn^i é um grupo finito e Gi/G%­\ é um grupo livre e Abeliano, 
para todo i tal que 1 < i < n — 1. Além disso, Gj/Gi é um subgrupo característico 
de G/Gi, para todo i e {0,..., n ­ 1}, para todo j tal que i < j < n. 

Demonstração. Pela Proposição 1.11.11, G possui um subgrupo caracterís­

tico policíclico­infinito H tal que G/H é grupo finito. 
Se H = {e}, o resultado é trivial. 
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Suponhamos que H / {e} e consideremos os subgrupos de H da forma H^k\ 
com A; G No, tais que íf(0) = H e 

#(*) = {{x-ly~lxy :x,ye H^^}) , 

para todo k G N. Como H é um grupo policíclico-infinito, pela Proposição 1.11.14, 
H é um grupo resolúvel e, pela Proposição 1.11.19, existe k G N tal que H^ = 
{e}. Designemos por m o número natural para o qual se verifica que H^ = {e} 
e iy(m_1) ^ {e} e designemos o grupo i/(m_1) por H\. Uma vez que G0 — {e} é 
o grupo derivado de H\, pela Proposição 1.11.18, H\ é um grupo Abeliano. 

Uma vez que H é um grupo policíclico-infinito, pela Proposição 1.11.3, H\ 
é um grupo policíclico-infinito, o que, pelo Lema 1.11.5, implica que H\ seja 
finitamente gerado. 

Observe-se agora que, pela Proposição 1.11.14, Hi é um grupo livre de torção. 
Uma vez que Hi é um grupo Abeliano finitamente gerado e livre de torção, 
aplicando o Teorema Fundamental dos grupos Abelianos finitamente gerados, 
concluímos que 

Hxotlx ... x Z, 

para um número k de factores. Assim, Hi é um grupo Abeliano e livre. Pelo 
Corolário 1.11.17, concluímos que H\ é um subgrupo característico de H. Uma 
vez que H é um subgrupo característico de G, pela Proposição 1.11.7, H\ é um 
subgrupo característico de G. 

Se G/Hi for um grupo finito, o resultado está provado. 
Suponhamos que G/H\ não é um grupo finito. Uma vez que, pela Proposição 

1.11.4, G/Hi é um grupo policíclico-por-finito, pela Proposição 1.11.11, existe 
um subgrupo característico policíclico-infinito L/Hi de G/Hi tal que L/Hi tem 
índice finito em G/H\. Observe-se que L ^ Hi uma vez que L tem índice finito 
em G mas Hi não o tem. 

Consideremos os subgrupos de L/Hx da forma [L/H\pk\ com k G N0, apre­
sentados na Definição 1.11.15. Uma vez que L/Hi é resolúvel, existe um número 
natural k tal que (L/Hi)^ = H\/H\. Designemos por H2 o subgrupo de G tal 
que 

H2/Hi = (L/Hi^-V, 

onde m é o menor número natural para o qual se tem (L/Hi)^ = H\/H\. 
Tal como anteriormente, provamos que Hi/H\ é um grupo Abeliano, livre e 
é um subgrupo característico de L/H\. Uma vez que L/Hi é um subgrupo 
característico de G/H\, concluímos que H2/H1 é um subgrupo característico de 
G/Hi. Como Hi é um subgrupo característico de G, pela Proposição 1.11.7, H2 
é um subgrupo característico de G. Se G/H2 não for um grupo finito, repetimos 
o processo. Construímos, assim, uma série de subgrupos característicos de G 

{e} = H0CHiCH2C ... 
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tal que Hi/H­i é um grupo Abeliano e livre, para todo i. Provaremos em seguida 
que existe um número natural n tal que G/Hn é um grupo finito. Com vista a 
um absurdo, suponhamos que tal número natural não existe; então, conseguimos 
construir uma cadeia de subgrupos de G propriamente ascendente e infinita 

{e} ̂ Ho^H^H^ ... 
Consideremos o subgrupo de G ­ J = UieNfíj. Como J é um subgrupo de 
G, J é um grupo policíclico­por­finito e, em particular, é finitamente gerado, 
o que é absurdo. O absurdo resultou de supormos que não existia um número 
natural n tal que G/Hn é um grupo finito. Logo, existe uma série de subgrupos 
característicos de G 

{e} = #o < .­ < Hn < Hn+l = G (1) 

tal que G/Hn é um grupo finito e Hi+i/Hi é um grupo livre e Abeliano, para 
todo 0 < i < n — 1. 

Se i = 0, Hj/Hi é um subgrupo característico de G/Hi, para todo j perten­

cente a {1, ...,n + 1}. 
Por construção da série apresentada em 1), Hi+i/Hi é um subgrupo carac­

terístico de G /Hi, para todo i e {0, . . . ,n}. Assim, por construção, H2/Ht é um 
subgrupo característico de G/H\. Uma vez que H3/H2 é um subgrupo carac­

terístico de G/Hi, concluímos que 

é um subgrupo característico de 

Hz/Hx 

H2/H1 

G/Hx 

H2/H1­

Uma vez que H2/H\ é um subgrupo característico de G/H\ e 

Hz/Hx 

é um subgrupo característico de 

H2/Hx 

G/Hi 
# 2 / # i ' 

pela Proposição 1.11.7, H3/Hi é um subgrupo característico de G/H\. Repetindo 
este processo, concluímos que Hj/H\ é um subgrupo característico de G/Hx, para 
todo j G {4,..., n + 1}. Do mesmo modo, concluímos que Hj/Hi é um subgrupo 
característico de G/H, para todo i G {0, . . . ,n}, para todo i < j < n + 1, como 
desejávamos provar. ■ 



Capítulo 2 

Anéis de Fracções 

A formação de anéis de fracções e o processo associado de localização são das 
técnicas mais utilizadas na Álgebra Comutativa. 

Neste Capítulo generalizamos a construção de anéis de fracções de anéis comu­
tativos a anéis não comutativos. Para estes anéis, os subconjuntos multiplicativos 
a considerar terão de satisfazer propriedades adicionais (Lema 2.1.5). Um caso 
importante na construção de anéis de fracções acontece quando o subconjunto 
multiplicativo do anel R considerado for CR(0), o conjunto dos elementos regu­
lares de R (ver Definição 2.2.1). A existência de um anel semisimples de fracções 
à direita e à esquerda de um anel R com respeito a CR(0) é condição necessária 
e suficiente para que R seja anel de Goldie semiprimo. 

Dados um R-módulo M e S um subconjunto de R para o qual existe anel 
de fracções à direita de R com respeito a 5 - RS'1, podemos construir um 
i?5_1-módulo MS-1, designado por módulo de fracções de M com respeito 
a S: que satisfaz algumas propriedades especiais (existe um i?-homomorfismo 
/ : M —> MS'1 tal que todo o elemento de MS'1 pode ser escrito na for­

ma f(a)x~1, para alguns a G M, x G S e Ker(f) = {m G M : ms = 0, 
para algum s G S}). Os módulos de fracções serão objecto de estudo da última 
secção deste Capítulo. Debruçar-nos-emos, ainda, sobre a relação existente entre 
i?S_1-submódulos de MS'1 e i?-submódulos de M. 

2.1 Construção de anéis de fracções 
Consideremos um anel comutativo R e um subconjunto multiplicativo S de 
R, isto é, um subconjunto de R fechado para o produto tal que 0 ^ S e 1 G S. 
Com vista a construir um anel de fracções de R com respeito a S, começamos 
por definir a relação de equivalência ~ em R x S tal que 

(a, s) - (ò, t) & 3s' G S : (at - bs)s' = 0, 

com a,b G R e s,t G S. Designamos por RS'1 o conjunto constituído pelas 
classes de equivalência da relação ~ e representamos os elementos de RS'1 por 
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rs 1, onde r G R e s G S. Definindo-se 

(as-1) + (bt-1) = (at + bs)(st)-1 

(as-1) x (br1) = (ab^st)-1 ' 

obtém-se em RS'1 uma estrutura de anel comutativo. O anel comutativo assim 
construído é designado por anel de fracções de R com respeito &S e representá-lo-
emos por RS'1. Observe-se que, se considerarmos o anel B = RS'1 e tomarmos 
o homomorfismo de anéis 

/ : R - B 
r —> r i - 1 ' 

este homomorfismo goza de três propriedades fundamentais: 
a) f(s) é uma unidade de B, para todo s G S, 
b) todo o elemento de B pode ser escrito na forma f(r)f(s)~1, para alguns r £ R 
e s G S, 
c) Ker(f) = {r G R : rs — 0, para algum s G S}. 

Reciprocamente, as três condições descritas determinam o anel RS'1, a menos 
de isomorfismo, isto é, se B for um anel, S um subconjunto multiplicativo de um 
anel comutativo R e / : R —> -B um homomorfismo de anéis que satisfaz as 
condições a) , b) e c), então S ~ RS'1. 

Por analogia com o caso comutativo, pretendemos que a definição de anel de 
fracções à direita B de um anel não comutativo R com respeito a um subconjunto 
multiplicativo S de R salvaguarde a condição "existe um homomorfismo de anéis 
f : R —+ B que satisfaz as condições a) b) e c)" . Assim, 

Definição 2.1.1 Sejam R um anel e S um subconjunto multiplicativo de R. Um 
anel R! é um anel de fracções à direita de R com respeito a S se existir 
um homomorfismo de anéis 

4>: R -+ R! 

tal que: 
a) (f)(s) é uma unidade de R!, para todo s G S, 
b) todo o elemento de Ri pode ser escrito na forma <f)(a)(j)(s)~1, para alguns a G R 
e s G S, 
c) Ker(4>) = {r G R : rs = 0, para algum s G S}. 
De forma análoga, definimos anel de fracções à esquerda de um anel R com 
respeito a um subconjunto multiplicativo S de R. 

Embora a definição de anel de fracções à direita R' de um anel R com respeito 
a um subconjunto multiplicativo X de R dependa do homomorfismo de anéis 
4> : R —> R' escolhido, por abuso de notação, referimo-nos só a R!. 
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Perante a definição anterior é natural perguntar se "dados um anel não co­
mutativo R e um subconjunto multiplicativo S de R, existe sempre um anel de 
fracções à direita de R com respeito a S". Comecemos por analisar o seguinte 
Exemplo: 

Exemplo 2.1.2 Seja R = M2(K), o anel das matrizes quadradas 2 x 2 com en­
tradas num anel K. Consideremos S = {id, en}, onde id é o elemento identidade 
de R e eu é a matriz cuja entrada (1,1) é igual a 1 e as restantes entradas são 
nulas. O conjunto S é um subconjunto multiplicativo de R. 
Suponhamos que existe um anel de fracções à direita de R com respeito a S, que 
designamos por R. Sejam (f> : R —* R' um homomorfismo de anéis que sa­
tisfaz as condições a), b) e c) descritas na Definição 2.1.1 e e^\ a matriz cujas 
entradas são todas nulas à excepção da entrada (2,1) que é igual a 1. Como 
621611 7̂  0, eziid 7̂  0, por c), e^i ^ Ker(cf>). Por outro lado, e\\ti\ = 0 implica 
0(en)0(e2i) = 0 e, como por a), (f)(eu) é uma unidade de R', 0(e2i) = 0, o que é 
absurdo. O absurdo resultou de supormos que existia um anel de fracções à direita 
de R com respeito a S. 

O Exemplo anterior permite-nos concluir que pode não existir anel de fracções 
à direita de um dado anel não comutativo R com respeito a um subconjunto S 
multiplicativo de R. Com efeito, verificaremos seguidamente que, para existir 
anel de fracções à direita de um dado anel R com respeito a um subconjunto 
S multiplicativo de R, S tem de ser um conjunto "especial" - um conjunto de 
denominadores à direita. 

Definição 2.1.3 Sejam R um anel e S um subconjunto multiplicativo de R. O 
conjunto S é um conjunto de Ore à direita em R, se rS D sR ^ 0, para todos 
r G R e s G S. O conjunto S é um conjunto reversível à direita em R se, 
para todos r G R e s G S tais que sr = 0, existir s' G 5" tal que rs' = 0. Se S for 
simultaneamente um conjunto de Ore à direita em R e um conjunto reversível à 
direita em R, então S é um conjunto de denominadores à direita em R. De 
forma análoga, definimos conjunto de Ore à esquerda, conjunto reversível 
à esquerda e conjunto de denominadores à esquerda. 

Proposição 2.1.4 Sejam R um anel que satisfaz c.c.a. em anuladores à direita 
em R e C um conjunto de Ore à direita em R; então C é um conjunto reversível 
à direita em R. Em particular, se R for um anel Noetheriano à direita e C for 
um conjunto de Ore à direita em R, C é um conjunto reversível à direita em R. 

Demonstração. Seja R um anel que satisfaz c.c.a. em anuladores à direita 
em R e consideremos c G C e r G R tais que cr — 0. Consideremos a cadeia de 
ideais direitos 

rannji(c) Ç rannn(c2) Ç ... C rann^d1) Ç .... 
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Uma vez que R satisfaz c.c.a. em anuladores à direita em R, existe um número 
natural n tal que 

ranriR(cn) = rannR(cn+1). 

Como C é um conjunto de Ore à direita em R, existem d G C e s G R tais que 
cns = rd, logo, 

cn+1s = cr d = 0, 

o que nos leva a concluir que s G rarm#(cn+1). Uma vez que rannR(cn+1) = 
rannR(cn), 0 = cns = rd e C é reversível à direita. ■ 

Da Proposição anterior, concluímos que, se R for um anel Noetheriano à 
direita e S for um subconjunto multiplicativo de R, então, as condições US é um 
conjunto de Ore à direita" e "S é um conjunto de denominadores à direita" são 
equivalentes. 

Lema 2.1.5 Sejam R um anel e S um subconjunto multiplicativo de R. Supo­

nhamos que existe um anel de fracções à direita de R com respeito a S, então S 
é um conjunto de denominadores à direita em R. 

Demonstração. Seja R' um anel de fracções à direita de R com respeito a S 
e (f) : R —> R' um homomorfismo de anéis que satisfaz as condições a), b) e 
c) descritas na Definição 2.1.1. 

Comecemos por mostrar que S é um conjunto de Ore à direita em R. Sejam 
r G R e s G S; então, por a), <f>(s) é uma unidade de R' e, como R' é um anel, 
(j){s)~l4>(r) G R'. Por b) , existem s' G S e r' G R tais que 

0(a)­V(r) = <t>(r')4>(s')­\ 

logo, 4>(rs' — sr') = 0, de onde concluímos, por c), que existe s" G S tal que 
r(s's") = s(r's"). Como s's" e S e r's" G R, está provado que S é um conjunto 
de Ore à direita em R. 

Por outro lado, se r G R e s G S são tais que sr = 0, então <j>(s)<j)(r) = 0, logo, 
aplicando a), 0(r) = 0, de onde concluímos que existe s' G S tal que rs' = 0, isto 
é, S é um conjunto reversível à direita. ■ 

O Lema apresentado admite recíproca, mas, para a demonstrarmos, necessi­

tamos de introduzir novos resultados e definições. Começamos por introduzir um 
i?­submódulo especial de um dado i?­módulo M. 

Lema 2.1.6 Sejam R um anel, X um conjunto de Ore à direita em R e A um 
R­módulo; então 

tx{A) = {o G A : ax — 0, para algum x G X} 

é um R­submódulo de A. 
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Demonstração. Consideremos ai,02 G tx(A)\ então, existem £1,2:2 G X 
tais que aiXi = a2^2 = 0. Como X é um conjunto de Ore à direita, existem 
ri G R e r2 G X tais que 

XiTi = x2r2 = 2 e z G X, 

logo, (ai + 02)2 = 0 e ai + a2 G íx(^4)­ Analogamente, provamos que ai — a<2 G 
tx(^4)­ Por outro lado, dado r € R, existem r' £ R e x E X tais que rx = X\r', 
logo, 

(air)x = ãiXir1 — 0 

e air G íx(^)­

Estão, pois, reunidas condições que nos permitem garantir que tx(A) é um 
f?­submódulo de A. ■ 

O Lema anterior dá origem à seguinte definição: 

Definição 2.1.7 Dados um anel R, um conjunto X de Ore à direita em R e 
um R­módulo A, o R­submódulo de A ­ tx(A) designa­se por R-submódulo de 
X-torção de A. Dizemos que A é de X-torção se tx(A) = A e A é livre de 
X-torção se tx(A) = 0. 

Definição 2.1.8 Sejam R um anel, X um conjunto de Ore à direita e A um 
R­módulo. Um elemento a G A é de X-torção se existir x G X tal que ax = 0, 
caso contrário, a é livre de X-torção. 

Observação 2.1.9 Sejam R um anel, X um conjunto de Ore à direita em R e 
A um R­módulo. O R­módulo A/tx(A) é um exemplo de um R­módulo livre de 
X­torção. Com efeito, se 

(a + tx(A))etx(A/tx(A)), 

então existe x G X tal que ax G tx{A), logo, existe x' G X tal que a(xx') = 0. 
Uma vez que xx' G X, concluímos que a G tx(A) ou, equivalentemente, a + 
tx(A) = 0, logo, tx(A/tx(A)) = 0. 

O Lema que se segue permite­nos reduzir o problema de encontrar um anel de 
fracções à direita de um anel R com respeito a um conjunto X de denominadores 
à direita em R ao de encontrar um anel de fracções à direita de um anel R! com 
respeito a um conjunto de denominadores à direita X' em R' tal que tx>(R'R/) = 0. 

Lema 2.1.10 Sejam R um anel, X um conjunto de denominadores à direita em 
R e X = TT(X), onde ir é o epimorfismo 

ir: R ­> R/tx(RR) 
r ­> r + tx(RR) ■ 
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Então: 
a) tx(Rfí) é um ideal próprio de R, X é um conjunto de denominadores à direita 
em R/tx{RR) e tY{R/tx(RR)) = 0. _ 
b) Se existir um anel de fracções à direita Z de R/tx(RR) com respeito a X, 
então Z ainda é um anel de fracções à direita de R com respeito a X. 

Demonstração, a) Facilmente se verifica que tx(Rii) é um ideal esquerdo 
de R. Pelo Lema 2.1.6, tx{RR) é também um ideal direito de R. Uma vez que 
1 ^ txiRfí), concluímos que tx(Rii) é um ideal próprio de R. 

É consequência imediata de X ser um conjunto de Ore à direita em R o facto 
de X ser um conjunto de Ore à direita em R/tx(RR)- Suponhamos, agora, que 
existem r G R e x G X tais que 

{x + tx(RR))(r + tx(RR)) = 0, 

logo, xr E tx(RR), O que nos leva a concluir que existe x' E X tal que x(rx') = 0. 
Pelo facto de X ser reversível à direita, existe x" E X tal que r{x'x") = 0, 
portanto, 

(r + tx(RR)){x'x" + tx(RR)) = 0, 

logo, X é um conjunto reversível à direita_em R/tx{RR)- Estão, pois, reunidas 
as condições necessárias para garantir que X é um conjunto de denominadores à 
direita em R/tx(RR)-

Pela Observação 2.1.9, tx(R/tx{RR)) = 0, logo, tT(R/tx{RR)) = 0. 
b) Suponhamos que existe um anel de fracções à direita Z de R/tx {RR) com 

respeito a X; então, existe um homomorfismo de anéis 

4>: R/tx(RR) - Z 

que satisfaz as condições a), b) e c) enunciadas na Definição 2.1.1. 
Seja a = </> o n. Observe-se que: 
a) para todo x E X, a(x) = <f>(ir(x)) é, por definição de </>, uma unidade de 

Z. _ 
b) seja y £ Z; então y = 0(a)0(ò)_1, para alguns a e R/tx{RR) e b G X, 

logo, y = a(x)a(z)~1, para alguns x G R e z G X. 
c) dado r G R tal que a(r) = 0, então <f>{ir(r)) = 0, isto é, 7r(r)7r(x) = 0, para 

algum x G X. Consequentemente, rx G tx(RR), ou seja, existe x' E X tal que 
r(xx') = 0, o que nos leva a concluir que 

Ker(a) Ç {r £ R: rx = 0, para algum x E X} = tx(RR)-

Reciprocamente, se r G tx{RR), então r + tx{RR) = 0R/tx(RR) e a(r) = 0(0) = 0. 
Provamos, assim, que Ker(a) = tx(RR)-
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Estão, pois, reunidas as condições necessárias para afirmar que Z é um anel 
de fracções à direita de R com respeito a X. ■ 

Em seguida, construiremos um anel de fracções à direita Q de um dado anel 
R com respeito a um conjunto S de denominadores à direita em R (note­se que 
o Lema 2.1.10 nos permite supor que ts(Rii) = 0). Por analogia com o caso 
comutativo, começaremos por considerar o conjunto constituído pelas classes de 
equivalência de uma certa relação de equivalência ~ definida em R x S. Poste­

riormente, definiremos em (R x S)/ ~ uma estrutura de anel e verificaremos que 
este anel satisfaz os requisitos necessários para ser um anel de fracções à direita 
de R com respeito a S. No Lema que se segue definimos a relação ~ mencionada. 

Lema 2.1.11 Sejam R um anel e S um conjunto de denominadores à direita em 
R tal que ts(Rii) = 0. 
a) Sejam r G R e s G S tais que sr = 0; então r = 0. 
b) Podemos definir uma relação de equivalência em R x S da seguinte forma: 
iri,Si) ~ (í"2)s2) se e só se existem r,r' G R tais que rir = r2r', S\r = S2r' e 
s2r'eS. 

Demonstração, a) Sejam r G R e s G S tais que sr — 0. Por S ser um 
conjunto reversível à direita, existe s* G S tal que rs* = 0. Uma vez que, por 
hipótese, ts(Rii) = 0, rs* — 0 implica r = 0, como desejávamos provar. 

b) A relação ~ é reflexiva e simétrica. 
Para verificarmos que ~ é transitiva, suponhamos que (a, s) ~ (a', s') e 

(a!,s') ~ (a",s"), para alguns a, a', a" G R e s,s',s" G S. Por definição, exis­

tem b, b'jCjC1 G R tais que 

ah = a'b', sb = s'b', s'b' G S, a'c = a"c', s'c = s"ë e s"d G S. 

Como S é um conjunto de Ore à direita em R, existem r\ G R, r2 G S tais 
que s'b'ri = s'cr2 e s'cr2 G S. Consequentemente, s'(Vr\ — cr2) = 0 e, por a), 
b'ri = cr2. Em particular, 

a(bri) = a'b'ri = a'cr2 = a"(c'r2), 

s(bri) — s'b'r\ — s'cr2 = s"(c'r2). 

Uma vez que s'cr2 G S, concluímos que s"(c'r2) G S. Consequentemente, (a, s) ~ 
(a", s"), como desejávamos provar. ■ 

Estamos, agora, em condições de enunciar e demonstrar a recíproca do Lema 
2.1.5. 

Teorema 2.1.12 Sejam R um anel e S um subconjunto multiplicativo de R. 
Então, S é um conjunto de denominadores à direita em R se e só se existe anel 
de fracções à direita de R com respeito a S. 
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Demonstração. Se existir anel de fracções à direita de R com respeito a S, 
então, pelo Lema 2.1.5, S é um conjunto de denominadores à direita em R. 

Reciprocamente, suponhamos que S é um conjunto de denominadores à direita 
em R. 

Pelo Lema 2.1.10, R' = R/ts(Rn) é um anel e S " = ir(S) é um conjunto de 
denominadores à direita em R', onde TT : R -» R/ts(Rn) é o epimorfismo 
canónico. Pelo Lema 2.1.10, concluímos ainda que ts>(R'R>) = 0. Consequen­
temente, pelo Lema 2.1.11, podemos definir uma relação de equivalência em 
R' x 5" do seguinte modo: (ri,si) ~ (r2,s2) se e só se existem r,r' G R' tais 
que rir = r2r', S\r = S2r' e s2r' G S'. 

Se provarmos que é possível definir uma estrutura de anel e m Z = ( i ? ' x 5 " ) / ~ 
de tal modo que Z, munido desta estrutura, é um anel de fracções à direita de 
RI com respeito a 5", então, pelo Lema 2.1.10, concluímos que Z, munido da 
estrutura de anel definida, ainda é um anel de fracções à direita de R com respeito 
a S. Assim, para provarmos o teorema, é suficiente mostrar que é possível definir 
uma estrutura de anel em Z de tal forma que Z, munido dessa estrutura, é anel 
de fracções à direita de R! com respeito a 5". 

Designemos os elementos de {R! x S')/ ~ por r/s, onde r G R! e s G S'. 
Sejam (a,c),(b,d) e(R' x S') e a,d\ G R! tais que cd\ = dcx e dcx G S". 

Suponhamos que existem também dx,$x G R! tais que câx = ddx e dcí G S'. 
Provaremos que 

(adi + bei, dei) ~ (odj + 6c'1; dc^). 

Pelo facto de S' ser um conjunto de Ore à direita em R', existem c2 G S"', d2 G i2' 
tais que (dci)d2 = (dci)c2, logo, {dd1)c2 G S" e d(cid2 - cic2) = 0. Pelo Lema 
2.1.11, cxd2 = dxc2. 

Para mostrarmos que 

(adi + bei,dei) ~ (ad^ + bdl,dd1) 

bastar-nos-á verificar que (adi + bci)d2 = (ad[ + 6c'1)c2. Uma vez que (òci)d2 = 
b(dlc2) = (bdi)c2, é suficiente verificar que did2 = d[c2, o que resulta de 

c(d[c2) - (cd'i)oi = (dd1)c2 = d(dlc2) = d(cid2) = (dc1)d2 = (cdi)d2 = c(dxd2). 

Assim, c(áxc2 - did2) = 0, logo, pelo Lema 2.1.11, dxd2 = âxc2. 
Tendo em conta o que foi visto anteriormente, podemos definir a aplicação: 

/ : (RI x S') x (R' x S') -> (R' x S')/ ~ 
((ri,si),(r2,s2)) -> (ria + r2r)/(sio) ' 

onde a,r £ R' são tais que Sia = s2r e s2r G 5". 
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Consideremos, agora, (r2,s2) G R' x S'. Sejam (T~I,SI), (r^s^) £ R' x S' tais 
que 

( n , 5 i ) - (ri, si). 

Então, existem r, r' G R' tais que r i r = r^r', s\r = s[r' e s^r' G 5". Como 5" é um 
conjunto de Ore à direita em R', existem a <E R' e r* £ S' tais que Si(ra) = s2r* 
e s2r* G 5". Consequentemente, s[(r'a) = s2r* e 

(ri(ra) + r2r*,sira) ~ (r'^r'a) + r2r*, s[r'a). 

Concluímos, assim, que 

f(((r1,s1),(r2,s2))) = f(((r[,s'1),(r2,s2))). 

Do mesmo modo, concluímos que dados (ri, si), (r2, s2), (r2, s'2) £ R' x S' tais que 
(r2,52) ~ (r2,s'2), então 

/ ( ( (n , 5 l ) , ( r 2 , S 2 ) ) ) = / ( ( ( r i , S i ) , ( r 2 , 4 ) ) ) . 

Do que vimos anteriormente, concluímos que podemos definir a seguinte apli­
cação: 

( + ) : ( ( # x S ' ) /~ ) x ( ( # x S")/~) -+ (RxS')/~ 
(ri/si,r2/s2) -+ (ria + r2r)/(s1a) ' 

onde a e r são tais que si<2 = s2r e s2r G S'. 
Suponhamos, agora, que existem (ri, s{), (r2, s2) <E(R' X S") e a,r, r0 ,a0 G 

R' tais que r2a = S\r, r2ao = siro e s2a0,s2a G S". Uma vez que S' é um 
conjunto de Ore à direita, existem r' G R! e s' G S" tais que s2a0r' = s2as', logo, 
•S2(oor' — Q>s') = 0 e, pelo Lema 2.1.11, a^r' = as'. Então, 

(sir)s' = (r2a)s' - r2(as') = r2a0r' = Sir0r', 

de onde concluímos que si(rs ' — r0r') = 0, logo, rs' = rQr'. Consequentemente 

(rxr, s2a) ~ (rxrs',s2as') ~ (rir0r', 52a0r') ~ (rir0 ,s2a0). 

Tendo em conta o que foi visto anteriormente, podemos definir a aplicação: 

g : (R' x 5') x ( # x 5') -► (R' x S')/ ~ 
((n,s i ) , ( r 2 , s 2)) ­+ (rir)/(s2a) ' 

onde r, a G R' são tais que r2a = s\r e s2a G S". 
Consideremos, agora, (r2,s2) G R' x S". Sejam (ri,Si), (r^s^) G ­R' x S' tais 

que 

(n,«i)~0i,si). 
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Então, existem r,r' £ R! tais que rxr = r'xr', Sir = s^r' e s[r' £ S'. Como 
S' é um conjunto de Ore à direita em R', existem a £ 5" e r* £ R' tais que 
s1(rr*) — r2a e s2a G S'. Consequentemente, s'^r'r*) = r2a e 

(r1(rr*),s2a) ~ (rí(r'r*), s2a)-

Concluímos, assim, que 

^(((n, 5i), (r2, s2))) = ^(((ri.ai), (r2, s2))). 

Do mesmo modo, concluímos que dados (ri, Si), (r2, s2), (r2, s'2) £ R' x S' tais que 
(r2,s2) - (r2,s'2), então 

s( ( (n , si), (r2, s2))) = ^(((ri, si), (r2, s'2))). 

Do que vimos anteriormente, concluímos que podemos definir a seguinte apli­
cação: 

(.): ((R'xS')/~)x((R>xS>)/~) - ( # x S ' ) / ~ 
((ri/fli),(ra/aa)) - (nr)/(s2a) ' 

onde a, r G R' são tais que r2a = s\r e s2a G 5". 
Os axiomas de anel para {{R! x 5")/ ~, +,.) são verificados tendo em conta a 

definição das operações e dos elementos de (R' x S')/ ~ . 
Designamos o anel ((R! x S')/ ~ , +,.) por (J? x 5")/ ~ . 
Falta-nos provar que (R' x S')/ ~ é um anel de fracções à direita de R' com 

respeito a S". Consideremos o homomorfismo de anéis: 

0 : R> - (KxS1)/- (1) 
r -> r / l • W 

Seguidamente provaremos que este homomorfismo satisfaz as condições a), b) e 
c) da Definição 2.1.1: 

Seja s G S'; então (s / l ) ( l / s ) = s/s = 1/1. Analogamente, provamos que 
( l / s ) (s / l ) = 1/1, o que nos leva a concluir que, para todo s G 5", 0(s) é uma 
unidade de (R' x S')/ ~ . 

Seja a/s G (R! x S')/ ~ , corn a£ R' e s G S'. Como a/s = (a / l ) ( l / s ) e, pelo 
que vimos anteriormente, l / s = (s / l )" 1 , então a/s = 0(a)0(s)_1 , onde a £ R' e 
s£S'. 

Seja a £ R' tal que 0(a) = a / l = 0/1. Por definição de ~, existem r, r' G J?' 
tais que ar = Or' — 0, r — Ir = Ir' = r' e r' £ S'. Ora, como r £ S' e 
ts'{R'R/) = 0, concluímos que a = 0, logo, 

Ker(0)=O = Í5'U4')-
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Estão, pois, reunidas as condições necessárias para afirmar que (R' x 5 " ) / ~ é 
um anel de fracções à direita de R' com respeito a 6", como desejávamos provar. 
■ 

Sejam R um anel e 5" um conjunto de denominadores à direita em R. O anel 
de fracções à direita de R com respeito a S construído no Teorema anterior será 
representado por RS'1. Representamos cada elemento y E RS'1 por aò_1, com 
a e Re b e S. 

Na construção de um anel de fracções à direita de um anel R com respeito 
a um conjunto S de denominadores à direita em R podíamos ter seguido uma 
abordagem diferente utilizando o invólucro injectivo de RR. Com efeito, se R 
for um anel e S um conjunto de denominadores à direita em R (o Lema 2.1.10 
permite­nos supor ts{Rfi) = 0), então é possível definir uma estrutura de anel 
no i?­submódulo N de E(RR) tal que N/R = ts(E(RR)/R). A estrutura de anel 
pode até ser escolhida de forma a ser compatível com a estrutura de i?­módulo 
de N e, com esta estrutura de anel definida em N, R é um subanel de iV ([14], 
9.6, 9.7). Nestas circunstâncias, a inclusão i : R —> N é um homomorfismo 
de anéis que satisfaz as condições a), b) e c) da Definição 2.1.1, pelo que JV é 
um anel de fracções à direita de R com respeito a S. 

Optou­se por não apresentar tal abordagem neste trabalho, uma vez que vários 
dos argumentos nela utilizados serão aplicados quando construirmos um módulo 
de fracções de um R­módulo com respeito a um conjunto S de denominadores à 
direita em R. 

O nosso objectivo, até ao momento, foi o de encontrar condições que nos 
permitissem garantir a existência de um anel de fracções à direita de um dado 
anel R com respeito a um subconjunto multiplicativo S de R. Em seguida, 
verificaremos que, a menos de isomorfismo, existe apenas um anel de fracções à 
direita de um dado anel R com respeito a um conjunto S de denominadores à 
direita em R. Antes de provarmos este facto deduziremos uma propriedade útil 
apresentada pelos anéis de fracções à direita. Para tal, necessitamos de provar o 
seguinte Lema: 

Lema 2.1.13 Sejam R um anel, S um conjunto de Ore à direita em R e si,..., sn E 
S; então S D Sii? n ... H snR ^ 0. 

Demonstração. Como S é um conjunto de Ore à direita, existem c G i? e 
d E S tais que Sic = S2d. Como S2, d E S, então, S2<i E S e SiR n S2R D S 7̂  0. 

Seja y = S2GÍ. Analogamente, provamos que existe 

z EyRn s3R n S. 

Uma vez que y E SiRil S2R, concluímos que z E siRf) S2R n S3R D S. Repetindo 
o processo n vezes, concluímos que 

SiRn.­.nsnRns^ 0, 
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como desejávamos provar. ■ 

Proposição 2.1.14 [Regra do denominador comum] Sejam R' um anel de 
fracções à direita de um anel R com respeito a um conjunto S de denominadores 
à direita em R e 4> : R —+ R' urn homomorfismo que satisfaz as condições 
a), b) e c) da Definição 2.1.1; então, dados (/>(ai)0(òi)­1, •••> 4>{an)^{K)~l G R', 
com ai,...,an G R e bx, ...,bn G S, existem c G S e di,...,dn G R tais que <p(di), 
..., (p(dn) são unidades de R!, 

0(a1)(/)(6i)­1 = 0(aidi)0(c)"\ ..., 0(an)<£(6n)
_1 = </>(andn)0(c)~\ 

corn C = b\d\ = ... = Òndn. 

Demonstração. Pelo Lema 2.1.13, existe 

CG biRr\...nbnRr\S 

e, consequentemente, existem n,. . . , rn G i? tais que 

bin = ••• = bnrn = c 

e c e S. Como 0(n) = </>(6i)~V(c), •••, <Krn) = 0(6„)_1<Kc), concluímos que 
0(ri),..., 0(rn) são unidades de R!, logo, 

<£(ai)<K&i)_1 = 0(air i)0(r i)­V(6i)_ 1 = 0(airi)<K&iri)_1 = ^ k i ) ^ ) " 1 , . . . , 

0(an)</>(on)
_1 = </)(anrn)0(c)~1, com c = ft^i = ... = bnrn, como desejávamos 

provar. ■ 

Estamos, agora, em condições de provar que os anéis de fracções à direita de 
um dado anel R com respeito a um conjunto S de denominadores à direita em R 
são únicos, a menos de isomorfismo. 

Proposição 2.1.15 Sejam R, T anéis, S um conjunto de denominadores à direi­

ta em R, R! um anel de fracções à direita de R com respeito a S e a : R —» T 
um homomorfismo de anéis tal que a(x) é uma unidade de T, para todo x € S. 
Consideremos um homomorfismo de anéis (p : R —> R! que satisfaz as con­

dições a), b) e c) da Definição 2.1.1, então, existe um único homomorfismo de 
anéis f : R' —> T tal que f o <p = a. 

Demonstração. Sejam ai, a2 G R, &i, b2 G S tais que 

(f(ai)<p(bi) 1 = (p(a2)<p(b2) 
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Pela Proposição 2.1.14, existem ri,r2 € R e z G S tais que 

(fi(ax)^(bi)~l = <^(air1)^(2;)~1, c/?(a2Mò2)_1 = (^(a2r2)^(2;)"1, 

com z = b\T\ = b2r2. 
Como z = òiri, a(z) = a(&i)a(ri) e, uma vez que a(6i) e a(z) são unidades 

de T, a(ri) também é uma unidade de T, o que nos leva a concluir que 

a{ai)a(bi)~l = a(ai)a{ri)a{ri)~l«(òi)­1 = ct(airi)o;(2;)~1. 

Analogamente, provamos que a(a2)o!(&2)
_1 = a(a2r2)a:(z)_1. 

Por outro lado, (p(ai)<p(bi)~l = ^p{a2)ip{b2)~
x implica <^(airi) = (p(a2r2), logo, 

existe s G S tal que (airi —a2r2)s = 0; consequentemente, a{air\ — a2r2)a:(s) = 0. 
Uma vez que a(s) é uma unidade de T, concluímos que 

a(airi)a(z)~1 = a{a2r2)a{zyl, 

logo, 

«(a^G^òi)"1 = a(a2)a(62)"1. 

Tendo em conta o que foi visto anteriormente, podemos definir a aplicação: 

/ : R' ­> T 

com a G i? e 6 G 5". 
Assim definida, / é um homomorfismo de anéis. 
Observe­se agora que, dado x G R, 

f{<p{x)) = f^(xMl)-
1
) = a(x)a(l)-

1 = a(x), 

logo, / o ip = a. Por outro lado, se tomarmos um homomorfismo de anéis 
g : R! —> T tal que g o tp = a e considerarmos a G i? e 6 G S, concluí­

mos que 

a(a) = #(</>(<*)) = 3(>(aV0)~V0) ) 
= ^ ( a M ò ) ­ 1 ) ^ ) ) =p(V,(a)^(ò)­1)a(ò), 

logo, ^((^(a)^(ò)­1) = «(a)a(ò)­1 , isto é, g = f. 
A aplicação / : i?' —> T é, pois, o único homomorfismo de anéis que 

satisfaz a propriedade f o (p = a, como desejávamos provar. ■ 

Corolário 2.1.16 Sejam R um anel, S um conjunto de denominadores à direita 
em R e Si, S2 anéis de fracções à direita de R com respeito a S; então Si — S2. 
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Demonstração. Sejam cf>l: R —► Si e </>2 : R —► S2 homomorfis­

mos de anéis que satisfazem as condições a), b) e c) da Definição 2.1.1. 
Pela Proposição 2.1.15, existe um e um só homomorfismo de anéis 

«i : Si —> S2 

tal que a\ o (j)1 = 4>2­ Analogamente, existe um e um só homomorfismo de anéis 

a2 : S2 —> Si 

tal que a2 ° §2 — 0i ■ Assim, «i o a2 o 02 = </>2. 
Uma vez que id o <j62 = ai o a2 o 02 e, pela Proposição 2.1.15, existe um e 

um só homomorfismo / tal que / o 02 = </>2, então zd = ai o a2. Analogamente, 
concluímos que id = a2 ° CÜI, logo, «i é um isomorfismo de anéis e Si — S2, como 
desejávamos provar. ■ 

Aplicando o Teorema 2.1.12 concluímos que, dados um anel R e um conjunto 
de denominadores à direita C, existe um anel de fracções à direita de R com 
respeito a C ­ RC^1. Do Corolário anterior resulta que, a menos de isomorfismo, 
o anel de fracções à direita de R com respeito a C é único. 

Dados um anel R e um automorfismo cr de R, o anel R[x, x~l\ a] introduzido 
no Exemplo 1.1.3 não é mais do que o anel de fracções à direita (e à esquerda) do 
anel R! = R[x;a] (introduzido no Exemplo 1.1.2) com respeito ao subconjunto 
multiplicativo de R' ­ S — {xn : n G N0}. Se tomarmos xn E S e 

vfc=0 

k ' e #, 

com afc G i?, para todo /c G {0, . . . ,m}, uma vez que cr é um automorfismo de R, 
para todo k G {0, . . . ,m}, existe bk E R tal que crra(òfe) = ak, logo, 

5^afcx
fc 

afcX x 
,fc=0 

Concluímos, assim, que S é um conjunto de Ore à direita em R'. Com o intuito 
de demonstrarmos que S é um conjunto reversível à direita, consideremos 

' n \ 

^2akx
k
\ eR, 

xk=0 J 

com ak G R, para todo k G {0, . . . ,n}, e xm G S tal que xm(J]fc=o afc£fc) = 0, 
logo, crm(a0) = ... = am(an) = 0. Como a é um automorfismo, a0 = ... = 
an = 0. Consequentemente, (X)fc=o akxk) xTn = 0. Concluímos assim que S é um 



2.2. ANÉIS DE GOLDIE 63 

conjunto de denominadores à direita em R'. Analogamente, verificamos que S é 
um conjunto de denominadores à esquerda em R'. 

Consideremos o homomorfismo de anéis 

4> : R[x\a] —> R[x, x~lm,a] 
i=o rix ~~*" 2^i=oTiX 

Todos os elementos de <p(S) são invertíveis em R[x,x~l]a], pelo que 4> satisfaz a 
condição a) da Definição 2.1.1. Por outro lado, todo o elemento y de R[x, x~~l; cr] 
escreve-se na forma y = Yl1i=-mrix^ P a r a alguns n ,m GN e r ; 6 i?, para todo 
—m < i < n. Logo, 

y= [J2ry+Ax-m. 
\i=—m / 

Fazendo Si = r j_ m , para todo i G {0,..., m + n}, temos 

( n+m \ 

Yi8iXiU{xm)-\ 
o que nos leva a concluir que 4> satisfaz a condição b) da Definição 2.1.1. Uma 
vez que Ker{4>) = 0 e tg (R'R>) = 0, 

Ker{4>) = 0 = {r G R' : rz = 0, para algum z £ S}. 

Logo, i?[x,x_1;a] é o anel de fracções à direita de R' com respeito a S. Analo­
gamente, verificamos que R[x, x~ ; cr] é o anel de fracções à esquerda de R' com 
respeito a 5. Assim, 

Proposição 2.1.17 Sejam R um anel e a um automorfismo de R. Então S — 
{xl : i G No} é um conjunto de denominadores à direita e à esquerda em R[x; a] 
e R[x, a;-1; cr] é ane/ de fracções à direita e à esquerda de R[x;a] com respeito a 
S. 

2.2 Anéis de Goldie 
Nesta secção, estudaremos uma classe especial de anéis - os anéis de Goldie. 

Os anéis de Goldie semiprimos apresentam várias propriedades a salientar. 
Em particular, qualquer anel de Goldie semiprimo R tem anel de fracções à 
direita (e à esquerda) com respeito a um subconjunto multiplicativo especial -
o conjunto dos elementos regulares, sendo o correspondente anel de fracções à 
direita (e à esquerda) semisimples. No caso de R ser um anel de Goldie primo, 
o anel de fracções à direita (esquerda) com respeito ao conjunto dos elementos 
regulares de R é não só semisimples mas também simples. 
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Definição 2.2.1 Dizemos que um elemento x de um anel R é regular à direita 
se rannR(x) = 0. De forma análoga, definimos elemento regular à esquerda. 
Um elemento é regular se é regular à direita e à esquerda. Designamos o con­
junto dos elementos regulares de R por C^(0). 

Definição 2.2.2 Dados um anel R e um ideal próprio I de R, designamos o 
conjunto {x G R : x + I é um elemento regular de R/I} por CR(Í). 

Observe-se que CR(0) é precisamente o conjunto constituído pelos elementos 
x de R tais que x + 0 é regular em R/0. 

Definição 2.2.3 Um anel R é um anel de Goldie à direita se R tem dimensão 
de Goldie à direita finita e R satisfaz c.c.a. em anuladores à direita em R. De 
forma análoga, definimos anel de Goldie à esquerda. Um anel é anel de 
Goldie se é simultaneamente anel de Goldie à direita e à esquerda. 

Todo o anel Noetheriano à direita (respectivamente à esquerda) é um anel 
de Goldie à direita (respectivamente à esquerda); no entanto, o recíproco não é 
verdadeiro. Como contra-exemplo basta considerar qualquer domínio comutativo 
não Noetheriano. Assim, se considerarmos os anéis da forma R — K[{XÍ : i G Z}], 
onde K é um corpo e X — {XÍ : i G Z} é um conjunto constituído por variáveis 
comutativas, temos que R é um domínio comutativo. Por outro lado, a cadeia 

XiR ^ x\R + x2R ^ ... ^ x\R + x2R + ... + xnR ^ ... 

é uma cadeia propriamente ascendente de ideais de R, logo, R é um anel não 
Noetheriano. Consequentemente, o anel R é um anel de Goldie à direita (e à 
esquerda) não Noetheriano à direita (e à esquerda). 

Definição 2.2.4 Seja Q um anel. Dizemos que um subanel R deQ é uma ordem 
à direita em Q, se CR(0) Ç U(Q) e todo o elemento de Q se pode escrever na 
forma as~l, com a G R e s G CR(0). De forma análoga, definimos ordem à 
esquerda. 

Note-se que afirmar que Q é o anel de fracções à direita de um anel R com 
respeito a CR(0) é equivalente a afirmar que R é, a menos de isomorfismo, uma 
ordem à direita no anel Q. 

No caso particular de o anel R ser Artiniano à direita, verificaremos que R é 
uma ordem à direita em si mesmo. 

Proposição 2.2.5 Num anel Artiniano à direita (respectivamente à esquerda), 
todo o elemento regular à direita (respectivamente à esquerda) é uma unidade. 
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D e m o n s t r a ç ã o . Sejam R um anel Artiniano à direita e x um elemento 
regular à direita em R. Consideremos a cadeia de ideais direitos 

... <xnR< ... <xR. 

Uma vez que R é anel Artiniano à direita, existe um número natural n tal que 
xnR = xn+1R. Em particular, existe y £ R tal que xn — xn+ly, logo, xn(l — xy) = 
0. Uma vez que x é regular à direita, 1 = xy, isto é, x é invertível à direita e 
y é invertível à esquerda. Suponhamos que existe z € R tal que yz = 0, logo, 
0 = {xy)z = z, de onde concluímos que y é um elemento regular à direita. Pelo 
que vimos anteriormente, y é invertível à direita. Como R é um anel, os inversos, 
respectivamente, à direita e à esquerda de y, coincidem, logo, x é uma unidade 
de R, como desejávamos provar. ■ 

Da Proposição enunciada resulta, em particular, que todo o elemento regular 
x de um anel Artiniano à direita (ou à esquerda) R é uma unidade de R, isto é, 
Cfí(0) Ç U(R). Como todo o elemento de r de R se escreve na forma r = r . l = 
r . l ­ 1 , onde 1 G CR(0), estão reunidas as condições necessárias para afirmarmos 
que R é uma ordem à direita em R, logo, R ~ i?C#(0)_ 1 . 

P r o p o s i ç ã o 2.2.6 Seja R um anel Artiniano à direita (ou à esquerda); então R 
é uma ordem à direita em R. Em particular, R ~ RCR(0)~1M 

Da Proposição anterior resulta, em particular, que todo o anel semisimples é 
uma ordem à direita em si mesmo e, portanto, é uma ordem à direita num anel 
semisimples. A questão sobre a qual nos debruçaremos em seguida é: "Quando 
é que um anel R é uma ordem à direita num anel semisimples?". No resultado 
principal desta secção, o "Teorema de Goldie", provamos que um anel R é (a 
menos de isomorfismo) uma ordem à direita num anel semisimples Q se e só se 
R é um anel de Goldie à direita semiprimo. Com vista a provar este Teorema, 
necessitamos de alguns resultados que, em seguida, demonstraremos. 

L e m a 2.2.7 Sejam R um anel com dimensão de Goldie à direita finita e a um 
elemento regular à direita de R; então (ÜR)R <e RR. 

D e m o n s t r a ç ã o . Uma vez que a é elemento regular à direita, 

<j6: R ­+ R 
r —> ar 

é um i2­monomorfismo. Pelo Corolário 1.9.14, {OR)R <e RR, como desejávamos 
provar. ■ 
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Proposição 2.2.8 Seja R um anel semiprimo, não singular à direita e com di­

mensão de Goldie à direita finita; então: 
a) se a é um elemento regular à direita em R, a G CR(0). 
b) se I é um ideal direito não nulo de R, então existe a G I tal que 

rannR(a) fl i = 0. 

Demonstração, a) Seja b G lannR(a); então b(aR) = 0 e, como pelo Lema 
2.2.7, (aR)R <e RR, então, b G Z(RR). Como R é um anel não singular à direita, 
Z(RR) = 0 , logo, a é um elemento regular de R. 

b) Provaremos o resultado por indução na dimensão de Goldie de ideais di­

reitos não nulos de R. 
Se V é um ideal direito não nulo de R tal que u.dim(I') = 1, então / ' é 

um ideal direito uniforme. Como R é anel semiprimo, (I')2 / 0, logo, existem 
a, a' G V tais que ad ^ 0. Com vista a um absurdo, suponhamos que 

J = I' fl rannR(a) ^ 0. 

Então, por V ser um ideal direito uniforme, J <e I', logo, pela Proposição 1.5.1, 

K = {x G R : olx G J} <e RR­

Ora, aa'K < aJ = 0 e, uma vez que KR <e RR, aa! G Z(RR). Como R é um 
anel não singular à direita, Z(RR) = 0 ­ o que é absurdo. O absurdo resultou de 
supormos que / ' n rannR(a) ^ 0, logo, / ' H rannR(a) = 0. 

Seja n > 1 e suponhamos que, para todo o ideal direito não nulo K cu­

ja dimensão de Goldie é estritamente menor que n, existe a G K tal que K fl 
rannR{a) = 0. Consideremos um ideal direito não nulo V de R tal que u. dim(/') = 
n. Seja K' um ideal direito não nulo tal que K' Ç V e K' tem dimensão de Goldie 
n—l. Por hipótese de indução, existe a0 G if' tal que rannR(a0) D if' = 0. Seja 

J = V D rannR(ao). 

Se J = 0, consideramos a = ao­

Suponhamos que J 7̂  0. Como Jflif' = 0, J ^ e / ' , logo, pelo Corolário 1.9.13, 
u. dim(J) % n. Por hipótese de indução, existe b G J tal que rannR(b) D J = 0. 
Seja a = ò + a0; então, como J fl if' = 0, 

rannR(a) = rannR(a0) fl rannR(b), 

logo, 

rannR(a) D V = rannR(a0) f l / ' i l rannR(b) = rannR(b) f l J = 0. 

Concluímos, pois, que existe a £ / ' tal que rannR(a) D V = 0. 
Uma vez que i? tem dimensão de Goldie à direita finita, todos os ideais direitos 

não nulos de i? têm dimensão de Goldie finita, pelo que o resultado é válido. ■ 
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Lema 2.2.9 Sejam R um anel e I um ideal de R tal que I2 = 0; então lannR(I) 
é um ideal direito essencial de R. 

Demonstração. Se / = 0, lannR(I) = R e lannR(I) é um ideal direito 
essencial de R. 

Suponhamos que I / 0. Seja K um ideal direito de R tal que Kf)lannR(I) = 0. 
Uma vez que I2 = 0, I Ç lannR(I), logo, K C\ I = 0. Ora, como / é um ideal 
bilateral, Kl = 0, logo, K Ç lannR(I), o que implica K = 0. Logo lannR(I) é 
um ideal direito essencial de .R. ■ 

Lema 2.2.10 Sejam R um anel e A um anulador à direita (respectivamente à es­

querda) em R; entãorannR(lannR{A)) = A (respectivamente lannR(rannR(A)) = 
A). ' " 

Demonstração. Como lannR{A)A = 0, A Ç rannR(lannR(A)). 
Reciprocamente, como A é um anulador à direita em R, A = rannR(X), para 

algum subconjunto X de R, logo, XA = 0. Consequentemente, X Ç lannR(A), 
de onde concluímos que 

rannR(lannR(A)) Ç rannR(X) — A, 

como desejávamos provar ■ 

Estamos, agora, em condições de enunciar e demonstrar o resultado principal 
desta secção. 

Teorema 2.2.11 [Goldíe] Seja R um anel. As seguintes afirmações são equi­

valentes: 
a) R é um anel de Goldie à direita semiprimo, 
b) R é anel semiprimo, não singular à direita e tem dimensão de Goldie à direita 
finita, 
c) para todo o ideal direito I de R, IR <e RR se e só se I C\CR(0) ^ 0, 
d) R é, a menos de isomorfismo, uma ordem à direita num anel semisimples Q. 

Demonstração, a) =>■ b) 
Para provarmos esta implicação é suficiente provar que um anel semiprimo R 

que satisfaz a.c.c em anuladores à direita em R é não singular à direita. 
Designemos Z(RR) por J e consideremos a cadeia de ideais direitos 

rannR(J) Ç ... Ç rannR(Jn) Ç .... 

Como R satisfaz c.c.a. em anuladores à direita em R, existe um número natural 
n tal que 

rannR(Jn) = rannR(Jn+1). 
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Com vista a um absurdo, suponhamos que Jn+l ^ 0; então, existe x G J tal 
que Jnx ^ 0. Suponhamos agora que, para todo b G J tal que Jnb ^ 0, existe 
c G J tal que 

Jnc ^ 0, rannR{b) ^ rannR(c); 

então, conseguimos construir uma cadeia propriamente ascendente infinita de 
anuladores à direita em R - o que é absurdo, uma vez que R satisfaz c.c.a. em 
anuladores à direita em R. Concluímos, assim, que existe a G J tal que Jna / 0 
e, para todo b G J tal que rannR(a) ^ ranriR(b), Jnb — 0. 

Seja b G J. Por definição de J, rannR(b) < e RR, logo, rannR(b) HaR^O, de 
onde concluímos que existe c G i? tal que ac ^ 0 e bac — 0. Como ba E J e 

rannR(a) Ç rannR(ba), 

por definição de a, Jn6a = 0. Ora, como 6 é um elemento arbitrário de J, 
jn+ia _ o5 isto é, a G rannR(Jn+1). Uma vez que 

rannR(Jn+1) = rannR(Jn), 

temos um absurdo. O absurdo resultou de supormos J n + 1 7̂  0, logo, J é um ideal 
nilpotente. Pelo facto de R ser um anel semiprimo, concluímos que J = Z(RR) = 
0, logo, .R é um anel não singular à direita. 

b)=>c) 
Seja I um ideal direito de R tal que IPICR(0) ^ 0. Consideremos a G lnCR(0). 

Pelo Lema 2.2.7, (ai?)fí < e Í2R, logo, 7R <e RR. 
Reciprocamente, seja I um ideal direito essencial de R; pela Proposição 2.2.8, 

existe a G I tal que 

rannR(a) n I = 0, 

logo, rannR(a) = 0. Mas, pela Proposição 2.2.8, rannR(a) = 0 implica a G CR(0), 
logo, / n Cfl(0) / 0, como desejávamos provar. 

c)=>d) 
Comecemos por verificar que CR(0) é um conjunto de Ore à direita em R. 
Para tal, consideremos a G R e s G CK(0) ; por c), (si?)fl < e Í?R, logo, pelo 

Corolário 1.5.2, 

I = {r G R : ar G si?} < e i?R. 

Porc) , /nCji(O) ^ 0 , istoé, 

aCfi(0) n sR + 0. 

Provamos, assim, que CR(0) é um conjunto de Ore à direita em R. Como CR(0) 
é um conjunto de Ore à direita em R e é reversível à direita em R (pois todos 



2.2. ANÉIS DE GOLDIE 69 

os seus elementos são regulares), então CR(0) é um conjunto de denominadores 
à direita em R, logo, existe anel de fracções à direita de R com respeito a CR(0) 
- Q. Seja (f) : R —> Q um homomorfismo de anéis que satisfaz as condições 
a), b) e c) da Definição 2.1.1; então 4>(R) ~ R, o que nos leva a identificar R e 
(p(R). Consequentemente, R é uma ordem à direita em Q. 

Provaremos seguidamente que Q é anel semisimples. Para tal, consideremos 
um ideal direito não nulo I de Q. Pela Proposição 1.5.3, podemos considerar um 
ideal direito J de R tal que 

((inR)®J)R<eRR 

e, por c), existe um elemento regular x de R tal que x G (/ fl R) © J. Uma vez 
que R é uma ordem à direita em Q, x é uma unidade de Q, logo, 

Q = {InR)Q + JQ. 

Ora, como (7 n R)Q = J e ( / í l i?)Q n JQ = 0, concluímos que I ® JQ = Q; 
consequentemente, / é uma parcela directa de Q. Como todo o ideal direito de 
Q é parcela directa de Q, pela Proposição 1.5.4, Q é anel semisimples, como 
desejávamos provar. 

d) => a) 
Seja R uma ordem à direita num anel semisimples Q. Consideremos um ideal 

I de R tal que I2 = 0. Pelo Lema 2.2.9, o ideal bilateral / ' = lanriR^I) é essen­
cial como ideal direito de R, logo, (I'Q)Q < e QQ- Uma vez que Q é um anel 
semisimples, pela Proposição 1.5.6, I'Q = Q. Em particular, 

1 = a^1 + ... + anb~1, 

para alguns ai,...,an G V e b\,...,bn G CR(0). Aplicando a Proposição 2.1.14, 
concluímos que 1 = ab~l, para alguns a G / ' e b G CR(0) , logo, b G / ' , de onde 
concluímos que V contém um elemento regular b. Ora, como bl = 0, I = 0. 
Concluímos, assim, que R é anel semiprimo. 

Consideremos uma cadeia Ai Ç ... C An Ç ... de anuladores à direita em R, 
logo, 

... Ç lannji(An) Ç ... C lannR(Ai). 

Consequentemente, 

rannq(lannR(Ai)) Ç ... C ranriQ(lannR(An)) Ç .... 

Uma vez que Q é anel semisimples, Q é anel Noetheriano à direita, logo, existe 
um número natural n tal que 

rannQ{lannR(An)) = rannQ(lannR(Am)), 
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para todo m > n. Logo, aplicando o Lema 2.2.10, 

An = rannR(lannR(An)) = ranriQ{lannR{An)) C\R = rannQ(lannR(Am)) fl R 
= rannR(lannR(Am)) = Am, 

para todo m > n. Está, pois, provado que R satisfaz c.c.a. em anuladores à 
direita em R. 

Seguidamente iremos provar que R tem dimensão de Goldie à direita fini­

ta. Com vista a um absurdo, suponhamos que existe uma família independente 
infinita (IJ)J&L de ideais direitos não nulos de R. Para cada j G L, escolhemos 
ij G i j \{0}. Consideremos os ideais direitos de Q da forma ijQ, com j G L. Como 
Q é anel Noetheriano à direita, a família (ijQ)jeL é dependente, logo, existem 
jx, ...,jn e Le qh,..., qjn G Q tais que 

ij1qjl + ­+ijnqjn = 0 

e i3lqj{ ^ 0, para todo l G {1, . . . ,n}. Como R é uma ordem à direita em Q, Q 
é anel de fracções à direita de R com respeito a CR(Q), logo, podemos aplicar 
a Proposição 2.1.14 e determinar ai, ...,an G R\{0} e c G CR(0) tais que qh = 
aie ­ 1 , ..., Ojn = anc_ 1 . Consequentemente, 

i^ai + ... + ijnan = 0 

e ijtai 7̂  0, para todo l G {1, . . . ,n}, o que contraria o facto de a família {Ij)jeL 
ser independente. Consequentemente, R não contém somas directas de famílias 
infinitas de ideais direitos não nulos. Está, pois, provado que R é anel de Goldie 
à direita. ■ 

Corolário 2.2.12 Seja R uma ordem à direita num anel semisimples Q; então 
Q é anel simples se e só se R é anel primo. 

Demonstração. Suponhamos que R é anel primo. 
Seja J um ideal bilateral não nulo de Q; logo, J fl R é um ideal bilateral não 

nulo de R. Uma vez que R é anel primo, pela Proposição 1.5.7, 

( J n R)R <e RR, 

logo, pelo Teorema de Goldie, J H R contém um elemento regular de R. Conse­

quentemente, J contém uma unidade de Q e J = Q. Provamos, assim, que Q é 
anel simples. 

Reciprocamente, suponhamos que Q é anel simples e consideremos ideais A, B 
de R tais que AB = 0. Suponhamos que A ^ 0. Como QAQ é um ideal bilateral 
não nulo de Q e Q é anel simples, QAQ = Q. Em particular, 

n 

1 = ^ftOiCicÇ"1, 
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onde gi G Q, a, G A, Cj G iî e cii e CR(0), para todo i tal que 1 < i < n. 
Aplicando a Proposição 2.1.14, concluímos que existem c G CR(0) e a­ G A, para 
todo i tal que 1 < i < n, tais que 

n 

1 = J^ç^c
­1

, 
t = i 

logo, c = X r̂=i ^ a í ­ Uma vez que c G QA, cB = QAB = 0. Ora, como c é regular, 
aB = 0 implica £? = 0. Consequentemente, R é anel primo, como desejávamos 
provar. ■ 

Corolário 2.2.13 Seja X um subconjunto multiplicativo de um anel de Goldie à 
direita semiprimo R. Se X Ç CR(0) e todo o ideal direito essencial de R intersecta 
X não trivialmente, então, X é um conjunto de denominadores à direita em R e 

RX~l ~ RCR{0)­\ 

Demonstração. Pelo Teorema de Goldie, existe anel de fracções à direita 
de R com respeito a CR(0) ­ RCRÍO)'1. Seja <p : R ­> RCRÍO)"1 um ho­

momorfismo de anéis que satisfaz as condições a), b) e c) da Definição 2.1.1. 
Provaremos que Í ? C H ( 0 ) _ 1 é anel de fracções à direita de R com respeito a X. 

Observe­se que, como X Ç CR(0), todo o elemento da forma 4>(x), com i G l , 
é uma unidade de i?C^(0)_1. 

Se considerarmos z E ­RC^(O)­1, concluímos que z — 0(a)0(6)_1, para alguns 
a e R e b G CR(0). Pelo Teorema de Goldie, (bR)R <e RR, logo, por hipótese, 

bRf]X ^ 0 , 

o que nos leva a concluir que existem r G R, x G X tais que br = x. Uma vez 
que </>(ò) e 4>{x) são unidades de i2Cft(0)­1, <j)(r) é uma unidade de RCR^)^1. 
Consequentemente, z = 0(ar)0(x)~1, o que nos leva a concluir que todos os 
elementos de i?C^(0)_1 se escrevem na forma 4>(s)4>{y)~1, para alguns s G i? e 

Uma vez que 

Ker(4>) = {r e R : rx — 0: para algum x G X} = 0, 

estão reunidas as condições necessárias para afirmar que RCR{ÇI)~1 é anel de 
fracções à direita de R com respeito a X. Logo, X é um conjunto de denomina­

dores à direita em R e ­RC^O)"1 ~ RX~X. ■ 

Em seguida verificaremos que um anel de Goldie à direita apresenta uma 
propriedade especial ­ o facto de todo o seu nil­ideal ser nilpotente. 

Dado X um ideal de um anel R, apresentaremos uma condição "mais fraca" 
que a condição UX é nilpotente" e verificaremos que, no caso particular de R 
satisfazer c.c.a. em anuladores à direita em R, as condições são equivalentes. 
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Definição 2.2.14 Sejam R um anel e X um ideal de R. Dizemos que X é T­

nilpotente se, para qualquer sequência (xi)ieN de elementos de X, existir um 
número natural m tal que xm...x%X\ = 0. 

Lema 2.2.15 Sejam R um anel que satisfaz c.c.a. em anuladores à direita em 
R e X um ideal de R. 0 ideal X é T­nilpotente se e só se X é nilpotente. 

Demonstração. É óbvio que, se X é nilpotente, X é T­nilpotente. 
Reciprocamente, suponhamos que X é T­nilpotente. Uma vez que 

rannR(X) Ç ... C rannR(Xn) Ç ... 

e R satisfaz c.c.a. em anuladores à direita em R, existe um número natural n tal 
que rannR(Xn) = rannR(Xm), para todo m > n. 

Com vista a um absurdo, suponhamos que X não é nilpotente. Como Xn+1 ^ 
0, existe xi e X tal que Xnxx ^ 0, logo, Xn+1Xi ^ 0. Analogamente, concluímos 
que existe x2 G X tal que Xnx2X\ ^ 0, logo, 

XU+1X2X1 j : 0. 

Repetindo o processo, construímos uma sequência de elementos de X ­ (xi)ieN tal 
que xm...xi / 0, para todo m > 1, o que contraria o facto de X ser T­nilpotente. 
Concluímos, assim, que X é nilpotente, como desejávamos provar. ■ 

Teorema 2.2.16 [Herstein, Small, Lanski] Sejam R um anel de Goldie à 
direita e X um nil­ideal de R; então X é nilpotente. 

Demonstração. Pelo Lema 2.2.15, é suficiente provar que X é T­nilpotente. 
Com vista a um absurdo, suponhamos que X não é T­nilpotente. 
Dizemos que um elemento x G X satisfaz a condição A) se existir uma se­

quência de elementos de X ­ (zi)ieN tal que Z\ = x e zm...z2zi ^ 0, para todo 
m > 1. Seja 

Si = {x e X : x satisfaz a condição A)}. 

Como, por hipótese, X não é T­nilpotente, Si^fy. Consideremos xi e Si tal que 
rannR(xi) é maximal entre os anuladores à direita em R de elementos de S\. 

Seja n um número natural maior que 1. Definiremos xn indutivamente. Para 
tal, suponhamos já definidos x2 G S2, ••­, xn­i G Sn­i. Consideremos 

Sn = {x G X : xxn­i...xi satisfaz a condição A)}. 

Como Sn 7̂  0, podemos tomar xn G Sn tal que rannR(xn) é maximal entre os 
anuladores à direita em R de elementos de Sn. 
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Para todo o número natural n, designamos por yn os elementos da forma 
xn...X\. Observe­se que yn ^ 0, para todo o número natural n. 

Como xi+j...xi+i € X e 

[Xi+j...Xi+iXi)(xi­i...Xi) 7̂  0, 

para todos i,j G N, então, XÍ+J...XÍ+\XÍ G Si, para todos i,j G N. Por outro 
lado, como ranriR(xi) é maximal entre os anuladores à direita dos elementos de 
Si, concluímos que 

ranri[i(xi) = rannn(xi+j...Xi+iXi), para todos i,j G N. 1) 

Com vista a um absurdo, suponhamos que existem n , i ç N tais que Xiyn / O e 
n > i > 1. Uma vez que Xiyn ^ 0, por 1), (xi+j...Xi)yn ^ 0, para todo o número 
natural j , logo, 

{Xi+j...Xi+i)[{XiXn...Xi){Xi_i...xi)\ 7= 0, 

para todo o número natural j . Consequentemente, XiXn...Xi G Si. Por definição 
de Xi, 

rannR(xi) = rannR(xiXn...Xi). 2) 

Pelo facto de X ser nil existe um número natural k tal que (xn...Xi)k = 0, logo, 

Xi\Xn.. .Xi JyXn.. .Xi J U. 

Aplicando 2), concluímos que i í ( x n . . . i i ) ' í " 1 = 0. Repetindo o processo k — 2 
vezes, obtemos Xi(xn...Xi) = 0 e, logo, Xiyn = 0, o que é absurdo. O absurdo 
resultou de supormos Xiyn ^ 0, logo, Xiyn = 0, para todos n, i G N tais que 
n > i > 1. 

Consideremos, agora, a família de ideais direitos não nulos de R, (ynR)ne^. 
Uma vez que R é anel de Goldie à direita, concluímos que a família apresentada 
é dependente, logo, existem r\, ...,rn G R tais que 

t/i ri + ... + ynrn = 0, 

onde os elementos da forma yjTj, com 1 < j < n, não são todos nulos. Logo, 

­x2yir1 = x2y2r2 + ■•• + x2ynrn. 

Uma vez que Xiy^ = 0, para todos k, i G N tais que k > i > 1, 

£22/27­2 = ... = £2yn?~n = °> 

logo, x2yiTi = 0. Como r i G rannR(x2yi) e, por 1), 

rannji(xi) = rannn(x2Xi) = rannji(x2yi), 
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tem­se X\T\ = y\Ti — 0. Repetindo o processo, concluímos que y\T\ — ... = ynrn = 
0, o que é absurdo. O absurdo resultou de supormos que X não era T­nilpotente, 
logo, X é T­nilpotente e, pelo Lema 2.2.15, X é nilpotente, como desejávamos 
provar. ■ 

Corolário 2.2.17 Seja R um anel de Goldie à direita; então V(R) é nilpotente. 

Demonstração. Pela Proposição 1.1.9, V{R) é um nil­ideal, logo, pelo Teo­

rema 2.2.16, V(R) é nilpotente. ■ 

2.2.1 Torção de um módulo 
No caso particular de R ser um anel de Goldie à direita semiprimo, concluímos, 
pelo Teorema de Goldie, que R é, a menos de isomorfismo, uma ordem à direita 
num anel Q, logo, CR(0) é um conjunto de denominadores à direita em R. Neste 
caso, dizemos que um i?­módulo M é um .R­módulo de torção se M for um 
i?­módulo de Cfl(0)­torção e M é um .R­módulo livre de torção se M for 
um .R­módulo livre de C#(0)­torção e designamos o i?­módulo tCR(o)(M) por R­

submódulo de torção de M. Começamos por relacionar dois i?­submódulos ­

Z(M) e tcR(o){M) ­ de um dado ií­módulo M sobre um anel de Goldie à direita 
semiprimo R. 

Lema 2.2.18 Sejam R um anel de Goldie à direita semiprimo e M um R­

módulo; então Z(M) = {m <E M : mx = 0, para algum x G 6^(0)} = tcR(p)(M). 

Demonstração. Se m G Z(M), por definição, / = rannR(m) <e RR. Pelo 
facto de i" ser um ideal direito essencial de um anel de Goldie à direita semiprimo, 
aplicando o Teorema de Goldie, concluímos que / contém um elemento regular 
x. Em particular, mx = 0 e m G tcR(o)(M). 

Reciprocamente, consideremos m G M tal que mx = 0, para algum x G CR(0). 
Logo, mxR = 0 e , uma vez que x G CR(0) e R é um anel de Goldie à direita 
semiprimo, (XR)R <e RR, logo, 

rannR(m) <e RR 

e m G Z{M). Consequentemente, 

Z(M) = {m G M : mx = 0, para algum x G CR(0)} — tcR(o)(M), 

como desejávamos provar. ■ 

O Corolário que se segue é uma consequência imediata do Lema 2.2.18. 
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Corolário 2.2.19 Sejam R um anel de Goldie à direita semiprimo e M um R-
módulo. Afirmar que M é um R-módulo de torção é equivalente a afirmar que 
M é um R-módulo singular e afirmar que M é um R-módulo livre de torção é 
equivalente a afirmar que M é um R-módulo não singular M 

A Proposição seguinte é uma consequência imediata do Corolário 2.2.19, da 
Proposição 1.6.2 e da Proposição 1.6.3. 

Proposição 2.2.20 Seja R um anel de Goldie à direita semiprimo; então: 
a) todos os R-submódulos, módulos quocientes e somas de R-módulos de torção 
são R-módulos de torção, 
b) todos os R-submódulos, somas directas e extensões essenciais de R-módulos 
livres de torção são R-módulos livres de torção, 
c) sejam M um R-módulo e N um R-submódulo de M tal que N e M/N são 
R-módulos livres de torção; então M é um R-módulo livre de torção, 
d) seja N um R-submódulo essencial de um R-módulo M ; então M/N é um 
R-módulo de torção, 
e) sejam M um R-módulo livre de torção e N um R-submódulo de M tal que 
M/N é um R-módulo de torção; então N <e M. 

Como, pelo Teorema de Goldie, os anéis de Goldie à direita semiprimos são não 
singulares à direita, aplicando a Proposição 1.6.4 e o Corolário 2.2.19, podemos 
enunciar o seguinte resultado: 

Proposição 2.2.21 Seja R um anel de Goldie à direita semiprimo, 
a) para todo o R-módulo M, o R-módulo M/Z(M) = M/tcR(o)(M) é livre de 
torção, 
b) se N é um R-submódulo de um R-módulo M tal que N e M/N são R-módulos 
de torção, então M é um R-módulo de torção, 
c) toda a extensão essencial de um R-módulo de torção é um R-módulo de torção. 

Consideremos um anel de Goldie à direita semiprimo R e um .R-módulo M. 
Uma vez que M <e E(MR), pela Proposição 2.2.20, afirmar que M é um R-
módulo livre de torção é equivalente a afirmar que E(MR) é um .R-módulo livre 
de torção e, pelas Proposições 2.2.20 e 2.2.21, afirmar que M é um .R-módulo de 
torção é equivalente a afirmar que E(MR) é um R-módulo de torção. Portanto, 

Lema 2.2.22 Sejam R um anel de Goldie à direita semiprimo e M um R-
módulo; então M é um R-módulo livre de torção se e só se E(MR) é um R-módulo 
livre de torção e M é um R-módulo de torção se e só se E(MR) é um R-módulo 
de torção M 

Proposição 2.2.23 Seja R um anel de Goldie à direita semiprimo; então 

tcR(o)(Rii) = 0-
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Demonstração . Pelo Teorema de Goldie, R é anel não singular à direita, 
isto é, Z(RR) = 0. Aplicando o Lema 2.2.18, concluímos que tcR(o)(Rii) = 0. ■ 

Corolário 2.2.24 Sejam R um anel Noetheriano à direita, P um ideal próprio 
semiprimo de R e C um conjunto de Ore à direita em R tal que C Ç CR{P); 

então R/P é um R­módulo à direita livre de C­torção. 

Demonstração . O anel R/P é um anel Noetheriano à direita e semiprimo, 
logo, pela Proposição 2.2.23, R/P é um R/P­módulo à direita livre de torção. 
Uma vez que C C CR(P), R/P é um .R­módulo à direita livre de C­torção. ■ 

Provaremos em seguida que, no caso particular de R ser um anel de Goldie à 
direita semiprimo e M ser um .R­módulo uniforme, então M ou é um jR­módulo 
livre de torção ou é um R­módulo de torção. 

Propos ição 2.2.25 Sejam R um anel de Goldie à direita semiprimo e M um 
R­módulo uniforme; então M ou é um R­módulo de torção ou é um R­módulo 
livre de torção. 

D e m o n s t r a ç ã o . Se tCR(o)(M) = 0, M é um .R­módulo livre de torção. 
Suponhamos que tCR(o)(M) / 0, então, por M ser um .R­módulo uniforme, 

tcR(o)(M) <e M. Uma vez que tCR(p)(M) é um R­módulo de torção, pela Pro­

posição 2.2.21, M é um .R­módulo de torção. Concluímos, assim, que M ou é 
um R­módulo de torção ou é um .R­módulo livre de torção, como desejávamos 
provar. ■ 

No Lema que se segue relacionam­se R­módulos livres de torção com R­

módulos totalmente fiéis. 

Lema 2.2.26 Sejam R um anel primo de Goldie à direita e M um R­módulo 
não nulo livre de torção; então M é um R­módulo totalmente fiel. 

Demonstração . Suponhamos que M não é um .R­módulo totalmente fiel, 
então, existe 0 ^ N < M tal que rannR(N) ^ 0. Como I = rannR(N) é um 
ideal bilateral não nulo e f l é u m anel primo, pela Proposição 1.5.7, / é um 
ideal direito essencial de R, logo, I contém um elemento regular de R ­ c. Em 
particular, Ne = 0, o que é absurdo, uma vez que M é um .R­módulo livre de 
torção. O absurdo resultou de supormos que M não é um .R­módulo totalmente 
fiel, provando­se, assim, o desejado. ■ 

Finalizamos esta secção com um resultado relacionado com a torção de bimó­

dulos ­ Lema 2.2.28. Antes de o introduzirmos, atendamos ao seguinte Lema: 
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Lema 2.2.27 Sejam RAs um bimódulo e B um S­submódulo de A tal que R(RB) 
é finitamente gerado; então existe um número natural n tal que S/ranns(B) é 
isomorfo a um S­submódulo de ©f=1­Bí; onde Bi = B, para todo i G {1, . . . ,n}. 

Demonstração. Sejam ò1;..., bn G B tais que RB — Rb\ + ... + Rbn, logo, 

ranns(B) = ranns(RB) = D™=lranns(bi). 

Consideremos o S­ homomorfismo 
0: S ­> ®UBi 

s ­* (bis,...,bns) ' 

onde Bi = B, para todo i G {1,..., n}. Logo, 

Ora, como 

Ker(4>) = P\™=lranns(bi) = ranns(B), 

S/ranns(B) é isomorfo a um «S­submódulo de ®"=1­Bi, como desejávamos provar. 
■ 

Lema 2.2.28 Sejam RA$ um bimódulo tal que RA é Noetheriano e S é um 
anel de Goldie à direita semiprimo. Seja C um sub­bimódulo de A e B um 
S­submódulo de A que contém C. Se B/C é um S­módulo de torção, então existe 
um ideal não nulo I de S tal que BI < C. 

Demonstração. Uma vez que S é um anel de Goldie à direita semiprimo, 
pelo Corolário 2.2.19, B/C é um ^­módulo singular, logo, (ranns(b))s <e Ss, 
para todo b G B/C. 

Como RA é Noetheriano, R (RB/C) é um i?­módulo à esquerda finitamente 
gerado. Sejam ò1; ..., bn elementos de B/C que geram R (RB/C); logo 

n"=1ranns(òi) = ranns (RB/C) = ranns (B/C). 

Uma vez que (ranns (J>i))s <e Ss, para todo i G {1, . . . ,n}, concluímos que 

/ = ranns (B/C) = rÇ=xranns(bi) ^ 0. 

Provamos, assim, que existe um ideal não nulo I de S tal que BI < C. ■ 

No caso particular de o S'­submodulo B do bimódulo RAs considerado no 
Lema 2.2.28 ser de torção, concluímos, tomando C — 0, que existe um ideal não 
nulo I de S tal que BI = 0, logo, ranns(B) ^ 0. Portanto, 

Corolário 2.2.29 Seja RAs um bimódulo tal que RA é Noetheriano e S é um 
anel de Goldie à direita semiprimo. Seja B um S­submódulo de A tal que B é 
um S­módulo de torção; então ranns(B) ^ 0. 
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2.3 Módulos de fracções 
Nesta secção iremos generalizar a módulos vários dos resultados estudados sobre 
anéis de fracções. 

Comecemos por observar que se M é um RC~1-módulo à direita, onde R 
é um anel e C um conjunto de denominadores à direita em R, então, existe 
uma estrutura natural de i?-módulo à direita em M para a qual se verifica que 
tc{M) = 0. Com efeito, a aplicação 

0 : M x R -> M 
(m,r) —» m(r l _ 1 ) 

define uma estrutura de i?-módulo à direita em M e, uma vez que, dados m E M 
e c e C tais que me = 0, então m = m(cl_ 1)c_ 1 = 0, pelo que concluímos que 
tc(M) = 0. 

Definição 2.3.1 Sejam R um anel, C um conjunto de denominadores à direita 
emR e M um R-módulo à direita. Um módulo de fracções M' de M com res­
peito a C é um RC'1 -módulo à direita para o qual existe um R-homomorfismo 
f : M -+ M' tal que: 

a) todo o elemento de M' pode ser escrito na forma f(a)x~1, para alguns a G M 
e x e C, 
b)Ker{f)=tc(M). 

Com o intuito de demonstrarmos que, dados um anel R, um conjunto C de 
denominadores à direita emf i e um i?-módulo M, é sempre possível construir um 
módulo de fracções M' de M com respeito a C, introduziremos alguns resultados 
e definições. 

Definição 2.3.2 Sejam R um anel, X um subconjunto multiplicativo de R e A 
um R-módulo. Dizemos que A é X-divisível se Ax = A, para todo x E X. 

Lema 2.3.3 Sejam R um anel, X um conjunto de denominadores à direita em R 
e A um R-módulo à direita. Suponhamos que A é um R-módulo à direita livre de 
X-torção e X-divisível, então, podemos definir uma estrutura de RX'1-módulo 
à direita em A compatível com a sua estrutura de R-módulo à direita. 

Demonstração. Afirmar que A tem uma estrutura de i?X-1-módulo à di­
reita é equivalente a afirmar que existe um homomorfismo de anéis 

<j) : RX"1 -» Endz(A)op . 

Por outro lado, como A tem uma estrutura de R-módulo à direita, existe um 
homomorfismo de anéis 

tp\ R -* Endz{A)op 

r _ <p(r): A - A 
a —> ar 
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e, como RX"1 é anel de fracções à direita de R com respeito a X, existe um 
homomorfismo de anéis a : R —+ RX~l que satisfaz as condições a), b) e 
c) da Definição 2.1.1. 

Se (f(x) for uma unidade de Endz{A)op, para todo x G X, pela Proposição 
2.1.15, concluímos que existe um único homomorfismo de anéis 

0 : RX­1 ­+ Endz(A)°p 

tal que (f)o a = ip. 
Para provarmos o lema é, pois, suficiente verificar que, para todo x G X, ip(x) 

é uma unidade de Endz{A)op, ou, equivalentemente, </?(x) é uma bijecção. 
Seja x G X. Comecemos por provar que (p(x) é uma função injectiva. De 

facto, se ((f(x))(a) = 0, para algum a G A, então, ax = 0, isto é, a G £x(i4). 
Ora, como A é um .R­módulo livre de X­torção, tx(A) = 0, logo, <p(x) é uma 
função injectiva. Por outro lado, se considerarmos a G A, como A é X­divisível, 
existe a/ G ̂ 4 tal que a'x = a; consequentemente, a =(tp(x))(a'), o que nos leva a 
concluir que ip(x) ê sobrejectiva, como desejávamos provar. ■ 

Seguindo uma abordagem semelhante à descrita na página 59, demonstra­

remos que um módulo de fracções A' de um i?­módulo A com respeito a um 
conjunto X de denominadores à direita em R pode ser caracterizado à custa de 
um i?­submódulo de E(CR), onde C = A/tx{A). 

Teorema 2.3.4 Sejam R um anel, X um conjunto de denominadores à direita 
em R e A um R­módulo; então existe um módulo de fracções de A com respeito 
aX. 

Demonstração. Sejam C = A/tx(A) e B o ií­submódulo de E(CR) tal que 
B/C = tx(E(Cfí)/C). Consideremos o /^­homomorfismo 

/ : A ­ B (1) 
a ­> a + tx(A) ■ [l) 

Vamos mostrar que podemos definir em B uma estrutura de RX~^módulo à 
direita compatível com a sua estrutura de i?­módulo à direita. Pelo Lema 2.3.3, 
é suficiente mostrar que B é um .R­módulo livre de X­torção e é um .R­módulo 
X­di visível. 

Para mostrarmos que B é um jR­módulo livre de X­torção comecemos por 
notar que, pela Observação 2.1.9, tx(C) = 0. Assim, 

o = tx(c) = tx(B)nc. 

Uma vez que C <e E(CR), concluímos que tx(B) = 0, isto é, B é um R­módulo 
livre de X­torção. 
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Em seguida provaremos que B é X-divisível. Comecemos por verificar que, 
dados b G B e x G X, se tem rannR(x) Ç rannR(b). Para tal observe-se que, se 
r G rannR(x), então, xr = 0. Pela reversibilidade à direita de X, existe x' G X 
tal que rx' = 0. Consequentemente brx' = 0, o que implica br G íx(B). Uma vez 
que tx{B) = 0, r G rannR(b) e, logo, 

rannR{x) Ç rannR(b). 

Concluímos assim que, se xr = xr', para alguns r, r' G i?, então, ò(r - r') = 0, o 
que implica br = br'. Portanto, 

4> : xR -> £ ( Ç R ) (2) 
xr —> br 

está bem definida. Pelo facto de E(CR) ser um i?-módulo injectivo, podemos 
estender 0 a um ^-homomorfismo ip : R -> £7(CJ0 • Assim, <p(l)z = y?(x) = 
0(x) = 6. Para provarmos que S é X-divisível é suficiente provar que ip(l) G B. 
Ora, como <p(l)x e B e B/C = tx(E(C)/C), concluímos que existe x' G X tal 
que 

(p(l)z + C)x' = M l ) + C)xx' = 0 B / C 

e, uma vez que xx! G X, y?(l) G B. Está, pois, demonstrado que B possui uma 
estrutura de i?X-1-módulo à direita compatível com a sua estrutura de f?-módulo 
à direita. 

Para provarmos que B é um módulo de fracções de A com respeito a X é 
suficiente verificar que o iMiomomorfismo / definido em 1) satisfaz as condições 
a) e b) da Definição 2.3.1: 

a) Como B/C = tx{E(C)/C), dado be B, existe x G X tal que 

(b + C)x = 0B/c, 

logo, bx G C. Ora, como bx eC,bx = / (a) , para algum a e A, logo, 6 = /(a)x"1 , 
com a G A e x G X. 

b) Por definição, Ker(f) = tx(A). Estão, pois, reunidas as condições ne­
cessárias para afirmar que B é u m módulo de fracções de A com respeito a X. 
m 

Sejam R um anel, X um conjunto de denominadores à direita em R e M um 
i?-módulo; o módulo de fracções de M com respeito a X construído no Teorema 
2.3.4 será representado por MX'1. Representamos cada elemento y G M X " 1 por 
ab~l, com a G M e b G X. 

Demonstrámos a existência de módulo de fracções de um i?-módulo arbitrário 
com respeito a um conjunto X de denominadores à direita em R. O passo seguinte 
será provar que, a menos de isomorfismo, o módulo de fracções é único. 
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Proposição 2.3.5 Sejam R um anel, C um conjunto de denominadores à direita 
em R, M um R-módulo, M' um módulo de fracções de M com respeito aC, N um 
RC~X-módulo à direita e g : M —> N um R-homomorfismo. Designemos 
por f : M —> M' um R-homomorfismo que satisfaz as condições a) e b) da 
Definição 2.3.1; então existe um e um só RC~l -homomorfismo h : M' —> TV 
tal que h o / = g. 

Demonstração. Vimos já, no início desta secção, que, se considerarmos em 
iV a estrutura natural de .R-módulo à direita, então, tc{NR) = 0. Uma vez que 

0 = tc(NR)=tc(E(NR))nN 

e E(NR) é uma extensão essencial de N, tc(E(NR)) = 0. 
Começaremos por provar que existe um /^-homomorfismo h : M' —> N 

tal que h o / = g. 
Consideremos m, m' G M tais que f(m) — f(m'), então, (m — m!) G Ker(f). 

Por definição de / , 

(m-m') etc{M), 

isto é, existe x G C tal que (m — m')x = 0; logo, g (m — m')x = 0. Uma vez que 
tc(E(NR)) = 0, g (m — m!)x = 0 implica g (m — m') = 0, logo, g (m) = g (m1). 

Tendo em conta o que foi visto anteriormente, podemos definir a aplicação: 

ho: f{M) -> E(NR) 
f(m) -» g(m) 

Assim definida, ho é um i?-homomorfismo. 
Como f(M) < M' e E(NR) é um .R-módulo injectivo, existe um .R-homomorfismo 

h: M' -+ E(NR) 
m —> hi(m) 

tal que h\ \f(M)— ^o- Pretendemos, agora, provar que hi(M') Ç N. Para tal, 
observe-se que se a G M', por definição de / , a = f(m)c~1, para alguns m G M 
e c G C, logo, f(m) — ac. Assim, 

hi(à)c = hi(ac) — hx{f{m)) = h0(f(m)) = g (m), 

logo, h\{a)c = g (m) e g (m) G N. Uma vez que TV é um i?C""1-módulo, 

g(m) = g(jn)c~1c, 

logo, 

(hi(a) — g(m)c~l)c = 0. 
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Ora, como tc(E(NR)) = 0, h\(a) = g(m)c~1, portanto, hi{a) G N. Concluímos, 
assim, que h\(M') Ç N. 

Consideremos o i?­homomorfismo 

h: M' ­> N 
m —> hi{m) 

Observe­se que, para todo a e M, 

(hof)(a) = h0{f(a))=g(a), 

logo, hof = g. 
Verificaremos, seguidamente, que o i?­homomorfismo h é também um RC~l­

homomorfismo. Consideremos m G M' e rc _ 1 G RC~l, com r G iî e c G C. Como 
/i é um i?­homomorfismo, 

h(m)r = h(mr) = h(m(rc"1)cl~1) = h{m(rc~l))c. 

Ora, como h{m)r e N e N é um i?C_1­módulo à direita, 

/i(m)(rc_1) = /i(m(rc ­1)), 

o que nos leva a concluir que /i é um RC~l­homomorfismo, como desejávamos 
provar. 

Falta­nos provar que hêo único RC~ ^homomorfismo que satisfaz a condição 
h o f = g. Para provarmos tal facto consideremos um i?C_1­homomorfismo 
hl : M' —> A/" que satisfaz a condição /i' o / = 5. Consideremos m* G M'. 

Por definição de / , m* = f{m)c~l, para alguns m e M e c E C. Uma vez que /i' 
e /i são fíC_1­homomorfismos, 

tí(m*) = tí{f{m)c­1) = ti(f(m))c­1 = gim)^1 = (h o / J H c " 1 = /i(m*). 

Consequentemente, h' = h, como desejávamos provar. ■ 

Corolário 2.3.6 Sejam R um anel, C um conjunto de denominadores à direita 
em R, M um R­módulo e M[, M'2 módulos de fracções de M com respeito a C. 
Então, M[ e M'2 são isomorfos como RC'1 ­módulos à direita. 

Demonstração. A demonstração é análoga à apresentada no Corolário 
2.1.16. ■ 

Aplicando o Teorema 2.3.4, concluímos que, dados um anel R, um i?­módulo 
à direita M e um conjunto de denominadores à direita C em R, existe um módulo 
de fracções de M com respeito a C ­ MC'1. Do Corolário anterior, resulta que, 
a menos de isomorfismo, o módulo de fracções de M com respeito a C é único. 
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2.3.1 Extensão e contracção de módulos 
Nesta secção iremos relacionar .R-submódulos de um dado R-módulo M e RC~l-
submódulos de MC~l, onde C é um conjunto de denominadores à direita em R. 
Estudaremos o caso particular de o f?-módulo M considerado ser um ideal de R. 

Consideremos um anel R, um conjunto C de denominadores à direita em R 
e um i?-módulo M. Seja iV um i?C_1-submódulo de MC'1. Designamos por 
contracção de N em M o conjunto 

Nc = {meM : mr1 G N}. 
Observe-se que Nc é um .R-submódulo de M. Reciprocamente, se considerarmos 
um .R-submódulo N de M, designamos por extensão de N para MC'1 o 
conjunto 

Ne = {nc-1 € MC-1 :neN,ceC}. 

Provaremos, em seguida, que Ne é um i?C_1-submódulo de MC-1. Para tal, 
consideremos rc~1 G RC~X, com r G Re c G C, nicf1,n2c^"1 G Ne, onde n\,n2 G 
Af e ci,c2 G C. Pela Proposição 2.1.14, existem rur2 G i? e c* G C tais que 
ric^1 = cj'1 e ^ c " 1 = c^1, logo, 

riiCj"1 + n2c2
1 = niiricÇ1) + n2(r2c~1) = (n1r1 + r^r^c'1. 

Consequentemente, 

(nxq1 +n2c2
1) G Ne. 

Analogamente, provamos que (nic^1 — n2c2
1) G A^e. Por outro lado, 

(rzic^1)(rc~1) = nil~1(c^1rc_1). 

Ora, como q V c - 1 G RC"1, existem r2 G R e c2 G C tais que c^rc'1 = r ^ 1 , o 
que nos leva a concluir que 

(nicí1)(rc~1) = (nir2)c21. 

Estão, pois, reunidas as condições necessárias para afirmar que A^e é um RC~X-
submódulo de MC'1. 

Lema 2.3.7 Sejam R um anel, C um conjunto de denominadores à direita em 
R e M um R-módulo. Então: 

a) se N é um R-submódulo de M, 

Ne = {ne-1 G MC-1 :n£N,ceC} 

é um RC"1 -submódulo de MC . 

b) se N é um RC-1 -submódulo de MC~X, 

Nc = {meM : m l " 1 G N} 

é um R-submódulo de M. 
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Proposição 2.3.8 Sejam R um anel, X um conjunto de denominadores à direita 
em R e A um R­módulo. Então: 
a) se B é um RX~l­submódulo de AX'1, B = Bce\ 
b) se C é um R­submódulo de A, então, C < Cec e C — Cec se e só se A/C é 
um R­módulo livre de X­torção. 

Demonstração, a) Seja b' G Bce. Por definição, b' = for­1, para alguns 
b G Bc e x G X. Ora, b G Bc implica òl"1 G B, logo, bx~l eB e Bce <B. 

Por outro lado, se a G B, a = bx"1, para alguns b G A e x G X, logo, 
ò l ­ 1 = a x l ­ 1 , portanto, òl"1 G B e b G Bc. Consequentemente, bx~l G Bœ e 
Bce = B, como desejávamos provar. 

b) Seja c G C. Por definição, cl'1 G Ce, logo, c G Cec e C < Cec. 
Para provarmos que C = Cec se e só se A/C é um .R­módulo livre de X­torção 

é suficiente provar que 

C
ec

/C = tx(A/C). 

Comecemos por verificar que A/Cec é um .R­módulo livre de X­torção. Com 
efeito, se considerarmos a G A e x G X tal que ax G Cec, concluímos que 
ax\~l G Ce; logo, a l ­ 1 G Ce ou, equivalentemente, a G Cec, o que nos leva a 
concluir que A/Cec é um .R­módulo livre de X­torção. 

Por outro lado, Cec/C é um .R­módulo de X­torção uma vez que, se c G Cec, 
então, cl"1 G Ce, logo, c l ­ 1 = ax"1, para alguns a G C e x G X. Assim, existe 
x' G X tal que 

e ax' G C, de onde concluímos que 

(c + c )Gíx (c e 7C) , 

logo, í x (c e 7C) = c e 7 c . 
Pelo facto de Cec/C ser um .R­módulo de X­torção, concluímos que 

C
ec

/C <tx(A/C). 

Por outro lado, consideremos a G A tal que ax G C, para algum x G X. Uma vez 
que C < Cec, ax G Cec. Como A/C e c é um .R­módulo livre de X­torção, a G Cec, 
o que nos leva a concluir que Cec/C = tx(A/C), como desejávamos provar. ■ 

Lema 2.3.9 Sejam R um anel, S um conjunto de denominadores à direita em 
R e M um R­módulo. 
a) Sejam N, L RS~l ­submódulos do módulo de fracções MS~l; então Nc D Lc = 
(NDL)C. 
b) Sejam N, L R­submódulos de M; então Ne D Le = (N n L)e. 
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Demonstração, a) Obviamente que 

(NnL)c< NcnLc. 

Reciprocamente, consideremos x E Nc fl Lc. Por definição, xl"1 E N D L, isto é, 
x £ (N H L)c, o que nos leva a concluir que (N fl L)c = Nc n Lc. 

b) A inclusão (TV n Lf Ç Ne n Le é imediata. 
Reciprocamente, consideremos n G Ne C\ Le. Por definição, existem ni G TV, 

n2 G L, si, s2 G S tais que 

n = nisï1, n = n^s^1 ■ 

Aplicando a Proposição 2.1.14, concluímos que existem ri , r2 G R e s G S tais que 
s^1 = r i s ­ 1 e s^1 = T2S"1. Assim, (nin — T T ^ ^ S ­ 1 = 0; portanto, existe s' E S 
tal que ni(ris') = n2(r2s'). Uma vez que riiris' G N, n2r2s' E L, nxr\s' E (NC\L) 
e 

{runs'ïiss'y1 G (7VnL)e, 

o que nos leva a concluir que n E (N fl L)e. Portanto, (N D L)e = Ne íl Le, como 
desejávamos provar. ■ 

Concentremos, agora, o nosso estudo nas propriedades dos ideais de um anel 
de fracções à direita RS~l de um anel R com respeito a um conjunto de denomi­

nadores à direita S. 
Uma propriedade a salientar é que, se R for um anel, X for um conjunto de 

denominadores à direita em R e / for um ideal de RX^1, então, Ie é um ideal 
bilateral de R. No entanto, não é verdade que, se I for um ideal de R, Ie seja um 
ideal de RX~X, como mostramos no Exemplo 2.3.10. 

Exemplo 2.3.10 Consideremos o anel R = Q[{U : i E Z}], onde U é uma 
indeterminada comutativa, para todo i e Z . Seja cr o automorfismo de R tal que 
a fixa todos os elementos de Q e cr(íj) = íf+1) para todo i G Z. 
Pela Proposição 2.1.17, R" = R[x,x~l\ a] é anel de fracções à direita de R! = 
R[x;a] com respeito a S = {l,x,x2,...}. Observe­se que 

</>: R ! ­ ► R " 

E n i v—vro i 

Í=Q CLiX —> 2_^=o aiX 

é um homomorfismo de anéis que satisfaz as condições a), b) e c) da Definição 
2.1.1. Provaremos em seguida que, embora 

I = t1R' + ... + tnR' + ... 

seja um ideal bilateral de R, Ie não é um ideal bilateral de R". 
Por definição, I é um ideal direito de R'. Se considerarmos (t\ri + ... + tnrn) G / , 
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com r i , . . . , rn G R', e Y17=QPÍX% e R'> com P* ■£ R, Para t°do i G {O,...,m}, 
concluímos que 

( m \ n. TM n m 

i = 0 / J = l 7 = 0 J = l 7 = 0 

í/ma vez gne y E I, concluímos que I é um ideal bilateral de R'. 
Em seguida verificaremos que Ie não é um ideal bilateral de R". Para tal, obser­

vemos que íi G Ie; no entanto, se x~2t\ G Ie, então, como 

x~2ti = a{ti)~2x~2 = t_ix"2, £_iaT2 G Ie. 

Ora, se t_xx~2 G Ie, então í_i G Ie . Lopo, í_i = X2I=i ^^i, o^^e m G N e r; G i?', 
■porá iodo 1 < i < m, o que é absurdo. Concluímos assim que, embora I seja um 
ideal bilateral de R', Ie não é um ideal bilateral de R". 

Verificámos já que o anel R apresentado no Exemplo 2.3.10 não é Noetheriano 
à direita (página 64). Provaremos em seguida que, se o anel R em questão for 
Noetheriano à direita e X for um conjunto de denominadores à direita em R, 
todas as extensões de ideais bilaterais de R para RX~l ainda são ideais bilaterais 
de RX­

1
. 

Proposição 2.3.11 Sejam R um anel, C um conjunto de denominadores à di­

reita em Rei um ideal de R. Então: 
a) se o anel R é Noetheriano à direita (respectivamente Artiniano à direita), 
então RC~l é anel Noetheriano à direita (respectivamente Artiniano à direita); 
b) se RC~l é anel Noetheriano à direita, Ie é um ideal bilateral de RC~l] 
c) se R é anel Noetheriano à direita, todas as extensões de ideais bilaterais de R 
para RC~l ainda são ideais bilaterais de RC~l; 
d) se RC~l é anel Noetheriano à direita e I\ é um ideal direito de R, então, 
(hiy = (hyp­, 
e) se R é anel Noetheriano à direita e C é um conjunto disjunto de I, então, 
C = { C + / : C G C } é um conjunto de denominadores à direita em R = R/I. 

Demonstração, a) Suponhamos que I\ < ... < In < ... é uma cadeia 
ascendente de ideais direitos de RC~l. Logo, 

(/l)C < ­ < (InT < ­ , 

sendo (Ij)c um ideal direito de R, para todo j G N. Uma vez que R é anel 
Noetheriano à direita, concluímos que existe um número natural n tal que (In)

c = 
(Im)c, para todo m > n, logo, (In)

ce = {Im)ce, para todo m > n. Aplicando a 
Proposição 2.3.8, concluímos que In = Im, para todo m > n; logo, RC"1 é anel 
Noetheriano à direita, como desejávamos provar. 
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Analogamente, provamos que se R é anel Artiniano à direita, RC"1 é anel 
Artiniano à direita. 

b) Vimos já que Ie é um ideal direito de RC"1. 
Para provarmos que Ie é um ideal esquerdo de RC"1 é suficiente provar que 

c~lIe ■= Ie, para todo c G C. Verificaremos em seguida que, dado c G C, se tem 
Ie < c~1Ie. Se considerarmos x G Ie, por definição, x = i s ­ 1 , para alguns i £ I 
e s G C, logo, (cl~1)x = (ra)s ­1 e ( d ) s ­ 1 G 7e, o que nos leva a concluir que 
(cl ­1)Ie < Ie; consequentemente, Ie < c~lIe. Consideremos a cadeia de ideais 
direitos de RC~~l : 

I
e < c~

l
I

e < ... < c~
n
r < .... 

Como RC~l é anel Noetheriano à direita, existe um número natural n tal que 
c~nIe — c~n~1Ie. Logo, Ie = c~lIe, como desejávamos provar. 

c) Pela alínea a) RC~l é um anel Noetheriano à direita e, pela alínea b), 
todas as extensões de ideais bilaterais de R para RC'1 ainda são ideais bilaterais 
deRC~\ 

d) Facilmente se verifica que {I\I)e < (I\)eIe. 
Consideremos ais^1 G {I\)e e CL2S21 G Ie, com ai G h, a2 G I e Si,s2 G C. 

Como, pela alínea b), Ie é um ideal bilateral de RC"1, s^1a2S21 G I e , logo, 
s^1a252"

1 — &3S^\ P a r a alguns a^ G / e S3 G C. Assim, 

(a1s];1)(a2S21) = (aia3)s3"1 

e M a K 1 G {hiy. Assim, (Ji/)6 = (A)6/6. 
e) O conjunto C é fechado para o produto em R/I e é tal que 1 + / G C. Como 

C é disjunto de / , concluímos também que 0^// ^ C, logo, C é um subconjunto 
multiplicativo de R/I. O facto de C ser um conjunto de Ore à direita em R/I é 
uma consequência imediata de C ser um conjunto de Ore à direita em R. Uma vez 
que R/I é anel Noetheriano à direita, aplicando a Proposição 2.1.4, concluímos 
que C é um conjunto reversível à direita em R/I e, portanto, é um conjunto de 
denominadores à direita em R/I. ■ 

Proposição 2.3.12 Sejam R um anel Noetheriano à direita, C um conjunto de 
denominadores à direita em R e P um ideal primo de R disjunto de C. Então: 
a)CÇ CR(P), 
b) P = P « , 
c) sejam R = R/P e C = {c + P : c G C}; então existe anel de fracções à direita 
de R com respeito ao conjunto C e RC ~ RC~1/Pe. 

Demonstração, a) Vimos já, na Proposição 2.3.11, que 

C = {c + P:ceC} 
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é um conjunto de denominadores à direita em R/P. Pelo Lema 2.1.10, 

T = tc((R/P)R/p) 

é um ideal bilateral de R/P. Se T ^ 0, como R/P é um anel primo, então, pela 
Proposição 1.5.7, T é um ideal direito essencial de R/P. Logo, como R/P é anel 
Noetheriano à direita primo, pelo Teorema de Goldie, T contém um elemento 
regular - x. Uma vez que x G T, xc — 0, para algum c e C, mas, como x é 
regular, c = 0, o que é absurdo uma vez que C í~l P = 0. Provamos, assim, que 
T = 0; logo, todos os elementos de C são regulares à esquerda em R/P. Do facto 
de C ser um conjunto reversível à direita (pois é um conjunto de denominadores 
à direita) resulta que todos os elementos de C são também regulares à direita em 
R/P, logo, C Ç CR(P). 

b) Uma vez que, pela alínea anterior, C Ç CR(P), estão reunidas as condições 
necessárias para aplicar o Corolário 2.2.24 e afirmar que R/P é um P-módulo à 
direita livre de C-torção, o que, pela Proposição 2.3.8, é equivalente a afirmar 
que Pec = P. 

c) Como C é um conjunto de denominadores à direita em P, existe anel de 
fracções à direita de R com respeito a C - RC~~l. 

Por outro lado, pela Proposição 2.3.11, Pe é um ideal bilateral e, uma vez 
que, pela alínea b), Pec = P^Pe ± RC~l. Logo, RC~l/Pe é um anel. _ 

Pela Proposição 2.3.11, C é um conjunto de denominadores à direita em R, 
logo, existe anel de fracções à direita de R com respeito a C. 

Consideremos o homomorfismo de anéis 

<j>: R -* RC~l/Pe 

r + P -> r i " 1 + Pe ' 

Pretendemos mostrar que RC~l /Pe é anel de fracções à direita de R com respeito 
a C. Para tal, é suficiente verificar que cf) satisfaz as condições a), b) e c) descritas 
na Definição 2.1.1: 

Seja ce C; logo, cl"1 é uma unidade de RC'1, o que implica que c l _ 1 + P e seja 
uma unidade de RC"1/Pe. Consequentemente, 0(c) é uma unidade de RC~~1/Pe, 
para todo ~c.eC. 

Seja x £ RC~1/Pe; então, x = z + Pe, para algum z £ RC~r. Por definição 
de RC"1, z = ab"1, para alguns a G R e b e C, logo, 

x = (a i" 1 + Pe)(61~1 + P 6 ) - 1 = 0(a + P)<f>(b + P)-\ 

onde (a + P) G R e (6 + F) G C. 
Seja r + P G Ker(4>); então, r i - 1 G P e , isto é, r G P e c . Pela alínea b) , 

pec _ p^ i0g0^ r _|_ p _ ofî/p. Consequentemente, Ker(4>) = 0. Por outro lado, 
como R é anel Noetheriano à direita e primo, pela Proposição 2.2.23, 

ÎC^(O)(PR) = 0. 

http://~c.eC
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Ora, como pela alínea a) C Ç CR(P), C Ç C^(0), logo, 

%(%) = O­^er(0). 

Estão, pois, reunidas as condições necessárias para afirmar que RC~1/Pe é anel 
de fracções à direita de R com respeito a C, logo, RC"1 / Pe ~ i2C , como 
pretendíamos provar. ■ 

Se na Proposição 2.3.12 considerarmos o caso particular de o anel R ser Noe­

theriano à direita e primo e C ser um conjunto de denominadores à direita em 
R, então, uma vez que 0 é um ideal primo de R e 0 D C = 0, pela alínea a), 
C Ç CR(0). Aplicando, agora, o Corolário 2.2.24, concluímos que R é um R­

módulo à direita livre de C­torção. Portanto, 

Lema 2.3.13 Sejam R um anel primo Noetheriano à direita e C um conjunto 
de denominadores à direita em R; então R é um R­módulo livre de C­torção e 
CQCR(0). 

O próximo Teorema permite­nos concluir ser possível définir uma corres­

pondência bijectiva entre Spec(RC~1), onde R é anel Noetheriano à direita e 
C é um conjunto de denominadores à direita em R, e o conjunto X constituído 
pelos ideais primos de R disjuntos de C. 

Teorema 2.3.14 Sejam R um anel Noetheriano à direita, C um conjunto de 
denominadores à direita em R e X o conjunto constituído pelos ideais primos de 
R disjuntos de C. Então, as correspondências 

0! : Spec{RC­1) ­> X 
P ­> Pc ' 

(f)2 : X ­> Spec(RC^) 
P ­♦ Pe 

são aplicações bijectivas e inversas uma da outra. 

Demonstração. Seja Q G Spec(RC~1). Provaremos que Cf é um ideal primo 
de R. O ideal Cf é um ideal próprio de R, pois, caso contrário, teríamos, pela 
Proposição 2.3.8, Q = Qce = RC^1, o que é absurdo, uma vez que Q é um ideal 
primo de RC'1. Com o intuito de provarmos que P = Cf é um ideal primo de R, 
consideremos ideais bilaterais de R ­ I, V tais que IV Ç P; então, pela Proposição 
2.3.11, 

r(vy = (ivy çpe = çce = Q. 



90 CAPÍTULO 2. ANÉIS DE FRACÇÕES 

Uma vez que Q é um ideal primo de RC l e, pela Proposição 2.3.11, Ie e (I')e 

são ideais bilaterais de RC'1, Ie Ç Q ou (P)e Ç Q, logo, 

P c Ç Qc ou (I')ec Ç Qc. 

Aplicando a Proposição 2.3.8, concluímos que I Ç Iec e I' Ç (P)ec, logo, 7 ç Qc 

ou 7' Ç Qc. Consequentemente, Cf é um ideal primo de R. 
Por outro lado, Cf n C = 0, pois, caso contrário, teríamos 11"1 G Qce, o que 

é absurdo, uma vez que Q = Qce e Q é um ideal próprio de RC"1. 
Do que foi visto, concluímos que, se Q é um ideal primo de RC"1, então, Qf 

é um ideal primo de R disjunto de C. 
Reciprocamente, suponhamos que P é um ideal primo de R disjunto de C. 

Provaremos que Pe é um ideal primo de RC"1. Pela Proposição 2.3.11, Pe é um 
ideal bilateral de RC"1. Por outro lado, aplicando a Proposição 2.3.12, concluímos 
que P ­ Pec. Em particular, Pe é um ideal próprio de RC"1. Sejam I, J ideais 
bilaterais de RC"1 tais que IJ Ç Pe, logo, 

(IJ)
C Ç Pec = P. 

Uma vez que IeJc Ç(U)C e Ie, J c são ideais direitos de R, então Ie Ç F ou 
J c Ç P. Logo, 

J = Jce Ç P e ou J = Jce Ç P e , 

de onde concluímos que P e é um ideal primo de RC"1. Do que foi visto, concluí­

mos que, se P é um ideal primo de R disjunto de C, então, P e é um ideal primo 
de RC"

1
. 

Uma vez que, para todo o ideal primo P de RC"1, se tem P = Pce e veri­

ficámos já que, para todo o ideal primo P pertencente a X, se tem P = Pe c , as 
aplicações 4>\ > 02 s^o inversas uma da outra. ■ 

Corolário 2.3.15 Sejam R um anel Noetheriano à direita e C um conjunto de 
denominadores à direita em R; então: 
a) um ideal I de RC"1 é primo se e só se Ie é um ideal primo de R; 
b) seja P um ideal primo de R. Então, P = Qf, para algum ideal primo Q de 
RC"1 se esó seCÇCR(P). 

Demonstração, a) É uma consequência imediata do Teorema 2.3.14 que, se 
I é um ideal primo de RC"1, então Ie é um ideal primo de R. 

Reciprocamente, suponhamos que I é um ideal de RC"1 tal que Ie é um 
ideal primo de R. Se provarmos que Ie é disjunto de C, pelo Teorema 2.3.14, 
concluiremos que Ice é um ideal primo de RC"1. Ora, como, pela Proposição 
2.3.8, Ice = / , concluiremos que I é um ideal primo de RC"1. 



2.3. MÓDULOS DE FRACÇÕES 91 

Ora, se Ie n C ^ 0, então l l ^ 1 G 7, logo, I = .fíC"1 e, portanto, Ie = R, o 
que é absurdo, uma vez que 7C é um ideal próprio de R. Concluímos, assim, que 
Ie n C = 0 e, portanto, J é um ideal primo de RC'1, como desejávamos provar. 

b) Se P = Qc, para algum ideal primo Q de RC~l, então, pelo Teorema 
2.3.14, 

0 = Q c n C = P n C 

e, aplicando a Proposição 2.3.12, C Ç CR(P). 
Reciprocamente, se C Ç CR(P), então, 

P n C = C f í ( P ) n F = 0; 

logo, aplicando o Teorema 2.3.14, concluímos que Pe é um ideal primo de RC~l. 
Aplicando a Proposição 2.3.12, concluímos que P = (Pe)c. Assim, designando 
por Q o ideal primo Pe, demonstramos o Corolário. ■ 
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Capítulo 3 

Localização relativamente a 
ideais primos 

Após se ter definido anel de fracções de um anel comutativo R, o passo a seguir 
na Álgebra Comutativa será localizá-lo relativamente a ideais primos. Assim, se 
considerarmos um anel comutativo R, um ideal primo P e o conjunto S — R\P, 
verificaremos que este conjunto é um subconjunto multiplicativo de R. Com 
efeito, dados a,b G R tais que ab G P, tem-se aRb = abR Ç P , o que nos leva a 
concluir, pelo facto de P ser ideal primo, que a G P ou b G P; logo, S é fechado 
para o produto. Uma vez que 1 e S e 0 ^ S, Sé um subconjunto multiplicativo 
de R. Observe-se ainda que S = CR(P). Uma vez que CR{P) é um subconjunto 
multiplicativo de R e R é anel comutativo, podemos construir o anel de fracções 
fíCfl(P)-1, que designaremos por RP. O processo de passagem de R para RP 
designa-se por localização de R em P. 

Seguindo o exemplo da Teoria de Anéis Comutativos será natural tentar lo­
calizar um anel não comutativo num ideal primo. 

Com este intuito, Goldie definiu ideal primo localizável à direita de um anel 
R como sendo qualquer ideal primo P para o qual se verifica que CR(P) é um 
conjunto de denominadores à direita em R. De forma análoga, definimos ideal 
primo localizável à esquerda. Um ideal primo P de um anel R é localizável 
se e só se CR(P) for um conjunto de denominadores à direita e à esquerda em R. 

Observe-se que, se o anel R considerado no parágrafo anterior for Noetheriano 
à direita (respectivamente à esquerda), pela Proposição 2.1.4 (e pela respectiva 
versão esquerda), afirmar que um ideal primo P é localizável à direita (respec­
tivamente à esquerda) é equivalente a afirmar que CR(P) é um conjunto de Ore 
à direita (respectivamente à esquerda) em R. No caso de o anel R ser comuta­
tivo, se considerarmos um qualquer ideal primo P de R, o conjunto CR(P) é, 
trivialmente, um conjunto de denominadores à direita e à esquerda em R, pelo 
que todos os ideais primos num anel comutativo são localizáveis. 

Dados um anel R e um ideal primo P de R localizável à direita, podemos 
definir um anel de fracções à direita de R com respeito a CR(P), RCR(P)~X. Por 
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analogia com o caso comutativo, se P for um ideal primo localizável à direita de 
um anel R, designamos o anel RCR(P)~l por RP. 

Ao contrário do caso comutativo, nem todos os ideais primos de anéis Noethe-
rianos não comutativos são localizáveis. Uma dificuldade crucial na localização 
deve-se à existência de certas "ligações" entre alguns ideais primos. 

3.1 Ligações entre ideais primos 

Consideremos um corpo K e R = í K ) ° a n e l d a S m a t r i z e s t r i a n g u l a r e s 

superiores com entradas no corpo K. Por [[23], 1.22], R é anel Artiniano. Con­
sequentemente, pelo Teorema 1.2.8, R é anel Noetheriano. Observemos, agora, 

. • •-> ^ ( K K\ _ f 0 K " 
que R contém apenas dois ideais primos Q ~ [ n (] j e \ Q K 

Sejam Q' um ideal não nulo de R e í j um elemento não nulo de Q'. 

Suponhamos que a ^ O , então 

a b\ ( a-1 0 
v 0 c ) \ 0 0 

Assim, ( „ „ ) 6 Q'. Consequentemente, 
0 0 

K K 
0 0 

ÇQ'. 

Se c ^ 0, 

0 0 \ „ . ( 0 K , 
e Q' e _ „ Ç Q . 

Se b 7̂  0, concluímos que 

0 1 ) ^ V 0 K 

1 ^oo^ -
Como Q, P e I são ideais de R, concluímos que qualquer ideal não nulo de R 
contém um destes ideais. Podemos verificar que estes são os únicos ideais próprios 
não nulos de R. 

Como 
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I e X não são ideais primos de R. 
Uma vez que / Ç P , I CQ e, para todo n G N, P n = P e Qn = Q, concluímos 

que P e Q são ideais primos. 
Facilmente se verifica que CR(Q) = R\Q e CR(P) = P \ P . 

Dados ( a ) e CR(P) e i 6 ) e R, temos 

a 6 \ / a'ld 0 \ ( d e \ f 1 0 
0 c J V 0 0 J == V 0 / ) \ 0 0 

Podemos assim concluir que CR(P) é um conjunto de Ore à direita em R. No 
entanto, Cn{Q) não é um conjunto de Ore à direita em R uma vez que, para 

qualquer í * J G R e í ^ J G C^(Q), temos / / 0, logo, 

Assim, P é um ideal primo localizável à direita de P mas Q nao o é. 
Se tentarmos analisar as diferenças entre P e Q verificamos que, enquanto 

Q n P = / = QP, PQ = 0 g P n Q = / . 
Como, se 

0 i \ f 0 0 \ / O 0 
o o J V o j ) '-= V o 0 

então, i = 0 ou j = 0, concluímos que (P n Q)/PQ é um P/Q-módulo à direita 
livre de torção. Analogamente, podemos mostrar que (P fl Q)/PQ é um R/P-
módulo à esquerda livre de torção. 

Em 1976, Bruno Mueller definiu um tipo de ligações especiais entre dois ideais 
primos P e Q em condições análogas às acima descritas no caso das matrizes 
triangulares superiores. 

Definição 3.1.1 Sejam R um anel Noetheriano e P, Q ideais primos de R. Exis­
te uma ligação na segunda camada de Q para P se existir um ideal A de 
R tal que QP ÇA<^QnPe(QnP)/Aé livre de torção como R/Q-módulo 
à esquerda e como RjP-módulo à direita. Neste caso, escrevemos Q -^ P. O 
bimódulo (Q fl P)/A designa-se por bimódulo de ligação entre Q e P. 

Usando o exemplo introduzido no início desta secção, podemos verificar que 
a definição apresentada não é simétrica. 

/ K K \ Exemplo 3.1.2 Sejam K um corpo, R = I „ K \ e os ideais primos de R -

«-(íí).'-
Pelo que foi visto anteriormente, tem-se que P ~> Q mas Q não está ligado a P. 
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Embora a definição não seja simétrica, esta goza de uma "certa simetria": 
dados dois ideais primos P e Q de um anel Noetheriano R tem-se P -^ Q em R 
se e só se Q ~^> P em Rop. 

Dado um anel Noetheriano R, dizemos que P € Spec(R) tem apenas uma 
ligação trivial se sempre que P ~> Q ou Q ~* P, para algum Q e Spec(R), se 
tem P = Q. 

Exemplo 3.1.3 Num anel comutativo Noetheriano R as únicas ligações na se­
gunda camada existentes são triviais. 
Sejam P, Q ideais primos de R tais que Q ~-> P através do bimódulo de ligação 
(Q D P)/A. Observe-se que 

(Q n P)(Q + P)ç{Qn P)Q + (Q n P)P ÇQP + QP = QPÇA, 

logo, 
QHPQ+P 

A P U 

Suponhamos que Q ^ P, então (Q + P)/P é um ideal não nulo de R/P. Uma vez 
que R/P é um anel primo Noetheriano, pela Proposição 1.5.7, (Q + P)/P é um 
ideal direito essencial de R/P e, pelo Teorema de Goldie, contém um elemento 
regular c. Ora, por (1), 

((QnP)/A).c = 0, 

de onde concluímos que (Q C\P)/A é um R/P-módulo à direita de torção, o que 
contraria a hipótese. Provamos, assim, que Q Ç P. Analogamente, provamos que 
P Ç Q. Logo, P = Q, como desejávamos provar. 

A noção de ligação permite-nos pensar em Spec(R) (onde R é um anel Noe­
theriano) como um grafo direccionado, designando-se as componentes conexas do 
grafo por cliques. Assim, 

Definição 3.1.4 0 grafo de ligações de um anel Noetheriano R é um grafo 
direccionado cujos vértices correspondem aos elementos de Spec(R), com uma 
seta de Q para P sempre que Q ~-> P. 0 clique de um ideal primo P, que repre­
sentaremos por cl(P), é o conjunto dos ideais primos que formam a componente 
conexa do grafo de ligações que contém o vértice designado por P. 

Definição 3.1.5 Sejam R um anel Noetheriano e P um ideal primo de R. 0 
conjunto r.cl(P) = 

{Q G Spec(R) : (3PU ..., Pn e Spec(R) : Q = Pn -w Pn_x ~» ... ~» P1 = P)} 

é designado por dique à direita de P. De forma análoga, definimos dique à 
esquerda de P. 
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Observe-se que o clique de um ideal primo P de um anel Noetheriano R se 
obtém permitindo que cada uma das setas entre cada par de primos Pi, Pj_i na 
Definição 3.1.5 aponte em cada uma das duas direcções possíveis. 

Exemplo 3.1.6 Nas condições do Exemplo 3.1.2, r.cl(P) = {P} e cl(P) = 
{Q,P}-

Definição 3.1.7 Sejam R um anel Noetheriano e X Ç Spec(R). Dizemos que 
X é fechado para ligações à direita se, sempre que PeXeQ~*P,se tem 
Q G X. 0 fecho de ligações à direita de X é o menor subconjunto de Spec(R) 
fechado para ligações à direita que contém X. 

Dados um anel Noetheriano R e um ideal primo P de R, o menor subconjunto 
de Spec(R) que contém P e é fechado para ligações à direita é r.cl(P), isto é, o 
fecho de ligações à direita de {P} é o conjunto r.cl(P). 

Verificaremos que, dados um anel Noetheriano R, um conjunto C de Ore à 
direita em R tal que RC~l é anel Noetheriano e um subconjunto X de Spec(R) 
fechado para ligações à direita e tal que todos os seus elementos são disjuntos de 
C, o conjunto constituído pelas imagens dos elementos de X através da aplicação 

4>: X -> Spec(RC~1) 
P -> Pe 

ainda é fechado para ligações à direita em RC~l. Tal facto é uma consequên­
cia do Teorema 2.3.14 e da Proposição 3.1.9. Para provarmos esta Proposição, 
começamos por introduzir o seguinte Lema: 

Lema 3.1.8 Sejam R um anel Noetheriano à direita, S um conjunto de Ore 
à direita em R e P um ideal primo de R disjunto de S. Então, afirmar que 
r G CR(P) é equivalente a afirmar que rs'1 G CRs-i(Pe), para algum s G S, o 
que, por sua vez, é equivalente a afirmar que ri'1 G CRs-i{Pe)-

Demonstração. Sejam R, S e P nas condições enunciadas e r G R. 
Começamos por verificar que r s" 1 G CRS-i{Pe), para algum s G S, se e só se 

r i - 1 G CRS-i{Pe). Como F é um ideal primo disjunto de S, pelo Teorema 2.3.14, 
Pe é um ideal primo de RS~l e, em particular, é um ideal próprio de RS'1. 

Dado s G S, si'1 é uma unidade de RS'1, logo, 

( s l ^ + P ^ L s ^ + P6) 

são elementos regulares de RS"1/Pe. Assim, se rs"1 G CRS-i{Pe), 

ri'1 + Pe = {rs'1 + P^sr1 + Pe) 
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é um elemento regular de RS~1/Pe, logo, ri'1 G CRS­i(P
e). Reciprocamente, 

se ri""1 G CRs­i{Pe), como rs'1 = r l ­ 1 s ­ 1 , então rs'1 E CRS­i{Pe), para todo 
s G S. 

Para provarmos o lema é, pois, suficiente provar que r G CR(P) se e só se 
r l ^ G C W ­ i C P 6 ) . 

Suponhamos que r G CR(P). Pelo Teorema 2.3.14 e pelas Proposições 2.3.11 
e 2.3.12, concluímos que Pec = P e RS'1 /Pe é um anel primo e Noetheriano à 
direita, logo, pelo Teorema de Goldie, é não singular à direita. Consequentemente, 
pela Proposição 2.2.8, para provarmos que ri'1 G CRs­i(Pe), é suficiente provar 
que r i ­ 1 + Pe é um elemento regular à direita de RS'1 /Pe. Com vista a um 
absurdo, suponhamos que ri'1 + Pe não é regular à direita; então, existe r's'1 G 
RS'l\Pe tal que 

( r l ^ X r V 1 ) G P e , 

logo, rr'l'1 E Pe e rr ' G Pec. Como P e c = P, rr' G P. Uma vez que r G C f l(F), 
r' G P, de onde concluímos que r's'1 G P e , o que é absurdo. Portanto, ri'1 G 
C/î5~i(Pe), como desejávamos provar. 

Reciprocamente, suponhamos que ri'1 G CRs­i (Pe), com r G R. Uma vez que 
P / P é um anel primo Noetheriano à direita, para provarmos que r G CR(P), pela 
Proposição 2.2.8, é suficiente provar que r + P é regular à direita em R/P. Com 
vista a um absurdo, suponhamos que r + P não é regular à direita. Então, existe 
r' G R\P tal que rr' G P, logo, rr'1'1 £ Pe e rr'1'1 = ( r l ­ 1 ) ^ ' ! ­ 1 ) . Como 
ri'1 G Cfls­i(Pe), concluímos que r'1'1 G P e , consequentemente, r' G Pe c , o 
que é absurdo, uma vez que P e c = P. Portanto, r G CR(P), como desejávamos 
provar. ■ 

Proposição 3.1.9 Sejam R um anel Noetheriano, S um conjunto de Ore à di­

reita em R tal que RS"1 é anel Noetheriano e P,Q ideais primos de R disjuntos 
de S. Então, Q ~* P se e só se Qe ­^ P e . 

Demonstração. Suponhamos que Q ~» P através do bimódulo de ligação 
( P n Q ) / A 

Começamos por mostrar que R/A é um P­módulo livre de S­torçõo. Consi­

deremos r G R e s G S tais que rs G P fl Q. Pela Proposição 2.3.12, 

SçcR(P)nCR(Q), 

assim, s G CR(P). Como rs e P, r e P. Analogamente, concluímos que r E Q, 
logo, r G P n Q e P / ( P fl Q) é um P­módulo livre de S'­torçao. Como (Q f) P)/A 
é, por definição, um P/P­módulo livre de torção, em particular, (Q n P)/A é 
um P­módulo livre de S'­torçao. Sejam r E R e s E S tais que rs E A, então, 
rs G P n Q e, pelo que vimos anteriormente, r G P n Q. Uma vez que r E PílQ, 
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rs G A e (Q n P)/A é um P-módulo livre de «S-torção, concluímos que r G A, 
isto é, R/A é um P-módulo à direita livre de S'-torçao. Pela Proposição 2.3.8, 
concluímos que 

Aec = A. 

Pela Proposição 2.3.11, Ae é um ideal bilateral de RS"1. Pela Proposição 
2.3.12, Pec = P e Qec = Q. Pelo Teorema 2.3.14, temos que Pe e Qe são ideais 
primos de RS-1. 

Demonstraremos que (Pe D Qe)/Ae é um bimódulo de ligação entre Qe e Pe. 
Uma vez que QP Ç A ^ P fl Q, pela Proposição 2.3.11 e Lema 2.3.9, 

gepe = (QP)e ç Ae ç (p n Q)e = pe n Qe. 

Suponhamos que Ae = P e n Qe, então A = Aec = (Pe n Qe)c. Pelo Lema 2.3.9, 

A = (p e n Qe)c = P e c n Qec = P n Q, 

o que é absurdo. Assim, QePe ÇAe^PenQe. 
0 PSr_1-módulo (P e n Q e)M e é um RS"1 / Pe-módulo à direita, uma vez que 

(P e n Qe)Pe Ç QePe Ç Ae. 

De forma análoga verificamos que (Pe D Qe)/Ae é um P(S,~1/<2e-módulo à esquer­
da. Verificaremos que (P e Pi Qe)/Ae é um RS"1 /Pe-módulo à direita livre de 
torção. Sejam ris^1 G CRs-^{Pe) e rx _ 1 G (P6 í~l Qe) tais que 

( r x - 1 ) ^ ! ^ 1 ) G Ae. 

Por definição de RS"1, existem r2 e R e s2 E S tais que x~1r1s^1 = r2s^"1. 
Uma vez que n s j - 1 G C f í 5-i(Pe), r ^ 1 G CRs-i{Pe), logo, pelo Lema 3.1.8, 
7"2 G CR(P). E, como rr232"1 G Ae, então r r 2 l _ 1 G Ae, o que implica rr2 G Aec, 
logo, rr2 G A. Por outro lado, como rx"1 G P e fl Qe, r G (P e D Qe)c. Pelo Lema 
2.3.9, 

(Pe n Qe)c = Pec f)Qec = PnQ. 

Consequentemente, r G P H Q. 
Ora, como rr2 G A, r2 G CR(P), r G P D Q e como, por hipótese, 

P n Q 
A 

é um P/P-módulo à direita livre de torção, então r G A e r x - 1 G Ae. Conse­
quentemente, (P e fl Qe)/Ae é um P5'~1/Pe-módulo à direita livre de torção. 
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Com vista a mostrar que (Pe n Qe)/Ae é um RS~l/Qe-m.6à\x\o à esquerda 
livre de torção, consideremos 

rx-1£{Par\Qi), ns^eCRS-,{Qe) 

tais que (ris^l){rx~l) G Ae. Uma vez que S é um conjunto de Ore à direita em 
R, existem r2 £ R e s2 E S tais que Sir2 = rs2, logo, r2s2

1 = sjfVl - 1 . Ora, 
como rx~l G P e n Qe, r G (Pe D Qe)c, isto é, r e P í l Q . Consequentemente, 
sir2 G F n Q e, uma vez que sx G S e 5 Ç CR(P) n C7R(Q), r2 G P Í~1 Q. Tal 
como anteriormente, concluímos que r2 G A, logo, s^Vl" 1 G Ae, o que nos leva a 
concluir que rx~l G Ae. Consequentemente, (PenQe)/Ae é um RS'1/Qe-mód\ilo 
à esquerda livre de torção e Cf --> P e através do bimódulo de ligação (PenQe)//4e . 

Reciprocamente, suponhamos que Qe ~~> Pe através do bimódulo de ligação 
(PenQe)/A. Pretendemos provar que (PnQ)/Ac é um bimódulo de ligação entre 
Q e P. Uma vez que, pela Proposição 2.3.11, 

(QP)e = QePe ÇA^QenPe, 

concluímos, aplicando o Lema 2.3.9 e a Proposição 2.3.8, que 

QP ç (QP)ec ÇAcç (Qe n Pe)c = <2ec n P e c = Q n P. 

Com vista a um absurdo, suponhamos que Q D P = Ac. Então, 

Qe n P e = (Q n P) e = Ace = A, 

o que é absurdo. Concluímos, assim, que QP Ç Ac ^ Q íl P. 
Por outro lado, 

(PnQ)PÇQPÇ Ac, 

logo, (P n Q)/^4C é um P/P-módulo à direita. Analogamente, provamos que 
(P fl Q)/Ac é um P/Q-módulo à esquerda. Com o intuito de provarmos que 
(P n Q)/Ac é um P/P-módulo à direita livre de torção, suponhamos que existe 
x E PHQ e c e CR(P) tal que xc G Ac. Logo, (xc)l""1 G Ace. Como Ace = A, 
então (xl-^cl-1 G A, com xl'1 G (P fl Q)e e 

(P n Qf = Pe n Qe. 

Ora, pelo Lema 3.1.8, c l" 1 G CRS-i{Pe) e, uma vez que (Pe n Qe)/^4 é um 
PS_ 1 /Pe-módulo à direita livre de torção, xl~l G A. Logo, x e Ac, o que 
nos leva a concluir que (P D Q)/Ac é um P/P-módulo à direita livre de torção. 
Analogamente, provamos que (P D Q)/Ac é um R/Q-módvlo à esquerda livre de 
torção. Estão, pois, reunidas as condições necessárias para afirmar que Q -w P 
através do bimódulo de ligação (Q fl P)/Ac. m 
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3.2 A condição na segunda camada 
Em 1982, Jategaonkar introduziu uma nova condição relativa a anéis Noetheria-
nos - a condição na segunda camada. 

Dados R um anel Noetheriano, M um i?-módulo não nulo e P um ideal primo 
de R tal que Ass(M) = {P}, define-se a primeira camada de M como sendo o 
módulo anriM{P)-

Note-se que, nestas condições, M é uma extensão essencial de anriM(P) e 
este como R/P-módulo é totalmente fiel. Define-se a segunda camada de M 
como sendo o conjunto de classes de isomorfismo de i?-submódulos uniformes de 
M/annM(P). 

Em M/annM(P) existe uma dicotomia: se V for um .R-submódulo uniforme 
de M'J'anriM(P) tal que Ass(V) = {Q}, então, anny(Q) ou é um R/Q-módulo 
livre de torção ou é um .R/Q-módulo de torção. 

No Lema Principal de Jategaonkar (Lema 3.2.1) verificaremos que, se annM(P) 
for um i?/P-módulo livre de torção, sempre que o primeiro caso acontecer, po­
demos construir a ligação Q ~~> P. Se acontecer o segundo temos Q C p, 

A condição na segunda camada irá garantir que o segundo caso não se veri­
fique. Esta condição é de grande importância, uma vez que a classe dos anéis 
que a satisfaz forma (como se verificará) uma classe "natural" onde estudar a 
localização em ideais primos e em famílias de ideais primos. 

Se a partir de certas séries de i?-submódulos podemos originar ligações, o 
recíproco também é possível. A equivalência entre certas séries e a existência de 
ligações foi demonstrada por Brown e Jategaonkar (Teorema 3.2.6). 

Ainda nesta secção mostraremos que, se R é um anel Noetheriano que satisfaz 
a condição na segunda camada à direita e I é um ideal próprio de R, então R/l 
satisfaz a condição na segunda camada à direita. 

Lema 3.2.1 [Lema Principal de Jategaonkar] Sejam R um anel Noetheria­
no e M um R-módulo com série filiada 0 5£ U ^ M e primos filiados correspon­
dentes P e Q tal que U < e M. Designemos por M' um R-submódulo de M que 
contém propriamente U e é tal que o ideal A = rann^M1) é maximal entre os 
anuladores de R-submódulo s de M que contêm propriamente U. Então, verifica-
se uma e uma só das seguintes condições: 

QnP 
a) Q ~-> P através do bimódulo de ligação —-—. 
b)A = QCp. 
Se se verificar a) eU for um R/P-módulo à direita livre de torção, então M'/U é 
um R/Q -módulo à direita livre de torção. Se se verificar b), então, M' e M'/U 
são R/Q -módulos à direita de torção. 

Demonstração. Consideremos M um ií-módulo nas condições enunciadas. 
Suponhamos, sem perda de generalidade, que M' = M. 
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Comecemos por verificar que não se podem verificar simultaneamente as con­
dições a) e b) . Para tal, basta observar que no caso a) se tem A ^ Q uma vez 
que, por definição de bimódulo de ligação, se tem A C Q fl P. 

Como P e Q são primos filiados da série considerada, então 

M(QP) = (MQ)P <UP = 0, 

de onde concluímos que QP Ç A = rannR(M). Por outro lado, como 

rannR(M) Ç rannR(U) = P 

e rannR(M) Ç rannR(M/U) = Q, concluímos que A Ç Q D P. 
Comecemos por supor que A ^ Q fl P. 
Consideremos o (R, i?/P)-bimódulo não nulo (Q H P)/A. Designemos o R/P-

submódulo de torção de (Q n P)/A por I/A e suponhamos que I/A ^ 0. Como 
R/P é anel Noetheriano à direita primo e R((QnP)/A) é Noetheriano, pelo 
Corolário 2.2.29, rannR/P (I/A) ^ 0, logo, rannR (I/A) % P. Por outro lado, 

(MI)rannR (I/A) < MA = 0, 

logo, rannR (I/A) C rannR (MI). Ora, como MI ^ 0 (porque I ^ A), 

MI < M(Q HP)<MQ<U 

e como U é, por hipótese, um i?/P-módulo à direita totalmente fiel, 

rannR (MI) — rannR (U) = P, 

logo, rannR (I/A) Ç P , o que é absurdo. O absurdo resultou de supormos A ^ I, 
provando-se, assim, que (Q f)P)/Aê um P/P-módulo à direita livre de torção. 

Designemos o P/Q-submódulo à esquerda de torção do (R/Q, P)-bimódulo 
(Qí~]P)/A por J/A e suponhamos, com vista a um absurdo, que J / A. Aplicando 
a versão esquerda do Corolário 2.2.29, verificamos, como anteriormente, que S = 
lannR (J/A) <jL Q. Consequentemente, MS % U uma vez que rannR(M/U) = Q. 
Em seguida provaremos que 

rannR(MS) = rannR(MS + U) = A. 

Uma vez que U <e M, M S (MJ / 0, logo, como [ / é u m P/P-módulo totalmente 
fiel, 

rannR(MS) Ç rannR(MSíl U) = rannR(U). 

Consequentemente, rannR(MS) = rannR(U + MS). Como MS % U, 

UgMS + U 
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e, da definição de A, concluímos que 

A = rannR(MS + U) = rannR(MS), 

como desejávamos provar. Ora, como SJ Ç A, (MS)J < MA — 0, de onde 
concluímos que J Ç rannR(MS) = A - o que é absurdo. O absurdo resultou de 
supormos que «7 ̂  A, provando-se, assim, que (Q D P)/A é um R/Q-módulo à 
esquerda livre de torção. 

Estão, pois, reunidas as condições que nos permitem garantir que Q -w P 
através do bimódulo de ligação (Q fl P)/A. 

Suponhamos que A = Q n P. Logo, MPQ < M{P n Q) = 0. Como M P / 0, 
pois U 7̂  M, concluímos, pelo facto de U <e M, que MP n U ^ 0. Assim, 

Q Ç rannR(MP D U) = rannR(U) = P 

e A = Q. Se Q = P, então, U = anriM(P) = annM(Q) = M, o que é absurdo. 
Provamos, assim, que Q Çt P. 

Suponhamos, agora, que Q ~» P através do bimódulo de ligação (Q DP)/A e 
U é um P/P-módulo à direita livre de torção. 

Para provarmos que M/U é um P/Q-módulo à direita livre de torção é su­
ficiente provar que não existem m G M\U e d G CR(Q) tais que md G U. Com 
vista a um absurdo, suponhamos que existem m G M\U e d G CR(Q) tais que 
má G £/. Consideremos o P/P-homomorfismo 0 

. Q n P Q n P 

q + A -» dç + A 

Uma vez que (Q D P)/A é um P/Q-módulo à esquerda livre de torção, 0 é um 
R/P-monomorfismo. Como (QnP) / / l é um R/P-módulo à direita com dimensão 
de Goldie finita (pois R é anel Noetheriano) e 0 é um P/P-monomorfismo, con­
cluímos, pelo Corolário 1.9.14, que 

,ÍQr\P\ d(QnP) + A QnP 

H ~ ^ ~ J = — A — - e ~ l " 
como P/P-módulo à direita. Logo, pela Proposição 2.2.20, 

(QnP)/A _ QnP 
(d{Q n P) + A)/A ~ d(Q n P) + A 

é um P/P-módulo à direita de torção. Consideremos, agora, o P-homomorfismo 

V>: P -* M 
r —> mr 
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Como md G U, m(d(Q n P) + A) = 0. Tomemos qe QílP. Uma vez que 

g n p 
d(Q nP) + A 

é um P/P­módulo de torção, concluímos que existe c G CR(P) tal que 

mgcG m ( d ( Q n ? ) + A), 

o que nos leva a concluir que m(Q fl P) é um P/P­módulo à direita de torção. 
Por outro lado, 

m(Q r\P)<mQ<U 

e U é, por hipótese, um P/P­módulo à direita livre de torção, logo, m(QnP) = 0. 
Consequentemente, (mi? + J7)(Q n P) = 0. Uma vez que, por definição de A, 
A Ç Q D P, concluímos que m £ U, o que é absurdo. O absurdo resultou de 
supormos que M/U não é um P/Q­módulo à direita livre de torção, provando­se, 
assim, o desejado. 

Suponhamos, agora, que se verifica a condição b), isto é, A = Q C p . Pela 
Proposição 1.5.7, P/Q é um ideal direito essencial de P/Q, logo, pelo Teorema 
de Goldie, P/Q contém um elemento regular de R/Q ­ c. Uma vez que Uc = 0, 
U è um P/Q­módulo de torção. Como U < e M e MQ = 0, Í7fí/Q < e MR/Q, O 
que, pelas Proposições 2.2.21 e 2.2.20, nos leva a concluir que M e M/U são 
P/Q­módulos de torção. ■ 

Definição 3.2.2 Um ideal primo P de um anel Noetheriano R satisfaz a con­

dição na segunda camada à direita se, dadas as condições do Lema 3.2.1 
e a condição de U ser um R/P­módulo à direita livre de torção, a condição b) 
nunca ocorrer. 

Definição 3.2.3 Um anel Noetheriano R satisfaz a condição na segunda ca­

mada à direita se todos os ideais primos de R satisfizerem a condição na se­

gunda camada à direita. De forma análoga, define­se condição na segunda 
camada à esquerda. Um anel Noetheriano R satisfaz a condição na segun­

da camada se R satisfizer a condição na segunda camada à direita e à esquerda. 

Ao longo deste trabalho serão apresentados diversos exemplos de anéis que 
satisfazem a condição na segunda camada. É, então, natural perguntar: "todos 
os anéis Noetherianos satisfazem a condição na segunda camada?". A resposta 
a esta questão é negativa. Com efeito, no Exemplo 3.2.4 é apresentado um anel 
Noetheriano e primo que não satisfaz a condição na segunda camada. 
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Exemplo 3.2.4 Consideremos o anel simples S — Q[x][9,d/dx] definido no 
Exemplo 1.1.5. Consideremos o subanel de S - R = Q + OS. 
Provaremos que R é um anel Noetheriano que não satisfaz a condição na segunda 
camada. Para tal, começaremos por provar que OS é um ideal primo de R. 
Verificaremos em seguida que 9S é um ideal próprio bilateral de R. Uma vez 
que Q %6S, OS ^ R. Por outro lado, como QOS Ç OQS C 9S e 9S9S Ç 9S, 
R9S Ç 9S, o que nos leva a concluir que 9S é um ideal bilateral próprio de R. 
Em seguida verificaremos que 9S é o único ideal próprio não nulo de R. Seja I 
um ideal bilateral não nulo de R; então SI9S é um ideal não nulo de S. Como S 
é anel simples, SI9S = S, logo, 9SI9S — 9S. Ora, como I é um ideal bilateral de 
R, 9SI9S Ç I} logo, 9S Ç I. Suponhamos que 9S C J ; então, existe (i + Os) G I, 
para alguns i G Q\{0} e s E S. Uma vez que OS Ç I, i E I, logo, 1 6 / e 
I = R. Está, pois, demonstrado que 9S é o único ideal próprio não nulo de R. 
Em particular, 9S é um ideal maximal de R, logo, 9S é um ideal primo de R. 
Provaremos, seguidamente, que S/R é um R-módulo simples. Para tal, começa­
mos por verificar que 9S é um ideal direito maximal de S. Sejam I um ideal direi­
to de S tal que 9S ^ / e p G I\9S; então p = q + 9s, para alguns q G Q[x]\{0} e 
s G S. Como OS ^t I, q E I. Se q E Q, então 1 G / . Suponhamos que q ^ Q. Uma 
vez que I é um ideal direito de S, q9 G I. Por outro lado, como OS Çi I, 6q E I 
e, logo, (q9 — 9q) G / . Consequentemente, 6(q) G / . Se ò(q) G Q, então 1 G / . 
Caso contrário, como S(q) G / , (S{q)9 — 9ô(q)) E I, o que nos leva a concluir 
que ò2(q) G / . Repetindo o processo um número finito de vezes, determinamos 
k' E (Qn/) \{0}. Consequentemente, 1 E I e I = S. Concluímos, assim, que 9S 
é um ideal direito maximal de S. 

Com o intuito de demonstrarmos que R é um R-submódulo maximal de S, con­
sideremos p G S\R. Então, p = q + 9s, para alguns q E Q[x]\{0} e s E S. Com 
vista a um absurdo, suponhamos que p9 E 9S, então, q9 E 9S. Consequentemen­
te, 5{q) E 9S. Tal como anteriormente, determinamos k' E (Qn9S)\{0}, o que 
é absurdo. O absurdo resultou de supormos que p9 E OS, logo, i9 ^ 9S, para todo 
i E S\R. 
Seja T um R-submódulo de S tal que R^T e consideremos p E T\R. Uma vez 
que p9 ^ OS, OS + pOS é um ideal direito de S que contém estritamente 9S. Ora, 
como 9S é um ideal direito maximal de S, 9S + p9S = S. Portanto, T = S e R 
é um R-submódulo maximal de S. Em particular, concluímos que (S/R)R é um 
R-módulo à direita simples. 
O R-módulo à direita S/R é também um R-módulo fiel. Com efeito, como 
rannR{S/R) é um ideal bilateral próprio de R e OS é o único ideal próprio não 
nulo de R, rannR(S/R) = 0 ou rannR(S/R) = OS. Com vista a um absurdo, 
suponhamos que rannR(S/'R) = OS, então, SOS Ç R. Ora, como SOS é ideal bi­
lateral não nulo de S e S é anel simples, SOS = S, logo, S = R, o que é absurdo. 
O absurdo resultou de supormos que rannji(S/R) = OS, logo, rann^S/R) = 0 e 
S/R é um R-módulo à direita fiel. 
Como S/R é um R-módulo simples e rannR(S/R) = 0, 0 é ideal primitivo à 
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direita e, em particular, 0 é ideal primo de R. 
Provaremos, agora, que R é anel Noetheriano à direita. Para tal, consideremos 
um ideal direito J de R. 
Por [14], Teorema 1.12, S é anel Noetheriano. Logo, o ideal direito JS de 
S é finitamente gerado como S-módulo. Assim, JS = biS + ... + bnS, onde 
bi,...,bn G JS. Logo, para cada i G {l,...,n}, b{ = J27=xhesi,e, com he € J e 
Site G S e, portanto, 

JS = blflS + ... + 6 i , m i 5 + ... + bnAS + ... + bn^mnS. 

Com vista a simplificar a notação, escrevemos {&i,i, ...,&n,mn} = {ai> • ••>am}. 
Assim, JS = a\S + ... + amS, com aÍ7..., am G J. 
Pretendemos, agora, mostrar que JS/(aiR+ ... + amR) é um R-módulo à direita 
Noetheriano. Seja I = a,\R+ ... + amR; então 

JS sr^ (aiS + I" 

Uma vez que S/R é um R-módulo simples, se tomarmos x G S\R, temos S = 
xR + R. Assim, 

aiS + I (atxR + CLÍR) + / a{xR + ÜÍR 

/ " I ~ I n (atxR + OiR) ' 

para todo i G {1 , . . . , m}. 
Ora, como I n (CÍÍXR + ÜÍR) = ÜÍR + (I D ÜÍXR), para todo i G {1 , . . . , m } , temos 

atS +1 ÜÍS QiS/aiR 
I aiR+ia.xRnl) ~ ((nR+{oixRnl))/aiR' 

para todo i G {1 , . . . , m } . 
Sejai G {1 , . . . , m}. Suponhamos que ÜÍS yí ÜÍR e consideremos o R-homomorfismo 

S aiS 
R 0{R 

s + R —* aiS + ÜÍR 

Como aiS ^ a,iR, 4> 7̂  0. Ora, como S/R é um R-módulo simples, Ker(<p) = 0, 
o que nos leva a concluir que (f) é um isomorfismo. Consequentemente, aiS/aiR 
é um R-módulo simples. 
Concluímos, assim, que aiS/aiR = 0 ou que ÜÍS/ÜÍR é um R-módulo simples, 
para todo i G {1, . . . , r a} . Consequentemente, faS + / ) / / = 0 ou (CLÍS + I)/I é 
um R-módulo simples, para todo i G {1, . . . ,m} . 
Uma vez que 

JS ^azS + I J O v--r 

i = i 
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e (ÜÍS + I)/1 é um R­módulo simples ou nulo, para todo i G {1,..., m}, podemos 
tomar ji,....,jk G {!,...,m} tais que 

JS u ajtS + I 
— = ©ti­^7—• 

Consequentemente, JS/I é igual a uma soma directa finita de R­módulos Noe­

therianos, o que nos permite concluir que JS/I é um R­módulo Noetheriano. 
Observe­se agora que, como J/I é um R­submódulo de JS/I, J/I ainda é um 
R­módulo Noetheriano e, portanto, é um R­módulo finitamente gerado. Conse­

quentemente, 

J = biR + ... + bsR + aiR + ... + amR, 

para alguns b\,..., bs G J. Provamos, assim, que todo o ideal direito de R é finita­

mente gerado. Consequentemente, R é anel Noetheriano à direita. 
Suponhamos que é possível definir uma aplicação bijectiva xp : R —> R que 
satisfaz as seguintes condições 

a) tp(ri + rz) = ip(r\) + il)(r2), para todos ri,r2 G R, 
b) V'(rir2) = V;(r2)'0(ri)5 para todos ri, r2 E R, 

c) ^(1) = 1 

Se Ai < ... < An < ... for uma cadeia ascendente de ideais esquerdos de R, 
i}){Ai) < ... < ip(An) < ... é uma cadeia ascendente de ideais direitos de R. Uma 
vez que R é anel Noetheriano à direita, existe n G N, tal que tp(Am) — ijj(An), 
para todo m > n. Consequentemente, Am = An, para todo m > n, o que nos 
leva a concluir que R é anel Noetheriano à esquerda. Assim, para provarmos 
que R é anel Noetheriano à esquerda é suficiente provar que é possível definir 
uma aplicação bijectiva ip : R ­^ R que satisfaz as condições a) e b) e c) 
descritas. 
Começamos por considerar 

(f>: Q + eS ­> Q + S9 
k + 9p ­► k+pO ' 

onde k G Q ep G S. Observe­se que se k + 9p = k' + 6p', com k, k' G Q ep,p' G S, 
então k = k' e p = p'', logo, k + p9 = k' + p'9. Consequentemente, <f> está bem 
definida. Assim definida, 0 é um isomorfismo de anéis. 
Consideremos, agora, 

i//: S ­+ S 
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onde Pi(x) G Q[x], para todo i G {0, . . . ,n}. 
Assim definida, ip' é uma aplicação bijectiva que satisfaz as condições: 

d) ip'(si + s2) = ip'(si) + ip'(s2), para todos si,s2 G S, 
e) ip'(sis2) = ip1 {s2)ip'{si), para todos S\,S2 £ S, 

f) 1^(1) = 1 

Uma vez que if)'(Q + S6) C Q + OS, podemos considerar a aplicação 

Í>: Q + S6 ­* Q + OS 
x —> I/J'(X) 

Observe­se que ip é uma aplicação sobrejectiva. Uma vez que ip1 é uma aplicação 
injectiva que satisfaz as condições d), e) e f), ip ainda é uma aplicação injectiva 
que satisfaz as condições: 

g) i>(s1 + s2) = 4>(si)+i>(s2), para todos si,s2 <EQ +S9, 
h) ip(sis2) = ip(s2)ijj(si), para todos si,s2 e Q + S6, 

i) ^(1) = 1 

Consequentemente I/J ° 4> '■ R ~* R & uma aplicação bijectiva que satisfaz as 
condições: 

j) (tp o 4>)(si + s2) = (ip o </>)(si) + (ip o (f>)(s2), para todos Si,s2 G R, 
l) (tp o(j))(s1s2) = (ijj o(f>)(s2)(i>o (f>)(si), para todos si,s2 E R, 

m) {ipo(/))(l) = 1 

Consequentemente, R é anel Noetheriano à esquerda, logo, R é anel Noetheriano. 
Com o intuito de provarmos que 6S é um ideal primo do anel Noetheriano R que 
não satisfaz a condição na segunda camada à direita, consideremos a série de 
R­submódulos de S/9S 

0<JÍ<JL 
* os * os' 

Provaremos que esta série é uma série filiada de S/OS. 
Uma vez que (R/0S)0S = 0 e OS é o único ideal próprio não nulo de R, con­

cluímos que rannR(R/0S) = OS. Ora, como OS é um ideal maximal de R, OS 
é maximal entre os anuladores em R de R­submódulos não nulos de S/OS. Por 
outro lado, 

R/OS Ç anns/es(0S). 

Como R é um R­submódulo maximal de S, anns/es(9S) = R/OS ou anns/esfôS) = 
S/OS. Uma vez que SOS é um ideal não nulo de S e S é anel simples, S — SOS, 
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o que nos leva a concluir que anns/es(9S) ^ S/6S. Concluímos assim que 
R/9S — anns/es(QS) e, portanto, R/9S é um R­submódulo filiado de S/6S. 
Por outro lado, como (S/R)R é um R­módulo simples, concluímos que 

0< A < A 
u * es * es 

é uma série filiada de S/6S cujos ideais primos filiados correspondentes são 9S 
e 

rannR (fi)= rannR (I) = °­
Para aplicarmos o Lema Principal de Jategaonkar precisamos ainda de provar que 
(R/9S)R <e (S/6S)R. Seja I um R­submódulo de S que contém estritamente 9S 
e consideremos p G I\9S. Uma vez que p = q + 9s, para alguns q G Q[x]\{0} 
e s E S, concluímos que q £ I. Se q G Q, então I D Q 7^0. Suponhamos que 
q <£. Q. Como I é um R­módulo à direita, q9 G i". Por outro lado, como 9S Ç / , 
9q G / , logo, (q9 — 9q) G / , isto é, 6(q) G / . Tal como anteriormente, repetindo 
o processo, determinamos h' G (i"nQ)\{0}. Concluímos, assim, que 

(R/OS) n (I/9S) ^ 0 

e, logo, (R/9S)R <e (S/6S)R. 
Observe­se ainda que, como 9S é um ideal primo de R, (R/9S) é um (R/9S)­

módulo livre de torção. 
Com vista a um absurdo suponhamos que 9S satisfaz a condição na segunda ca­

mada à direita. Então 0 ~^ 9S, o que é absurdo. 
Provamos, assim, que R é um anel Noetheriano (primo) que não satisfaz a con­

dição na segunda camada à direita. Em particular, R não satisfaz a condição na 
segunda camada. 

No Lema Principal de Jategaonkar verificámos que, se R é anel Noetheriano 
e M é um i2­módulo que possui uma série filiada 0 ^ U <z M com primos filiados 
correspondentes P e Q tal que U <e M, então, em determinadas circunstâncias 
(no caso Q ^ P ou A ^ Q, onde A é um anulador de um i?­submódulo de M que 
contém propriamente U e A é maximal entre os anuladores de i?­submódulos de 
M que contêm propriamente U), podemos definir uma ligação na segunda camada 
de Q para P. O Teorema que se segue leva­nos, em particular, a concluir que, 
se tivermos dois ideais primos P, Q de um anel Noetheriano R tais que Q ­^ P, 
existe um .R­módulo M que possui uma série filiada 0 ^ U ^ M com primos 
filiados correspondentes P e Q tal que U <e M. Antes porém de enunciarmos e 
demonstrarmos tal resultado, introduzimos um Lema necessário. 

Lema 3.2.5 Sejam A, Bi, ..., Bn R­módulos tais que A é uniforme e existe um 
R­monomorfismo <f> : A —► Bi © ... © Bn . Então, existe um R­monomorfismo 
$ : A —> Bi , para algum i G {1, ...,n}. 
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Demonstração. Seja 

pt : Bl®...®Bn ­> B% 

bi + ... + bn ­> bi ' 

para todo i G {1, . . . ,n}. Como 

Ker(pi o 0) n ... n Ker(pn o <fi) — 0 

e i é um i?­módulo uniforme, existe j tal que 1 < j < n e Ker(pj o 0) = 0 , logo, 
Pj o cj) é um i?­monomorfismo de A em By. ■ 

Podemos agora enunciar e demonstrar o resultado desejado. 

Teorema 3.2.6 [Brown, JategaonkarJ Sejam P e Q ideais primos de um anel 
Noetheriano R. Então, Q ­^ P se e só se existe um R­módulo finitamente gerado 
e uniforme M com série filiada 0 ^ U ^ M e primos filiados correspondentes 
P, Q tais que U é um R/P­módulo livre de torção e M/U é isomorfo a um ideal 
direito uniforme de R/Q. 

Demonstração. Suponhamos que existe um i?­módulo finitamente gerado, 
uniforme M com série filiada 0 ^ U % M e primos filiados correspondentes P, Q 
tal que U é um .R/P­módulo livre de torção e M/U é isomorfo a um ideal direito 
uniforme de R/Q. Como M/U é isomorfo a um ideal direito de R/Q, então, M/U 
é um R/Q­módulo livre de torção. Logo, se tomarmos M' como no enunciado 
do Lema 3.2.1, um i?­submódulo de M que contém propriamente U e é tal que o 
ideal A = rannR{M') é maximal entre os anuladores de i2­submódulos de M que 
contêm propriamente U, então M' jU é um i?/Q­módulo livre de torção. 

Não se pode verificar a condição b) do Lema Principal de Jategaonkar, uma 
vez que tal implicaria que M'/U fosse um R/Q­módulo de torção. Consequente­

mente, verifica­se a condição a) deste Lema, portanto, Q ­^> P, como desejávamos 
provar. 

Reciprocamente, suponhamos que Q ­w P. Seja A um ideal de R tal que 
(Q n P)/A é o bimódulo de ligação entre Q e P. 

Sem perda de generalidade, podemos assumir A = 0 e, logo, QP = 0. Por 
definição de bimódulo de ligação, concluímos que Q D P é livre de torção como 
i?/Q­módulo à esquerda e como .R/P­módulo à direita. 

Comecemos por verificar que Q é um ideal direito essencial de R. Para tal, 
suponhamos que / é um ideal direito de R tal que Q Pl I = 0, logo, 

7(ÇnP) = 0. 

Como Q n P é um R/Q­vaódulo à esquerda não nulo e livre de torção, pela versão 
esquerda do Lema 2.2.26, Q (1 P é um R/Q­módulo à esquerda fiel, logo, I Ç Q. 
Consequentemente, I = 0 e Q é um ideal direito essencial de R. 
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Verificaremos agora que Q é um P/P-módulo à direita livre de torção. Para 
tal, consideremos o P/P-monomorfismo 

Q -> R/P 
QnP 

q+{Qf]P) -> q + P 

Logo, Q/(Q n P) é isomorfo a um ideal direito de R/P. Portanto, Q/(Q í~l P) 
é um P/P-módulo à direita livre de torção. Como Q P\ P é um P/P-módulo à 
direita livre de torção, pela Proposição 2.2.20, concluímos que Q também o é. 

Sejam E = E(RR) e K — annE(P); então 

anriE{P) fl P = lannR(P). 

Observe-se que lannR(P) = Q. Com efeito, lannR{P)P = 0 implica 

lannR(P)(Q n P) = 0 . 

Como Q H P é um P/Q-módulo à esquerda fiel, lannR(P) Ç Q. Por outro lado, 
como QP = 0, então, Q Ç lannR(P). Logo, 

Q = lannR(P) = K n P. 

Assim, 

O P-módulo PT tem duas propriedades a salientar: P é uma extensão essencial 
de Q (uma vez que, como P f í < e E(RR), tem-se Q = KnR<eK)eKé um 
P/P-módulo à direita livre de torção. Com efeito, por definição de K, KP — 0, 
logo, QR/p <e KR/p. Como Q é um P/P-módulo à direita livre de torção, pela 
Proposição 2.2.20, K também o é. 

Como P é anel Noetheriano à direita, pelo Corolário 1.9.10, P tem dimensão 
de Goldie à direita finita, logo, P possui um ideal direito essencial I que é uma 
soma directa finita de ideais direitos uniformes de P - p , ..., In. Assim, pelas 
Proposições 1.8.4 e 1.8.5, 

E = E(RR) = E(IR) = E(h) © ... © £( /„) . 

Pelo facto de li, ..., In serem P-módulos uniformes, concluímos, pelo Corolário 
1.9.3, que Ei = P (P ) , •••, En = E(In) são P-módulos uniformes. Por definição, 

p = ( P n P i ) © . . . © ( P n P n ) , 

logo, 

E/K ~ (Ei/(K n Ei)) © ... © (En/(K n En)). 
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Como R é anel Noetheriano à direita, R/Q possui um ideal direito uniforme V. 
Por (1), R/Q é isomorfo a um Pt­submódulo de E/K, logo, podemos definir um 
i?­monomorfismo 4> : V —► E/K . Aplicando o Lema 3.2.5, concluímos que 
existe um número natural j tal que j G {1, ...,n} e existe um i?­monomorfismo 

\l)\ V ­► Ej/iKOEj). 

Seja M' um i?­submódulo de £y que contém propriamente KnEj tal que M'/(KD 
Ej) ~ V. Consideremos um i?­submódulo M de Aí' finitamente gerado tal que 
M não está contido em K e seja 

U = K(1M = annM(P). 

Uma vez que Q é um ideal direito essencial de R, QR <e ER, logo, KR <e ER, 
o que nos leva a concluir que U ^ 0. Como M# < (Ej)R, M é um i?­módulo 
uniforme. 

Como K é um ií/P­módulo livre de torção e U < K, U também é um R/P­

módulo livre de torção. 
Consideremos o /ü­monomorfismo 

M M' 
<f): KnM ~* KnEj 

m+(KnM) ­> m + {KnEj) 

Como M'/(KnEj) é isomorfo a um ideal direito uniforme V de ­R/Q, concluímos 
que M/(K í l M ) é isomorfo a um ideal direito uniforme de R/Q. 

Para obtermos o resultado desejado, demonstraremos que 0 ^ [ / ^ M é uma 
série filiada de M com primos filiados correspondentes P e Q. Como U é um 
i2/P­módulo à direita livre de torção, pelo Lema 2.2.26, U é um i?/P­módulo 
totalmente fiel, logo, Ass(U) = {P}. Pelo Lema 1.9.4, concluímos que 

Ass(M) = Ass(U) = {P}. 

Ora, como U = anriM(P), U é um i?­submódulo filiado de M. Por outro lado, 
como M/U é isomorfo a um ideal direito uniforme de R/Q, 

rannR(M/U) — rannR(N/U) = Q, 

para todo o Jü­submódulo N de M tal que U ^ N. Concluímos, assim, que 
0 ^ U ^ M é uma série filiada de M com primos filiados correspondentes P e Q, 
como desejávamos provar. ■ 

A Proposição que se segue dá­nos um critério útil para verificarmos se um ideal 
primo de um anel Noetheriano satisfaz ou não a condição na segunda camada à 
direita. 



3.2. A CONDIÇÃO NA SEGUNDA CAMADA 113 

Propos ição 3.2.7 Seja P um ideal -primo de um anel Noetheriano R; então P 
satisfaz a condição na segunda camada à direita se e só se não existir um R-
módulo M finitamente gerado uniforme com série filiada 0 ^ U ^ M e primos 
filiados correspondentes P, Q tais que U é um R/P-módulo à direita livre de 
torção, M/U é uniforme, Q ^ P e MQ = 0. 

Demons tração . Sejam R um anel Noetheriano e P um ideal primo de R. 
Suponhamos que P satisfaz a condição na segunda camada à direita e que existe 
um R-módulo uniforme M com série filiada O ^ Í / ^ M e primos filiados corres­
pondentes P, Q tais que U é um P /P-módulo à direita livre de torção, Q Ç P e 
MQ = 0. 

Uma vez que M é um R-módulo uniforme, U <e M, logo, estão reunidas 
as condições necessárias para aplicar o Lema Principal de Jategaonkar. Ora, 
como U é um P /P-módu lo livre de torção e P é um ideal primo que satisfaz a 
condição na segunda camada à direita, é válida a condição a) do Lema Principal 
de Jategaonkar. 

Por outro lado, como MQ = 0, concluímos que Q Ç A, onde A é um anulador 
de um R-submódulo de M que contém propriamente U e A é maximal entre 
os anuladores de R-submódulos de M que contêm propriamente U. Mas, por 
definição de Q, A Ç Q, o que nos leva a concluir que A = Q ^ P, logo, não é 
válida a condição a) do Lema Principal de Jategaonkar, o que é absurdo. Está, 
pois, provado que se P é um ideal primo de R que satisfaz a condição na segunda 
camada à direita, então não existe um P-módulo M finitamente gerado uniforme, 
com série filiada O ^ í / ^ t í e primos filiados correspondentes P, Q tais que U 
é um .R/P-módulo à direita livre de torção, M/U é uniforme, Q ^ P e MQ = 0. 

Reciprocamente, suponhamos que P não satisfaz a condição na segunda ca­
mada à direita. Por definição, existe um R-módulo Mi que possui uma série 
filiada 0 <z Ui <z Mi e primos filiados correspondentes P e Q tais que U\ < e M\, 
U\ é um R/P-módulo à direita livre de torção, Q ^ P e MxQ = 0. 

Tomemos x € M\\U\> M% = xR e U2 — Mi D U\ — annM2{P). Uma vez que 
U\ <e Mi, então, U2 = M2 n U\ <e M2. Como 

0 : M2/U2 -* M1/U1 
171 + U2 —s- m + Ui 

é um R-monomorfismo, então M2 tem série filiada 0 <í U2 % M2 com primos 
filiados correspondentes P e Q. Temos, ainda, que U2 <e M2, U2 é um R / P -
módulo à direita livre de torção e M2Q = 0. 

Como M2 é finitamente gerado e R é anel Noetheriano, M2 é um R-módulo 
Noetheriano. Consequentemente, M2 contém um R-submódulo essencial igual a 
uma soma directa de n P-submódulos uniformes - li, ..., In, o que, pelas Propo­
sições 1.8.4 e 1.8.5, nos leva a concluir que 

E(M2) = E(h © ... © Q = E{h) © ... © E(In). 
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Como li, ..., In são P­módulos uniformes, pelo Corolário 1.9.3, E\ = E{Ii), 
..., En = E(In) são P­módulos uniformes. Uma vez que U2 < e M2 < e E(M2), 
U2n Ei ^ 0, para todo i G {1, . . . ,n}. Para cada i € {1, . . . ,n}, consideremos 

A = annEi(P) ­ Et fl annE(M2){P)­

Uma vez que [/2 íl E, ^ 0, A 7̂  0, para todo i G {1, . . . ,n}. Como M2 < e P(M2), 
então, 

P2 = annE(M2){P) n M2 < e annE(M2)(P), 

consequentemente, (U2)R/P <e {annE<yM2)(P))R/P. Ora, como t/2 é um R/P­

módulo livre de torção, annE(M2){P) também o é. Logo, A é um P/P­módulo 
livre de torção, para todo % € {1,..., n}. Seja 

U3 = Ai © ... 0 Ai = (on%(Mj)(P) n £1) © ... © (onnB(AÍ2)(P) D £„) 
= annE(yM2){P)­

Como Ai é um P/P­módulo livre de torção, para todo i G {1, . . . ,n}, pela Pro­

posição 2.2.20, U3 é um P/P­módulo livre de torção. Pelo Lema 2.2.26, U3 é um 
P/P­módulo totalmente fiel. 

Definimos M3 = M2 + U3 e consideramos o P­homomorfismo 

4>: M2/(U3nM2) ­► M3/t/3 

m + (£/3 H M2) ­» m + U3 ' 

Assim definida, 0 é um isomorfismo. Por outro lado, 

M2 n I/3 = M2 n annE{M2){P) = annM2{P) = U2, 

portanto, M3/E/3 ~ M2/E/2­

Consideremos a série 0 ^ Í73 ^ M3. 
Observe­se que, como C/2 < e E(M2), U3 < e M3. Como U3 é um P/P­módulo 

totalmente fiel e C/3 < e M3, concluímos que Ass(M3) = {P}. Com efeito, como 
P é um anel Noetheriano, Ass(M3) ^ 0. Por outro lado, se T G Ass(M3), então 
T = rannR(X), onde X é um P­submódulo não nulo de M3 e X é um P/T­

módulo totalmente fiel. Como Í73 fl X / 0, concluímos que 

T = rannR(X D Ü73) = rannR{U3) = P, 

provando­se, assim, o desejado. 
Uma vez que Í73 < M3 < E(M2) e U3 = annE(M2)(P), então, Í73 = annM3(P)­

Por outro lado, como M3/U3 ~ M2/U2, concluímos que a série 0 < U3 ^ M3 
é uma série filiada com ideais primos filiados correspondentes P e Q. 
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Como Q g P e U3 = annM3(P), U3Q = 0, logo, [U3 + M2)Q = 0, isto é, 
M3Q = 0. De 

M3 < E(M2) =Ei® ... © En, 

deduzimos que 

M3 < annEl(Q) 0 ... 0 ann,En(Q). 

Designemos annEi(Q) por £?j, para todo i G {l , . . . ,n}, e observe­se que A{ < 
Bi, para todo i G {l , . . . ,n} . Como M2 é um i?­módulo finitamente gerado, M2 

é Noetheriano como i?­módulo. Assim, M2IU2 é um i?­módulo Noetheriano e 
M3/U3 também o é, já que é isomorfo ao primeiro, logo, podemos tomar um 
i?­submódulo uniforme V de M3/U3. Consideremos 

0 : V ­> (Bi/Ai) ©... ® (5 f t /40 
x + t/3 ­» ( x i + A 1 ) 0 . . . 0 ( x n + An) ' 

onde a;i, ..., xn são os elementos de, respectivamente, Bi, ..., i?n tais que 

X — X^ ~ir" * ■ ■ 1 X^j,. 

Observe­se que, como Ai © ... 0 An = U3, (j) e s tá bem definida. Por outro lado, 
se X{ G Ai, para todo i G {1, . . . ,n}, então x G í/3. Consequentemente, </> é um 
i?­monomorfismo. Como V é um i?­módulo uniforme, pelo Lema 3.2.5, existe 
um ií­monomorfismo ip : V —> ­Bi/A , para algum i G {l , . . . ,n} . Seja M4 
um Z?­submódulo de Bi tal que M^/Ai ~ V. Como M4 < Bi < Ei e Ei ê um i?­

módulo uniforme, M4 é também um i?­módulo uniforme. Consideremos a série 
0 <* Ai $ M4. Como Ai < U3, Ass(Ai) = {P}. Ora, como M4 é um i?­módulo 
uniforme, pelo Lema 1.9.4, Ass(Mi) = {P}. Por outro lado, como 

M4 M3 

A - C/3 

rannR (N/Ai) = <3, para todo o J2­submódulo N de M4 tal que Ai ^ iV. Uma 
vez que A4 — anriMA(P), estão reunidas as condições necessárias para afirmar que 
0 5g Ai ^ M4 é uma série filiada de M4 com primos filiados correspondentes P e 
Q. 

Por outro lado, temos que M 4 /A é uniforme (uma vez que M 4 /A ~ V), 
M4<3 < 5i<5 = 0 e Ai é um i?/P­módulo à direita livre de torção. Assim, 
M4 satisfaz as condições definidas no enunciado com a possível excepção de ser 
finitamente gerado. 

Tomemos y G M 4 \ A , M = yR e U = M D At. Então, M é finitamente 
gerado, uniforme (pois é um .R­submódulo de M4), MQ < M^Q = 0, U é um 
.R/P­módulo livre de torção, M/U é uniforme, uma vez que 
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e O ^ U ^ M é uma série filiada de M com primos filiados correspondentes 
P e Q. Logo, se não existir um P­módulo M finitamente gerado uniforme, com 
série filiada 0 ^ U <* M e primos filiados correspondentes P, Q tais que U é um 
P/P­módulo à direita livre de torção, M/U é uniforme, Q g P e MQ = 0, então 
P satisfaz a condição na segunda camada à direita. ■ 

Pretendemos, agora, construir exemplos de anéis que satisfazem a condição 
na segunda camada. 

Exemplo 3.2.8 Todo o anel R simples e Noetheriano satisfaz a condição na 
segunda camada. 
Uma vez que um anel simples R apenas possui um ideal primo ­ o ideal 0 ­ e 0 
satisfaz, trivialmente, a condição na segunda camada, R satisfaz a condição na 
segunda camada. 

Exemplo 3.2.9 Todo o anel Artiniano R satisfaz a condição na segunda cama­

da. 
Tal resulta do facto de, nos anéis Artinianos, todos os ideais primos serem ma­

ximais (Proposição 1.7­4), pd° aue não pode existir um par de ideais primos de 
R ­ (P, Q) que satisfaz a condição Q ^ P, logo, R satisfaz a condição na segun­

da camada à direita. De modo análogo, provamos que R satisfaz a condição na 
segunda camada à esquerda. 
Em particular, no Exemplo 3.1.2 é apresentado um anel que satisfaz a condição 
na segunda camada uma vez que este anel é Artiniano. 

Exemplo 3.2.10 Todo o anel Noetheriano comutativo satisfaz a condição na se­

gunda camada. 
Seja R um anel Noetheriano comutativo e consideremos um R­módulo M nas 
condições enunciadas no Lema Principal de Jategaonkar e tal que U é um R/P­

módulo à direita livre de torção. Suponhamos que se verifica a situação b) do 
Lema Principal de Jategaonkar. Então, M'/U é um R­módulo à direita de torção, 
onde R = R/Q e M' é um R­submódulo de M que contém propriamente U e é tal 
que o ideal A = rannR(M') é maximal entre os anuladores de R­submódulos de 
M que contêm propriamente U. Assim, dado v e (M'/U)\{0}, existe c e C^(0) 
tal que vc = 0. Por R ser um anel comutativo, vrc = 0, para todo r G R, 
concluindo­se que c G rann^(vR)\{0}. 
Mas, como 0 5g U ^ M é uma série filiada de M com primos filiados correspon­

dentes P eQ, M/U é um R­módulo à direita totalmente fiel, logo, rann­^(vR) = 
0, o que contraria o facto decZz rann­^fvR). 
Concluímos, portanto, que a condição b) do Lema Principal de Jategaonkar nun­

ca pode ocorrer, logo, R satisfaz a condição na segunda camada à direita. 
Analogamente provamos que R satisfaz a condição na segunda camada à esquer­

da. 
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No Capítulo 5 indicaremos outras classes de anéis que satisfazem a condição 
na segunda camada. Nomeadamente, verificaremos que os anéis de grupo do tipo 
RG, onde R é anel Noetheriano comutativo ou R é anel Artiniano e G é um grupo 
policíclico­por­finito, satisfazem esta condição. 

Uma questão que nos podemos colocar é o que acontece a um anel Noetheriano 
R que satisfaz a condição na segunda camada à direita quando construímos a 
partir dele um anel quociente. A resposta é que o anel obtido ainda satisfaz a 
condição na segunda camada à direita. 

Proposição 3.2.11 Sejam R um anel Noetheriano que satisfaz a condição na 
segunda camada à direita (respectivamente à esquerda) e I um ideal próprio de 
R; então R/I satisfaz a condição na segunda camada à direita (respectivamente 
à esquerda). 

Demonstração. Suponhamos que R/I não satisfaz a condição na segunda 
camada à direita. Seja Q/I um ideal primo de R/I que não satisfaz a condição 
na segunda camada à direita. Pela Proposição 3.2.7, concluímos que existe um 
(i?//)­módulo M finitamente gerado, uniforme com uma série filiada 0 ^ U ^ M 
e primos filiados correspondentes Q/I, Q'/I tais que 

U é um í ——— ) ­módulo à direita livre de torção, 

M/U é um (R/I)­módulo uniforme com Q'/I g Q/I e M(Q'/I) = 0. Conside­

rando em M a estrutura de fí­módulo induzida pela sua estrutura de R/I­módulo, 
temos que M ainda é um i?­módulo finitamente gerado, uniforme, com uma sé­

rie filiada 0 ^ U ^ M e primos filiados correspondentes ­ Q, Q' tais que U é 
um (i?/Q)­módulo à direita livre de torção, M/U é um i?­módulo uniforme com 
Q' g Q e MQ' = 0. Novamente, pela Proposição 3.2.7, R não satisfaz a condição 
na segunda camada à direita, o que, por hipótese, é absurdo. O absurdo resul­

tou de supormos que R/I não satisfaz a condição na segunda camada à direita, 
provando­se, assim, o desejado. ■ 

A Proposição anterior não admite recíproca. Com efeito, se considerarmos 
o anel Noetheriano R apresentado no Exemplo 3.2.4 e um ideal maximal P de 
R, então R/P é um anel Noetheriano simples, logo, pelo Exemplo 3.2.8, R/P 
satisfaz a condição na segunda camada. No entanto, verificámos já que o anel R 
não satisfaz a condição na segunda camada à direita. 

Definição 3.2.12 Um par de ideais primos (Q, P) de um anel R que satisfaz as 
condições: 
a)Q^Pe 
b) existe um R­módulo finitamente gerado uniforme M tal que rannR(M) = Q 
e M contém um R­submódulo não nulo U que é um R/P­módulo livre de torção, 
designa­se por par de primos indesejável. 
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Da Proposição 3.2.7, resulta, em particular, que se não existirem pares de 
primos indesejáveis num anel Noetheriano R, então R satisfaz a condição na 
segunda camada à direita. 

Em seguida provaremos que, dados um anel Noetheriano à direita R, um 
conjunto C de Ore à direita em R e Q, P ideais primos de R disjuntos de C, 
então (Q, P) é um par de primos indesejável de R se e só se (Qe, Pe) é um par 
de primos indesejável de RC~l. Para tal, atenda­se aos seguintes Lemas: 

Lema 3.2.13 Sejam R, um anel Noetheriano à direita, C um conjunto de Ore 
à direita em R, P um ideal primo de R tal que C Ç CR{P) e M um R­módulo 
uniforme que contém um R­submódulo não nulo U tal que U é um R/P'­módulo 
livre de torção; então M é um R­módulo livre de C­torção. 

Demonstração. Seja N = tc(M). Como iV é, por definição, um .R­módulo 
de C­torção e C Ç CR(P), então, N fl U é um R/P­módulo de torção. Ora, 
como U é um R/P­módulo livre de torção, NílU = 0. Como M é um R­módulo 
uniforme, N = 0, logo, M é um R­módulo livre de C­torção, como desejávamos 
provar. ■ 

Lema 3.2.14 Sejam R um anel, C um conjunto de denominadores à direita em 
R, M um R­módulo uniforme e livre de C­torção; então MC'1 é um RC"1­

módulo uniforme. 

Demonstração. Consideremos um PC_1­submódulo não nulo N de MC"1. 
Seja me'1 G MC _ 1 \{0} , onde m € M e c G C. Como M é um R­módulo 
uniforme, existe r G R tal que mr G 7VC\{0}, logo, m r l " 1 G Nce. Como M é um 
R­módulo livre de C­torção, 

0 ^ mrl'1 = (mc~1)(cr)l_1. 

Uma vez que, pela Proposição 2.3.8, Nœ = N, então mrl"1 e N, o que nos leva 
a concluir que MC"1 é um RC_1­módulo uniforme. ■ 

Proposição 3.2.15 Sejam R um anel Noetheriano à direita, C um conjunto de 
Ore à direita em R e Q, P ideais primos de R disjuntos de C; então (Q, P) é um 
par de primos indesejável de R se e só se (Qe, Pe) é um par de primos indesejável 
de RC'1. 

Demonstração. Pela Proposição 2.3.12, C Ç CR(Q) n CR(P), Pec = P e 
Qec = Q. Pelo Teorema 2.3.14, Pe, Qe são ideais primos de RC'1. 

Suponhamos que (Qe,Pe) é um par de primos indesejável de RC'1. Então, 
Qe C Pe e existe um i?C_1­módulo finitamente gerado uniforme M tal que 
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rannRC-i(M) = Gf e M contém um RC~ 1-submódulo não nulo U tal que U é 
um RC-1 / Pe-módulo livre de torção. 

Como Qe Ç Pe, Q = Qfc Ç Pec = P. Com vista a um absurdo, suponhamos 
que Q = P, então, Gf = Pe, o que é absurdo. Concluímos, assim, que Q ^ P. 

Sejam li, ..., ln geradores de M. Consideremos em M a estrutura natural de 
P-módulo à direita. Com esta estrutura, M é um P-módulo livre de C-torção e 
o RC~ 1-módulo M é o módulo de fracções do P-módulo M com respeito a C. 
Definamos 

N = hR + ... + lnR, 

logo, A" é um P-submódulo de M tal que Ne = MRC-1 . Como M é um P-módulo 
livre de C-torção, N também o é. 

Provaremos agora que M é um P-módulo uniforme. Para tal, consideremos 
um fí-submódulo não nulo L de M e m e M\{0}. Como M é um RC~l- módulo 
uniforme, Le <e MRC~i, logo, existe ( n q 1 ) G P C " 1 tal que 0 7̂  m(r iq :) = /c - 1 , 
para alguns l e L, c e C. Aplicando a Proposição 2.1.14, concluímos que existem 
T2, s G R e c* G C tais que 

0 7̂  m(ricfx) = m(r2c71) = lise'1), 

logo, 0 7̂  mr2 = Is e, como Is € L, Lfí < e MR. Uma vez que L é um i?-submódulo 
não nulo arbitrário de M, M é um i?-módulo uniforme. Em particular, N é um 
i?-módulo uniforme. 

Consideremos VR = (U fl AQR < A îj. Suponhamos, agora, que V não é um 
ií/P-módulo livre de torção; então existem v G U\{0} e c G CR(P) tais que 
vc = 0, logo, 

v(crx + pe) = 0 . 

Pelo Lema 3.1.8, c l - 1 + P e é um elemento regular de RC~1/Pe. Ora, como v e U 
e U é um PC~ 1/Pe-módulo à direita livre de torção, concluímos que v = 0, o 
que é absurdo. O absurdo resultou de supormos que V não é um P/P-módulo à 
direita livre de torção. 

Por hipótese, MQe = 0, logo, como M é um P-módulo livre de C-torção, 
NQ = 0. Para provarmos que o par (Q, P) é um par de primos indesejável de R é, 
agora, suficiente provar que rannR(N) Ç Q. Seja i" um ideal de R tal que NI = 0; 
então (NI)e = 0. Uma vez que, pela Proposição 2.3.11, Ie é um ideal bilateral 
de RC~\ (Niy = NeIe. Ora, como Ne = M, temos Ie Ç rannRC-x{M). Como 
rannRC-i{M) = Qe, temos Ie Ç Qe, logo, 

/ Ç / e c Ç Qec = Q. 

Concluímos, assim, que rannR(N) = Q, como desejávamos provar. 
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Reciprocamente, suponhamos que (Q, P) é um par de primos indesejável de 
R, então, Q $ P e existe um i?­módulo finitamente gerado uniforme M tal que 
rannR{M) = Q e M contém um i?­submódulo não nulo U tal que U é um R/P­

módulo livre de torção. Pelo Lema 3.2.13, M é um i?­módulo livre de C­torção. 
Consequentemente, Ue / 0. 

Uma vez que M é um fí­módulo finitamente gerado, concluímos que MC'1 

é um i?C_1­módulo finitamente gerado. Pelo Lema 3.2.14, MC"1 é um RC~l­

módulo uniforme. 
Como Qe é um ideal bilateral de RC~\ (MQ)e = {MC~l)Qe. Ora, como 

MQ — 0, (MQY = 0, o que nos leva a concluir que 

Qe Ç rannRC­i(MC~l). 

Por outro lado, se rcT1 G RC'1 é tal que ( M C " 1 ) ^ " 1 = 0, então, ( M C ' ^ r l " 1 = 
0. Ora, como M é um .R­módulo livre de C­torção, Mr = 0, de onde concluímos 
que r G Q e rc~l G Cf. Provamos, assim, que Cf = rannRc~^.{MC"1). 

Com o intuito de provarmos que Ue é um RC~l /Pe­módulo à direita, obser­

vemos que, como UP = 0, então {UP)e = 0. Ora, como Pe é um ideal bilateral 
de RC~\ {UP)* = UePe, logo, Ue é um RC~l/Pe­módulo à direita. 

Provaremos, em seguida, que Ue é um i?C­1/f^­nródulo livre de torção. Para 
tal, consideremos us'1 e Ue e n ^ 1 G Cflc­ií­P6) tais que 

(us~1)(r1s^1) = 0, 

logo, u l ^ ^ s ' V i s f 1 ) = 0. Uma vez que r1s^1 G CRC­i{Pe), concluímos que 

Seja ^ s ^ 1 = s _ 1 r i s f l , com r2 G i? e s2 G C; então t i r 2 l _ 1 = 0. Uma vez que M 
é um R­módulo livre de C­torção, concluímos que ur2 = 0. Ora, como pelo Lema 
3.1.8, r2 G CR(P) e, como U é um R/P­módulo livre de torção, u = 0, o que 
nos leva a concluir que u s ­ 1 = 0 . Consequentemente, (7e é um RC'1 /Pe­módulo 
livre de torção. 

Para provarmos que (Qe, Pe) é um par de primos indesejável de RC~l bastar­

nos­á provar que Qe Ç Pe. Para tal, observe­se que Q ^ P implica Qe Ç Pe. 
Por outro lado, Qf = Pe implica Qec = Pec, logo, Q = P, o que é absurdo. 
Consequentemente, Cf ^ P e . 

Estão, pois, reunidas as condições necessárias para afirmar que (Qe, Pe) é um 
par de primos indesejável de RC'1, como pretendíamos provar. ■ 

O Lema que se segue é de demonstração imediata. 

Lema 3.2.16 Sejam R um anel, (Q, P) um par de primos indesejável de R e I 
um ideal de R tal que I Ç Q; então (Q/I, P/I) é um par de primos indesejável 
de R/IM 
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Mostramos agora a primeira consequência importante da existência da con­
dição na segunda camada num anel Noetheriano. Provaremos que, na presença 
de um anel Noetheriano R que satisfaz a condição na segunda camada à direita, 
podemos provar que, dado um P-módulo não nulo finitamente gerado M tal que 
annM{P) é livre de torção como P/P-módulo à direita, para todo P G Ass(M), 
M é anulado por um produto finito de ideais primos que pertencem ao fecho de 
ligações à direita de Ass(M). 

Teorema 3.2.17 Sejam R um anel Noetheriano, M um R-módulo não nulo e 
X um subconjunto de Spec(R) tal que todos os ideais primos de X satisfazem 
a condição na segunda camada à direita e X é fechado para ligações à direita. 
Suponhamos que M satisfaz as condições: 
a) M é um R-módulo finitamente gerado. 
b) Ass{M) Ç X. 
c) Para todo P G As s (M) e para todo o R-submódulo uniforme N de M tal 
que Ass(N) = {P} e rannR(N) = P, tem-se que N é um R/P-módulo livre de 
torção. 
d) Dado P o anulador de um R-submódulo não nulo de M tal que P é maximal 
entre os anuladores de R-submódulos não nulos de M; então annM(P) é um 
R/P-módulo livre de torção e P G X. 
Então, M tem uma série de R-submódulos 

0 = M0 $ Mi < ... $ Mn = M 

tal que, para todo i G {1,..., n}, MjM^i é um R-módulo uniforme e 

rannR{Mi/Mi-i) = Pi, 

para algum Pi G X, com Px G Ass(M). Assim, MPn...P\ = 0. 

Demonstração. Sejam R, M e X nas condições do enunciado. 
Como R é anel Noetheriano podemos considerar Pi maximal entre os anula­

dores de P-submódulos não nulos de M. Pela Proposição 1.3.1, Pi G Ass(M). 
Porb), p ex. 

Como R é anel Noetheriano e, por a), M é um R-módulo finitamente ge­
rado, M é um R-módulo Noetheriano. Consequentemente, annM{P\) é um 
P-módulo Noetheriano, pelo que podemos escolher um P-submódulo uniforme 
Mi de anriM(Pi) tal que Mi é maximal entre os P-submódulos uniformes de 
annM(Pi). Pela Proposição 1.3.1, annM{Pi) é um RjP\-módulo totalmente fiel, 
logo, rannR{Mi) - Px. 

Se Mi — M, temos MPX = 0, pelo que o teorema é válido. 
Suponhamos que Mi ^ M. 
Provaremos que: 
1) M/Mi é um P-módulo finitamente gerado. 
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2) Ass(M/Mx) Ç X. 
3) Para todo P <E Ass{M/M\) e para todo o P-submódulo uniforme N de 

M/Mi tal que Ass(N) = {P} e rannR(N) = P, tem-se que N é um i?/P-módulo 
livre de torção. 

4) Dado P o anulador de um i?-submódulo não nulo de M/M\ tal que P 
é maximal entre os anuladores de Z?-submódulos não nulos de M/M\. Então, 
annM/Mx (P) é um R/P-módulo livre de torção e P G X. 

Como M é um P-módulo finitamente gerado, MjM\ é um R-módulo finita­
mente gerado, o que nos leva a concluir que é válida a condição 1). 

Sejam Q € Ass(M/Mi) e N um P-submódulo uniforme de M/Mi tal que 
Ass(N) = {Q} e rannR(N) = Q. Consideremos o P-submódulo M' de M tal 
que M1 /Mi = N. 

Suponhamos que M' é um P-módulo uniforme. Uma vez que Mi ^ M' e 
Mi < anriM{Pi), concluímos que 

Mi < annM'(Pi) < annM(Pi), 

logo, anriM'{Pi) é um i?-submódulo uniforme de annM(Pi) que contém M\. Ora, 
como M\ é um ií-submódulo uniforme de anriM(Pi) tal que M\ é maximal entre os 
i?-submódulos uniformes de annjvr(Pi), Mi — annM>(Pi). Assim, 0 ^ Mi ^ M' é 
uma série filiada de M' com primos filiados correspondentes Pi e Q. Além disso, 
como M' é um ií-módulo uniforme, Mi < e M'. Observe-se, agora, que, por 
d), anuM^Pi) é um ií/Pj-módulo livre de torção, logo, M\ = anriM'(Pi) é um 
ü/Px-módulo livre de torção. Como Pi G X, por hipótese, Pi satisfaz a condição 
na segunda camada à direita. Consequentemente, Q ~> Pi e V = M"/Mi é um 
P/Q-módulo livre de torção, onde M" é um P-submódulo de M' que contém 
propriamente Mi e é tal que rannn(M") é maximal entre os anuladores de R-
submódulos de M' que contêm propriamente M\. Uma vez que N = M'/Mi é 
um P-módulo uniforme e NQ = 0, temos que (M"/Mi)R/Q <e NR/Q, logo, Â  é 
um R/Q-módulo livre de torção. Por outro lado, como Q -^ Pi e X é fechado 
para ligações à direita, Q ÇL X. 

Se M' não é um P-módulo uniforme, então Mi ^ e M'. Com efeito, se 
Mi <e M', então, como Mi é um R-módulo uniforme, pelo Lema 1.9.2, M' é 
um P-módulo uniforme, o que é absurdo. Concluímos, assim, que existe um 
i?-submódulo não nulo L de M' tal que Mi D L = 0. Consequentemente, 

L®Mi M' 
L ~ < = TV. 

Mi - Mi 

Uma vez que iV é um P-módulo uniforme tal que Ass(N) = {Q} e ranriR(N) — 
Q, concluímos que L é um P-submódulo uniforme de M tal que Ass(L) = {Q} 
e ranriR(L) = Q. Consequentemente, 

{Q} =Ass(L) ÇAss(M), 
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portanto, Q G Ass(M) e, por b), Q G X. Por c), concluímos que L é um R/Q-
módulo livre de torção, logo, (L © Mí)/M1 é um R/Q-módu\o livre de torção. 
Uma vez que (L © Mi)/Mi <e N, concluímos que iVéum R/Q-módulo livre de 
torção. 

Provámos, assim, que para todo o P-submódulo uniforme N de M'jM\ tal 
que Ass(N) = {Q} e rannR(N) = Q, com Q G Ass(M/Mi), se tem que N é 
um R/Q-módulo livre de torção e Q G X. Está, pois, demonstrado que é válida 
a condição 3). 

Consideremos, agora, Q G Ass(M/Mi). Logo, Q = rannR(Z), para algum 
P-submódulo não nulo Z de MjM\ tal que Z é um R/Q-módulo totalmente fiel. 
Uma vez que Mj Mi é um P-módulo finitamente gerado e Ré anel Noetheriano, 
Z é um P-módulo Noetheriano, logo, Z possui um P-submódulo uniforme Y. 
Como Z é um R/Q-módulo totalmente fiel, Y é um R/Q-módulo totalmente fiel, 
logo, Ass(Y) = {Q} e rannR(Y) = Q. Ora, como Y é um i?-submódulo uniforme 
de M/Mi tal que Ass(Y) = {Q} e rannR(Y) = Q, verificámos, no parágrafo 
anterior, que Q e X. Consequentemente, As s (M/Mi) Ç X e a condição 2) é 
válida. 

Seja P um anulador de um ií-submódulo não nulo de M/Mi tal que P é ma­
ximal entre os anuladores de .R-submódulos não nulos de M/Mi. Pela Proposição 
1.3.1, P G Ass(M/M\) e annM/Ml(P) é um R/P-móàulo totalmente fiel. Uma 
vez que P G Ass(M/Mi) e Ass{M/M\) Ç X, concluímos que F G X Por ou­
tro lado, como Mj Mi é um i?-módulo Noetheriano, annM/M1 (P) é um ií-módulo 
Noetheriano e, em particular, annM/Ml (P) tem dimensão de Goldie finita. Assim, 
existem .R-submódulos uniformes X\, ..., Xn de anriM/M^P) tais que 

Z = Xi © ... © Xn <e annM/Ml(P). 

Observe-se que Z, Xi, ..., Xn são i?/P-submódulos de annM/Ml {P) e, uma vez que 
annM/Mi{P) é um ií/P-módulo totalmente fiel, Ass(Xi) = ... = Ass(Xn) = {P} 
e rann f l(Xi) = ... = rannR(Xn) = P, logo, por 3), Xi, ..., Xn são ií/P-módulos 
livres de torção. Pela Proposição 2.2.20, Xx © ... © Xn é um P/P-módulo livre 
de torção e, uma vez que 

Xi © ... © Xn <e annM/Ml{P), 

pela Proposição 2.2.20, annM/Mi(P) é um R/P-módulo livre de torção. 
Provámos, assim, que as condições 1), 2), 3) e 4) são válidas. 
Consideremos agora P2 maximal entre os anuladores de Z?-submódulos não 

nulos de M/Mi. Uma vez que M/Mi é um P-módulo Noetheriano, podemos 
considerar um P-submódulo uniforme M2/M\ de Z — annM/Ml(P2) tal que 
M2/Mi é maximal entre os P-submódulos uniformes de Z. Uma vez que, pe­
la Proposição 1.3.1, P2 G Ass(M2/Mi) e Z é u m P/P2-módulo totalmente fiel, 
rannR{M2/Mi) = P2. 
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Se M2/M1 = M/Mi, então 0 < M1 <* M é uma série de P­submódulos de M 
tais que Mi e M'/Mi são R­módulos uniformes, 

rannR(Mi) = Pu rann^M/M^ = P2, com Pi G Ass(Mi) e P2 G Ass(M2/Mi). 

Por 2), concluímos que P2 G X. 
Se M2/M1 7̂  M/Mi, tal como anteriormente, concluímos que: 

M/Mi 
1) M/Mo ~ — ^ — é um P­módulo finitamente gerado. 

; ' M2/M1 

2) ,4SS(M/AÍ2) = Ass g g * ) Ç X. 

3) Para todo P G J 4 S S ( M / M 2 ) e para todo o P­submódulo uniforme N de 
M/M2 tal que Ass(N) = {P} e rannR(N) = P, tem­se que TV é um P/P­módulo 
livre de torção. 

4) Dado P o anulador de um P­submódulo não nulo de M/M2 tal que P 
é maximal entre os anuladores de P­submódulos não nulos de M/M2. Então, 
annM/M2 (P) é um P/P­módulo livre de torção e P G X. 

Repetindo o processo descrito, sucessivamente determinamos uma cadeia pro­

priamente ascendente de P­submódulos de M 

0 = M 0 < . . . <Mn<... 

tal que Mj/Mj_i é um R­módulo uniforme e rannjR(Mj/Mi_i) = P i ; para algum 
Pi G X, com Pi G As s (M). Uma vez que M é um P­módulo Noetheriano, a 
cadeia considerada é finita. ■ 

Corolário 3.2.18 [Jategaonkar] Sejam R um anel Noetheriano e M um R­

módulo não nulo finitamente gerado tal que annM(P) é livre de torção como 
R/P­módulo à direita, para todo P G Ass(M). Suponhamos que todos os ideais 
primos de X = U{r.cl(P) : P G Ass(M)} satisfazem a condição na segunda 
camada à direita. Então, M tem uma série de R­submódulos 

0 = Mo<M1<...<Mn = M 

tal que, para todo i G {1, . . . ,n}, MÍ/MÍ­\ é um R­módulo uniforme e 

rannR(Mi/Mi^) = P , 

para algum Pi G X, com Pi G Ass(M). Assim, MPn...P\ — 0. 

Demonstração. Comecemos por observar que o conjunto X é fechado para 
ligações à direita. Para provarmos o corolário é, pois, suficiente provar que o 
R­módulo M considerado satisfaz as condições a), b), c) e d) enunciadas no 
Teorema 3.2.17. 
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Por hipótese, as condições a), b) são válidas. 
Seja P G Ass(M) e N um Pt­submódulo uniforme de M tal que Ass(N) = {P} 

e rannR(N) = P. Como rannR(N) = P, N < anriM{P)­ Ora, como por hipótese, 
anriM(P) é um R/P­módulo livre de torção, N é um i?/P­módulo livre de torção, 
pelo que a condição c) é válida. 

Consideremos um anulador P de um i?­submódulo não nulo de M tal que P é 
maximal entre os anuladores de f?­submódulos não nulos de M. Pela Proposição 
1.3.1, P G Ass(M), logo, annM{P) é um Pi/P­módulo livre de torção. Uma vez 
que Ass(M) Ç X, temos também que P e X Consequentemente, a condição d) 
é válida, como desejávamos provar. ■ 

3.3 Localização e dimensão clássica de Krull 
Nas secções anteriores estudámos as ligações na segunda camada entre dois ideais 
primos Q e P de um anel Noetheriano R. As ligações foram definidas recorrendo à 
existência de um (R/Q, fí/P)­bimódulo especial. A questão que se pode colocar 
é se, dados P,Q G Spec(R) tais que P ~~» Q, onde R é um anel Noetheriano, 
poderemos comparar os anéis R/P e R/Q. Veremos que, se R for um anel que 
satisfaz a condição na segunda camada, eles terão a mesma dimensão clássica de 
Krull. 

Os resultados que introduzimos a seguir são demonstrados com a ajuda da 
dimensão clássica de Krull e sempre na presença da condição na segunda camada. 
Começamos por mostrar que, dado um bimódulo Noetheriano não nulo N sobre 
um anel Noetheriano R que satisfaz a condição na segunda camada, existem sub­

bimódulos N', N" de N tais que N" ^ N' e N'/N" é livre de torção em ambos 
os lados sobre quocientes primos de R. 

O resultado pretendido, isto é, "se P ­w Q num anel Noetheriano R que 
satisfaz a condição na segunda camada, então 

cl.Krulldim(R/P) ­ cl.Krull dim(fl/Q)", 

é obtido como Corolário de um Teorema de Jategaonkar (Teorema 3.3.2), onde 
um resultado mais forte é demonstrado. 

Proposição 3.3.1 Sejam R um anel Noetheriano que satisfaz a condição na 
segunda camada à direita e B um bimódulo não nulo Noetheriano sobre R. Se P é 
um ideal primo de R tal que rannR(B) Ç P, então, existem sub­bimódulos B',B" 
de B tais que B" ^ B' e existe um ideal primo Q de R tal que lannR(B'/B") = Q, 
rannji(B'/B") = P e B'/B" é um R/Q­módulo à esquerda livre de torção e um 
R/P­módulo à direita livre de torção. 

Demonstração. Como R é anel Noetheriano, podemos tomar Pi maximal 
entre os anuladores em R de fí­submódulos não nulos de BR. Consequentemente, 
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pela Proposição 1.3.1, Pi é um ideal primo de R e B[ = lanriB(Pi) é um R/P\-
módulo à direita totalmente fiel. 

Seja D o P/Pi-submódulo de torção do (P, P/Pi)-bimódulo B[ e suponhamos 
que D 7̂  0. Como R/P\ é um anel primo e Noetheriano à direita e RB[ é um 
P-módulo à esquerda Noetheriano, pelo Corolário 2.2.29, rannR/Pl(D) ^ 0, o que 
contraria o facto de B[ ser um R/Pi-módulo à direita totalmente fiel. Concluímos, 
assim, que D = 0 e B[ é um P/Pi-módulo à direita livre de torção. 

Consideremos Qi maximal entre os anuladores em R de P-submódulos não 
nulos de R(B[). Definamos Pi = ranns^Qi). Observe-se que Px é um (R,R)-
bimódulo não nulo Noetheriano em ambos os lados. Tal como no caso ante­
rior, provamos que Pi é um P/Qi-módulo à esquerda livre de torção. Como 
(Pi)fí < (B[)R, Pi é um P/Pi-módulo à direita livre de torção. Consequente­
mente, lannR(Bi) = Q\ e rannR{Bi) = P\. 

Repetindo os mesmos argumentos, uma vez que BR é Noetheriano, construí­
mos uma cadeia finita de (R, P)-sub-bimódulos de P -

0 = B0$Bl<...<Bn = B 

tais que Qi = lannR(Bi/'Pi-i), P = rannR(Bi/Bi-i) são ideais primos e Bi/B^i 
é um (P/Q?;)-módulo à esquerda livre de torção e um (P/P)-módulo à direita 
livre de torção, para todo i E {1, . . . ,n}. Assim, BPn...P\ = 0, o que implica 

Pn...Pi Ç rannR{B) C P. 

Como P é um ideal primo, P Ç P, para algum i 6 {1,.. . , n}. Seja P' = P ; então 
C" = BijBi^i é um P/P'-módulo à direita livre de torção e um P/Q rmódulo à 
esquerda livre de torção, rannR(C) = P' e lannR(C) = Qi. Observe-se, ainda, 
que rannR(B) Ç P'. 

Se P = P', tem-se o resultado. 
Suponhamos que P' C p e consideremos E = E((R/P)R/P>). Como O é um 

(P, P)-bimódulo Noetheriano, pelo Lema 2.2.27, existe um número natural n tal 
que R/rannR(C) = R/P' é isomorfo a um P-submódulo X de ©"=1Cj, onde 
C'- = C", para todo j G {l , . . . ,n} . Consequentemente, R/P' é isomorfo a um 
P/P'-submódulo X de 0?=1C-. 

Assim, se considerarmos o P/P'-homomorfismo não nulo 

0 : R/P' -> P 
r _|_ p/ _^ r + P ' 

uma vez que P é um P/P'-módulo injectivo, podemos estender 0 a um P / P ' -
homomorfismo \P : ©£=iCj —* E . Em particular, existe um P/P'-homomor­
fismo não nulo / : C" —> P . 

Provaremos que Ass(f(C')) = {P/P'}. Comecemos por observar que P / P ' = 
u/pi 

rannR/p>(R/P) e P / P é um -módulo totalmente fiel. 
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Dado Q/P' e Ass(f(C')), temos Q/P' = rannR/P>(X), para algum R/P'-
submódulo X não nulo de f(C) tal que 

fí IP' 
X é um -módulo totalmente fiel. 

De (R/P)R/pi <e ER/pi concluímos que X n (R/P) ^ 0, logo, 

Q/P' = rannR/p/(X n fí/P). 

Uma vez que X n (R/P) é um P/P'-submódulo de R/P, 

P/P' = rann f i / P , (X n P / P ) = Q/P ' . 

Portanto, Ass(/(C")) = {P/P '}-
Com o intuito de aplicar o Corolário 3.2.18, provaremos que 

ff/P' 
annf(C')(P/P') é um -módulo livre de torção. 

Para tal, observemos que, como (R/P)(P/P') = 0, 

(R/P)R/P> < annE(P/P')R/pi. 

De (R/P)p/pi <e ER/P' concluímos que 

R/P' 

(R/P)RIP> <e (annE(P/P'))nlIi. 
p/W P/W 

Mas R/P é um P/P-módulo livre de torção, consequentemente, R/P é um ( 3/ 

módulo livre de torção, logo, annE(P/P') também o é e o mesmo acontece a 
annf{C')(P/P')-

Como, pela Proposição 3.2.11, R/P' satisfaz a condição na segunda camada 
à direita, f(C) é um P/P'-módulo não nulo, finitamente gerado (porque C é 
finitamente gerado), Ass(f(C')) = {P/P'} e 

R/P' 
anrif(c')(P/P') é um -módulo livre de torção; 

então, pelo Corolário 3.2.18, existem ideais primos P i /P ' , ..., Pn/P' de P / P ' 
pertencentes ao fecho de ligações à direita de {P/P1} tais que 

f(C')(Pn/P')...(P1/P') = 0 

e P i / P ' = P / P ' . Uma vez que todos os ideais primos da forma P / P ' pertencem 
ao fecho de ligações à direita de P/P' e nenhum ideal primo está ligado ao ideal 
nulo, então P' ^ P,-, para todo j G {1, ...,n}. 
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Seja I um ideal direito de R tal que I = rannR(f(C')); logo 

I/P' = rannR/P,(f(C')). 

Comecemos por verificar que i" Ç P. De facto, como Ass(f(C')) = {P/P1}, 

rannR/pl(f(C'))ÇP/P>, 

logo, I Ç P. Por outro lado, se P' = I, de 

(Pn/P')...(P1/P') Ç I/P' = P'/P' 

concluímos que P' = Pj, para algum j G {1,..., n}, o que é absurdo. Consequen­

temente, P' Çtl CP. 
Seja J = rannR(C'/C'I); então 

f(C) J = f(C'J) ç /(Cl) = o, 

provando­se, assim, que J Ç rannR(f(C')) = I, logo rannR(C/Cl) = i\ 
Consideremos, agora, 

B = Bi/{BJ + Bi­í)czC/C,L 

Observe­se que C" / C"/, pois, caso contrário, teríamos f(C) = f{C')I = 0, o 
que é absurdo. Consequentemente, B ^ 0. 

Uma vez que S é um (iü, i?)­bimódulo Noetheriano não nulo tal que / = 
rannR(B) Ç P, repetindo o processo descrito, obtemos um ideal primo P" tal 
que I Ç P" Ç P. Construímos, assim, uma cadeia de ideais primos de R ­

P' <z P" Ç ••• Ç P­

Como R é anel Noetheriano, a cadeia é finita, logo, existem sub­bimódulos B', B" 
de B tais que B" ^ B' e existe um ideal primo Q de R tal que lannR(B'/B") = Q, 
rannR(B'/B") = P e B1 /B" é um P/Q­módulo à esquerda livre de torção e um 
ií/P­módulo à direita livre de torção. ■ 

Teorema 3.3.2 [Jategaonkar] Sejam R um anel Noetheriano que satisfaz a 
condição na segunda camada e B um bimódulo Noetheriano não nulo sobre R; 
então 

cl.Krull. dim(R/lannR(B)) = cl.Krull.àim(R/rannR(B)). 

Demonstração. Mostraremos que 

cl.Krull. dim(R/lannR(B)) > cl.Krull. dim(R/rannR(B)). 
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Procedemos por indução transfinita em a = cl.Krull. dxm(R/rannR(B). 
Se a = 0, a condição é verdadeira. 
Suponhamos, agora, que a > 0 e que, para todo o ordinal f3 tal que (3 < a e 

para todo o (R, i?)-bimódulo Noetheriano não nulo D tal que 

cl.Krull. dim(R/rannR(D)) = (3, 

se tem 

cl.Krull. dim(R/lannR(D)) > cl.Krull. dim(R/rannR(D)). 

Pela Proposição 1.10.3, existe um ideal primo P tal que 

/ R/rannR(B)\ 
a — cl.Krull. dim \P/rannR(B)J 

isto é, a — cl.Krull. dlm(R/P), com rannR(B) Ç P. Pela Proposição 3.3.1, 
existem sub-bimódulos B', B" de B tais que B" ^ B' e existe um ideal primo Q 
de R tal que lannR(B'/B") = Q, rannR(B'/B") = P eC = B'/B" é um fí/Q-
módulo à esquerda livre de torção e um i?/P-módulo à direita livre de torção. 
Uma vez que lannR{B)C = 0, lannR(B) Ç Q, logo, pelo Corolário 1.10.5, 

cl.Krull. dim(R/lannR(B)) > cl.Krull. dim(R/Q). 

Provaremos agora que 

cl.Krull. dim(R/Q) > cl.Krull. dim(R/rannR(B)) = a. 

Seja (3 um ordinal tal que (3 < a. Pela Proposição 1.10.3, existe um ideal 
primo P' tal que 

cl.Krull. dim ( - 5 ^ ) = P-

Logo, cl.Krull. dim(R/P') =PeP^P'. 
Como RCR é Noetheriano, RC tem dimensão de Goldie finita. Podemos agora 

escolher C", um sub-bimódulo de C não nulo cuja dimensão de Goldie como R-
módulo à esquerda seja a menor possível. Como C é um i?/P-módulo livre de 
torção, pelo Lema 2.2.26, O é um i?/P-módulo totalmente fiel, logo, rannR(C) = 
P ^ P'. Então, podemos aplicar a Proposição 3.3.1 e afirmar que existem sub-
bimódulos C*, C** de C tais que C** ^ C* e existe um ideal primo Q' de 
R tal que lannR{C*/C**) = Q', rannR{C*/C**) = P' e C" = C*/C** é um 
(R/Q', i?/P')-bimódulo livre de torção em ambos os lados. 

Se (C")R < ( C % , então 

P = rannR{C) = rannR{C") = P', 
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o que é absurdo. 
Provamos, assim, que C" = Y/X, para alguns sub­bimódulos X, Y de C tais 

que 0 ^ X ^ Y. Pela forma como foi definido C, concluímos que u. à\m{RX) = 
u.dim(fíY), logo, pela versão esquerda do Corolário 1.9.13, RX <e RY. Conse­

quentemente, R/QX < e R/QY, O que nos leva a concluir, pela Proposição 2.2.20, 
que C" = Y/X é um (R/Q)­módulo à esquerda de torção, logo, Q' ^ Q. Con­

cluímos, assim, que 

Q = lannR(C) g lannR(C") = Q', 

logo, pelo Corolário 1.10.4, 

cl.Krull.dim(R/Q) > cl.Krull dim(R/Q'). 

Como cl.Krull. dim(R/P') = (5 < a e C" é um (R, i?)­bimódulo Noetheriano 
não nulo, por hipótese, cl.Krull. dim(R/Q') = 

cl.Krull. dim(R/lannR(C")) > cl.Krull. dim(R/rannR(C")) 
= cl.Krull.dim(R/P')=p. 

Provamos, assim, que cl.Krull. dim(R/Q) > /3, para todo o ordinal (3 tal que 
(3 < a, logo, 

cl.Krull. dim(R/Q) > a = cl.Krull. dim(R/rannR(B)), 

consequentemente, 

cl.Krull. d\m(R/lanriR(B)) > cl.Krull. dxm(R/ranriR(B)). 

De forma análoga, provamos a outra desigualdade, demonstrando­se o teore­

ma. ■ 

Deduzimos, agora, o resultado desejado inicialmente. 

Corolário 3.3.3 [Jategaonkar] Sejam R um anel Noetheriano que satisfaz a 
condição na segunda camada e Q, P ideais primos distintos de R que pertencem 
ao mesmo clique; então cl.Krull. dim (R/Q) = cl.Krull. d\m(R/P) e P,Q são 
ideais primos incomparáveis. 

Demonstração. Como Q e P estão no mesmo clique, existe um número 
natural n tal que 

p = p1 ^ ... *w* pn = Q} 

onde o símbolo A ^^ B representa que existe uma ligação do tipo A ­^ B ou uma 
ligação do tipo B ~* A. Sejam (PÇ\P2)/Ai, ..., (Pn­\ n Q)/An_1 os bimódulos de 
ligação correspondentes às ligações consideradas. 
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Aplicando o Teorema 3.3.2, concluímos que 

cl.Krull. dim í R/lannR í —­—­ ] ] = cl.Krull. dim I R/rannR I — 

Sendo o bimódulo (P D p2)/Ai um R/P­módulo (à direita ou à esquerda) livre 
de torção e um i?/P2­módulo (respectivamente, à esquerda ou à direita) livre de 
torção, concluímos, pelo Lema 2.2.26 e pela respectiva versão esquerda, que este 
é um P/P­módulo (à direita ou à esquerda) totalmente fiel e é um P/P2­módulo 
(respectivamente, à esquerda ou à direita) totalmente fiel; logo, 

cl.Krull. dim(R/P) = cl.Krull. dim(R/P2). 

Repetindo o processo n—l vezes, concluímos que 

cl.Krull. dim(R/P) = cl.Krull. dim(R/Q). 

Como, por hipótese, P e Q são ideais primos distintos, pelo Corolário 1.10.4, 
os ideais primos P e Q são incomparáveis. ■ 

3.4 Localização em cliques 
No início da secção 3.1 introduzimos um exemplo de um anel Noetheriano R que 
possui ideais primos P e Q tais que P é um ideal primo localizável à direita de R 
mas Q não o é, ou seja, CR(P) é um conjunto de Ore à direita em R mas CR(Q) 
não o é. É, pois, natural perguntar: "Qual o maior conjunto de Ore à direita S 
que está contido em CR(Q)V . 

Proposição 3.4.1 Sejam R um anel Noetheriano, P,Q ideais primos de R tais 
que Q ­^> P e S um subconjunto de R. 
Se S for um conjunto de Ore à direita em R tal que S Ç CR{P), então S Ç 
CR(Q). 
Se S for um conjunto de Ore à esquerda em R tal que S Ç CR(Q), então 
SÇCR(P). 

Demonstração. Suponhamos que S é um conjunto de Ore à direita em R 
tal que S Ç CR(P). Consequentemente, S é disjunto de P e, pela Proposição 
2.1.4, S é um conjunto de denominadores à direita em R. 

Seja (Q H P)/A o bimódulo de ligação entre Q e P. 
Se S £= CR(Q), então existe c G S\CR(Q). Como R/Q é anel Noetheriano à 

direita primo, pelo Teorema de Goldie, R/Q é anel não singular à direita. Pela 
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Proposição 2.2.8, c + Q não é regular à direita em R/Q, logo, existe r G R\Q tal 
que cr £ Q. Consequentemente, 

cr{Q nP)ÇQPÇA, 

logo, cr((Q D P)/A) = 0 e, dado q G Q íl P, temos crq = 0 em R = R/A, onde x 
representa x + A, para todo x e R. Uma vez que S , n P = 0 e i Ç P , 5 n i = l5; 
consequentemente, pela Proposição 2.3.11, S = { Í : s G S} é um conjunto de 
denominadores à direita em R. Em particular, S é um conjunto reversível à 
direita em R, portanto, existe d G S tal que fqd = 0. Como (Q n P)/^4 é, por 
hipótese, um P/P­módulo à direita livre de torção e 5 C CR(P), então fq = 0. 
Uma vez que g é um elemento arbitrário de (Q R P)/A, então r((Q PI P)/A) = 0, 
consequentemente, Zannfi((QnP)/^4) % Q, o que, pela versão esquerda do Lema 
2.2.26, contradiz o facto de (Q R P)/Á ser um R/Q­módulo à esquerda livre de 
torção. Concluímos, portanto, que S Ç CR(Q), como desejávamos provar. 

Por outro lado, se 5 for um conjunto de Ore à esquerda de R tal que S Ç 
CR(Q), então, 5 é um conjunto de Ore à direita em R°p e P ­w Q em Po p . Tal 
como anteriormente, provamos que 5* Ç CR(P). ■ 

Corolário 3.4.2 Sejam R um anel Noetheriano, P um ideal primo de R e C um 
subconjunto de R disjunto de P. 
Se C for um conjunto de Ore à direita em R, então 

Cçn{CR(Q) :Qer.cl(P)}. 

Se C for um conjunto de Ore à direita e à esquerda em R, então 

C Ç n{CR(Q) : Q G cl(P)}. 

Demonstração. Suponhamos que C é um conjunto de Ore à direita em R. 
Uma vez que P é um ideal primo disjunto de C, pela Proposição 2.3.12, C Ç 
CR(P). 

Seja Q G r.cl(P); então existe um número natural n tal que 

Q = Q1 ^ ... ­w Qn = P 

Se n = 1, está provado que C Ç CR(Q). 
Se n > 1, como Qn­\ ' w P, pela Proposição 3.4.1, concluímos que C Ç 

CR(QTI­I)­ Repetindo o processo n vezes, concluímos que C Ç CR(Q). Conse­

quentemente, 

c ç n{CR(Q) : Q e r.cl(P)}. 

Suponhamos, agora, que C é um conjunto de Ore à direita e à esquerda em 
R. Tal como antes, tem­se C Ç CR(P). 
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Se Q G cl(P), então existe um número natural n tal que Q = Q\ <"­~> ... <~̂  
Qn — P, onde o símbolo A <~̂  B representa que existe uma ligação do tipo 
A ~^> B ou uma ligação do tipo B ­w A. 

Se n = 1, está provado que C Ç C R ( Q ) . 
Se n > 1, então, se Qn­i ~^ ­P, como anteriormente, concluímos que C Ç 

Cfí(Qn­i) e, se P ­w Qn­i) então, como C é um conjunto de Ore à esquerda em 
R, concluímos, pela Proposição 3.4.1, que C Ç CR(Qn­i). Repetindo o processo 
n vezes, concluímos que C Ç CR(Q). Consequentemente, 

CÇn{CR(Q):Qed(P)}. 

Tendo em conta o Corolário anterior, interessa agora determinar em que cir­

cunstâncias é que, dado um ideal primo P de um anel Noetheriano R, o conjunto 

C = n{CR(Q):Qer.cl(P)} 

é um conjunto de Ore à direita em R. Começamos por introduzir algumas defi­

nições e resultados preliminares. 

Definição 3.4.3 Sejam R um anel e X Ç Spec(R). Dizemos que X satisfaz a 
condição de incomparabilidade se não existirem ideais primos P e Q perten­

centes a X tais que P ^ Q. 

Definição 3.4.4 Sejam R um anel e X Ç Spec(R). Dizemos que X satisfaz 
a condição de intersecção à direita se, para todo o ideal direito I tal que 
I n CR{P) jL 0, para todo P £ X, se tem I n (nP€XCR{P)) ^ 0. De forma 
análoga, definimos condição de intersecção à esquerda. Dizemos que X 
satisfaz a condição de intersecção se X satisfizer a condição de intersecção à 
direita e à esquerda. 

Lema 3.4.5 Sejam R um anel e X um subconjunto de Spec(R) que satisfaz a 
condição de intersecção à direita. Seja M um R­módulo que possui um elemento 
m que satisfaz a condição "para todo P € X, existe cp e CR(P) tal que mcp = 0". 
Então, existe c G r\p£xCR(P) tal que me = 0. 

Demonstração. Por definição de m, rannR{m) fl CR(P) ^ 0, para todo 
P £ X. Uma vez que X satisfaz a condição de intersecção à direita, 

rannR{m) n (nP e XC f í(P)) ^ 0. 

Consequentemente, existe c G {C\PexCR(P)) tal que me — 0. ■ 
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Lema 3.4.6 Sejam R um anel Noetheriano e X um subconjunto de Spec(R) 
fechado para ligações à direita que satisfaz a condição de intersecção à direita 
e tal que todos os elementos de X satisfazem a condição na segunda camada à 
direita. Sejam C = ^\p^xCR(P) e M um R­módulo finitamente gerado uniforme 
tal que: 
1) existe m G M tal que me ^ 07 para todo c G C; 
2) para todo o R­submódulo não nulo N de M, para todo m G M, existe c G C 
tal que me e N. 
Então, existe P G X tal que: 
a) MP = 0, 
b) M é um R/P­módulo livre de torção. 

Demonstração. Sejam R, C, X e M nas condições enunciadas. 
Como X satisfaz a condição de intersecção à direita e existe i £ M tal que 

xc / 0, para todo c G C, pelo Lema 3.4.5, existe P G X tal que x não é anulado 
por elementos de CR(P). 

Seja L = {m G M : mP = 0}. Mostraremos que L = M. 
O ideal (rannR(x) + P)/P não é um ideal direito essencial de R = R/P, 

pois, caso contrário, pelo Teorema de Goldie, (rannR(x) + P)/P conteria um 
elemento regular de R/P, o que nos leva a concluir que rannR(x) fl CR(P) ^ 0. 
Consequentemente, existiria c G CR{P) tal que xc = 0, o que é absurdo. 

Suponhamos, agora, que R/(rannR(x) + P) é um R/P­módulo de torção. 
Então, como R/P é um R/P­módulo livre de torção e 

(rannHÍ) + P)/P K « A ™ " " « M + ^ 

pela Proposição 2.2.20, 

(rannR(x) + P)/P <e R/P, 

o que é absurdo. Provamos, assim, que R/(rannR(x) + P) não é um R/P­módulo 
de torção. Consequentemente, R/(rannR(x) + P) contém um elemento que não 
é anulado por elementos de CR(P). 

Consideremos 

<fi : xR —»■ R/(rannR(x) + P) 
xr —> r + (rannR(x) + P) 

Assim definida, </> é um i?­epimorfismo. Uma vez que r + (rannR(x) + P) = 0 
implica que r = r' + r", para alguns r' G rannR(x) e r" G P, xr = xr" e xr G xP, 
concluindo­se, assim, que Ker{4>) = xP. Logo, 

xR/xP ~ R/(rannR(x) + P). 
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Assim, xR/xP contém um elemento que não é anulado por elementos de CR(P). 
Logo, M/xP contém um elemento que não é anulado por elementos de CR(P). 
Como C Ç CR(P), concluímos que M/xP contém um elemento que não é anulado 
por elementos de C. Uma vez que, por hipótese, para todo o P­submódulo não 
nulo N de M e para todo m £ M, existe c G C tal que me <E N, então, xP = 0. 
Consequentemente, x G L e L ^ 0. 

Por outro lado, como L é um P­submódulo de Aí, concluímos que L é um 
P­módulo uniforme e, pelo facto de L ser um P/P­módulo, L é um P/P­módulo 
uniforme. Aplicando a Proposição 2.2.25, concluímos que L é um R/P­módulo 
livre de torção ou é um R/P­módulo de torção. Ora, como L contém um elemento 
que não é anulado por elementos de CR(P), L é necessariamente um RjP­módulo 
livre de torção. Pelo Lema 2.2.26, L é um P/P­módulo totalmente fiel, conse­

quentemente, 

{P} = Ass(L) ÇAss(M). 

Uma vez que M é um P­módulo uniforme, pelo Lema 1.9.4, {P} = Ass(L) = 
Ass(M). 

Com vista a um absurdo, suponhamos que L ^ M. 
Uma vez que R é um anel Noetheriano e M é um P­módulo finitamente 

gerado, M é um P­módulo Noetheriano, logo, pela Proposição 1.3.2, existe uma 
série filiada 

0 $ Ux < ... < Un = M. 

Como Ass(M) = {P} e, por definição, L = annM(P), então, U\ = L. Consi­

deremos M' = U2. Como L <e M' (porque M é uniforme) e 0 <* L < M' é 
uma série filiada de M' com primos filiados correspondentes P e Q, podemos 
aplicar o Lema Principal de Jategaonkar. Como L é um P/P­módulo à direita 
livre de torção e, por hipótese, P satisfaz a condição na segunda camada à di­

reita, Q •w P Pelo Lema Principal de Jategaonkar temos ainda que M"/L é um 
P/Q­módulo à direita livre de torção, onde M" é um P­submódulo de M' que 
contém propriamente L e é tal que o ideal A = rannR(M") é maximal entre os 
anuladores de P­submódulos de M' que contêm propriamente L. 

Uma vez que Q ~» P, concluímos, pelo facto de X ser fechado para ligações 
à direita, que Q G X, logo, C Ç CR(Q), de onde resulta que M"/L contém pelo 
menos um elemento que não é anulado por elementos de C. Como M"/L < M/L, 
então M/L contém pelo menos um elemento que não é anulado por elementos de 
C, o que, por definição de M, contraria o facto de L ^ 0. Tal contradição resulta 
de termos suposto L ^ M. Concluímos, assim, que L = M. Consequentemente, 
MP = 0 e M é um P/P­módulo livre de torção. ■ 

No resultado seguinte apresentamos condições suficientes para que, dado um 
ideal primo P de um anel Noetheriano P, 

C = ^Q£r.cl(P)CR{Q) 
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seja um conjunto de Ore à direita em R. 

Proposição 3.4.7 Sejam R um anel Noetheriano e X Ç Spec(R) tal que X é 
fechado para ligações à direita, X satisfaz a condição de intersecção à direita 
e todos os elementos de X satisfazem a condição na segunda camada à direita. 
Então, C = CIPÇXCR(P) é um conjunto de Ore à direita em R. 

Demonstração. Suponhamos, com vista a um absurdo, que, dados R e X 
nas condições da proposição, C = T\P^XCR{P) não é um conjunto de Ore à direita 
em R. Assim, existem r £ Rec* £ C tais que c*Rí)rC = 0, consequentemente, o 
elemento r + c*R do i?-módulo à direita RI = R/c*R não é anulado por elementos 
deC. 

Consideremos T = { J : J é um i?-submódulo de R' para o qual se verifica que 
existe um elemento z de R'/J tal que z não é anulado por elementos de C}. Uma 
vez que O G T , T / 0 . Como R' é um i?-módulo Noetheriano, podemos tomar J 
maximal em T. Em particular, K = R!/J possui um elemento y tal que y não é 
anulado por elementos de C. 

No entanto, se considerarmos um i?-submódulo não nulo de K - K', então 
K' = I/J, para algum i?-submódulo / de R' tal que J <^I. Assim, por construção 
de J, se x é um elemento de K/K', como K/K' ~ R'/I, existe c' £ C tal que 
xc' = 0. Assim, para todo m £ K, existe c £ C tal que me £ K'. 

Seguidamente provaremos que K é um i?-módulo uniforme. Para tal, supo­
nhamos, com vista a um absurdo, que K = R/J não é uniforme; então existem 
iü-submódulos A, B de R' tais que J < A, J ^ B e Af] B = J. Assim, 

B/J = B/{A nf í)~(f i + A)/A. 

Como todos os elementos de R'/A são anulados por algum elemento de C, con­
cluímos que todos os elementos de B/J são anulados por algum elemento de 
C. 

Consideremos, agora, z £ R'\J tal que z + J não é anulado por elementos de 
C. Uma vez que J ^ B, existe c £ C tal que zc £ B. Como todos os elementos 
de B/J são anulados por algum elemento de C, concluímos que existe d £ C tal 
que z(cd) £ J, o que é absurdo uma vez que cd £ C. O absurdo resultou de 
supormos que K não é um .R-módulo uniforme, provando-se, assim, que K ê um 
i?-módulo uniforme. 

Observe-se que R é um anel Noetheriano, X é um subconjunto de Spec(R) 
fechado para ligações à direita tal que X satisfaz a condição de intersecção à 
direita e todos os elementos de X satisfazem a condição na segunda camada à 
direita e K é um i?-módulo finitamente gerado, uniforme que satisfaz as condições 
"existe m £ K tal que me ^ 0, para todo c £ C" e "para todo o .R-submódulo 
não nulo N de K e para todo m £ K, existe c £ C tal que me £ TV". Estão, pois, 
reunidas as condições necessárias para aplicar o Lema 3.4.6 e afirmar que existe 
P £ X tal que KP = 0 e i f é um R/P-módulo livre de torção. Uma vez que 
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C Ç CR(P), concluímos que, para todo m G K e c G C tal que me = 0, então 
m = 0. 

Por outro lado, y = (1 + C*PL) + J é um elemento não nulo de K que é anulado 
por c* ­ o que é absurdo. O absurdo resultou de termos suposto que C não é um 
conjunto de Ore à direita em R, provando­se, assim, o desejado. ■ 

O desenvolvimento da Teoria da Localização para anéis Noetherianos não 
comutativos feito até ao momento, neste trabalho, teve como ponto de partida o 
que acontecia para anéis comutativos. Se voltarmos ao caso dos anéis comutativos 
e considerarmos um anel comutativo R e um ideal primo P de R, não só P é um 
ideal localizável de R como RP tem uma propriedade importante ­ o anel Rp é 
local. Comecemos por verificar que Pe é um ideal próprio de Rp. Se 11"1 G Pe, 
então 1 = pc~l, para alguns p G P, c G CR(P), o que nos leva a concluir que 
P contém um elemento de R\P­ o que é absurdo. Está, pois, provado que Pe é 
um ideal próprio de Rp, Por outro lado, suponhamos que / é um ideal próprio 
de Rp e i é um elemento de / tal que % = ab~l, para alguns a, 6 G R\P. Como 
R é um anel comutativo, CR(P) = R\P, logo, a i ­ 1 e ò"1 são unidades de RP, o 
que nos leva a concluir que i é uma unidade de Rp. Consequentemente, I = Rp 
­ o que é absurdo, uma vez que / é um ideal próprio de Rp. Concluímos, assim, 
que todos os elementos de / são da forma ab~l, para alguns a G P e ò G CR(P), 
logo, I Ç Pe. Consequentemente, Pe é o único ideal maximal de Rp, Rp é anel 
local e J(Rp) = Pe. Como Pe é ideal maximal de Rp, concluímos que Rp/Pe é 
anel simples e, uma vez que Rp é anel comutativo, Rp/Pe é anel Artiniano. 

No caso não comutativo, dados um anel Noetheriano à direita Re P um ideal 
primo localizável à direita de R, temos ainda que o anel Rp é local e Rp/Pe é 
anel Artiniano. 

Proposição 3.4.8 Seja P um ideal primo localizável à direita de um anel Noe­

theriano à direita R; então Rp/Pe é um anel semisimples e Pe = J(Rp). Em 
particular, o anel Rp é local e o único ideal primitivo à direita de Rp é Pe. 

Demonstração. Sejam R um anel Noetheriano à direita e P um ideal primo 
de R localizável à direita. O anel R = R/P é um anel primo Noetheriano à direita, 
logo, pelo Teorema de Goldie, RC é um anel semisimples, onde C = C­̂ (O). 

Uma vez que P é um ideal primo localizável à direita de R, Cp(P) é um 
conjunto de denominadores à direita em R. Pela Proposição 2.3.12, 

RCR(Py1/Pe^RÜ~1 

ou, abreviadamente, Rp/Pe ^ RC . Assim, Rp/Pe é anel semisimples, logo, 
pelo Teorema de Wedderburn, Artin, J(Rp/Pe) = 0, o que nos leva a concluir 
que J(Rp) Ç Pe. Para mostrarmos a inclusão contrária bastar­nos­á provar que, 
para todo o ideal direito maximal / de Rp, Pe Ç / . 
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Seja / um ideal direito maximal de RP. Observe-se que Ie fl CR(P) = 0, pois, 
caso contrário, teríamos l i " 1 € J, o que contraria o facto de / ser ideal direito 
maximal de RP. Portanto, R/(IC + P) não é um P/P-módulo à direita de torção 
já que, caso contrário, 1 + (Ie + P) seria um elemento de Cfí(P)-torção; logo, 
(jc + p) n CR{P) ^ 0, o que contraria o facto de Ie n CR(P) = 0. 

Seja K/(IC + P) o P/P-submódulo de torção de R/{IC + P). Como R/(IC + P) 
não é um P/P-módulo à direita de torção, K ^ R. 

Pela Proposição 2.2.21, 

K/{P + P) ' 

é um P/P-módulo à direita livre de torção. Uma vez que R/K é um P-módulo 
livre de CÃ(P)-torção, pela Proposição 2.3.8, concluímos que Kec = K, logo, 
Ke ^ RP. Uma vez que Ie Ç K, I = P e Ç Ke, o que, pelo facto de I ser um 
ideal direito maximal de RP, implica I = Ke. Logo, como P Ç K, Pe Ç / e 
J ( P P ) = P e . 

Por outro lado, como Pí)CR(P) = 0, pelo Teorema 2.3.14, Pe é um ideal primo 
de Rp, logo, Rp/Pe é anel primo Artiniano; consequentemente, pelo Corolário 
1.7.3, é anel simples. Portanto, P e é ideal maximal de RP e é primitivo à direita. 
Seja J um ideal primitivo à direita de RP. Então, P e = J{RP) Ç J. Como P e é 
ideal maximal de P P , J = P e , o que nos leva a concluir que P e é o único ideal 
primitivo à direita de RP. Em particular, P e é o único ideal maximal de RP, 
logo, RP é anel local. H 

No caso dos anéis Noetherianos comutativos existe mais uma propriedade que 
interessa mencionar: dados um anel Noetheriano comutativo R e P G Spec(R), 
todo o Pp-módulo finitamente gerado M que é extensão essencial de um RP-
módulo simples é Artiniano. Em seguida demonstraremos tal propriedade. 

Lema 3.4.9 Sejam R um anel Noetheriano comutativo, P um ideal primo de R, 
Y um RP-módulo finitamente gerado que ê extensão essencial de um RP-módulo 
simples S; então Y é um RP-módulo Artiniano. 

Demonstração. Vimos já que P e é o único ideal maximal de RP e, logo, 
RP/Pe é anel Artiniano. 

Uma vez que num anel comutativo todos os ideais primitivos são maximais, 
P e é o único ideal primitivo de RP. Consequentemente, P e = rannRp(S). 

Em seguida demonstraremos que existe um número natural n tal que Y (P e)n = 
0. Para tal, observe-se que, como R é anel Noetheriano, RP é também anel Noe­
theriano. Uma vez que Y é um Pp-módulo finitamente gerado, Y é um Pp-
módulo Noetheriano, pelo que existe um número natural n tal que 

annY{{Pe)n) = annY((Pe)n+l). 
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Com vista a um absurdo, suponhamos que Y(Pe)n ^ 0. Então, existe y G Y 
tal que y(Pe)n ^ 0. Uma vez que RP é anel Noetheriano, (P e)n é um Pp­módulo 
finitamente gerado. Designemos por px, ..., pk os geradores de (Pe)n tais que 
ypí 7̂  0, para todo i G {1,..., k}. Como S <e Y, existe rx G Pp tal que ypiri ^ 0 
e ypiTi G S. Seja z o menor dos elementos de {1,..., k) tal que yp^x ^ 0; então 
existe r2 G Rp tal que yplrír2 / 0 e yPiT\T2 G «S1. Repetindo o processo (no 
máximo A; vezes), determinamos r = ri...rj tal que y(Pe)nr ^ 0 e y(Pe)nr Ç 61. 
Ora, se y(Pe)nr Ç 51 então 

í/r(Pe)n + 1 C SP e . 

Uma vez que rannRp(S) = Pe, concluímos que yr G anrzy((Fe)n+1). Por outro 
lado, como y(Pe)nr ^0, yr ^ annY((Pe)n), o que é absurdo, uma vez que 

annY((Pe)n) = annY((Pe)n+1)­

O absurdo resultou de supormos Y(Pe)n ^ 0, logo, Y(Pe)n = 0. 
Com o intuito de provarmos que Y é um Pp­módulo Artiniano, consideremos 

o Pp/Pe­módulo Y(Pe)n­\ Como Y é um PP­módulo Noetheriano, Y(Pe)n­1 é 
um Pp­módulo finitamente gerado, logo, Y(Pe)n~1 é um Pp/Pe­módulo finita­

mente gerado. Ora, como Rp/Pe é anel Artiniano, Y(Pe)n~l é um Pp/Pe­módulo 
Artiniano. Consequentemente, Y(Pe)n~1 é um Pp­módulo Artiniano. Por outro 
lado, como Y é um Pp­módulo Noetheriano, Y(Pe)n~2 é um Pp­módulo finita­

mente gerado, consequentemente, 

_ Y(PT~
2 

Y(pe)n­1 

é um Pp/Pe­módulo finitamente gerado. Uma vez que Rp/Pe é anel Artiniano, 
Z é um Pp/Pe­módulo Artiniano, logo, Z é um Pp­módulo Artiniano. Uma 
vez que Z e Y(Pe)n~1 são Pp­módulos Artinianos, Y(Pe)n~2 é um Pp­módulo 
Artiniano. Repetindo o processo n vezes, concluímos que Y é um Pp­módulo 
Artiniano, como desejávamos provar. ■ 

No caso dos anéis Noetherianos não comutativos a propriedade acima descrita 
origina a seguinte definição: 

Definição 3.4.10 Um ideal primo P de um anel Noetheriano R é classicamen­

te localizável à direita se P é localizável à direita e se todo o Rp­módulo à 
direita finitamente gerado M que é extensão essencial de um Rp­módulo à direita 
simples é Artiniano. De forma análoga, definimos ideal primo classicamente 
localizável à esquerda. Um ideal primo P num anel Noetheriano R é classi­

camente localizável se for classicamente localizável à direita e à esquerda. 
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É uma questão ainda em aberto saber se a localização à direita implica a 
localização clássica à direita para um ideal primo num anel Noetheriano. 

Seguidamente introduzimos a definição de subconjunto de Spec(R) localizável 
à direita de um anel Noetheriano R. Mas, antes de a introduzirmos, recordemos 
que na Proposição 3.4.8 foram descritas propriedades que são verificadas pelo 
ideal primo Pe de RP, onde P é um ideal primo localizável à direita de um 
anel Noetheriano à direita R. Em particular, observamos que Rp/Pe é anel 
Artiniano e Pe é o único ideal primitivo à direita de RP. Assim, na sequência do 
que foi observado, interessar-nos-á que, na definição de subconjunto de Spec(R) 
localizável à direita, se imponham condições que nos garantam que se verificam 
propriedades análogas às enunciadas. 

Definição 3.4.11 Sejam R um anel Noetheriano e X Ç Spec(R). Dizemos que 
X é localizável à direita se 

C(X) = r)PçXcR(P) 
for um conjunto de Ore à direita em R e o anel de fracções Rx — RC(X)'1 gozar 
das seguintes propriedades: 
a) Para todo P G X, o anel Rx/Pe é Artiniano. 
b) Os únicos ideais primitivos à direita de Rx são os ideais da forma Pe, com 
PeX. 

Por analogia com a definição de ideal primo classicamente localizável à direita, 
afirmamos que: 

Definição 3.4.12 Seja R um anel Noetheriano. Um subconjunto X de Spec(R) 
é classicamente localizável à direita se X for localizável à direita e todo o 
RC(X)~l-módulo à direita finitamente gerado que é uma extensão essencial de 
um RC{X)~l-módulo à direita simples for Artiniano, onde C(X) = ^P^XCR{P). 
De forma análoga, definimos subconjunto de Spec(R) classicamente localizável 
à esquerda. Um subconjunto X de Spec(R) é classicamente localizável se 
X for classicamente localizável à direita e à esquerda. 

Após a introdução da definição de subconjunto de Spec(R) classicamente lo­
calizável à direita de um anel Noetheriano R, deduziremos, em seguida, condições 
necessárias e suficientes para um clique de R ser classicamente localizável à di­
reita. 

Teorema 3.4.13 [JategaonkarJ Sejam R um anel Noetheriano e X C Spec(R); 
então X é classicamente localizável à direita se e só se X satisfaz as seguintes 
condições: 
a) X é fechado para ligações à direita, 
b) todos os elementos de X satisfazem a condição na segunda camada à direita, 
c) X satisfaz a condição de intersecção à direita, 
d) X satisfaz a condição de incomparabilidade. 
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Demonstração. Sejam R um anel Noetheriano e X Ç Spec(R) tal que X 
satisfaz as condições a) , b) , c) e d). 

Uma vez que X satisfaz as condições a) , b) e c), pela Proposição 3.4.7, 
C = C\P(ZXCR(P) é um conjunto de Ore à direita em R. Assim, existe anel de 
fracções à direita de R com respeito a C - RC~l. 

Consideremos P <E X e um ideal direito I de R tal que P ^ I e I/P <e R/P. 
Então, pela Proposição 2.2.20, 

i/p - ' 

é um R/P-módulo de torção. Assim, para todo r <= R, I H rCR(P) / 0. Em 
particular, / n CR{P) ^ 0. 

Seja Q G X\{P}. Uma vez que X satisfaz a condição de incomparabilidade, 
P % Q, logo, (Q + P)/Q é um ideal não nulo de R/Q. Uma vez que R/Q é um 
anel primo, pela Proposição 1.5.7, (Q + P)/Q é um ideal direito essencial de R/Q. 
Pelo Teorema de Goldie, 

((Q + P)/Q)nCR/Q(0)^$, 

logo, P íl CR(Q) ^ 0. Como P g I, então, I D ÇR(<?) ^ 0. Uma vez que 
I H CR{Q) ^ 0, para todo Q € AT, e X satisfaz a condição de intersecção à 
direita, I n C 7̂  0. Está, pois, provado que todo o ideal direito essencial de R/P 
intersecta não trivialmente C = {c + P : c G C}. 

Observe-se que, como C é um conjunto de denominadores à direita em R e 
C n P = 0, pela Proposição 2.3.11, C é um conjunto de denominadores à direita 
emfi = JR/P.  

Ora, como C é um conjunto de denominadores à direita em R, C Ç 0^(0) e 
todo o ideal direito essencial de R intersecta C não trivialmente, podemos aplicar 
o Corolário 2.2.13 e afirmar que 

RC~l ~RCR(0)-\ 

Uma vez que R é um anel primo Noetheriano à direita, pelo Teorema de Goldie, 
fíC-^(O)"1 é anel semisimples, logo, RC é anel Artiniano. 

Por outro lado, pela Proposição 2.3.12, 

RC~l ~ RC'1/!*, 

o que nos leva a concluir que RC~1/Pe é anel Artiniano. Concluímos, assim, 
que é válida a condição a) da Definição 3.4.11. Por outro lado, pelo Teorema 
2.3.14, Pe é um ideal primo de RC'1, logo, RC~1/Pe é anel primo Artiniano. 
Consequentemente, pelo Corolário 1.7.3, RC^/Pe é anel simples. Uma vez que 
RC~l/Pe é anel simples, Pe é ideal maximal de RC"1, o que nos leva a concluir 
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que Pe é ideal primitivo à direita. Provamos assim que Qe é um ideal primitivo 
à direita de RC"1, para todo Q G X. 

Pretendemos, agora, mostrar que os únicos ideais primitivos à direita de RC~l 

são da forma Qe, para algum Q G X. 
Seja N um i?C_1-módulo simples; logo N — nRC~l, onde n é um elemento 

não nulo de N. Consideremos em N a estrutura natural de i?-módulo à direita. 
Com esta estrutura definida em N, N é um i?-módulo livre de C-torção e o 
RC~ 1-módulo N é o i?-módulo de fracções de N com respeito a C. 

Seja Aq = nR; então Ni é um R-módulo finitamente gerado e (Aq)e = N. O 
i?-módulo Ni é um i?-módulo livre de C-torção, uma vez que N é um i?-módulo 
livre de C-torção. 

Provaremos em seguida que Aq é um i?-módulo uniforme. Para tal, conside­
remos dois .R-submódulos de Aq - N', N" tais que N' n N" = 0. Suponhamos, 
com vista a um absurdo, que A ^ ' / 0 e A7' ^ 0. Uma vez que Aq é um .R-módulo 
livre de C-torção, (N')e ^ 0 e {N")e ^ 0. Como iVéum flC^-módulo simples, 
(N')e = (N")e = N. Seja ri G ATi\{0}. Pela Proposição 2.1.14, existem nx G N', 
n2 G A "̂ e c G C tais que ri — n\c~x = n2c~l, logo, ric — ni = n2. Ora, como 
0 7̂  n'c, N' Pi A "̂ ^ 0, o que é absurdo. O absurdo resultou de supormos que 
existem i?-submódulos não nulos de Ni - N', N" tais que N D N" = 0, logo, Aq 
é um R-módulo uniforme. 

Seja, agora, N' um i?-submódulo não nulo de Ni. Como Aq é um R-módulo 
livre de C-torção, (A^')6 / 0. Ora, como Â  é um i?C_1-módulo simples, N = 
(A^)6. Assim, se considerarmos ri G Aq, existem ri G N' e c G C tais que 
ric'1 = ri, logo, n* = ric. Provamos, assim, que para todo o ií-submódulo não 
nulo N' de Aq, para todo ri £ Ni, existe c G C tal que ric G N'. Ora, como Aq é 
um i?-módulo finitamente gerado, uniforme e livre de C-torção, podemos aplicar 
o Lema 3.4.6 e afirmar que existe P G X tal que AqP = 0 e Aq é um ií/P-módulo 
livre de torção. Consequentemente, P = ranriR(Ni) e P e Ç rannnc-1{N). Uma 
vez que foi já provado que Pe é um ideal maximal de RC~X, temos que Pe = 
rannRc-i{N). Concluímos, assim, que os únicos ideais primitivos à direita de 
RC~l são os ideais da forma P e , com P G X. Está, pois, demonstrado que X é 
localizável à direita. 

Com vista a mostrar que X é classicamente localizável à direita, considere­
mos um i?C_1-módulo finitamente gerado M que é uma extensão essencial de 
um i?C_1-módulo simples N. Pretendemos mostrar que M é um i?C_1-módulo 
Artiniano. 

Como M é um RC~l-módulo finitamente gerado, 

M = miRC'1 + ... + mnRC-\ 

para alguns Wi, ...,mn G M. Uma vez que N é um i?C-1-módulo simples, N = 
nRC~l, para algum n G N. Podemos supor que n G {m1;..., mn}. Consideremos 
em M e em N a estrutura natural de .R-módulo à direita. Deste modo, os 
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PtC_1-módulos à direita M e N sao P-módulos de fracções, respectivamente, dos 
P-módulos Aí e N com respeito a C. 

Sejam Aí' = miR + ... + mnR e N' = nR. Logo, Aí', N' são P-módulos 
finitamente gerados tais que M = (Aí')e e N = (N')e. Tal como anteriormente, 
verificamos que N' e Aí' são P-módulos livres de C-torção e iV ' é um P-módulo 
uniforme. Observe-se, ainda, que (N')R < (M')R. 

Provaremos em seguida que N'R <e M'R. Seja m G Aí'\{0}; então, como 
NRc-i <e MRC-i, existe rx~l G RC^1 tal que 

m{rx~l) G N\{0}, 

logo m r l " 1 G N\{0}. Uma vez que (7V')e = N, existem ri G N'^}, c G C tais 
que m r l - 1 = n'c~l, logo, m(rc) = n'. Consequentemente, existe r' £ R tal que 
rnr' G ÍV'\{0}, o que nos leva a concluir que N'R <e M'R. Uma vez que N' é um 
i?-módulo uniforme e N'R <e M'R, pelo Lema 1.9.2, Aí' é um i?-módulo uniforme. 

Tal como anteriormente, provamos que, para todo o i?-submódulo não nulo 
K de N' e, para todo m G N', existe c G C tal que me G K. Uma vez que N' é 
um i2-módulo uniforme, finitamente gerado, livre de C-torção, estão reunidas as 
condições necessárias para aplicar o Lema 3.4.6 e afirmar que existe P G X tal 
que N'P = 0 e N' ê um R/P-módulo livre de torção. 

Ora, como N' é um R/P-módulo livre de torção, pelo Lema 2.2.26, N' é um 
R/P-módulo totalmente fiel, logo, 

{P} C Ass{N') Ç Ass(M'). 

Uma vez que Aí' é um K-módulo uniforme, pelo Lema 1.9.4, Ass(M') = {P}. 
Por outro lado, como N' < e Aí', (N')R/P <e {annM>(P))R/P, pela Proposição 

2.2.20, annM'{P) é um i?/P-módulo livre de torção. 
Uma vez que X é fechado para ligações à direita, r.cl(P) Ç X, logo, por 

hipótese, todos os ideais primos de r.cl(P) satisfazem a condição na segunda 
camada à direita. Estão, pois, reunidas as condições necessárias para aplicar o 
Corolário 3.2.18 e afirmar que existem ideais primos P\,..., Pn G r.cl(P) tais que 
P = Pi e M'Pn...Px = 0. Portanto, 

M(P„)e...(Pi)e = 0, 

onde Pi,...,Pn G r.cl(P). Como r.cl(P) Ç X, temos M{Pn)e...{Pl)e = 0, com 
Pi, ..., Pn G X. 

Uma vez que Aí é um PC_1-módulo finitamente gerado e, pela Proposição 
2.3.11, RC~l é anel Noetheriano à direita, Aí é um PC_1-módulo Noetheriano. 
Consequentemente, Af(Pra)e...(P2)e é um PC_1-módulo Noetheriano, o que nos 
leva a concluir que Z = Aí(Pn)e...(P2)e é um PC_1/(-Pi)e-módulo finitamente 
gerado. Uma vez que RC~l/(Pi)e é anel Artiniano, Z é um PC_ 1 /( í i) e-módulo 
Artiniano. Em particular, Z é um PC_1-módulo Artiniano. 
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Se considerarmos o RC~l-módulo 

w . _ M(pny...(p3y 
M(pny...(p2y 

então, como M* é um PC^-módulo finitamente gerado, M* é um RC'1 /{Pi)e-
módulo finitamente gerado. Uma vez que RC"1/(P2)e é anel Artiniano, M* é um 
i?C"1/(-P2)e-módulo Artiniano. Em particular, M* é um PC_1-módulo Artinia­
no. Como Z e M* são PC_1-módulos Artinianos, concluímos que M(Pn)e...(P3)e 

é um PC_1-módulo Artiniano. Repetindo este raciocínio n vezes, concluímos que 
M é um PC_1-módulo Artiniano. Demonstrámos, assim, que X é classicamente 
localizável à direita. 

Reciprocamente, suponhamos que R é anel Noetheriano e X é um subconjunto 
de Spec(R) classicamente localizável à direita. 

Como X é localizável à direita, C = nPeXCR(P) é um conjunto de deno­
minadores à direita em R, RC~l/Pe é anel Artiniano, para todo P E X, e os 
únicos ideais primitivos à direita de RC~l são os ideais da forma P e , para algum 
P ç X. Por outro lado, como X é classicamente localizável à direita, todo o 
PC_1-módulo finitamente gerado que é extensão essencial de um PC_1-módulo 
simples é Artiniano. 

Começamos por provar que X satisfaz a condição de incomparabilidade. 
Com vista a um absurdo, suponhamos que existem ideais primos Q, P perten­

centes a X tais que Q g R Como C = nPeXCR(P), C C CR(Q) e C C CR(P), 
logo, C n Q = 0 e C n P = 0. Pelo Teorema 2.3.14, Qe e P e são ideais pri­
mos de RC~l tais que Qe Ç Pe. Se Qe = P e , então Qec = Pec. Ora, como 
pela Proposição 2.3.12, Qec = Q e P e c = P, temos Q = P, o que é absurdo. 
Consequentemente, Qe ^ Pe e Pe/Qe é um ideal próprio não nulo de RC~X jQe. 

Por outro lado, como Q € X, RC~l/Qe é anel Artiniano, logo, RC~l/Qe 

é anel Artiniano primo. Pelo Corolário 1.7.3, concluímos que RC^1/Qe é anel 
simples, o que é absurdo uma vez que Pe/Qe é um ideal próprio não nulo de 
RC~1/Qe. O absurdo resultou de supormos que existe um par de ideais primos 
Q, P em X tal que Q Ç P. Consequentemente, X satisfaz a condição de incom­
parabilidade. 

Em seguida provaremos que todos os elementos de X satisfazem a condição 
na segunda camada à direita. 

Com vista a um absurdo, suponhamos que existe P G X tal que P não 
satisfaz a condição na segunda camada à direita. Pela Proposição 3.2.7, existe 
um P-módulo M finitamente gerado uniforme, com série filiada 0 <í U ^ M e 
primos filiados correspondentes P, Q tais que U é um P/P-módulo à direita livre 
de torção, M/U é uniforme, Q g P e MQ = 0. 

Como P é ideal primo de P, C é um conjunto de denominadores à direita 
em R tal que C Ç CR{P) e M é um P-módulo uniforme tal que M contém um 
P-submódulo não nulo [/ tal que U é um P/P-módulo à direita livre de torção; 
então, pelo Lema 3.2.13, M é um P-módulo livre de C-torção. 
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Uma vez que M é ura R-módulo uniforme livre de C-torção, pelo Lema 3.2.14, 
MC'1 é um i?C_1-módulo uniforme. Em particular, IIe é um i?C_1-módulo 
uniforme. 

Como P n C — 0, pelo Teorema 2.3.14, Pe é um ideal primo de RC~l. Em 
particular, Pe é um ideal bilateral de RC'1, logo, UePe = (UP)e. Ora, como 
UP = 0, então UePe = 0, o que nos leva a concluir que Ue é um RC~l/Pe-módulo 
à direita. 

Ora, como P G X, RC~l/Pe é anel Artiniano. Uma vez que RC'1/Pe 

é também anel primo, concluímos, pelo Corolário 1.7.3, que RC~l/Pe é anel 
semisimples. Consequentemente, pelo Teorema 1.2.9, Ue é um RC"1 / Pe-módu\o 
semisimples, o que nos leva a concluir que Ue é um i?C_1-módulo semisimples. 
Uma vez que Ue é um i?C~1-módulo semisimples e uniforme, pela Proposição 
1.9.1, Ue é um i?C_1-módulo simples. 

Uma vez que M é um i?-módulo finitamente gerado, MC'1 é um RC"1-
módulo finitamente gerado. Ora, como MC'1 é um i?C-1-módulo finitamente 
gerado, MC'1 é uma extensão essencial de um i?C_1-módulo simples - Ue e 
X é um conjunto classicamente localizável à direita, MC'1 é um i?C"1-módulo 
Artiniano. 

Observe-se ainda que, como MC'1 é um i?C-1-módulo finitamente gerado e 
RC~X é anel Noetheriano à direita, MC'1 é um i?C_1-módulo Noetheriano. 

Com vista a um absurdo, suponhamos que não existe um i?C~^submódulo 
Y de MC'1 tal que MC'1/Y seja simples. Então, se considerarmos um RC'1-
submódulo próprio Y\ de MC'1, existe um RC_1-submódulo de MC'1 - Y2 tal 
que Y1 <Y2 ^ MC'1. Analogamente, existe um i?C_1-submódulo Y3 de MC'1 

tal que 
Y1<Y2^Y3<MC'1. 

Construímos, assim, uma cadeia propriamente ascendente e infinita de RC'1-
submódulos de MC'1, o que é absurdo uma vez que MC'1 é um i?C_1-módulo 
Noetheriano. Provámos assim que existe um i?C_1-submódulo Yx de MC'1 tal 
que MC'1 /Yi é um i?(7"x-modulo simples. Analogamente, se Yx ^ 0, concluímos 
que existe um fíC_1-submódulo Y2 de MC"1 tal que Yi/Y2 é um i?C_1-módulo 
simples. Deste modo construímos uma cadeia propriamente descendente 

... % Y2 < Y1 $ MC'1 

de i?C-1-submódulos de MC'1. Como MC'1 é um i?C-1-módulo Artiniano, 
a cadeia é finita. Consequentemente, é possível construir uma cadeia finita de 
i2C_1-submódulos de MC'1 

0 = Yn^ Yn.x $ ... % Yo - MC'1 

tal que Yj/Yj+i é um i?C_1-módulo simples, para todo j G {0,..., n - 1}. Assim, 
Pj = rannRC-i{Yj/Yj+i) é um ideal primitivo à direita de RC'1, para todo 
j e {0, ...,n - 1}, e (MC-1)P0...Pn-i = 0. 
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Uma vez que X é localizável à direita e Pj é um ideal primitivo à direi­
ta de RC"1, para todo j G {0,...,n — 1}, existem Qo,-..,Qn-i £ X tais que 
Pj = Qej, para todo j G {0, ...,n — 1}. Consequentemente, (MQ0...Qn^i)e = 0. 
Uma vez que M é um F-módulo livre de C-torção, MQ0...Qn_i = 0. Ora, como 
rannR{M/U) = Q, rannR(M) Ç Q. Consequentemente, 

Qo---Qn-i Q Q 

e, como Q é ideal primo de R, existe i G {0, ...,n — 1} tal que Q% Ç Q. Logo, 
Qi Ç Q § P> o que é absurdo uma vez que Q;, F G X e provámos já que X 
satisfaz a condição de incomparabilidade. O absurdo resultou de supormos que 
existia um ideal primo P de X que não satisfazia a condição na segunda camada à 
direita; logo, todos os elementos de X satisfazem a condição na segunda camada 
à direita. 

Em seguida provaremos que X é fechado para ligações à direita. 
Seja P G X e suponhamos que existe Q G Spec(R) tal que Q ~~> P. Pelo 

Teorema 3.2.6, existe um R-módulo finitamente gerado e uniforme M com série 
filiada 0 ^ U ^ M e primos filiados correspondentes P, Q tais que U é um 
R/P-módulo livre de torção e M/U é isomorfo a um ideal direito uniforme de 
R/Q. 

Como M é um Pc-módulo finitamente gerado, MC"1 é um i?C_1-módulo 
finitamente gerado. 

Pelo Lema 3.2.13, M é um Pt-módulo livre de C-torção e, pelo Lema 3.2.14, 
MC-1 é um i?C_1-módulo uniforme. 

Uma vez que C Ç CR(P), P D C = 0, logo, pelo Teorema 2.3.14, Pe é um 
ideal primo de RC~l e, em particular, é um ideal bilateral de RC~X. Consequen­
temente, UePe = (UP)e. Ora, como UP = 0, temos que UePe = 0, logo, t/e é 
um i?C_1/-Pe"módulo à direita. 

Por outro lado, como Pe é um ideal primo de RC"1, RC~1/Pe é anel primo. 
Uma vez que X é classicamente localizável à direita, temos também que RC~l jPe 

é anel Artiniano. Aplicando o Corolário 1.7.3, concluímos que RC~1/Pe é anel 
semisimples. Uma vez que Ue é um i?C -1/Pe-módulo à direita, pelo Teorema 
1.2.9, Ue é um PC~1/Pe-módulo semisimples, logo, Ue é um PC -1-módulo se­
misimples. Como MC'1 é um i?C_1-módulo uniforme, Ue é um RC~^módulo 
uniforme semisimples, logo, pela Proposição 1.9.1, Ue é um PC_1-módulo sim­
ples. 

Como C Ç CR(P), C é um conjunto de Ore à direita em R, R é anel Noe-
theriano e Q •w P, então, pela Proposição 3.4.1, C Ç CR(Q). Logo, C il Q = 0. 
Pelo Teorema 2.3.14, Ç;e é um ideal primo de RC~X. 

Observemos agora que, como M/U é isomorfo a um ideal direito de R/Q, 
M/U é um R/Q-módalo livre de torção. Logo, como C Ç CR(Q), M/U é um 
P-módulo livre de C-torção. Consequentemente, pela Proposição 2.3.8, Uec = U. 
Em particular, MC"1 / Ue. 
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Uma vez que MC'1 é um fíC_1-módulo uniforme, Ue <e MC'1. Assim, 
MC-1 é um jRC_1-módulo finitamente gerado que é uma extensão essencial de 
um i?C_1-módulo simples. Logo, como X é classicamente localizável à direita, 
MC'1 é um i?C_1-módulo Artiniano. Em particular, MC'1 /Ue é um RC'1-
módulo Artiniano. Consequentemente, MC'1 /Ue contém um fíC-1-submódulo 
simples - N. 

Uma vez que MQ < U, {MQ)e < Ue. Como Qe é um ideal bilateral de RC'\ 

(MC-x)Qe = {MQY < Ue. 

Concluímos, assim, que MC'1 /Ue é um RC'1/Qe-módulo à direita. 
Provaremos em seguida que MC'1 /Ue é um RC'1 /Qe-módulo totalmente 

fiel. Consideremos um RC~^submódulo X de MC'1 tal que Ue ^ X. Uma vez 
que XrannRC-i{X/Ue) < Ue, concluímos que 

Xc{rannRC-i{X/Ue))c < Uec. 

Como Uec = U, 

(rannRC~i(X/Ue))c Ç rannR(Xc/U). 

Uma vez que M/U é um R/Q-módulo livre de torção, pelo Lema 2.2.26, M/U é 
um .R/Q-módulo totalmente fiel, logo, (rannRC~i(X/Ue))c Ç Q, o que nos leva a 
concluir que 

rannRC-i(X/Ue) = rannRC^{X/Ue)ce Ç Qe. 

Está, pois, demonstrado que MC'1 /Ue é um RC'1 /Qe-módulo totalmente fiel. 
Como MC'1 /Ue é um RC'1 /Qe-módulo totalmente fiel, em particular, 

rannRC- i{N) = Qe. 

Consequentemente, Cf é um ideal primitivo à direita de RC'1. 
Uma vez que os únicos ideais primitivos à direita de RC'1 são os ideais da 

forma Te, para algum T e X, concluímos que Qe = Te, para algum T G X. 
Como T £ X, T n C = 0, logo, pela Proposição 2.3.12, Tec = T. Uma vez que já 
provámos Q n C = 0, temos também que Qec = Q. Consequentemente, Q — T e 
Q e X . Concluímos, assim, que X é fechado para ligações à direita. 

Para provarmos o teorema é ainda necessário provar que X satisfaz a condição 
de intersecção à direita. Com vista a um absurdo, suponhamos que existe um 
ideal direito K de R tal que K n CR(P) ^ 0, para todo P e I , e i f n C = | . 
Como R é anel Noetheriano, podemos escolher um ideal direito L maximal para 
a relação L n CR(P) ^ 0, para todo P £ X, e L n C = 0. 

Começamos por verificar que se J é um ideal direito tal que L C J} então o 
i?-módulo à direita R/J é de C-torção. Uma vez que L S J, J fl CR(P) ^ 0, 
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para todo P G X e, por escolha de L, J D C / 0. Se R = J, i ? / J é um P­módulo 
de C­torção. Suponhamos que R^ J. Como C é um conjunto de Ore à direita, 
dados r <= R\J ec£ JnC, existem r' G Re d G C tais que cr1 = rc'. Ora, como 
ce J, rc' G J, o que nos leva a concluir que (r + J)d = OR/J. Consequentemente, 
R/Jé um P­módulo de C­torção. 

Em seguida provaremos que R/L é um P­módulo livre de C­torção. Para tal, 
suponhamos que tc(R/L) ^ 0; então, tc(R/L) = J/L, para algum ideal direito 
J tal que L C J. Pelo que vimos no parágrafo anterior, temos que 

P/L R 
tc{R/L) " J 

é um P­módulo de C­torção. Consequentemente, existe c G C tal que 

(l + L)cetc(R/L), 

o que nos leva a concluir que existe d G C tal que (1 + L)cd = 0R/L­ Uma vez 
que ce' G C, concluímos que L í l C ^ f l . o que é absurdo. O absurdo resultou de 
supormos tc{R/L) ^ 0, logo, R/L é um P­módulo livre de C­torção. 

Seja M = R/L. Com o intuito de provarmos que MC~l é um PC_1­módulo 
simples, consideremos um RC~^submódulo iV de MC'1. Tomemos o P­módulo 
Nc, logo, iVc = J/L, para algum ideal direito J tal que L Ç J. Se L = J, 
jVc = 0 e TV = iVce = 0. Se L C J, então J n C ^ 0, o que nos leva a concluir 
que Nce = MC"1, isto é, N = MC'1. Provamos, assim, que MC'1 é um RC"1­

módulo simples. 
Uma vez que MC"1 é um RC'1 módulo simples, ranriRc­iiMC"1) é um 

ideal primitivo à direita de RC"1. Por hipótese, rannRC­i{MC~l) = Pe, para 
algum P G X Consequentemente, (MC"1)Pe = 0, logo, (MP)e = 0. Como M 
é um P­módulo livre de C­torção, MP = 0 e M é um P/P­módulo. Ora, como 
P G X, L D Cfí(P) 7̂  0, logo, M não é um P/P­módulo livre de torção. 

Consideremos o (PC~ ̂ P^­módulo MC"1 e um elemento não nulo m de 
MC"1. Seja 0 o (PC^/P^­homomorfismo 

(j): RC~llPe ­* MC"1 

r —■> mr 

Como M C " 1 é um PC_1­módulo simples, em particular, MC" 1 é um (RC"1 /Pe)­

módulo simples e 0 é um PC_1/Pe­epimorfismo. Consequentemente, 

„ pç­yp­
~ Ker(0) ' 

onde Ker(4>) é um ideal direito próprio de RC~1/Pe. 
Observemos agora que, por hipótese, RC"1 /Pe é anel Artiniano. Uma vez que 

P n C = 0, pelo Teorema 2.3.14, P e é ideal primo de RC"1, logo, RC"1/Pe é anel 
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Artiniano primo. Pelo Corolário 1.7.3, RC 1/Pe é anel semisimples. Uma vez 
que RC~1/Pe é anel semisimples, existe um ideal direito não nulo / de RC~l/Pe 

tal que RC~l/Pe = 1® Ker{<f>), logo, 

RC /P
e . r „_i 

I ~ f— ~ MC \ 
Ker{<P) 

Em particular, MC'1 é um RC'1 /Pe­módulo livre de torção. 
Por outro lado, como M não é um P/P­módulo livre de torção, existe m G 

M\{0} e c G Cfí(P) tal que me = 0, logo, 

( m l ^ X c l ^ + P6) = 0. 

Uma vez que MC'1 é um PC_ 1/Pe­módulo i i v r e de torção e, pelo Lema 3.1.8, 
cl" 1 G CRc­i(Pe), "T­l"1 = 0. Ora, como M é um P­módulo livre de C­torção, 
m — 0, o que é absurdo. O absurdo resultou de supormos que existia um ideal 
direito K tal que K n CR(P) ^ 0, para todo P G X, e KnC = ®. Consequente­

mente, X satisfaz a condição de intersecção à direita, como desejávamos provar. 

Aplicando o Corolário 3.3.3 podemos alterar o enunciado do Teorema anterior 
da seguinte forma: 

Proposição 3.4.14 Seja R um anel Noetheriano que satisfaz a condição na se­

gunda camada e seja X um clique de R; então X é classicamente localizável se e 
só se X satisfaz a condição de intersecção. 

Demonstração. Sejam R e X nas condições enunciadas na Proposição. 
Como X é um clique, X é um conjunto fechado para ligações à direita e para 
ligações à esquerda. Por outro lado, pelo Corolário 3.3.3, concluímos que X 
satisfaz a condição de incomparabilidade. 

Pelo Teorema 3.4.13 e pela sua versão esquerda obtemos o resultado preten­

dido. ■ 

No caso de X ser um clique finito de um anel Noetheriano que satisfaz a 
condição na segunda camada podemos eliminar a condição exigida no enunciado 
da Proposição 3.4.14. Temos, assim, que 

Teorema 3.4.15 (Jategaonkar) Seja R um anel Noetheriano que satisfaz a 
condição na segunda camada e seja X um clique finito de R; então X é classi­

camente localizável. 

Demonstração. Pela Proposição 3.4.14, é suficiente mostrar que, num anel 
Noetheriano que satisfaz a condição na segunda camada, todo o clique finito X 
satisfaz a condição de intersecção. Começamos por mostrar que X satisfaz a 
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condição de intersecção à direita. Para tal, consideremos um ideal direito I de R 
tal que I n CR(P) ^ 0, para todo P e X. Designemos a cardinalidade de X por 
n e os elementos de X por Pi, com i G {1,..., n}. 

Seja k G {l , . . . ,n} . Pelo Corolário 3.3.3, X satisfaz a condição de incom­

parabilidade, logo, (Pi + Pk)/Pk é um ideal não nulo de R/Pk, para todo i G 
{1, ...,n}\{k}. Consequentemente, pela Proposição 1.5.7, (Pi + Pk)/Pk é um ideal 
direito essencial de R/Pk, para todo i G {1, ...,n}\{fc}. Pelo Teorema de Goldie, 
concluímos que Pi D CR(Pk) ^ 0, para todo i G {1, ...,n}\{k}. Consideremos 
d0 G 1 n Cfi(Pfc) e di G Pi n Cfl(Pfc), para todo i G {1,..., n}\{fc}. Seja 

Cfc = do...dk­idk+x­­­dn; 

então 

cfc G I n (nie{i,...,„}\{fc}PJ­) n Cfl(Pfc). 

Seja c = X f̂c=i cfc­ Verificaremos que o elemento c pertence a /n(n£=1Cfí(Pfc)). 
Suponhamos que cr e Pi, para algum i G { l , . . . , n } e r G P , então 

Cir + ... + cnr G P . 

Por definição, ck pertence a P , para todo i ^ k, logo, c{r G p . Como d G CR(Pi), 
r G p . Analogamente provamos que se rc G P , r G p . Assim, c G n"=1C#(Pi). 
Logo, 

/n(nr=1cR(p))^0 
e, portanto, X satisfaz a condição de intersecção à direita. De forma análoga, 
provamos que X satisfaz a condição de intersecção à esquerda, demonstrando­se 
o teorema. ■ 

Do Teorema 3.4.15 podemos deduzir que, dado um anel Noetheriano R que 
satisfaz a condição na segunda camada e tem um número finito de ideais primos, 
todo o seu clique é classicamente localizável. Em particular, todos os cliques 
de um anel Artiniano são classicamente localizáveis. Com efeito, pelo Exemplo 
3.2.9, qualquer anel Artiniano satisfaz a condição na segunda camada. Por outro 
lado, pelo Corolário 1.7.5, qualquer anel Artiniano contém apenas um número 
finito de ideais primos. Assim, 

Proposição 3.4.16 Todos os cliques de um anel Artiniano são classicamente 
localizáveis. 

Observe­se que, no anel R apresentado no Exemplo 3.1.2, embora o ideal 
Q não seja classicamente localizável à direita, cl(Q) = {Q, P} é classicamente 
localizável, uma vez que R é anel Artiniano. 
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Teorema 3.4.17 [Jategaonkar] Sejam R um anel Noetheriano e P um ideal 
primo de R. Então, P é classicamente localizável à direita se e só se P satisfaz 
a condição na segunda camada à direita e r.cl(P) = {P}­

Demonstração. Aplicando a Proposição 3.4.8, concluímos que afirmar que 
um ideal primo P é classicamente localizável à direita é equivalente a afirmar que 
o subconjunto de Spec(R) ­ X = {P} é classicamente localizável à direita. 

Uma vez que {P} satisfaz, trivialmente, a condição de intersecção à direita e a 
condição de incomparabilidade, pelo Teorema 3.4.13, P é classicamente localizável 
à direita se e só se P satisfaz a condição na segunda camada à direita e {P} é 
fechado para ligações à direita, isto é, r.cl(P) = {P}. ■ 

3.5 A Propriedade de Artin­Rees 
Introduzimos agora uma nova propriedade ­ a propriedade de Artin­Rees. Esta 
propriedade foi de grande importância no estudo da localização efectuado por 
Goldie em [12] e por McConnell em [25]. 

O conjunto dos ideais primos que satisfazem a propriedade de Artin­Rees de 
um anel Noetheriano R que satisfaz a condição na segunda camada constitui 
um subconjunto do conjunto de ideais primos classicamente localizáveis de R 
(Teorema 3.5.20). Mostraremos também que, dado um anel Noetheriano R tal 
que todo o ideal primo de R satisfaz a propriedade de Artin­Rees, então todo 
o ideal primo de R é classicamente localizável (Proposição 3.5.21). Ainda como 
consequência da propriedade de Artin­Rees podemos concluir que todos os ideais 
primos de um anel semisimples são classicamente localizáveis. 

Definição 3.5.1 Um ideal I de um anel R satisfaz a propriedade de Artin­

Rees à direita se, para todo o ideal direito J de R, existir um número natural n 
tal que JC\In Ç JI. Para simplificação de linguagem, afirmaremos que I satisfaz 
a propriedade AR à direita. De forma análoga, definimos a propriedade AR 
à esquerda. Um ideal I satisfaz a propriedade AR se satisfizer a propriedade 
AR à direita e à esquerda. 

A definição apresentada não é simétrica. Com efeito, no Exemplo 3.1.2 é apre­

sentado um ideal P que satisfaz a propriedade AR à direita mas não à esquerda 
e é apresentado um ideal Q que satisfaz a propriedade AR à esquerda mas não à 
direita. 

Exemplo 3.5.2 Sejam R o anel apresentado no Exemplo 3.1.2, 

'­(2 Í ) . « ­ U í ) "­(!*)■ 
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Vimos já que P, Q e I são ideais de R. 
Uma vez que, para todo o número natural n, PnP\Q = PnQ = I e PQ = O, 
concluímos que P não satisfaz a propriedade AR à esquerda. 
Por outro lado, se considerarmos um ideal direito de R qualquer ­ J, temos 
J n P Ç JP, logo, P satisfaz a propriedade AR à direita. 
Analogamente provamos que Q satisfaz a propriedade AR à esquerda mas não 
satisfaz a propriedade AR à direita. 

Em seguida, verificaremos que, se R e S são anéis, ix : R —► S é um 
epimorfismo de anéis e / um ideal de R que satisfaz a propriedade AR à di­

reita (respectivamente à esquerda), então ir(I) é um ideal de S que satisfaz a 
propriedade AR à direita (respectivamente à esquerda) em S. 

Observação 3.5.3 Sejam R e S anéis, ix : R —> S um epimorfismo e I um 
ideal de R que satisfaz a propriedade AR à direita (respectivamente à esquerda). 
Como ix é um epimorfismo de anéis, n(I) é um ideal de S. Verificaremos que 
ix(I) satisfaz a propriedade AR à direita (respectivamente à esquerda). Com 
efeito, como I satisfaz a propriedade AR à direita, se considerarmos um ideal 
direito J de S, então, existe um número natural n tal que 

rmx­l{j)çix­\j)i. 
Seja x G vr(/)n D J; então x = ir(i), para algum i G In. Consequentemente, 
i e In ri7r_1(J), o que nos leva a concluir que n(i) G Tx(In n7r_ 1(J)) . Ora, como 
In\~Mx­\J)Qix­\j)I, 

ix(Inr\ix­\j)) Ç K{IX­\J)I) Ç JTX(I), 

o que nos leva a concluir que x € Jix{I). Logo, ix{I)n f l J Ç Jix(I). Consequente­

mente, ix(I) satisfaz a propriedade AR à direita. 

Lema 3.5.4 Sejam R um anel e I um ideal de R. As condições seguintes são 
equivalentes 
a) 0 ideal I satisfaz a propriedade AR à direita. 
b) Para todo o R­módulo finitamente gerado M e para todo o R­submódulo N de 
M, existe um número natural n tal que N fl MIn < NI. 
c) Para todo o R­módulo finitamente gerado M que contém um R­submódulo 
essencial N tal que NI = 0, existe um número natural n tal que MIn = 0. 

Demonstração. Começamos por provar que se I é um ideal que satisfaz a 
propriedade AR à direita, então, verifica­se a condição c). 

Consideremos um i?­módulo finitamente gerado M que contém um .R­sub­

módulo essencial N tal que NI = 0. Sejam x\ um dos elementos geradores de M 
e 

K = {r G R : xxr G N} . 



3.5. A PROPRIEDADE DE ARTIN­REES 153 

Como K é um ideal direito de R e I satisfaz a propriedade AR à direita, logo, 
existe um número natural nx tal que K D Ini Ç Kl. Consideremos, agora, y G 
xilni n N, logo, y = X\r, para algum r e Im. Consequentemente, r 6 (Ini n X) 

?y G xi(/n i n X) ç xiK/ ÇNI = 0, 

de onde concluímos que xilni D N — 0. Como AT < e M, temos xxI
ni = 0. 

Repetindo o raciocínio para os restantes k ­ 1 elementos geradores de M ­ x2, 
..., Xfc, determinamos n2,...,nk G N, tais que x2/"'2 = 0, ..., xfc/

n's = 0. Seja 
n = max{ni,n2, ...,rifc}; então MIn — 0, como desejávamos provar. 

Para provarmos que a condição c) implica a condição b) , consideremos um 
i?­módulo finitamente gerado M e N um i?­submódulo de M. Pela Proposição 
1.5.3, existe um Z?­submódulo X/NI de M/NI tal que 

_ N/NI 9 X/TV/ M/A^J _ M 
~ X/ÏVT ­ e X/AT/ ~ X ' 

Uma vez que N' ~ N/NI, M/X contém um i?­submódulo essencial Z que é 
isomorfo a N/NI, logo, Z / = 0. Aplicando c) ao i?­módulo M/X, concluímos 
que existe um número natural n tal que (M/X)In = 0. Assim, MIn < X e 

MIn HN <Xf]N <NI, 

como desejávamos provar. 
Para demonstrarmos que, se se verificar b), então / satisfaz a propriedade 

AR à direita basta tomarmos M — RR e N um ideal direito arbitrário de R. ■ 

Neste trabalho, para simplificação de notação, dado um ideal direito (ou es­

querdo) I de um anel R, representamos por Io o anel R. 
Introduzimos agora noções relacionadas com a propriedade AR. Estas serão 

essencialmente usadas no capítulo 5. 

Definição 3.5.5 Um ideal I de um anel R satisfaz a propriedade AR muito 
forte à direita se, para toda a sequência L0, Li, ... de ideais direitos de R com 
Ln Ç In e LnI Ç Ln+\, para todo n G N0, existe um número natural m tal que 
LnI = Ln+i, para todo n > m. De forma análoga, definimos propriedade AR 
muito forte à esquerda. Um ideal I de R satisfaz a propriedade AR muito 
forte se satisfizer a propriedade AR muito forte à direita e à esquerda. 

Tal como sugere o nome das propriedades, todo o ideal que satisfaz a proprie­

dade AR muito forte à direita também satisfaz a propriedade AR à direita. 
Desconhecem­se exemplos de ideais que satisfaçam a propriedade AR à direita 

(respectivamente à esquerda) mas não satisfaçam a propriedade AR muito forte 
à direita (respectivamente à esquerda). 
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Podemos relacionar a propriedade AR muito forte à direita de um ideal I de 
um anel Noetheriano à direita R com o facto de um dado subanel de R[x] ­ o 
anel de Rees de 7 ­ ser anel Noetheriano à direita. 

Definição 3.5.6 Sejam R um anel e I um ideal de R. O anel de Rees de I é 
o subanel TZR(I) do anel de polinómios R[x] definido da seguinte forma: 

KR{I) = R + Ix + I2x2 + ... + I V + ... 

Proposição 3.5.7 Sejam R um anel Noetheriano à direita e I um ideal de R. 
Então, I satisfaz a propriedade AR muito forte à direita se e só se o anel TZR(I) 
é Noetheriano à direita. 

Demonstração. Sejam R um anel Noetheriano à direita e I um ideal de R 
que satisfaz a propriedade AR muito forte à direita. 

Sejam K um ideal direito de TZR(I) e l G No­ Consideremos 

Idi{K) =­­{neIl: (3r0,..., r, G R : £ rjX
j eKAr.e P, Vj G {1,..., I}) 

3=0 

Assim definido, Idi(K) é um ideal direito de R contido em I1, para todo / G 
No. Como Idi(K)I Ç Idi+i(K), para todo í G No, uma vez que I satisfaz 
a propriedade AR muito forte à direita, existe m G N tal que Idm+j(K) = 
Idm(K)Ij, para todo j G N. 

Uma vez que R é anel Noetheriano à direita, Idi(K) é finitamente gerado 
como ideal direito, para todo I 6 No. 

Para cada l G {0,..., m}, consideremos polinómios de grau l : / / , . . . , /" ' per­

tencentes a K tais que os seus coeficientes directores geram Idi(K) como ideal 
direito. Comecemos por provar que todos os polinómios pertencentes a K de grau 
menor ou igual a m são combinações lineares de elementos de 

Y / f 1 f
n
0 f 1 f

n
m \ 

■s*- — \Jo> ■■■' J0 ' ■••' Jm> •••> Jm )■ 

Os polinómios de grau 0 pertencentes a K não são mais do que os elementos 
de Ido(K), logo, são combinações lineares de /Q1,..., fo°. Seja p G K tal que 
p = r0 + rix, comr0 G R, n G 7; então, r1 G Idi(K), logo, ri = aJsi + .­.+a^Sni) 
onde Si,..., sni G i? e a\,..., a"1 são os coeficientes directores de, respectivamente, 
#, . . . , tf1. Como 

fÍ81+... + f?anieKi 

então, 
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Seja 

y = P­f\si­ ... ­ filsni; 

pelo facto de y ter grau zero, y escreve­se como combinação linear de fl,..., ffî°. 
Concluímos, assim, que todos os polinómios de grau 1 de K são combinações 
lineares de fçj, ■■■, fo°, fl, ■■­, f™1­ Repetindo o processo m vezes, concluímos que 
os polinómios pertencentes a K de grau menor ou igual a m são combinações 
lineares de elementos de X. 

Consideremos y G K tal que y é um polinómio de grau m + 1 e designe­

mos o coeficiente director de y por s. Uma vez que Idm+\(K) = Idm(K)I, 
s = J2k=irkik, com rk G Idm(K)\{0}, ik G I, para todo k G {l , . . . ,n} . Con­

sideremos, para cada k G {1,..., n}, um polinómio pk pertencente a K de grau m 
que tem coeficiente director rk. Como ikx G TZR(I), então 

n 

k=l 

é um polinómio de grau menor ou igual a m que pertence a K. Pelo que foi visto 
antes podemos concluir que z é gerado por elementos de X. Como pk tem grau 
m, pk é gerado por elementos de X, para todo k G {1, ...,n}. Logo, y é gerado 
por elementos de X. Por indução, concluímos que qualquer elemento de K é 
gerado por elementos de X. Consequentemente, todo o ideal direito K de TZR(I) 
é finitamente gerado, o que é equivalente a afirmar que TZR(I) é anel Noetheriano 
à direita. 

Reciprocamente, suponhamos que TZR(I) é anel Noetheriano à direita e con­

sideremos uma sequência de ideais direitos de R, Lo, Li,..., com Ln Ç In e 
L„/ Ç Ln + i , para todo n G No­ Seja 

V = L0 + LiX + ... + LjXj + Ljlxj+1 + Ljl2xj+2 + ..., 

para todo j G N. 
Como Lj/x Ç Lt+ix e Lt Ç ll, para todo t, Li1 é um ideal direito de TZR(I), 

para todo i G N, e L1 Ç L2 Ç .... Uma vez que TZR(I) é anel Noetheriano à 
direita, existe m G N tal que Ln = Ln+1, para todo n > m. Tal implica, em 
particular, que existe m G N tal que LnI = Ln+i, para todo n > m, de onde se 
conclui que / satisfaz a propriedade AR muito forte à direita, como desejávamos 
provar. ■ 

Provaremos que, num anel Noetheriano à direita, qualquer ideal gerado por 
um conjunto constituído por elementos normalizadores que comutam entre si sa­

tisfaz a propriedade AR muito forte à direita. Para tal, utilizaremos um Teorema 
demonstrado em [25] por McConnell. 

Teorema 3.5.8 (McConnell) Sejam Q um anel, R um anel Noetheriano à di­

reita que é um subanel de Q e x um elemento de Q tal que xR = Rx. Então, 
Rx = YieN R­x% & um subanel de Q e é Noetheriano à direita. 
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Demonstração. Dados Q, R e x nas condições do enunciado, uma vez que 
1 e Rx e xR = Rx, Rx é um subanel de Q. 

Sejam / um ideal direito de fT, z G N0 e Li(I) o subconjunto de R constituído 
pelos elementos da forma a* G R para os quais existem &;_i,..., 60 £ ­R tais que 

a;£' + frj­iit;
1
"

1 + ... + b0 G / . 

Assim definido, £,(/) é um subgrupo aditivo de i?. Para provarmos que £»(/) é 
um ideal direito de R bastar­nos­á provar que, dados t G R e k G Li(/), se tem 
iií G £»(/). Como k G Li(7), existe p G J tal que 

i ­ i 

i=o 

com rj G R, para todo j G {0, ...,i ­ 1}. Como Rx = xi?, então ta;1 = xls, para 
algum s G R, logo 

t ­ l i ­ l 

ps — y^ rjXjs + kx%s = 2 J Oj^' + ktx1, 
i=o i=o 

com Oj G ­R (para todo 0 < j < i ­ 1). Uma vez que ps G / , ht G L;(/), 
concluindo­se, assim, que L;(I) é um ideal direito de /?. 

Pelo facto de R ser anel Noetheriano à direita e, como Li(I) Ç L i+1(7), para 
todo o número natural i, existe um número natural n tal que Ln(I) = Lm(I), para 
todo m > n. Como i? é anel Noetheriano à direita, os ideais direitos L0(I), ..., 
Ln(I) são finitamente gerados. Para todo i G {0, . . . ,n}, designemos os geradores 
de Li(7) por Z°, ..., ^mi. Para todo % G {0, . . . ,n}, para todo fc G {0, ....m*}, 
consideremos um elemento /f de / tal que 

/ f = /fj;i + ai_1a;í­1 + ... + ao, 

para alguns a;_i,...,a0 G /?. Tal como na demonstração da Proposição 3.5.7, 
concluímos que I é gerado por 

y r f0 mo f0 fTOn \ 
­ ^ — \ J 0 ' ' " ' J 0 )•■•■> Jni •■•■> Jn h 

logo, / é finitamente gerado. Como / é um ideal direito arbitrário de Rx, Rx é 
anel Noetheriano à direita. ■ 

Corolário 3.5.9 Se R é um anel Noetheriano à direita e ip é um endomorfismo 
sobrejectivo de R, então R[x; </?] é anel Noetheriano à direita. 
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Demonstração. Uma vez que ip é um endomoríismo sobrejectivo de R, 
xR = Rx. Como R é um subanel de R[x; <p] e R[x; <p] = X^eNo Rx%i concluímos, 
pelo Teorema 3.5.8, que R\x\ ip\ é anel Noetheriano à direita. ■ 

Como consequência do Corolário anterior, temos que, se R for um anel Noe­

theriano à direita, o anel de polinómios R[x] ainda é anel Noetheriano à direita. 

Proposição 3.5.10 Num anel Noetheriano à direita R, qualquer ideal gerado 
por um conjunto constituído por elementos normalizadores de R que comutam 
entre si satisfaz a propriedade AR muito forte à direita. 

Demonstração. Suponhamos que R é anel Noetheriano à direita, A é um 
conjunto constituído por elementos normalizadores de R que comutam entre si e 
/ é um ideal não nulo de R gerado por A. 

Como R é anel Noetheriano à direita e / é gerado por A, então, existe um 
subconjunto de A finito ­ B = {bi,..., bn} tal que / é gerado por B. 

Definimos I0 = 0 e Ip o ideal de R gerado por {b\,...,bp}, para todo p £ 
{l,...,n}. 

Assim, IZR(IO) C± R é anel Noetheriano à direita. 
Seja p G {0,..., n — 1} e suponhamos que 7ZR(IP) é anel Noetheriano à direita. 

Como 1ZR(Ip) é um subanel de 1ZR(IP+I) e bp+ix é um elemento de 1ZR(IP+I) tal 
que 

TlR(Ip)(bp+1x) = (bp+lx)KR{Ip), 

estão reunidas as condições necessárias para aplicar o Teorema 3.5.8 e afirmar 
que X îeN TtÁIp){bp+ix)1 é a n e l Noetheriano à direita. Uma vez que 

KR{Ip+1) = Y;KR{Ip){bpJrlx)\ 

lZR(Ip+i) é anel Noetheriano à direita. Por indução, provamos que TZR(In) = 
1ZR(I) é anel Noetheriano à direita. Aplicando a Proposição 3.5.7, concluímos 
que / satisfaz a propriedade AR muito forte à direita. ■ 

O Corolário seguinte é consequência imediata da Proposição 3.5.10. 

Corolário 3.5.11 Num anel Noetheriano à direita (respectivamente à esquerda) 
qualquer ideal gerado por um conjunto de elementos centrais satisfaz a propriedade 
AR muito forte à direita (respectivamente à esquerda). Em particular, todo o 
ideal de um anel Noetheriano comutativo satisfaz a propriedade AR muito forte. 

Verificámos, no Corolário 3.5.11, que, dado um anel Noetheriano à direita R, 
todo o ideal gerado por um conjunto de elementos centrais satisfaz a proprie­

dade AR à direita. Em seguida, generalizaremos este resultado, demonstrando 
que todo o ideal / de um anel Noetheriano à direita R que tem um conjunto 
centralizador de geradores satisfaz a propriedade AR à direita. 
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Definição 3.5.12 Sejam R um anel, I um ideal de R e X\, ..., xn elementos de I. 
Dizemos que X = {xi,..., xn} é um conjunto centralizador de geradores de I 
sei = xiR+...+xnR, onde X\ é um elemento central de R e xk+(x1R+...+xk-iR) 
é um elemento central de R/{xxR + ... + xk-\R), para t°do k G {2, . . . , n } . 

Obviamente que todo o ideal finitamente gerado de um anel comutativo tem 
um conjunto centralizador de geradores. 0 resultado que provaremos em seguida 
é de Nouazé e Gabriel mas a demonstração apresentada baseia-se na de Chatters 
e Hayarnanis em [8]. 

Propos ição 3.5.13 Todo o ideal de um anel Noetheriano à direita que tem um 
conjunto centralizador de geradores satisfaz a propriedade AR à direita. 

D e m o n s t r a ç ã o . Sejam R um anel Noetheriano à direita e / um ideal de 
R tal que I = x[R+ ...+ x'nR, onde {x[,..., x'n} é um conjunto centralizador de 
geradores de I. Pretendemos mostrar que, dado um i?-módulo finitamente gerado 
M que contém um i?-submódulo essencial iV tal que NI = 0, existe um número 
natural k tal que MIk = 0. A demonstração é feita por indução no número de 
elementos do conjunto centralizador de geradores de I - n. 

Sen = 1, como x[ é um elemento central de R, pelo Corolário 3.5.11, I = x\R 
satisfaz a propriedade AR à direita. Aplicando o Lema 3.5.4, concluímos que 
existe um número natural s tal que MIs = 0. 

Seja n > l e suponhamos que, para todo o anel Noetheriano à direita R', para 
todo o ideal / ' de R' tal que / ' = x'(R' + ...+x'Jl_1R', onde X = {x'{, ..., < _ J é um 
conjunto centralizador de geradores de / ' e, para todo o i?'-módulo finitamente 
gerado M' que contém um i?'-submódulo essencial N' tal que NT — 0, existe 
um número natural s tal que M'(I')S = 0. 

Sejam R um anel Noetheriano à direita, / um ideal de R tal que 

I = xxR + ... + xnR, 

onde X = {xx, ..., xn} é um conjunto centralizador de geradores de / e seja M 
um i?-módulo finitamente gerado que contém um i?-submódulo essencial TV tal 
que NI = 0. 

Uma vez que x\ é um elemento central de R, pelo Corolário 3.5.11, xxR 
satisfaz a propriedade AR à direita. Ora, como M é um .R-módulo finitamente 
gerado que contém um Z?-submódulo essencial N tal que N(xxR) = 0, pelo Lema 
3.5.4, existe um número natural s tal que M(xiR)s = 0, logo, Mx\ = 0. Seja k 
o menor número natural para o qual se tem Mx\ = 0. 

Suponhamos que k = 1. Como Mx\ = 0, M é um R/xiR-módu\o finitamente 
gerado que contém um i?/a;ii?-submódulo essencial TV" tal que N{I/x\R) = 0. 
Uma vez que 

l i « R , m R 
— - = (x2 + xxR)—- + ... + {xn + xiR)—-, 
xiR x\R XiR 
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onde {x2 + X\R,..., xn + xiR} é um conjunto centralizador de geradores de I/xxR, 
aplicando a hipótese de indução, concluímos que existe um número natural s tal 
que M(I/xiR)' = 0, logo, M(I)S = 0. 

Suponhamos, agora, que k > 1. Uma vez que x\ é um elemento central de R 
e M é finitamente gerado, Mx\~l é um /ü­módulo não nulo finitamente gerado. 
Uma vez que Mx\~x é um i?­módulo finitamente gerado, TVn M ^ ­ 1 <e Mxx~

l, 
(TV D M Ï J " 1 ) / = 0 e (Mxi"1)^! = 0, tal como no parágrafo anterior, concluímos 
que existe um número natural si tal que (Ma^ ­ 1)(/)S l = 0. Como x\ é um 
elemento central de R, ( M ^ ) 5 1 ) ^ ­ 1 = 0. 

Suponhamos que (M(I)Sl)xi ^ 0. Seja l o menor número natural tal que 
(M(I)Sl)x[ = 0. Por hipótese, l > 1 e, como (Af(/)ai)xf_1 = 0, / < fc ­ 1. Uma 
vez que M é um Z?­módulo Noetheriano, M(I)Slxl{~1 também é um i?­módulo 
Noetheriano, pelo que é um i?­módulo finitamente gerado. Uma vez que 

Nr\M(I)Slx1­1 <e M(I)Slx[­\ 

( iVnM(/)S lx /f1) / = 0e (M{I)Slxl{~ l)xi = 0, tal como anteriormente, concluímos 
que existe s 2 G N tal que 

M{I)Slxl{­l{I)S2 = 0 . 

Como X\ é um elemento central de R, 

{(M(I)Sl)x[­i)!'* ­ M{I)Sl+S2x[­\ 

Assim, repetindo o processo no máximo / — 1 vezes, determinamos s ' e N tal que 
M(/) s 'x! = 0. 

Se M(I)S' ^ 0, então, M(I)S' é um R/x\R­módulo finitamente gerado que 
contém um i?/xii?­submódulo essencial ­ Nr\M(I)s' tal que (NílM(I)s')(I/xiR) = 
0. Uma vez que 

I R R 
— ­ = (x2 + x­iR)—­ + ... + (xn + xiR)—­, 
XiR xxR x\R 

onde {x2 +X\R, ...,xn + XiR} é um conjunto centralizador de geradores de I/xiR, 
aplicando a hipótese de indução, concluímos que existe um número natural s" tal 
que (M(iy') {I/xxR)s" = 0, logo, M(I)S'+S" = 0. 

Provamos, assim, que para todo o ií­módulo finitamente gerado M que contém 
um ií­submódulo essencial N tal que NI = 0, existe um número natural s tal 
que M(I)S = 0. Pelo Lema 3.5.4, concluímos que I satisfaz a propriedade AR à 
direita. 

Consequentemente, todo o ideal / " de um anel Noetheriano à direita R" que 
possui um conjunto centralizador de geradores satisfaz a propriedade AR à direi­

ta, como desejávamos provar. ■ 
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Utilizando a propriedade AR à direita determinaremos uma nova classe de 
anéis que satisfaz a condição na segunda camada à direita. Para tal, atenda­se 
ao seguinte Lema: 

Lema 3.5.14 Sejam R um anel e P, Q ideais primos de R tais que Q ^ P. Se 
existir um ideal K de R tal que Q C K Ç P e K/Q satisfaz a propriedade AR à 
direita em R/Q, então (Q, P) não é um par de primos indesejável de R. 

Demonstração. Com vista a um absurdo, suponhamos que (Q, P) é um 
par de primos indesejável de R. Por definição, existe um R­módulo finitamente 
gerado M, um iü­submódulo essencial U de M tal que UP = 0, rannR(M) = Q. 
Consequentemente, M é um R/Q­módu\o finitamente gerado que contém um 
ü/Q­submódulo essencial U tal que 

Estão reunidas as condições necessárias para aplicar o Lema 3.5.4 e afirmar que 
existe um número natural n tal que 

M
{Q) = °­

logo, M (K)n = 0. Uma vez que rannR(M) = Q, concluímos que Kn Ç Q, 
portanto, K Ç Q, o que é absurdo. Consequentemente, (Q,P) não é um par de 
primos indesejável de R. ■ 

Corolário 3.5.15 Sejam R um anel e P, Q ideais primos de R tais que Q <~ P. 
Se existir um ideal K de R tal que K <£ Q, K Ç P e K satisfaz a propriedade 
AR à direita em R, então (Q, P) não é um par de primos indesejável de R. 

Demonstração. Como K ^ Q, temos que Q ^ K + Q Ç P. 
Por outro lado, como (Q + K)/Q é a imagem de K pelo epimorfismo de anéis 

7T : R ­> R/Q 
r ­* r + Q ' 

pela Observação 3.5.3, (Q + K)/Q satisfaz a propriedade AR à direita em R/Q. 
Estão, pois, reunidas as condições necessárias para aplicar o Lema 3.5.14 e afirmar 
que (Q, P) não é um par de primos indesejável de R. ■ 

Corolário 3.5.16 Seja R um anel Noetheriano e P um ideal primo de R que 
satisfaz a propriedade AR à direita; então P satisfaz a condição na segunda 
camada à direita. 
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Demonstração. Suponhamos que P não satisfaz a condição na segunda 
camada à direita, então, pela Proposição 3.2.7, existe um ideal primo Q tal 
que Q Q P e existe um i?­módulo finitamente gerado uniforme M tal que 
rannR{M) = Q e M contém um i?­submódulo não nulo U que é um i?/P­módulo 
livre de torção. Em particular, (Q, P) é um par de primos indesejável de R. 

Por outro lado, como Q ^ P e P satisfaz a propriedade AR à direita, pelo 
Corolário 3.5.15, (Q, P) não é um par de primos indesejável de R, o que é absurdo. 
0 absurdo resultou de supormos que P não satisfazia a condição na segunda 
camada à direita, provando­se, assim, o desejado. ■ 

O Lema 3.5.14 dá origem à seguinte Definição: 

Definição 3.5.17 Um anel R é AR­separado à direita se, para todo o par 
de ideais primos (Q, P) de R tal que Q C P, existir um ideal K tal que Q ^ 
K Ç P e K/Q satisfaz a propriedade AR à direita em R/Q. De forma análoga, 
definimos anel AR­separado à esquerda. Um anel R é AR­separado se R é 
AR­separado à direita e à esquerda. 

O Lema 3.5.14 permite­nos concluir que um anel Noetheriano ^liî­separado 
à direita R não contém pares de primos indesejáveis, logo, R satisfaz a condição 
na segunda camada à direita. Assim, 

Proposição 3.5.18 Todo o anel Noetheriano e AR­separado à direita (respecti­

vamente à esquerda) satisfaz a condição na segunda camada à direita (respecti­

vamente à esquerda). 

O Teorema que se segue (Teorema 3.5.20) relaciona a propriedade de Artin 
Rees para ideais primos de um anel Noetheriano que satisfaz a condição na se­

gunda camada com o facto de os ideais primos serem classicamente localizáveis. 
Para o provarmos, começamos por demonstrar o seguinte Lema: 

Lema 3.5.19 Sejam R um anel Noetheriano, P um ideal primo de R que satisfaz 
a propriedade AR à direita e Q um ideal primo de R tal que Q ~^> P. Então, 
PÇQ. 

Demonstração. Sejam R, P e Q nas condições do enunciado e (Q D P)/A o 
bimódulo de ligação entre Q e P. Como P satisfaz a propriedade AR à direita, 
existe um número natural n tal que Pn D Q Ç QP C A. Por outro lado, como 

Pn(Q nP)ÇPnílQÇA, 

concluímos que Pn Ç lann^ ((Q D P)/A). Aplicando a versão esquerda do Lema 
2.2.26, concluímos que lannR ((Q fl P)/A) = Q. Como Q é um ideal primo, P Ç 
Q. ■ 
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Teorema 3.5.20 Seja R um anel Noetheriano que satisfaz a condição na segun­

da camada. Então, todo o ideal primo de R que satisfaz a propriedade AR à 
direita é classicamente localizável à direita. 

Demonstração. Se considerarmos um ideal primo P de R que satisfaz a 
propriedade AR à direita e supusermos que existe um ideal primo Q tal que 
Q ~~* P, concluímos, aplicando o Lema 3.5.19, que P Ç Q. Pelo Corolário 3.3.3, 
P = Q, logo, r.cl(P) = {P}. 

Uma vez que P satisfaz a condição na segunda camada à direita, concluímos, 
pelo Teorema 3.4.17, que P é classicamente localizável à direita, como desejáva­

mos provar. ■ 

Proposição 3.5.21 Seja R um anel Noetheriano tal que todo o ideal primo de R 
satisfaz a propriedade AR, então, todo o ideal primo é classicamente localizável. 

Demonstração. Seja P um ideal primo de R. Por hipótese, P satisfaz a 
propriedade AR. Aplicando o Corolário 3.5.16 e a sua versão esquerda, concluí­

mos que P satisfaz a condição na segunda camada. Como P é um ideal primo 
arbitrário de R, R satisfaz a condição na segunda camada. Pelo Teorema 3.5.20 
e pela respectiva versão esquerda, concluímos que todo o ideal primo de R é 
classicamente localizável à direita e à esquerda, como desejávamos provar. ■ 

Uma vez que, como provaremos, todos os ideais primos de um anel de ideais 
direitos e esquerdos principais são classicamente localizáveis, pelo Teorema 3.4.17 
e pela respectiva versão esquerda, concluímos que todos os ideais primos destes 
anéis satisfazem a condição na segunda camada. 

Assim, utilizando a Proposição 3.5.10, determinaremos uma nova classe de 
anéis que satisfaz a condição na segunda camada ­ a classe dos anéis de ideais 
direitos e esquerdos principais. 

Proposição 3.5.22 Seja R um anel de ideais direitos e esquerdos principais; 
então todo o ideal primo de R é classicamente localizável. 

Demonstração. Pelo Lema 1.3.3, R é anel Noetheriano. 
Pelo Lema 1.3.3, todos os ideais de R são gerados por um elemento normaliza­

dor. Pela Proposição 3.5.10 e respectiva versão esquerda, todos os ideais primos 
de R satisfazem a propriedade AR muito forte à direita e à esquerda. Concluímos, 
assim, que todos os ideais primos de R satisfazem a propriedade AR. Aplicando 
a Proposição 3.5.21, concluímos que todo o ideal primo de R é classicamente 
localizável. ■ 

Atendendo ao Corolário 1.5.5, concluímos que todo o anel semisimples é anel 
de ideais direitos e esquerdos principais, logo, pela Proposição 3.5.22, todos os 
ideais primos de um anel semisimples são classicamente localizáveis. Assim, 
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Corolário 3.5.23 Todos os ideais primos de um anel semisimples são classica­
mente localizáveis. 
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Capítulo 4 

Anéis e módulos Graduados 

Dados um anel R e uma indeterminada x, o anel de polinómios R[x] pode ser 
escrito como soma directa de subgrupos aditivos de R[x], 

R[x] = ©iez-Ri, 

onde Ri — Rx\ se i € ZQ", e Ri — 0, se i £ Z~. Este anel faz parte de uma classe 
de anéis que estudaremos neste Capítulo - os anéis graduados. 

Dado um grupo G com elemento identidade e, dizemos que um anel R é anel 
graduado do tipo G se existir uma família de subgrupos aditivos de R 

{Ra:a£ G} 

tal que R = ©o-gc-Ra e R^Rt Q Rat para todos cr, £ G G, designando por .fl̂ -Rt o 
conjunto constituído pelas somas finitas de produtos da forma rar't, com ra £ Ra 
er't £ Rt. Os elementos de UCTGG-RCT- são designados por elementos homogéneos de 
R. 

Vários exemplos de anéis graduados serão introduzidos na secção 4.1. Entre 
os exemplos de anéis graduados salientamos o caso dos anéis de grupos. 

Se considerarmos um anel graduado do tipo G - R = ©^G-RC,, podemos 
generalizar a noção de R-módulos para f?-módulos graduados. Assim, dizemos 
que um .R-módulo M é graduado se existir uma família de subgrupos 

{Mt : £ £ G} 

de M tal que M = ®9&GMg e MtRs Ç Mts, para todos s, £ £ G. 
Em 4.2 estudaremos submódulos gr-essenciais, isto é, submódulos graduados 

de um módulo graduado com propriedades semelhantes às dos submódulos essen­
ciais de um módulo. 

As secções 4.3 e 4.4 são dedicadas ao estudo de anéis graduados com uma 
graduação especial - a graduação não degenerada. 

Na última secção estudaremos a existência de anéis de fracções de um anel 
graduado R relativamente a um subconjunto de elementos homogéneos de R, de 
forma que o anel de fracções ainda possua o mesmo tipo de graduação do anel R. 

165 
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4.1 Definições e alguns resultados preliminares 
Nesta secção introduzimos algumas noções e propriedades que necessitaremos 
para este e para o próximo Capítulo. 

Definição 4.1.1 Dado um grupo G com elemento identidade e, dizemos que um 
anel R é anel graduado do tipo G se existir uma família de subgrupos aditivos 
deR 

{Ra:aE G} 

tal que R = ®a&cRa e RaRt Q Rat para todos a,t G G, designando por RaRt o 
conjunto constituído pelas somas finitas de produtos da forma rar't, com rG G Ra 
e r't G Rt- 0 conjunto UaGaRcr é representado por h(R) e os seus elementos são 
designados por elementos homogéneos de R. 0 conjunto {A G G : R\ ^ 0} 
designa-se por suporte de R, sendo representado por sup(.R). 
Dado o G G, os elementos não nulos de Ra são designados por elementos ho­
mogéneos de grau a, representando-se o grau de um elemento homogéneo não 
nulo r G R por gr(r). 
Por definição de R, todo o elemento não nulo r G R escreve-se de forma única 
como uma soma de elementos homogéneos, r = ^ZJaeGrcr, com ra G Ra, para todo 
a, onde ra é não nulo para um número finito de a em G. Cada elemento não 
nulo ra na decomposição de r designa-se por componente homogénea de r. 
Por analogia, chamamos a cada um dos subgrupos aditivos Rt de R, onde t G G, 
componente homogénea de R. 
Dado um elemento não nulo r G R, designamos por suporte de r e representa­
mos por sup(r) o conjunto 

{g G G : existe uma componente homogénea de r de grau g}. 

Definição 4.1.2 Seja R = (BgecRg um anel graduado do tipo G. A graduação 
de R é a decomposição em grupos Abelianos de R = (Bg^Rg tal aue RgRh Q Rgh, 
para todos g,h G G. 

Assumiremos sempre, ao longo deste Capítulo, que R representa um anel 
graduado do tipo G. 

Dado um anel graduado R do tipo G representaremos por Rg, com g G G, as 
componentes homogéneas de R correspondentes à graduação do tipo G definida 
em R. 

Dados um anel arbitrário R e um grupo arbitrário G, é sempre possível definir 
uma graduação do tipo G em R - a graduação trivial. 

Definição 4.1.3 Sejam R um anel arbitrário e G um grupo arbitrário. Consi­
deremos Re = R e Rt = 0, para todo t G G\{e}, onde e é o elemento neutro de 
G. A graduação assim definida designa-se por graduação trivial. 
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Em seguida apresentaremos alguns exemplos de anéis graduados que conside­
ramos relevantes. Oportunamente serão introduzidos outros exemplos. 

Começamos por verificar que é sempre possível definir em Mn(F), o anel das 
matrizes quadradas n x n com entradas num anel F , uma graduação do tipo Z. 

Exemplo 4.1.4 Sejam F um anel, n um número natural diferente de 1 e R — 
Mn(F). É possível definir uma graduação não trivial do tipo Z em R do seguinte 
modo: designamos por eitj a matriz que tem todas as entradas nulas excepto a 
entrada (i,j), que é igual a 1, consideramos t G Z e: 

Rt = J2tíFei,i+t, seO<t^n 
Rt = T^=il Fei+\t\,t, se -n^t<0 
Rt = 0, se |í| > n 

Assim, temos, por exemplo, 

/ F 0 ... 0 0 \ 
0 F ... 0 0 

0 0 ... F 0 
\ 0 0 ... 0 F J 

, R\ — 

( 0 F 0 \ 
0 0 F ... 0 

0 0 0 ... F 
^ 0 0 0 ... 0 ) 

Consequentemente, R = ®t&Rt e RoRt = RtRo = Rt, para todo t e Z. Con­
sideremos t,s G Z + e duas matrizes: Mt G i?t\{0} e Ms G i?s\{°}- Se M = 
MtMs — 0, então M G Rt+S- Suponhamos que M / O e consideremos uma en­
trada não nula - x - de M. Logo, existem uma entrada não nula em Mt - aiti+t 
e uma entrada não nula em Ms - a,jj+s tais que a^i+tajj+s — x, com % + t = j . 
Consequentemente, i = j — t, o que nos leva a concluir que x corresponde à 
entrada (l, l + (t + s)) da matriz M, onde l = j - t. Concluímos, assim, que 
M G Rt+s- Consequentemente, RtRs Q Rt+s- Analogamente provamos que, se 
t,s G Z~, RtRs Ç Rt+s-
Consideremos agora t,s G Z de tal forma que t<0es>0e suponhamos que 
RtRs jí 0. Sejam Mt G Rt e Ms G Rs duas matrizes cujo produto é não nulo e 
consideremos uma entrada não nula a' da matriz M = MtMs. Então, existe uma 
entrada não nula em Mt - ui+líLt e uma entrada não nula em Ms - a^i+s tal que 
a' = ai+\t\,ia>i,i+8> logo, a' corresponde à entrada (i + \t\ ,i + s) da matriz M. 
Suponhamos que \t\ > s, então, a' corresponde à entrada 

((i + s) + (\t\ -s),i + s) 

da matriz M. Analogamente, se \t\ < s, a' corresponde à entrada 

(i+ \t\,i + \t\ + (s- \t\)) 
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da matriz M, o que nos leva a concluir que M G Rt+S- Consequentemente, RtRs Q 
Rt+s, para todos t,s G Z tais que t < O e s > 0. 
Analogamente, se t > O e s < O, provamos que RtRs Ç Rt+S, logo, o anel R é um 
anel graduado do tipo TL com graduação não trivial, como desejávamos provar. 

Exemplo 4.1.5 Sejam R um anel, <p um endomorfismo de R e consideremos o 
anel S = R[x; 4>}. Definimos Si = {axl : a G R}, para todo i G ZjJ", e Si — 0, para 
todo i G Z~. Uma vez que, para todo i G TL, Si é um grupo aditivo, S = (Bi^zSi 
e SiSj Ç Si+j, para todos i,j G TL, então é possível definir em S uma graduação 
não trivial do tipo TL. 

Exemplo 4.1.6 Sejam R um anel, <fi um automorfismo de R e S = R[x, x"1; <fi]. 
Definimos Si = {axl : a G R}, para todo i e TL. Uma vez que, para todo i G TL, 
Si é um grupo aditivo, S = S iez^ e S{Sj C Si+j, para todos i,j G Z, é possível 
definir em S uma graduação não trivial do tipo Z. 

Exemplo 4.1.7 Dados um grupo G e um anel R arbitrários, um exemplo de 
um anel graduado do tipo G que possui uma graduação não trivial é o anel de 
grupo RG. Com efeito, se considerarmos os subgrupos aditivos de RG da forma 
Rg = Rg, para todo g G G, concluímos que RG = (Bg^GRg e RgRh Q Rgh, para 
todos g, h e G. Assim, RG é anel graduado do tipo G. 

Exemplo 4.1.8 Seja R um anel graduado do tipo G. Podemos definir uma gra­
duação do tipo G em Rop, considerando (Rop)t = Rt-i, para todo t G G. 

É, por vezes, possível reduzir o estudo de certas propriedades de um anel 
graduado R do tipo G, onde G é um grupo arbitrário, ao estudo de propriedades 
apresentadas pela componente homogénea de R - Re, onde e é o elemento neutro 
de G. Uma propriedade a salientar sobre Re é o facto de Re ser um subanel de 
R. 

Proposição 4.1.9 Se R é um anel graduado do tipo G, então Re é um subanel 
de R. 

Demonstração. Dado um anel graduado R do tipo G, por definição, Re 
é um grupo aditivo Abeliano. Como ReRe Ç Re, concluímos que Re é fechado 
para o produto. Para provarmos que Re é um subanel de R é, pois, suficiente 
demonstrar que 1 G Re. 

Sejam r1; ..., rn as componentes homogéneas de 1, elemento identidade de R. 
Consideremos rt G h(R)\{0}, então, rt = rtr\ + ... + rtrn. Como os elementos não 
nulos da forma rtr\, ..., rtrn são elementos homogéneos com graus distintos, existe 
uma componente homogénea r, de 1 tal que r* G Re e rtTi = rt. Concluímos, 
assim, que ruri = ru, para todo ru G h(R). Portanto, rrt = r, para todo r G R. 
Analogamente provamos que r = r^, para todo r G R, o que nos leva a concluir 
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que n — 1 e que 1 G Re. Estão, pois, reunidas as condições que nos permitem 
garantir que Re é um subanel de R. ■ 

0 subanel Re de um anel graduado R do tipo G é designado por anel base 
de R. 

Seja R um anel graduado do tipo G. Se considerarmos um grupo H e um 
monomorfismo de grupos 9 : H —> G, podemos, a partir de R e de 6, construir 
um anel graduado do tipo H do seguinte modo: 

RH = ®a£H{RH)a, Onde {RH)a = R$(a), P a r a t o d o a G #• 

Neste trabalho, e se nada for dito em contrário, sempre que tivermos um anel 
graduado R do tipo G e um subgrupo H de G, consideramos RH = (BhefíRh­

Por outro lado, se R for um anel graduado do tipo G e ­n : G —> H for 
um epimorfismo de grupos, podemos definir uma graduação em R do tipo i í , 
considerando 

R = ®h€HSh e Sh = ©terr­i(fc)­Rt, P a r a t o d o ^ G i í . 

Representaremos por /?# o anel R com a graduação do tipo H assim definida. As­

sim, se, por exemplo, considerarmos um anel graduado R do tipo G e tomarmos 
um subgrupo normal H de G, se considerarmos o grupo G/H (com a operação 
induzida pela operação de G) e o epimorfismo canónico ir : G —> G/H, utili­

zando o processo indicado, podemos definir em i? uma graduação do tipo G/H. 
Designaremos o anel R com tal graduação por RG/H­

introduzimos agora o conceito de módulo graduado sobre um anel graduado. 

Definição 4.1.10 Sejam R um anel graduado do tipo G e M um R­módulo à 
direita. Dizemos que M é um R­módulo graduado se existir uma família de 
subgrupos aditivos X = {Mt : t G G} de M tal que M = ®t&cMt e MtRs C Mu, 
para todos s,t G G. Os subgrupos aditivos da forma Mt, com t e G, designam­

se por componentes homogéneas de M.Os elementos de h{M) = U^G­MU 
designam­se por elementos homogêneos de M. 
Dados a G G e um elemento ma G M a \{0} ; dizemos que este é homogéneo de 
grau a e representamos o grau de ma por gr(ma). Todo o elemento não nulo 
m G M escreve­se de forma única como soma de elementos homogéneos ­ m = 
YlaeG m°­> on(^e rria ê n^° nu^° Para um n^mer0 finito de a em G. Cada elemento 
não nulo ma na decomposição de m designa­se por componente homogénea 
de m. 
De forma análoga, definimos um R­módulo à esquerda graduado. 

Em seguida introduzimos a definição de i?­submódulo graduado de um R­

módulo graduado. 
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Definição 4.1.11 Seja R um anel graduado do tipo G. Um R-submódulo N de 
um R-módulo graduado M = ©tg^AÎ* diz-se um R-submódulo graduado de M 
se N — ©ÍGG(7V H Mt), ou, equivalentemente, se, para todo x G ÍV\{0}, todas as 
componentes homogéneas de x em M ainda pertencerem a N. 

Dado um anel graduado R do tipo G, por analogia com o caso não graduado, 
os í?-submódulos graduados de RR (respectivamente RR) serão designados por 
ideais direitos (respectivamente esquerdos) graduados. Assim, 

Definição 4.1.12 Dados um anel graduado R do tipo G e um ideal direito I, 
dizemos que I é um ideal direito graduado (ou homogéneo) se I for um 
R-submódulo graduado de RR. De modo análogo, definimos ideal esquerdo 
graduado (ou homogéneo). Um ideal de um anel graduado R é graduado se 
for simultaneamente um ideal direito graduado e um ideal esquerdo graduado. 

Se I for um ideal direito (ou esquerdo) graduado de um anel graduado R do 
tipo G, então / = (BteG^t, onde (It)teG são a s componentes homogéneas de / . 

Dados um anel graduado R do tipo G e um ideal próprio graduado / de R, 
é possível definir uma graduação do tipo G no anel R/I de tal forma que, se 
r G R\I for um elemento homogéneo de grau t, então, r + I ainda é um elemento 
homogéneo de grau t de R/I. 

Observação 4.1.13 Sejam R um anel graduado do tipo Gel um ideal próprio 
graduado de R; então, se definirmos (R/I)t — (Rt + I)/I, para todo t G G, temos: 
a) R/I = (Bt&G(R/I)t, 
b) {R/I)t(R/I)s Ç (R/I)ts, para todos t,seG, 
logo, o anel R/I é um anel graduado do tipo G. Observe-se, ainda, que o epi-
morfismo canónico TT : R —> R/I transforma elementos homogéneos de R 
de grau t em elementos de (R/I)t, para todo t G G. 

Em seguida apresentamos alguns resultados elementares sobre módulos gra­
duados. 

Lema 4.1.14 Sejam R um anel graduado do tipo G, M um R-módulo gradua­
do e X um subconjunto de M tal que, para todo x G X\{0} ; as componentes 
homogéneas de x ainda pertencem a X; então o R-submódulo de M gerado por 
X é um R-submódulo graduado de M. Em particular, se m G h(M), mR é um 
R-submódulo graduado de M. 

Demonstração. Seja m um elemento não nulo do .R-submódulo N de M 
gerado por X; então m = m\T\ + ... + mnrn, para alguns m1, ...,mn G X\{0}, 
ru...,rneR\{0}. 

Por definição de X, todas as componentes homogéneas de mi, ..., mn ainda 
pertencem a X. Sejam mu, ..., m1(l as componentes homogéneas demi, . . . , rnni, 
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..., mnin as componentes homogéneas de mn, rn , ..., r ^ as componentes homogé­

neas de ri , ..., rn i , ..., rnkn as componentes homogéneas de rn. Como miijrtks G N, 
para todo 1 < i,j,t, s < n, concluímos que todas as componentes homogéneas de 
m pertencem a N, logo, N é um i?­submódulo graduado de M. m 

Lema 4.1.15 Sejam R um anel graduado do tipo G, M um R­módulo gradua­

do e X um subconjunto de M tal que, para todo x G X\{0}, as componentes 
homogéneas de x ainda pertencem a X; então rannR(X) é um ideal direito gra­

duado de R. Em particular, rannR{x) é um ideal direito graduado de R, para 
todo o elemento homogéneo x de M. 

Demonstração. Se rannR{X) = 0 ou X = 0, o resultado é trivial. 
Suponhamos que rannR(X) ^ 0 e I / 0, consideremos r G rannR(X)\{0}, 

x G X\{0} e designemos por x1; ..., x\ as componentes homogéneas de x. Uma 
vez que xX)..., x\ G X e r G rannR(X), temos que a^r = 0, para todo 1 < % < l. 
Designemos por rx, ..., rn as componentes homogéneas de r; como xxr = 0, então 
xxri = ... = x\rn = 0, isto é, 

n,...,rn G rannR{xi). 

Analogamente, concluímos que 

ri , ...,rn G rannR(xi), para todo 2 < i < l; 

logo, 

?*i,...,rn G rannR(x). 

Uma vez que, para todo x G X,ri,...,rn G rannR(x), então ri,. . . , rre G rannR (X). 
Provamos assim que, para todo r G rann f î (^) \{0}, as componentes homogéneas 
de r ainda pertencem a rannR(X); logo, rannR(X) é um ideal direito graduado 
de R, como desejávamos provar. ■ 

Lema 4.1.16 Sejam R um anel graduado do tipo G, M um R­módulo graduado 
e F = [Mi)i&K uma família de R­submódulos graduados de M; então ÍI^KMÍ e 
J2i£K Mi são R­submódulos graduados de M. 

Demonstração. Se n i e^Mi = 0, então iV = nieKMi é um i?­submódulo 
graduado de M. Caso contrário, consideremos m G ÍV\{0}. Uma vez que, para 
todo i G K, Mi é um i?­submódulo graduado de M todas as componentes ho­

mogéneas de m pertencem a Mj, para todo i G K, logo, todas as componentes 
homogéneas de m pertencem a N, pelo que N é um .R­submódulo graduado de 
M. 
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Seja L = YlieK^i­ Consideremos, agora, m G L tal que m / 0 , logo, m = 
mkl + ... + mkn, para alguns mkl G Mfcl\{0}, ..., mkn G Mfcn\{0}, com klr..,kn G 
K. Como todas as componentes homogéneas de mkl pertencem a Mkl, ..., todas 
as componentes homogéneas de mkn pertencem a Mkn, concluímos que todas as 
componentes homogéneas de mkl,...,mkn pertencem a L. Consequentemente, 
todas as componentes homogéneas de m pertencem a L e L é um i?­submódulo 
graduado de M, como desejávamos provar. ■ 

A demonstração do Lema que se segue é consequência das definições de ideal 
graduado e ideal direito (ou esquerdo) graduado. 

Lema 4.1.17 Sejam R um anel graduado do tipo Gel um ideal bilateral de R 
tal que I é um ideal direito (ou esquerdo) graduado; então I é um ideal graduado 
de R. 

Lema 4.1.18 Sejam R um anel graduado do tipo G e J um ideal direito gra­

duado; então Jk é um ideal direito graduado de R, para todo o número natural 
k. 

Demonstração. Sejam ji,...,jk G J­ Como J é um ideal direito graduado, 
todas as componentes homogéneas de j i , ..., j k pertencem a J. 

Designemos as componentes homogéneas de j{ por j a , ..., j i n i , para todo 
i € {1, ...,&}. Consequentemente, j\ix...jkik G Jh, para todo ii 6 {l , . . . ,n i} , ..., 
para todo ik G {1, ...,nk}, o que nos leva a concluir que todas as componentes 
homogéneas de j\...jk pertencem a Jk. Logo, Jk é um ideal direito graduado de 
R. m 

Ao estudarmos certas propriedades de um anel graduado R do tipo G (res­

pectivamente i?­módulo graduado M) interessar­nos­á apenas considerar o que 
se passa com ideais graduados de R (respectivamente ií­submódulos graduados 
de Aí). Assim, diremos que um anel graduado R (respectivamente R­módulo 
graduado M) satisfaz a propriedade gr — P quando uma dada propriedade P é 
válida para ideais graduados de R (respectivamente fí­submódulos graduados de 
M). 

Com base no que foi dito anteriormente, um ideal direito próprio graduado 
I de um anel graduado R do tipo G diz­se gr-maximal se o único ideal direito 
graduado que contém estritamente I é o próprio R. Um ideal direito graduado 
não nulo I de um anel graduado R do tipo G diz­se gr-minimal se o único ideal 
direito graduado que está estritamente contido em I é o próprio ideal 0. 

Ao longo deste capítulo será apresentada a "versão graduada" de algumas 
definições já introduzidas para anéis/módulos. 
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4.2 Submódulos gr-essenciais 
Analogamente ao que fizemos para a classe de R-módulos, podemos agora, na 
classe dos módulos graduados sobre anéis graduados, definir submódulos gr-
essenciais. 

Definição 4.2.1 Seja R um anel graduado do tipo G. Um R-submódulo gradua­
do N de um R-módulo graduado M diz-se gr-essencial e escreve-se N <gr-e M, 
se N' n N y£ 0, qualquer que seja o R-submódulo graduado não nulo N de Aí. 
Neste caso, dizemos que Aí é uma extensão gr-essencial de N. 

Uma propriedade fulcral ligada aos R-submódulos graduados de um R-módulo 
graduado Aí é o facto de um .R-submódulo graduado N de M ser gr-essencial se 
e só se N for um .R-submódulo essencial de Aí. 

Proposição 4.2.2 Sejam R um anel graduado do tipo G, M um R-módulo gra­
duado e Aí' um R-submódulo graduado de Aí; então as seguintes afirmações são 
equivalentes: 

1. Aí' <gr_e Aí; 

2. para todo m G h(M)\{0}, existe r G R tal que mr € Aí'\{0}; 

3. para todo m e Aí\{0}, existe r € R tal que mr G Aí \{0}; 

4. Aí' < e Aí. 

Demonstração. Suponhamos que Aí' <gr-e Aí e consideremos m e h(M)\{0}; 
então, como pelo Lema 4.1.14, mR é um R-submódulo graduado não nulo de Aí, 
concluímos que mRC\M' ^ 0, isto é, existe r G R tal que mr G Aí'\{0}. Portanto, 
a condição 1) implica a condição 2). 

Provemos, agora, que a condição 2) implica a condição 3). Suponhamos que a 
condição 2) é válida, consideremos m G Aí\{0} e m\, ..., mn as suas componentes 
homogéneas. Por 2), podemos considerar r[ G R tal que mir[ G Aí'\{0}. Como 
Aí' é um .R-submódulo graduado de M, existe, em particular, uma componente 
homogénea ri de r[ tal que 

m m G Aí'\{0}. 

Seja, agora, i o menor dos elementos de {2,...,n} tal que m m ^ 0. Uma vez 
que m m G h(M)\{0}, tal como anteriormente, concluímos que existe r2 G h(R) 
de tal modo que m^rir2 G Aí'\{0}. Repetindo o processo k vezes (com k ^ n), 
determinamos s = ri...rk tal que ms G Aí'\{0}. Consequentemente, a condição 
3) é válida. 

Verificámos já que a condição 3) implica a condição 4). 



174 CAPÍTULO 4. ANÉIS E MÓDULOS GRADUADOS 

Pelas definições de submódulo gr­essencial e de submódulo essencial, concluí­

mos que a condição 4) implica a condição 1). ■ 

Podemos, agora, enunciar uma Proposição análoga à Proposição 1.5.1 e ao 
Corolário 1.5.2 cuja demonstração é omitida em virtude da Proposição 4.2.2. 

Proposição 4.2.3 Seja R um anel graduado do tipo G; então: 
a) Se C é um R­módulo graduado, B é um R­submódulo graduado de C e A 
é um R­submódulo graduado de B, então, A <gr­e C se e só se A <gr­e B e 
B <gr­e G. 
b) Sejam X\, X2, Y\, Y2 R­submódulos graduados de um R­módulo graduado C. 
Se Xi <gr­e Yx e X2 <gr„e Y2, então Xx n X2 <gr.e Y1C\Y2. 
c) Se r G h(R) e I é um ideal direito graduado gr­essencial de R, então 

J = {x G R : rx G 1} <gr­e RR­

Enunciaremos e demonstraremos um resultado análogo ao apresentado na 
Proposição 1.5.6. Para tal, necessitaremos de introduzir novas definições e resul­

tados. 

Definição 4.2.4 Um anel graduado R do tipo G diz­se gr­semisimples se exis­

tirem ideais direitos graduados gr­minimais L\,...,Ln tais que R — L\ © ... © Ln. 

Definição 4.2.5 Um anel graduado R do tipo G diz­se gr­simples se não pos­

suir ideais graduados próprios não nulos. 

Definição 4.2.6 Seja R um anel graduado do tipo G. Um R­módulo (à direita ou 
à esquerda) graduado não nulo M diz­se gr­simples se não possuir R­submódulos 
graduados próprios não nulos. 

Proposição 4.2.7 Um anel graduado R do tipo G é gr­semisimples se e só se, 
para todo o ideal direito graduado I de R, existir um ideal direito graduado J de 
R tal que R = I © J. 

Demonstração. Suponhamos que R é anel gr­semisimples, então R = Zq ffi 
... © Ln, para alguns ideais direitos graduados gr­minimais Li, ..., Ln de R. Seja 
/ um ideal direito graduado de R e consideremos a família 

T = {X : X é um ideal direito graduado de R tal que X D I = 0} 

ordenada pela relação inclusão. Como 0 G T e todas as cadeias ascendentes 
de elementos de T têm majorante em T, podemos aplicar o Lema de Zorn e 
afirmar que existe um elemento maximal de T ­ X. Suponhamos, agora, que 
/ © X ^ R, então, existe i G {1,..., n} tal que L; £= / © X. Como L, é um ideal 
direito gr­minimal e, pelo Lema 4.1.16, I © X é um ideal direito graduado de R, 
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Li n (I © X) = O ou Li n (I © X) = Li. Ora, como L< ^ (/ © X), concluímos que 
Li n (I © X) = 0, logo, / H (Lj © X) = 0, o que é absurdo pela escolha de X. O 
absurdo resultou de supormos I © X ^ R, logo, I ® X — R, como desejávamos 
provar. 

Reciprocamente, suponhamos que, para todo o ideal direito graduado I de R, 
existe um ideal direito graduado J de R tal que R = I © J. 

Designemos por B a soma de todos os ideais direitos gr­minimais de R e 
observe­se que, pelo Lema 4.1.16, B é um ideal direito graduado de R. Por hipó­

tese, existe um ideal direito graduado C tal que R = B © C. Se C ^ 0, existe 
c G (C n /i(i?))\{0}. Podemos considerar um ideal direito graduado M maxi­

mal entre os ideais direitos graduados de R para a relação c <£ M e M Ç cR. 
Por hipótese, existe um ideal direito graduado N tal que R = M © TV, logo, 
ei? = ci?n (M© iV). Consequentemente, ci? = M © (ci? n TV). Pelo Lema 4.1.16, 
M' = ci? n TV é um ideal direito graduado de R. Como M é um ideal direito 
graduado maximal entre os ideais direitos graduados de R contidos estritamente 
em cR e, uma vez que M © M' = cR, concluímos que M' é um ideal direito 
gr­minimal de i?, logo, M' Ç B. Ora, como M'ÇCeCnB = 0, concluímos que 
M' = 0, o que é absurdo, uma vez que M' é um ideal direito gr­minimal de R. O 
absurdo resultou de supormos C / 0 , logo, C = 0 e i? = YlkzK ^k, representando 
por (Sk)keK a família dos ideais direitos gr­minimais de R. 

Ora, como 1 = s^ + ■■■ + Skn, para alguns fci,..., kn G K e s^ G S^, para todo 
i G {1,..., n}, concluímos que i? = ©^S*­ , onde S^ é um ideal direito gr­minimal 
de i?, para todo i G {1,..., / } . Consequentemente, i? é anel gr­semisimples. ■ 

Corolário 4.2.8 Seja R um anel graduado do tipo G gr­semisimples; então todo 
o ideal direito graduado não nulo de R é gerado por um elemento idempotente 
homogéneo de grau e. 

Demonstração. Seja I um ideal direito graduado não nulo de R. Pela 
Proposição 4.2.7, existe um ideal direito graduado J tal que / © J — R. Em 
particular, 1 — i + j , para alguns i G i \{0} e j G J. Uma vez que 1 é um ele­

mento homogéneo de grau e, podemos supor que i e j são elementos homogéneos 
pertencentes a Re. Logo, i" = iR e i é um elemento idempotente. ■ 

Proposição 4.2.9 Um anel graduado R do tipo G é gr­semisimples se e só se 
R não contém ideais direitos próprios gr­essenciais. 

Demonstração. Suponhamos que i? é anel gr­semisimples, então, pela Pro­

posição 4.2.7, todo o ideal direito graduado é parcela directa de R, logo, não 
existem ideais direitos próprios gr­essenciais em R. 

Reciprocamente, suponhamos que i? não contém ideais direitos próprios gr­

essenciais. Seja / um ideal direito graduado de R. Podemos escolher um ideal 
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direito graduado K maximal entre os ideais direitos graduados de R relativamente 
à propriedade I fl K = 0, então, 

(/ © K)R <ffr_e RR. 

Com efeito, se J é um ideal direito graduado de R tal que (7 © K) í~l J = 0, então 
( J©ZT)n/ = 0. Ora, como pelo Lema 4.1.16, J©il" é um ideal direito graduado 
de R, por definição de K, J = 0. Logo, (I®K)R <gr­e RR­ Como i? não contém 
ideais direitos próprios gr­essenciais, R = I © K e, pela Proposição 4.2.7, i? é 
anel gr­semisimples. ■ 

Depois de introduzirmos o conceito de submódulo graduado gr­essencial de 
um R­módulo graduado M, estamos em condições de definir .R­submódulo gr­

singular de M. 
O primeiro passo será verificar que o fí­submódulo singular de um fí­módulo 

graduado M não é necessariamente um i?­submódulo graduado de M, como se 
comprova com o seguinte Exemplo: 

Exemplo 4.2.10 Consideremos emi? = Z 2 ©Z 2 uma estrutura de anel definida 
do seguinte modo: 

(a, b) + (a', b') = {a + a',b + b') e (a, b).(a', b') = {ao! + bb', ah' + a'b). 

Se considerarmos R0 = Z2 © 0 e Ri = 0 © Z2, definimos em R uma graduação 
do tipo (L2, +)• Com efeito, R = R0 © Ri e, dada a forma como foi definido o 
produto, R0RQ C R0, RIRO Ç R1} i?0­Ri Ç R1 e RiRx Ç R0, o que nos leva a 
afirmar que R é um anel graduado do tipo (1,%, +). 
Com vista a descrevermos Z{RR) necessitamos de determinar os R­submódulos 
essenciais de RR. 
Seja M qualquer R­submódulo de RR. Se (1,0) G M, então, como (1,0) é a 
identidade de R, M = R. Se (0,1) G M, então (0,1)(0,1) G M, isto é, (1,0) G 
M, logo, M = R. Assim, os únicos R­submódulos de RR são R, {(0,0)} e 
X = {(0,0), (1,1)}, o que nos permite concluir que X é um R­submódulo essencial 
de RR. 
Uma vez que 

rannR((l, 0)) = rannR({0,1)) = {(0, 0)} 

e 

ron%((l, 1)) = {(a, b) G R : (1, l)(a, 6) = (0, 0)} = {(a, ­ a ) : a G Z2} = X, 

concluímos que Z(RR) = {(0,0), (1,1)}. Afo entanto, Z{RR) não é um R­

submódulo graduado de RR, uma vez que as componentes homogéneas de (1,1) ­

(1,0) e (0,1) não pertencem a Z(RR). 
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Em seguida definiremos i?-submódulo gr-singular de um i?-módulo graduado 
M sobre um anel graduado R do tipo G. Para tal, para cada a G G, consideremos 
o subgrupo aditivo 

(Z9(M))a = {xa G Ma : rannR(xa) <gr_e RR}. 

Pela Proposição 4.2.2, 

(Z9(M))a = {xa G Ma : rannR(xa) <e RR}. 

Definimos 

Z9{M) = © {Z9{M))a. 
a€G 

Por definição, Z9(M) é um subgrupo aditivo de M. 
Sejam z G Z9(M)\{0} e r G fî\{0}. Designemos por rtl, ..., rtn as compo­

nentes homogéneas de r e por zSl, ..., zSk as componentes homogéneas de z, com 
Si, ...,sk,ti,...,tn G G. Por definição de M, para todo i G {l,...,k}, para todo 
j E {1, . . . ,n}, zSirtj G MSiíj.. Por outro lado, 

rannR(zSirtj) = {r e R : rtjr E rannR(zSi)}, 

para todo z G {l,...,fc}, para todo j G {l , . . . ,n} . Uma vez que zSi G (Z9(M))Si, 
para todo i G {1,.. . , k}, rannR(zSi) <gr-e RR, para todo i G {1,..., k}. Ora, como 
pela Proposição 4.2.3, 

rannR(zSirtj) <gr-e RR, 

concluímos que zsrt. G (Z9(M))Sit., para todo i G {1, ...,&}, para todo j G 
{l , . . . ,n} . Logo, 

A: n 

i=l j=l 

isto é, zr G Z9(M). Assim, Z9(M) é um i?-submódulo de M que tem a particu­
laridade de todas as componentes homogéneas dos elementos não nulos de Z9(M) 
ainda pertencerem a Z9(M), isto é, Z9(M) é um i?-submódulo graduado de M. 

Definição 4.2.11 Sejam R um anel graduado do tipo G e M um R-módulo 
graduado. O R-submódulo graduado Z9(M) de M é designado por R-submódulo 
gr-singular de M. 

Definição 4.2.12 Seja R um anel graduado do tipo G. Afirmamos que um R-
módulo à direita graduado M é gr-singular se Z9(M) = M e é gr-não sin­
gular se Z9(M) = 0. Analogamente, definimos R-módulo à esquerda graduado 
gr-singular e R-módulo à esquerda graduado gr-não singular. 
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Definição 4.2.13 Um anel graduado R do tipo G diz-se gr-singular à direita 
se Z9(RR) — Re diz-se gr-não singular à direita se Z9(RR) = 0. De forma 
análoga, definimos anel graduado gr-singular à esquerda e gr-não singular 
à esquerda. 

No Exemplo 4.2.10, temos Z*(RR) = {(0,0)} e Z{RR) = {(0,0), (1,1)}, o que 
nos leva a concluir que o f?-submódulo singular e o fí-submódulo gr-singular de 
um i?-módulo graduado podem ser diferentes. Concluímos, ainda, que um anel 
graduado pode ser gr-não singular à direita sem ser não singular à direita. 

4.3 Anéis com graduação não degenerada 
Frequentemente, quando se estuda um anel graduado R do tipo G, certas proprie­
dades de R são deduzidas a partir de propriedades apresentadas pelo anel base 
de R - Re. Para deduzir tais propriedades é comum impor-se certas condições 
sobre o tipo de graduação de R. 

Nesta secção estudaremos anéis graduados que satisfazem uma condição extra 
- a graduação é não degenerada. Estudaremos também um tipo especial de 
anéis graduados que possuem graduação não degenerada - os anéis fortemente 
graduados. 

Tal como indicado na Secção 4.1, dados um anel graduado R do tipo G e 
um ideal direito (ou esquerdo) graduado I de R, designamos as componentes 
homogéneas de I por Iu para todo t G G. Assim, dado um elemento r G h(R), 
designamos por (rR)e a componente homogénea de grau e do ideal direito gra­
duado rR e designamos por (Rr)e a componente homogénea de grau e do ideal 
esquerdo graduado Rr. 

Definição 4.3.1 Seja R um anel graduado do tipo G. Dizemos que R tem gra­
duação não degenerada à direita se, sempre que (rR)e = 0, então r = 0, 
para todo r G h(R). Analogamente, dizemos que R tem graduação não dege­
nerada à esquerda se, sempre que (Rr)e = 0, então r = 0, para todo r £ h(R). 
O anel R tem graduação não degenerada se tiver graduação não degenerada à 
esquerda e não degenerada à direita. 

Observe-se que, dado um elemento homogéneo não nulo r de grau t de um 
anel graduado R do tipo G, (rR)e = rRt-i. Assim, 

Observação 4.3.2 Um anel graduado R do tipo G tem graduação não degene­
rada à direita se e só se, para todo a G G, raRa-i = 0 implica ra — 0, para todo 
ra G Ra. 

O anel R apresentado no Exemplo 4.1.4 é um exemplo de um anel com gra­
duação não degenerada. Para provarmos tal facto, consideremos um elemento 
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homogéneo r G R\{0} de grau k tal que —n % k ^ n. Tomemos a matriz trans­

posta de r ­ s' e substitua­se cada entrada não nula da matriz s' por 1. Designemos 
por s a matriz obtida. Então, s G R­k e rs ^ 0, pelo que (rR)0 ^ 0, o que nos 
leva a concluir que (r'R)0 = 0 implica r' = 0, para todo o elemento homogéneo 
r' de i?fc tal que — n %. k ^ n. Analogamente provamos que (Rr)0 — 0 implica 
r = 0, para todo o elemento homogéneo r de Rk tal que —n^k^n. Uma vez 
que i?fc — 0, para todo o número inteiro k tal que \k\ > n, concluímos que R tem 
graduação não degenerada. 

Facilmente se verifica que os anéis graduados apresentados no Exemplo 4.1.6 
e no Exemplo 4.1.7 são anéis com graduação não degenerada. 

A graduação não degenerada à direita de um anel está relacionada com uma 
propriedade introduzida em [28] por Nastasescu e Van Oystaeyen ­ a propriedade 
E. Assim, dizemos que um anel graduado R do tipo G satisfaz a p r o p r i e d a d e 
E, se todo o ideal direito graduado não nulo de R intersecta Re não trivialmente. 

Propos ição 4.3.3 Seja R um anel graduado do tipo G. O anel R tem graduação 
não degenerada à direita (respectivamente à esquerda) se e só se todo o ideal direi­

to ( respectivamente esquerdo) graduado não nulo intersecta Re não trivialmente, 
isto é, R satisfaz a propriedade E. 

Demons tração . Suponhamos que todo o ideal direito graduado não nulo de 
R intersecta Re não trivialmente. Consideremos a G G e ra G i2CT\{0}, então raR 
é um ideal direito graduado não nulo de R e 

0 / raRr\Re = raRa­i. 

Consequentemente, pela Observação 4.3.2, R tem graduação não degenerada à 
direita. 

Suponhamos, agora, que R tem graduação não degenerada à direita e seja / 
um ideal direito graduado não nulo de R. Consideremos um elemento homogé­

neo não nulo i pertencente a I e designemos o grau de i por a. Por hipótese, 
existe rv­i G Rff­i tal que %ra­\ ^ 0; logo, como I é ideal direito, ira­i G / , 
consequentemente, I fl Re ^ 0, como desejávamos provar. ■ 

No caso particular de o subanel Re de um anel graduado R do tipo G ser 
semiprimo, as definições de anel com graduação não degenerada à direita e anel 
com graduação não degenerada à esquerda são equivalentes. Assim, 

Propos ição 4.3.4 Seja R um anel graduado do tipo G tal que Re é anel se­

miprimo. Então, R tem graduação não degenerada à direita se e só se R tem 
graduação não degenerada à esquerda. 

Demonstração . Suponhamos que R tem graduação não degenerada à direita 
e que existe r G h(R)\{0} de grau a tal que (Rr)e = 0, logo, Ra­ir = 0. Conse­

quentemente, (rRa­i)
2 = 0 e, como rRa­i é um ideal direito do anel semiprimo 
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Re, rRa­i = 0. Como, por hipótese, R tem graduação não degenerada à direita, 
r = 0, o que é absurdo. Provamos, assim, que R tem graduação não degenerada 
à esquerda. Analogamente provamos que se R tem graduação não degenerada à 
esquerda, então R tem graduação não degenerada à direita. ■ 

Em seguida introduziremos algumas definições ­ "anel gr­semiprimo" e "anel 
gr­primo" ­ e verificaremos que, se Ré um anel graduado do tipo G, gr­semiprimo 
com suporte finito, então R tem graduação não degenerada e o anel base Re é 
semiprimo. 

Definição 4.3.5 Um anel graduado R do tipo G diz­se gr-primo se, dados dois 
ideais graduados A, B de R tais que AB = 0, se tem A = 0 ou B = 0. 

Definição 4.3.6 Um anel graduado R do tipo G diz­se gr-semiprimo se não 
contém ideais graduados nilpotentes não nulos. 

Observe­se que um anel graduado R é gr­semiprimo se e só se R não contém 
ideais direitos (ou esquerdos) graduados nilpotentes não nulos. O anel R é gr­

primo se e só se, dados dois ideais direitos (ou esquerdos) graduados A, B de R 
tais que AB = 0, se tem A = 0 ou B = 0. 

Com vista a demonstrar o resultado pretendido, introduzimos um resultado 
acerca de grupos. 

Lema 4.3.7 Sejam G um grupo, n ed números naturais e Ai,..., Xnd uma sequên­

cia de elementos de G não necessariamente distintos. Designemos os produtos da 
forma Yl=i A? Por ai> Vara t°do 1 < i < nd. Suponhamos que existe um subcon­

junto X de G tal que e € X, # ( X ) = n e cti E X, para todo i tal que 1 < i < nd. 
Então, existem 

3oJii—Jd € {0,1, ...,nd} 

tais que 0 < jo < j i < •■• < 3d < nd e: 

e = Xj0+iXjo+2---Xj1 = AJ1+i...Aj2 = ... = Xjd_1+i...Xjd 

Demonstração . Suponhamos que existem ji,...,jd £ {l,...,nd} tais que 
1 < h < ■■■ < jd <nd e 

h id 

x\x i= = n
A = e 

i= l i=l 

Então, 

e = Xí...Xjl = Xj1+i...XJ2 = ... = Xjd_l+i...Xjd. 
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Fazendo j0 = 0, concluímos que o lema é válido. 
Suponhamos agora que não existem d produtos da forma I"TC­=i ­\?> c o m * ^ 

{1, ...,nd}, iguais a e, então, existem pelo menos d+ 1 produtos da forma a^ = 
rifc=i ^k, com i G {0,..., d}, onde 

1 < jo < Íi < ••• < id < nd 

que são iguais a um dado elemento a Ç l Ora, CXJQ = o^ implica 

Oij0 = Ai...Aj0 = Ai­.­AjoAjo+i.­.A^ = ttjj. 

Portanto, A^+i.­.A^^ = e. 
Repetindo o processo d vezes determinamos d produtos da forma Xjl+i...Xjl+1, 

com 0 < l < d ­ 1, iguais a e. Provamos, assim, que existem jo,...,jd G 
{0,1,..., nd} tais que 0 < jo < j \ < •■• < jd < nd e 

e ~ ^io+i '̂o+2­­­Aí­1 = Aj1+i...Aj2 = ... = ...A^. 

Proposição 4.3.8 Seja i? um anel graduado do tipo G tal que o suporte de R 
tem cardinalidade finita. Seja n = #sup(i?). Tem­se que: 
1) se A é um ideal direito graduado de R tal que Ae = 0, An = 0; 
2) se A é um ideal direito de Re tal que Ad = 0, para algum número natural d, 
então (AR)nd = 0; 
3) se R é anel gr­semiprimo, Re é anel semiprimo e R tem graduação não dege­

nerada. 

Demonstração. 1) Como A é ideal direito graduado, 

A
n
= Y, AXl...AXn. 

Ai, . . . ,A n GG 

Para provarmos a alínea é, pois, suficiente provar que A\x...A\n = 0, para qual­

quer sequência de elementos Ai,...,An G G. Tal facto é verdade no caso de 
Ai...A» ^ sup(­R), para algum i G {1, ...,n}. 

Seja Ai,..., An uma sequência de elementos de G e suponhamos que 
i 

IJAjGsupífl), 
i ­ i 

para todo 1 < i < n. Como e G sup(fí) e sup(i?) tem n elementos, podemos 
aplicar o Lema 4.3.7 no caso d = 1 e afirmar que existem jo, j i G No tais que 
0 < jo < j \ < n e Ajo+i.­.Aj! = e. Logo, 

AXjo+1...AX]iÇAe = 0; 
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portanto, A\1...A\n = 0, o que nos leva a concluir que An = 0. 
2) Suponhamos que A é um ideal direito de Re tal que Ad = 0, para algum nú­

mero natural d, e consideremos R' = AR. Então, R' é um ideal direito graduado 
de R com (R')e = A e 

Seja ti,...,tnd uma sequência de elementos de G. Se [ I / L i ^ ^ SUP(­R)> P a r a 

algum 1 < j' < nd, então R!tl...R!t = 0. Caso contrário, podemos aplicar o Lema 
4.3.7 e afirmar que existem jo, ...,jd € {0, ...,nd} tais que 

0 <jo < ji < ••• <jd < nd 

e existem d produtos da forma Yi = rifc=7 +i ^k, com 1 < i < d, iguais a e. 
J{i — 1) ~r 

Assim, 
R
ti-

R
tnd = K---

R
't3S

Rl
tJ0+1---

R
tjJ(

R
tn+1---KJ---(---KJd)---R'tnd 

c i?; ...^d
...i?; = o. 

Consequentemente (­A/2)nd = 0, como desejávamos provar. 
3) Suponhamos que R é anel gr­semiprimo e que existe um ideal direito A de 

Re e um número natural d tal que Ad = 0, então, pela alínea 2), (AR)nd = 0. 
Como R é anel gr­semiprimo, AR = 0, o que implica A = 0. Assim, Re é anel 
semiprimo. 

Da alínea 1), concluímos que R tem graduação não degenerada à direita. Com 
efeito, se r é elemento homogéneo de R tal que (rR)e = 0, então (rR)n = 0 e , 
pelo facto de R ser anel gr­semiprimo, rR — 0, logo, r = 0. Provamos, assim, 
que R tem graduação não degenerada à direita. Como Re é anel semiprimo, pela 
Proposição 4.3.4, concluímos que R tem graduação não degenerada à esquerda. 
■ 

Na Proposição anterior provámos que, se considerarmos um anel graduado 
R do tipo G cujo suporte é finito, então, se R for anel gr­semiprimo, Re é anel 
semiprimo e R tem graduação não degenerada. A recíproca é também verdadeira. 

Proposição 4.3.9 Seja R um anel graduado do tipo G com graduação não de­

generada tal que Re é anel semiprimo; então R é anel gr­semiprimo. 

Demonstração. Seja / um ideal graduado de R tal que Ik = 0, para algum 
número natural k. Em particular, (/ fl Re)

k = 0. Como Re é anel semiprimo, 
i" n Re = 0. Pela Proposição 4.3.3, concluímos que 7 = 0, logo, R é um anel 
gr­semiprimo, como desejávamos provar. ■ 

Em seguida provaremos que os anéis graduados com graduação não degene­

rada que têm suporte finito e anel base semisimples são Artinianos. Para tal, 
atendamos ao seguinte Lema: 
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Lema 4.3.10 Sejam R um anel graduado do tipo G com graduação não de­

generada e r G R um elemento homogéneo; então, rannR(r) = 0 se e só se 
rannRe(r) = 0 e lannR(r) = 0 se e só se lannRe(r) = 0. 

Demonstração. Sejam R um anel graduado do tipo G com graduação 
não degenerada e r um elemento homogéneo de R. Se rannR(r) — 0, temos 
rannRe(r) = 0. Por outro lado, suponhamos que rannRe{r) = 0 e que existe 
s G rannR(r)\{0}. Então, rst = 0, para qualquer componente homogénea st de 
s. Ora, pelo facto de R ter graduação não degenerada, existe ot­i G Rt­i tal que 
stat­i G i?e\{0}, logo, 

stat­i G rannRe(r)\{0}, 

o que é absurdo. Provamos, assim, que rannRe(r) = 0 se e só se rannR(r) — 0. 
Analogamente provamos que lannRe(r) = 0 se e só se lannR(r) = 0. ■ 

Teorema 4.3.11 [Cohen, RowenJ [9]Seja R um anel graduado do tipo G com 
graduação não degenerada tal que Re é anel semisimples. Então: 
1) para todo t G sup(­R), Rt é finitamente gerado como Re­módulo à direita e à 
esquerda; 
2) se sup(jR) for finito, então R é simultaneamente um anel Artiniano à direita 
e à esquerda. 

Demonstração. Seja R um anel graduado do tipo G nas condições enuncia­

das no teorema. 
Pelo Lema 1.2.12, 1 é igual à soma de k elementos idempotentes ­ ei,..., e^ G 

Re tais que e^j = 0, para todos i,j G {1,..., k}, com % =̂  j , e ejReej é anel de 
divisão, para todo j G {1,..., k}. Consequentemente, dado t G G, 

k 

Rt = l.Rt­1 = (ei + ... + ek)Rt(ei + ••• + ek) = J ^ e^e,,­. 
« i , 7 = l 

1) Comecemos por mostrar que, para todos 1 < i, j < k e, para todo t G G, 
existe y G Rt tal que ejRtei = yeiReei. 

Sejam i,j G {1, ...,fc}. Suponhamos que ejRtei ^ 0. Uma vez que R tem 
graduação não degenerada e 

ejRtei Q ReRtRe Ç Rt, 

podemos concluir que ejRteiRt­i / 0. Por outro lado, como Re é anel semisim­

ples, Re é anel semiprimo, logo, 

(ejRteiRt­i) V 0, 
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o que nos leva a concluir que ejRteiRt­iej 7̂  0. Seja xt­i G eiRt­iej tal que 
A = CjRtXt­i 7̂  0; então A é um ideal esquerdo não nulo do anel de divisão 
ejReej, portanto, 

A = ejRtXt­i = 6jReej. 

Assim, existe y G ejRt tal que e, = (e^)2 = yxt­i. Portanto, 

yeiReei Ç e ­̂Rte* = yxt­iRtei Ç yeiReeu 

logo, 

ej­Rte; = yeiReez Ç yfíe. 

Consequentemente, i? t = ]Cn=i 2/n­Re, para alguns y1, ...,yk2 £ Rt. Portanto, i?f é 
um iíg­módulo à direita finitamente gerado. Analogamente, provamos que Rt é 
um i?e­módulo à esquerda finitamente gerado. 

2) Seja i? t uma componente homogénea não nula de R. 
Como Re é anel Artiniano e, pela alínea 1), Rt é um i?e­módulo à direita 

finitamente gerado, então Rt é um i?e­módulo à direita Artiniano. Consequen­

temente, como R = ©tesup(ií)­Rí) ­R é uma soma directa finita de Z?e­módulos à 
direita Artinianos, logo, Ré um iíe­módulo à direita Artiniano. Uma vez que Re 

é um subanel de R, R é anel Artinano à direita. Analogamente provamos que R 
é anel Artiniano à esquerda, como desejávamos demonstrar. ■ 

Em seguida relacionaremos o facto de um anel graduado R do tipo G ser 
um domínio com o facto da sua componente homogénea de grau e ­ Re ser um 
domínio. É imediato que, se R é um domínio, Re também o é. Provaremos que, 
no caso de R ter graduação não degenerada, G ser um grupo policíclico­infinito 
e Re ser um domínio, R ainda é domínio. 

Lema 4.3.12 Seja R um anel graduado do tipo G com graduação não degenerada 
tal que Re é anel primo; então sup(i?) é um subgrupo de G. 

D e m o n s t r a ç ã o . Seja G' = sup(i2). Como 1 G Re, e G G'. 
Por outro lado, se t G G', existe rt G fít\{0}. Como R tem graduação não 

degenerada à direita, rtRt­i / 0, logo, Rt­i ^ 0, o que nos permite concluir que 
r 1 G G'. 

Para provarmos que G1 é grupo basta verificar que, se t, s G G', então ts G G'. 
Com vista a um absurdo, suponhamos que existem í , s ç f f tais que RtRs = 0. 
Logo, 

(Rt­iRt)(RsRs­i) = 0. 
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Uma vez que Re é anel primo e Rt­iRt, RsRs­i são ideais de Re, então Rt­iRt = 0 
ou RsRs­i = 0, o que contraria o facto de R ter graduação não degenerada. 
Provamos, assim, que 

0 7̂  RtRs Ç Rtai 

logo, ts e G'. Estão, pois, reunidas as condições necessárias para afirmar que G' 
é um grupo, como desejávamos provar. ■ 

Lema 4.3.13 Seja R um anel graduado do tipo G com graduação não degenerada 
tal que Re é domínio e sup(R) ~ Z; então R é domínio. 

Demonstração. Identifiquemos sup(/2) com Z. Com vista a um absurdo, 
suponhamos que existem a, b € ­R\{0} tais que oh = 0. Consideremos as com­

ponentes homogéneas de maior grau de, respectivamente, a e b ­ at e bs, logo, 
atbs = 0. Pelo facto de R ter graduação não degenerada, existem a', b' G R tais 
que a'at G jRe\{0} e bsb' G i?e\{0}. Como (a'at)(bsb') = 0 e Re é, por hipótese, 
um domínio, a'at = 0 ou bsb' = 0 ­ o que é absurdo. Provamos, assim, que R é 
um domínio. ■ 

Corolário 4.3.14 Seja R um anel graduado do tipo G tal que R tem graduação 
não degenerada, Re é domínio e G é um grupo policíclico­infinito; então R é 
domínio. 

Demonstração. Seja Ri um anel graduado do tipo G1 tal que Ri tem 
graduação não degenerada, (Ri)e é domino e G1 é um grupo policíclico­infinito. 
Como (­Ri)e é domínio, (Ri)e é anel primo, então, pelo Lema 4.3.12, G2 = swp(Ri) 
é um subgrupo de G1. Logo, pela Proposição 1.11.3, G2 é um grupo policíclico­

infinito, o que nos leva a concluir que G2 possui uma série subnormal 

{e} = G2<...<G2
n = G2, 

onde G2jG2_x é um grupo cíclico infinito, para todo i G {2,..., n}. 
A demonstração é feita por indução no comprimento da série subnormal do 

suporte do anel graduado considerado. 
Se n = 1, então Ri = (Ri)e, logo, Ri é domínio. 
Seja n > 1 e suponhamos que, para todo o anel graduado R^ do tipo G3 

tal que R2 tem graduação não degenerada, (i?2)e é domino e G3 é um grupo 
policíclico­infinito tal que o grupo G4 = sup(i?2) possui uma série subnormal de 
comprimento n — 1 

{e} = G{ < ... < GU = G\ 
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onde Gf/Gf_i é um grupo cíclico infinito, para todo i 6 {2,..., n — 1}, se tem que 
i?2 é domínio. 

Seja i?3 um anel graduado do tipo G5 tal que i?3 tem graduação não degene­
rada, (i?3)e é domino e G5 é um grupo policíclico-infinito tal que G6 = sup(i?3) 
possui uma série subnormal de comprimento n 

{e} = G? < ... < G6
n = G6, 

onde Gf/G®_! é um grupo cíclico infinito, para todo i G {2,..., n}. Uma vez que 
(Rs)0^-1 é um anel graduado do tipo G\-\ tal que (/?3)G'1-1 tem graduação não 
degenerada, ((JR3)G"-1)e =(R3)e é domino, G^_x é um grupo policíclico-infinito 
tal que 

G t r = suP((i?3)G"-0 

e G^_x possui uma série subnormal 

{e} = GÎ < ... < G t 1 ; 

onde Gi/G^_1 é um grupo cíclico infinito, para todo i G {2,..., n— 1}, por hipótese 
de indução, (i?3)G>1-1 é domínio. 

Consideremos o anel graduado do tipo G6/G^_1 - S =(-R3)G6/G^_1- Verifica­
remos, em seguida, que este anel tem graduação não degenerada. Seja r um 
elemento homogéneo não nulo de S de grau t G G6/G^l_1; então 

r = rtl + ...+rtn, 

para alguns rtl G (JR3)£l\{0}, ••-, nn G (i?3)t„\{0}, com íx, ...,tn G G6 tais que 

7r(íi) = ... =7r(tn) = t, 

onde 

TT: G6 - G 6 / ^ - ! 

é o epimorfismo canónico. Como _R3 tem graduação não degenerada, existe r' G 
(Rã)t-í tal que rtlr' ^ 0, logo, rr' / 0. Uma vez que r' G S t-i, concluímos 
que (rS)e ^ 0. Consequentemente, S tem graduação não degenerada à direita. 
Por outro lado, como o anel base de S - (R?)0™-1 é domínio, pela Proposição 
4.3.4, S tem graduação não degenerada à esquerda, portanto, tem graduação 
não degenerada. Além disso, tem-se que sup(5) = G6/G^l_1. Como G6/Gfl_1 

é um grupo infinito cíclico, G6/G„_1 ~ Z. Uma vez que (R3)G6/G6_1 é um 
anel graduado do tipo G6/Gfl_l com graduação não degenerada e cujo anel base 
(R3)G^-1 é domínio, pelo Lema 4.3.13, i?3 é domínio. 
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Provamos, assim, que todo o anel graduado R do tipo G tal que R tem 
graduação não degenerada, Re é domínio e G é um grupo policíclico­infinito é um 
domínio ■ 

Do Corolário anterior deduz­se que, se R for um domínio e G for um grupo 
policíclico­infinito, o anel de grupo RG é um domínio. Por outro lado, como os 
anéis da forma S = R[x, a:­1; ip], onde R é um anel e <p é um automorfismo de R, 
são anéis graduados do tipo Z com graduação não degenerada, concluímos que, 
se R for um domínio, o anel S ainda é um domínio. 

Corolário 4.3.15 Se R é um domínio e G é um grupo policíclico­infinito, o anel 
RG é domínio. 

Corolário 4.3.16 Se R é um domínio e ip é um automorfismo de R, o anel 
R[x,x~1­, </?] é domínio. 

Introduzimos, agora, um tipo especial de graduação ­ a graduação forte. Este 
conceito foi introduzido por E.C.Dade em [10]. 

Definição 4.3.17 Um anel graduado R do tipo G diz­se fortemente graduado 
se RtRs = ­Ris, para todos t, s £ G. 

Podemos, agora, provar que todo o anel fortemente graduado tem graduação 
não degenerada. 

Proposição 4.3.18 Seja R um anel fortemente graduado; então R tem gra­

duação não degenerada. 

Demonstração. Seja R um anel fortemente graduado do tipo G. Se r é um 
elemento homogéneo não nulo de grau a tal que (Rr)e = 0, então, 

Ra­ir = 0 = RaRa­ir = Rer, 

o que é absurdo. Provamos, assim, que R tem graduação não degenerada à es­

querda. Analogamente, provamos que R tem graduação não degenerada à direita. 
■ 

No entanto, a recíproca da Proposição 4.3.18 não é verdadeira. Como contra­

exemplo podemos considerar o anel R = Mn(F) apresentado no Exemplo 4.1.4, 
onde F é um anel arbitrário e n é um número natural maior ou igual a 2. Vimos 
já que R tem graduação não degenerada; no entanto, como verificaremos em 
seguida, R não é um anel fortemente graduado. De facto, como Rn+i = 0, temos 
que Rn+iR­n­i = 0, logo, Rn+iR~n­i 7̂  Ro, o que nos leva a concluir que R não 
é um anel fortemente graduado. 

Uma técnica frequentemente utilizada para verificar se um anel graduado R 
do tipo G é fortemente graduado consiste em determinar se a identidade de R 
pertence a RtRt­i, para todo t £ G. Com efeito, verificaremos que esta condição 
é equivalente à condição "R é anel fortemente graduado". 
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Propos ição 4.3.19 Um anel graduado R do tipo G é fortemente graduado se e 
só se 1 E RtRt­i, para todo t € G. 

D e m o n s t r a ç ã o . Seja R um anel graduado do tipo G. Se R é fortemente 
graduado, então, RtRt­1 = Re, para todo í 6 G; em particular, 1 E RtRt­i, para 
todo t EG. 

Reciprocamente, se 1 G RtRt­1, para todo t E G, então Re = RtRt­i, para 
todo t E G; logo, 

Rtg = ReRtg = RtRt­lRtg — Rt(Rt­lRtg) Ç RtRg, 

para todos t,g E G. Como, por definição, RtRg Ç Rtg, concluímos que Rtg = 
RtRg, para todos t,g E G, como desejávamos provar. ■ 

Um exemplo de um anel fortemente graduado é o anel de grupo RG, onde R 
e G são, respectivamente, um anel e um grupo arbitrários. 

Os anéis da forma R[x,x~l; <fi], onde R é um anel arbitrário e (f> é um auto­

morfismo de R, são exemplos de anéis graduados do tipo Z que são fortemente 
graduados. 

Por outro lado, qualquer anel graduado R do tipo G que possua componentes 
homogéneas nulas, por exemplo um anel graduado R com graduação trivial, é 
um exemplo de um anel que não é fortemente graduado. 

Dados um anel fortemente graduado R do tipo G e um subgrupo H de G, 
0 anel graduado do tipo H ­ RH é um anel fortemente graduado, uma vez que 
1 E RhRh­1, para todo h E H. Por outro lado, se H for um subgrupo normal de 
G, o anel graduado do tipo G/H ­ RG/H ainda é um anel fortemente graduado. 
Com efeito, se considerarmos g H E G/H, com g E G, concluímos que 

Rg Ç RgH e Rg­i Ç Rg­iH = R(gH)­1' 

Ora, como 1 E RgRg­i, 1 E RgHR{gH)­^­ Consequentemente, 1 E RJHR(JH)­1, 
para todo jH E G/H, e, pela Proposição 4.3.19, RG/H é um anel fortemente 
graduado do tipo G/H. Assim, 

Propos ição 4.3.20 Sejam R um anel fortemente graduado do tipo G e H um 
subgrupo de G; então RH é um anel fortemente graduado do tipo H com anel base 
Re. Se H for um subgrupo normal de G, RG/H é um anel fortemente graduado 
do tipo G/H cujo anel base é RH. 

Como afirmámos no início desta secção, uma razão que nos levou a impor 
condições na graduação de um anel graduado R foi o facto de pretendermos de­

duzir propriedades de R a partir de propriedades apresentadas pelo anel base Re. 
Nomeadamente, pretendemos determinar circunstâncias em que o facto de R ser 
um anel fortemente graduado e Re ser anel Noetheriano à direita (respectivamen­

te à esquerda) implica que R seja anel Noetheriano à direita (respectivamente à 
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esquerda). Para tal, cingir­nos­emos a um tipo de grupos ­ os grupos policíclicos­

por­finito ­ e provaremos que, se R for um anel fortemente graduado do tipo 
G, onde G é um grupo policíclico­por­finito, cujo anel base Re é Noetheriano 
à direita (respectivamente à esquerda), então R é anel Noetheriano à direita 
(respectivamente à esquerda). Com este intuito, introduzimos alguns resultados 
preliminares. O próximo Lema é semelhante à alínea 1) do Teorema 4.3.11; no 
entanto, não necessitamos da hipótese de Re ser anel semisimples. 

Lema 4.3.21 Seja R um anel fortemente graduado do tipo G; então Rt é um 
Re­módulo à direita (e à esquerda) finitamente gerado, para todo t G G. 

Demonstração. Seja t G G. Como RtRt­i = Re, existem r*,.•■,?"" £ Rt e 
r^­i,..., r(

n_i G Rt­i tais que 1 = YH=I
 r t r t ­ i ­ Assim, dado s G Rt, 
n 

s = ^ r j ( r ; _ l S ) . 
i=l 

Como r^s G Re, para todo i tal que 1 < i < n, concluímos que Rt é gerado 
como i?e­módulo à direita pelos elementos r}, ..., r" e, logo, ií t é um f?e­módulo 
à direita finitamente gerado. Analogamente, provamos que Rt é um i?e­módulo 
à esquerda finitamente gerado. ■ 

No Teorema 4.3.11 mostrámos que, se R é um anel graduado do tipo G com 
graduação não degenerada tal que Re é anel semisimples e sup(­R) é finito, então 
R é anel Artiniano. No caso de anéis fortemente graduados do tipo G, onde 
G é um grupo finito, não necessitamos da hipótese de Re ser anel semisimples 
(basta­nos supor que Re é anel Artiniano). Assim, temos: 

Corolário 4.3.22 Sejam G um grupo finito, R um anel fortemente graduado 
do tipo G cujo anel base Re é Noetheriano à direita (respectivamente Artiniano 
à direita); então R é anel Noetheriano à direita (respectivamente Artiniano à 
direita). 

Demonstração. Pelo Lema 4.3.21, concluímos que Rt é um ií^­módulo à 
direita finitamente gerado, para todo t G G, logo, Rt é um i?e­módulo à direita 
Noetheriano (respectivamente Artiniano). 

Uma vez que G é um grupo finito, R — @t&GRt é um fíe­módulo à direita Noe­

theriano (respectivamente Artiniano). Ora, como Re é um subanel de R, Ré anel 
Noetheriano à direita (respectivamente Artiniano à direita), como desejávamos 
provar. ■ 

Do Corolário anterior e da respectiva versão esquerda resulta, em particular, 
que os anéis de grupo da forma RG, onde R é anel Artiniano (respectivamente 
Noetheriano) e G é um grupo finito, são Artinianos (respectivamente Noetheria­

nos). Assim, 
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Proposição 4.3.23 Se R é anel Artiniano (respectivamente Noetheriano) e G é 
um grupo finito, o anel RG é Artiniano (respectivamente Noetheriano). 

O Lema que se segue é de demonstração imediata. 

Lema 4.3.24 Sejam R um anel graduado do tipo G, I um ideal direito de R e 
X um subconjunto de G tal que e £ X ; então 

Idx(I) = Ir £ Re : r + V j sg G / , para alguns sg G Rg, com g G X > 
I sex J 

é um ideal direito de Re. 

No caso particular de G ser um grupo cíclico infinito, R ser um anel graduado 
do tipo G e I ser um ideal direito de R, consideramos um gerador g de G e 
designamos por Idn(I) o conjunto: 

Idn(I) = Ir G Re : r + \_\ sí e >̂ P a r a alguns S; G fígi, com 1 < i < n } . 

para todo n G N. Do Lema anterior deduz-se que Idn{I) é um ideal direito de 
i?e, para todo o número natural n. Definimos, ainda, Ido(I) = I fl i?e-

Lema 4.3.25 Sejam G um grupo infinito cíclico, R um anel fortemente graduado 
do tipo G, I e J ideais direitos de R tais que J Ç I e Idn{I) — Idn{J), para todo 
n G No; então I = J. 

Demonstração. Sejam R, I e J nas condições do enunciado. Com vista a 
um absurdo, suponhamos que J Ç I. 

Consideremos um gerador g de G. Seja i' G I\J tal que i! — Y^ilni
 r'n c o m 

ni ,n2 G Z tais que nx < n2 e r[ G i?gi, para todo n\ < l < n2, de tal modo que 
7i2 — n\ tome o menor valor possível. 

Observe-se que i'Rg-ni ^ J, pois, caso contrário, 

i Re = (Z R„~n1jRgn1 C J Rgn1 C Jj 

logo, i' E J, o que é absurdo. Consequentemente, existe r* G -R9-»i tal que 
i'r* G i \ J . Designemos i'r* por i 

Suponhamos que ni = n2) então, i G Re e i G Id0(I). Uma vez que Id0(I) — 
Id0(J), concluímos que i e J , o que é absurdo. Consequentemente, n2 — n\ > 1. 

Assim, i = r + ^ ^ p 1 n, com r G i?e, r; G Rgi, para todo / G {1, ...,n2 — ni}, 
o que nos leva a concluir que r G Idn2^ni(I). Ora, por hipótese, 
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logo, r G Idn2­ni(J), isto é, existe j G J tal que j = r + XT=í~ni s'> P a r a a l g u n s 

s/ G Rgi, com i G {1,..., n2 ­ ni}. Uma vez que J Ç J, concluímos que i ­ j e l , 
logo, 

r i 2 ­ n i 

£ (r, ­ a,) G /■ 
z=i 

Seja z = i — j . Por definição de i', z G J, logo, z + j G J, ou seja, i G J, o que é 
absurdo. O absurdo resultou de supormos J ^ I, logo, J = I, como desejávamos 
provar. ■ 

Introduziremos, agora, um dos resultados principais desta secção (Teorema 
4.3.27), o qual generaliza o Corolário 4.3.22 a grupos policíclicos por­finitos. Para 
tal, comecemos por atender ao seguinte Lema: 

Lema 4.3.26 Sejam G um grupo infinito cíclico e R um anel fortemente gradua­

do do tipo G tal que Re é anel Noetheriano à direita (respectivamente à esquerda); 
então R é anel Noetheriano à direita (respectivamente à esquerda). 

Demonstração. Seja g um gerador de G. Consideremos uma cadeia ascen­

dente de ideais direitos de R ­ I\ Ç. ■■■ Ç 4 Ç •••; então Idi(I{) Ç ... Ç Idn(In) Ç 

Pelo Lema 4.3.24, Idj(Ij) é um ideal direito de Re, para todo o número natural 
j ; então, como Re é anel Noetheriano à direita, existe um número natural n0 tal 
que Idno(Ino) = Idm(Im), para todo m > n0. 

Por outro lado, como 

Ido(h) Ç ... Ç Ido(In) Ç ..., 

concluímos que existe um número natural k tal que k > n0 e Id0(Ik) = Ido(Im), 
para todo m > k. Do mesmo modo, concluímos que existe um número natural 
nx tal que ni > k e Idi(Ini) = Id1(Im), para todo m > n1. 

Repetindo o processo n0 vezes, determinamos um número natural n tal que 
n > n0 e Idj(In) = Idj(Im), para todo j < n0 e m > n. Consideremos j > n0 e 
m > n; então 

Idno(In0) Ç Idjilno) Ç HjiQ Ç Idj{Im). 

Ora, se j < m, 

Idj(Im) Ç Idm(Im) = Idno(Ino) 

e se j > m, 

Idj{Im) Ç Idj{Ij) = IdnQ(Ino). 
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Em ambos os casos concluímos que Idj(Im) = Idj(In). Uma vez que Idj(Im) = 
Idj(In), para todo j G N0 e m > n, estão reunidas as condições necessárias para 
aplicar o Lema 4.3.25 e afirmar que In = Im, para todo m > n. Provamos, assim, 
que R é anel Noetheriano à direita. ■ 

Teorema 4.3.27 Sejam G um grupo policíclico­por­finito, R um anel fortemente 
graduado do tipo G tal que Re é anel Noetheriano à direita (respectivamente à 
esquerda); então R é anel Noetheriano à direita (respectivamente à esquerda). 

Demonstração. Sejam Gl um grupo policíclico­por­finito e Ri um anel 
fortemente graduado do tipo G1 tal que (R\)e é anel Noetheriano à direita. Por 
definição de grupo policíclico­por­finito, existe uma série subnormal 

{e} = G\< ... ^01 = 0' 

tal que G\/G\_x é finito ou infinito cíclico, para todo i G {2,..., n). 
Se n = 1, então Ri é anel Noetheriano à direita. 
Seja n > 1 e suponhamos que, para todo o anel fortemente graduado R2 do 

tipo G2 tal que ( i ^ e é anel Noetheriano à direita e G2 é um grupo policíclico­

por­finito que possui uma série subnormal de comprimento n—l 

{e} = G2<...<G2
n_i=G2 

tal que G2/G2_i é grupo finito ou infinito cíclico, para todo i G {2,..., n ­ 1}, se 
tem que R2 é anel Noetheriano à direita. 

Seja i?3 um anel fortemente graduado do tipo G3 tal que (Rz)e é anel Noe­

theriano à direita e G3 é um grupo policíclico­por­finito que possui uma série 
subnormal de comprimento n 

{e} = G\ < ... < G3
n = G3 

tal que G3/G3_i é grupo finito ou infinito cíclico, para todo i G {2,..., n}. 
Pela Proposição 4.3.20, (R3)G3/G3 é anel fortemente graduado do tipo G* = 

G
3 

G3)G3
n_i cujo anel base é o anel fortemente graduado R3

 n_1. 
G

3 

Uma vez que R3
 n"1 é um anel fortemente graduado do tipo G„_x, (i?3)e é anel 

Noetheriano à direita e G^_1 é um grupo policíclico­por­finito que possui uma 
série subnormal de comprimento n—l 

{e} = G\ < ... < GU 

tal que G3/G3_i é grupo finito ou infinito cíclico, para todo i G {2, ...,n— 1}, por 
G

3 

hipótese de indução, R3 "_1 é anel Noetheriano à direita. Consequentemente, se 
G3/Gn_1 for um grupo finito, concluímos, pelo Corolário 4.3.22, que {RZ)G3/G3_ 
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é anel Noetheriano à direita. Se G3/Gl_1 for um grupo cíclico infinito, pelo Lema 
4.3.26, (RS)G3/G3 é anel Noetheriano à direita. Concluímos, assim, que R3 é 
anel Noetheriano à direita. 

Mostrámos que, para todo o anel fortemente graduado R do tipo G tal que 
G é um grupo policíclico­por­fmito e Re é anel Noetheriano à direita, se tem 
que R é anel Noetheriano à direita. Analogamente, provamos que, se Re é anel 
Noetheriano à esquerda, R é anel Noetheriano à esquerda. ■ 

Corolário 4.3.28 Sejam R um anel Noetheriano à direita (respectivamente à 
esquerda) e G um grupo policíclico­por­finito; então RG é anel Noetheriano à 
direita (respectivamente à esquerda). 

Do Corolário anterior e do Corolário 4.3.15 resulta que: 

Corolário 4.3.29 Se R é um domínio Noetheriano e G é um grupo policíclico­

infinito, então o anel RG é um domínio Noetheriano. 

Uma vez que o anel S = R[x,x~x; y?], onde R é anel Noetheriano à direita 
(respectivamente à esquerda) e y? é um automorfismo de R, é um anel forte­

mente graduado do tipo (Z, +) cujo anel base S0 = R é Noetheriano à direita 
(respectivamente à esquerda), pelo Teorema 4.3.27, concluímos que este anel é 
Noetheriano à direita (respectivamente à esquerda). Assim, 

Corolário 4.3.30 Sejam R um anel Noetheriano à direita (respectivamente à 
esquerda) e <p um automorfismo de R; então .Rfx,:?;"1; y>] é anel Noetheriano à 
direita (respectivamente à esquerda). 

Do Corolário anterior e do Corolário 4.3.16 resulta que: 

Corolário 4.3.31 Se R é um domínio Noetheriano e a é um automorfismo de 
R, então o anel R[x,x~l; a] é um domínio Noetheriano. 

4.4 Teoria de ideais em anéis fortemente gra­

duados 
No Capítulo 5 debruçar­nos­emos sobre alguns resultados relacionados com lo­

calização em anéis fortemente graduados. Para tal, necessitaremos de aplicar 
certas propriedades satisfeitas pelos ideais de um anel fortemente graduado que 
estudaremos nesta secção. 

Sejam R um anel fortemente graduado do tipo Gel um ideal de Re. Dizemos 
que / é um ideal G­invariante de Re se e só se IRg = RgI, para todo g € G. 
Observe­se que afirmar que I é um ideal G­invariante de Re é equivalente a afirmar 
que RgIRg­i Ç i", para todo g £ G. Um exemplo de um ideal G­invariante de Re 
é o radical primo V(Re) de Re, como demonstramos no seguinte Lema: 
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L e m a 4 .4 .1 Seja R um anel fortemente graduado do tipo G e designemos por 
V(Re) o radical primo de Re. Então, V(Re) é um ideal G-invariante de Re. 

D e m o n s t r a ç ã o . Comecemos por verificar que se Q é um ideal primo de Re, 
então RgQRg-i é um ideal primo de Re, para todo g G G. 

O ideal de Re - RgQRg-i é um ideal próprio de Re. Sejam / , J ideais de Re 

tais que 13 Ç RgQRg-i; então 

Rg-iIJRg = (Rg-iIRg)(Rg-iJRg) Ç Q; 

logo, pelo facto de Q ser um ideal primo de Re, Rg-iIRg Ç Q o u Rg-iJRg Ç Q, 
isto é, / Ç RgQRg-i ou J Ç RgQRg-i, o que nos leva a concluir que RgQRg-i é 
um ideal primo de Re, para todo g G G. 

Consideremos g G G; então 

RgV(Re)Rg-i Ç r\Q&Spec(Re)R9QRg-1-

Pelo que vimos anteriormente, se Q é um ideal primo de i?e, Rg-iQRg é um ideal 
primo de Re, logo 

RgV(Re)Rg-i Ç ^QeSpec(Re)Rg{Rg-1QRg)Rg-1 = ^QeSpec(Re)Q = V(Re), 

provando-se, assim, que V(Re) é um ideal G-invariante de Re. m 

L e m a 4.4.2 Se R é um anel fortemente graduado do tipo G e l é um ideal 
G-invariante de Re, então o ideal de Re gerado por I D cen(Re) é G-invariante. 

D e m o n s t r a ç ã o . Tomemos g G G. Como RgRg-i = Re, existem s s l , ..., 
sg}n G Rg e s5-i,i, ..., sg-itn G Rg-1 t a i s q u e 1 = X X i « J . Í V 1 , ' ' Definimos 

0 : cen(Re) —» i?e 

En 
i=l sg,irsg~1,i 

Demonstraremos que 4>(cen(Re)) Ç cen(Re). Dados x G cen{Re) e r e Re 

n n n 

<p\x)r — /̂ Sg^xSg-i^r = > sg^xSg-i^r > sgjsg-ij 
i=l 1=1 j=\ 

n 

/ j sg,ix\sg-1,irs9,j)sg~1,j ~ 2LC S9'* 
Í,i=l j , i= l 

n 

.sg-1,irsg,j)xsg-1,j 

3xsg-ij = r(p{x), 

logo, 0(:E) G cen(Re) e 4>(cen(Re)) Ç cen(Re). Dada a forma como está definida, 
a aplicação 0 é aditiva. 
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A aplicação (j) é um homomorfismo de anéis já que 0(1) = 1 e, dados x, 
x' G cen(Re), 

n n n 

(pyxx j = y SgiXx Sg—i^i = y Sgixx Sg—i^ y ^g>j"g~íij 
i—l 1=1 j=l 

n n 

= X^X^(
S
5,i

xs
.g­

1
,i)(

s
s,J

a; / s
9­

1
j) = 4>(

x
)4>(

x
')­

Designemos por X o ideal (/ Pi cen(Re))Re. 
Se mostrarmos que, dados x G /ncen(i?e), r G Re, sg £ Rg e sg­i G i?9­i, com 

g G G, se tem sgxrsg­i G X, então RgXRg­i Ç X e X é um ideal G­invariante 
de i?e. Ora, 

sffarss­i = (sgr){xsg~i) = (sgr)(xsg­i ^SgjSg­ij) 

n n 

= / J
s
g

rs
g­

lS
g,j

xs
g­

1
,j ~

 s
g

rs
g~

1 / v
 s

g,j
xs

g~
1
,j 

j=l j=l 

= sgrsg­i(f)(x) = (f)(x)sgrsg­i. 

Como x e I e RgIRg­i Ç / , concluímos que 0(x) G i", logo, 0(x) G / n cen(Re). 
Por outro lado, como sgrs~l G i?e, 

(f)(x)sgrsg­i G (I r\cen(Re))Re, 

isto é, SgXrsg­i G X, como desejávamos provar. ■ 

Seja i? um anel fortemente graduado do tipo G com anel base Re. Um ideal 
próprio G­invariante I de i?e diz­se G­maximal se o único ideal G­invariante de 
Re que contém estritamente / é o próprio Re. O anel Re diz­se G­simples se 0 
for um ideal G­maximal de Re. 

Dado um anel fortemente graduado R do tipo G com anel base Re, um ideal 
próprio / G­invariante de Re é G­semiprimo se, para todo o ideal G­invariante 
J de Re tal que Jk Ç / , para algum número natural k, se tem J Ç I. Um ideal 
próprio G­invariante de Re I é G­primo se, para quaisquer ideais G­invariantes 
J e K de Re tais que J­ftT Ç / , se tem J Ç I ou K Ç I. 

Dizemos que o anel base Re de um anel fortemente graduado R é G­semiprimo 
(respectivamente G­primo) se 0 for um ideal G­semiprimo (respectivamente G­

primo) de Re. 
Relacionaremos agora propriedades de um ideal P de um anel fortemente 

graduado R com propriedades do ideal de Re ­ P D Re. 
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Lema 4.4.3 Seja R um anel fortemente graduado do tipo G com anel base Re. 
Se P for um ideal de R, então P fl Re ê um ideal G­invariante de Re. Se P for 
um ideal semiprimo de R, então I = P D Re é um ideal G­semiprimo de Re. Se 
P for um ideal primo de R, então I = P D Re é um ideal G­primo de Re. 

Demonstração. Sejam R um anel fortemente graduado do tipo G e P um 
ideal de R. 

Como RgPRg­i Ç P e RgReRg­i Ç Re, para todo g G G, então I = P H Re é 
um ideal G­invariante de Re. 

Por outro lado, se P é um ideal próprio de R, I é um ideal próprio de Re. 
Suponhamos que P é um ideal semiprimo de R e seja J um ideal G­invariante 

de Re tal que Jk Ç / , para algum número natural k; então, como J é um ideal 
G­invariante de Re, 

(JR)k = JkR ÇIRÇP, 

logo, pelo facto de P ser ideal semiprimo, JR Ç P. Concluímos então que 

J = JR n Re Ç P n Re = I, 

isto é, / é um ideal G­semiprimo de Re. 
Suponhamos agora que P é um ideal primo de R e sejam L, J ideais G­

invariantes de Re tais que LJ Ç P n Re; logo, 

{LR)(JR) = LJR Ç(Pn Re)R Ç P 

e, consequentemente, LR Ç P ou JR Ç P. Se LR Ç P, então 

L = LR n # e Ç P n fíe 

e, analogamente, se JR Ç P, então J Ç P f] Re. Provamos, assim, que P C\ Re é 
um ideal G­primo de P e . ■ 

A Proposição que se segue é uma consequência do Corolário 2.2.17 e do Lema 
4.4.1. 

Proposição 4.4.4 Seja R um anel fortemente graduado do tipo G tal que Re é 
anel G­semiprimo e anel de Goldie à direita; então Re é anel semiprimo. 

Demonstração. Designemos o radical primo de Re por P(Re). 
Pelo Corolário 2.2.17, existe um número natural k tal que V(Re)

k = 0. 
Uma vez que, pelo Lema 4.4.1, V(Re) é um ideal G­invariante e, por hipótese, 

0 é um ideal G­semiprimo de Re, concluímos que V(Re) = 0, isto é, Re é anel 
semiprimo, como desejávamos provar. ■ 

Mostraremos agora propriedades relacionadas com a existência de elementos 
centrais num anel fortemente graduado. 
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Lema 4.4.5 Sejam R um anel fortemente graduado do tipo G cujo anel base Re 

é semisimples e J C / ideais G­invariantes de Re; então existe r G I\J tal que 
r + JR é um elemento não nulo central de R/ JR. 

Demonstração. Comecemos por observar que, como J é um ideal G­invariante 
de Re, JR é um ideal bilateral de R. Ora, como J ^ Re, JR é um ideal próprio 
de R e R/JR é um anel. 

Pelo Corolário 1.5.5, existe um elemento idempotente a de Re tal que Rea = 
I — aRe. Sea e J, então, como i" é gerado por a teríamos J = I,o que é absurdo; 
consequentemente, a G I\J e a + JR ^ OR/JR­

Para provarmos o lema é suficiente provar que a é um elemento central de R. 
Começaremos por provar que a é um elemento normalizador de R. Como / é um 
ideal G­invariante de Re, 

aRg = aReRg = IRg = RgI = RgRea = Rga, 

para todo g G G. Consequentemente, aR = Ra. Mas, como s = as + (1 — a)s, 
para todo s G R, temos 

sa = asa + (1 — a)sa. 

Pelo facto de a ser um elemento normalizador de R, sa = as', para algum s' G R, 
consequentemente, 

sa = asa + (1 — a)as'. 

Como a é um elemento idempotente, temos sa = asa. De forma análoga concluí­

mos que as = asa. Portanto, a é um elemento central de R, como desejávamos 
provar. ■ 

Provaremos em seguida que se G for um grupo policíclico­por­finito Abeliano e 
R for um anel fortemente graduado do tipo G cujo anel base é semisimples, todos 
os ideais próprios não nulos de R têm um conjunto centralizador de geradores. 

Lema 4.4.6 Sejam G um grupo Abeliano, R um anel fortemente graduado do 
tipo G cujo anel base Re é semisimples e I,J ideais de R tais que J ^ I. Então, 
existe um elemento não nulo x G I/J tal que x é central em R/J. 

Demonstração. Seja s um elemento de I\J cujo suporte tem a menor 
cardinalidade possível. 

Podemos supor que e G sup(s). 
Suponhamos que sup(s) = {e}. Então J D Re ^ I f] Re. Pelo Lema 4.4.3, 

/ n Re e J Pi Re são ideais G­invariantes de Re, logo, pelo Lema 4.4.5, existe 



198 CAPÍTULO 4. ANÉIS E MÓDULOS GRADUADOS 

r G (Ir\Re)\(Jr\Re) tal que r+(JC]Re)Rè um elemento central de R/(Jf]Re)R. 
Assim, se considerarmos y G R, concluímos que 

ry-yre (J n Re)R. 

Uma vez que (JC\Re)R Ç J, (r + J) é um elemento não nulo de 7 / J que é central 
em R/J. 

Suponhamos, agora, que sup(s) 7̂  {e}. Designamos a componente homogénea 
de s de grau e por r* e as restantes componentes homogéneas por s'g, onde g G 
sup(s). 

Seja X = sup(s)\{e} e consideremos os ideais direitos de Re - Idx{I) e 
Idx(J)- Uma vez que / , J são ideais bilaterais de R e G é grupo Abeliano, 
concluímos que Idx(J) e Idx(I) são ideais bilaterais G-invariantes de Re. 

Seguidamente provaremos que Idx{J) ^ Idx(I)- Com vista a um absurdo, 
suponhamos que Idx(J) = Idx(I)- Em particular, r* G Idx(J), logo, 

\ se* / gex 

para alguns s3 G Rg, corn g £ X. Consequentemente 

9GX 9 e x \ S €X 
S9 

é um elemento de / . Ora, como sup(a) Ç X, a cardinalidade do suporte de a é 
estritamente menor que a do suporte de s. Concluímos, assim, que a G J, logo 

[a + r* + J2sg\ eJ, 
\ gex ) 

isto é, s G J, o que é absurdo. O absurdo resultou de supormos Idx(J) = Idx(I), 
logo, /dx(J) C idx{I). 

Pelo Lema 4.4.5, existe r G Idx(I)\Idx(J) tal que r+Idx(J)R é um elemento 
não nulo central de R/Idx(J)R-

Uma vez que r G Idx(I)\Idx{J), por definição de Idx(I) e Idx(J), existe 
s' G I \ J tal que 

s' = r + 2> s9, para alguns sg G .Rg, com g E X. 
g£X 

Como r + Idx{J)R é um elemento central de R/Idx(J)R, se considerarmos 

ryh-VhX G Idx{J)R. 
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Seja z = ryh — y^r. Como z é um elemento homogéneo de grau h, z G Idx(J)Rh­

Provaremos, em seguida, que existe t G JRh tal que a cardinalidade do suporte 
de s'yh — Uns' — té menor que a do suporte de s. Para tal, observe­se que, como 
z G Idx{J)Rh, 

n 

com Si G Idx(J) e sf G Rh, para todo i G {l , . . . ,n}. Consequentemente, para 
cada i e { l , . . . , n } , para cada g £ X, existe sl

g G fí9 tal que 

g£X 

Assim, 

SiSí l + '^/
slsi G J i 4 , para todo i G {1, . . . ,n}, 

gex 

logo, 

i= l i=l g£X i=l g£X 

é um elemento de JRh e, como <//?/,, Ç J, í G J. Observe­se que 
n 

v = s'yh ­ yhs' ­ t = ^2(sgyh ­ VhSg) ^ 5 Z sls^ 
g£X i=l g£X 

logo, pelo facto de G ser grupo Abeliano, a cardinalidade do suporte de v é 
menor que a do suporte de s. Como v G / , então v G J e, uma vez que t G J, 
s'yh — Vhs' £ «̂  Como y^ foi escolhido arbitrariamente, s'y — y s' G J, para todo 
y E R. Concluímos, assim, que s' + J é um elemento não nulo de I/J que é 
central em R/J. ■ 

Corolário 4.4.7 Sejam G um grupo policíclico­por­finito Abeliano, R um anel 
fortemente graduado do tipo G cujo anel base Re é semisimples; então todo o 
ideal não nulo I de R tem um conjunto centralizador de geradores. 

Demonstração. Como R ~ R/0, pelo Lema 4.4.6, existe um elemento não 
nulo si G I tal que S\ é central em R. 

Se S\R = i", o resultado está provado. Suponhamos que s\R ^ I. Como s\ é 
um elemento central de R, SiR é um ideal bilateral de R. Uma vez que SiR C J ; 

aplicando novamente o Lema 4.4.6, determinamos 

(52 + SlR) G (I/SiR)\{0} 
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tal que s^ = S2 + Sji? é central em R/siR. 
Provaremos que J = s±R + S2R é um ideal bilateral de R. Por definição, J é 

um ideal direito de R. Por outro lado, como J2 é um elemento central de R/s\R, 
concluímos que R(s2R) Q S2R + SiR, logo, 

R(siR + s2R) C 8\R + s2R, 

o que nos leva a concluir que J é um ideal bilateral de R. Se J = I, o resultado 
está provado. Caso contrário, repetimos o processo. 

Repetindo sucessivamente o processo descrito, obtemos ideais 

In = siR+ ... + snR, 

onde Si é um elemento central de R e s* + (siR + ... + Si­iR) é um elemento 
central de R/(s\R + ... + Si­iR), para todo i G {2,..., n}. Temos também que 

J . C L C C / C 
1\ .£ ±2 ­£ ••• jt ín jt ■■■■ 

Uma vez que Re é um anel semisimples, Re é anel Noetheriano à direita, logo, 
pelo Teorema 4.3.27, R é anel Noetheriano à direita. Consequentemente, existe 
algum número natural n tal que / = SiR + ... + snR, onde {s1; ...,sn} é um 
conjunto centralizador de geradores de / . ■ 

4.5 Anéis de fracções graduados 
Vimos no Capítulo 2 que, dados um anel R e um subconjunto multiplicativo S 
de R, existe anel de fracções à direita de R com respeito a S se e só se 5* é um 
conjunto de denominadores à direita em R. 

Nesta secção analisamos o caso de anéis graduados relativamente à existência 
de anéis de fracções. Verificaremos que se R for um anel graduado e 5" for um 
subconjunto multiplicativo de R tal que S Ç h(R), para existir anel de fracções à 
direita de R com respeito a S é suficiente e necessário que: "para todos r G h(R) 
e s 6 S tais que sr = 0, exista s' G S tal que rs' = 0" e "para todo r G h(R), 
para todo s G S, existam r' G h(R), s' E S tais que rs' = sr' ,.«' 

Proposição 4.5.1 Sejam R um anel graduado do tipo G e S Ç. h(R) um sub­

conjunto multiplicativo de R; então S é um conjunto de denominadores à direita 
em R se e só se: 
1) para todos r G h(R) e s E S tais que sr = 0, existe s' G S tal que rs' = 0; 
2) para todo r G h(R) e para todo s E S, existem r' G h(R), s' E S tais que 
rs' = sr'. 
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Demonstração. Por definição de conjunto reversível à direita, se S for um 
conjunto de denominadores à direita em R, verifica­se a condição 1). Por outro 
lado, se S for um conjunto de denominadores à direita em R, para todo r G h(R), 
para todo s <E S, existem r* G Res' G S tais que rs' = sr*. Se r* <£ h(R), uma vez 
que r, s', s G h(R), existe uma componente homogénea r' de r* tal que rs' = sr', 
o que nos permite concluir que a condição 2) é válida. 

Reciprocamente, suponhamos que se verificam as condições 1) e 2). 
Sejam r e R e s e S tais que sr = 0. 
Se r G h(R), então, por hipótese, existe s' G S tal que rs' = 0. 
Suponhamos que r ^ h(R) e designemos por r1; ..., rn as componentes ho­

mogéneas de r. Observe­se que n > 1. 
Como sr = 0, sri = ... = srn = 0. 
Uma vez que sr\ = 0, por hipótese, existe si G S tal que n s i = 0. Ora, 

como s(r25i) = 0 e r2Si G /i(­R), por hipótese, existe s2 E S tal que r2siS2 = 0. 
Concluímos, assim, que (ri + r2)sis2 = 0 e sis2 G S". 

Repetindo o processo n vezes, determinamos s* G S tal que 

rs* = (ri + ... + rn)s* = 0. 

Concluímos, assim, que S é um conjunto reversível à direita. 
Consideremos, agora, r G R e s G S*. 
Se r G h(i?), então, por hipótese, existem s' G S* e r' G /i(iî) tais que rs' = sr'. 
Suponhamos que r ^ /i(i?) e designemos as componentes homogéneas de r 

por n , ..., rn. Por hipótese, existem s'1; s'2 G 5 e r^, r2 G /i(.R) tais que ris[ = sr^ 
e r2s'2 = sr2­ f*e^a condição 2), existem íi e S, t2 £ h(R) tais que s[ti = s'2t2 = í 
e í G 5, logo, 

(ri + r2)í = ri(siíi) + r2(s'2Í2) = s^i^i + 5r2i2 = s( r^ i + r'2t2). 

Se considerarmos r' = r'^i + r'2t2, temos (ri + r2)t = sr'. 
Repetindo o processo n vezes, determinamos r* G i? e i* G 5 tais que ri* = 

sr*. Consequentemente, 5 é um conjunto de denominadores à direita em R, como 
desejávamos provar. ■ 

Se R é um anel graduado do tipo G e S Ç /i(i?) é um subconjunto multiplica­

tivo de i? que satisfaz as condições 1) e 2) da Proposição anterior, então existe 
anel de fracções à direita de R com respeito a S, RS'1. Neste caso, é possível 
definir uma graduação do tipo G em RS~l de tal modo que, se r é um elemento 
homogéneo não nulo de grau t em R, ri'1 G (i?S'~1)t. 

Proposição 4.5.2 Sejam R um anel graduado do tipo G e S um subconjun­

to multiplicativo de R tal que S Ç h(R) e S satisfaz as condições 1) e 2) da 
Proposição 4­5.1. Definimos (i?S'_1)í = 

{y G RS'1 : 3s G S, 3a G h(R)\{0} : y = as'1 A gr^gr^)'1 = t} U {Ol"1}, 
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para todo t G G. Então, (RS ^t é um subgrupo aditivo de RS 1, para todo 
t G G, RS~X = 0ÍGG(JRS'-1)t e (RS-^tiRS-^h Ç (RS'1)^ para todos t,heG. 

Demonstração. Comecemos por observar que (RS-1^ é um subgrupo adi­
tivo de RS^1, para todo t € G. 

Seja t G G. Por definição, 01 _ 1 G (RS~~1)t e é imediato que, se x G (RS~~1)t, 
—x G (RS^t- Para demonstrarmos que (RS^t é subgrupo aditivo de JRS1"1 é, 
pois, suficiente provar que, dados x,y E (RS_1)t, x + y G (.R^""1^. Se x = 01" 1 

ou y = 01 _ 1 temos x + y G (RS~l)t- Suponhamos que x ^ 01 _ 1 , y 7̂  Ol^1 e 
x + y 7̂  01 _ 1 . Por definição, x = ac_ 1 e y — òd-1, para alguns a,b G /i(i?)\{0}, 
c,d G S tais que 

^r(a)^r(c)_1 = gr(b)gr(d)~l = t. 

Por definição de S1, existem i G /i(iî) e j G S1 tais que ci = dj = z e z e S. 
Uma vez que z l _ 1 e c l - 1 são unidades de RS"1, concluímos que il"1 é uma 
unidade de RS~l. Como j G S, j l - 1 é uma unidade de RS-1. Consequentemente, 
ac~l = (ai)z~l e bd~l = (bj)z~l. Ora, como ai e 67 são elementos homogéneos 
de R não nulos e 

gr(ai)gr(z)~l = gr (a) gr (i) gr (i)'1 gr (c)"1 = t = gr(b)gr(d)~l = gr(bj)gr(z)~l, 

então, gr (ai) = gr(bj). Logo, az + bj é um elemento homogéneo não nulo de R 
e gr(ai) — gr(ai + bj). Consequentemente, gr (ai + bj)gr(z)"1 = t, o que nos 
permite concluir que 

x + ye(RS-1)t, 

como desejávamos provar. Analogamente, provamos que 

(RS-^tiRS-1), C (RS-1)^, para todos t,s G G. 

Em seguida provaremos que RS'1 = ®t&G(RS~l)t-
E consequência imediata da definição de (i?5'~1)t, com t E G, que .RS1-1 = 

Para provarmos que a soma considerada é directa, suponhamos que existem 

m G (RS-W{0}, - , yn G (i2S'-1)tn\{0} 

tais que yi + ... + yn = 0, onde ti,...,tn são elementos distintos de G. 
Por definição, existem oi,..., an G /i(i?)\{0}, S\,..., sn G S tais que 

í/i =aisj"1 , . . . ,yn = a„s~1 e yr(ai)yr(si)_ 1 = í1; . . . ,yr(an)yr(sn)_1 = ín. 
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Uma vez que S é, pela Proposição 4.5.1, um conjunto de denominadores à direita, 
podemos aplicar o Lema 2.1.13 e determinar X\, ...,xn E R tais que S\Xi = ... = 
snXn = z e z E S. Como Si, ..., sn e z são elementos homogéneos de R, podemos 
supor que Xi, ..., xn são elementos homogéneos de R. Por outro lado, como X\l~ , 
..., x n l _ 1 são unidades de RS"1, j/i = (oiXi)^""1, ...,yn = (o­n^n)^"1, logo, 

(aiXi)l"1 + ... + (a n x n ) l _ 1 = 0; 

portanto, existe s G 5" tal que a\X\S + ... + anxns — 0. 
Ora, como os elementos ­ a\X\s, ..., anxns são elementos homogéneos não nulos 

de R com graus diferentes, temos um absurdo. O absurdo resultou de supormos 
que a soma considerada não era directa, demonstrando­se, assim, a proposição. 
■ 

Da Proposição anterior concluímos que, dados um anel graduado R do tipo 
G, um conjunto de denominadores à direita em R ­ S Ç h(R), se considerarmos 
em RS"1 a graduação do tipo G definida nesta Proposição, todo o elemento 
homogéneo não nulo y de RS"1 pode ser escrito na forma y = as"1, para alguns 
a E h(R)\{0} e s e S. Além disso, gr(y) — gr(a)gr(s)~1. 
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Capítulo 5 

Localização em anéis graduados 

0 primeiro passo a seguir na Teoria da Localização em anéis graduados seria 
tentar provar um Teorema análogo ao Teorema de Goldie para o caso graduado. 
No entanto, verificaremos que tal nem sempre é possível sem acrescentar algumas 
condições extra relativamente a um anel graduado R: a existência de elementos 
regulares homogéneos em ideais direitos gr-essenciais de R ou o facto de o anel 
R em consideração ter graduação não degenerada e ter anel base semiprimo. 

Em 2000, Goodearl e Stafford demonstraram (Teorema 5.1.14) que, dados 
um grupo Abeliano G e um anel graduado R do tipo G gr-primo e gr-Goldie à 
direita, se considerarmos um ideal direito graduado gr-essencial / de R, então / 
contém um elemento homogéneo regular. Assim, para anéis graduados por grupos 
Abelianos gr-primos, é possível demonstrar uma versão graduada do Teorema de 
Goldie. Por outro lado, o facto de ser possível provar uma versão graduada do 
Teorema de Goldie para anéis graduados com graduação não degenerada e anel 
base semiprimo permitir-nos-á demonstrar uma versão graduada deste Teorema 
para anéis fortemente graduados (Teorema 5.2.7) e para anéis graduados com 
suporte finito (Teorema 5.2.8). 

Nesta secção, estudaremos ainda o processo de Localização em anéis fortemen­
te graduados e introduziremos novos exemplos de anéis que satisfazem a condição 
na segunda camada (Corolário 5.3.4) e novos exemplos de anéis Noetherianos cu­
jos ideais primos são todos classicamente localizáveis (Proposição 5.3.8). 

5.1 Anéis gr-Goldie 
Por analogia com os anéis não graduados, dizemos que um anel graduado R do 
tipo G tem gr-dimensão de Goldie à direita finita se R não contiver somas 
directas infinitas de ideais direitos graduados não nulos. 

Um anel graduado R do tipo G é gr-Goldie à direita se R tiver gr-dimensão 
de Goldie à direita finita e satisfizer c.c.a em ideais direitos que são simultanea­
mente anuladores à direita em R e ideais direitos graduados de R. De forma 
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análoga, define­se anel gr­Goldie à esquerda. Dizemos que um anel graduado 
R é gr­Goldie se R for gr­Goldie à direita e à esquerda. 

Para simplificação de linguagem, designamos por anulador à direita gra­

duado de um anel graduado R do tipo G um ideal direito que é simultaneamente 
um anulador à direita em R e um ideal direito graduado de R. 

No Teorema de Goldie, considerámos um anel Q (Q ~ RC^O)"1) que se 
obtém invertendo os elementos regulares de um anel R. No caso de R ser um 
anel graduado do tipo G, com vista a manter o tipo de graduação, pretendemos 
inverter apenas os elementos regulares homogéneos de R, isto é, pretendemos 
inverter apenas os elementos de S = CR(0) n h(R). Provaremos em seguida que, 
se o conjunto S for um conjunto de Ore à direita em R e RS'1, com a graduação 
do tipo G definida na Proposição 4.5.2, for gr­semisimples, então R é anel gr­

Goldie à direita gr­semiprimo. 
Neste trabalho, sempre que não houver ambiguidade, dado um anel graduado 

R do tipo G tal que S — h(R) D CR(0) é um conjunto de Ore à direita em R, 
consideraremos em RS­1 a graduação do tipo G definida na Proposição 4.5.2. 

Lema 5.1.1 Seja R um anel graduado do tipo G tal que S = h(R) D 6^(0) é um 
conjunto de Ore à direita em R. Se I é um ideal direito graduado de R, então Ie 

é um ideal direito graduado de RS"1. 

Demonstração. Seja / um ideal direito graduado do anel graduado de tipo 
G ­ R. Se Ie = 0, então Ie é um ideal direito graduado de RS"1. 

Suponhamos que Ie ^ 0. Para provarmos que Ie é um ideal direito graduado 
de RS*1 é suficiente provar que, para todo is"1 G 7e\{0}, onde i G / e s G S, as 
suas componentes homogéneas ainda pertencem a Ie. 

Seja is"1 G Ie, com i G A{0} e s G 5". Como / é um ideal direito graduado 
de R, as componentes homogéneas de i ­ ii, ..., in pertencem a / . Uma vez que 
is"1 = iis"1 + ... + ins~1 e i\S~ , ..., ins~x são elementos homogéneos não nulos de 
RS"1 de graus distintos, então iis"1, ..., inS"1 são precisamente as componentes 
homogéneas de is"1 em RS"1. Ora, como i\,..., in G / , iis"1, ...,ins~l G Ie, o 
que nos leva a concluir que Ie é um ideal direito graduado de RS"1. ■ 

Proposição 5.1.2 Seja R um anel graduado do tipo G tal que S = h(R)nCn(0) 
é um conjunto de Ore à direita em R e o anel RS"1 é gr­semisimples; então R 
é anel gr­Goldie à direita, gr­semiprimo. 

Demonstração. Comecemos por verificar que R é anel gr­semiprimo. Supo­

nhamos que existe um ideal graduado de R ­ I tal que I2 = 0. Pelo Lema 2.2.9, 
o ideal bilateral / ' = lannn(I) é essencial como ideal direito de R. 

Aplicando a versão esquerda do Lema 4.1.15, concluímos que i7 é um ideal 
esquerdo graduado de R. Pelo Lema 4.1.17, V é um ideal graduado de R. Logo, 
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pelo Lema 5.1.1, (I')e é um ideal direito graduado de RS x. Ora, como I'R <e RR 
e S Ç Cfl(0), concluímos que 

(I')RS^ <e (RS-^ns-i. 

Pela Proposição 4.2.2, temos que (I')e é um ideal direito graduado gr-essencial 
de RS~\ 

Uma vez que RS-1 é anel gr-semisimples, pela Proposição 4.2.9, (I')e = RS'1. 
Em particular, l i - 1 = is'1, para alguns i £ I' e s £ S. Logo, s £ V e, 
consequentemente, s i = 0. Por s ser um elemento regular, 7 = 0. Provamos 
assim que R é anel gr-semiprimo. 

Para demonstrarmos que R é anel gr-Goldie à direita, começaremos por provar 
que RS~X satisfaz c.c.a em ideais direitos graduados. Com efeito, se considerar­
mos uma cadeia ascendente de ideais direitos graduados não nulos de RS 

h Ç ... Ç J „ C ..., 

concluímos, pelo Corolário 4.2.8, que o ideal direito graduado J = Uie^Ii de 
RS'1 é gerado por um elemento homogéneo x. Uma vez que x pertence a In, 
para algum número natural n, J = In = Im, para todo m > n, logo, RS"1 satisfaz 
c.c.a em ideais direitos graduados. 

Observe-se agora que, como S Ç CR(0 ) , O homomorfismo de anéis 

<j>: R - > RS'1 

r —> r i - 1 

que satisfaz as condições a), b) e c) da Definição 2.1.1 é injectivo, logo, <j)(R) ^ R 
e podemos identificar R com <fi(R). 

Se considerarmos uma cadeia ascendente de anuladores à direita graduados 
de R - li Ç ... Ç In Ç ..., então, <p(h) Ç ... Ç 0(/n) Ç ..., logo, 

rannRS~i(lann^R)(4>(I1))) Ç ... Ç rannRS-i(lann^R)((j)(In))) Ç .... 

Verificaremos em seguida que, para todo n £ N, para todo 

x G (iann^(fî)(0(/„)))\{O}, 

todas as componentes homogéneas de x ainda pertencem a /ann,^) (</>(/„))\{0}. 
Uma vez que <p(R) ~ R, se x £ lann^R)((f>(In))\{0}, então x = </>(j), para algum 
j £ lannR(In)\{0}. Como, pela versão esquerda do Lema 4.1.15, lannR(In) é um 
ideal esquerdo graduado de R, todas as componentes homogéneas de j - j \ , ..., 
j m pertencem a lannR(In); consequentemente, 

(f>{ji),"-,<f>üm) £ lann^R){<j){In)). 
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Pela forma como foi definida a graduação em RS"1, 4>{j\), ..., 4>{jm) são as 
componentes homogéneas de x. Consequentemente, todas as componentes ho­

mogéneas de todos os elementos não nulos de lann^R)((j)(In)) ainda pertencem a 
lann^fy^In)). Pelo Lema 4.1.15, concluímos que rannRs­i(lann^R)(<f>(In))) é 
um ideal direito graduado de RS"1, para todo n £ i . Ora, como RS'1 satisfaz 
c.c.a em ideais direitos graduados, existe um número natural n tal que 

rannRS­i(lann^R)((j)(In))) = rannRS'i(lann^R)((j)(Im))), 

para todo m > n, o que nos leva a concluir que 

rann^R^lann^R^iln))) ­ rannHR)(lannHR)((p(Im))), 

para todo m > n. 
Como i i , ..., /„ são anuladores à direita em R e R ~ 4>{R), 4>(h), •■•> <P(In) 

são anuladores à direita em 4>{R). Aplicando o Lema 2.2.10, concluímos que 
4>(In) = <fr(Im), para todo m > n, o que nos permite concluir, pela injectividade 
de 0, que In = Im, para todo m > n, ou seja, R satisfaz c.c.a em anuladores à 
direita graduados. 

Suponhamos, agora, que R não tem gr­dimensão de Goldie à direita finita, 
logo, existe uma família infinita independente de ideais direitos graduados não 
nulos de R ­ (IJ)JÇK­ Para cada Ij, escolhemos um elemento homogéneo ij per­

tencente a lj\{0}; então, 

((ijl­^RS­1))^ 

é uma família infinita de ideais direitos graduados não nulos de RS"1. Uma vez 
que RS"1 satisfaz c.c.a em ideais direitos graduados, a família 

((ijr'KRS­1))^ 

é dependente, logo, existem k\,...,kn G K, r1;..., rn e R, S\,...,sn G S tais que 

ik^is^1 + ... +iknrns~1 = 0, 

com 

ikjxs",1 G ((2fcll­
1)(JR5'­1))\{0}, ..., i^s"1 G (^„1­1)(E<S­1))\{0}. 

Logo, aplicando a Proposição 2.1.14, determinamos r[,...,r'n G R e z G S tais 
que i^ns^1 = ik^z"1, ..., ú n r n5~ x = i^r^z"1. Consequentemente, 

(iklr[ + ... + ikyn)l"
1=0, 

portanto, iklr'l + ... + iknr'n = 0 eiklr[ ^ 0, ..., iknr'n ^ 0, o que contraria o facto de 
a família (IJ)JÇK ser independente. Estão, pois, reunidas as condições necessárias 
para afirmar que R é anel gr­Goldie à direita, como desejávamos provar. ■ 
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Afirmámos, na introdução desta secção, não ser possível enunciar uma versão 
graduada do Teorema de Goldie sem acrescentar "condições extra". Tal deve-
se ao facto de a Proposição 5.1.2 não admitir recíproca. Para comprovarmos 
este facto, comecemos por observar que, se R é um anel graduado do tipo G tal 
que S = CR(0) H h(R) é um conjunto de Ore à direita em R e o anel RS'1 é 
gr-semisimples, então todo o ideal direito graduado gr-essencial I de R contém 
um elemento homogéneo regular. Com efeito, se / é um ideal direito graduado 
gr-essencial de R, pela Proposição 4.2.2, / é um ideal direito essencial de R, 
logo, Ie é um ideal direito essencial de RS'1. Uma vez que, pelo Lema 5.1.1, 
Ie é um ideal direito graduado de RS'1, pela Proposição 4.2.2, Ie é um ideal 
direito graduado gr-essencial de RS'1. Como RS'1 é anel gr-semisimples, pela 
Proposição 4.2.9, Ie = RS'1. Em particular, l i - 1 = is'1, para alguns í e / e 
s E S. Consequentemente, s £ I e I contém um elemento homogéneo regular. 
Assim, 

Proposição 5.1.3 Se R é um anel graduado do tipo G tal que S = h(R) flCfí(O) 
é um conjunto de Ore à direita em R e o anel RS'1 é gr-semisimples, então todo 
o ideal direito gr-essencial de R contém um elemento homogéneo regular. 

Atendamos, agora, ao seguinte Exemplo: 

Exemplo 5.1.4 Sejam K um corpo e R = K[X,Y] a álgebra comutativa nas 
variáveis X, Y tais que XY = YX = 0. Para todo n G Z, definimos Rn = 
KXn, se n > 0, e Rn = KY~n, se n < 0. Observe-se que R = ®mezRm, 
RoRn = Rn.Ro = Rn, para todo o número inteiro n. Além disso, RnRm = Rn+m, 
se n, m são dois números inteiros positivos ou dois números inteiros negativos 
e RnRm = 0 Ç Rn+m, se n, m são dois números inteiros de sinais contrários. 
Logo, podemos definir uma graduação do tipo Z em R. 
Provaremos em seguida que R é anel gr-semiprimo. Para tal, suponhamos que 
existe um ideal graduado não nulo J e um número natural k tal que Jk = 0. Seja 
j um elemento homogéneo não nulo pertencente a J. Sem perda de generalidade, 
supomos gr(j) > 0. Logo, j = aXn, para alguns a G K\{0} e n e No- Como 
Jk = 0, temos (aXn)k = 0, logo, Xnk = 0, o que é um absurdo. Consequente­
mente, R é anel gr-semiprimo. 
Por outro lado, como R é anel Noetheriano, em particular, R é anel gr-Goldie à 
direita. Logo, R é anel gr-Goldie à direita gr-semiprimo. 
Consideremos, agora, o ideal graduado gr-essencial de R - I = RX + RY. O 
ideal I não contém elementos homogéneos regulares, o que nos permite concluir, 
pela Proposição 5.1.3, que a recíproca da Proposição 5.1.2 nem sempre é válida. 

A razão que nos levou, no Exemplo anterior, a concluir que a recíproca da 
Proposição 5.1.2 nem sempre é válida foi o facto de existir um ideal direito gra­
duado gr-essencial do anel graduado R que não contém elementos homogéneos 
regulares. 

http://Rn.Ro
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Provaremos em seguida que, se R for um anel graduado com gr­dimensão de 
Goldie à direita finita que satisfaz a condição "todo o ideal direito graduado gr­

essencial de R contém um elemento homogéneo regular", é válida a recíproca da 
Proposição 5.1.2. Para tal, atenda­se às Proposições que se seguem. 

Proposição 5.1.5 Sejam R um anel graduado do tipo G com gr­dimensão de 
Goldie à direita finita e a um elemento homogéneo de R. Se rannn(a) = 0, 
então aR é um ideal direito graduado gr­essencial de R. 

Demonstração. Seja I um ideal direito graduado tal que aR D I = 0. 
Comecemos por observar que a soma / + Ylien flI^ ^ directa. 

Se existirem n E N e ÍQ, ii,..., in E I tais que 

n 

ÍQ + 2_j ajij = 0, 
i=i 

então, ÍQ E aR D / , logo, YTj=\ aJh = 0­ Consequentemente, a ( ^ " = 1 a?~lij) = 0 
e, como rannji(a) = 0, 

n 

i\ + /jo , '~1Zj — 0, 

de onde concluímos que i\ = 0. Repetindo este processo n—l vezes, concluímos 
que ik — 0, para todo k E {0,..., ri). Consequentemente, a soma I + X îeN a ^ ^ 
directa. 

Uma vez que, pelo Lema 4.1.16, 

I © {®je®ajI) 

é um ideal direito graduado de Re R tem gr­dimensão de Goldie à direita finita, 
existe um número natural n tal que anI = 0. Mas, como rannn(a) = 0, de 
anI = 0 obtemos 1 = 0. Consequentemente, aR é um ideal direito graduado 
gr­essencial de R. ■ 

Proposição 5.1.6 Seja R um anel graduado do tipo G com gr­dimensão de Gol­

die à direita finita tal que todo o ideal direito de R gr­essencial contém um ele­

mento regular homogéneo. Então, o conjunto dos elementos regulares homogéneos 
de R ­ S = CR(0) n h(R) ê um conjunto de denominadores à direita em R. 

Demonstração. Seja R um anel graduado como no enunciado da proposição. 
Uma vez que S Ç CR(0), S é um conjunto reversível à direita. 

Consideremos r' E h(R) e s E S. Pela Proposição 5.1.5, sR é um ideal direito 
graduado gr­essencial. Assim, pela Proposição 4.2.3, o ideal direito graduado 
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I = {x G R : r'x G sR} é um ideal direito gr­essencial de R que, por hipótese, 
contém um elemento homogéneo regular t. Assim, existe r G R tal que r't = sr. 
Uma vez que r't e s são elementos homogéneos de R, podemos supor que r G /i(fí). 

Como S é um subconjunto multiplicativo de R tal que S Ç /i(i?) e S" satisfaz 
as condições 1) e 2) da Proposição 4.5.1, concluímos que S é um conjunto de 
denominadores à direita em R, como desejávamos provar. ■ 

Estamos, agora, em condições de enunciar a recíproca da Proposição 5.1.2 
para anéis graduados que satisfazem a condição "todo o ideal direito graduado 
gr­essencial contém um elemento regular homogéneo". Começamos por introduzir 
o seguinte Lema: 

Lema 5.1.7 Seja R um anel graduado do tipo G tal que S = h(R) f~l CR(0) é 
um conjunto de denominadores à direita em R. Então, se I é um ideal direito 
graduado de RS~X, Ie é um ideal direito graduado de R. 

Demonstração. Sejam R, S e I nas condições do lema. Seja % G 7C\{0}; 
logo il'1 G 7\{0}. 

Designemos as componentes homogéneas de i por ii, ..., in. Uma vez que 
il"1 = iil'1 + ... + inl~

l') as componentes homogéneas de il~x em RS"1 são 
i l l ­ 1 , ..., i n l ~ \ logo, como I é um ideal direito graduado de RS'1, 

hr
1
,...,^­

1 ei. 
Consequentemente, ii,...,in G Ie. 

Uma vez que, para todo o elemento í G Jc \{0}, as componentes homogéneas 
de i pertencem a Ie, Ie é um ideal direito graduado de R. ■ 

Teorema 5.1.8 Seja R um anel graduado do tipo G com gr­dimensão de Goldie à 
direita finita tal que todo o ideal direito gr­essencial contém um elemento regular 
homogéneo; então existe anel de fracções à direita de R com respeito a S = 
CR(0) n h(R) e RS­1 é anel gr­semisimples. 

Demonstração. Pela Proposição 5.1.6, sabemos que 5* é um conjunto de 
denominadores à direita em R; portanto, existe RS , anel de fracções à direita 
de R com respeito a S. 

Para provarmos que o anel RS'1, com a graduação definida na Proposição 
4.5.2, é gr­semisimples basta mostrar, pela Proposição 4.2.9, que RS­1 não 
contém ideais direitos próprios gr­essenciais. Para tal, suponhamos, com vista 
a um absurdo, que / é um ideal direito próprio gr­essencial de RS'1. 

Seja r G R\{0}. Uma vez que S Ç CR(0), ri"1 ^ 0. Como I <gr_e RS'1, 
pela Proposição 4.2.2, existe ax~x G RS'1 tal que 

{rrl)ax~l G /\{0}, 
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logo, ral~l G / \ {0} . Ora, como r a i " 1 G i"\{0}, ra G Jc \{0}, o que nos leva a 
concluir que Ie <e RR. Pelo Lema 5.1.7 e pela Proposição 4.2.2, concluímos que 
Ie é um ideal direito gr­essencial de R, logo, por hipótese, Ie contém um elemento 
regular homogéneo, pelo que l l ^ 1 G Ice. Uma vez que Ice = / , 1 1 ­ 1 G / , o que é 
absurdo, uma vez que / é um ideal direito próprio de RS'1. O absurdo resultou 
de supormos que RS'1 contém ideais direitos próprios graduados gr­essenciais; 
logo RS­1 é anel gr­semisimples, como desejávamos provar. ■ 

Tendo em consideração o Teorema anterior e a Proposição 5.1.3, concluímos 
que o problema de demonstrar uma versão graduada do Teorema de Goldie se 
pode reduzir ao problema de encontrar anéis graduados que satisfazem a condição 
"todo o ideal direito graduado gr­essencial contém um elemento homogéneo re­

gular" . 
Em [13], Goodearl e Stafford demonstraram que se R for um anel graduado 

do tipo G, gr­primo, gr­Goldie à direita e G for um grupo Abeliano, então, R 
satisfaz a condição "todo o ideal direito graduado gr­essencial de R contém um 
elemento homogéneo regular", pelo que, neste caso, é possível demonstrar uma 
versão graduada do Teorema de Goldie. Para provarmos tal facto introduzimos 
alguns resultados preliminares. 

Proposição 5.1.9 Seja R um anel graduado do tipo G que satisfaz c.c.a em anu­

ladores à direita graduados; então Z9(RR) é nilpotente. Se R for gr­semiprimo, 
Z9(RR) = 0. 

Demonstração. Seja J = Z9(RR) e consideremos a cadeia 

rannR(J) Ç rannR(J2) Ç ... Ç rannR{Jn) Ç .... 

Como J é um ideal direito graduado, pelo Lema 4.1.18, Jk é um ideal direito 
graduado, para todo k G N. Pelo Lema 4.1.15, rannR(Jk) é um anulador à 
direita graduado, para todo k G N. Portanto, a cadeia considerada é uma cadeia 
ascendente de anuladores à direita graduados, logo, existe um número natural n 
tal que rannR(Jn) = rannR(Jn+1). 

Suponhamos que Jn+1 / 0. Se, para todo o elemento homogéneo a G J, 
tivermos Jna = 0, como J é gerado pelos seus elementos homogéneos, concluímos 
que Jn+1 = 0, o que é absurdo. Assim, concluímos que existe um elemento 
homogéneo a G J para o qual J n a ^ 0. 

Suponhamos que para todo o elemento homogéneo a1 G J tal que Jna' ^ 0 
existe um elemento homogéneo a" G J tal que Jna" / 0 e rannR(a') C rannR(a"); 
então conseguimos construir uma cadeia propriamente ascendente infinita de anu­

ladores à direita graduados 

rannR(a') Ç rannR(a") 
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o que, por hipótese, é absurdo. Logo, podemos escolher um elemento homogéneo 
a G J que goza da propriedade "Jna / O e , para todo x G h(R) fl J tal que 
rannn(a) Ç rannji(x), tem­se Jnx = 0". 

Consideremos, agora, um elemento homogéneo b de Z9(RR). Por definição, 

rannR(b) <gr~e RR, 

consequentemente, rannR(b) í~l aR ^ 0. Podemos, então, escolher 

ac G (rannR(b) n ai?)\{0}, 

logo, bac — 0. Uma vez que 

c G (rannR(ba)\rannR(a)), 

rannR(a) ^ rannR(ba), logo, pela escolha de a, Jn6a = 0. Como 6 é um ele­

mento homogéneo arbitrário de J e J é gerado pelos seus elementos homogéneos, 
concluímos que J n J a = 0, isto é, 

a £ rannR(Jn+1). 

Uma vez que rannR(Jn+1) — rannR(Jn), temos um absurdo ­ pois Jna ^ 0. 
O absurdo resultou de supormos Jn+l ^ 0, logo, o ideal direito graduado J é 
nilpotente. 

Se R for gr­semiprimo, então, como J é nilpotente, J = 0. ■ 

Corolário 5.1.10 Seja R um anel graduado do tipo G gr­Goldie à direita gr­

semiprimo. Se a é um elemento homogéneo regular à direita de R, então, a é um 
elemento regular de R. 

Demonstração. Suponhamos que existe c G ­R\{0} tal que ca — 0. Uma 
vez que a é um elemento homogéneo, existe uma componente homogénea c' de 
c tal que da = 0. Em particular, c'(aR) = 0. Como, pela Proposição 5.1.5, 

(o,R)R <gr­e RR, 

rannR(c') <gr­e RR, 

logo, d G Z°(RR). 

Por outro lado, pela Proposição 5.1.9, Z9(RR) = 0, o que é absurdo, uma vez 
que 

d G Z°(RR)\{0}. 

O absurdo resultou de supormos que existe c G ­R\{0} tal que ca = 0, logo, a é 
um elemento regular de R, como queríamos demonstrar. ■ 
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Proposição 5.1.11 Seja R um anel graduado do tipo G, gr­semiprimo que sa­

tisfaz c. c. a em anuladores à direita graduados; então todo o ideal direito graduado 
não nulo de R contém um elemento homogéneo não nilpotente. 

Demonstração. Seja / um ideal direito graduado não nulo de R e x um ele­

mento homogéneo não nulo de / tal que rannR(x) é maximal entre os anuladores 
à direita em R de elementos homogéneos não nulos de i". Como RxR ^ 0 e R 
é anel gr­semiprimo, (RxR)2 ^ 0. Podemos, então, considerar r G h(R) tal que 
xrx ^ 0. Uma vez que rannR(x) Ç rannR(xrx) e rannR(x) é maximal entre 
os anuladores à direita em R de elementos homogéneos não nulos de / , temos 
rannR(x) — rannR(xrx), logo, (xr)2 ^ 0. 

Aplicando um raciocínio de indução, concluímos que (xr)n ^ 0, para todo 
n G N, portanto, xr é um elemento homogéneo não nilpotente de / . ■ 

Definição 5.1.12 Seja R um anel graduado do tipo G. Um R­módulo graduado 
não nulo M diz­se gr­uniforme se a intersecção de dois quaisquer R­submódulos 
graduados não nulos de M for não nula. 

Lema 5.1.13 Seja R um anel graduado do tipo G gr­semiprimo que satisfaz c.c.a 
em anuladores à direita graduados. Seja a G /i(iü)\{0} tal que aR é gr­uniforme. 
Então, o anulador à direita de a em R é maximal entre os anuladores à direita 
dos elementos homogéneos não nulos de R. 

Demonstração. Com vista a um absurdo, suponhamos que existe um ele­

mento homogéneo não nulo b tal que 

rannR(a) Ç J = rannR(b). 

Então, aJ ^ 0 e, como aR é gr­uniforme, aJ <gr~e &R­, logo, aJ <e aR e, pela 
Proposição 1.6.3, aR/aJ é um i?­módulo singular. 

Observemos, agora, que ar + aJ = ar' + aJ implica 

a(r ­ r' ­ j) = 0, 

para algum j 6 J; consequentemente, 

(r ­r' ­ j) G rannR(a) ^ rannR(b), 

o que nos leva a concluir que 

0 = b(r — r' — j) = br — br' — bj = br — br', 

logo, br = br'. Podemos, pois, definir a aplicação 

4> : aR/aJ —> bR 
ar + aJ —> br 
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Assim definida, 0 é um f?­epimorfismo. O i?­homomorfismo 0 é ainda injectivo 
uma vez que <p(ar + aJ) = 0 implica r G J, logo, ar G aJ. Consequentemente, 
bR ~ aR/aJ. Uma vez que aR/aJ é um i?­módulo singular, concluímos que bR 
é um R­módulo singular, logo, 

rannR(br) <e RR, para todo r G R. 

Seja y G (W?)t, com t e G] então, rannR(y) é um ideal direito graduado de i?, 
logo, rannR(y) <gr­e RR e, portanto, y G (Z9{bR))t. Concluímos, assim, que 
Z9(bR) = bR. 

Por outro lado, como R é anel gr­semiprimo e satisfaz c.c.a em anuladores à 
direita graduados, pela Proposição 5.1.9, Z9(RR) = 0, logo, Z9(bR) = 0, o que 
nos leva a concluir que b = 0, o que é absurdo. Provamos, assim, que o anulador 
à direita de a é maximal entre os anuladores à direita dos elementos homogéneos 
não nulos de R, como desejávamos provar. ■ 

Teorema 5.1.14 (Goodearl, Stafford) Sejam G um grupo Abeliano e R um 
anel graduado do tipo G, gr­primo e gr­Goldie à direita. Todo o ideal direito 
graduado gr­essencial I de R contém um elemento homogéneo regular. 

Demonstração. Para simplificação de linguagem, dizemos que um elemento 
homogéneo não nulo a G R é gr­uniforme se o ideal direito graduado aR for 
gr­uniforme. 

Seja / um ideal direito gr­essencial de um anel graduado R do tipo G gr­primo 
e gr­Goldie à direita. Suponhamos que o grupo G é Abeliano. 

Começamos por provar que todo o ideal direito graduado não nulo de R con­

tido em / possui um elemento homogéneo não nilpotente gr­uniforme. Conside­

remos um ideal direito graduado V não nulo de R tal que I' Ç I. Pela Proposição 
5.1.11, V contém um elemento homogéneo não nilpotente a\. Suponhamos que 
todos os elementos homogéneos não nilpotentes de / ' não são gr­uniformes; então, 
em particular, existem dois ideais direitos graduados não nulos h e I2 tais que 
h®h Ç CL\R. Analogamente, h contém um elemento homogéneo não nilpotente 
a2 e, portanto, existem dois ideais direitos graduados não nulos I3 e I4 tais que 
h® h Ç 02­R, logo, h® h® h é um ideal direito graduado não nulo de R. 
Repetindo este processo, construímos uma soma directa de uma família infinita 
de ideais direitos graduados não nulos de R, o que contraria o facto de R ter 
gr­dimensão de Goldie à direita finita. Provamos, assim, que existe um elemento 
homogéneo não nilpotente gr­uniforme em / ' . Em particular, existe um elemento 
homogéneo não nilpotente gr­uniforme em / ­ ai. 

Suponhamos que rannR(ai) = 0, então, pelo Corolário 5.1.10, oi é um ele­

mento regular de R. Provamos, assim, que / possui um elemento homogéneo 
regular. 
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Suponhamos que rannR(ai) ^ 0, então, como I é um ideal direito gr-essencial, 
If\rannR(ai) ^ 0. Pelo que vimos anteriormente, existe um elemento homogéneo, 
não nilpotente, gr-uniforme a2 em / n ratinhai). 

Provaremos em seguida que, se para todo o número natural n existir um 
elemento homogéneo, não nilpotente, gr-uniforme an+1 tal que 

an+í e (C\i<j<nrannR(aj)) Dl, 

então a soma J2ien ° ; ^ é directa. Com efeito, se 

aiJ-i + ... + amrm = 0, 

para algum número natural m e para alguns ri,. . . , rm G R, então 

aidiTi + ... + axamrm = 0. 

Uma vez que ci2,...,am E rannR(ai), temos que r\ E rannR(a\). Uma vez que 
ai é um elemento homogéneo não nilpotente, a\ é um elemento homogéneo não 
nulo. Ora, como ai é um elemento homogéneo gr-uniforme, pelo Lema 5.1.13, 

rannji(al) = rannR(a\). 

Concluímos, assim, que a\r\ = 0. De modo análogo provamos que todas as 
parcelas da soma consideradas são nulas, portanto, X^eN a*^ ® uma soma directa 
de uma família de ideais direitos graduados não nulos, o que é absurdo, uma vez 
que R tem gr-dimensão de Goldie à direita finita. 

Consequentemente existe um número natural n (com n > 2) e existem ele­
mentos homogéneos, não nilpotentes, gr-uniformes - ai, ..., an € / tais que 

o-i £ ((^i<j<i-irannR(aj)) n / , 

para todo i tal que 1 < i < n, e / D (r\i<j<nrannR(aj)) não contém elementos 
homogéneos não nilpotentes gr-uniformes. Uma vez que já provamos que os ideais 
direitos graduados não nulos contidos em / possuem um elemento homogéneo não 
nilpotente gr-uniforme, concluímos que If] {f\\<j<nrannR{aj)) — 0. Ora, como / 
é um ideal direito gr-essencial de R, 

f]i<j<nrannR(aj) = 0. 

Pelo Lema 5.1.13, rannR(aj) é maximal entre os anuladores à direita de elementos 
homogéneos não nulos de R, para todo j tal que 1 < j < n. Tal como no parágrafo 
anterior concluímos que YA=I aiR & u m a soma directa. 

Suponhamos, agora, que a\Ra\R....a%lR = 0; então, como R é anel gr-primo, 
existe i tal que l < i < n e afR = 0, em particular, a\ = 0, o que é absurdo, uma 
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vez que a* é um elemento não nilpotente. Logo, a2Ra2.R....a2
lR / 0 e existem 

elementos homogéneos de R ­ Si, ..., sn­\ tais que 
2 2 2 / n 

x = a1s1a2s2....sn­ian f: (j. 

Pela Proposição 5.1.11, xR contém um elemento homogéneo não nilpotente 

d = alsia^.­.­Sn­iO^Sn, 

onde sn e h(R). 
Dado z G {1, . . . ,n}, designamos por di o elemento 

(aiSia^+1Si+i....sn­ialsn)(a
2
1s1....Si^2a^iSi­iai), 

Como d2 ^ 0, di é não nulo, para todo i tal que 1 < z < n. Ora, como rannR(ai) Ç 
rannjí(di) e rannR(ai) é maximal entre os anuladores à direita de elementos 
homogéneos não nulos de i?, 

rannji(di) = rannR(ai), para todo z. 

Observe­se, ainda, que a soma X^=i ° ^ ® directa, uma vez que diR Ç a^i?, para 
todo i G {1,..., n}. Assim, 

rannR(di + ... + dn) = Pi rannR(di) = D rannR(ai) = 0. 
i=l i= l 

Como G é grupo Abeliano, di é um elemento homogéneo não nulo tal que gr(di) = 
gr (d), para todo i tal que 1 < i < n. Portanto, d1 = d\ + ... + dn é um elemento 
homogéneo não nulo de R cujo grau é igual ao grau de d. Concluímos, assim, que 
d' é um elemento homogéneo regular à direita. Pelo Corolário 5.1.10, d' é um 
elemento homogéneo regular de / , como desejávamos provar. ■ 

5.2 O Teorema de Goldie para alguns anéis gra­

duados 
Nesta secção, concentrar­nos­emos na determinação de condições que nos permi­

tam demonstrar a recíproca da Proposição 5.1.2 no caso de o anel graduado R 
em consideração ter graduação não degenerada. Em particular, provaremos que, 
no caso de um anel graduado R ter graduação não degenerada e ter anel base 
semiprimo, é válida a recíproca da Proposição 5.1.2. Verificaremos ainda que, se o 
anel graduado R em causa tiver suporte finito (note­se que, pela Proposição 4.3.8, 
um anel gr­semiprimo com suporte finito tem graduação não degenerada) ou for 
fortemente graduado, é possível demonstrar uma versão graduada do Teorema de 
Goldie. 

Começaremos por provar que, se R é anel graduado com graduação não de­

generada à direita e gr­Goldie à direita, Re é anel de Goldie à direita. 
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Lema 5.2.1 Seja R um anel graduado do tipo G que satisfaz c.c.a em anuladores 
à direita graduados; então Re satisfaz c.c.a em anuladores à direita. 

Demonstração. Consideremos uma cadeia ascendente de anuladores à di­

reita de Re ­ X\ Ç ... C Xn Ç ..., logo, 

rannR(lannRe(Xi)) Ç ... C rannR(lannRe(Xn)) Ç .... 

Uma vez que Yj — lannRe(Xi) Ç Re, para todo i, pelo Lema 4.1.15, rannR(Yi) é 
um anulador à direita graduado de R, para todo i. 

Por hipótese, R satisfaz c.c.a em anuladores à direita graduados, portanto, 
existe um número natural n tal que rannR(Ym) = rannR(Yn), para todo m > n; 
logo, rannRe(Ym) = rannRe(Yn), para todo m > n, o que, pelo Lema 2.2.10, 
implica Xm = Xn, para todo m > n. Está, pois, provado que Re satisfaz c.c.a em 
anuladores à direita. ■ 

Proposição 5.2.2 Seja R um anel graduado do tipo G com graduação não de­

generada à direita; então Re tem dimensão de Goldie à direita finita se e só se 
R tem gr­dimensão de Goldie à direita finita. 

Demonstração. Seja R um anel graduado do tipo G com graduação não 
degenerada à direita. Suponhamos que Re tem dimensão de Goldie à direita finita 
e consideremos uma família independente de ideais direitos não nulos graduados 
de R ­ {h)i&K­ Pelo facto de R ter graduação não degenerada à direita concluímos, 
pela Proposição 4.3.3, que (li fl Re)i£K é uma família independente de ideais 
direitos não nulos de Re. Como Re tem, por hipótese, dimensão de Goldie à direita 
finita, concluímos que K é um conjunto finito. Portanto, R tem gr­dimensão de 
Goldie à direita finita, como desejávamos provar. 

Reciprocamente, suponhamos que R tem gr­dimensão de Goldie à direita 
finita e consideremos uma família independente (IÍ)Í^K de ideais direitos não 
nulos de Re. Consideremos a família de ideais direitos graduados não nulos ­

(IiR)i(zK. Suponhamos que existem x\ G (7fc1i?)\{0}, ..., xn G (­ffcn­R)\{0}, com 
ki,..., kn 6 K, tais que x\ + ... + xn = 0. Seja {x\)l uma componente homogénea 
de x\ de grau t € G. Para todo j E {2, . . . ,n}, consideramos, no caso de Xj ter 
uma componente homogénea de grau t, (XJ)* = (xj)t, caso contrário, (XJ)* = 0. 
Assim, 

(Xlyt +. . . + (xnyt = o 

e, uma vez que (IiR)ieK é uma família de ideais direitos graduados de R, (x\)* G 
ifcj­R, ..., (xn)l 6 IknR­ Pelo facto de R ter graduação não degenerada à direita, 
existe r G Rt­\ tal que (x^r G i?e\{0}, logo, 

(x1ytr + ... + {xn)*tr = 0. 
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Ora, como (xi)*tr £ Ikl, ..., (xn)*tr e hn e (ii)tejc é, por hipótese, uma família 
independente de ideais direitos não nulos de Re, 

Oi)*r = ... = {xn)*r = 0, 

o que é absurdo, uma vez que 0 ^ [x\)\r. Consequentemente, a família de ideais 
direitos graduados não nulos de R ­ {IÍR)Í^K é independente, o que nos leva a 
concluir, pelo facto de R ter gr­dimensão de Goldie à direita finita, que K é um 
conjunto finito e, portanto, Re tem dimensão de Goldie à direita finita, como 
desejávamos provar. ■ 

O Corolário da Proposição que se segue dá­nos condições suficientes para um 
anel graduado R do tipo G satisfazer a condição "todo o ideal direito graduado gr­

essencial I de R contém um elemento homogéneo regular". De facto, provaremos 
que, se R é um anel graduado do tipo G com graduação não degenerada e tal que 
Re é anel de Goldie à direita semiprimo, todo o ideal direito graduado gr­essencial 
de R contém um elemento regular homogéneo de grau e. 

Proposição 5.2.3 Sejam R um anel graduado do tipo G com graduação não 
degenerada à direita e L um ideal direito graduado de R. O ideal direito graduado 
L de R é gr­essencial se e só se Líl Re é essencial como ideal direito de Re. 

Demonstração. Seja L um ideal direito graduado gr­essencial de R e seja K 
um ideal direito não nulo de Re; então KR é um ideal direito não nulo graduado 
de R e, como L é gr­essencial, Li)KR é um ideal direito graduado não nulo. Uma 
vez que R tem graduação não degenerada à direita, concluímos, pela Proposição 
4.3.3, que 

o ^ ( L n KR) n Re = (L n Re) n K. 

Portanto, Li) Re é um ideal direito essencial de Re, como desejávamos provar. 
Reciprocamente, suponhamos que L D Re é um ideal direito essencial de Re 

e seja K um ideal direito graduado não nulo de R; então, pelo facto de R ter 
graduação não degenerada à direita, pela Proposição 4.3.3, K D Re ^ 0. Como 
LC\ Re é um ideal direito essencial de Re, 

(L n Re) n ( í f n Re) ^ o, 

portanto, L C\ K ^ 0, o que nos leva a concluir que L é um ideal direito graduado 
gr­essencial, como desejávamos provar. ■ 

Corolário 5.2.4 Seja R um anel graduado do tipo G com graduação não dege­

nerada tal que Re é anel de Goldie à direita semiprimo e seja I um ideal direito 
graduado gr­essencial de R; então I contém um elemento regular homogéneo de 
grau e. 
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Demonstração. Se I é um ideal direito graduado gr­essencial, então, pela 
Proposição 5.2.3, InRe é um ideal direito essencial de Re, logo, pelo Teorema de 
Goldie, If]Re contém um elemento regular x. Como rannRe(x) = 0 = lannRe(x), 
pelo Lema 4.3.10, 

rannR(x) = 0 = lannR(x), 

concluindo­se, assim, que / contém um elemento regular homogéneo de grau e. 
■ 

Estamos, agora, em condições de demonstrar a recíproca da Proposição 5.1.2 
para anéis com graduação não degenerada cujo anel base é semiprimo. 

Proposição 5.2.5 Seja R um anel graduado do tipo G gr­Goldie à direita cuja 
graduação é não degenerada e tal que Re é anel semiprimo; então existe anel 
de fracções à direita de R com respeito a S = CR(0) D h(R) e RS­1 é anel 
gr­semisimples. 

Demonstração. Do Lema 5.2.1 e da Proposição 5.2.2, concluímos que Re 
é anel de Goldie à direita. Estão, pois, reunidas as condições necessárias para 
aplicar o Corolário 5.2.4 e afirmar que todo o ideal direito graduado gr­essencial 
de R contém um elemento regular homogéneo. 

A proposição é, agora, uma consequência imediata do Teorema 5.1.8. ■ 

Afirmámos, no início desta secção, ser também possível demonstrar uma 
versão graduada do Teorema de Goldie para anéis fortemente graduados. Pa­

ra tal necessitamos de aplicar a seguinte Proposição: 

Proposição 5.2.6 Seja R um anel fortemente graduado tal que Re é anel de 
Goldie à direita; então R é anel gr­semiprimo se e só se Re é anel semiprimo. 

Demonstração. Como R é um anel fortemente graduado, em particular, R 
tem graduação não degenerada. Pela Proposição 4.3.9, se Re for anel semiprimo, 
R é anel gr­semiprimo. 

Reciprocamente, suponhamos que R é anel gr­semiprimo. Pela Proposição 
4.4.4, para provarmos que Re é anel semiprimo é suficiente provar que Re é anel 
G­semiprimo. Ora, se considerarmos um ideal G­invariante / de Re para o qual 
existe um número natural n tal que In = 0, então InRn = 0. Uma vez que / é um 
ideal de Re G­invariante, (IR)n — 0 e, como IR é um ideal direito graduado de R 
e R é anel gr­semiprimo, IR = 0, o que nos leva a concluir que 1 = 0. Portanto, 
Re é um anel G­semiprimo, como desejávamos provar. ■ 

Teorema 5.2.7 Seja R um anel fortemente graduado; então R é anel gr­Goldie 
à direita, gr­semiprimo se e só se existe anel de fracções à direita de R com 
respeito a S = CR(0) D h(R) e o anel RS~X é gr­semisimples. 
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Demonstração. Foi provado na Proposição 5.1.2 que, se existir anel de 
fracções à direita de R com respeito a S = CR(0) D /i(­R) e se o anel RS'"1, 
com a graduação definida na Proposição 4.5.2, é gr­semisimples, então R é anel 
gr­Goldie à direita e gr­semiprimo. 

Reciprocamente, suponhamos que R é um anel gr­Goldie à direita, gr­semiprimo. 
Para provarmos o teorema é suficiente, pela Proposição 5.2.5, provar que Re é 
anel semiprimo. Ora, como R é anel gr­Goldie à direita e R tem graduação não 
degenerada, pelo Lema 5.2.1 e pela Proposição 5.2.2, Re é anel Goldie à direita, 
logo, pela Proposição 5.2.6, Re é anel semiprimo, como desejávamos provar. ■ 

Como consequência da Proposição 4.3.8, temos que todo o anel graduado R 
do tipo G gr­semiprimo com suporte finito tem graduação não degenerada e anel 
base semiprimo. Aplicando a Proposição 5.2.5, concluímos que, se R é um anel 
graduado do tipo G gr­semiprimo, gr­Goldie à direita cujo suporte é finito, é 
válida a recíproca da Proposição 5.1.2. Assim, 

Teorema 5.2.8 Seja R um anel graduado do tipo G com suporte finito. Então, 
R é anel gr­semiprimo, gr­Goldie à direita se e só se S = CR(0) C\ h(R) é um 
conjunto de denominadores à direita em R e RS­1 é anel gr­semisimples. 

No Teorema anterior demonstrou­se uma versão graduada do Teorema de 
Goldie para anéis com suporte finito. Em particular, este resultado é válido no 
caso de considerarmos anéis graduados por grupos finitos. 

Em seguida apresentaremos um resultado (Teorema 5.2.10) que nos permitirá, 
em particular, concluir que, se considerarmos um anel graduado R do tipo G gr­

Goldie à direita, gr­semiprimo e com suporte finito, existe anel de fracções à 
direita de R com respeito a CR(0) ­ RCR(0)~1, sendo este anel Artiniano. 

Proposição 5.2.9 Seja R um anel graduado do tipo G com graduação não de­

generada tal que Re é anel de Goldie à direita semiprimo; então: 
1) o subconjunto multiplicativo S = CR(0) D h(R) de R é um conjunto de deno­

minadores à direita em R, 
2) o subconjunto multiplicativo T — CRB (0) de R é um conjunto de denominado­

res à direita em R e T Ç S. 

Demonstração. 1) Como Re tem dimensão de Goldie à direita finita, pe­

la Proposição 5.2.2, R tem gr­dimensão de Goldie à direita finita e, como pelo 
Corolário 5.2.4, todo o ideal direito graduado gr­essencial de R contém um ele­

mento homogéneo regular, estão reunidas as condições necessárias para aplicar a 
Proposição 5.1.6 e afirmar que S é um conjunto de denominadores à direita em 
R. 

2) Pelo Lema 4.3.10, T Ç CR(0), O que nos permite concluir que T é um 
conjunto reversível e T Ç CR(0) f)h(R) = S. 
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Sejam se G T e r G R. Como se G S e, por 1), S é um conjunto de 
denominadores à direita em R, existem s G S e r' G R tais que se^' = rs. 

Como R tem gr­dimensão de Goldie à direita finita, pela Proposição 5.1.5, sR é 
um ideal direito graduado gr­essencial de R; logo, pelo Corolário 5.2.4, existe um 
elemento regular homogéneo de grau e em sR ­ sr*. Assim, se(r'r*) = r(sr*). 
Uma vez que sr* G T, provamos que T é um conjunto de Ore à direita em R. 
Consequentemente, T é um conjunto de denominadores à direita em R, como 
desejávamos provar. ■ 

Teorema 5.2.10 Seja R um anel graduado do tipo G com graduação não dege­

nerada tal que Re é anel de Goldie à direita, semiprimo. Sejam S = Cii(0)r\h(R) 
eT = CRe(0); então: 
1) existe anel de fracções à direita de R com respeito a S ­ RS"1 e existe anel 
de fracções à direita de R com respeito a T ­ RT~X, sendo RS"1 ~ RT"1; 
2) RS"1 é anel gr­semisimples, com graduação não degenerada tal que sup(RS~1) = 
sup(.R) e (RS"1)e ~ ReT~l. Em particular, (RS~l)e é anel semisimples; 
3) se considerarmos em RT~l a graduação apresentada na Proposição 4­5.2, 
(RT~1)e é anel semisimples; 
4) para todo t G sup(i?), existe um número natural n tal que Rt é isomorfo a um 
Re­submódulo do Re­módulo à direita ®"=1­Re/ 
5) se sup(i?) for um conjunto finito, então RS~l é anel de fracções à direita de 
R com respeito a CR(0) e RS*1 é anel Artiniano. 

Demonstração. 1) Pela Proposição 5.2.9, os conjuntos S e T são conjuntos 
de denominadores à direita em R, logo, RS­1 e RT"1 existem. 

Verificaremos, em seguida, que RS"1 é anel de fracções à direita de R com 
respeito a T. Consideremos o homomorfismo 

<f>: R ­* RS"1 

r —► r i " 1 

que satisfaz as condições a), b) e c) da Definição 2.1.1. 
Como T Ç S, os elementos da forma <f)(t), com t G T, são unidades de RS"1. 

Por outro lado, como T Ç CR(0), 

Ker{4>) — 0 = {r G R : rs = 0, para algum s G T}. 

Para demonstrarmos que RS"1 é anel de fracções à direita de R com respeito a 
T é, agora, suficiente verificar que todo o elemento de RS"1 se escreve na forma 
ab"1, para alguns a G R e b G T. Seja y G RS*1; então y = cd"1, para alguns 
c G R e d G S. Ora, como, pela Proposição 5.2.2, R tem gr­dimensão de Goldie 
à direita finita e como d G S, pela Proposição 5.1.5, (dR)R <gr­e RR, logo, pelo 
Corolário 5.2.4, dR contém um elemento regular homogéneo de grau e ­ t = dx. 
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Consequentemente, d'1 = xt~l, o que nos leva a concluir que cd"1 = (cx)í"1, 
com t E T e ex E R. Logo, todos os elementos de RS'1 se escrevem na forma 
ab'1, para alguns a G R e b ET. Uma vez que RS'1 é anel de fracções à direita 
de R com respeito a T, concluímos que RS'1 ~ RT'1, como desejávamos provar. 

2) Pelo Corolário 5.2.4, todo o ideal direito gr­essencial de R contém um 
elemento regular homogéneo de grau e. Ora, como, pela Proposição 5.2.2, R tem 
gr­dimensão de Goldie à direita finita, estão reunidas as condições necessárias 
para aplicar o Teorema 5.1.8 e afirmar que o anel RS'1 é gr­semisimples. 

Consideremos o subanel (i2<Sf­1)e de RS'1 e o homomorfismo de anéis 

4>\Re: Re ­ (RS­1^ _ 
r —► r i ­ 1 

Uma vez que T Ç S, <p(t) é uma unidade de RS'1, para todo t ET. 
Seja t ET. Como </>(£) é um elemento homogéneo de grau e de RS'1, o inverso 

de <f)(t) é também um elemento homogéneo de RS"1 de grau e, logo, pertence a 
(RS'^e. Consequentemente, </>(s) é uma unidade de (i?S'~1)e, para todo s E T. 

Por outro lado, 

Ker(4> \Re) = 0 = {r E Re ■ rs = 0, para algum s G T } . 

Consequentemente, para provarmos que (i?5'­1)e é anel de fracções à direita de 
Re com respeito a T é suficiente provar que todo o elemento de (i2S ,­1)e se escreve 
na forma aí"1 , para alguns a E Re e t E T. Para tal, consideremos 

y G (i?5­1)e\{0} ; 

então, y = rs" 1 , para alguns elementos r G /i(i?)\{0} e s e 5 tais que <7r(r) = 
gr(s). 

Uma vez que, pela Proposição 5.2.2, R tem gr­dimensão de Goldie à direita 
finita e como s E S, pela Proposição 5.1.5, sR <gr­e RR, logo, pelo Corolário 
5.2.4, sR contém um elemento regular homogéneo de grau e ­ ss'. Como s, ss' E 
h(R), podemos supor que s' E h(R). Por outro lado, como ss',s pertencem a 
S, s'1'1 é uma unidade de RS'1. Consequentemente, rs'1 = (rs')(ss')~1. Ora, 
uma vez que gr(ss') = e, concluímos que 

gr (rs') = gr(ss') = e, 

logo, y = (rs')(ss')~1, com rs' E Re e ss' E T. Portanto, (RS'1)e é anel de 
fracções à direita de Re com respeito a T, logo, 

(RS­^e­ReT­1. 

Uma vez que Re é anel de Goldie à direita semiprimo, pelo Teorema de Goldie, 
ReT'1 é anel semisimples, logo, (RS'^e é anel semisimples. 
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Para verificarmos que RS"1 tem graduação não degenerada à direita é su­
ficiente mostrar que (ai?5'~1)e / 0, para todo o elemento homogéneo não nulo 
aeRS-1. 

Dado um elemento homogéneo não nulo a G RS'1, temos a = bc~x, para 
alguns b G h(R)\{0}, c G S. Como R tem graduação não degenerada, existe 
b' G h(R) tal que bb' G i?e\{0}. Consequentemente, 

0^ (66 ' ) l " 1 = a(cò')l~1 

e 

a{cb')rl G (aRS-^e, 

o que nos permite concluir que RS"1 tem graduação não degenerada à direita. 
Uma vez que (RS~1)e é anel semisimples, (RS~1)e é anel semiprimo, logo, 

pelo Lema 4.3.4, RS"1 tem graduação não degenerada à esquerda. 
Verificaremos, em seguida, que sup(RS"1) — sup(iü). 
Facilmente se verifica que sup(R) Ç sup(i?5'^1). Considerando et G sup(RS~1), 

então existe x G ^ ^ " ^ { O } tal que x = as"1, para alguns a G h(R)\{0}, s £ S 
tais que gr(a)gr(s)~1 = a. Tal como anteriormente, determinamos s' G h(R) tal 
que ss' G T. Consequentemente, as"1 = (as')(ss')~1, onde as1 G h(R) e ss' G T. 
Ora, como 

gr(a)gr(s)~1 = gr(as')gr(ss/)~1 

e ss' G T, concluímos que gr{as') = a e as' 7̂  0. Portanto, a G sup(iî), o que nos 
leva a concluir que sup(i?) = sup(i?5'~1), como desejávamos provar. 

3) Tal como na alínea anterior demonstramos que (RT~1)e é anel de fracções 
à direita de Re com respeito a T. Uma vez que Re é anel de Goldie à direita 
semiprimo, pelo Teorema de Goldie, (RT~1)e é anel semisimples. 

4) Seja X = RS"1. Como, pela alínea 2), X tem graduação não degenerada 
e Xe é anel semisimples, estão reunidas as condições necessárias para aplicar 
o Teorema 4.3.11 e afirmar que Xa-i é finitamente gerado como Xe-módulo à 
esquerda, para todo a G sup(i?S'_1). Assim, dado a G sup(i?S'~1), existe n £ N 
tal que 

n 

Xa-l = y^^XeXjS^1, 
i = l 

para alguns XiS~x G Xa-i, onde i é tal que 1 < i < n. Pela Proposição 2.1.14, 
existem x\, ...,x'n G R e s G S tais que XiS^1 = x'-^s'1, ..., xns~x = x^s"1. 

Como R tem gr-dimensão de Goldie à direita finita, sR <gr-e RR. Aplicando 
o Corolário 5.2.4, concluímos que existe s' G R tal que ss' G T. Seja t = ss'. 
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Consequentemente, existem x'[) ...,x'^ G Ra­i tais que x'̂ ™1 = x"t~l, ..., x^s"1 = 
x"nt~

l. Consideremos o i?e­homomorfismo 

tf. Ra ­+ ®URe 
r ­+ (x'lr,...,x'lr) ' 

Mostremos que Ker(íp) = 0. Para tal, suponhamos que existe r G Ra tal que 
x"r = 0, para todo i tal que 1 < i < n, então 

o = ̂ « o r 1 = ^ « r 1 ) (trr1) = xa­,(tr)r\ 
i=l \ i = l / 

Como a graduação de X é não degenerada, ( t r ) l _ 1 = 0. Como i l ­ 1 é uma unidade 
de X, r i ­ 1 = 0, logo, r = 0. Consequentemente, Ker(ip) — 0. Concluímos, 
assim, que, para todo a G sup(RS~1), existe um número natural n tal que i?CT é 
isomorfo a um i?e­submódulo do i?e­módulo à direita (Bf=iRe­ Como, pela alínea 
2), sup(­R) = sup(JR5'~1), temos que, para todo a G sup(fí), existe um número 
natural n tal que Ra é isomorfo a um i?e­submódulo do i?e­módulo à direita 
©f=1i?e, como desejávamos provar. 

5) Pela alínea 2), RS"1 é um anel graduado com graduação não degene­

rada tal que (JRS'"1)e é anel semisimples e sup(i?) = sup(RS~1). Uma vez que 
sup(RS"1) é um conjunto finito (note­se que sup(RS~1) — sup(i?)), estão reuni­

das as condições necessárias para aplicar o Teorema 4.3.11 e afirmar que RS~l é 
anel Artiniano. 

Por outro lado, como S Ç CR(0), para provarmos que RS'1 é anel de fracções 
à direita de R com respeito a CR(0) é suficiente provar que, dado o homomorfismo 
de anéis 

(/)­. R ­* RS­1 

r —* r i ­ 1 

que satisfaz as condições a), b) e c) da Definição 2.1.1, para todo o elemento 
regular r G R, ri"1 é uma unidade de RS­1. Observe­se que qualquer elemento 
da forma ri""1, onde r é um elemento regular de R, é regular à direita em RS*1. 
Como RS"1 é anel Artiniano, pela Proposição 2.2.5, r i ­ 1 é uma unidade de 
RS'1. 

Estão, pois, reunidas as condições necessárias para afirmar que RS"1 é anel 
de fracções à direita de R com respeito a CR(0). ■ 

Corolário 5.2.11 Seja R um anel graduado do tipo G gr­Goldie à direita, gr­

semiprimo e com suporte finito; então existe anel de fracções à direita de R com 
respeito a CR(0) e ­RC/j(0)_1 é anel Artiniano. 
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Demonstração. Pela Proposição 4.3.8, Re é anel semiprimo e R tem gra­

duação não degenerada. 
Uma vez que R é anel gr­Goldie à direita, aplicando o Lema 5.2.1 e a Propo­

sição 5.2.2, concluímos que Re é anel Goldie à direita. 
Estão, pois, reunidas as condições necessárias para aplicar a alínea 5) do 

Teorema 5.2.10 e afirmar que existe anel de fracções à direita de R com respeito 
a CR(0) e RC^O)"1 é anel Artiniano. ■ 

Corolário 5.2.12 Seja R um anel graduado do tipo G com graduação não de­

generada tal que Re é anel semiprimo Noetheriano à direita (respectivamente à 
esquerda). Então, para todo a G sup(iî), Ra é finitamente gerado como Re­

módulo à direita (respectivamente à esquerda). Se swp(R) for finito, R é anel 
Noetheriano à direita (respectivamente à esquerda). 

Demonstração. Seja o € sup(i2). Como Re é anel semiprimo Noetheriano à 
direita, Re é anel de Goldie à direita semiprimo, logo, pela alínea 4) do Teorema 
5.2.10, existe um número natural n tal que Ra é isomorfo a um i?e­submódulo 
do i?e­módulo à direita (Bf=1Re. Como Re é anel Noetheriano à direita, Ra é um 
i?e­

módulo à direita Noetheriano, logo, Ra é finitamente gerado como i?e­módulo 
à direita. 

Se o suporte de R for finito, como, para todo t G sup(iî), Rt é um i?e­módulo 
à direita Noetheriano, então R é um i?e­módulo à direita Noetheriano. Uma vez 
que Re é um subanel de R, R é anel Noetheriano à direita. ■ 

O Teorema de Goldie para anéis não graduados admite um Corolário (Corolá­

rio 2.2.12) no qual se afirma que, se Ré anel de Goldie à direita primo, RC^O)"1 

é anel simples. No caso graduado é possível demonstrar um resultado análogo, 
que passamos a enunciar: 

Proposição 5.2.13 Seja R um anel graduado do tipo G com graduação não 
degenerada tal que Re é anel de Goldie à direita primo. Seja S = CR(0) D h(R); 
então o anel graduado RS­1 é gr­simples. 

Demonstração. Seja / um ideal próprio graduado de RS"1. Pelo Teorema 
5.2.10, RS"1 é anel gr­semisimples, logo, pela Proposição 4.2.9, RS"1 não contém 
ideais direitos próprios graduados gr­essenciais. Portanto, existe um ideal direito 
graduado não nulo J de RS"1 tal que If] J = 0, logo, JI = 0. Consequentemente, 
JCIC = 0 e 

(j
c
nJRe)(/

c
nJRe) = o. 

Uma vez que Re é anel primo, Ie D Re = 0 ou Jc fl Re — 0. Ora, como pelo Lema 
5.1.7, Ie, Jc são ideais direitos graduados de R, pela Proposição 4.3.3, Ie = 0 ou 
Jc = 0, logo, I = Ice = 0 ou J = Jce = 0. Uma vez que J ^ 0 , concluímos que 
1 = 0, logo, RS"1 é anel gr­simples, como desejávamos provar. ■ 
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5.3 Localização em anéis fortemente graduados 
No Capítulo 3, provámos que qualquer anel R que satisfaz uma das seguintes 
condições ­ a) R é anel Noetheriano simples, b) R é anel Artiniano, c) R é anel 
Noetheriano comutativo ou d) R é anel de ideais direitos e esquerdos principais 
­ satisfaz a condição na segunda camada. 

Verificaremos agora que, se R for um anel fortemente graduado do tipo G, 
onde G é um grupo policíclico­por­finito, para R satisfazer a condição na segunda 
camada é suficiente que o anel base Re de R goze de uma das propriedades 
descritas no parágrafo anterior. Como consequência deste resultado concluímos 
que, se R é um anel que satisfaz uma das condições a), b), c) ou d) acima 
apresentadas e G é um grupo policíclico­por­finito, o anel de grupo RG satisfaz a 
condição na segunda camada. Analogamente, se R for um anel que satisfaz uma 
das condições a), b), c) ou d) descritas e ip for um automorfismo de R, o anel 
R[x,x~l; <p] satisfaz a condição na segunda camada. Os Lemas que se seguem 
serão utilizados na demonstração do resultado enunciado. 

Lema 5.3.1 Sejam G um grupo policíclico­por­finito, R um anel fortemente gra­

duado do tipo G cujo anel base Re é Noetheriano à direita e I um ideal G­

invariante de Re que satisfaz a propriedade AR muito forte à direita; então IR 
é um ideal de R que satisfaz a propriedade AR muito forte à direita. 

Demonstração. Uma vez que / é um ideal G­invariante de Re, IR é um 
ideal bilateral de R e IR — RI. 

Consideremos o anel de Rees TZ­jie(I) de / . Para cada g G G, definimos o 
subgrupo aditivo de R[x] 

R(g, I) = Kne{I)Rg = Rg + IRgx + ^ ^ + ••■• 

Como I é ideal G­invariante de Re e R é anel fortemente graduado, 

r{Rgr)Rh = in+mRgRh = r+mRgh, 

para todos n,m G N, g,h G G; logo, definindo 

R(I) = ®geGR(g,I), 

concluímos que R(I) é um anel fortemente graduado do tipo G cujo anel base é 

Pela Proposição 3.5.7, TZize(I) é anel Noetheriano à direita. Ora, como R(I) é 
anel fortemente graduado do tipo G, G é um grupo policíclico­por­finito e o anel 
base de R(I) ­ 7tne{I) é Noetheriano à direita, pelo Teorema 4.3.27, R(I) é anel 
Noetheriano à direita. 

Por outro lado, uma vez que Re é anel Noetheriano à direita, aplicando o 
Teorema 4.3.27, concluímos, também, que R é anel Noetheriano à direita. 
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Uma vez que 

2„2 
R(I) = R + IRx + VRx1 + ... = R + (Ji?)x + (LR)'x 

i?(7) é o anel de Rees de IR. Logo, como R e R(I) são anéis Noetherianos 
à direita, pela Proposição 3.5.7, concluímos que IR satisfaz a propriedade AR 
muito forte à direita, como desejávamos provar. ■ 

Lema 5.3.2 Sejam R um anel Noetheriano, G um grupo policiclico­por­finito e 
S um anel fortemente graduado do tipo G com anel base R. Então, não existe 
um par de primos indesejável (Q, P) de S tal que Q D R = P D R­

Demonstração. Sejam R um anel Noetheriano, G um grupo policíclico­por­

finito e S um anel fortemente graduado do tipo G com anel base R. Com vista 
a um absurdo, suponhamos que (Q,P) é um par de primos indesejável de S tal 
que Q n R = P D R. 

Uma vez que R é anel Noetheriano, G é um grupo policíclico­por­finito e S é 
anel fortemente graduado do tipo G com anel base R, pelo Teorema 4.3.27, S é 
anel Noetheriano. 

Pelo Lema 4.4.3, I = Q D R é um ideal G­invariante de R. Como {QC\ R)S é 
um ideal bilateral de 5 contido em Q, pelo Lema 3.2.16, 

Q P 
(QnR)S' (QHR)S 

é um par de primos indesejável de S/(Q fl R)S. 
Uma vez que (Q C\ R)S é um ideal próprio graduado de S, podemos definir 

em S' = S/(Q (1 R)S & graduação do tipo G apresentada na Observação 4.1.13. 
Observe­se que, com esta graduação, S' ainda é um anel fortemente graduado do 
tipo G cujo anel base é 

0 / R + (Q n R)S R 
R = (QnR)S Qr\R 

Consequentemente, o anel base de 5" é anel Noetheriano. Como S' é um anel 
fortemente graduado do tipo G, cujo anel base é Noetheriano, pelo Teorema 
4.3.27, 5" é anel Noetheriano. 

Consideremos 

{QnR)S' (QnR)S' 
Assim, (Q1, P') é um par de primos indesejável de S' e Q' D R' = P' D R! = 0. 

Como R! é anel Noetheriano e, pelo Lema 4.4.3, 0 = P' fl R' é um ideal 
G­semiprimo, aplicando a Proposição 4.4.4, concluímos que R! é anel semiprimo. 
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Aplicando a Proposição 5.2.9, concluímos que CR>(0) é um conjunto de de­
nominadores à direita em S' e, considerando em S" = S"C^(0)_1 a graduação 
do tipo G apresentada na Proposição 4.5.2, concluímos que, com esta graduação, 
S" é um anel fortemente graduado do tipo G com anel base R" = (S"Cfl'(0)^1)e. 
Observe-se que, pela alínea 3) do Teorema 5.2.10, R" é anel semisimples. 

Uma vez que Q' n R! = 0 = P1 D R', 

Q'ncRI(o) = P,ncRI(o) = ®. 

Ora, como S' é anel Noetheriano, Cjy(0) é um conjunto de denominadores à direi­
ta em S' e (Q', P') é um par de primos indesejável de S', pela Proposição 3.2.15, 
concluímos que ({Q')e, (P')e) é um par de primos indesejável de «S"Cfl'(0)_1. Con­
sideremos Q" ={Q'Y e P" = (P')e. 

Provámos, assim, que se R é anel Noetheriano, G é um grupo policíclico-por-
finito, S é anel fortemente graduado do tipo G com anel base Re (Q,P) é um 
par de primos indesejável de S tal que Q D R = P C\ R, então existe um anel 
fortemente graduado S" do tipo G tal que o anel base R" é semisimples e S" 
possui um par de primos indesejável (Q", P"). 

Por hipótese, G é um grupo policíclico-por-finito, logo, pelo Teorema 1.11.20, 
existe uma série de subgrupos característicos de G com comprimento n : 

{e}=G0<...<Gn = G 

tal que G/Gn-\ é grupo finito, d/Gi-i é grupo Abeliano e livre, para todo i tal 
que 1 < i < n — l e GJ/GÍ é um subgrupo característico de G/Gi, para todo 
z 6 {0, ...,n — 1}, para todo j tal que i < j < n. 

Provaremos o lema por indução em n. 
Se n = 0, S" — R" é anel semisimples, logo, S" é anel Artiniano. Conse­

quentemente, pela Proposição 1.7.4, todos os ideais primos de 5"' são maximais, 
o que nos permite concluir que não existem pares de primos indesejáveis em S" -
o que é absurdo. O absurdo resultou de supormos que existia um par de primos 
indesejável (Q, P) em S tal que Q D R = P D R. Consequentemente, no caso 
n = 0, o lema é válido. 

Se n = 1, então G ~ G\/GQ é grupo finito. Aplicando o Corolário 4.3.22 
e a respectiva versão esquerda, concluímos que S" é anel Artiniano, logo, não 
existem pares de primos indesejáveis em 5"', o que nos permite concluir que, no 
caso n = 1, o lema é válido. 

Suponhamos que n > 1 e que, para todo o anel fortemente graduado T do 
tipo H cujo anel base V é Noetheriano e H é um grupo policíclico-por-finito que 
possui uma série de subgrupos característicos com comprimento n — 1 : 

{e} = H0< ... < Hn_x = H 

tal que H/Hn-2 é grupo finito, HÍJHÍ-\ é grupo Abeliano livre, para todo i tal 
que 1 < i < n — 2 ,e HJ/HÍ é um subgrupo característico de H/Hi, para todo 
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i G {0,..., n — 2} e para todo j tal que i < j < n — 1, se verifica que não existe 
um par de primos indesejável (/, J) de T tal que I DV = J C\V. 

Sejam S* um anel fortemente graduado do tipo G* cujo anel base R* é Noe­

theriano e G* um grupo policíclico­por­finito que possui uma série de subgrupos 
característicos com comprimento n: 

{e} = G*0< ... < G*n = G* 

tal que G*/(?*_1 é grupo finito, G^/G*^ é grupo Abeliano livre, para todo i tal 
que 1 < i < n— 1, e G*/G* é um subgrupo característico de G*/G*, para todo i € 
{0, ...,n—1}, paratodoj talquez < j <n. Com vista a um absurdo, suponhamos 
que S* possui um par de primos indesejável (Q*, P*) tal que Q* n R* = P* Pi R*. 
Pelo que vimos anteriormente, existe um anel fortemente graduado S** do tipo 
G* cujo anel base R** é semisimples e 5"** possui um par de primos indesejável 
(Q**,P**). 

Uma vez que a série de subgrupos de G* considerada é uma série de subgrupos 
característicos de G*, concluímos, pela Proposição 1.11.7, que G\ é um subgrupo 
normal de G*. 

Pela Proposição 4.3.20, SQ*,G* é anel fortemente graduado do tipo G*/G\ 
cujo anel base é (S**)0*1. 

Pela Proposição 4.3.20, (S**)G* é anel fortemente graduado do tipo G\ cujo 
anel base é R**. Por outro lado, como R** é anel semisimples, R** é anel Noethe­

riano. Assim, pelo Teorema 4.3.27, (S**)Gi é anel Noetheriano. Logo, (S**)G*/G* 
é um anel fortemente graduado do tipo G* jG\ cujo anel base é Noetheriano e 
(S**)O*/G* posssui um par de primos indesejável (Q**,P**). 

Pela Proposição 1.11.4, G** = G*/G\ é um grupo policíclico­por­finito. Por 
hipótese, G** possui uma série de subgrupos característicos com comprimento 
n ­ 1 : 

G± < ^1 < ... < ÍL. = G** 
G\ -­ /~i* — " ■ — sy* 

tal que 

G*/G\ 
G*n.JG\ 

é grupo finito, 

G*/G\ 

é grupo Abeliano livre, para todo i tal que 2 < i < n — 1, e 

G*/G\ 
G*/G\ 
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é um subgrupo característico de 

G*/G\ 
Gt/GV 

para todo i G {1, ...,n — 1} e para todo j tal que i < j < n. Logo, podemos 
aplicar a hipótese de indução e afirmar que 

Q** n (S**)Gí c p « n ( r ) G ; . 
Por outro lado, como G\ é um grupo Abeliano, (S**)0*1 é um anel fortemente 

graduado do tipo G* cujo anel base - R** - é semisimples e Q** n (S**)Gi, P** fl 
(S'**)GÍ são ideais de (5'**)GÍ tais que 

Q**n(5**)Gî c r n ( r ) G s 

estão reunidas as condições necessárias para aplicar o Lema 4.4.6 e afirmar que 
existe um elemento 

x E {P** n (S**fl)\(Q** n {S**fí) 

tal que x + (Q** fl (S**)G*) é um elemento central de 

(S**)GÏ 
Q** n (S**)G* ' 

Seja J = Q**n(S**)Gi. Como, pelo Lema 4.4.3, J é um ideal G**-invariante de 
(S**)GÍ — {S*Q,iG,)e% JS** é um ideal graduado próprio de (S**)Q*/Q*. Definimos 
no anel 

Si = (S*G*/GI)/JS** = S**/JS** 

a graduação do tipo G** = G*/G\ apresentada na Observação 4.1.13 e observe-
se que, com esta graduação, S\ é um anel fortemente graduado do tipo G**. 
Definimos 

(ff**)GÍ + JS** (S**)Gi _ P^_ Q^ 
1 " 7s*~* - —~T~ ' l ~ Is^*e Ql ~ Js ** 

Observe-se que Ri é o anel base de S%. Como Si é um anel fortemente 
graduado do tipo G** cujo anel base é Noetheriano, pelo Teorema 4.3.27, Si é 
anel Noetheriano. 

Pelo Lema 3.2.16, (Qi,P\) é um par de primos indesejável de Si. 
Uma vez que 

x £ {P** n (S**f*)\(Q** n (S**fi), 
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concluímos que 

o = Q1r\R1 c p1r\R1. 

Se considerarmos z = x + JS"**, concluímos que z é um elemento não nulo de 
Pi Pi R\ e é central em f?i, logo, o ideal L de .Ri gerado por P\ D cen(Ri) é não 
nulo. 

Uma vez que i?i é anel Noetheriano, podemos aplicar o Corolário 3.5.11 e 
afirmar que L satisfaz a propriedade AR muito forte à direita. 

Como Si é um anel fortemente graduado do tipo G** e Pi D Ri é um ideal 
G**-invariante de Ri, pelo Lema 4.4.2, o ideal L de Ri gerado por 

Pi n Ri n cen(Ri) = Px n cen(i?i) 

é G**-invariante. 
Por outro lado, como 5*1 é anel fortemente graduado do tipo G**, onde G** 

é um grupo policíclico-por-finito, o anel base de Si - Ri é anel Noetheriano e 
L é um ideal G**-invariante de Ri que satisfaz a propriedade AR muito forte à 
direita, então, pelo Lema 5.3.1, LSi é um ideal de Si que satisfaz a propriedade 
AR muito forte à direita. 

Por definição LSi Ç Px. 
Provaremos, seguidamente, que LSi ^ Qi. Para tal, observe-se que, se LSi Ç 

Qi, então L = LSi C\ Ri C Qi D Ri = 0, o que é absurdo. 
Aplicando o Corolário 3.5.15, concluímos que {Qx,P\) não é um par de pri­

mos indesejável de 5i, o que é absurdo. O absurdo resultou de supormos que 
existia um par de primos indesejável (Q*, P*) de S* tal que Q* D R* = P* D R*. 
Consequentemente, não existem pares de primos indesejáveis (Q, P) em S* tais 
que Q DR* = P D R*. 

Por indução, provámos que, dados um anel Noetheriano R, um grupo policíclico-
por-finito G, um anel fortemente graduado S do tipo G com anel base R, não 
existe um par de primos indesejável (Q, P) de S tal que Q f] R = P (1 R. u 

Na Proposição 3.5.18 constatámos que os anéis Noetherianos que são AR-
separados à direita satisfazem a condição na segunda camada à direita. Assim, 
se R é anel Noetheriano tal que, para todo o par de ideais primos (Q,P), com 
Q C p ; existe um ideal K tal que Q ^ K Ç P e K/Q é um ideal que satisfaz 
a propriedade AR à direita em R/Q, então, R satisfaz a condição na segunda 
camada à direita. 

Em seguida provaremos que, se R é um anel fortemente graduado do tipo 
G, onde G é um grupo policíclico-por-finito, cujo anel base Re é Noetheriano e 
R satisfaz a condição "para todo o par (/, J) de ideais G-primos de Re tal que 
I ^ J, existe um ideal G-invariante K de Re tal que / Ç K Ç J e K/I satisfaz a 
propriedade AR muito forte à direita em Re/I", então R é um anel Noetheriano 
que satisfaz a condição na segunda camada à direita. 
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Teorema 5.3.3 (Bell) Sejam G um grupo policíclico-por-finito e R um anel 
fortemente graduado do tipo G cujo anel base Re é Noetheriano. Se, para qualquer 
par de ideais G-primos I e J de Re tal que I ^ J, existir um ideal G-invariante 
K de Re tal que I Ç K Ç J e K/I é um ideal que satisfaz a propriedade AR 
muito forte à direita em Re/I, então R é um anel Noetheriano que satisfaz a 
condição na segunda camada à direita. 

Demonstração. Uma vez que Re é anel Noetheriano, G é um grupo policíclico-
por-finito e R é um anel fortemente graduado do tipo G, pelo Teorema 4.3.27, R 
é anel Noetheriano. 

Suponhamos que (Q, P) é um par de primos indesejável de R, logo, pelo 
Lema 5.3.2, Q n Re Ç P D Re e, pelo Lema 4.4.3, Q D Re e P f~l Re são ideais 
G-primos de Re. Por hipótese, existe um ideal G-invariante K de Re tal que 
QnRe^zKÇPr\Ree K/(Q n Re) é um ideal que satisfaz a propriedade AR 
muito forte à direita em Re/ (Q fl Re). 

Definimos a graduação do tipo G no anel R* = R/{{Q C\ Re)R) apresentada 
na Observação 4.1.13. Observe-se que R* é um anel fortemente graduado do tipo 
G com anel base 

_ Re + (Q n Re)R Re 

(QnRe)R QnRe 

Sejam 

™ P ç*_ Q K. = K + (QniQR 
(Q^\Re)R, (QnRe)R (QnRe)R 

Pelo Lema 3.2.16, (Q*, P*) é um par de primos indesejável de R*. 
Por hipótese, K/(Q D Re) satisfaz a propriedade AR muito forte à direita em 

Re/(Q n Re), logo, K* satisfaz a propriedade AR muito forte à direita em R*. 
Uma vez que R* é um anel fortemente graduado do tipo G, RI ê anel Noethe­

riano, K* é um ideal G-invariante1 de R* que satisfaz a propriedade AR muito 
forte à direita, pelo Lema 5.3.1, K*R* é um ideal de R* que satisfaz a propriedade 
AR muito forte à direita. 

Por outro lado, K*R* Ç F e K*R* não está contido em Q*, pois, se K*R* Ç 
Q* então 

K* = K*R* n R*e Ç Q* n R*e = 0, 

o que é absurdo. 
1 Observe-se que K* é um ideal G-invariante de R* uma vez que, dado g G G, 

Rg + {QDRe)R „„ .Rg-i+tQn^iî _̂ RgKRg-i+ (QnRe)R , 
—^ ^ 2 — — í — j ^ * » 1 . c —2 7- . Uma vez que K e um 

{QnRe)R (QnRe)R - (QnRe)R 
. , . _ . . . , R gp^gg-i + (g n Re)R ^K+(Qn Re)R 
ideal G-mvanante de Re, 7— _ , C ——-— — = A 

(Qniîe)iï (Qniîe) i î 
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Pelo Corolário 3.5.15, concluímos que (Q*, P*) não é um par de primos indese­

jável de R*, o que é absurdo. Provamos, assim, que não existem pares de primos 
indesejáveis em R, logo, R satisfaz a condição na segunda camada à direita, como 
desejávamos provar. ■ 

Estamos, agora, em condições de enunciar e demonstrar o resultado principal 
desta secção. 

Corolário 5.3.4 Sejam G um grupo policíclico­por­finito e R um anel forte­

mente graduado do tipo G com anel base Re. Se Re satisfizer uma das seguintes 
condições: 
1) Re é anel Noetheriano G­simples, 
2) Re é anel Artiniano, 
3) Re é anel Noetheriano comutativo ou 
4) Re é anel de ideais direitos e esquerdos principais; 
então R é anel Noetheriano que satisfaz a condição na segunda camada. 

Demonstração. Sejam G um grupo policíclico­por­finito e R um anel forte­

mente graduado do tipo G com anel base Re tal que Re satisfaz uma das condições 
enunciadas: 1), 2), 3) ou 4). Observe­se que, em todos os casos descritos, Re é 
anel Noetheriano, portanto, pelo Teorema 4.3.27, R é anel Noetheriano. 

Se Re for anel Noetheriano G­simples, não existem ideais G­primos / , J tais 
que I Ç J; logo, pelo Teorema 5.3.3, R satisfaz, trivialmente, a condição na 
segunda camada à direita. 

Suponhamos, agora, que existem ideais G­primos de Re ­ I, J tal que I ^ J. 
Como / é um ideal G­invariante próprio de Re, IR é um ideal próprio graduado de 
R. Consideremos em R* = R/IR a graduação do tipo G definida na Observação 
4.1.13 e observe­se que, com esta graduação, R* ainda é um anel fortemente 
graduado com anel base i?* ~ Re/I­

Suponhamos, agora, que Re é anel Artiniano. Uma vez que I é, por hipótese, 
ideal G­primo de Re, 0 é um ideal G­semiprimo de R*e. Como R* é um anel 
fortemente graduado cujo anel base é anel de Goldie à direita e G­semiprimo, pela 
Proposição 4.4.4, RI é anel semiprimo. Como R*e é anel Artiniano semiprimo, 
pelo Corolário 1.7.2, J2* é anel semisimples, logo, pelo Corolário 1.5.5, todo o 
ideal de Re/I é gerado por um elemento normalizador. Consequentemente, pela 
Proposição 3.5.10, todo o ideal de Re/I satisfaz a propriedade AR muito forte à 
direita. Em particular, J/1 satisfaz a propriedade AR muito forte à direita em 
Re/I. Consequentemente, pelo Teorema 5.3.3, R satisfaz a condição na segunda 
camada à direita. 

Se Re for um anel Noetheriano comutativo, pelo Corolário 3.5.11, todos os 
ideais de Re/I satisfazem a propriedade AR muito forte. Em particular, J/I 
satisfaz a propriedade AR muito forte à direita em Re/I. Consequentemente, 
pelo Teorema 5.3.3, R satisfaz a condição na segunda camada à direita. 
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Falta­nos provar que, se Re é um anel de ideais direitos e esquerdos principais, 
R é um anel que satisfaz a condição na segunda camada à direita. Se Re é um 
anel de ideais direitos e esquerdos principais, Re/I ainda é um anel de ideais 
direitos e esquerdos principais, logo, pelo Lema 1.3.3, Re/I é anel Noetheriano 
e todo o ideal de Re/I é gerado por um elemento normalizador. Aplicando a 
Proposição 3.5.10, concluímos que todo o ideal de Re/I satisfaz a propriedade 
AR muito forte à direita em Re/I. Em particular, J/I satisfaz a propriedade 
AR muito forte à direita em Re/I. Pelo Teorema 5.3.3, R satisfaz a condição na 
segunda camada à direita. 

De forma análoga, provamos, em cada um dos casos considerados, que R 
satisfaz a condição na segunda camada à esquerda e, portanto, satisfaz a condição 
na segunda camada, como desejávamos provar. ■ 

Aplicando o Corolário anterior, determinamos novas classes de anéis que satis­

fazem a condição na segunda camada. Os Corolários seguintes são consequência 
imediata do Corolário 5.3.4. 

Corolário 5.3.5 Se G é um grupo policíclico­por­finito e R é um anel que satis­

faz uma das condições ­ 1) R é anel Artiniano, 2) R é anel Noetheriano simples, 
3) R é anel de ideais direitos e esquerdos principais ou 4) R é anel Noetheriano 
comutativo ­ então RG satisfaz a condição na segunda camada. 

Corolário 5.3.6 Se R é um anel que satisfaz uma das condições ­ 1) R é anel 
Artiniano, 2) R é anel Noetheriano simples, 3) R é anel de ideais direitos e 
esquerdos principais ou 4) R é anel Noetheriano comutativo ­ e, se 4> é um 
automorfismo de R, então R[x,x~l\ <f>] satisfaz a condição na segunda camada. 

Em seguida apresentamos uma aplicação dos resultados anteriores à Teoria 
da Localização. 

Proposição 5.3.7 Sejam G um grupo policíclico­por­finito, R um anel forte­

mente graduado do tipo G cujo anel base Re é Noetheriano comutativo e P um 
ideal primo de R tal que P = IR = RI, para algum ideal I de Re. Então, P é 
classicamente localizável. 

Demonstração. Como Re é anel Noetheriano comutativo, pelo Corolário 
3.5.11, / satisfaz a propriedade AR muito forte. 

Por outro lado, como R é um anel fortemente graduado do tipo G, onde 
G é um grupo policíclico­por­finito, Re é anel Noetheriano e I é um ideal G­

invariante de Re que goza da propriedade AR muito forte, estão, então, reunidas 
as condições necessárias para aplicar o Lema 5.3.1 e afirmar que P = IR satisfaz 
a propriedade AR muito forte à direita. De forma análoga, provamos que P 
satisfaz a propriedade AR muito forte à esquerda. 
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Observe­se, agora, que, pelo Corolário 5.3.4, R é anel Noetheriano que satisfaz 
a condição na segunda camada. Aplicando o Teorema 3.5.20 e a respectiva versão 
esquerda, concluímos que P é um ideal primo classicamente localizável de R, como 
desejávamos provar. ■ 

Em seguida determinaremos classes de anéis cujos ideais primos são todos 
classicamente localizáveis. 

Proposição 5.3.8 Sejam G um grupo policíclico­por­finito Abeliano, R um anel 
fortemente graduado do tipo G cujo anel base Re é semisimples; então todo o 
ideal primo de R é classicamente localizável. 

Demonstração. Como Re é anel semisimples, em particular, Re é anel Noe­

theriano. Consequentemente, pelo Teorema 4.3.27, R é anel Noetheriano. 
Por outro lado, pelo Corolário 4.4.7, concluímos que todos os ideais primos 

não nulos de R têm um conjunto centralizador de geradores, o que pela Propo­

sição 3.5.13, nos leva a concluir que todos os ideais primos de R satisfazem a 
propriedade AR à direita. Aplicando a versão esquerda da Proposição 3.5.13, 
concluímos que todos os ideais primos de R satisfazem a propriedade AR à es­

querda. Estão, pois, reunidas as condições necessárias para aplicar a Proposição 
3.5.21 e afirmar que todos os ideais primos de R são classicamente localizáveis. 
■ 

Podemos agora aplicar o resultado anterior aos anéis de grupo e anéis de 
Laurent. 

Corolário 5.3.9 Sejam G um grupo policíclico­por­finito Abeliano e R um anel 
semisimples; então todo o ideal primo de RG é classicamente localizável. 

Corolário 5.3.10 Sejam R um anel semisimples e a um automorfismo de R; 
então todo o ideal primo de R[x,x~l\ a] é classicamente localizável. 
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