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Introducao

E bem conhecido que, dados um anel comutativo R e um ideal primo P de R,
é possivel construir um anel de fracgdes Rp de R com respeito a § = R\P. O
processo de passagem de I? para Rp designa-se por localizagao de R no ideal
primo P. No caso particular de R ser um dominio comutativo, temos ainda que
o anel de fracgoes de R com respeito a S = R\{0} ¢ simples. No Teorema de
Goldie, que data de 1958, é enunciado o andlogo do resultado anterior, para o
caso nao comutativo. Goldie, num artigo publicado em 1958, demonstrou que,
dado um anel de Goldie primo R, existe um anel @) tal que: - R é um subanel
de Q; - todos os elementos de Cr(0) (o conjunto dos elementos regulares de R)
sao unidades de @; - todo o elemento de @ se escreve na forma ac™!, para alguns
a € R, ce Cg(0); - Q é isomorfo a um anel de matrizes com entradas num anel
de diviséo, logo, é anel simples.

Ao contrario do que se passa com os anéis comutativos, verificaremos que nem
sempre os ideais primos de anéis Noetherianos nao comutativos sao localizdveis.
Tal deve-se & existéncia de certas “ligacoes” entre ideais primos.

Em 1982, Jategaonkar introduziu uma nova condicao relativa a anéis Noethe-
rianos - a condi¢do na segunda camada. Esta é uma condicao necessdria para
que os ideais primos de um anel Noetheriano nao comutativo sejam classicamen-
te localizaveis. Vadrias classes importantes de anéis Noetherianos satisfazem a
condi¢ao na segunda camada, como, por exemplo, os anéis Artinianos, os anéis
Noetherianos comutativos e os anéis de grupo da forma RG, onde 1 é anel Noe-
theriano comutativo ou R € anel Artiniano e onde G ¢ um grupo que satisfaz uma
propriedade especial - G tem uma séries subnormais cujos quocientes sao ciclicos
ou finitos.

Os anéis de grupo constituem um caso especial de anéis graduados por grupo.
Uma vez que os anéis de grupo da forma RG, onde R é anel Noetheriano comu-
tativo ou R é anel Artiniano e onde G tem uma série subnormal cujos quocientes
sao ciclicos ou finitos, satisfazem a condi¢@o na segunda camada, é natural tentar
desenvolver a teoria de localizagdo para estes anéis de forma a obter anéis de
fracgoes ainda graduados. Um dos primeiros teoremas cuja generalizagao pode-
ria ser tentada é o Teorema de Goldie. Tal generalizagao foi obtida, para anéis
graduados por grupos Abelianos, por Goodearl e Stafford em 2000.

Estudaremos, neste trabalho, o processo de localizagao em anéis Noetherianos
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iv INTRODUCAO

nao comutativos com graduagao trivial e em anéis graduados. No primeiro Capi-
tulo, introduziremos nog¢oes fundamentais e resumiremos algumas propriedades
importantes para o estudo que pretendemos fazer.

Nos segundo e terceiro Capitulos debrugar-nos-emos sobre o processo de lo-
calizagao em anéis Noetherianos nao comutativos, tendo sempre como ponto de
partida a teoria de anéis comutativos.

Indicaremos, no segundo Capitulo, um processo de construgao de um anel
de fracgoes a direita (respectivamente & esquerda) de um anel ndo comutativo
I com respeito a um subconjunto multiplicativo especial X - um conjunto de
denominadores & direita (respectivamente a esquerda) em R. Demonstraremos
que, dado R, um anel de Goldie a direita semiprimo, o conjunto constituido pelos
elementos regulares de i ¢ um conjunto de denominadores & direita em R e o
anel de fracgoes & direita correspondente ¢ semisimples. Ainda nesse Capitulo
introduzimos um processo de construgdo de um R-mddulo de fracgdes de um
FR-modulo A direita M com respeito a um conjunto de denominadores & direita
X em R e demonstraremos que, a menos de isomorfismo, os anéis de fracgoes a
direita (respectivamente & esquerda) e os médulos de fracgoes sdo tinicos.

As ligagoes entre ideais primos, a condi¢do na segunda camada, o processo
de localizac@o de ideais primos e de conjuntos de ideais primos serao objecto de
estudo do terceiro Capitulo. Na parte final desse Capitulo serao ainda introduzi-
das a propriedade de Artin Rees e a propriedade de Artin Rees muito forte. Tais
propriedades desempenharao um papel fundamental no estudo da localizacao, em
particular, no estudo da localizagao em anéis fortemente graduados.

No tdltimo Capitulo serd dada uma ideia, necessariamente incompleta, de
alguns desenvolvimentos do estudo da localizacdo em anéis graduados. Nesse
Capitulo serao focados dois pontos-chave: a existéncia de uma versao graduada
do Teorema de Goldie e a localizagao em anéis fortemente graduados. Importa
salientar que ainda estd em aberto saber que anéis graduados admitem anéis de
fraccoes graduados gr-semisimples (semisimples na classe dos anéis graduados).
Virias tentativas tém sido feitas nesse sentido mas todas as condigbes suficientes
nao sao obrigatoriamente necessarias.

O estudo de anéis graduados e, em particular, de anéis fortemente graduados,
é de grande relevincia, uma vez que algumas classes importantes de anéis - como
os anéis de grupos ou os anéis de Laurent - admitem uma graduagao forte, pelo
que todos os resultados demonstrados para anéis fortemente graduados serao, em
particular, vdlidos para estas classes de anéis.



Capitulo 1

Preliminares

Neste Capftulo introduzimos as nogoes gerais sobre anéis e médulos necessérias
para a tese. Muitas das demonstracoes serao neste Capitulo omitidas e podem
ser encontradas em [14], [23] e [24].

1.1 Conceitos gerais sobre anéis

Neste trabalho designamos por anel um anel associativo, nao necessariamente
comutativo, com elemento identidade 1.

Como é habitual, designamos por homomorfismo entre estruturas algébricas
da mesma natureza uma aplicagdo que preserva essa estrutura.

Designamos por centro de um anel R o subconjunto de R

cen(R) = {r € R:rs = sr, para todo s € R}.

Dado um anel R, denotamos por S < R um subanel S de R.

Se R ¢ um anel que ndo contém ideais préprios nao nulos, dizemos que R é
anel simples. Dizemos que um anel I é local se R possuir apenas um ideal
maximal. Observe-se que todo o anel simples é local, uma vez que possui um
inico ideal maximal - o ideal 0.

Introduzimos agora alguns exemplos classicos de anéis nao comutativos que
serao mencionados ao longo deste trabalho.

Exemplo 1.1.1 Consideremos um anel R e um grupo GG. Designamos por RG
o conjunto das expressoes

{ngg 1Ty € R, g € G e apenas um nimero finito de ry € tal que ry # O} ;
geG
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Podemos definir uma estrutura de R-mddulo a direita em RG definindo a adi¢do

do seguinte modo:
D rg+ D rha =) (rg+rh)g

ge@@ geG geld

e definimos o produto por um escalar r € R da sequinte forma:

(Z rgg) = (el

geG geG

Identificamos os elementos h de G com os elementos de RG da forma ZgEG T¢g
tal que r, = 0, para todo g € G\{h}, e r), = 1. Identificamos ainda os elementos
r de R com os elementos de RG da forma deG r49 tal que vy = 0, para todo
geG\{e}, ere=r.

Munido da estrutura definida, RG é um R-mdédulo a direita tal que cada elemento
r € RG\{0} se escreve de forma tinica como uma soma finita do tipo Y ;| 74,Gi
onde g; € G ery, ¢ um elemento nao nulo de R, para todo 1 <1 < n.

Em sequida, definiremos uma estrutura de anel em RG. Para tal, definimos o
produto de elementos de RG do seguinte modo:

)5 ) S ()

geG hedd teG \gh=t

Munido da estrutura definida, RG é um anel {com elemento identidade le) que
designamos por anel de grupo.

Observe-se que RG é um anel comutativo se e s se & for um anel comutativo e
G um grupo Abeliano.

Exemplo 1.1.2 Consideremos um anel R, um endomorfismo o de R e uma
varidvel z. Consideremos o conjunto das expressoes

= {Z rxt o r; € R e apenas um nimero finito de r; é tal que v; # O} .

1€Ng

Definimos a adi¢ao em T do sequinte modo:
E Tt + E B = E (ri +78)a".
+1€MNp 1€Np i€Np

O produto ¢é definido em T, tendo em atencdo as propriedades distributiva, asso-
ciativa ¢ a regra “rr = o(r)z, para todo r € R”. Assim,

(Z aiwi) (Z bjxf) = > ac'(b)a't.

1ENg JENp #,7ENg
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O conjunto T munido da adi¢do e produto definidos é um anel (com elemento
identidade 12°) que representamos por R[z; o).

Observe-se que R[x; o] s é um anel comutativo no caso de R ser um anel comu-
tativo e o = id.

Ao longo deste trabalho designaremos por anel de polinémzios de R e represen-
taremos apenas por R[z| o anel R|z;id].

Exemplo 1.1.3 Sejam R um anel, o um automorfismo de R e x wma varidvel.
Consideremos o conjunto das expressoes

icZ

T = {Z rixt g € R e apenas um nidmero finito de r; é tal que r; # 0} :

A adicao em T € definida do sequinte modo:
Z rt + Z rigt = Z(n + i)z,
icZ i€Z i€Z

O produto é definido em T, tendo em atencao as propriedades distributiva, as-

sociativa e a regra “r‘r = &'(r)x*, para todo r € R, para todo i € Z, fazendo
o = id”. Assim, o produto é definido do sequinte modo:

(Z ai.'f;"") (Z bj:z:j> = Z a;o" (b;)z**.
ieL jEZ i,jEE

O conjunto T munido da adi¢cdo e produto definidos é um anel que representamos
por R[z,z7%; 0]

Exemplo 1.1.4 Sejam K um anel e 8 uma varidvel. Consideremos

= {Z r0' 7 € K e apenas wm nimero finito de r; é tal que r; # 0} .

1€Ng

Podemos definir um produto em T utilizando a regra
fa = ab + 6(a), ondea € K e é(a) € K.

Para o produto ser associativo tem de se verificar, para todos a,b € K, 0(ab) =
(0a)b, logo,

(ab)8 + 6(ab) = (fa)b = (ab)b+ 6(a)b = abl + ad(b) + 6(a)b.
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Cancelando (ab)f e abl em ambos os membros, concluimos que

8(ab) = 8(a)b + ab(b), para todos a,b € K. (1)
Para garantirmos a distributividade, temos também que

6(a +b) = 6(a) + 6(b), para todos a,b € K. (2)

Uma aplicacio 6: K — K que satisfaca as propriedades 1) e 2), para todos
a,b € K, designa-se por dertvagao. Podemos definir um produto para polindmios
a esquerda em 0 utilizando repetidamente a regra fa = af+6(a) (a demonstragdo
de que o produto obtido é associativo pode ser encontrada em [14]).

O conjunto T munido do produto descrito e da adigdo usual forma um anel que
representaremos por K6, 6].

Exemplo 1.1.5 Consideremos o anel Q e tomemos o anel de polinémios Q|x]
definido em 1.1.2. Seja

d/dz Q[x] — Q[z]

Yo mat = Ylydeat

A aplicagio d/dx satisfaz as sequintes propriedades:

a) d/dz(a -+ b) = d/dz(a) + d/dz(b), para todos a,b € Q[z],

b) d/dx(ab) = d/dz(a)b+ ad/dz(b), para todos a,b € Q[z],

pelo que d/dzx é wma derivagao de Q[x].

Consideremos o anel Q[z][0, d/dxz]. Por [14], Coroldrio 1.15, Q[z]f,d/dx] é anel
simples.

Exemplo 1.1.6 Seja iR um anel. Designamos por anel oposto de It e repre-
sentamos por R°P o anel cujo conjunto base é o prdprio R, mas algebrizado pela
adicao definida em R e pelo sequinte produto:

T.op8 = 8T, para todosr,s € K.

Observe-se que RP € um anel comutalivo se e sd se It € um anel comutativo.

Exemplo 1.1.7 Seja G um grupo aditivo Abeliano. Se considerarmos o conjunto
E constituido pelos endomorfismos do grupo G, podemos definir uma estrutura de
anel em E, considerando a adi¢cdo e o produto em E como sendo, respectivamente,
a adicdo usual de fungdes e a composigio de fungdes. O anel assim construido
serd representado por Endz(G).

Relembramos agora algumas defini¢des bésicas da Teoria de Anéis.
Um elemento a de um anel R diz-se idempotente se a?> = a. Um elemento a
de um anel R diz-se nilpotente se existir & € N tal que a* = 0. O elemento 0 é o
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tlinico elemento de R que é simultaneamente idempotente e nilpotente. O elemento
1 & um exemplo de um elemento de R que é idempotente e nao nilpotente.

Dizemos que um elemento ¢ de um anel 1t é invertivel a direita (respecti-
vamente 4 esquerda) se existir b € R tal que ab = 1 (respectivamente ba = 1).
Um elemento a € R que é invertivel a direita e & esquerda em R designa-se por
unidade de R. O conjunto constituido pelas unidades de R é representado por
U(R).

No caso de todos os elementos nao nulos de um anel 1 serem unidades dizemos
que I é anel de divisao. Obhserve-se que, neste caso, se tem alR = R e Ra = R,
para todo a € R\{0}.

Um elemento nao nulo a de um anel R diz-se um divisor de zero a direita
se, existir b € R\{0} tal que ab =0 ¢ a diz-se um divisor de zero a esquerda
se, existir b € R\{0} tal que ba = 0. O elemento néo nulo a é um divisor de
zero se for um divisor de zero a direita e um divisor de zero & esquerda. Um anel
R cujos elementos nao nulos nao sao divisores de zero designa-se por dominio.

Dizemos que um elemento a de um anel R é normalizador se aR = Ra.
Observe-se que os elementos centrais e as unidades de It sao exemplos de elemen-
tos normalizadores de R.

Dizemos que um ideal direito (ou esquerdo) I de um anel R é principal se
I for gerado por um elemento a € R e dizemos que um anel R ¢ um anel de
ideais direitos e esquerdos principais se todos os ideais direitos e esquerdos
de R forem principais.

Em seguida introduziremos uma nova classe de anéis - os anéis primos. Para
tal, comegamos por introduzir a definicao de ideal primo.

Dizemos que um ideal préprio PP de um anel R é primo se, para todos os
ideais A, B de R, sempre que AB C P, entao AC Pou B C P.

Observe-se que afirmar que um ideal préprio P de um anel R é um ideal
primo é equivalente a afirmar que, para quaisquer ideais direitos (respectivamente
esquerdos) 7, J de R tais que [J C P, se tem [ C P ou J C P. Observe-se, ainda,
que afirmar que um ideal préprio P de um anel It é um ideal primo é equivalente
a afirmar que, para todos a,b € R, aRb C P implicaa € Pou b € P.

Dois ideais primos distintos P e @ dizem-se incompardveis se P € Q e
QeLP

Dizemos que um ideal primo P de um anel R é um ideal primo minimal
se, para todo o ideal primo P’ de R tal que P’ C P, se tem P’ = P.

Verificaremos, em seguida, que todo o ideal primo P de um anel R contém
um ideal primo minimal. A demonstracao é feita utilizando o dual do Lema de
Zorn.

Lema 1.1.8 Todo o ideal primo de um anel R contém um ideal primo minimal.

Demonstragao. Seja PP um ideal primo de R e consideremos a familia X

X ={P": P' ¢ um ideal primo de R e ' C P}
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ordenada pela relagao inclusao.

Observe-se que, como P € X, X # (0. Provaremos, em seguida, que toda a
cadeia descendente de elementos de X possui um minorante em X.

Sejam Y uma cadeia de elementos de X e Z = Npicy P'. Assim definido, Z
¢ um ideal préprio de R. Sejam a,b € R tais que aRb C Z e suponhamos que
a ¢ Z; entao existe P, € Y tal que a ¢ Pi. Uma vez que I € um ideal primo de
R e aRb C P, concluimos que b € P;. Consequentemente, b € P*, para todo o
ideal primo P* de Y tal que P, C P~.

Por outro lado, como aRb C P* e a & P*, para todo P* € Y tal que P* C I,
b € P*. Consequentemente, b € P*, para todo P* € Y, o que nos leva a concluir
que b € Z. Conclufmos assim que Z ¢ um ideal primo de R tal que Z C P.
Consequentemente, Z ¢ um elemento de X e Z ¢ um minorante da cadeia Y.
Conclufmos, assim, que toda a cadeia descendente de elementos de X possui um
minorante em X, logo, pelo dual do Lema de Zorn, existe um elemento minimal
de X. Provamos, assim, que todo o ideal primo de R contém um ideal primo
minimal, como desejdvamos provar. ®

Um anel primo R é um anel para o qual se verifica que 0 é um ideal primo
de R. Das definicoes de anel e ideal primos deduz-se que um ideal préprio P de
um anel R é primo se e s6 se R/P ¢ anel primo.

O conjunto constitufdo por todos os ideais primos de um anel R ¢ designado
por espectro primo de R e é representado por Spec(R).

Um ideal de um anel R que resulta da intersecgao de ideais primos de It
designado por ideal semiprimo de R.

O ideal semiprimo que resulta da intersec¢éo de todos os ideais primos de um
anel R ¢ designado por radical primo de R e é representado por P ().

Todo o elemento do radical primo P(R) de um anel R é nilpotente, isto é&,
para todo o elemento = € P(R) existe um mimero natural k tal que z* = 0. Um
ideal I de um anel R cujos elementos sejam nilpotentes diz-se nil. Um ideal [
de um anel R diz-se nilpotente se existir um nimero natural k tal que I* = 0.
Observe-se que todo o ideal nilpotente é, em particular, nil.

A Proposigao seguinte sintetiza o que foi dito anteriormente.

Proposicao 1.1.9 Sejam R um anel e P(R) o radical primo de R; entdo P(R)
é um nil-ideal de R.

Dizemos que um anel R é semiprimo se P(R) = 0. Observe-se que afirmar
que R ¢ ancl semiprimo é equivalente a afirmar que 0 é um ideal semiprimo de
R.

Das defini¢des de ideal semiprimo e anel semiprimo decorre que, se IZ € um
anel e P & um ideal préprio de R, R/P é anel semiprimo se e s6 se P € um ideal
semiprimo de R.

A Proposicao que se segue é um resultado bem conhecido sobre ideais semi-
primos.



1.2. CONCEITOS GERAIS SOBRE MODULOS 7

Proposigao 1.1.10 Sejam R um anel e I um ideal préprio de R; entdo as se-
quintes afirmacées sao equivalentes:

a) I é um ideal semiprimo de R.

b) Para todo o ideal J de R tal que J* C I, tem-se J C I.

¢) Para todo o ideal direito J de R tal que J* C I, tem-se J C I.

d) Para todo o ideal esquerdo J de R tal que J* C I, tem-se J C I.

Demonstragao. (23], Proposicao 10.9. =

Como consequéncia da Proposicao anterior temos que, dados um ideal semi-
primo I de um anel R e um ideal direito (ou esquerdo) J de R tal que J* C I,
para algum mimero natural n, entao J C [.

1.2 Conceitos gerais sobre médulos

Dado um anel R, designamos por R-mdédulo a direita M um R-mdédulo a di-
reita unitario e representamo-lo por Mp. O mesmo se passa para R-modulos a
esquerda. Se M for um R-médulo & direita (esquerda), um R-submédulo N de
M representa-se por N <p M. Sempre que nao haja ambiguidade, em vez de
N <r M, escrevemos N < M.

Neste trabalho, sempre que nao houver ambiguidade, designaremos um R-
médulo & direita simplesmente por R-mddulo.

Dado um anel R, representamos por Rg o anel R visto como um R-mddulo
a direita sobre si mesmo. Reciprocamente, representamos por p R o anel R visto
como um R-mdédulo a esquerda sobre si mesmo.

Dada (M;);e;, uma familia ndo vazia de R-submédulos de um R-médulo a
direita (ou a esquerda) M, dizemos que M é uma soma directa interna da
familia (M) se:

L M=%, M=, ,mi:my €M,,i €l,neN}

2. M;n Zief\{j} M; =0, para todo j € [.

Neste caso, representamos M = @;crM;. Se uma familia M’ = (M,;)ic; de
R-submédulos do R-médulo M satisfizer a condi¢do 2), dizemos que M’ é uma
famfilia independente de R-submédulos de M. Caso contrério, dizemos que
M' & uma familia dependente de R-submdédulos de M.

Seja (M;)icr uma familia nao vazia de -mddulos. Denotamos por [[,.; M; o
conjunto constitufdo pelas aplicagoes do tipo

a: I — U;eM;

i = a)
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tais que (i) € M, para todoi € I. Designamos m; = a(¢) por i componente
de a, representando-se o elemento « de [[..; M; por (a(i))ie; ou simplesmente
por (m;)ier. E possivel definir uma estrutura de R-mddulo em M’ = [[,., M;,
considerando, para todos o, 3 € [[..; M;,

o (a+B3)(i) = ai) + B(i), para todo i € I,
e (ar)(i) = a(i)r, para todo ¢ € I, para todo r € R.

O conjunto M’ = [[,c; M; munido da estrutura de /i-médulo anteriormente
definida ¢ designado por produto directo da familia (M;)ic;. O R-submédulo
de M' constituido pelos elementos o € M’ tais que o conjunto

Is={i€l:oli) #0}

¢ finito ¢ designado por soma directa externa da familia (M;)ier € é represen-
tado por [[,.; Mi. No caso de I ser um conjunto finito, [T,c; M; = [ [,y M.

Teorema 1.2.1 Seja (M;)ic; uma familia ndo vazia de R-mddulos; entao, para
todo i € I, ezisten R-submddulos M, de [1,c, M; tais que M =~ M;, (M])icr €
uma familia independente de R-submddulos de s Mi € @ierM; =~ ey 3

Demonstragao. (22, Teorema 4.2.1. =

Observacao 1.2.2 Tendo em consideragdo o Teorema 1.2.1, deizaremos, ao lon-
go deste trabalho, de distinguir somas directas internas e externas, passando-se
a representar uma soma directa (interna ou externa) pelo stmbolo @. O contexto
permitird determinar se a soma directa em questao € interna ou externa.

Se M & um R-médulo a direita (esquerda) nao nulo que néo possui R-submoédu-
los préprios nao nulos, dizemos que M é simples.

Dizemos que um R-mdédulo & direita (esquerda) M é Noetheriano se M
satisfizer a condigao de cadeia ascendente (abreviadamente c.c.a.) em R-
submédulos, isto é, se nio existir uma cadeia infinita propriamente ascendente

MENS. . $NS..

de R-submdédulos de M.

Um anel R é Noetheriano a direita se o R-mddulo & direita Rp for Noe-
theriano. De forma andloga definimos anel Noetheriano a esquerda. Um anel
R & Noetheriano se R é anel Noetheriano a direita e & esquerda.

Se, dado um R-médulo M, se verificar que nao existem cadeias infinitas pro-
priamente descendentes de R-submédulos de M, obtemos a defini¢ao de R-médulo
& direita Artiniano. Assim, dizemos que um R-mdédulo & direita (esquerda) M
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¢ Artiniano se M satisfizer a condigao de cadeia descendente (abreviada-
mente d.c.c.) em R-submédulos de M, isto é, se no existir uma cadeia infinita
propriamente descentente

de R-submédulos de M.

Um anel R é Artiniano a direita se o R-mdédulo a direita Ry for Artinia-
no. De forma andloga definimos anel Artiniano & esquerda. Um anel R é
Artiniano se I? é anel Artiniano & direita e & esquerda.

Provaremos em seguida que, num anel Noetheriano a direita (ou a esquerda),
existe um nimero finito de ideais primos minimais.

Teorema 1.2.3 Num anel Noctheriano & direita (ou & esquerda) existe apenas
um numero finito de ideais primos minimais.

Demonstragao. Seja R um anel Noetheriano a direita (ou a esquerda).

Comegamos por provar que existe um nimero finito de ideais primos de R -
Py sy By, batis eppes Fjua. by = 0.

Com vista a um absurdo, suponhamos que nao existe um niimero finito de
ideais primos de R - Py, ..., P, tais que P,...F, = 0. Consideremos a familia

X ={I:1I é&um ideal que néo contém produtos finitos de ideais primos}

ordenada pela relagao inclusao. Uma vez que 0 € X e R ¢ anel Noetheriano a
direita (ou & esquerda}, X possui elemento maximal K.

Sejam I, J ideais de R tais que IJ C K; entao (K + I)(K + J) C K. Com
vista a um absurdo, suponhamos que I € K e J € K. Por construcao de K,
K+1 e K+ J contém produtos finitos de ideais primos de . Consequentemente,
(K +I)(K + J) contém produtos finitos de ideais primos de R e, logo, K contém
produtos finitos de ideais primos de R, o que é absurdo. Concluimos, assim, que
I C KoulJC K, logo, K & um ideal primo de R, o que também ¢é absurdo. O
absurdo resultou de supormos que 0 nao contém produtos finitos de ideais primos
de R, logo, existem ideais primos de R - P, ..., P, tais que P;...P, = 0. Pelo
Lema 1.1.8, existem ideais primos minimais de R - P}, ..., P, tais que P{ C P,
oy Py & By Yopm, Pl Bl = B

Consideremos agora um ideal primo P de R, entao, P...P, =0 C P e, uma
vez que P é um ideal primo, existe i € {1,...,n} tal que P/ C P. Consequen-
temente, R contém apenas um numero finito de ideais primos minimais, como
desejdvamos provar. |

A Proposicao que se segue e os respectivos Coroldrios sdo bem conhecidos,
pelo que a sua demonstracao sera omitida.
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Proposicao 1.2.4 Sejam M um R-mdédulo e N um R-submddulo de M; entao
M é um R-mddulo Noetheriano (respectivamente Artiniano) se e s6 se N e M/N
sao R-mddulos Noetherianos (respectivamente Artinianos).

Coroldrio 1.2.5 Toda a soma directa finita de R-mddulos Noetherianos (respec-
tivamente Artinianos) é um R-mddulo Noetheriano (respectivamente Artiniano).

Corolario 1.2.6 Seja R é wm anel Noetheriano & direita (respectivamente Ar-
tintano o direita); entdo, todos os R-mddulos o direita finitamente gerados sao
Noetherianos (respectivamente Artinianos).

Observe-se que, se M & um R-mdédulo Noetheriano, todos os R-submddulos
de M séo finitamente gerados. De facto, se existir um R-submdédulo N de M que
ndo scja finitamente gerado, para cada nimero natural n, podemos escolher um
elemento i,, de N tal que

RS uaR+4RG .. GuR+ LR+ .. + iR,

construindo-se, assim, uma cadeia infinita propriamente ascendente de R-subma-
dulos de M, o que é absurdo. Consequentemente, todos os R-submddulos de
M s@o finitamente gerados. Reciprocamente, se considerarmos um R-médulo
M cujos R-submédulos sdo todos finitamente gerados e tomarmos uma cadeia
propriamente ascendente de R-submédulos de M - Ny & Ny & ..., conclufmos
que o R-submédulo de M - J = U;en/V; € finitamente gerado, pelo que a cadeia
¢ finita. Tal leva-nos a concluir que:

Lema 1.2.7 Um R-mddulo M é Noetheriano se ¢ s6 se todos 0s seus R-submddu-
los sao finitamente gerados.

O Teorema que se segue permite-nos relacionar anéis Noetherianos e Artinia-
nos.

Teorema 1.2.8 (Hopkins, Levitzki) Seja R um anel Artiniano a direita (res-
pectivamente a esquerda); entao R ¢ anel Noetheriano o direita (respectivamente
a esquerda,).

Demonstragao. [14], Teorema 3.15. =

Do Teorema 1.2.8 podemos concluir que todo o anel Artiniano ¢ Noetheriano.
A reciproca deste Teorema é falsa: por exemplo, o anel Z, com as operagoes
usuais, € um anel Noetheriano mas nao é Artiniano.

Em seguida introduzimos uma nova classe de médulos - os médulos semisim-
ples.

Um R-mdédulo a direita (esquerda) M é semisimples se M for igual a soma
directa de uma familia de R-submdédulos simples de M.

Um anel R diz-se semisimples se R for semisimples como Z-mddulo a direita.

Consideremos agora o seguinte Teorema:
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Teorema 1.2.9 (Noether) Seja R um anel. As seguintes afirmagdes sao equi-
valentes:

a) Rr é semisimples,

b) IR é semisimples,

¢) todos os R-mddulos & direita sdo semisimples,

d) todos os R-mddulos & esquerda sao semisimples.

Demonstracao. [14], Teorema 3.4. m

Aplicando o Teorema anterior, conclufmos que I? é anel semisimples se e s6
se R é semisimples como -mdédulo & esquerda.

Observe-se, agora, que se R é anel semisimples, por defini¢ao, R é igual a uma
soma directa de uma familia de ideais direitos simples - ([;);ex de R. Uma vez
que a identidade de R se escreve como uma soma finita de elementos - 4 € I,
vy @y € Iy, com ky, ...k, € K, R ¢ igual a uma soma directa de uma familia
finita de ideais direitos simples de R. Ora, como todos os ideais direitos simples
sao R-médulos & direita Artinianos e R-mddulos & direita Noetherianos, tendo
em consideragao o Corolédrio 1.2.5, concluimos que:

Lema 1.2.10 Todo o anel semisimples é Noetheriano & direita e Artiniano d
direita.

Aplicando o Teorema 1.2.9, concluimos que:

Proposigao 1.2.11 Seja R um anel semisimples; entao R é anel Artiniano e
Noetheriano.

Verificaremos, em seguida, que todo o anel semisimples contém anéis de di-
visao.

Lema 1.2.12 Se R é um anel semisimples, entao existem elementos idempoten-
tes ey, ...,e, tais que e; + ... + e, = 1, e Rey, ..., e, Re,, sdo anéis de divisdo e
e;e; = 0, para todos i,j € {1,...,n} tal que i # j.

Demonstragao. Como R é anel semisimples, R = @;<;B;, onde B; é um ideal
direito simples de R, para todo ¢ € I. Consequentemente, existem iy, ...,1, € [
e e; € B;\{0},...,e, € B; \{0} tais que e; + ... + e, = 1. Consideremos [ €
{1,...,n}, entdo

e =lep=(e1+ ... +ey)e = erep+ ... + eqey.

Como a soma y_,_; B;, ¢ directa, e;e; = 0, para todo j € {1,...,n}\{l}, e e éum
elemento idempotente. Concluimos, assim, que 1 = e; +...+ ey, onde ey, ..., €, $20
elementos idempotentes tais que e;e; = 0, para todos ¢,j € {1,...,n} tal que i # j.
Consequentemente, para todo ¢ € {1,...,n}, e; Re; € um anel com identidade e;.
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Seja j € {1,...,n}. Com o intuito de provarmos que e, Re; ¢ anel de divisao,
consideremos r € e; Re; \{0}, entdo, r = e;be;, para algum b € R, e rRR C ¢;R.
Como B;; é um ideal direito simples, B;; = e; R = r R, logo, existe a € R\{0} tal
que ra = e;. Assim,

e; = eje; = rae; = (e;be;)(ejae ).
Analogamente, existe ¢ € R\{0} tal que e; = (e;jae;)(e;jce;). Consequentemente,
Cjb@j = €4C€4,

portanto e;be; ¢ uma unidade de e; Re;. Provamos, assim, que e;Re; ¢ anel de
divisao, para todo 7 € {1,...,n}. =

1.3 Séries filiadas

Sejam M um R-médulo e X um subconjunto de M. Designamos por anulador
de X em R o conjunto

rannp(X) = {r € R :xr =0, para todo z € X}.

O conjunto ranng(X) é um ideal dircito de R e, no caso de X ser um R-
submédulo de M, ranng(X) é um ideal bilateral de R. No caso de o conjunto X
considerado ter apenas um elemento - z, por simplificagdo de linguagem, repre-
sentamos ranng({z}) por ranng(x).

Suponhamos que o R-médulo considerado no pardgrafo anterior é Rg. Se
considerarmos um subconjunto X de I, temos

ranng(X) ={r € R:zr =0, para todo z € X}.

Designamos o conjunto assim definido por anulador a direita de X em £. Logo,
ranng(X) ¢ um ideal direito de R e, se X for um ideal direito de R, ranng(X)
é um ideal bilateral de R. De forma anéloga, definimos

lanng(X) = {r € R:rz =0, para todo z € X}

e designamos este conjunto por anulador a esquerda de X em I.
Se M é um R-médulo e X é um subconjunto de R, definimos

anna(X) ={m € M : mz =0, para todo z € X}

e designamos este conjunto por anulador de X em M. Observe-se que, no caso
de X ser um ideal esquerdo, ann(X) é um R-submddulo de M.

Um R-médulo M diz-se fiel se ranng(M) = 0 e M diz-se totalmente fiel se
rannp(N) = 0, para todo o R-submédulo ndo nulo N de M.
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Proposigao 1.3.1 Seja M um R-mddulo nao nulo e suponhamos que existe um
ideal P tal que P é mazimal entre os anuladores de R-submddulos nao nulos de
M em R; entio P é um ideal primo de R, P = ranng(annp(P)) e anny(P) é
um R/P-mddulo & direita totalmente fiel.

Demonstragao. O ideal P é préprio uma vez que 1 & P.

Com o intuito de provarmos que P ¢ um ideal primo, consideremos dois ideais
I, J de R tais que IJ C P. Por hipétese, P é um anulador em R de um R-
submédulo nao nulo N de M, logo, em particular, N1J = 0.

Se NI =0, entdo I C ranng(N) = P.

Se NI # 0, entdo J C ranng(NI). Uma vez que NI < N,

P = ranng(N) < ranng(NI)

e, pelo facto de de PP ser maximal entre os anuladores em I de R-submédulos
ndo nulos de M, P = ranng(NI), o que nos leva a concluir que J C P. Conse-
quentemente, I C P ou J C P, isto ¢, P ¢ um ideal primo.

Para provarmos que anny (P) é um R/P-médulo fiel é suficiente provar que
ranng(anny (P)) = P. Para tal, observe-se que, como anmny (P)P = 0,

P C ranng(anny (P)).
Reciprocamente, como NP = 0, N < anny/(P), o que implica
ranng(anny (P)) C ranng(N) = P.

Consequentemente, anny (P) é um R/P-médulo & direita fiel.
Consideremos um R-submddulo ndo nulo L de anny (P). Entao,

P = ranng(anny (P)) C ranng(L).

Pela escolha de P, P = ranng(L), 0 que nos leva a concluir que anny(P) é um
R/P-mdédulo a direita totalmente fiel, como desejévamos provar. m

Sejam M um R-médulo e P um ideal primo de 2. Dizemos que P é um
primo associado de M se P for igual ao anulador em R de um R-submddulo
nao nulo N de M tal que N é um R/P-mdédulo a direita totalmente fiel.

O conjunto constitufdo por todos os primos associados de um R-mdédulo M é
representado por Ass(M). A Proposi¢ao 1.3.1 permite-nos concluir que, se R for
um anel Noetheriano a direita (ou a esquerda) e M for um R-médulo néo nulo,
o conjunto Ass(M) é nao vazio.

Dizemos que um R-submdédulo N de um R-médulo nao nulo M é um R-
submdédulo filiado de M se N = anny(P), onde P & um ideal de R que é
um anulador em R de um R-submdédulo nao nulo de M e é maximal entre os
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anuladores em R de R-submddulos néo nulos de M. Note-se que, pela Proposicao
1.3.1, P nas condig¢bes anteriores é um primo associado de M.

Uma série filiada de um R-médulo nao nulo M é uma série de R-submédulos
de M da forma

0=MyS M $..5£M, =M, (1)

onde, para cada i € {1,...,n}, o R-médulo M;/M; ; ¢ um R-submddulo filiado
de M/M;_,. Os ideais primos de R da forma P, = ranng(M;/M;_1), com i €
{1,...,n}, designam-se por ideais primos filiados de M correspondentes a série
filiada apresentada em 1). Um primo filiado de M é um ideal primo filiado de
M correspondente a alguma série filiada de M.

A Proposigao seguinte permite-nos concluir que, se It & anel Noetheriano a
direita e M & um R-moédulo nao nulo Noetheriano, M tem uma série filiada. Em
particular, pelo Coroldrio 1.2.6, se R é anel Noetheriano & direita e M é um
R-médulo nao nulo finitamente gerado, concluimos que M tem uma série filiada.

Proposicao 1.3.2 Sejam R um anel Noetheriano ¢ direita e M um R-mddulo
Noetheriano nao nulo; entio M tem uma série filiada

O=MySM §..5 M, =M.

Demonstragao. Como R é anel Noetheriano & direita, existe um ideal P
tal que P é um anulador em R de um R-submddulo nao nulo de M e é maximal
entre os anuladores em R de R-submddulos nao nulos de M.

Designemos ann ;s (P) por My. Se My = M, entdo 0 M é uma série filiada de
M. Caso contrério, existe I maximal entre os anuladores em R de R-submddulos
néo nulos de M /M,;. Consideremos M, tal que My /M, = annag/ag, (P2). Repetin-
do o processo, construimos uma cadeia de R-submdédulos de M

0S M SMy S ...

tal que M;/M;_1 = annpyn,_, (F), onde I € um ideal de R que € um anulador
em R de um R-submédulo nao nulo de M/M;_; e é maximal entre os anuladores
em R de R-submédulos nao nulos de M/M;_q, para todo . Pelo facto de M ser
Noetheriano, concluimos que a cadeia apresentada é finita e que, portanto, M
tem uma série filiada, como desejavamos provar.

Verificaremos que, se R for um anel de ideais direitos e esquerdos principais,
todos os ideais bilaterais sao gerados por um elemento normalizador.

Lema 1.3.3 Sejam R um anel de ideais direitos e esquerdos principais, I um
ideal ndo nulo de R e y um elemento de R que gera I como ideal esquerdo (ou
direito). Entao R é anel Noetheriano ey é um elemento normalizador de R. Em
particular, todo o ideal bilateral de R ¢é gerado por um elemento normalizador de
R
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Demonstragao. Uma vez que, por defini¢ao, todos os ideais direitos e es-
querdos de R sdo finitamente gerados (pois sdo gerados por um tnico elemento),
It é anel Noetheriano.

Seja I um ideal ndo nulo de R e y um elemento de R que gera I como ideal
esquerdo. Como 2 é€ um anel de ideais direitos e esquerdos principais e [ é um
ideal direito de R, existe z € R tal que I = xR = Ry.

Por definicao de y, yR C Ry. Provaremos seguidamente que Ry C yR. Para
tal, observe-se que, como Ry = xR, existe a € I tal que ay = x, logo, ayR = =R,
o que nos leva a concluir que

T=agyR < aRy=ual C I
Consequentemente,
I =gl = ayR.

Dado ¢ € I, ai = ayr, para algum r € R, logo, a(i —yr) =0, com i — yr € I.
Para provarmos que yR = Ry ¢é suficiente provar que

ranng(a) NI =0.

Com efeito, se ranng(a) NI =0, entdo i — yr = 0, logo, i € yR. Uma vez que i
é um elemento arbitrdrio de I, concluimos que Ry = I = yR.

Com o intuito de provarmos que ranng(a) NI = 0, observemos que, pelo facto
de I ser anel Noetheriano a direita, existe um nimero natural n tal que

ranng(a™) = ranng(a®).

Seja i’ € I Nranng(a™); entdo, como al = I, existe 7 € I tal que ¢ = a™}, logo,
0 = a™’ = a®j. Consequentemente,

Yy = ranng(a”™),

j € ranng(a®) e ranng(a
logo, 0 = a™j = ¥, o que nos leva a concluir que I Nranng(a™) = 0. Uma vez que
INranng(a) C INranng(a®™) =0,
concluimos que ¥ € um elemento normalizador de R. De modo andlogo, provamos

que, se ¥ é um elemento de R que gera [ como ideal direito, ¥ é um elemento
normalizador de . m
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1.4 Ideais primitivos

Dizemos que um ideal P de um anel R & primitivo a direita se P = ranng(M),
para algum R-mddulo & direita simples M. De forma andloga definimos ideal
primitivo & esquerda.

Todo o ideal maximal de um anel R é primitivo & direita (e & esquerda).
Com efeito, se tomarmos um ideal maximal M de R e considerarmos um ideal
direito maximal K de R tal que M < K, concluimos que B/K é um R-médulo &
direita simples. Uma vez que (R/K)M = 0, concluimos que M < ranng(R/K).
Ora, como ranng(R/K) ¢ um ideal préprio bilateral de R, por M ser um ideal
maximal de R, M = rannr(R/K) e, consequentemente, M é um ideal primitivo
a direita.

Por outro lado, pela Proposigao 1.3.1, todo o ideal primitivo & direita é primo.
Em particular, conclufimos que todo o ideal maximal de um anel R é um ideal
primo de R. Assim,

Lema 1.4.1 Todo o ideal mazimal de um anel R é um ideal primitivo a direita
(e & esquerda). Todo o ideal primitivo & direita (ou a esquerda) de um anel R é
Primo.

O ideal que se obtém intersectando todos os ideais primitivos & direita de um
anel R é designado por radical de Jacobson de R e é representado por J(R).

O Teorema. que se segue permite-nos concluir que o radical de Jacobson de um
anel R é igual & intersecgio de todos os ideais direitos (ou esquerdos) maximais
de R.

Teorema 1.4.2 Num anel R os sequintes conjuntos coincidem:
a) a intersecgio de todos os ideais direitos mazimais de R,

b) a intersecgao de todos os ideais esquerdos mazimais de R,
¢) a intersecgdo de todos os ideais primitivos a direita de R,

d) a intersec¢io de todos os ideais primitivos a esquerda de I3

Demonstragao. [14], Proposicao 2.16. m

Lema 1.4.3 Seja R um anel Artiniano a direita (ou d esquerda); entdo existe
um naimero natural n tal que J(R)"™ = 0.

Demonstragao. [14], Teorema 3.15. =
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1.5 R-submddulos essenciais

Sejam M um R-moédulo e N um R-submédulo de M. Dizemos que N é um R-
submddulo essencial de M e escrevemos N <. M se NN K # 0, para todo
0 R-submdédulo nao nulo K de M. Neste caso, dizemos que M é uma extensao
essencial de N.

Uma vez que todos os R-submddulos nao nulos de um R-mddulo nao nulo
M possuem um R-submodulo da forma mR, para algum m € M\{0}, afirmar
que N é um R-submdédulo essencial de M é equivalente a afirmar que, para todo
m € M\{0}, mRN N 0, o que, por sua vez, ¢ equivalente a afirmar que, para
todo m € M\{0}, existe r € R\{0} tal que mr € N\{0}.

Dados um anel R e um ideal direito I de R, dizemos que I é um ideal direito
essencial de R se [ for um R-submdédulo essencial do R-mdédulo & direita Rp.
De forma andloga definimos ideal esquerdo essencial de R.

Proposigao 1.5.1 Seja M um R-mddulo.

a) Se N e L sio R-submddulos de M tais que L < N, entdo L <, N e N <, M
se e so se L <, M.

b) Se N1, Ny, N3, Ny sio R-submddulos de M tais que N7 <. Ny e N3 <. Ny,
entao N1 n N3 Se NQ n N4.

¢) Sejam L um R-mddulo, N um R-submddulo essencialde L e f: M — L
um R-homomorfismo; entdo f~1(N) <. M.

d) Sejam X1 = (N;)ier € Xo = (M,)icr duas familias de R-submddulos de M tais
que N; <. M;, para todo i € 1. Se X, for wma familia independente, entao X, é
uma familia independente e

Bier Vi <o Bict M.
Demonstragao. [14], Proposi¢ao 3.21. =

Coroldrio 1.5.2 Sejam I um ideal direito essencial de R, t um elemento de R
e

J={reR:trell;
entao J é um ideal direito essencial de R.

Demonstragao. Se considerarmos o R-homomorfismo

f: R — R

r — tr’

conclufmos, pela alinea ¢) da Proposi¢ao 1.5.1, que f~(I) <, Rg. Uma vez que
f~Y(I) = J, o resultado est4 provado. m
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Dizemos que um R-submdédulo NV de um R-médulo M é uma parcela directa
de M, se existir um R-submédulo K de M tal que M = N @ K.

Provaremos, em seguida, que todo o R-submédulo NV de um R-médulo M é
uma parcela directa de um R-submddulo essencial de M.

Proposicao 1.5.3 Sejam M wm R-mddulo e N um R-submddulo de M; entao
existe um R-submddulo K de M tal ue N K <, M e (N® K)/K <. M/K.

Demonstrac¢ao. Sejam K um R-submddulo de M maximal para a relagao
NNK =0eS um R-submédulo de M tal que SN (N @ K) = 0. Logo,
NNn(Sa®K)=0,

o que, pela escolha de K, implica S = 0. Logo, N ® K <. M.
Seja D/K um R-submédulo néo nulo de M/K. Como K = D, DN N # 0,
logo,
NeK D
m g
K K % 07

o que nos leva a concluir que (N & K)/K <, M/K. =

A Proposicao anterior permitir-nos-d deduzir alguns resultados sobre médulos
semisimples.

A Demonstragio da Proposicao que se segue ¢ omitida uma vez que Demons-
tragio andloga serd dada para uma classe de anéis - a classe dos anéis graduados
(Proposigio 4.2.7).

Proposicao 1.5.4 Um R-mddulo M é semisimples se e s6 se todo o R-submddulo
N de M € uma parcela directa de M.

Coroldrio 1.5.5 Seja R uwm anel semisimples; entdo R é um anel de ideais direi-
tos e esquerdos principais e todo o ideal bilateral de R ¢é gerado por um elemento
normalizador e idempotente.

Demonstragao. Seja [ um ideal direito de R. Pela Proposicao 1.5.4, I &
uma parcela directa de R, logo, existe um ideal direito K tal que R = I & K.
Em particular, 1 = a + b, para alguns ¢ € I e b € K. Uma vez que, para todo
iel, bi=1i—aie(i—ai) € I, concluimos que ¢ — ai = 0, logo, aR = I.
Consequentemente, todos os ideais direitos de R sao principais. Analogamente,
provamos que todos os ideais esquerdos de R s@o principais, logo, R é um anel
de ideais direitos e esquerdos principais.

Seja I um ideal bilateral de R. Vimos jd que existe a € [ tal que ai = 1, para
todo i € I. Em particular, concluimos que a?> = a e aR = I. Pelo Lema 1.3.3,
concluimos que a é um elemento normalizador de I, o que nos leva a concluir que
todo o ideal bilateral de R é gerado por um elemento idempotente e normalizador.
[

A Proposigao que se segue é uma consequéncia das Proposicoes 1.5.3 e 1.5.4.
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Proposigao 1.5.6 Um R-mddulo M ¢é semisimples se e sé se M ndo possui
R-submddulos essenciais proprios.

Demonstragao. Suponhamos que M é um R-mdédulo semisimples e seja N
um R-submodulo proprio de M, entao, pela Proposigao 1.5.4, N é uma parcela
directa de M, logo, N %, M.

Reciprocamente, suponhamos que M nao possui R-submddulos essenciais pré-
prios e seja N um F-submddulo de M. Pela Proposicao 1.5.3, existe um R-
submdédulo K de M tal que N & K <. M, logo, por hipétese, N & K = M e,
pela Proposicao 1.5.4, M é semisimples. m

Em seguida verificaremos que, num anel primo, todos os ideais nao nulos sao
essenciais como ideais direitos e como ideais esquerdos.

Proposicao 1.5.7 Num anel primo R, todos os ideais nao nulos de R sao ideais
direitos (e esquerdos) essenciais de R.

Demonstragao. Sejam [ um ideal ndao nulo de R e J um ideal direito de R
tal que I N J = 0. Consequentemente, JI = 0 e, pelo facto de R ser anel primo,
J = 0. Provamos, assim, que / é um ideal direito essencial de R. Analogamente
provamos que I é um ideal esquerdo essencial de . m

1.6 Modbdulos nao singulares

Introduzimos, agora, um R-submaddulo importante de um F-mdédulo M, construi-
do a custa dos elementos de M cujos anuladores sao essencias.

Proposigao 1.6.1 Sejam R um anel e M um R-mddulo. Entdo,
Z(Mg) ={m e M : ranng(m) <. Rg}
é um R-submddulo de M.
Demonstragao. Sejam my, my € Z(Mpg); logo,
ranng(my) <. Rp,ranng(msy) <. Rg.
Uma vez que
ranng(my) Nranng(ms) C ranng(my + ms),
e, pela Proposigao 1.5.1,

ranng(mp) Nranng(ms) <. Rg,
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concluimos que
ranng(mi +ma) <. Rpg,

isto ¢, my +my € Z(Mpg). Analogamente, provamos que my — mg € Z(Mp).
Para provarmos que Z(Mp) é um R-moédulo a direita é, pois, suficiente provar
que, para todo m € Z(Mp), para todo r € R, mr € Z(Mg).
Consideremos m € Z(Mpg) e r € K. Uma vez que

ranng(mr) = {z € R :rx € ranng(m)}
e, por defini¢do de Z(Mpg), ranng(m) <. Rg, pelo Coroldrio 1.5.2,
ranng(mr) <. Rp,
logo, mr € Z(Mpg). m

Dado um R-médulo M, o R-submédulo de M - Z(Mp) definido na Proposicéo
anterior & designado por R-submédulo singular de M. No caso de nao haver
ambiguidade, representamos o R-submédulo singular do R-médulo M por Z(M).

Dizemos que um R-médulo 4 direita M € nao singular se Z(M) = 0e M
¢ singular se Z(M) = M. Analogamente, definimos R-médulo & esquerda nao
singular ¢ R-modulo a esquerda singular.

Observe-se que, dados um R-médulo a direita M e um R-submddulo N de
M, Z(N)=Z(M)NN.

Proposigao 1.6.2 Seja R um anel.

a) Todos os R-submddulos, mddulos quocientes e somas de R-mddulos singulares
sao R-mddulos singulares.

b) Todos os R-submddulos, somas directas e ertensoes essenciais de R-mddulos

ndo singulares sdo R-mddulos nao singulares.
¢) Sejam M um R-mdédulo e N um R-submddulo de M tal que N e M/N sdo
R-médulos ndo singulares; entdo M é um R-mddulo nao singular.

Demonstragao. [14], Proposicao 3.28. ®

Proposicao 1.6.3 Seja R um anel.

a) Seja N um R-submddulo essencial de um R-mddulo M; entdo M/N ¢é um
R-médulo singular.

b) Sejam M um R-mddulo ndo singular e N um R-submddulo de M tal que M /N
¢ um R-mddulo singular; entao N <, M.
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Demonstragao. Seja m € M e ¢ o R-homomorfismo

¢: R - M

r o — mr
Uma vez que N <, M, pela Proposicao 1.5.1, ¢~ (N) <, Rg, isto &,
J={reR:mre N}

é um ideal direito essencial de R. Uma vez que ranng(m + N) = J, concluimos
que

(m+ N) € Z(M/N).

Consequentemente, M /N é um R-mdédulo singular, como desejdvamos provar.
b) Seja m € M\{0}, logo,

ranng(m) C ranng(m + N).

Uma vez que M/N é um R-médulo singular, ranng(m + N) <. Rg. Por outro
lado, como M é um R-médulo nao singular, ranng(m) ;ﬁ_e Rg, o que nos leva a
concluir que

ranng(m) G ranng(m + N).

Consequentemente, existe r € R tal que mr € N\{0}. Concluimos, assim, que
N <. M, como desejavamos provar. M

Dizemos que um anel R é nao singular & direita (respectivamente a es-
querda) se Z(Rp) = 0 (respectivamente Z(gR) = 0). O anel R é nao singular
se € nao singular a direita e a esquerda.

Proposigao 1.6.4 Seja R um anel ndo singular @ direita; entdo:

a) para todo o R-mddulo M, M/Z(M) é um R-mddulo nao singular,

b) se N é um R-submddulo de um R-mddulo M tal que N e M/N sdo R-mddulos
singulares, entao M é um R-mddulo singular,

¢) toda a extensao essencial de um R-mddulo singular é um R-mddulo singular.

Demonstragao. [14], Proposi¢ao 3.29. m
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1.7 Relacoes entre diferentes classes de anéis

Anteriormente introduzimos diferentes classes de anéis e estuddmos propriedades
caracteristicas de cada uma destas classes. Em seguida, iremos relacionar varias
classes introduzidas.

Teorema 1.7.1 (Wedderburn, Artin) Seja R um anel; entdo, as sequintes
afirmagdes sao equivalentes:

a) R ¢ anel Artiniano a direita e J(R) = 0.

b) R é anel Artiniano a esquerda e J(R) = 0.

c) R é anel semisimples.

Demonstragao. [14], Teorema 3.13. =

Coroldrio 1.7.2 Seja R um anel; entdo, as sequintes afirmagdes sao equivalen-
tes:

a) R é anel Artiniano @ direita semiprimo.

b) R ¢ anel Artiniano & esquerda semiprimo.

c) R é anel semisimples.

Demonstracao. Comecemos por demonstrar que as condigoes “R ¢ anel
Artiniano a direita ¢ J(R) = 0”7 e “R é anel Artiniano a direita semiprimo” sao
equivalentes.

Designemos o radical primo de R por P(R). Uma vez que todos os ideais
primitivos & direita sdo, em particular, primos, concluimos que P(R) C J(R).
Logo, J(R) = 0 implica P(R) = 0, pelo que a condi¢do “R & anel Artiniano a
direita e J(R) = 0”7 implica a condigao “R é anel Artiniano a direita semiprimo”.

Reciprocamente, suponhamos que R é anel Artiniano a direita semiprimo.
Pelo Lema 1.4.3, existe um ntimero natural n tal que J(R)" = 0. Como R é
anel semiprimo, J(R) = 0. Est4, pois, demonstrado que as condigoes “I? & anel
Artiniano & direita e J(R) = 07 e “R é anel Artiniano a direita semiprimo” sao
equivalentes. De forma ansloga, provamos que as condi¢oes “R é anel Artiniano
4 esquerda e J(R) = 0”7 ¢ “R ¢ anel Artiniano a esquerda semiprimo” sao equiva-
lentes. Aplicando o Teorema 1.7.1, conclufmos que as condigdes a), b) e ¢) séo
equivalentes. m

Corolério 1.7.3 Seja R um anel; entdo as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
a) R é anel Artiniano o direita primo.

b) R ¢ anel Artiniano a4 esquerda primo.

c) R ¢é anel Artiniano a direita simples.

d) R é anel Artintano a esquerda simples.

e) R ¢ anel simples e semisimples.
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Demonstragao. Comecemos por verificar que a condigéo a) implica a con-
digdo e€). Suponhamos que R é anel Artiniano & direita primo. Pelo Coroldrio
1.7.2, R é anel semisimples. Com o intuito de provarmos que R é anel simples
consideremos um ideal nao nulo [ de R. Como R é anel primo, pela Proposigao
1.5.7, I é um ideal direito essencial de R. Uma vez que R é anel semisimples,
aplicando a Proposi¢io 1.5.6, conclufimos que I = R. Consequentemente, R é
anel simples.

E 6bvio que a condigio e) implica a condicio c) e que esta implica a condigio
a).

De forma andloga, provamos que a condigdo b) implica a condi¢éo e) e que
esta implica a condigdo d) que, por sua vez, implica a condigao b). O coroldrio
estd, pois, demonstrado. =

A Proposicao que se segue € uma consequéncia imediata do Coroldrio anterior.

Proposigao 1.7.4 Num anel Artiniano & direita (ou & esquerda) todos os ideais
primos sao tdeais maximais.

Demonstragao. Seja R um anel Artiniano a direita e £ um ideal primo
de R; entdo R/P & anel Artiniano a direita primo, o que, pelo Corolério 1.7.3,
nos leva a concluir que R/P ¢ anel simples. Consequentemente, P é um ideal
maximal de R, como desejdvamos provar. M

Coroldrio 1.7.5 Todo o anel Artiniano a direita (ow & esquerda) tem um nimero
finito de ideais primos.

Demonstragao. Seja R um anel Artiniano & direita. Pelo Teorema 1.2.8, R
¢ anel Noetheriano a direita. Consequentemente, pelo Teorema 1.2.3, R contém
um numero finito de ideais primos minimais.

Uma vez que, pela Proposi¢ao 1.7.4, todos os ideais primos de R sao ideais
maximais, conclufmos que todos os ideais primos de R sao ideais primos minimais.
Portanto, R contém um mimero finito de ideais primos. =

1.8 Moddulos injectivos

Seja M um R-médulo. Dizemos que M é um médulo injectivo se, para todo o
R-médulo L, para todo o R-submédulo NV de L e para todo o R-homomorfismo
f: N — M ,existe um R-homomorfismo ¢g: L — M talque f=g|n.

Da defini¢ao apresentada decorre que uma soma directa de uma familia finita
de R-mdédulos injectivos ainda é um R-médulo injectivo. Para provarmos este
facto, consideremos um R-médulo B, um R-submédulo C' de B, um conjunto
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finito /, uma familia (M;);e; de R-mdédulos injectivos e um R-homomorfismo
¢p: C — @jeM; . Consideremos, para cada i € I, a projecgao

B @jerM; — M;
(my)jer — my

Uma vez que, para cada ¢ € I, ¢, = P, 0 ¢ & um R-homomorfismo e M; é um R-
médulo injectivo, existe, para cada ¢ € I, um R-homomorfismo ! : B — M;
tal que 9} |¢= ;. Designemos por " o R-homomorfismo

v B —  @erM;
b — (¥i(b))ier

logo, ¥" |c= ¢. Consequentemente, @,e;M; ¢ um R-médulo injectivo, como
desejdvamos provar.

Definicao 1.8.1 Designa-se por invdlucro injectivo de um R-mddulo M um
R-mddulo injectivo que é wma extensdao essencial de M.

Destacamos dois resultados fundamentais sobre médulos injectivos.
Proposigao 1.8.2 Todo o R-mddulo possui um invdlucro injectivo.

Demonstragao. [14], Teorema 4.8. m

Proposicao 1.8.3 Sejam E, E' invélucros injectivos de um R-mddulo M ; entdo
E~F.

Demonstragao. [14], Proposi¢ao 4.9. m

A Proposicao 1.8.2 permite-nos concluir que todo o R-médulo M possui um
involucro injectivo E e a Proposicao 1.8.3 leva-nos a concluir que o invélucro
injectivo &, a menos de isomorfismo, tnico.

Representamos por E(Mg) ou, no caso de nao haver ambiguidade, por E(M)
o invélucro injectivo de um R-mdédulo M.

Proposicao 1.8.4 Sejam M um R-mddulo e N um R-submddulo essencial de
M; entio E(M) = E(N).

Demonstragao. Uma vez que N <, M e M <, FE(M), concluimos, pela
Proposigao 1.5.1, que N <. E(M). Por outro lado, como E(M) é um R-médulo
injectivo, conclui-se que E(M) é o invélucro injectivo de N, isto é, E(M) = E(N),
como desejavamos provar. M
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Proposicao 1.8.5 Seja (M;)icr uma familia de R-mddulos tal que I é um con-
Junto finito; entao E(@®ierM;) = @ierE(M;).

Demonstragao. Uma vez que M; <. E(M;), para todo ¢ € I, pela Propo-
sicao 1.5.1,

BicrM; <o Sic1 E(M;).

Ora, como verificdmos ja que a soma directa de uma familia finita de R-mdédulos
injectivos ainda é um R-médulo injectivo, @, F(M;) é um R-mdédulo injectivo,
0 que nos leva a concluir que

E(@®ic1M;) = ®ic1 E(M;),

como desejavamos provar. W

1.9 Modbdulos uniformes e dimensao de Goldie

Dizemos que um R-mdédulo nao nulo M é uniforme se a intersecgao de dois
quaisquer [-submédulos ndo nulos de M ¢ nao nula. Observe-se que afirmar
que um R-médulo ndo nulo M é uniforme é equivalente a afirmar que todo o
R-submédulo nao nulo de M é essencial em M.

Proposicao 1.9.1 Todo o R-mddulo semisimples e uniforme € simples.

Demonstragao. Seja M um R-mdédulo semisimples e uniforme e N um R-
submaédulo ndo nulo de M. Como M é semisimples, existe um R-submédulo K
de M tal que M = N & K. Em particular, N N K = 0. Por outro lado, como
M & uniforme, N <., M, logo, K = 0, o que nos leva a concluir que N = M.
Consequentemente, M é um R-mddulo simples, como desejavamos provar. W

Em seguida verificaremos que afirmar que um R-mdédulo nao nulo M é unifor-
me ¢é equivalente a afirmar que M possui um R-submdédulo essencial e uniforme.

Lema 1.9.2 Um R-mddulo M é uniforme se e sé se M possui um R-submddulo
uniforme N tal que N <, M.

Demonstragao. Suponhamos que M é um R-mdédulo uniforme; entéo, se
considerarmos N = M, concluimos que N é um R-submédulo uniforme de M tal
que N <. M.

Reciprocamente, suponhamos que M possui um R-submddulo uniforme N tal
que N <, M. Consideremos dois R-submdédulos Ny, N, de M tais que NyNNz = 0.
Entao,

(NNN;)N(NNN)=0.
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Uma vez que N é um R-médulo uniforme, NN N; = 0 ou NN Ny = 0. Por outro
lado, como NV é um R-submdédulo essencial de M, N; = 0 ou N, = 0, 0 que nos
leva a concluir que M é um R-modulo uniforme, como desejdvamos provar. m

Coroldrio 1.9.3 Um R-mddulo M é uniforme se e sd se E(M) é um R-mddulo
uniforme.

Demonstragao. Se M é um R-mdédulo tal que E(M) é um R-médulo uni-
forme, entao M ainda é um R-mdédulo uniforme.

Reciprocamente, suponhamos que M é um R-mddulo uniforme; entao, como
M <. E(M), pelo Lema 1.9.2, E(M) ¢ um R-médulo uniforme. m

O Lema que se segue permite-nos concluir que, se R ¢ anel Noetheriano a
direita (ou & esquerda) e M é um R-mdédulo uniforme, o conjunto Ass(M) tem
um s6 elemento.

Lema 1.9.4 Sejam R um anel Noetheriano o direita (ou & esquerda) e M um
R-médulo uniforme; entdo Ass(M) = {P}, para algum ideal primo P de R.

Demonstracao. Como R é anel Noetheriano a direita, existe um ideal P
que &€ um anulador em R de um R-submdédulo nao nulo de M e é maximal entre
os anuladores em R de R-submddulos néo nulos de M. Seja N = anny(P). Pela
Proposi¢ao 1.3.1, P ¢ um ideal primo de R, P = ranng(N) e N ¢ um R/P-mddulo
4 direita nao nulo totalmente fiel, logo, P € Ass(M).

Consideremos @ € Ass(M), entdo, @ = ranng(X), para algum R/Q-médulo
3 direita X nao nulo totalmente fiel.

Uma vez que M é um R-moédulo uniforme, X NN # 0 e, pelo facto de X ser
um R/Q-médulo a direita totalmente fiel, ranng(X N N) = Q). Analogamente,
como N é um R/P-mdédulo & direita totalmente fiel,

P =ranng(X NN) =@,
consequentemente, Ass(M) = { P}, como desejavamos provar. W

Com o intuito de definirmos dimensao de Goldie de um R-médulo M, aten-
damos & seguinte Proposigao:

Proposigao 1.9.5 Sejam M wm R-mddulo e N, L R-submddulos essenciais de
M. Suponhamos que

NﬁNl@@Nk,
onde N; é um R-submddulo uniforme de N, para todo i € {1,....,k} e
L=Li@® .. Ls,

onde L; é um R-submddulo uniforme de L, para todo j € {1, ..., s}. Entao, s = k.
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Demonstragao. Suponhamos, sem perda de generalidade, que s > k.

Comecemos por provar que existe 7 € {1,...,s} tal que N' = No @ ... & Ny
intersecta trivialmente L;. Com efeito, se N' N L; # 0, para todo j € {1, ..., s},
pela uniformidade de L;,

N'NL; <. L;, para todo j € {1,..., s}.
Aplicando a Proposi¢ao 1.5.1, concluimos que
(NNNL)®..a(N'NLy) <. L1 & ... L, <. M.

Consequentemente, N’ <, M, o que é absurdo, uma vez que NN N; = 0. O
absurdo resultou de supormos que N’ intersecta L, nao trivialmente, para todo
7 € {1,...,s}. Consequentemente, existe j € {1,..., s} tal que N'N L; = 0. Sem
perda de generalidade, suponhamos j = 1.

Designemos por N’ o R-médulo N’ @ L,. Observe-se que N N Ny # 0, pois,
caso contrério, a soma N; + N' + L, seria uma soma directa, o que contraria o
facto de NV, @ ... ® N, <. M. Como N; &€ um R-mdédulo uniforme, N" N N; <, Ny,
logo, pela Proposicao 1.5.1,

(N"ON)B N, D .. ON < NiBNo D ... DN <, M.
Ora, como
(N'NN)) BN, @ ... N, < N,
concluimos que N” <, M, isto é,
LieN.@®...& Ny <. M.

Repetindo o processo e se necessério modificando os indices da familia (L;)ieq1,...,s},
concluimos que

Li® Lo ...d N <. M.
Ao fim de k passos, temos
Li®Ly®..® Ly <. M.
Ora, como L, @ Lo @ ... ® Ly <. M, k = s, como desejdvamos provar. ®

Tendo em consideragéo a Proposi¢ao 1.9.5, podemos agora introduzir o con-
ceito de dimensao de Goldie.
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Definicao 1.9.6 Seja n wm nimero natural. Dizemos que um R-mddulo a di-
reita M tem dimensdo de Goldie (ou dimensdo uniforme) n e escrevemos
u. dim(M) = n, se existir um R-submddulo essencial N de M tal que N é uma so-
ma directa de uma familia de n R-submddulos uniformes de M. No caso de existir
um numero natural n nas condig¢des descritas, dizemos que M tem dimensao de
Goldie finita. Caso contrdrio, dizemos que M tem dimensao de Goldie in-
finita (ou dimensdo uniforme infinita) e escrevernos w.dim(M) = oco. De
forma andloga, definimos dimensdo de Goldie de um R-mddulo & esquerda M.

Dado um anel R, dizemos que R tem dimensao de Goldie a direita finita
(respectivamente dimensao de Goldie a esquerda finita), se R (respecti-
vamente gpR) tiver dimensio de Goldie finita e afirmamos que R tem dimensao
de Goldie a direita infinita (respectivamente A esquerda infinita) se Ry
(respectivamente gzR) tiver dimensao de Goldie infinita.

Proposicao 1.9.7 Sejam M um R-mddulo e n um nimero natural tal que
u. dim(M) = n.

Seja N = N1 @ ...& N um R-submddulo de M tal que N; é um R-submddulo nao
nulo de M, para todo 1 € {1,...,k}; entdo k < n.

Demonstragao. Provaremos a proposi¢io por indugao na dimensao de Gol-
die de R-médulos que tém dimensao de Goldie finita.

Seja M’ um R-médulo com dimensdo de Goldie n = 1; entao M’ contém um
R-submdédulo essencial L que é uniforme. Pelo Lema 1.9.2, M’ é um R-mdédulo
uniforme. Suponhamos que M’ contém um R-submdédulo N = Nj @ ... & Ny,
onde k ¢ um nimero natural e N/ é um R-submdédulo nao nulo de M’, para todo
i €{1,..,k}. Una vez que M' & um R-médulo uniforme, concluimos que k = 1.
Assim, no caso n = 1, a proposigao & vélida.

Seja n > 1 e suponhamos que a proposi¢ao ¢ vilida no caso de o R-mddulo
considerado ter dimensao de Goldie n — 1. Consideremos um R-mddulo M’ que
tem dimensao de Goldie n; entdo M’ possui um R-submddulo essencial L tal que

L=L1®..8L,,

onde L; é um R-submadulo uniforme de M’, para todo i € {1, ...,n}. Seja N/ um
R-submédulo de M’ tal que
N =N @..® N,

onde N! é um R-submédulo ndo nulo de M’, para todo ¢ € {1,..., k}, com k > 1.

Consideremos N = N} & ... & Nj. Provaremos que existe i € {1,...,n} tal
que N" N L; = 0. Com vista a um absurdo, suponhamos que N’ N L; # 0, para
todo j € {1,...,n}. Como L; é um R-médulo uniforme,

N'NL; <. L;, paratodo j € {1,...,n}.
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Aplicando a Proposi¢ao 1.5.1, concluimos que
(N'NL)®..&(N'NL,) <. L1 ® ... L, <. M.

Consequentemente, N" <, M', o que é absurdo, uma vez que N" N N; = 0. O
absurdo resultou de supormos que N” intersecta L, nao trivialmente, para todo
7 €{1,..,n}. Consequentemente, existe j € {1,...,n} tal que N" N L; = 0. Sem
perda de generalidade, supomos j = 1.

Se designarmos o R-médulo

(NJNLD)® ... (N, N L)

por N*, concluimos que N*NL; =0e N* ¢ um K-submédulode L = L1 &...H L,.
Consideremos o R-homomorfismo

¢: N* = Lp®.8 Ly

m — Mo+ ..+m,

representando-se por my, Ma, ..., My 08 elementos de, respectivamente, Ly, ..., Ly
tais que m = mq + ... + m,. Uma vez que N* N Ly = 0, ¢ é um R-monomorfismo.
Ora, como L <, M’, entao N/ N L # 0, para todo ¢ € {2,...,k}. Uma vez que ¢
¢ um R-monomorfismo, concluimos que ¢(N/ N L) # 0, para todo 7 € {2, ..., k}.
Consequentemente, Lo & ... @ L, contém um R-submdédulo

L'=¢(NsAL) @ ... ¢(N,N L)

que ¢ uma soma directa de uma familia de £ — 1 R-submdédulos nao nulos. Uma
vez que 0 R-médulo Ly @ ... @ L, tem dimensdo de Goldie n — 1, aplicando a
hipétese de inducao, concluimos que k—1 < n—1, logo, £ < n, como desejavamos
provar. m

No Teorema que se segue indicamos uma condigao suficiente (e necessdria)
para um R-mddulo nao nulo ter dimensao de Goldie infinita. Utilizando esta
condi¢@o, concluiremos, em particular, que os R-mdédulos nao nulos Noetheria-
nos e os -mdédulos nao nulos Artinianos tém dimensao de Goldie finita. Para
provarmos o Teorema atendamos ao seguinte Lema:

Lema 1.9.8 Seja M um R-mddulo nao nulo tal gue M nao contém somas direc-
tas de familias infinitas de R-submddulos nao nulos; entao todo o R-submddulo
nao nulo N de M contém um R-submddulo uniforme.

Demonstragao. Com vista a um absurdo, suponhamos que N é um FR-
submdédulo nao nulo de M que nao contém R-submdédulos uniformes. Entéo,
existem R-submddulos nao nulos de N - Ny, N, tais que Ny N Ny = 0, logo,
N1 @ N; < M. Uma vez que Ny < N, Ny é um R-submédulo de M nao uniforme.
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Consequentemente, existem R-submodulos nao nulos de Ny - N3, Ny tais que
N3 N Ny = 0, logo,

N1 @& Ns BNy < M.

Repetindo o processo, construimos uma soma directa de uma familia infinita de
R-submdédulos nao nulos de M, o que é absurdo. O absurdo resultou de supormos
que N nao contém R-submédulos uniformes. Logo, todo o R-submdédulo nao nulo
N de M contém um R-submodulo uniforme, como desejdvamos provar. M

Teorema 1.9.9 Seja M um R-mddulo nao nulo; entio M tem dimensdo de Gol-
die infinita se e s6 se M contém uma soma directa de uma famidia infinita de
R-submddulos nao nulos.

Demonstragao. Se M tem dimensao de Goldie finita, pela Proposigao 1.9.7,
M nao contém uma soma directa de uma familia infinita de R-submdédulos nao
nulos.

Para provarmos o teorema é, pois, suficiente provar que, se M nao contém
uma soma directa de uma famflia infinita de R-submddulos nao nulos, entao M
tem dimensao de Goldie finita.

Suponhamos que M nao contém somas directas de familias infinitas de R-
submddulos nao nulos. Pelo Lema 1.9.8, M possui um R-submddulo uniforme
N;. Se N; £. M, entdo existe um R-submédulo ndo nulo N, de M tal que
NN N} = 0. Aplicando o Lema 1.9.8, concluimos que /V; possui um R-submédulo
uniforme Ny. Se Ny Ny £. M, repetimos o processo. Uma vez que M nao contém
somas directas de familias infinitas de R-submdédulos nao nulos, existe um nidmero
natural k e existem R-submdédulos uniformes de M - Ny, ..., IV; tais que

Ni@..dN, <. M.

Conclufmos, assim, que M tem dimensdo de Goldie finita, como desejdvamos
provar. m

Coroldrio 1.9.10 Todo o R-mddulo nao nulo Noetheriano ou Artiniano tem di-
mensao de Goldie finita.

Demonstragao. Se M ¢ um R-médulo ndo nulo Noetheriano ou Artiniano,
M nao contém somas directas de familias infinitas de R-submdédulos nao nulos,
logo, pelo Teorema 1.9.9, M tem dimenséo de Goldie finita. m

Corolério 1.9.11 Todo o R-mddulo nao nulo Noetheriano ou Artintano possui
um R-submddulo uniforme.
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A Proposicao que se segue permite-nos reformular a defini¢ao de dimensao de
Goldie. Mostraremos que um R-médulo M tem dimensao de Goldie finita igual
a n, onde n é um ndmero natural, se e sé se M contém uma soma directa de uma
familia de n R-submdédulos nao nulos mas nao contém uma soma directa de uma
familia de n + 1 R-submédulos nao nulos.

Proposigao 1.9.12 Sejam M um R-mddulo e n um numero natural; entdo, as
sequintes afirmacoes sao equivalentes:

a) M tem dimensao de Goldie n,

b) M contém uma soma directa de uma familia de n R-submddulos nao nulos
mas ndo contém uma soma directa de uma familia de n + 1 R-submddulos nao
nulos.

Demonstragao. Suponhamos que ¢ vélida a condigéo a).

Por defini¢ao de dimensdo de Goldie, M contém um R-submddulo (essencial)
que é uma soma directa de uma famflia de n R-submédulos (uniformes) néo nulos.
Pela Proposi¢ao 1.9.7, M nao contém uma soma directa de uma familia de n + 1
R-submdédulos nao nulos.

Reciprocamente, suponhamos que M contém uma soma directa de uma fami-
lia de n R-submdédulos nao nulos mas nao contém uma soma directa de uma
familia de n + 1 R-submdédulos nao nulos. Em particular, M nao contém uma
soma directa de uma familia infinita de R-submédulos nao nulos, o que, pelo
Teorema 1.9.9, nos leva a concluir que M tem dimensdo de Goldie finita. Co-
mo M contém um R-submddulo que ¢ uma soma directa de uma familia de n
R-submodulos nao nulos e M nao contém uma soma directa de uma familia de
n + 1 R-submédulos nao nulos, pela Proposi¢ao 1.9.7, concluimos que M tem
dimensao de Goldie n, como desejdvamos provar.

Coroldrio 1.9.13 Sejam M um R-mddulo com dimensio de Goldie finita e N
um R-submddulo nao nulo de M; entio N tem dimensao de Goldie finita e
w.dim(N) < w.dim(M). Por outro lado, u.dim(N) = w.dim(M) se e sd se
N <. M.

Demonstragao. Se u.dim(N) > w.dim(M), entdo, N contém uma soma di-
recta de uma familia de w. dim(M) + 1 R-submddulos nao nulos. Em particular,
M contém uma soma directa de uma familia de w.dim(M) + 1 R-submédulos
nao nulos, o que, pela Proposi¢ao 1.9.12, ¢ absurdo. Provamos, assim, que
u.dim(N) < u.dim(M).

Suponhamos, agora, que N <, M e designemos a dimensao de Goldie de
N por n. Por defini¢do, existe um R-submoédulo essencial N’ de N tal que N’
é uma soma directa de uma familia de n R-submddulos uniformes. Uma vez
que N <, M, N' <, M, logo, M contém um R-submddulo essencial que é uma
soma directa de uma familia de n R-submddulos uniformes. Concluimos, assim,
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que u. dim(M) = u.dim(N) = n. Reciprocamente, suponhamos que u. dim(M) =
u.dim(N) = n. Por defini¢ao, N contém um R-submdédulo essencial N’ tal que N’
¢ uma soma directa de uma familia de n R-submédulos uniformes. Se N’ £, M,
existe um R-submddulo nao nulo K de M tal que N'NK =0, logo, NN K < M.
Consequentemente, M contém uma soma directa de uma familia de n + 1 R-
submédulos nao nulos, o que, pela Proposicao 1.9.12, é absurdo. Provamos,
assim, que N' <, M e, logo, N <. M. =

Corolario 1.9.14 Sejam M um R-mddulo com dimensao de Goldie finita e
f+ M —- M
um R-monomorfismo; entao f(M) <. M.

Demonstragao. Uma vez que f(M) = M, w.dim(f(M)) = w.dim(M), o
que, pelo Coroldrio 1.9.13, implica f(M) <. M, como desejdvamos provar. o

1.10 Dimensao cldssica de Krull

Nesta seccio introduzimos uma dimensao do Spec(R) de um anel Noetheriano R
- a dimensao cldssica de Krull.

Defini¢ao 1.10.1 Dado um anel R, define-se Spec(R)™ =0 e Spec(R)" o con-
junto dos ideais maximais de R. Para wm ordinal arbitrdrio o tal que o > 0,
definimos Spec(R)* como

{P € Spec(R) : (VQ € Spec(R) : P & Q,38 < a: Q € Spec(R)?)}.

Suponhamos que existe um ordinal § tal que Spec(R) = Spec(R)?. Definimos
dimensao cldassica de Krull de R (e representamo-la por cl.Krull. dim(R))
como sendo o mais pequeno ordinal o para o qual se verifica Spec(R) = Spec(R)®.

Se considerarmos o anel R = (Z, +, x ), onde os sfmbolos + e x representam,
respectivamente, a adicdo e a multiplicagio usuais em Z, temos cl. Krull. dim(R) =
1, uma vez que todos os ideais primos de R, & excepgao do ideal 0, sao maximais.
Por outro lado, pela Proposigao 1.7.4, como num anel Artiniano & direita (ou a
esquerda) R todos os ideais primos siao maximais, temos cl. Krull. dim(R) = 0.
O mesmo se passa quando o anel R é simples. Outra classe de anéis em que
podemos garantir a existéncia de dimenséo classica de Krull ¢ a classe dos anéis
Noetherianos.

Proposigao 1.10.2 Seja R um anel que satisfaz a condi¢do de cadeia ascendente
em ideais primos; entdo existe cl. Krull. dim(R).
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Demonstragao. [14], Proposicao 12.1. m

Uma consequéncia imediata da Proposicao enunciada é o facto de existir di-
mensao cldssica de Krull para todo o anel Noetheriano & direita ou & esquerda.

Proposigao 1.10.3 Seja R um anel Noetheriano a direita (ou & esquerda) e «
um ordinal tal que cl.Krull. dim(R) = a; entdo, para todo o ordinal 5 menor ou
igual a a, existe um ideal primo P de R tal que cl.Krull. dim(R/P) = 3.

Demonstragao. [14], Lema 12.2. =

Coroldrio 1.10.4 Sejam R um anel Noetheriano a direita ou a esquerda e P, Q)
tdeais primos de R tais que P g (; entao existem

cl. Krull. dim(R/P), el Krull. dim(R/Q) e

cl. Krull. dim(R/Q) < cl.Krull.dim(R/P) < cl.Krull. dim(R).

Demonstragao. Uma vez que R/P e R/(Q) s&o anéis Noetherianos a direita
ou a esquerda, pela Proposicao 1.10.2, existem

cl. Krull. dim(R/P) e cl.Krull. dim(R/Q).

Afirmar que a = cl. Krull. dim(R/ P) é equivalente a afirmar que P € Spec(R)*
mas P ¢ Spec(R)?, para todo o ordinal 3 tal que § < a.
Do pardgrafo anterior, concluimos que

c.Krull. dim(R) > « = cl. Krull. dim(R/P).

Uma vez que a = cl.Krull. dim(R/P), concluimos que P/P € Spec(R/P)*,
logo, @/ P € Spec(R/P)P, para algum ordinal 3 tal que # < a. Consequentemen-
te, Q@ € Spec(R)?, para algum ordinal 3 tal que 2 < «, o que nos leva a concluir
que

cl. Krull. dim(R/Q) < o = cl. Krull. dim(R/P),

como desejavamos provar. M

Corolario 1.10.5 Sejam R um anel Noetheriano a direita ou a esquerda, I um
ideal de R e P um ideal primo de R tal que I C P; entdo cl.Krull. dim(R/P) <
c. Krull. dim(R/T).

Demonstracao. Como 2 é um anel Noetheriano & direita ou & esquerda,
R/ ainda é um anel Noetheriano a direita ou & esquerda. Pela Proposigao 1.10.2,
existe cl. Krull. dim(R/I). Seja o um ordinal tal que o = ¢l. Krull. dim(R/I). Por
defini¢io de dimensao cldssica de Krull, P/I € Spec(R/I)*. Consequentemente,
P € Spec(R)®, o que nos leva a concluir que

cl.Krull. dim(R/P) < a = cl.Krull. dim(R/1),

como desejdvamos provar. W
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1.11 Alguns resultados sobre grupos

Uma vez que um dos objectivos deste trabalho é estudar anéis graduados por
grupos (e, em particular, o processo de localizagao nestes anéis), necessitaremos
de aplicar alguns resultados bédsicos sobre grupos que recordaremos nesta secgao.

Utilizaremos a notacao standard sobre grupos. Assim, dado um grupo G,
denotamos por H < G um subgrupo H de G; denotamos por { < G um subgrupo
normal H de G; denotamos por {X) o subgrupo de G gerado por um subconjunto
X de G e denotamos por [G : H| o indice de um subgrupo H de G.

Referiremos, ao longo deste texto, resultados fundamentais sobre grupos - os
Teoremas do isomorfismo e o Teorema fundamental dos grupos Abelianos finita-
mente gerados. As demonstracoes destes Teoremas e outros resultados comple-
mentares sobre grupos podem ser encontrados em [11], [19], [20] e [31].

De 1954 a 1961, Philip Hall publicou trés artigos nos quais estudou grupos
soltiveis finitamente gerados - [15], [16] e [17]. A sua abordagem baseava-se em
propriedades do anel ZG onde G era um grupo policiclico. Estes trés artigos
deram origem ao estudo de anéis de grupo de grupos policiclicos segundo o ponto
de vista da Teoria dos Anéis.

Nesta seccao concentrar-nos-emos numa classe especial de grupos policiclicos
- 0s grupos policiclicos-infinitos - e numa classe de grupos que abarca os grupos
policiclicos-infinitos - a classe dos grupos policiclicos-por-finito.

Definicao 1.11.1 Dizemos que uma famdia finita X = (Gi)o<i<n, com n € N,
de subgrupos de um dado grupo G forma uma série subnormal de G se Gy =
{e}, G, = G e Gi—1 9 Gy, para todo © € {1,...,n}. Representamos esta série
subnormal do sequinte modo:

le}=GidG 2. 4G, =G
e dizemos que a série tem comprimento n.

Definigao 1.11.2 Dizemos que um grupo G' é um grupo policiclico-por-finito
(respectivamente policiclico-infinito) se G tem uma série subnormal

{6}:G0S}G1ﬂ...ﬂcn:G

tal que n € Ny e Gyy1/G; é um grupo finito ou infinito ciclico (respectivamente
infinito ciclico), para todo 0 < i <n — 1.

Na Proposi¢ao seguinte mostramos que a classe dos grupos policiclicos-por-
finito e a classe dos grupos policiclicos-infinitos sao fechadas para a formagao de
subgrupos.

Proposicao 1.11.3 Todo o subgrupo de um grupo policiclico-por-finito (respec-
tivamente policiclico-infinito) é um grupo policiclico-por-finito (respectivamente
policiclico-infinito).
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Demonstragao. Seja G um grupo policiclico-por-finito. Por definigao, existe
uma série subnormal

{B}ZGoﬂGlﬂan:G

tal que n € Ng e G41/G; ¢ um grupo finito ou infinito ciclico, para todo 0 < ¢ <
n— 1.
Consideremos um subgrupo N de GG, entao,

Uma vez que, para todo 1 < i < n,

GiNN - (GimN)
Gi.iNN  (G:NN)NGi,

e Gi—1 9 Gy, por um Teorema do isomorfismo,

GinN (GiNN)G;—4 o G;
Gi-iNN — Gi_1 = Giet’

para todo 1 < ¢ < n. Uma vez que G;/G; 1 ¢ um grupo infinito ciclico ou finito,
concluimos que (G; N N)/(G;—1 N N) é um grupo infinito ciclico ou finito, para
todo 1 < i < n. Consequentemente, N é um grupo policiclico-por-finito.

De modo anédlogo concluimos que, se G é grupo policiclico-infinito, V também
0é. m

Em seguida demonstraremos que a classe dos grupos policiclicos-por-finito é
também fechada para a formacao de grupos quocientes.

Proposic¢ao 1.11.4 Sejam G um grupo policiclico-por-finito e H um subgrupo
normal de G; entao G/H é um grupo policiclico-por-finito.

Demonstragao. Sejam G um grupo policiclico-por-finito e H um subgrupo
normal de G. Uma vez que G é um grupo policiclico-por-finito, G' tem uma série
subnormal

(e} =Gy 9G19..4G,=GC

tal que n € Ny e G;/G;_; € um grupo infinito ciclico ou finito, para todo i €
{1,...,n}. Como H 4G,

HAGH4..94G,H=GH =G.

Consequentemente,

0
s
D!
3

=

|
A
A
A
|
SN
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Uma vez que G;_ 1 H <4 G;H e G; < G;H, para todo i € {1,...,n}, por um
Teorema do isomorfismo,

G; _GiGi.H) GH

G H NG,  GuiH — GiyH

para todo ¢ € {1,...,n}.
Seja i € {1,..,n}. Como G,y 9 G, 1HNG; e G 9 G, por um dos
Teoremas do isomorfismo,
Gi/Gi - G, _ GiH
(Gi_lH M Gz)/G@,1 - Gi_lHﬂGi o Gi_lH-

Assim, se G;/G;_; for um grupo finito, (G;H)/(G,-1H) ainda é um grupo finito.
Se G;/G;_1 for um grupo infinito ciclico, (G;H)/(G;-1H) ainda é um grupo cicli-
co, 0 que nos leva a concluir que (G;H)/(G;_1H) € um grupo finito ou um grupo
infinito ciclico. Por outro lado, como H < G,

(G:H)/H  GH
(Gi_lH)/H - GileJ

para todo 1 < ¢ < n, o que implica que

(GiH)/H
(Gitl)/H

seja um grupo ciclico infinito ou um grupo finito, para todo 1 < 7 < n. Logo,
G/H ¢ um grupo policiclico-por-finito, como desejavamos provar. ®

Podemos, agora, relacionar a classe dos grupos policiclicos-por-finito com ou-
tra classe bem conhecida - a dos grupos finitamente gerados.

Lema 1.11.5 Todo o grupo policiclico-por-finito é finitamente gerado.

Demonstragao. Seja ¢ um grupo policiclico-por-finito. Por definic¢ao, existe
uma série subnormal

{G}ZGUQGlﬂgGm:G

tal que m € Ny e G;/G;_1 é um grupo finito ou infinito ciclico, para todo 1 < i <
m.

Provaremos o lema por indugao no comprimento das séries normais de grupos
policiclicos-por-finito.

Se m = 0, o resultado é trivial.

Seja n > 1 ¢ suponhamos que, para todo o grupo policiclico-por-finito H que
possui uma série subnormal de comprimenton — 1:

{8} :HU i] S]Hn—le
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tal que H;/H;_, € grupo infinito ciclico ou finito, para todo 1 <4 < n—1, se tem
que f{ é finitamente gerado.
Seja G' um grupo policiclico-por-finito que possui uma série subnormal

[} =G, 9€ 4..96, =&

tal que G/G’_; & um grupo finito ou ciclico, para todo 1 < i < n. Uma vez
que G!,_; € um grupo policiclico-por-finito que possui uma série subnormal de
comprimento n — 1 :

{e} =G, 4G12...4G,,,

tal que G%/G._; & um grupo finito ou infinito ciclico, para todo 1 < i < n—1, por
hipétese de indugao, G,_, é um grupo finitamente gerado. Designamos por g,
..., gr 0s elementos geradores de G/,_;. Uma vez que G'/G,_; é um grupo ciclico
infinito ou um grupo finito, G'/G’,_; ¢ um grupo finitamente gerado. Designamos

!

por ¢G! 1, ..., giG’_, os elementos geradores de G'/G,,_;, onde [ € N e
gy g; € G

Seja g € G'. Se g € G!_, g & gerado pelos elementos g, ..., gx. Caso contrério,

n—1»
existem kq, ..., k, € Z tais que

9G_1 = (¢, G 1) (g, Go )™ = (gL, )™ (4}, )™)Gh 1y

com iy, ..., im € {1,...,1}. Em particular,

g = (g, V¥ 15,

para algum h € G!_,. Uma vez que G),_, é gerado por {gi,...,gx} € g € um
elemento arbitrario de G’, conclufmos que G’ é gerado por

{9;, -—-,QE} U {91: #4 Q'k} )

logo, G’ é finitamente gerado.
Demonstramos, assim, que todo o grupo policiclico-por-finito é finitamente
gerado. ®

Pretendemos, agora, mostrar que os grupos policiclicos-por-finito contém sub-
grupos policiclicos-infinitos com uma propriedade especial - sao subgrupos carac-
teristicos. Os subgrupos caracteristicos néo sdo mais do que uma generalizagao
dos subgrupos normais.

Em seguida, introduzimos a defini¢ao de subgrupo caracterfstico de um grupo
e algumas propriedades fundamentais.

Definigao 1.11.6 Dizemos que um subgrupo H de um grupo G é caracteristico
em G se ¢(H) < H, qualquer que seja o automorfismo ¢ de G.
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Proposicao 1.11.7 Sejam G um grupo e H < G entao:

a) se H € um subgrupo caracteristico de G e ¢ um automorfismo de G, ¢(H) = H;
b) se H é um subgrupo caracteristico de G, H é um subgrupo normal de G,

c) se H é um subgrupo caracteristico de Gy e G € um subgrupo caracteristico
(respectivamente normal) de G, entdo H é subgrupo caracteristico (respectiva-
mente normal) de G,

d) se H é um subgrupo caracteristico de G, G' é um subgrupo de G tal que
H < G e G'/H é um subgrupo caracteristico de G/H, entdo G' é um subgrupo
caracteristico de G.

Demonstragao. Sejam GG um grupo e H um seu subgrupo caracteristico.
Consideremos um automorfismo ¢ de G. Logo, ¢! é um automorfismo de G e,
por definicdo, ¢ *(H) < H. Consequentemente,

H = ¢(¢(H)) < ¢(H).

Como, por definicdo de subgrupo caracteristico, ¢(H) < H, concluimos que
H = ¢(H) e obtemos a). Uma vez que, para cada h € G, os homomorfismos do

tipo

¢p: G —- G
g — hgh!

sdo automorfismos de G, resulta, da alinea a), que gHg~! = H, para todo g € G,
o que é equivalente a afirmar que H é um subgrupo normal de G, logo, tem-se
b).

c¢) Suponhamos que G; € um subgrupo caracteristico de G e H & um subgrupo
caracteristico de G;. Provaremos que H é um subgrupo caracteristico de G. Com
efeito, se considerarmos um automorfismo ¢ de G, concluimos, pelo facto de G ser
um subgrupo caracteristico de G, que ¢(G1) = G, logo, ¢ |g, € um automorfismo
de G;. Consequentemente,

¢ la (H) = H,

o que é equivalente a afirmar que ¢(H) = H. Portanto, H é um subgrupo
caracteristico de G.

Se G; for um subgrupo normal de G e considerarmos g € G, temos que
gG1g7' = Gy, logo, a aplicagao

$: G — Gy
g = 9ngt
é um automorfismo de ;. Suponhamos que H ¢ um subgrupo caracterfstico

de G, entdo, ¢(H) = H, isto é, gHg™! = H. Provamos, assim, que H é um
subgrupo normal de G.
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d) Sejam G um grupo, a um automorfismo de &, G’ um subgrupo de G e
H um subgrupo caracterfstico de G tal que H < G' ¢ G'/H & um subgrupo
caracteristico de G/H. Uma vez que H é um subgrupo caracterfstico de G,
aH) = H. Consequentemente, gH = g'H implica a(g')"'a(g) € H, ou seja,
a(¢g)H = a(g)H. Portanto,

¢: G/H — G/H
gH — «g)H

estd bem definida. Observe-se que ¢ ¢ um automorfismo de G/H. Uma vez que
G'/H & um subgrupo caracteristico de G/H, ¢(gH) € G'/H, para todo g € G'.
Assim, para todo g € G, existe ¢’ € G’ tal que a(g)H = ¢'H. Consequentemente,
(¢")*alg) € H, o que nos leva a concluir que o(G') < G, isto &, G’ € um subgrupo
caracteristico de 7, como desejavamos provar. ®

Podemos, agora, mostrar que todo o grupo policiclico-por-finito G contém um
subgrupo caracterfstico policiclico-infinito com indice finito em G. Comegamos,
porém, por demonstrar alguns resultados preliminares.

Proposicao 1.11.8 Sejam L um grupo, N um subgrupo finito normal de L tal
que L/N & um grupo infinito ciclico; entdo existe x € L tal que L = (N, z) e
existe um numero natural t tal que

&= T,
qualquer que sejan € N.

Demonstragao. Uma vez que L/N & um grupo infinito ciclico, L/N & gerado
por um elemento y = xN, para algum z € L. Consequentemente, L = (z, N).
Designemos a cardinalidade de N por k e representemos os elementos de N por
N1y oory N

Como N é um subgrupo finito normal de L, existe t; € N tal que z7 " nya' =
n1. Analogamente, concluimos que existe t; € N tal que £ %2nyz'2 = ny, logo,

—hlzp gt = g,

-
Observe-se que
gtz gl —

Repetindo o processo k vezes, determinamos ¢ € N tal que z 'n;z* = n;, para
todo 1 < i < k, como desejdvamos provar. ®

Coroldrio 1.11.9 Sejam L um grupo, N um subgrupo finito normal de L tal que
L/N ¢ um grupo infinito ciclico; entao existe y € L tal que (y) é um subgrupo
normal infinito ciclico de L e [L : {y)] < oo.
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Demonstragao. Consideremos o elemento y = z* construido na Proposigao
1.11.8. Por defini¢ao de z, (xN) = L/N é um grupo infinito ciclico. Consequen-
temente, (z) é um subgrupo infinito ciclico de L, o que nos leva a concluir que
(z') & um subgrupo ciclico infinito de L. Uma vez que L = (N, z) e z'n = na,
para todo n € N, temos (y) < L.

Por outro lado, como

L/ {y) ={nz*{y) : i € {1,...,t},n € N},

concluimos que [L : (y)] < oo, como desejdvamos provar. m

Proposigao 1.11.10 Sejam G um grupo finitamente gerado e n um nidmero na-
tural; entdo G tem apenas um nimero finito de subgrupos com indice menor ou
igual an em G.

Demonstragao. Sejam (G um grupo finitamente gerado e n um ntimero
natural.

Seja H um subgrupo de G tal que [G : H] = m < n e seja G, o conjunto
constituido pelas classes de equivaléncia da relagdo py definida em G do seguinte
modo:

appb < a'h € H,

para todos a,b € G.
Para cada g € (G, consideremos as aplicacoes da forma

s GPH
gH — ggH

—r GPH

Observe-se que estas aplicagoes sao permutagdes de G,,,. Uma vez que [G : H| =
m, G,,, & um conjunto finito com rn elementos e o grupo Sg,, das permutagoes
de G,,, (com a operagdo composigao de funcdes) ¢ finito e isomorfo a Sy, onde
S Tepresenta o grupo simétrico de grau m. Consideremos o homomorfismo de
grupos

g: G —* 94,
g — Ug-

Provaremos, em seguida, que H = o (o(H)). E ébvio que H < o~ (a(H)).
Reciprocamente, se € G ¢é tal que a(xz) € a(H), entao existe h € H tal que

xgH = hgH, para todo g € G.
Em particular, tH = hH, o que implica x € H. Portanto,

H =o' (c(H)).
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Ora, como o(H) < Sg,, , H = o~ (W), para algum subgrupo W’ de Sg, . Mas
56, ~ Sm, assim, H € igual & imagem reciproca de um subgrupo W de Sy, por
um homomorfismo de grupos ¢: G — 5, . Umna vez que o homomorfismo
o fica determinado pelas imagens dos geradores de G, concluimos, pelo facto
de G ser um grupo finitamente gerado e S, ser um grupo finito, que existe um
numero finito de homomorfismos do tipo ¢: G — S, . Por outro lado, como
Sy, € um grupo finito, S, possui um nimero finito de subgrupos, pelo que existe
um nimero finito de possibilidades para H, logo, G possui um nimero finito de
subgrupos de indice m, para todo m < n. Consequentemente, (G possui apenas
um nudmero finito de subgrupos de fndice menor ou igual an. ®

Proposigao 1.11.11 Todo o grupo policiclico-por-finito G possui um subgrupo
caracteristico H policiclico-infinito que tem indice finito em G.

Demonstragao. Seja G um grupo policiclico-por-finito. Por definigao, existe
uma série subnormal

{e}:GgﬂGlﬂﬁlGn:G

tal que n € Ng e G41/G; ¢ um grupo finito ou infinito cfclico, para todo 0 < i <
n— L.

Provaremos a proposi¢ao por indugao no comprimento das séries normais do
tipo da série acima indicada.

Se n = 0, o resultado é trivial.

Seja n > 1 e suponhamos que, para todo o grupo H policiclico-por-finito que
possui uma série subnormal

{8} =Hyd..dH,,.=H

tal que H;41/H; € um grupo infinito ciclico ou finito, para todo 0 < i < n — 2,
se tem que H possui um subgrupo caracteristico policiclico-infinito N tal que N
tem fndice finito em H.

Seja G' um grupo policiclico-por-finito que possui uma série subnormal

(e} =Gy 4G, 4..9G, =G

tal que G, /G & um grupo finito ou infinito ciclico, para todo 0 < i < n— 1. Por
hipétese de indugéo, G7,_; tem um subgrupo caracteristico policiclico-infinito H
tal que H tem indice finito em G, ;. Uma vez que H & um subgrupo caracteristico
de G!,_; e (&%, ; & um subgrupo normal de G', pela Proposicao 1.11.7, H é um
subgrupo normal de G'. Por defini¢do, G'/G),_, é um grupo finito ou infinito
ciclico. Se G'/G!,_; for um grupo finito,

G'/H
G, JH
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& um grupo finito e, uma vez que G!,_;/H é um grupo finito, G'/H também o é.
Assim, G tem um subgrupo normal policiclico-infinito com indice finito em G'.
Provaremos, em seguida, que se G'/G, | for um grupo infinito ciclico, G' tem
um subgrupo normal policiclico-infinito com indice finito em G'. Uma vez que
G _/JH<G'/H, G),_,/H é um grupo finito e

¢ _ G/H
w1 Gna/H

& um grupo infinito ciclico, pelo Corolario 1.11.9, existe y € G'/H tal que (y) é
um subgrupo normal infinito ciclico de L = G'/H e [L : {(y)] < oo.

Seja z € G' tal que y = zH.

Verificaremos que M = {x, H) é um subgrupo normal de G'. Com efeito,
como (y) & um subgrupo normal de G'/H, se considerarmos g € G', (gH) (zH) =
{(zH) (gH). Logo,

(9H)(zH) = («H)"(gH),

para algum numero inteiro k, o que nos leva a concluir que gz = xz*gh, para
algum h € H. Como H < G', concluimos que

gz = 5"Wy,;

para algum A’ € H, portanto, gxr € Mg. Assim, como M ¢ gerado por = e por
He H <G, entao gM C Mg, para todo g € G'. Consequentemente, M & um
subgrupo normal de G'. Uma vez que

G GJ/H _GJ/H
M~ (z,HY/H ~ (zH)

e [L: {xH)] < oo, concluimos que M tem indice finito em G’. Por outro lado,

M (z,H)
B g o R

¢ um grupo infinito ciclico e H é um grupo policiclico-infinito, logo, M & um
grupo policiclico-infinito.

Conclufmos assim que, em ambos os casos considerados, G tem um subgrupo
normal policfclico-infinito M com indice finito em G-

Com o intuito de verificarmos que G’ tem um subgrupo caracteristico policiclico-
infinito com indice finito em G’, consideremos a intersecgao de todos os subgru-
pos normais de G’ de indice [G" : M] e designemos este grupo por 1. Pelo Lema
1.11.5, G' & um grupo finitamente gerado, o que, pela Proposicao 1.11.10, nos leva
a concluir que G’ apenas tem um numero finito de subgrupos normais de indice
(G’ : M] em G'. Designemos estes subgrupos por Hj, ..., H, e consideremos um
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automorfismo o de G'. Uma vez que, para cada i € {1,...,n}, a(H;) é um sub-
grupo normal de G' com fndice [G' : M] e a(H;) # a(H;), para todo 1 < j < n
tal que 7 # j, entao

T = ﬂ:;lHi = ﬂ?zlﬂi(Hi).
Como
a(T) = a(Ni H;) < Miya(H;) =T,

conclufmos que «(7T") < T e, que, portanto, T' ¢ um subgrupo caracteristico de G'.
Para verificarmos que T tem indice finito em G’, consideremos o homomorfismo
de grupos
t !
% — X;L_I%
-
gl' — xii(gH;)

.

Uma vez que 7 é um monomorfismo, G'/T ¢ isomorfo a um subgrupo de
X = 2, (G'/H)

e, uma vez que X é um grupo finito, G'/T é um grupo finito, pelo que 7' tem
indice finito em G'.

Uma vez que T' < M e M é um grupo policiclico-infinito, pela Proposigao
1.11.3, T' & um grupo policiclico-infinito. Mostramos, assim, que G’ possui um
subgrupo caracteristico policiclico-infinito com indice finito em G'. Consequen-
temente, todo o grupo policiclico-por-finito G possui um subgrupo caracteristico
H policiclico-infinito que tem indice finito em G. =

Num grupo policiclico-por-finito G' construfmos um subgrupo caracteristico
policiclico-infinito que tem indice finito em . Podemos, agora, demonstrar que
é possivel construir um subgrupo caracteristico, Abeliano e livre.

Definicao 1.11.12 Seja G um grupo. Dizemos que G é resolivel, se existir
uma série subnormal

{B}ZGUSlGli]...S]Gn=G
tal que G;/G;—1 € um grupo Abeliano, para todo i € {1,...,n}.

Observe-se que nem todos os grupos sao soliveis. Por exemplo, os grupos
simples ndo Abelianos nao sao soliveis. Como exemplo de um grupo simples nao
Abeliano, tome-se o subgrupo A4; (das permutagoes pares) do grupo simétrico de
grau b - Ss.
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Definicao 1.11.13 Dizemos que um grupo G é livre de torgao se o unico ele-
mento g € G para o qual se verifica que existe n € N tal que g" = e, onde e é o
elemento neutro de G, € o proprio elemento e.

Proposigao 1.11.14 Todo o grupo policiclico-infinito é resolivel e livre de torgao.

Demonstragao. Scja G um grupo policiclico-infinito. Por defini¢ao, existe
uma série subnormal

{e}:GoﬁlGlﬁﬂGRZG

tal que G;/G; 1 ¢ um grupo infinito ciclico, para todo « € {1,...,n}. Como
G;/Gi_1 ¢ um grupo ciclico, para todo i € {1,...,n}, em particular, G;/G; 1
& um grupo Abeliano, para todo 7 € {1,...,n}. Consequentemente, GG ¢ resolivel,
como desejavamos provar.

Por outro lado, suponhamos que existe ¢ € G\{e} tal que g™ = e, para
algum numero natural m. Entao, existe i € {1,...,n} tal que g € Gi\Gi_1.
Consequentemente, ¢G;_q # G;—1. Mas

(gGi—-l)m =gy =Gy,

o que contraria o facto de G;/G; 1 ser um grupo ciclico infinito. Consequente-
mente, G € um grupo livre de torgao, como desejdvamos provar. ®

Definicao 1.11.15 Seja G um grupo. Definimos GO = G e, para cada n € N,
G™ = ({afly*lxy LT,y € G’(”_l)}> .
O subgrupo GV de G ¢ designado por grupo derivado de G.

Observe-se que, na definico anterior, G™ é o grupo derivado de G, para
todo o ntimero natural n.

Proposicao 1.11.16 Sejam G um grupo e H o grupo derivado de G; entao H
¢ um subgrupo caracteristico de G.

Demonstragao. Sejam G um grupo, H o grupo derivado de G e o um
automorfismo de G; entao

a(H) = ({alz ™y 'oy) s 2,y € G}).

Uma vez que

-1 -1

a(z ty tzy) = alz) aly) alz)a(y)

e afz)la(y) ta(z)a(y) € H, para todos z,y € G, entédo a(H) < H. Consequen-
temente, H é um subgrupo caracteristico de G. m
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Coroldrio 1.11.17 Seja G um grupo; entio, para todo n € N, G™ é um sub-
grupo caracteristico de G.

Demonstragao. Sejam G um grupo e n um nimero natural. Para todo ¢ €
{1,...,n}, G% ¢ o grupo derivado de G*~V, Consequentemente, pela Proposicio
1.11.16, G ¢ um subgrupo caracterfstico de G0, para todo i € {1,...,n}.
Aplicando a Proposicdo 1.11.7, conclufmos que G™ & um subgrupo caracteristico
de G. m

Proposigao 1.11.18 Sejam G um grupo e H o grupo derivado de G; entao H
é um subgrupo normal de G, G/H é um grupo Abeliano e, se K é um subgrupo
normal de G tal que G/K é um grupo Abeliano, entdo H < K.

Demonstragao. Sejam G um grupo, f o grupo derivado de G' e K um sub-
grupo normal de G tal que G/K & um grupo Abeliano. Pela Proposicao 1.11.16,
H é um subgrupo caracteristico de G, logo, é um subgrupo normal de G.

Seja K’ um subgrupo normal de G. Afirmar que G/K’ é um grupo Abeliano
é equivalente a afirmar que

(xK')(yK') = (yK')(zK'),

para todos z,y € G, isto é, z7 'y oy K’ = K', para todos z,y € G. Consequen-
temente, afirmar que G/K’' & um grupo Abeliano é equivalente a afirmar que
27y lzy € K', para todos z,y € G.

Do parédgrafo anterior concluimos que, dado K um subgrupo normal de G tal
que G/K & grupo Abeliano, H < K. Além disso concluimos que G/H é um
grupo Abeliano, como desejdvamos provar. m

A Proposicao que se segue permite-nos reformular a definicao de grupo re-
soltivel. Assim, um grupo G é resolivel se e sé se existir um nuimero natural n
tal que G = {e}.

Proposicao 1.11.19 Um grupo G é resolivel se e sé se existe um ndmero na-
tural k tal que G® = {e}.

Demonstragio. Seja G um grupo tal que G*) = {e}, para algum mimero
natural k; entao G admite uma série subnormal

{e}=G® a..9G9 =¢G.

Uma vez que G® & o grupo derivado de GV, para todo ¢ € {1, ..., k}, pela
Proposicio 1.11.18, G /G® ¢ um grupo Abeliano, para todo 1 < i < k, logo,
G é um grupo resolivel.
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Reciprocamente, consideremos um grupo resolivel G, entao, G admite uma
série subnormal

{E}Zﬂoﬂ...ﬁHn:G

tal que H;/H;_; ¢ um grupo Abeliano, para todo i € {1,...,n}. Como G/H, ; &
um grupo Abeliano, pela Proposigao 1.11.18, GV C H, ;.

Por outro lado, como H,,_1/H,_» € um grupo Abeliano, H,_» contém o grupo
derivado de H, 1, isto é, H,_» contém o grupo

ey Togun i & Hu.1}).
Em particular, f{,,_5 contém o grupo
(e~ 'zy: e,y e Gy,
logo, G'* C H,_,. Repetindo o raciocinio n vezes, deduzimos que
G™ C Hy = {e},

o que nos leva a concluir que existe um nimero natural k (k = n) tal que G®) =
{e}, como desejdvamos provar. =

Na Proposicao 1.11.11 verificdmos que todo o grupo policiclico-por-finito G
possufa um subgrupo caracteristico policiclico-infinito que tem indice finito em
(. Em particular, podemos construir uma série subnormal

tal que G/Gr_1 € um grupo finito e G,;/G;_1 € um grupo Abeliano e livre, para
todo 7 € {1,...,n — 1}. Provaremos em seguida que é possivel construir uma série
de subgrupos caracteristicos de G que satisfazem as condicoes descritas.

Teorema 1.11.20 Seja G um grupo policiclico-por-finito; entdo G possut uma
série de subgrupos caracteristicos

tal quen € Ny, G/Gr_1 é um grupoe finito e G;/G;—1 é um grupo livre e Abeliano,
para todo i tal que 1 <1 < n—1. Além disso, G;/G; € um subgrupo caracteristico
de G/G;, para todo i € {0,...,n — 1}, para todo j tal que i < j < n.

Demonstragao. Pela Proposi¢éo 1.11.11, G possui um subgrupo caracteris-
tico policiclico-infinito H tal que G/H é grupo finito.
Se H = {e}, o resultado é trivial.
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Suponhamos que H # {e} e consideremos os subgrupos de H da forma H*’
com k € Ny, tais que H® = H e

HE — <{x’ly’1:cy LT,y € H(k"l)}> ,

para todo k& € N. Como H é um grupo policiclico-infinito, pela Proposi¢ao 1.11.14,
H & um grupo resolivel e, pela Proposi¢io 1.11.19, existe k € N tal que H®*® =
{e}. Designemos por m o niimero natural para o qual se verifica que H™ = {¢}
e H™=1 £ {e} e designemos o grupo H™~Y por H;. Uma vez que Gy = {e} é
o grupo derivado de Hy, pela Proposi¢ao 1.11.18, H; é um grupo Abeliano.

Uma vez que H é um grupo policiclico-infinito, pela Proposicao 1.11.3, H,
¢ um grupo policiclico-infinito, o que, pelo Lema 1.11.5, implica que H; seja
finitamente gerado.

Observe-se agora que, pela Proposicao 1.11.14, I é um grupo livre de torcao.
Uma vez que H; ¢ um grupo Abeliano finitamente gerado e livre de torgao,
aplicando o Teorema Fundamental dos grupos Abelianos finitamente gerados,
concluimos que

Hi~Z% .. XEZ,

para um numero k de factores. Assim, f; € um grupo Abeliano e livre. Pelo
Corolério 1.11.17, concluimos que H; & um subgrupo caracteristico de H. Uma
vez que H é um subgrupo caracteristico de G, pela Proposi¢ao 1.11.7, H; ¢ um
subgrupo caracteristico de G.

Se G/H; for um grupo finito, o resultado estd provado.

Suponhamos que G/H; nao é um grupo finito. Uma vez que, pela Proposigao
1.11.4, G/H; é um grupo policiclico-por-finito, pela Proposicao 1.11.11, existe
um subgrupo caracteristico policiclico-infinito L/H, de G/H, tal que L/H, tem
indice finito em G/H;. Observe-se que L # H; uma vez que L tem indice finito
em G mas H; nao o tem.

Consideremos os subgrupos de L/H; da forma (L/H,)*), com k € Ny, apre-
sentados na Defini¢do 1.11.15. Uma vez que L/H; é resolivel, existe um ntmero
natural & tal que (L/H;)™® = H,/H,;. Designemos por Hy o subgrupo de G tal
que

Hy/H, = (L/Hy)™ Y,

onde m & o menor mimero natural para o qual se tem (L/H,)'™ = H,/H,.
Tal como anteriormente, provamos que Ho/H; é um grupo Abeliano, livre e
é um subgrupo caracteristico de L/H;. Uma vez que L/H; é um subgrupo
caracterfstico de G/ H;, conclufmos que Hs/H; é um subgrupo caracteristico de
G/H,. Como H, ¢ um subgrupo caracteristico de G, pela Proposigao 1.11.7, Hy
é um subgrupo caracteristico de G. Se G/H, néao for um grupo finito, repetimos
o processo. Construimos, assim, uma série de subgrupos caracteristicos de G

{6}=H0§H1;H2g
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tal que H;/H,;_ ¢ um grupo Abeliano e livre, para todo . Provaremos em seguida
que existe um mimero natural n tal que G/H, é um grupo finito. Com vista a
um absurdo, suponhamos que tal nimero natural nao existe; entao, conseguimos
construir uma cadeia de subgrupos de G propriamente ascendente ¢ infinita

{P}ZHonggHgg

Consideremos o subgrupo de G - J = UenH;. Como J é um subgrupo de
(G, J ¢ um grupo policiclico-por-finito ¢, em particular, é finitamente gerado,
o que é absurdo. O absurdo resultou de supormos que nao existia um nuimero
natural n tal que G//H, ¢ um grupo finito. Logo, existe uma série de subgrupos
caracteristicos de G

{6} = H(] S S Hn S H'n,+1 = F (1)

tal que G/H, é um grupo finito e H;41/H; é um grupo livre e Abeliano, para
todo0 <1< n—1.

Se i = 0, H;/H; é um subgrupo caracteristico de G/H;, para todo j perten-
cente a {1,...,n + 1}.

Por construgao da série apresentada em 1), H,;;/H; ¢ um subgrupo carac-
teristico de G/ H;, para todo i € {0,...,n}. Assim, por construgédo, Hy/H; é um
subgrupo caracterfstico de GG/H;. Uma vez que H3/H, é um subgrupo carac-
terfstico de G/ Hs, conclufmos que

Hs/H,
H,/H,

é um subgrupo caracteristico de
G/H,
Hy/Hy
Uma vez que Hy/H; é um subgrupo caracteristico de G/H; e

H;/H,
H,/H;

¢ um subgrupo caracteristico de

G/H,
Hy/H,’

pela Proposicao 1.11.7, Hs/H; € um subgrupo caracteristico de G/ H;. Repetindo
este processo, conclufmos que H;/H; € um subgrupo caracteristico de G/ Hy, para
todo j € {4,...,n + 1}. Do mesmo modo, concluimos que H;/H; é um subgrupo
caracteristico de G/H;, para todo i € {0,...,n}, para todo ¢ < j < n+ 1, como
desejévamos provar. M



Capitulo 2

Anéis de Fraccoes

A formacgao de anéis de fracgdes e o processo associado de localizacao sao das
técnicas mais utilizadas na Algebra Comutativa.

Neste Capitulo generalizamos a construcgao de anéis de fracgdes de anéis comu-
tativos a anéis nao comutativos. Para estes anéis, os subconjuntos multiplicativos
a considerar terdo de satisfazer propriedades adicionais (Lema 2.1.5). Um caso
importante na construgao de anéis de fracgoes acontece quando o subconjunto
multiplicativo do anel R considerado for Cg(0), o conjunto dos elementos regu-
lares de R (ver Definigao 2.2.1). A existéncia de um anel semisimples de fraccoes
a direita e a esquerda de um anel R com respeito a Cg(0) é condi¢do necesséria
e suficiente para que R seja anel de Goldie semiprimo.

Dados um R-médulo M e S um subconjunto de R para o qual existe anel
de fraccdes & direita de R com respeito a S - RS, podemos construir um
RS 'moddulo M S, designado por médulo de fracgoes de M com respeito
a S, que satisfaz algumas propriedades especiais (existe um R-homomorfismo

f: M — MS™! tal que todo o elemento de MS~! pode ser escrito na for-
ma f(a)z™!, para alguns a € M, z € S e Ker(f) = {m € M : ms = 0,
para algum s € S}). Os médulos de frac¢des serdo objecto de estudo da ltima
seccao deste Capitulo. Debrucgar-nos-emos, ainda, sobre a relagao existente entre
RS~ 1-submédulos de MS~! e R-submédulos de M.

2.1 Construcao de anéis de fraccoes

Consideremos um anel comutativo R e um subconjunto multiplicativo S de
R, isto ¢, um subconjunto de R fechado para o produto tal que 0 ¢ Se 1 € S.
Com vista a construir um anel de fracgoes de R com respeito a S, comecgamos
por definir a relagao de equivaléncia ~ em R x S tal que

(a,s) ~ (bt) < 3s' € S: (at — bs)s' =0,

com a,b € R e s,t € S. Designamos por RS~ o conjunto coustituido pelas
classes de equivaléncia da relacdo ~ e representamos os elementos de RS~ por
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rs~!, onder € R e s € S. Definindo-se

(as™1)+ (bt7Y) = (at+bs)(st)™!
fas )X () =  (ab)(sty? °

obtém-se em RS~ uma estrutura de anel comutativo. O anel comutativo assim
construfdo é designado por anel de fracgoes de R com respeito a S e representd-lo-
emos por RS~!. Observe-se que, se considerarmos o anel B = RS~ e tomarmos
0 homomorfismo de anéis

f: R - B
F o w1’

este homomorfismo goza de trés propriedades fundamentais:

a) f(s) ¢ uma unidade de B, para todo s € S,

b) todo o elemento de B pode ser escrito na forma f(r) f(s)™', para alguns r € R
es€ S,

c) Ker(f)={r € R:rs=0, para algum s € S}.

Reciprocamente, as trés condicoes descritas determinam o anel RS™!, a menos
de isomorfismo, isto &, se B for um anel, § um subconjunto multiplicativo de um
anel comutativo Re f: R — B um homomorfismo de anéis que satisfaz as
condigoes a), b) e c), entdo B ~ RS L.

Por analogia com o caso comutativo, pretendemos que a defini¢ao de anel de
fracgoes a direita B de um anel nao comutativo [t com respeito a um subconjunto
multiplicativo S de R salvaguarde a condigao “existe um homomorfismo de anéis

f: R — B que satisfaz as condi¢bes a) b) e ¢)”. Assim,

Definigao 2.1.1 Sejam R um anel e S um subconjunto multiplicativo de R. Um
anel ' ¢ um anel de fraccoes a direita de R com respeito a S se existir
um homomorfismo de anéis

p: R — I

tal que:

a) ¢(s) é uma unidade de R', para todo s € S,

b) todo o elemento de R' pode ser escrito na forma ¢(a)¢(s)™!, para alguns a € R
es€S,

c) Ker(¢) ={r € R:rs =0, para algum s € S}.

De forma andloga, definimos anel de fracgcoes a esquerda de um anel R com
respeito a um subconjunto multiplicativo S de R.

Embora a defini¢do de anel de fracgdes & direita R’ de um anel R com respeito
a um subconjunto multiplicativo X de R dependa do homomorfismo de anéis
¢: R — R escolhido, por abuso de notagao, referimo-nos s6 a R'.
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Perante a definicao anterior é natural perguntar se “dados um anel nao co-
mutativo R e um subconjunto multiplicativo S de R, existe sempre um anel de
fracgbes & direita de R com respeito a S”. Comecemos por analisar o seguinte
Exemplo:

Exemplo 2.1.2 Seja R = My(K), o anel das matrizes quadradas 2 x 2 com en-
tradas num anel K. Consideremos S = {id, ey, }, onde id é o elemento identidade
de R e e;; é a matriz cuja entrada (1,1) € igual a 1 e as restantes entradas sdo
nulas. O conjunto S é um subconjunto multiplicativo de It.

Suponhamos que existe um anel de fracgées a direita de R com respeito a S, que
designamos por R'. Sejam ¢: R — R um homomorfismo de anéis que sa-
tisfaz as condigdes a), b) e c) descritas na Definicao 2.1.1 € e a matriz cujas
entradas sao todas nulas & excepgdo da entrada (2,1) que é igual a 1. Como
egrenn # 0, eqrid # 0, por ¢), ea; & Ker(¢). Por outro lado, e11ea1 = 0 implica
dle1)p(ear) =0 e, como por a), ¢(ey1) é uma unidade de R', ¢(es1) =0, 0 que é
absurdo. O absurdo resultou de supormos que existia um anel de fracgoes @ direita
de R com respeito a S.

O Exemplo anterior permite-nos concluir que pode nao existir anel de fracgoes
a direita de um dado anel nao comutativo i com respeito a um subconjunto S
multiplicativo de R. Com efeito, verificaremos seguidamente que, para existir
anel de fraccoes a direita de um dado anel R com respeito a um subconjunto
S multiplicativo de R, S tem de ser um conjunto “especial” - um conjunto de
denominadores a direita.

Definigao 2.1.3 Sejam R um anel e S um subconjunto multiplicativo de R. O
conjunto S é um conjunto de Ore a direita em R, se rSN sk +# 0, para todos
re R ese S 0 conjunto S é um conjunto reversivel a direita em R se,
para todos r € R e s € S tais que st = 0, existir s € S tal que rs' =0. Se S for
simultaneamente um conjunto de Ore a direita em R e um conjunto reversivel a
direita em IR, entdao S é um congunto de denominadores a direita em R. De
forma andloga, definimos conjunto de Ore a esquerda, conjunto reversivel
a esquerda e conjunto de denominadores a esquerda.

Proposigao 2.1.4 Sejam R um anel que satisfaz c.c.a. em anuladores a direita
em R e C um conjunto de Ore & direita em R; entao C é um conjunto reversivel
a direita em R. Em particular, se iR for um anel Noetheriano & direita e C for
um conjunto de Ore a direita em R, C' é um conjunto reversivel & direita em R.

Demonstragao. Seja It um anel que satisfaz c.c.a. em anuladores & direita
em R e consideremos ¢ € C' e r € R tais que ¢r = 0. Consideremos a cadeia de
ideais direitos

ranng(c) C ranng(c?) C ... C ranng(c®) C ...
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Uma vez que R satisfaz c.c.a. em anuladores a direita em R, existe um nimero
natural n tal que

ranng(c") = ranng(c").
Como C é um conjunto de Ore a direita em R, existem d € C e s € R tais que
8 = ¥d, logg,

s =crd =0,

o que nos leva a concluir que s € ranng(c"™™). Uma vez que ranng(c**t) =
ranng(c™), 0 = c"*s = rd e C é reversivel a direita. W

Da Proposiciao anterior, concluimos que, se R for um anel Noetheriano a
direita e S for um subconjunto multiplicativo de R, entdo, as condigbes “S é um
conjunto de Ore & direita” e “S & um conjunto de denominadores a direita” sao
equivalentes.

Lema 2.1.5 Sejam R um anel e S um subconjunto multiplicativo de R. Supo-
nhamos que existe um anel de fracgdes a direita de R com respeito a S, entdo S
¢ um conjunto de demominadores & direita em R.

Demonstragao. Seja R’ um anel de frac¢oes a direita de R com respeito a S
e ¢: R — R um homomorfismo de anéis que satisfaz as condigdes a), b) e
c¢) descritas na Definicao 2.1.1.

Comecemos por mostrar que S é um conjunto de Ore a direita em R. Sejam
r € Res e S entao, por a), ¢(s) ¢ uma unidade de ' e, como R’ & um anel,
$(s)~'¢(r) € R'. Por b), existem s’ € S e r' € R tais que

¢(s) " o(r) = ¢(r")(s)

logo, ¢(rs’ — sr') = 0, de onde concluimos, por c), que existe s" € S tal que
r(s's") = s(r's"). Como s's" € S e r's" € R, estd provado que S é um conjunto
de Ore a direita em .

Por outro lado, se r € Re s € S so tais que sr = 0, entdo ¢(s)¢(r) = 0, logo,
aplicando a), ¢(r) = 0, de onde concluimos que existe s’ € .S tal que s’ = 0, isto
é, S ¢ um conjunto reversivel a direita. =

O Lema apresentado admite reciproca, mas, para a demonstrarmos, necessi-
tamos de introduzir novos resultados e defini¢des. Comegamos por introduzir um
R-submdédulo especial de um dado R-médulo M.

Lema 2.1.6 Sejam' R um anel, X uwm conjunto de Ore & direita em R ¢ A um
R-mddulo; entao

tx(A) ={a€ A:azx =0, para algum z € X}

é um R-submddulo de A.
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Demonstragao. Consideremos ay,ay € tx(A); entéo, existem zy, 29 € X
tais que 11 = aszy = 0. Como X é um conjunto de Ore & direita, existem
r1 € Rery € X tais que

TITT =Ty =2e€ez € X,

logo, (a; +az)z =0 e a; +as € tx(A). Analogamente, provamos que a; — as €
tx(A). Por outro lado, dado r € R, existem 7' € R e x € X tais que ro = z;r',
logo,

(air)2=aizyr’ =0

eaqr € tx(A).
Estao, pois, reunidas condigdes que nos permitem garantir que tx(A4) é um
R-submédulo de A. m

O Lema anterior dé origem & seguinte defini¢ao:

Definicao 2.1.7 Dados um anel R, um conjunto X de Ore & direita em R e
um R-mddulo A, o R-submddulo de A - tx(A) designa-se por R-submddulo de
X-tor¢ao de A. Dizemos que A é de X-tor¢ao se tx(A) = A e A é livre de
X-torgao se tx(A) =0.

Definigao 2.1.8 Sejam R um anel, X um conjunto de Ore & direita e A um
R-mddulo. Um elemento a € A é de X-tor¢ao se existir x € X tal que ax = 0,
caso contrdrio, a é livre de X -torc¢ao.

Observagao 2.1.9 Sejam R um anel, X um conjunto de Ore & direita em R e
A um R-mddulo. O R-mddulo A/tx(A) é um exemplo de um R-mdédulo livre de
X-torcao. Com efeito, se

(a+tx(A)) € tx(A/tx(A4)),

entio existe x € X tal que ax € tx(A), logo, existe 2’ € X tal que a(zz') = 0.
Uma vez que zx' € X, concluimos que a € tx(A) ou, equivalenternente, a +

tx(A) =0, logo, tx(A/tx(A)) = 0.

O Lema que se segue permite-nos reduzir o problema de encontrar um anel de
fracgoes a direita de um anel R com respeito a um conjunto X de denominadores
4 direita em I ao de encontrar um anel de fracgées & direita de um anel &' com
respeito a um conjunto de denominadores a direita X’ em R’ tal que tx/ (R}, ) = 0.

Lema 2.1.10 Sejam R um anel, X um conjunto de denominadores a direita em
R e X =7w(X), onde 7 é o epimorfismo

T: R — R/tx(RR)
T — T-I—tx(RR) ’
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Entao:

a) tx(Rg) é um ideal proprio de R, X é um conjunto de denominadores i direita
em R/tx(RRr) e tx(R/tx(Rg)) = 0. B
b) Se existir um anel de frac¢des a direita Z de R/tx(Rgr) com respeito a X,
entao Z ainda é um anel de fracgoes a direita de R com respeito a X.

Demonstragao. a) Facilmente se verifica que tx(Rg) ¢ um ideal esquerdo
de R. Pelo Lema 2.1.6, tx(Rpr) ¢ também um ideal direito de R. Uma vez que
1 ¢ tx(Rg), concluimos que tx(fig) é um ideal préprio de L.

E consequéncia imediata de X ser um conjunto de Ore & direita em R o facto
de X ser um conjunto de Ore & direita em R/tx(Rpg). Suponhamos, agora, que
existem r € R e z € X tais que

($ + tx(RR))(T -+ tx(RR)) = O,

logo, 1 € tx(Rg), 0 que nos leva a concluir que existe 2’ € X tal que x(rz') = 0.
Pelo facto de X ser reversivel & direita, existe z” € X tal que r{z'z") = 0,

portanto,
(r +tx(Rg))(z's" +tx(Rg)) =0,

logo, X é um conjunto reversivel a direita em R/tx([lg). Estdo, pois, reunidas
as condicdes necessérias para garantir que X é um conjunto de denominadores a
direita em R/tx(Rg).

Pela Observacio 2.1.9, tx(R/tx(Rr)) = 0, logo, tx(R/tx(Rr)) = 0.

b) Suponhamos que existe um anel de fracgdes a direita Z de R/tx(Rg) com
respeito a X; entdo, existe um homomorfismo de anéis

¢5Z R/tx(RR) — Z

que satisfaz as condicdes a), b) e ¢) enunciadas na Definigao 2.1.1.

Seja o = ¢ o m. Observe-se que:

a) para todo x € X, a(x) = ¢(n(z)) &, por defini¢io de ¢, uma unidade de
Z.

b) seja y € Z; entdo y = ¢(a)p(b)”!, para alguns a € R/tx(Rg) e b € X,
logo, y = a(z)a(z) !, para alguns z € Re z € X.

c) dado 7 € R tal que a(r) = 0, entdo ¢(n(r)) = 0, isto &, 7(r)m(x) = 0, para
algum z € X. Consequentemente, rr € tx(Rpg), ou seja, existe z’ € X tal que
r(zz") = 0, o que nos leva a concluir que

Ker(a) C {r € R:rz =0, para algum z € X} = tx(Rg).

Reciprocamente, se r € tx(Rg), entdo r+tx(Rg) = Orjty(re) € a(r) = ¢(0) = 0.
Provamos, assim, que Ker(a) =tx(Rg).
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Estéo, pois, reunidas as condigoes necessdrias para afirmar que Z é um anel
de fracgoes & direita de A com respeito a X. m

Em seguida, construiremos um anel de fracgoes a direita @) de um dado anel
R com respeito a um conjunto S de denominadores & direita em R (note-se que
o Lema 2.1.10 nos permite supor que ts(Rr) = 0). Por analogia com o caso
comutativo, comecaremos por considerar o conjunto constituido pelas classes de
equivaléncia de uma certa relagao de equivaléncia ~ definida em R x S. Poste-
riormente, definiremos em (R x S)/ ~ uma estrutura de anel e verificaremos que
este anel satisfaz os requisitos necessarios para ser um anel de fracgdes & direita
de R com respeito a S. No Lema que se segue definimos a relagdo ~ mencionada.

Lema 2.1.11 Sejam R um anel e S um conjunto de denominadores a direita em
R tal que ts(Rg) = 0.

a) Sejamr € R e s € S tais que sr = 0; entdo r = 0.

b) Podemos definir uma relagdo de equivaléncia em R x S da sequinte forma:
(r1,81) ~ (ro,s2) se e sd se existem r,v" € R tais que mr = ror', s;r = sor’ €
sor' € S,

Demonstragao. a) Sejam r € R e s € S tais que sr = 0. Por S ser um
conjunto reversivel & direita, existe s* € S tal que rs* = 0. Uma vez que, por
hipétese, tg(Rg) = 0, rs* = 0 implica r = 0, como desejadvamos provar.

b) A relagdo ~ é reflexiva e simétrica.

Para verificarmos que ~ & transitiva, suponhamos que (a,s) ~ (d/,s') e
(a/,8") ~ (a",s"), para alguns a,a’,a” € R e s,s',s" € S. Por definigao, exis-
tem b, V', ¢, € R tais que

ab=d't, sh=8Y, s €8, de=d'¢d, de=3"¢d ed'd 8.

Como S é um conjunto de Ore a direita em R, existem r; € R, r € S tais
que s'b'ry = s'erg e s'ery € S. Consequentemente, s'(b'r; — ¢rg) = 0 ¢, por a),
b'ry = cry. Em particular,

a(bry) = a'b'ry = d'cry = a"('ry),

s(bry) = §'b'ry = &'ery = 5"(d'ra).

Uma vez que s'cry € S, concluimos que s”(c'ry) € S. Consequentemente, (a, s) ~
(a",s"), como desejdvamos provar. ®

Estamos, agora, em condigbes de enunciar e demonstrar a reciproca do Lema
215

Teorema 2.1.12 Sejam R um anel e S um subconjunto multiplicativo de R.
Entao, S é um conjunto de denominadores & direita em R se e sd se existe anel
de fracgoes a direita de R com respeito a S.
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Demonstragao. Se existir anel de fracgoes & direita de R com respeito a S,
entdo, pelo Lema 2.1.5, S ¢ um conjunto de denominadores & direita em K.

Reciprocamente, suponhamos que S é um conjunto de denominadores & direita
em H.

Pelo Lema 2.1.10, R’ = R/ts(Rg) ¢ um anel e S’ = 7(S) é um conjunto de
denominadores a direita em R', onde 7: R — R/ts(Rgr) & o epimorfismo
canénico. Pelo Lema 2.1.10, concluimos ainda que ts/(Rpy) = 0. Consequen-
temente, pelo Lema 2.1.11, podemos definir uma relagdo de equivaléncia em
R' x §' do seguinte modo: (rq,s1) ~ (ra,s2) se e s6 se existem r,7" € R’ tais
que 117 = ror’, 517 = Sor’ € 897’ € 5.

Se provarmos que & possivel definir uma estrutura de anel em Z = (R'x S")/ ~
de tal modo que Z, munido desta estrutura, ¢ um anel de fraccoes & direita de
R' com respeito a S§', entdo, pelo Lema 2.1.10, concluimos que Z, munido da
estrutura de anel definida, ainda é um anel de fracgoes & direita de /2 com respeito
a S. Assim, para provarmos o teorema, é suficiente mostrar que é possivel definir
uma estrutura de ancl em Z de tal forma que Z, munido dessa estrutura, é anel
de fraccoes & direita de R’ com respeito a S”.

Designemos os elementos de (R’ x S")/ ~ por r/s, onder € ' e s € 5".

Sejam (a,c), (b,d) €(R' x &) e ¢1,dy € R tais que cd) = dc; e dey € S
Suponhamos que existem também c},d; € R’ tais que cd} = dc} e de¢; € 5.
Provaremos que

(ad; + bey, dey) ~ (ad) + by, de)).

Pelo facto de S’ ser um conjunto de Ore & dircita em R, existem ¢; € S', dy € R’
tais que (dey)dy = (dc))eca, logo, (dci)e; € S" e d(cidz — cjcy) = 0. Pelo Lema
2.1:11; mude= g

Para mostrarmos que

(CLdl + bcl,dcl ~ O‘,d’ + bC’ s dcll)
1 1

bastar-nos-4 verificar que (ad; + bey)ds = (ad) + be)co. Uma vez que (bey)dy =
b(cjca) = (bc))es, € suficiente verificar que didy = djcz, 0 que resulta de

C(d!lCQ) = (Cd’l)CQ = (dC’l)CQ = d(C,ng) = d(cldg) = (dcl)dg = (Cdl)dg = C(dldg).

Assim, c(djco — dids) = 0, logo, pelo Lema 2.1.11, didy = djcy.
Tendo em conta o que foi visto anteriormente, podemos definir a aplicagao:

Fr (RxS)x(RxS) — (RxS8) ~
((7”1,81),(7“2,82)) — (T1G+T2T)/(Sla)’

onde a,r € R’ sdo tais que sja = sor e sor € S'.



2.1. CONSTRUCAO DE ANEIS DE FRACCOES 57

Consideremos, agora, (rq, sz) € R x §'. Sejam (r1,81), (r],5)) € R x S’ tais
que
(r1,81) ~ (ry, 81)-

Entao, existem r,r’ € R’ tais que rir = rir', ;7 = sjr’ e sir’ € §'. Como S’ é um
conjunto de Ore a direita em R, existem a € R e r* € S’ tais que s1(ra) = sor*
e sor* € §'. Consequentemente, s (r'a) = sor* e

(ri(ra) + ror*, sira) ~ (r1(r'a) + ror*, si7'a).
Conclufmos, assim, que

f(((r1,81), (r2,82))) = f(((r1, 81), (72, 82)))-

Do mesmo modo, concluimos que dados (rq, s1), (79, s2), (75, sh) € R’ x .S’ tais que
(r2152) ~ (1}, 5b), entio

f(((r1,81), (12, 82))) = f(((r1, 81), (75, 53))).

Do que vimos anteriormente, concluimos que podemos definir a seguinte apli-
€acao:

(+): (BxS8)/~)x(RxS5)~) - (BxS5) ~
(ry1/s1,72/82) — (ra+rer)/(s1a) ’

onde a e r sao tais que sja = syr ¢ sor € S’

Suponhamos, agora, que existem (ry,s;), (re, $2) €(R' x S') e a,r,rp,a9 €
R’ tais que roa = 8§71, Toag = S1To € S2a9,52a € S'. Uma vez que S’ é um
conjunto de Ore & direita, existem ' € R’ e §' € S’ tais que spa0r’ = s2a8’, logo,
sa(aer’ — as’) = 0 e, pelo Lema 2.1.11, aor’ = as’. Entao,

(s17)8" = (r2a)s’ = ra(as’) = roagr’ = s1ror’,
de onde concluimos que s;(rs’ — ror’) = 0, logo, rs’ = ror’. Consequentemente
(ry7, 89a) ~ (r17s’, s2a8") ~ (rirer’, seaer’) ~ (r170, S200).
Tendo em conta o que foi visto anteriormente, podemos definir a aplicagio:

g: (RxS)x(RxS8) - (RRxS8)/~
((r1,81), (r2,82))  —  (mi7)/(s20)
onde r,a € R’ sdo tais que roa = 517 € sqa € 5.
Consideremos, agora, (rg, s3) € R x S'. Sejam (rq1, 1), (r], s}) € R x S’ tais
que

(1, 81) ~ (1, 51).
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Entdo, existem r, 7" € R’ tais que rir = rir’, s;r = sir’ e s;r' € . Como
S" & um conjunto de Ore & direita em R', existem a € S’ e r* € R' tais que
s1(rr*) = rqa e spa € 5. Consequentemente, s (r'r*) = ra e

(ri(rr*), saa) ~ (r1(r'r"), s2a).
Concluimos, assim, que

g(((r1, 81), (12, 82))) = g(((ry, 81), (12, 82))).

Do mesmo modo, concluimos que dados (71, 81), (2, s2), (15, 85) € R’ xS’ tais que
(rq, 82) ~ (rh, s5), entdo

g(((r1, 51), (r2, 52))) = g(((r1, 51), (2, 53))).

Do que vimos anteriormente, concluimos que podemos definir a seguinte apli-
cacao:

() (B'xS8)/ ~) x (B x5)/ ~) = (RxS)/ ~
((r1/51), (r2/52)) = (rr)/(s20)

onde a,r € R’ sao tais que rza = 517 € $2a € 5.

Os axiomas de anel para ((R' x S)/ ~, +,.) sdo verificados tendo em conta a
definicao das operagoes e dos elementos de (R’ x S')/ ~ .

Designamos o anel ((R' x S')/ ~,+,.) por (R x S')/ ~ .

Falta-nos provar que (R’ x S")/ ~ ¢ um anel de fracces a direita de R’ com
respeito a . Consideremos o homomorfismo de anéis:

¢: R — (R'x8)/~
A (1)

r —

Seguidamente provaremos que este homomorfismo satisfaz as condigoes a), b) e
c¢) da Definicao 2.1.1:

Seja s € S'; entdo (s/1)(1/s) = s/s = 1/1. Analogamente, provamos que
(1/s)(s/1) = 1/1, o que nos leva a concluir que, para todo s € S, ¢(s) ¢ uma
unidade de (R x S")/ ~ .

Seja.a/s € (R'x §")/ ~,coma € R es e §'. Como a/s = (a/1)(1/s) e, pelo
que vimos anteriormente, 1/s = (s/1)7?, entdo a/s = ¢(a)¢(s)™", onde a € R’ e
se s

Seja a € R’ tal que ¢(a) = a/1 = 0/1. Por definicdo de ~, existem r,r’ € R’
taisquear = 0" =0, r=1r=1' =r'er € 5§ Ora, comor € §'e
ts/(R) = 0, concluimos que a = 0, logo,

Ker(¢) =0 = tg(Rp).
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Estéo, pois, reunidas as condigbes necessdrias para afirmar que (R' x 5')/ ~ é
um anel de fraccoes a direita de R’ com respeito a S’, como desejdvamos provar.
|

Sejam R um anel e S um conjunto de denominadores & direita em E. O anel
de fracgoes a direita de R com respeito a S construido no Teorema anterior serd
representado por RS~!. Representamos cada elemento y € RS~! por ab~!, com
aeRebe§.

Na construcao de um anel de fracgbes a direita de um anel R com respeito
a um conjunto S de denominadores & direita em R podiamos ter seguido uma
abordagem diferente utilizando o invélucro injectivo de Rp. Com efeito, se R
for um anel e S um conjunto de denominadores a direita em R (o Lema 2.1.10
permite-nos supor tg(Rgz) = 0), entdo é possivel definir uma estrutura de anel
no R-submédulo N de E(Rg) tal que N/R = ts(F(Rgr)/R). A estrutura de anel
pode até ser escolhida de forma a ser compativel com a estrutura de R-moédulo
de N e, com esta estrutura de anel definida em N, R ¢ um subanel de N ([14],
9.6, 9.7). Nestas circunstancias, a inclusdo i: R — N & um homomorfismo
de anéis que satisfaz as condigdes a), b) e ¢) da Defini¢ao 2.1.1, pelo que N é
um anel de fracgoes & direita de R com respeito a S.

Optou-se por néo apresentar tal abordagem neste trabalho, uma vez que vérios
dos argumentos nela utilizados serao aplicados quando construirmos um maédulo
de fracgoes de um R-mdodulo com respeito a um conjunto S de denominadores a
direita em R.

O nosso objectivo, até ao momento, foi o de encontrar condigdes que nos
permitissem garantir a existéncia de um anel de fraccoes a direita de um dado
anel R com respeito a um subconjunto multiplicativo S de R. FEm seguida,
verificaremos que, a menos de isomorfismo, existe apenas um anel de fraccoes &
direita de um dado anel R com respeito a um conjunto S de denominadores &
direita em R. Antes de provarmos este facto deduziremos uma propriedade 1itil
apresentada pelos anéis de fracgoes & direita. Para tal, necessitamos de provar o
seguinte Lema:

Lema 2.1.13 Sejam R um anel, S wm conjunto de Ore a direita em R e 81, ..., 8, €
S; entio SNs RN ...N s, R # 0.

Demonstragao. Como S é um conjunto de Ore a direita, existem c € R e
d € S tais que s;¢ = s3d. Como s,d € S, entdo, spd € S e s;RNs;RNS # 0.
Seja y = sad. Analogamente, provamos que existe

zeyRNsskRNS.

Uma vez que y € s; RN sy R, concluimos que 2 € s1RN s RN s3RN.S. Repetindo
0 processo n vezes, concluimos que

ssRN..Ns, RNS #£0D,
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como desejavamos provar. H

Proposicao 2.1.14 [Regra do denominador comum/ Sejam R’ um anel de
fraccées o direita de um anel R com respeito a um conjunto S de denominadores
a direita em R e ¢: R — R wm homomorfismo que satisfaz as condigoes
a), b) e ¢) da Definicio 2.1.1; entdo, dados ¢(ay)d(br) ™", ..., p(an)d(ba)™" € R/,
COm a1, ...,an € R e by,...,by € S, existem ¢ € S e dy, ..., d, € R tais que ¢(d1),
..y $(dy) s@o unidades de I,

$lar)p(by) ™! = dlardr)p(e) ™, .., 3(an)B(ba) T = Blanda)dlc)
com c=bid; = ... = bpd,.
Demonstragao. Pelo Lema 2.1.13, existe
cebRN...NbRNS
e, consequentemente, existem 71, ..., 7, € A tals que
biri = e = bt =08

ece S Como d(r1) = ¢(by)d(c), ..., ¢lrn) = d(bn) 'é(c), concluimos que
¢(r1), ..., d(ry,) s@o unidades de R, logo,

d(a)(br) ™" = ¢arry)d(r1) " o(by) " = dlarr) (b)) = dlarr1)e(e) 7, s

B(an)d(bp) ™t = @lanrs)d(c)™t, com ¢ = byry = ... = byry, como desejdvamos
provar. m

[stamos, agora, em condigoes de provar que os anéis de fracgdes a direita de
um dado anel R com respeito a um conjunto S de denominadores a direita em R
sa0 tnicos, a menos de isomorfismo.

Proposicao 2.1.15 Sejam R, T anéis, S um conjunto de denominadores & diret-
ta em R, R' um anel de fracgoes a direita de R com respeitoa Se a: R — T
um homomorfismo de anéis tal que a(z) é uma unidade de T, para todo T € S.
Consideremos um homomorfismo de anéis ¢: R — R que satisfaz as con-
digdes a), b) e ¢) da Definigdo 2.1.1, entdo, existe um tnico homomorfismo de
anéis f: R — T talque fop=a.

Demonstragao. Sejam a,az € R, by, by € S tais que

w(a1)p(b) ™" = plag)p(ba) .
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Pela Proposicao 2.1.14, existem 7,72 € R e z € S tais que

1

w(a1)p(b) = plar)e(2) ™!, elas)e(b) ™" = plagra)e(z)™,

com z = byry = bory.
Como z = byry, a(z) = a(b)a(r;) e, uma vez que a(by) e a(z) sdo unidades
de T, a(ry) também é uma unidade de T, o que nos leva a concluir que

ala))a(b)™ = a(ar)a(r)afr) ta(b) ™ = alayr)a(z)

Analogamente, provamos que a(as)a(bs) ! = alasrs)a(z) L.

Por outro lado, ¢(a;)e(b1)™ = @(az)e(b2)~" implica w(air1) = ¢(agrs), logo,
existe s € S tal que (ay71 —aqra)s = 0; consequentemente, a{a;r; —agrs)a(s) = 0.
Uma vez que «(s) € uma unidade de 7', concluimos que

alayr)a(z) ™ = afaars)a(z) !,
logo,
afay)a(b)™ = alag)alby)

Tendo em conta o que foi visto anteriormente, podemos definir a aplicagao:

coma€c Rebe S.
Assim definida, f é um homomorfismo de anéis.
Observe-se agora que, dado = € R,

logo, f o ¢ = . Por outro lado, se tomarmos um homomorfismo de anéis
g: R — T tal que gow = « e considerarmos a € R e b € S, concluf-
mos que

a(a) = g(pla)) = glp(a)e(b) " e(b))
= )
logo, g(p(a)p(b)™") = a(a)a(b) ™!, isto & g = f.

A aplicacao f: R — T &, pois, o tnico homomorfismo de anéis que
satisfaz a propriedade f o ¢ = «, como desejavamos provar. ®

Coroldrio 2.1.16 Sejam R um anel, S um conjunto de denominadores a direita
em R e Sy, Sy anéis de fraccées & direita de R com respeito a S; entdo S; ~ Ss.
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Demonstrag¢ao. Sejam ¢,: B — S5 e ¢, B — Sy homomorfis-
mos de anéis que satisfazem as condigdes a), b) e c¢) da Definigdo 2.1.1.
Pela Proposicao 2.1.15, existe um e um 86 homomorfismo de anéis

ar S — S
tal que aj o ¢; = ¢. Analogamente, existe um e um sé homomorfismo de anéis
Yy 1 Sg — Sl

tal que ap 0 Py = ;. Assim, oy © g 0 ¢y = Py

Uma vez que id o ¢ = ay © a2 0 @, e, pela Proposicao 2.1.15, existe um e
um sé homomorfismo [ tal que f o ¢, = @,, entao id = @y o ap. Analogamente,
concluimos que id = as o aq, logo, a; € um isomorfismo de anéis e §; ~ S5, como
desejavamos provar. W

Aplicando o Teorema 2.1.12 concluimos que, dados um anel R ¢ um conjunto
de denominadores a direita C, existe um anel de fracgoes & direita de R com
respeito a C' - RC~!. Do Coroldrio anterior resulta que, a menos de isomorfismo,
o anel de fracgdes a direita de R com respeito a C' é tnico.

Dados um anel R e um automorfismo ¢ de R, o anel R[z,z!; o] introduzido
no Exemplo 1.1.3 ndo é mais do que o anel de fracgdes a direita (e & esquerda) do
anel R = R[z;0] (introduzido no Exemplo 1.1.2) com respeito ao subconjunto
multiplicativo de R - § = {2 : n € Ny}. Se tomarmos z" € S e

T
(Z akzk) € R,
k=0

com ay € R, para todo k € {0,...,m}, uma vez que ¢ é um automorfismo de R,
para todo k € {0, ...,m}, existe by € R tal que o™(bg) = ax, logo,

(i ak:ck) e gt (i bk:ck) ;
k=0 k=0

Concluimos, assim, que S é um conjunto de Ore 4 direita em R’. Com o intuito
de demonstrarmos que S é um conjunto reversivel a direita, consideremos

com ax € R, para todo k € {0,...,n}, e z™ € S tal que z™(3>_,_,axz*) = 0,
logo, 0™(ag) = ... = ¢™(an) = 0. Como ¢ ¢ um automorfismo, ag = ... =
a, = 0. Consequentemente, (Z::O akx’“) ™ = 0. Concluimos assim que S é um
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conjunto de denominadores a direita em /. Analogamente, verificamos que S é
um conjunto de denominadores & esquerda em R'.
Consideremos o homomorfismo de anéis

¢: Rlz;e] — Rlz,z7%;0]
Z?:O TiLEi — Z?:U Tixi .

Todos os elementos de ¢(S) sdo invertiveis em R[z,z71; 0], pelo que ¢ satisfaz a
condicdo a) da Definigio 2.1.1. Por outro lado, todo o elemento y de R[z,z71; o]
escreve-se na forma y = > _ 7z, para alguns n,m € N e r; € R, para todo
—-m < ¢ < n. Logo,

T
y = (Z n:c”m) xz ™,

i=—m

Fazendo s; = r;_,,, para todo i € {0, ...,m + n}, temos

n+m
y=g (z ) S,
=0

o que nos leva a concluir que ¢ satisfaz a condigdo b) da Definigdo 2.1.1. Uma
vez que Ker(¢) =0etg(Ry) =0,

Ker(¢) =0={r € R : rz =0, para algum z € S}.

Logo, R[z,z7 % 0] é o anel de frac¢des a direita de R’ com respeito a S. Analo-
gamente, verificamos que R[r,z7';0] ¢ o anel de fracgdes a esquerda de R’ com
respeito a S. Assim,

Proposigao 2.1.17 Sejam R wm anel e ¢ um automorfismo de R. Entdo S =
{z':i € No} é um conjunto de denominadores a direita e a esquerda em R|z; o]
e Rz, z7 ;0] é anel de fracgdes & direita e @ esquerda de R|x; o] com respeito a
S.

2.2 Anéis de Goldie

Nesta secgéo, estudaremos uma classe especial de anéis - os anéis de Goldie.

Os anéis de Goldie semiprimos apresentam vérias propriedades a salientar.
Em particular, qualquer anel de Goldie semiprimo R tem anel de fracgdes a
direita (e a esquerda) com respeito a um subconjunto multiplicativo especial -
o conjunto dos elementos regulares, sendo o correspondente anel de fracgoes &
direita (e & esquerda) semisimples. No caso de R ser um anel de Goldie primo,
o anel de fracgbes & direita (esquerda) com respeito ao conjunto dos elementos
regulares de R é nao sé semisimples mas também simples.
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Definicao 2.2.1 Dizemos que um elemento x de um anel R é regular a direita
se ranng(z) = 0. De forma andloga, definimos elemento regular @ esquerda.
Um elemento é regular se é reqular o direita e d esquerda. Designamos o con-
junto dos elementos regulares de R por Cg(0).

Definicao 2.2.2 Dados um anel R ¢ um ideal proprio I de R, designamos o
conjunto {x € R: x+ I é um elemento reqular de R/I} por Cg(I).

Observe-se que C'r(0) é precisamente o conjunto constitufdo pelos elementos
z de R tais que z + 0 € regular em R/0.

Definicao 2.2.3 Um anel R é um anel de Goldie & direita se R tem dimensao
de Goldie & direita finita e R satisfaz c.c.a. em anuladores & direita em R. De
forma andloga, definimos anel de Goldie a esquerda. Um anel é anel de
Goldie se ¢ simultaneamente anel de Goldie a direita e d esquerda.

Todo o anel Noetheriano & direita (respectivamente & esquerda) é um anel
de Goldie a direita (respectivamente & esquerda); no entanto, o reciproco nao é
verdadeiro. Como contra-exemplo basta considerar qualquer dominio comutativo
nio Noetheriano. Assim, se considerarmos os anéis da forma R = K[{z; : i € Z}],
onde K é um corpo e X = {z; : 1 € Z} & um conjunto constituido por varidveis
comutativas, temos que R ¢ um dominio comutativo. Por outro lado, a cadeia

1R % TR+ 2RG .. S o1R+ 2R+ ...+ 2R G ..

¢ uma cadeia propriamente ascendente de ideais de R, logo, R é um anel nao
Noetheriano. Consequentemente, o anel R é um anel de Goldie a direita (e a
esquerda) nao Noetheriano a direita (e & esquerda).

Definigao 2.2.4 Seja Q um anel. Dizemos que um subanel R de Q@ é uma ordem
a direita em @, se Cr(0) C U(Q) e todo o elemento de Q) se pode escrever na
forma as™', com a € R e s € Cr(0). De forma andloga, definimos ordem a
esquerda.

Note-se que afirmar que @ ¢ o anel de fracgoes a direita de um anel R com
respeito a Cr(0) é equivalente a afirmar que I é, a menos de isomorfismo, uma
ordem & direita no anel @).

No caso particular de o anel R ser Artiniano a direita, verificaremos que R é
uma ordem & direita em si mesmo.

Proposicao 2.2.5 Num anel Artiniano o direita (respectivamente d esquerda),
todo o elemento reqular a direita (respectivamente & esquerda) é uma unidade.
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Demonstragao. Sejam R um anel Artiniano a direita e z um elemento
regular a direita em R. Consideremos a cadeia de ideais direitos

= CHR T gl
Uma vez que R é anel Artiniano a direita, existe um mimero natural n tal que
z"R = "™ R. Em particular, existe y € R tal que " = 2"y, logo, 2" (1—zy) =
0. Uma vez que = é regular & direita, 1 = zy, isto é, = é invertivel a direita e
y é invertivel & esquerda. Suponhamos que existe z € R tal que yz = 0, logo,
0 = (zy)z = 2z, de onde concluimos que y é um elemento regular a direita. Pelo
que vimos anteriormente, y € invertivel & direita. Como I é um anel, os inversos,
respectivamente, a direita e a esquerda de y, coincidem, logo, = é uma unidade
de R, como desejdvamos provar. |

Da Proposi¢ao enunciada resulta, em particular, que todo o elemento regular
x de um anel Artiniano a direita (ou a esquerda) R é uma unidade de R, isto &,
Cr(0) C U(R). Como todo o elemento de r de R se escreve na forma r = r.1 =
r.171, onde 1 € Cg(0), estdo reunidas as condigdes necessdrias para afirmarmos
que R é uma ordem a direita em R, logo, R ~ RCr(0)™!.

Proposicao 2.2.6 Seja R um anel Artiniano d direita (ou @ esquerda); entio R
¢ uma ordem ¢ direita em R. Em particular, R ~ RCr(0)"'.R

Da Proposigao anterior resulta, em particular, que todo o anel semisimples é
uma ordem a direita em si mesmo e, portanto, é uma ordem & direita num anel
semisimples. A questao sobre a qual nos debrucaremos em seguida é: “Quando
é que um anel R é uma ordem & direita num anel semisimples?”. No resultado
principal desta secgdo, o “Teorema de Goldie”, provamos que um anel R é (a
menos de isomorfismo) uma ordem & direita num anel semisimples () se e s6 se
IR é um anel de Goldie & direita semiprimo. Com vista a provar este Teorema,
necessitamos de alguns resultados que, em seguida, demonstraremos.

Lema 2.2.7 Sejam R wm anel com dimensao de Goldie & direita finita e a um
elemento reqular & direita de R; entdo (aR)r <. Rg.

Demonstragao. Uma vez que a é elemento regular a direita,

¢o: R — R

T — ar

¢ um R-monomorfismo. Pelo Coroldrio 1.9.14, (aR)r <. Rp, como desejavamos
provar. ®m
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Proposicao 2.2.8 Seja R um anel semiprimo, nao singular a direita e com di-
mensao de Goldie a direita finita; entdo:

a) se a é um elemento regular & direita em R, a € Cr(0).

b) se I é um ideal direito ndo nulo de R, entdo existe a € I tal que

ranng(a) NI = 0.

Demonstragao. a) Seja b € lanng(a); entao b(alt) = 0 e, como pelo Lema
2.2.7, (aR)p <. Rg, entéo, b € Z(Rg). Como It é um anel nao singular a direita,
Z(Rg) = 0, logo, a é um elemento regular de R.

b) Provaremos o resultado por indugéo na dimensio de Goldie de ideais di-
reitos nao nulos de £.

Se I’ & um ideal direito ndao nulo de R tal que w.dim(l’) = 1, entdo I" é
um ideal direito uniforme. Como R é anel semiprimo, (I')? # 0, logo, existem
a,a’ € I' tais que aa’ # 0. Com vista a um absurdo, suponhamos que

J = I Nranngle) # 0.
Ent#o, por I’ ser um ideal direito uniforme, J <. I', logo, pela Proposigao 1.5.1,
K={zeR:dzxeJ} <, Rg

Ora, ad’ K < aJ = 0 ¢, uma vez que K <. Rg, aa’ € Z(Rg). Como R ¢ um
anel nio singular & direita, Z(Rg) = 0 - o que & absurdo. O absurdo resultou de
supormos que I’ N ranng(a) # 0, logo, I' Nranng(a) = 0.

Seja n > 1 e suponhamos que, para todo o ideal direito nao nulo K cu-
ja dimensdo de Goldie é estritamente menor que n, existe a € K tal que K N
rannp(a) = 0. Consideremos um ideal direito nao nulo I' de R tal que u. dim(I") =
n. Seja K’ um ideal direito nao nulo tal que K’ C I" e K’ tem dimensao de Goldie
n — 1. Por hip6tese de inducio, existe ag € K’ tal que ranng(ag) N K" = 0. Seja

J = I'Nranng(ag).

Se J = 0, consideramos a = ay.

Suponhamos que J # 0. Como JNK' =0, J %, I', logo, pelo Corolério 1.9.13,
u.dim(J) £ n. Por hipétese de indugao, existe b € J tal que ranng(b)NJ =0,
Seja a = b + ag; entdo, como J N K' =0,

ranng(a) = ranng(ag) N ranng(b),
logo,
ranng(a) N I' = ranng(ag) N I' N ranng(b) = ranng(b) N J = 0.

Concluimos, pois, que existe a € I" tal que ranng(a) N 1" = 0.
Uma vez que R tem dimensao de Goldie a direita finita, todos os ideais direitos
nao nulos de R tém dimensao de Goldie finita, pelo que o resultado é vélido. =
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Lema 2.2.9 Sejam R um anel e I um ideal de R tal que I* = 0; entdo lanng([)
€ um ideal direito essencial de R.

Demonstragao. Se I = 0, lanng(l) = R e lanng(l) é um ideal direito
essencial de R.

Suponhamos que [ # 0. Seja K um ideal direito de 2 tal que KNlanng(I) = 0.
Uma vez que [? = 0, I C lanng(I), logo, K NI = 0. Ora, como I é um ideal
bilateral, K1 = 0, logo, K C lanng(I), o que implica K = 0. Logo lanng(/) é
um ideal direito essencial de R. m

Lema 2.2.10 Sejam R um anel e A um anulador & direita (respectivamente a es-
querda) em R; entao ranng(lanng(A)) = A (respectivamente lanng(ranng(A)) =

A).

Demonstragao. Como lannp(A)A =0, A C ranng(lanng(A)).

Reciprocamente, como A é um anulador & direita em R, A = ranng(X), para
algum subconjunto X de R, logo, XA = 0. Consequentemente, X C lanng(A),
de onde concluimos que

ranng(lanng(A)) C ranng(X) = A,
como desejavamos provar m

Estamos, agora, em condi¢oes de enunciar e demonstrar o resultado principal
desta seccao.

Teorema 2.2.11 [Goldie] Seja R um anel. As sequintes afirmacdes sdo equi-
valentes:

a) R é um anel de Goldie & direita semiprimo,

b) R é anel semiprimo, ndo singular o direita e tem dimensao de Goldie a direita
finita,

c) para todo o ideal direito I de R, Igr <. Ry se e sé se I N Cg(0) # 0,

d) R ¢é a menos de isomorfismo, uma ordem d direita num anel semisimples Q.

Demonstragao. a) = b)

Para provarmos esta implicagdo é suficiente provar que um anel semiprimo R
que satisfaz a.c.c em anuladores a direita em R é nao singular & direita.

Designemos Z(Rg) por J e consideremos a cadeia de ideais direitos

ranngld} © T ranng () € o

Como R satisfaz c.c.a. em anuladores a direita em R, existe um numero natural
n tal que

ranng(J") = ranng(J™).
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Com vista a um absurdo, suponhamos que J* =+ 0; entéo, existe z € J tal
que J"z # 0. Suponhamos agora que, para todo b € J tal que J"b # 0, existe
c € J tal que

J'c# 0, ranng(b) G ranng(c);

entdo, conseguimos construir uma cadeia propriamente ascendente infinita de
anuladores & dircita em R - o que é absurdo, uma vez que It satisfaz c.c.a. em
anuladores a direita em R. Conclufmos, assim, que existe a € J tal que J"a # 0
e, para todo b € J tal que ranng(a) g_ ranng(b), J*b = 0.

Seja b € J. Por defini¢do de J, ranng(b) <. Rg, logo, ranng(b) NaR # 0, de
onde concluimos que existe ¢ € R tal que ac # 0 e bac = 0. Como ba € J ¢

rannp(a) G ranng(ba),

por definicao de a, J"ba = 0. Ora, como b ¢ um elemento arbitrdrio de J,
Jlg =0, isto é, a € ranng(J™). Uma vez que

n+1

ranng(J") = ranng(J"),

temos um absurdo. O absurdo resultou de supormos J™H # 0, logo, J é um ideal
nilpotente. Pelo facto de R ser um anel semiprimo, conclufmos que J = Z (Rp) =
0, logo, R & um anel nao singular a direita.

b) = c)

Seja I um ideal direito de 2 tal que INCx(0) # 0. Consideremos a € TNCx(0).
Pelo Lema 2.2.7, (aR)r <. Rg, logo, Ir <. Rg.

Reciprocamente, seja I um ideal direito essencial de [t; pela Proposigao 2.2.8,
existe a € I tal que

ranng(a) NI =0,

logo, ranng(a) = 0. Mas, pela Proposicio 2.2.8, ranng(a) = 0 implica a € Cg(0),
logo, I N Cg(0) # 0, como desejdvamos provar.

c) = d)

Comecemos por verificar que Cr(0) é um conjunto de Ore & direita em R.

Para tal, consideremos a € Il e s € Cg(0); por c), (sR)r <. Rg, logo, pelo
Corolério 1.5.2,

I={reRiarec sR} <. R
Por ¢), I N Cg(0) # 0, isto &,
CLOR(O) Nsk 7& @

Provamos, assim, que Cg(0) é um conjunto de Ore & direita em R. Como Cg(0)
& um conjunto de Ore & direita em R e ¢ reversivel a direita em R (pois todos
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os seus elementos sao regulares), entdo Cr(0) € um conjunto de denominadores
a direita em R, logo, existe anel de fracgoes a direita de R com respeito a Cr(0)
-@. Seja ¢: R — () um homomorfismo de anéis que satisfaz as condigoes
a), b) e c¢) da Definicdo 2.1.1; entdo ¢(R) >~ R, o que nos leva a identificar R e
¢(R). Consequentemente, R é uma ordem & direita em Q).

Provaremos seguidamente que ) & anel semisimples. Para tal, consideremos
um ideal direito ndo nulo I de Q). Pela Proposigao 1.5.3, podemos considerar um
ideal direito J de R tal que

(INR)® J)r <. Rr

e, por ¢), existe um elemento regular z de R tal que 2z € (I N R) @ J. Uma vez
que I é uma ordem & direita em (),  é uma unidade de @, logo,

Q=({INRQ+.JQ.

Ora, como (INR)Q =Ie (INR)QNJQ = 0, concluimos que I & JQ = Q;
consequentemente, I é uma parcela directa de @. Como todo o ideal direito de
() & parcela directa de @, pela Proposicao 1.5.4, ¢ é anel semisimples, como
desejavamos provar.

d) = a)

Seja R uma ordem & direita num anel semisimples (). Consideremos um ideal
I de R tal que I? = 0. Pelo Lema 2.2.9, o ideal bilateral I' = lanng([) & essen-
cial como ideal direito de R, logo, (I'Q)g <. Q¢. Uma vez que @ ¢ um anel
semisimples, pela Proposi¢ao 1.5.6, I'Q = (. Em particular,

1=a1b;t + ...+ azb, !,

para alguns ay,...,a, € I' e by,...,b, € Cr(0). Aplicando a Proposigao 2.1.14,
conclufmos que 1 = ab™!, para alguns a € I' e b € Cy(0), logo, b € I', de onde
concluimos que I’ contém um elemento regular b. Ora, como bl = 0, I = 0.
Concluimos, assim, que I é anel semiprimo.

Consideremos uma cadeia A; C ... C A,, C ... de anuladores & direita em R,
logo,

.. Clanng(A,) C ... C lanng(Ay).
Consequentemente,
ranng(lanng(A1)) C ... € ranng(lanng(4,)) C ...

Uma vez que () é anel semisimples, () é anel Noetheriano & direita, logo, existe
um nimero natural n tal que

ranng(lanng(A,)) = ranng(lanng(Am)),
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para todo m > n. Logo, aplicando o Lema 2.2.10,

A, = ranng(lanng(A,)) = ranng(lanng(A4,)) N R = ranng(lanng(Am)) N R

= Tannﬁ(lanng(z‘lm)) — Ama

para todo m > n. Estd, pois, provado que R satisfaz c.c.a. em anuladores a
direita em R.

Seguidamente iremos provar que R tem dimensao de Goldie & direita fini-
ta. Com vista a um absurdo, suponhamos que existe uma familia independente
infinita (/;)jer, de ideais direitos nao nulos de R. Para cada j € L, escolhemos
i; € I;\{0}. Consideremos os ideais direitos de @ da forma i;¢), com j € L. Como
@ é anel Noetheriano a direita, a familia (i;Q);cr ¢ dependente, logo, existem
J1sey Jn € L € g4y, ., g5, € @ tais que

ijlqji +...+ 'l:jnan =0

e i;q;, # 0, para todo ! € {1,...,n}. Como R é uma ordem a direita em @), @
¢ anel de fraccoes a direita de R com respeito a Cg(0), logo, podemos aplicar
a Proposicdo 2.1.14 e determinar ay,...,a, € R\{0} ¢ ¢ € Cg(0) tais que ¢;, =
B ey @, = a,c!. Consequentemente,

ijlal + ... + z'jnan =1

e iz # 0, para todo I € {1,...,n}, o que contraria o facto de a familia (1;)jer
ser independente. Consequentemente, R nao contém somas directas de familias
infinitas de ideais direitos nao nulos. Estd, pois, provado que R é anel de Goldie
4 direita. m

Coroldrio 2.2.12 Seja R uma ordem a direita num anel semisimples (J; entao
@ ¢é anel simples se e sé se R é anel primo.

Demonstragao. Suponhamos que R é anel primo.
Seja J um ideal bilateral ndo nulo de @; logo, J N R é um ideal bilateral nao
nulo de R. Uma vez que R é anel primo, pela Proposi¢ao 1.5.7,

(J N R)R SE RRJ

logo, pelo Teorema de Goldie, J N R contém um elemento regular de R. Conse-
quentemente, J contém uma unidade de @ e J = Q. Provamos, assim, que () é
anel simples.

Reciprocamente, suponhamos que () ¢ ancl simples e consideremos ideais A, B
de R tais que AB = 0. Suponhamos que A # 0. Como QAC) ¢ um ideal bilateral
nao nulo de @ e @ é anel simples, QAQ = (). Em particular,

1= iqiaicidrj_la
=)
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onde ¢; € @, a; € A, ¢; € R e d; € Cg(0), para todo ¢ tal que 1 < i < n.
Aplicando a Proposigao 2.1.14, concluimos que existem ¢ € Cr(0) e a} € A, para
todo 7 tal que 1 <1 < n, tais que

n
_ Pl
le gia;,c ",
i=1

logo, ¢ = > | qiai. Umavez que c € QA, cB = QAB = 0. Ora, como c é regular,
c¢B = 0 implica B = (. Consequentemente, 7 é anel primo, como desejavamos
provar. W

Coroldrio 2.2.13 Seja X um subconjunto multiplicativo de um anel de Goldie a
direita semiprimo R. Se X C Cg(0) e todo o ideal direito essencial de R intersecta
X nao trivialmente, entao, X é um conjunto de denominadores a direita em R e

BE w BELIG,

Demonstragao. Pelo Teorema de Goldie, existe anel de fracgoes a direita
de R com respeito a Cg(0) - RCr(0) L. Seja ¢: R — RCR(0)™' um ho-
momorfismo de anéis que satisfaz as condigoes a), b) e ¢) da Definicdo 2.1.1.
Provaremos que RCg(0) ! & anel de fracgoes & direita de R com respeito a X.

Observe-se que, como X C Cr(0), todo o elemento da forma ¢(x), com z € X,
¢ uma unidade de RCx(0)L.

Se considerarmos z € RCx(0) !, conclufmos que z = ¢(a)p(b)~!, para alguns
a € Rebe Cr(0). Pelo Teorema de Goldie, (bR)r <. Rg, logo, por hipétese,

BRNX £ 0,

0 que nos leva a concluir que existem r € R, z € X tais que br = z. Uma vez
que ¢(b) e ¢(x) sao unidades de RCR(0)~!, ¢(r) é uma unidade de RCr(0)~".
Consequentemente, z = ¢(ar)@d(z) !, o que nos leva a concluir que todos os
elementos de RCR(0)~! se escrevem na forma ¢(s)¢(y) !, para alguns s € R e
y € X.

Uma vez que

Ker(¢p) ={r € R:rxz =0, paraalgum z € X} =0,

estdo reunidas as condigdes necessdrias para afirmar que RCx(0) ! & anel de

fracgoes a direita de R com respeito a X. Logo, X é um conjunto de denomina-
dores & direita em R e RCp(0)™' ~ RX™'. =

Em seguida verificaremos que um anel de Goldie a direita apresenta uma
propriedade especial - o facto de todo o seu nil-ideal ser nilpotente.

Dado X um ideal de um anel R, apresentaremos uma condicao “mais fraca”
que a condi¢do “X & nilpotente” e verificaremos que, no caso particular de R
satisfazer c.c.a. em anuladores & direita em R, as condigoes sao equivalentes.
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Definicao 2.2.14 Sejam R um anel ¢ X um ideal de R. Dizemos que X éT'-
nilpotente se, para qualgquer sequéncia (x;);en de elementos de X, existir um
nimero natural m tal que Tp,...comp = 0.

Lema 2.2.15 Sejam R um anel que satisfaz c.c.a. em anuladores a direita em
R e X um ideal de R. O tdeal X ¢é T-nilpotente se e sé se X é nilpotente.

Demonstragao. E ¢bvio que, se X & nilpotente, X é T-nilpotente.
Reciprocamente, suponhamos que X é T-nilpotente. Uma vez que

ranng(X) C ... Cranng(X"™) C ...

e R satisfaz c.c.a. em anuladores a direita em I, existe um nimero natural n tal
que ranng(X™) = ranng(X™), para todo m > n.

Clom vista a um absurdo, suponhamos que X nio é nilpotente. Como X" £
0, existe z; € X tal que X"z, # 0, logo, X"y # 0. Analogamente, concluimos
que existe zo € X tal que X"zozy # 0, logo,

Xn+1$2$1 7£ 0.

Repetindo o processo, construfmos uma sequéncia de elementos de X - (z;)ien tal
que Tp,...x; # 0, para todo m > 1, o que contraria o facto de X ser T-nilpotente.
Concluimos, assim, que X é nilpotente, como desejdvamos provar. ®

Teorema 2.2.16 [Herstein, Small, Lanski] Sejam R um anel de Goldie a
direita e X um nil-ideal de R; entdo X é nilpotente.

Demonstragao. Pelo Lema 2.2.15, é suficiente provar que X é T-nilpotente.

Com vista a um absurdo, suponhamos que X nao é T-nilpotente.

Dizemos que um elemento z € X satisfaz a condigio A) se existir uma se-
quéncia de elementos de X - (2;)ien tal que 21 = = € zm...2221 # 0, para todo
m > 1. Seja

Sy = {z € X : z satisfaz a condi¢do A)}.

Como, por hipétese, X nao é T-nilpotente, S; # (). Consideremos z; € S tal que
ranng(z;) € maximal entre os anuladores a direita em R de elementos de S;.

Seja n um nuimero natural maior que 1. Definiremos z, indutivamente. Para
tal, suponhamos j& definidos xg € Sa, ..., Tn—1 € Sp—1. Consideremos

S, ={z € X : xx, 1...7) satisfaz a condicdo A)}.

Como S,, # (), podemos tomar z, € S, tal que ranng(z,) € maximal entre os
anuladores a direita em It de elementos de S,,.
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Para todo o mimero natural n, designamos por y, os elementos da forma
Tp...x1. Observe-se que y, # 0, para todo o nimero natural n.
COHIO Litjo-Tig1 = Xe

(LCH_J‘. --$i+1$i)($i—1 CEl) -‘,‘é 0,

para todos ¢,7 € N, entdo, z;+;..zi412; € S;, para todos 7,7 € N. Por outro
lado, como ranng(z;) é maximal entre os anuladores 4 direita dos elementos de
S;, concluimos que

ranng(z;) = ranng(ziy;...xi412:), para todos 4,7 € N. 1)

Com vista a um absurdo, suponhamos que existem n,7 € N tais que z;y, # 0 e
n > ¢ > 1. Uma vez que x;y, # 0, por 1), (z,+;...%;)yn # 0, para todo o mimero
natural 7, logo,

(xi+j---$i+1)[(xixn---mi)(xi—l Q}']_)] f,é 0,

para todo o mimero natural 7. Consequentemente, z;2,...z; € S;. Por definigao
de x;,

ranng(z;) = ranng(Tity...2z;). 2)
Pelo facto de X ser nil existe um mimero natural k tal que (z,...7;)* = 0, logo,
L3 (L) (T i) F 1 = 0.

Aplicando 2), concluimos que z;(x,...z;)* ' = 0. Repetindo o processo k — 2
vezes, obtemos z;(x,...z;) = 0 e, logo, z;y, = 0, 0 que é absurdo. O absurdo
resultou de supormos z;y, # 0, logo, z;y, = 0, para todos n,i € N tais que
121,

Consideremos, agora, a famflia de ideais direitos ndo nulos de R, (y,R)nen.
Uma vez que R & anel de Goldie a direita, concluimos que a familia apresentada
é dependente, logo, existem 7y, ...,7, € R tais que

Y1+ -+ Yaln =0,
onde os elementos da forma y;r;, com 1 < 7 < n, nao sao todos nulos. Logo,
—Zol1T1 = TalYala + ... + LoYnTn.
Uma vez que z;yx = 0, para todos k,7 € N tais que k > ¢ > 1,
ToYaTn = ... = ToYnTn = 0,
logo, zoy1r1 = 0. Como ry € ranng(zay;) e, por 1),

ranng(z1) = ranng(re.xy) = ranng(Tay ),
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tem-se z17; = 171 = 0. Repetindo o processo, concluimos que 171 = ... = YpTn =
0, o que ¢ absurdo. O absurdo resultou de supormos que X nao era 7T-nilpotente,
logo, X & T-nilpotente e, pelo Lema 2.2.15, X é nilpotente, como desejadvamos
provar. m

Coroldrio 2.2.17 Seja R um anel de Goldie & direita; entdo P(R) é nilpotente.

Demonstracao. Pela Proposigao 1.1.9, P(R) ¢ um nil-ideal, logo, pelo Teo-
rema 2.2.16, P(R) é nilpotente. m

2.2.1 Torgao de um mdédulo

No caso particular de R ser um anel de Goldie a direita semiprimo, concluimos,
pelo Teorema de Goldie, que R &, a menos de isomorfismo, uma ordem & direita
num anel @, logo, Cz(0) é um conjunto de denominadores & direita em R. Neste
caso, dizemos que um E-médulo M é um R-médulo de torgao se M for um
R-médulo de Cg(0)-torgao e M & um R-mdédulo livre de torgao se M for
um R-médulo livre de Cg(0)-torgao e designamos o R-médulo te,,0)(M) por I-
submédulo de torgao de M. Comegamos por relacionar dois R-submddulos -
Z(M) e tep)(M) - de um dado R-médulo M sobre um anel de Goldie a direita
semiprimo K.

Lema 2.2.18 Sejam R um anel de Goldie a direita semiprimo e M um R-
mddulo; entdo Z(M) = {m € M : mz = 0, para algum z € Cr(0)} = tc,0)(M).

Demonstragao. Se m € Z(M), por defini¢do, I = ranng(m) <. Rg. Pelo
facto de I ser um ideal direito essencial de um anel de Goldie & direita semiprimo,
aplicando o Teorema de Goldie, concluimos que / contém um elemento regular
z. Em particular, mz = 0 e m € te,w0)(M).

Reciprocamente, consideremos m € M tal que mz = 0, para algum x € Cg(0).
Logo, mzR = 0 ¢, uma vez que z € Cg(0) e R ¢ um anel de Goldie a direita
semiprimo, (zR)gr <. Rg, logo,

ranng(m) <. Rg
e m € Z(M). Consequentemente,
Z(M)={me M :mz =0, para algum z € Cr(0)} = tcy0)(M),
como desejdvamos provar. H

O Corolério que se segue é uma consequéncia imediata do Lema 2.2.18.
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Coroldrio 2.2.19 Sejam R um anel de Goldie & direita semiprimo e M um R-
mddulo. Afirmar que M é um R-mddulo de tor¢do é equivalente a afirmar que
M é um R-mddulo singular e afirmar que M é um R-mddulo livre de tor¢ao é
equivalente a afirmar que M é um R-mddulo nao singular.-M

A Proposig¢ao seguinte ¢ uma consequéncia imediata do Coroldrio 2.2.19, da
Proposicao 1.6.2 e da Proposicao 1.6.3.

Proposigao 2.2.20 Seja R um anel de Goldie a direita semiprimo; entdo:

a) todos os R-submddulos, mddulos quocientes e somas de R-mddulos de torgao
sao R-maodulos de torgao,

b) todos os R-submddulos, somas directas e extensoes essenciais de R-mddulos
livres de tor¢ao sao R-mddulos livres de torgao,

c) sejam M um R-médulo e N um R-submddulo de M tal que N e M/N sio
R-mddulos livres de torcao; entao M é um R-mddulo livre de torgao,

d) seja N um R-submddulo essencial de um R-mddulo M; entio M/N é um
R-mddulo de torgao,

e) sejam M um R-mddulo livre de tor¢ao e N um R-submddulo de M tal que
M/N ¢é um R-mddulo de tor¢do; entio N <. M.

Como, pelo Teorema de Goldie, os anéis de Goldie & direita semiprimos sao nao
singulares a direita, aplicando a Proposicao 1.6.4 e o Corolédrio 2.2.19, podemos
enunciar o seguinte resultado:

Proposicao 2.2.21 Seja R um anel de Goldie & direita semiprimo,

a) para todo o R-médulo M, o R-mddulo M/Z(M) = M /toy0)(M) € livre de
torgao,

b) se N é um R-submddulo de um R-mddulo M tal que N ¢ M/N siao R-mddulos
de torgao, entao M é um R-mddulo de torcao,

c) toda a extensdo essencial de um R-mddulo de tor¢io é um R-mddulo de tor¢ao.

Consideremos um anel de Goldie a direita semiprimo R e um R-mdédulo M.
Uma vez que M <. E(Mpg), pela Proposicao 2.2.20, afirmar que M é um R-
maédulo livre de torgdo é equivalente a afirmar que E(Mg) é um R-mdédulo livre
de torcao e, pelas Proposigoes 2.2.20 e 2.2.21, afirmar que M é um R-mddulo de
tor¢do é equivalente a afirmar que E(Mg) é um R-mdédulo de torgao. Portanto,

Lema 2.2.22 Sejam R um anel de Goldie a direita semiprimo e M um R-
médulo; entao M é um R-mddulo livre de tor¢do se e s6 se E(Mpg) é um R-mddulo
livre de tor¢do e M é um R-mddulo de tor¢do se e s se E(Mpg) é um R-mddulo
de torcao.ll

Proposigao 2.2.23 Seja R um anel de Goldie & direita semiprimo; entao

tCR(O)(RR) = (.
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Demonstragao. Pelo Teorema de Goldie, R é anel nao singular a direita,
isto &, Z(Rg) = 0. Aplicando o Lema 2.2.18, concluimos que tg,)(Rg) =0. =

Coroldrio 2.2.24 Sejam R um anel Noctheriano ¢ direita, P um ideal préprio
semiprimo de R e C um conjunto de Ore & direita em R tal que C C Cg(P);
entdo R/P é um R-mddulo a direita livre de C-torgao.

Demonstracao. O anel R/P ¢ um anel Noetheriano & direita e semiprimo,
logo, pela Proposigao 2.2.23, R/P é um R/P-mddulo & direita livre de torgao.
Uma vez que C C Cg(P), R/P é um R-médulo & direita livre de C-torcao.

Provaremos em seguida que, no caso particular de R ser um anel de Goldie a
direita semiprimo ¢ M ser um R-médulo uniforme, entao M ou ¢ um R-médulo
livre de torcao ou &€ um R-mdédulo de torcao.

Proposicao 2.2.25 Sejam R um anel de Goldie a direita semiprimo e M um
R-médulo uniforme; entdo M ou é um R-mddulo de tor¢do ou é um R-mddulo
livre de torgao.

Demonstragao. Se to, ) (M) =0, M é um R-médulo livre de torcao.

Suponhamos que tcy) (M) # 0, entdo, por M ser um K-médulo uniforme,
topo)(M) <. M. Uma vez que top(o) (M) é um R-médulo de torgao, pela Pro-
posicio 2.2.21, M é um R-moédulo de torgdo. Concluimos, assim, que M ou &
um R-médulo de torcdo ou ¢ um R-mdédulo livre de tor¢ao, como desejévamos
provar. W

No Lema que se segue relacionam-se R-moédulos livres de tor¢do com R-
modulos totalmente fiéis.

Lema 2.2.26 Sejam R um anel primo de Goldie & direita e M wm R-mddulo
nao nulo livre de torcao; entdo M é um R-mddulo totalmente fiel.

Demonstragao. Suponhamos que M nédo ¢ um R-médulo totalmente fiel,
entdo, existe 0 # N < M tal que ranng(N) # 0. Como I = rannz(N) é um
ideal bilateral ndo nulo e R é um anel primo, pela Proposicao 1.5.7, I é um
ideal direito essencial de R, logo, I contém um elemento regular de R - ¢. Em
particular, Nc = 0, o que é absurdo, uma vez que M é um R-mdédulo livre de
torciao. O absurdo resultou de supormos que M nao é um R-mddulo totalmente
fiel, provando-se, assim, o desejado. =

Finalizamos esta secgio com um resultado relacionado com a torgao de bimé-
dulos - Lema 2.2.28. Antes de o introduzirmos, atendamos ao seguinte Lema:
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Lema 2.2.27 Sejam gpAg um bimddulo e B um S-submddulo de A tal que r(RB)
é finitamente gerado; entdo existe um nimero natural n tal que S/ranng(B) é
isomorfo a um S-submddulo de &7 B;, onde B; = B, para todo i € {1,...,n}.

Demonstragao. Sejam by, ..., b, € B tais que RB = Rb, + ... + Rb,, logo,
ranng(B) = ranng(RB) = N ;ranns(b;).

Consideremos o S-homomorfismo
p: S — ? B
5 — (b18,...,bp8) 7
onde B; = B, para todo 7 € {1,...,n}. Logo,
S
Ker(¢)

Ora, como
Ker(¢) = N ranng(b;) = ranng(B),

S/ranng(B) é isomorfo a um S-submédulo de @F_; B;, como desejadvamos provar.
i

Lema 2.2.28 Sejam rAg um bimddulo tal que rA é Noetheriano ¢ S é um
anel de Goldie o direita semiprimo. Seja C um sub-bimddulo de A e B um
S-submddulo de A que contém C. Se B/C é um S-mddulo de torgdo, entdo existe
um ideal ndo nulo I de S tal que BI < C.

Demonstragao. Uma vez que S é um anel de Goldie a direita semiprimo,
pelo Corolédrio 2.2.19, B/C é um S-mdédulo singular, logo, (T‘CL?’LTLS(B)) 5 <. Sg,
para todo b € B/C.

Como rA é Noetheriano, r (RB/C) € um R-mdédulo & esquerda finitamente

gerado. Sejam by, ..., b, elementos de B/C' que geram p (RB/C); logo

N ranng(b;) = ranng (RB/C) = ranns (B/C).
Uma vez que (ranng (Ei))g <. Sg, para todo 7 € {1, ...,n}, concluimos que
I = ranng (B/C) = N ranng(b;) # 0.

Provamos, assim, que existe um ideal nao nulo I de S tal que BI < C. =

No caso particular de o S-submédulo B do bimédulo pAg considerado no

Lema 2.2.28 ser de torgao, concluimos, tomando C' = 0, que existe um ideal nao
nulo I de S tal que BI = 0, logo, ranng(B) # 0. Portanto,

Coroldrio 2.2.29 Seja rAs um bimddulo tal que rA é Noetheriano e S é um
anel de Goldie & direita semiprimo. Seja B um S-submddulo de A tal que B é
um S-mddulo de tor¢do; entdo ranng(B) # 0.
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2.3 Moédulos de fracgoes

Nesta seccao iremos generalizar a médulos vérios dos resultados estudados sobre
anéis de fracgoes.

Comecemos por observar que se M ¢ um RC'-médulo a direita, onde R
¢ um anel e C' um conjunto de denominadores & direita em R, entao, existe
uma estrutura natural de R-maédulo a direita em M para a qual se verifica que
tc(M) = 0. Com efeito, a aplicagao

¢p: MXR — M
(m,fr) — m(’rl_l)

define uma estrutura de R-modulo a direita em M e, uma vez que, dados m € M
e ¢ € C tais que me = 0, entdo m = m(cl t)ec™! = 0, pelo que concluimos que
to(M) = 0.

Definicao 2.3.1 Sejam R um anel, C' um conjunto de denominadores & direita
em R e M um R-mddulo & direita. Um moédulo de fracgoes M' de M com res-

peito a C é um RC~1-mddulo & direita para o quel existe um R-homomorfismo
f: M — M tal que:

a) todo o elemento de M' pode ser escrito na forma f(a)x™", para alguns a € M
ex € C,

b) Ker(f) =tc(M).

Com o intuito de demonstrarmos que, dados um anel R, um conjunto C de
denominadores a direita em R e um R-mdédulo M, é sempre possivel construir um
moédulo de fracgoes M’ de M com respeito a C', introduziremos alguns resultados
e definigoes.

Definicao 2.3.2 Sejam R um anel, X um subconjunto multiplicativo de R e A
um R-mddulo. Dizemos que A é X -divisivel se Az = A, para todo z € X.

Lema 2.3.3 Sejam R um anel, X um congunto de denominadores a direita em R
e A um R-mddulo & direita. Suponhamos que A é um R-mddulo & direita livre de
X-torcao e X -divisivel, entao, podemos definir uma estrutura de RX ~Lmddulo
a direita em A compativel com a sua estrutura de R-mddulo a direita.

Demonstragio. Afirmar que A tem uma estrutura de RX ~'-médulo a di-
reita é equivalente a afirmar que existe um homomorfismo de anéis

¢: BRX~' — Endg(A)r .

Por outro lado, como A tem uma estrutura de H-mddulo a direita, existe um
homomorfismo de anéis
w: R — Endg(A)°P
p(r): A — A

a — ar

i —
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e, como RX ™! é anel de fracgoes & direita de R com respeito a X, existe um
homomorfismo de anéis a: R — RX ! que satisfaz as condigoes a), b) e
c) da Definigao 2.1.1.

Se p(z) for uma unidade de Fndz(A)°, para todo x € X, pela Proposicao
2.1.15, conclufmos que existe um tinico homomorfismo de anéis

¢: RX™' — Endg(A)P

tal que ¢ o a = (.

Para provarmos o lema €, pois, suficiente verificar que, para todo z € X, ¢(z)
¢ uma unidade de Endz(A)%, ou, equivalentemente, ¢(z) é uma bijecgao.

Seja x € X. Comecemos por provar que @(z) ¢ uma fungao injectiva. De
facto, se (p(z))(a) = 0, para algum a € A, entdo, ax = 0, isto é, a € tx(A).
Ora, como A ¢ um R-médulo livre de X-torgao, tx(A) = 0, logo, ¢(z) ¢ uma
fungao injectiva. Por outro lado, se considerarmos a € A, como A é X-divisivel,
existe a’ € A tal que a'z = a; consequentemente, a =(¢(x))(a’), o que nos leva a
concluir que ¢(x) é sobrejectiva, como desejdvamos provar.

Seguindo uma abordagem semelhante a descrita na pdgina 59, demonstra-
remos que um modulo de fracgées A" de um R-mddulo A com respeito a um
conjunto X de denominadores & direita em R pode ser caracterizado & custa de
um R-submédulo de E(Cg), onde C = A/tx(A).

Teorema 2.3.4 Sejam R uwm anel, X wm conjunto de denominadores & direita
em It e A um R-mddulo; entao existe um mddulo de fracgoes de A com respeito
a X.

Demonstragdo. Sejam C = A/tx(A) e B o R-submédulo de E(Cp) tal que
B/C =tx(E(Cg)/C). Consideremos o R-homomorfismo

f: A — B
o — atitx(A) (1)

Vamos mostrar que podemos definir em B uma estrutura de RX '-médulo a
direita compativel com a sua estrutura de R-mdédulo & direita. Pelo Lema 2.3.3,
é suficiente mostrar que B é um R-médulo livre de X-torgao e é um R-médulo
X-divisfvel.

Para mostrarmos que B é um R-mddulo livre de X-tor¢ao comecemos por
notar que, pela Observagao 2.1.9, tx(C) = 0. Assim,

0 = tx(C) = tx(B) N C.

Uma vez que C <. E(Cpg), concluimos que tx(B) = 0, isto &, B € um R-mddulo
livre de X-torgéao.
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Em seguida provaremos que B é X-divisivel. Comecemos por verificar que,
dados b € B e z € X, se tem rannp(z) C ranng(b). Para tal observe-se que, se
r € ranng(z), entdo, zr = 0. Pela reversibilidade & direita de X, existe 2’ € X
tal que 7z’ = 0. Consequentemente brz’ = 0, o que implica br € tx(B). Uma vez
que tx(B) =0, r € ranng(b) e, logo,

ranng(z) C ranng(b).

Conclufmos assim que, se zr = z7', para alguns r, 7’ € R, entao, b(r —r') =0, o
que implica br = br'. Portanto,

¢: zR — E(Cg) (2)
rr — br

estd bem definida. Pelo facto de F(Cg) ser um R-mddulo injectivo, podemos

estender ¢ a um R-homomorfismo ¢: R — FE(Cg) . Assim, p(1)z = p(z) =

¢(z) = b. Para provarmos que B é X-divisivel ¢ suficiente provar que (1) € B.

Ora, como p(1)z € B e B/C = tx(E(C)/C), conclufmos que existe ' € X tal

que

(p(D)z + C)z' = (p(1) + C)zz’ = Opyc

e, uma vez que 2z’ € X, ¢(1) € B. Esta, pois, demonstrado que B possul uma
estrutura de RX " -médulo a direita compativel com a sua estrutura de R-modulo
a direita.

Para provarmos que B é um médulo de fracgoes de A com respeito a X é
suficiente verificar que o R-homomorfismo f definido em 1) satisfaz as condigoes
a) e b) da Definicao 2.3.1:

a) Como B/C = tx(E(C)/C), dado b € B, existe z € X tal que

(b =+ C).’E = OB/c,

logo, bz € C. Ora, como bz € C, bz = f(a), para algum a € A, logo, b = f(a)z 7},
coma€ Aezx € X.

b) Por definigao, Ker(f) = tx(A). Estdo, pois, reunidas as condigGes ne-
cessdrias para afirmar que B é um médulo de fracgdes de A com respeito a X.
n

Sejam R um anel, X um conjunto de denominadores a direita em R e M um
R-médulo; o médulo de fracgdes de M com respeito a X construfdo no Teorema
2.3.4 serd representado por M X 1. Representamos cada elemento y € MX ' por
ab ™, comae Mebe X.

Demonstramos a existéncia de maédulo de fracgoes de um R-moédulo arbitrario
com respeito a um conjunto X de denominadores a direita em R. O passo seguinte
serd provar que, a menos de isomorfismo, o médulo de fracgoes ¢ tinico.
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Proposigao 2.3.5 Sejam R um anel, C um conjunto de denominadores & direita
em R, M um R-mddulo, M' um mddulo de fracgées de M com respeito a C', N um
RC~Y-mddulo a direita e g: M — N wum R-homomorfismo. Designemos
por f: M — M wuwm R-homomorfismo que satisfaz as condigdes a) e b) da
Definicdo 2.3.1; entdo existe um e um s6 RC~'-homomorfismo h: M' — N
tal que ho f = g.

Demonstragao. Vimos j4, no inicio desta secgao, que, se considerarmos em
N a estrutura natural de R-mdédulo a direita, entdo, to(Ng) = 0. Uma vez que

0 = tc(Ng) = tc(E(NR)) N N

¢ F(Ng) é uma extensao essencial de N, to(E(Ng)) = 0.

Comegaremos por provar que existe um R-homomorfismo h: M’ — N
tal que ho f = g.

Consideremos m,m’ € M tais que f(m) = f(m'), entdo, (m — m') € Ker(f).
Por definigao de f,

(m—m') € ta(M),

isto ¢, existe z € C tal que (m —m)z = 0; logo, g(m — m')z = 0. Uma vez que
ta(E(Ng)) = 0, g(m — m/)z = 0 implica g(m — m') = 0, logo, g(m) = g(m/).
Tendo em conta o que foi visto anteriormente, podemos definir a aplicagao:

ho: f(M) — E(Ng)
fm) — g(m)

Assim definida, hg é um R-homomorfisimno.
Como f(M) < M'e E(Ng) é um R-médulo injectivo, existe um R-homomorfismo

hli M’ — E(NR)

tal que hy |sa)= ho. Pretendemos, agora, provar que h;(M') C N. Para tal,
observe-se que se a € M, por defini¢do de f, a = f(m)c™!, para alguns m € M
ece C,logo, f(m) = ac. Assim,

hi(a)e = hi(ac) = hy(f(m)) = ho(f(m)) = g(m),

logo, hy(a)e = g(m) e g(m) € N. Uma vez que N é um RC~*-médulo,

logo,
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Ora, como tc(E(Ng)) = 0, hy(a) = g(m)c™!, portanto, hi(a) € N. Concluimos,
assim, que hy(M') C N.
Consideremos o R-homomorfismo
h: M — N
m  — hi(m)’

Observe-se que, para todo a € M,
(ho f)a) = ho(f(a)) = g(a),

logo, ho f =g.

Verificaremos, seguidamente, que o R-homomorfismo h ¢ também um RC~1-
homomorfismo. Consideremosm € M'erc ! € RC™!,comr € Rec € C. Como
h & um R-homomorfismo,

h(m)r = h(mr) = h(m(re)el™) = h(m(re))e.
Ora, como h(m)r € N e N é um RC~'-mdédulo a direita,
h(m)(re™') = h(m(re™)),

o que nos leva a concluir que A ¢ um RC~'-homomorfismo, como desejdvamos
provar.

Falta-nos provar que h é o unico RC~'-homomorfismo que satisfaz a condigao
ho f = g. Para provarmos tal facto consideremos um RC*-homomorfismo
K M — N que satisfaz a condigao h' o f = g. Consideremos m* € M.
Por definicio de f, m* = f(m)c™!, para alguns m € M e ¢ € C. Uma vez que A’
e h sao RC~*-homomorfismos,

W(m™) = K(f(m)c™) = W (f(m))e ™ = glm)c™ = (ho f)(m)c™" = h(m").
Consequentemente, i’ = h, como desejdvamos provar. |

Coroldrio 2.3.6 Sejam R um anel, C um conjunto de denominadores a direita
em R, M um R-mddulo e M{, M} mddulos de fracgées de M com respeito a C.
Entio, M| e M} sio isomorfos como RC~'-mddulos a direita.

Demonstracao. A demonstragio é andloga & apresentada no Coroldrio
2.1.16. =

Aplicando o Teorema 2.3.4, concluimos que, dados um anel R, um R-médulo
a direita M e um conjunto de denominadores & direita C' em R, existe um mdédulo
de fraccoes de M com respeito a C - MC 1. Do Corolério anterior, resulta que,
a menos de isomorfismo, o médulo de fracgdes de M com respeito a C' é tnico.
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2.3.1 Extensao e contracgao de mddulos

Nesta seccao iremos relacionar R-submédulos de um dado R-médulo M e RC~1-
submédulos de MC !, onde C é um conjunto de denominadores & direita em R.
Estudaremos o caso particular de o R-médulo M considerado ser um ideal de .

Consideremos um anel I, um conjunto ' de denominadores & direita em R
e um R-médulo M. Seja N um RC~'-submédulo de MC L. Designamos por
contracgao de N em M o conjunto

Ne={meM:ml™' € N}.

Observe-se que N¢ é um R-submddulo de M. Reciprocamente, se considerarmos
um R-submédulo N de M, designamos por extensao de N para MC™! o
conjunto

Ne={nc'e MC':ne N,ceC}.

Provaremos, em seguida, que N® é um RC~'-submédulo de MC~!. Para tal,
consideremos r¢™' € RC™!, comr € Rece C, nlcfl,ngcgl € N¢ onde ny,ny €
N e ci1,¢c; € C. Pela Proposigao 2.1.14, existem ry,my € R e ¢, € C tais que

mesl = ¢t erget = ¢t logo,
1 A 4 3, 4
nmer s +necy; =ny(ric, ) + na(recy ) = (nary + nar)c, .
Consequentemente,

(nlcfl +n2C2_1) & N
Analogamente, provamos que (nicy! — ngcy ) € N¢. Por outro lado,
(nicy ) (re™t) = my1 Hegtre ™).

1

Ora, como cj ‘rc™t € RC™!, existem r, € R e ¢y € C tais que ¢;'r¢™ = r9¢ ', 0

que nos leva a concluir que
(nie;H(re™) = (nars)cy

Estéo, pois, reunidas as condicdes necessdrias para afirmar que N¢ é um RC™'-
submédulo de MC™!.

Lema 2.3.7 Sejamn R um anel, C um conjunto de denominadores a direita em
R e M um R-médulo. Entao:
a) se N é um R-submddulo de M,

Née={ncle MC™ :ne N,ce C}

é um RC1-submddulo de MC™1.
b) se N é um RC '-submddulo de MC™!,

NC:{meM:mlfleN}
é um R-submddulo de M.
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Proposicao 2.3.8 Sejam R um anel, X um conjunto de denominadores a direita
em R e A un R-mddulo. Entao:

a) se B é um RX'-submddulo de AX™', B = B,

b) se C é um R-submddulo de A, entio, C < C* e C = C* se e sd se A/C ¢é
um R-mddulo livre de X -torcao.

Demonstragao. a) Seja b € B®. Por definigao, ¥’ = bz™', para alguns

be B°ex e X.Ora, b € B°implica b17! € B, logo, bz™! € B e B* < B.

Por outro lado, se @ € B, a = bz™!, para alguns b € A ez € X, logo,
b1~ = azl™!, portanto, b1~ € B e b € B°. Consequentemente, bz~! € B* e
B = B, como desejdvamos provar.

b) Seja ¢ € C. Por defini¢ao, c17! € C*, logo, c € C*° e C' < C*°,

Para provarmos que C' = C*° se e s6 se A/C é um R-médulo livre de X-torgao
é suficiente provar que

C°/C = tx(A/C).

Comecemos por verificar que A/C* é um R-médulo livre de X-tor¢ao. Com
efeito, se considerarmos @ € A e z € X tal que az € C*, concluimos que
axl™! € C% logo, al™! € C° ou, equivalentemente, a € C, o que nos leva a
concluir que A/C* ¢ um R-mdédulo livre de X-tor¢ao.

Por outro lado, C*¢/C é um R-médulo de X-tor¢ao uma vez que, se ¢ € C*°,
entdo, c1™! € C°, logo, c1™! = az~!, para alguns a € C e z € X. Assim, existe
z' € X tal que

cxx' =z’
e ax’ € C, de onde concluimos que
(c+ C) e tx(C*/C),

logo, tx(C*¢/C) = C*¢/C.
Pelo facto de C*¢/C' ser um R-mdédulo de X-torgao, concluimos que

0% /0 < tx(4/C).

Por outro lado, consideremos a € A tal que ax € C, para algum z € X. Uma vez
que C < C®, azx € C*. Como A/C* é um R-madulo livre de X-torcdo, a € C*,
o que nos leva a concluir que C*/C = tx(A/C), como desejdvamos provar. m

Lema 2.3.9 Sejam R um anel, S um conjunto de denominadores a direita em
R e M um R-moddulo.

a) Sejam N, L RS™'-submddulos do mddulo de fracgées MS™t; entdo N°N L =
(NN L)

b) Sejam N,L R-submddulos de M; entao N* N L* = (N N L)e.
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Demonstragao. a) Obviamente que
(NNL¥ < NenlLe

Reciprocamente, consideremos z € NN L°. Por defini¢do, 217! € NN L, isto &,
z € (NN L) o que nos leva a concluir que (N N L)¢ = N°nN L.

b) A inclusdo (NN L) € N°N L? é imediata.

Reciprocamente, consideremos n € N° M L. Por defini¢ao, existem n, € N,
no € L, 81,80 € § tais que

n = nlsl_l, n= ngsgl.
Aplicando a Proposi¢ao 2.1.14, conclufmos que existem ry,72 € It e s € S tais que
s7t =ris7 e 55! = sl Assim, (nimy — nara)s! = 0; portanto, existe ' € S
tal que ny(r18") = ng(res’). Uma vez que nyrs’ € N, nares’ € L, nyr s’ € (NNL)
e

(nyr18")(ss) ™t € (N N L)?,

o que nos leva a concluir que n € (NN L)¢. Portanto, (NN L)¢ = N¢N L, como
desejdvamos provar. W

Concentremos, agora, o nosso estudo nas propriedades dos ideais de um anel
de fraccoes a direita RS~ de um anel R com respeito a um conjunto de denomi-
nadores a direita S.

Uma propriedade a salientar é que, se R for um anel, X for um conjunto de
denominadores & direita em R e I for um ideal de RX ™!, entao, /¢ é um ideal
bilateral de R. No entanto, ndo é verdade que, se I for um ideal de R, [€ seja um
ideal de RX !, como mostramos no Exemplo 2.3.10.

Exemplo 2.3.10 Consideremos o anel B = Q[{t; : i € Z}], onde t; é uma
indeterminada comutativa, para todo i € Z. Seja o o automorfismo de R tal que
o fiza todos os elementos de Q e o(t;) = tiy1, para todo i € Z.

Pela Proposicio 2.1.17, R” = Rlz,z71;0] é anel de fracgées & direita de R =
R[z; 0] com respeito a S = {1,z,2%,...}. Observe-se que

¢ R — R
Z?:o @zt — Z?:D a;z’

é umn homomorfismo de anéis que satisfaz as condigées a), b) e ¢) da Defini¢io
2.1.1. Provaremos em sequida que, embora

Pt B s+t B

seja um ideal bilateral de R', I° ndao é um ideal bilateral de R".
Por defini¢io, I é um ideal direito de R'. Se considerarmos (tiri+...+t,r) € I,
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com T1,.,Tn € R, e S nopizt € R, com p; € R, para todo i € {0,...,m},
concluimos que

m (3 m
y= (Z Piﬁ?i) (F1r1+ .+ tars) = ZZ a*(t;)px 'r;, Z Ztﬂ”“ (piz'r;).
i=0 j=1 i=0 j=1 i=0

Uma vez que y € I, conclutmos que I é umn ideal bilateral de R'.
Em sequida verificaremos que I® ndo é um ideal bilateral de R'. Para tal, obser-
vemos que t, € 1°; no entanto, se x~%t, € I°, entdo, como

$_2t1 = U(tl)_2$_2 = t_lcrfz, t_lll')_z S I°.

Ora, set_1z~2 € I¢, entdot_, € I°. Logo,t_1 =Y .- tir;, ondem € Ner; € R,
para todo 1 < i < m, o que é absurdo. Conclutmos assim que, embora I seja um
ideal bilateral de R', 1° nao é wm ideal bilateral de R".

Verificdmos jé que o anel R apresentado no Exemplo 2.3.10 nao ¢ Noetheriano
a direita (pdgina 64). Provaremos em seguida que, se o anel R em questao for
Noetheriano a direita e X for um conjunto de denominadores a direita em R,
todas as extensdes de ideais bilaterais de R para RX ! ainda sao ideais bilaterais
de RX1.

Proposigao 2.3.11 Sejam R uwm anel, C um conjunto de denominadores a di-
reita em R e I um ideal de R. Entao:

a) se o anel R ¢é Noetheriano & direita (respectivamente Artiniano a direita),
entdo RC~! é anel Noetheriano & direita (respectivamente Artiniano a direita);
b) se RC~! é anel Noetheriano & direita, I¢ é um ideal bilateral de RC™;

¢) se R é anel Noetheriano a direita, todas as extensoes de ideais bilaterais de R
para RC~' ainda sdo ideais bilaterais de RC™1;

d) se RC~' ¢ anel Noetheriano a direita e I; é um ideal direito de R, entdo,
(LI)* = (L)%

e) se R é anel Noetheriano a direita e C' € um conjunto disjunto de I, entao,
C ={c+1:ceC} éum conjunto de denominadores a direita em R = R/I.

Demonstragdo. a) Suponhamos que [, < ... < [, < ... é uma cadeia
ascendente de ideais direitos de RC 1. Logo,

() <. S (L) <

sendo (I;)° um ideal direito de R, para todo j € N. Uma vez que R & anel
Noetheriano & direita, conclufimos que existe um nimero natural n tal que (1,)¢ =
(I,,)%, para todo m > n, logo, (In)* = (Ix)®, para todo m > n. Aplicando a
Proposicao 2.3.8, concluimos que I,, = I,,, para todo m > n; logo, RC~! é anel
Noetheriano & direita, como desejavamos provar.
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Analogamente, provamos que se R ¢ anel Artiniano & direita, RC~! é anel
Artiniano a direita.

b) Vimos ja que I° ¢ um ideal direito de RC1.

Para provarmos que /¢ é um ideal esquerdo de RC~! ¢ suficiente provar que
c~1]® = I°¢, para todo ¢ € C. Verificaremos em seguida que, dado ¢ € C, se tem
I¢ < ¢ I¢. Se considerarmos x € I¢, por definicio, x = is~!, para alguns i € [
es € C,logo, (c1™V)x = (ci)s™! e (ci)s™! € I¢, o que nos leva a concluir que
(c171)I¢ < I consequentemente, I¢ < ¢ '7¢. Consideremos a cadeia de ideais
direitos de RO :

FgellPge...ce6tf <.,

Como RC~! & anel Noetheriano a direita, existe um nimero natural n tal que
cI¢ = ¢ " 1]° Logo, I® = ¢ 1%, como desejdvamos provar.

c) Pela alinea a) RC! é um anel Noetheriano a direita e, pela alinea b),
todas as extensoes de ideais bilaterais de R para RC~! ainda sao ideais bilaterais
de RC1.

d) Facilmente se verifica que (1,1)¢ < (I;)¢I°.

Consideremos alsl_l €(I,)?eags,' €I coma, € I;,a, € I e 81,8, € C.
Como, pela alinea b), I¢ é um ideal bilateral de RC~?, s7'ags;’ € I°, logo,
sTlags; ! = assy’', para alguns az € I e s3 € C. Assim,

(a15, ) (az8; ') = (ara3)sz™

e (aas)sy* € (I11)e. Assim, (I,1)¢ = (1})81¢.

e) O conjunto C é fechado para o produto em R// e ¢ tal que 141 € C. Como
C é disjunto de I, conclufmos também que O/ ¢ C, logo, C' & um subconjunto
multiplicativo de R/I. O facto de C ser um conjunto de Ore & direita em R/ é
uma consequéncia imediata de C' ser umn conjunto de Ore a direita em R. Uma vez
que 12/ é anel Noetheriano a direita, aplicando a Proposicao 2.1.4, concluimos
que C é um conjunto reversivel a direita em R/I e, portanto, ¢ um conjunto de
denominadores & direita em R/I. m

Proposigao 2.3.12 Sejam R um anel Noetheriano & direita, C' um conjunto de
denominadores & direita em R e P um ideal primo de R disjunto de C. Entao:
G.) C s CR(P)7

b} PP,

c) sejam R = R/P e C = {c+ P : c € C}; entdo existe anel de fracgdes & direita
de R com respeito ao conjunto C e RO '~ RCY/ P,

Demonstragao. a) Vimos ji, na Proposicao 2.3.11, que

C={c+P:ceC}
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& um conjunto de denominadores a direita em R/P. Pelo Lema 2.1.10,
T = to((R/P)n/p)

¢ um ideal bilateral de R/P. Se T' # 0, como R/P é um anel primo, entéo, pela
Proposicao 1.5.7, T & um ideal direito essencial de R/P. Logo, como R/F é anel
Noetheriano & direita primo, pelo Teorema de Goldie, 7' contém um elemento
regular - z. Uma vez que z € T, zc = 0, para algum c € C, mas, como x &
regular, ¢ = 0, o que & absurdo uma vez que C' N P = (). Provamos, assim, que
T = 0; logo, todos os elementos de C sao regulares a esquerda em R/P. Do facto
de C ser um conjunto reversivel a direita (pois € um conjunto de denominadores
a direita) resulta que todos os elementos de C sdo também regulares a direita em
R/P, logo, C C Cg(P).

b) Uma vez que, pela alinea anterior, C' C Cg(F), estao reunidas as condigoes
necessarias para aplicar o Corolério 2.2.24 e afirmar que R/P ¢ um R-médulo &
direita livre de C-torcao, o que, pela Proposi¢do 2.3.8, é equivalente a afirmar
gng = F

c¢) Como C é um conjunto de denominadores & direita em R, existe anel de
fracgoes & direita de R com respeito a C' - RC™L.

Por outro lado, pela Proposicao 2.3.11, P° ¢ um ideal bilateral e, uma vez
que, pela alinea b), P = P, P* # RC~*. Logo, RC~'/P¢ é um anel.

Pela Proposicao 2.3.11, C & um conjunto de denominadores a direita em B,
logo, existe anel de fracgoes a direita de R com respeito a C.

Consideremos o homomorfismo de anéis

¢: R — RCY/Pe
r+P — rl7l4pe

Pretendemos mostrar que RC~1/P¢ é anel de fracgdes a direita de R com respeito
a C. Para tal, é suficiente verificar que ¢ satisfaz as condigoes a), b) e ¢) descritas
na Definicao 2.1.1:

Seja ¢ € C; logo, 1! & uma unidade de RC™!, o que implica que ¢17' 4 P* seja
uma unidade de RC~1/P¢. Consequentemente, ¢(¢) é uma unidade de RC~!/P®,
para todo ¢ € C.

Seja z € RC~!/P¢; entdo, x = z + P*, para algum z € RC~'. Por definigéo
de RC™!, z = ab™ !, para alguns a € R e b € C, logo,

z=(al™t + P)(b17" + P°) ' = ¢(a + P)p(b+ P) ™,
onde (a+P)cRe(b+P)eC.
Seja 7 + P € Ker(¢); entdo, 7171 € P®, isto ¢, r € P*. Pela alinea b),

P = P, logo, r + P = Op/p. Consequentemente, K er(¢) = 0. Por outro lado,
como It é anel Noetheriano a direita e primo, pela Proposigao 2.2.23,

tcﬁ(o) (Eﬁ) = 0.
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Ora, como pela alinea a) C C Cx(P), C C Cx(0), logo,
(5(Rg) = 0 = Ker(d).

Estéo, pois, reunidas as condicoes necessdrias para afirmar que RC—1/P¢ & anel
de fracches & dircita de R com respeito a C, logo, RC™'/P® ~ RC_l, como
pretendiamos provar. m

Se na Proposicao 2.3.12 considerarmos o caso particular de o anel R ser Noe-
theriano a direita e primo e € ser um conjunto de denominadores a direita em
R, entao, uma vez que 0 é um ideal primo de R e 0 N C = @, pela alinea a),
C C Cg(0). Aplicando, agora, o Coroldrio 2.2.24, concluimos que R ¢ um R-
moédulo & direita livre de C-torgao. Portanto,

Lema 2.3.13 Sejam R um anel primo Noetheriano ¢ direita e C' um conjunto
de denominadores a direita em R; entdo R é um R-mddulo livre de C-torgao e

C € CR(0).

O proximo Teorema permite-nos concluir ser possivel definir uma corres-
pondéncia bijectiva entre Spec(RC™!), onde R ¢ anel Noetheriano a direita ¢
C é um conjunto de denominadores a direita em R, e o conjunto X constituido
pelos ideais primos de R disjuntos de C.

Teorema 2.3.14 Sejam R wm anel Noetheriano & direita, C um conjunto de
denominadores a direita em R e X o conjunto constituido pelos ideats primos de
R disjuntos de C. Entao, as correspondéncias

¢y Spec(RC™Y) — X
P o P

$y: X — Spec(RC™)
P> P

sao aplicagoes bijectivas e inversas uma da outra.

Demonstragao. Seja @ € Spec(RC™1). Provaremos que Q¢ é um ideal primo
de R. O ideal Q° & um ideal préprio de R, pois, caso contrdrio, terfamos, pela
Proposicao 2.3.8, @ = @ = RC™!, o que ¢é absurdo, uma vez que @ é um ideal
primo de RC~!. Com o intuito de provarmos que P = @° é um ideal primo de R,
consideremos ideais bilaterais de R - I, I’ tais que II' C P; entéo, pela Proposicao
2.3.11,

PP = [IF]* € F° === 1]
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Uma vez que @ é um ideal primo de RC~ e, pela Proposicao 2.3.11, I° e (I')®
sio ideais bilaterais de RC1, I¢ € Q ou (I')° C @, logo,

Iec g Qc ou (In')ec g Qc-

Aplicando a Proposigao 2.3.8, conclufmos que I € I*® e I' C ()%, logo, I C Q°
ou I' C Q°. Consequentemente, ()¢ ¢ um ideal primo de R.

Por outro lado, Q¢ N ¢ = (), pois, caso contrdrio, terfamos 117" € Q, o que
é absurdo, uma vez que @ = Q% e @ ¢ um ideal préprio de B

Do que foi visto, concluimos que, se ) ¢ um ideal primo de RC™!, entao, Q°
¢ um ideal primo de R disjunto de C.

Reciprocamente, suponhamos que P ¢ um ideal primo de R disjunto de C.
Provaremos que P°¢ é um ideal primo de RC~'. Pela Proposigéo 2.3.11, P é um
ideal bilateral de RC~1. Por outro lado, aplicando a Proposigao 2.3.12, concluimos
que P = P¢. Em particular, P¢ ¢ um ideal préprio de RC™1. Sejam I, .J ideais
bilaterais de RC~! tais que I.J C P, logo,

(IJ)°C P*=P.

Uma vez que I¢J¢ C(IJ)° e I¢, J¢ sdo ideais direitos de R, entdo I® C P ou
J= € .P. Logo,

I=1I%°C F®ouJ=J*C P,

de onde concluimos que P¢ é um ideal primo de RC~!. Do que foi visto, concluf-
mos que, se P é um ideal primo de R disjunto de C, entao, I’° ¢ um ideal primo
de RC1.

Uma vez que, para todo o ideal primo P de RC™!, se tem P = P e veri-
ficdmos ja que, para todo o ideal primo P pertencente a X, se tem P = P, as
aplicacoes ¢, ¢, sdo inversas uma da outra. m

Coroldrio 2.3.15 Sejam R um anel Noetheriano a direita e C um conjunto de
denominadores & direita em R; entdo:

a) um ideal I de RC™' é primo se e s6 se I° ¢ um ideal primo de R;

b) seja P um ideal primo de R. Entdo, P = Q°, para algum ideal primo Q de
RC™! se e s6 se C C Cgr(P).

Demonstragdo. a) IX uma consequéncia imediata do Teorema 2.3.14 que, se
I é um ideal primo de RC™!, entao ¢ é um ideal primo de R.

Reciprocamente, suponhamos que I é um ideal de RC™! tal que I é um
ideal primo de R. Se provarmos que /¢ é disjunto de C, pelo Teorema 2.3.14,
concluiremos que I° ¢ um ideal primo de RC~!. Ora, como, pela Proposi¢ao
2.3.8, I*® = I, concluiremos que I é um ideal primo de RC~'.
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Ora, se I°NC # 0, entdo 117 € I, logo, I = RC~! e, portanto, I° = R, o
que é absurdo, uma vez que I° é um ideal préprio de R. Concluimos, assim, que
I°NC = () e, portanto, I é um ideal primo de RC~!, como desejavamos provar.

b) Se P = Q°, para algum ideal primo ¢ de RC-1!, entao, pelo Teorema
2.3.14,

f=gNe=Prnc

e, aplicando a Proposic¢ao 2.3.12, C C Cg(P).
Reciprocamente, se C C Cg(P), entéo,

PNC=Cgr(P)NP =10

logo, aplicando o Teorema 2.3.14, concluimos que F¢ & um ideal primo de RCL,
Aplicando a Proposigdo 2.3.12, concluimos que P = (P®)°. Assim, designando
por @ o ideal primo P¢, demonstramos o Corolario. =
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Capitulo 3

Localizacao relativamente a
ideais primos

Ap6s se ter definido anel de fracgdes de um anel comutativo I, o passo a seguir
na Algebra Comutativa serd localizé-lo relativamente a ideais primos. Assim, se
considerarmos um anel comutativo R, um ideal primo P e o conjunto S = R\ P,
verificaremos que este conjunto é um subconjunto multiplicativo de R. Com
efeito, dados a,b € R tais que ab € P, tem-se aRb = abR C P, o que nos leva a
concluir, pelo facto de P ser ideal primo, que a € P ou b € P; logo, S é fechado
para o produto. Uma vez que 1 € S e 0 ¢ S, S é um subconjunto multiplicativo
de R. Observe-se ainda que S = Cr(P). Uma vez que Cr(P) é um subconjunto
multiplicativo de R e R é anel comutativo, podemos construir o anel de fracgoes
RCOR(P)™', que designaremos por Rp. O processo de passagem de It para Rp
designa-se por localizacao de R em P.

Seguindo o exemplo da Teoria de Anéis Comutativos serd natural tentar lo-
calizar um anel nao comutativo num ideal primo.

Com este intuito, Goldie definiu ideal primo localizdavel a direita de um anel
R como sendo qualquer ideal primo P para o qual se verifica que Cr(P) é um
conjunto de denominadores & direita em R. De forma andloga, definimos ideal
primo localizdvel & esquerda. Um ideal primo P de um anel 12 é localizdvel
se e 56 se Cg(P) for um conjunto de denominadores a direita e & esquerda em R.

Observe-se que, se 0 anel R considerado no pardgrafo anterior for Noetheriano
a direita (respectivamente a esquerda), pela Proposicdo 2.1.4 (e pela respectiva
versdo esquerda), afirmar que um ideal primo P ¢ localizdvel & direita (respec-
tivamente & esquerda) ¢ equivalente a afirmar que Cgr(P) é um conjunto de Ore
4 direita (respectivamente a esquerda) em R. No caso de o anel R ser comuta-
tivo, se considerarmos um qualquer ideal primo P de R, o conjunto Cr(P) é,
trivialmente, um conjunto de denominadores & direita e a esquerda em R, pelo
que todos os ideais primos num anel comutativo sao localizaveis.

Dados um anel R e um ideal primo P de R localizdvel a direita, podemos
definir um anel de fracgdes a direita de R com respeito a Cr(P), RCg(P)~!. Por

93
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analogia com o caso comutativo, se P for um ideal primo localizével & direita de
um anel R, designamos o anel RCr(P)™" por Rp.

Ao contrario do caso comutativo, nem todos os ideais primos de anéis Noethe-
rianos nao comutativos sio localizaveis. Uma dificuldade crucial na localizacao
deve-se a existéncia de certas “ligagoes” entre alguns ideais primos.

3.1 Ligacoes entre ideais primos

K K
Consideremos um corpo K e R = 0 K ) o anel das matrizes triangulares

superiores com entradas no corpo K. Por [[23], 1.22], R & anel Artiniano. Con-
sequentemente, pelo Teorema 1.2.8, R € anel Noetheriano. Observemos, agora,

que R contém apenas dois ideais primos @) = ( IO( IO( ) 6 P = ( 8 ﬁ ) _

Sejam @' um ideal nao nulo de I e um eclemento nao nulo de @'

a
0
Suponhamos que a # 0, entao

a b at 0 )
(0 c>( 0 D)EQ'

) € @'. Consequentemente,

K K ,
(O O)QQ.

00 . [0 K ,
(57)c@e (0 x)c@
Se b # 0, conclufmos que
0 K '
I(o 0 )QQ'

Como @, P e I sdo ideais de R, concluimos que qualquer ideal nao nulo de R
contém um destes ideais. Podemos verificar que estes sao os inicos ideais préprios
nao nulos de R.

Como

(5 8)(E)=(a8) Gx)(T5)=(aa)-x

0

; 1
Assim, ( 0 0

Sec£0,



3.1. LIGACOES ENTRE IDEAIS PRIMOS 95

I e X nao sao ideais primos de R.

Uma vez que [ C P, I C Q e, paratodon € N, P*" = Pe Q" = (), concluimos
que P e () sdo ideais primos.

Facilmente se verifica que Cg(Q) = R\Q e Cr(P) = R\P.

a b d e
Dados(0 C)EC’R(P)e(O f>eR,temos

() (0 6)-(57) (o)

Podemos assim concluir que Cr(£) é um conjunto de Ore a direita em R. No
entanto, Cr(Q) nao é um conjunto de Ore & direita em R uma vez que, para

qualquer ( g fz ) ERe ( g ; ) € Cr(@), temos f # 0, logo,

(01)(52)#(50)(57)

Assim, P & um ideal primo localizdvel a direita de R mas () nao o é.
Se tentarmos analisar as diferengas entre P e @) verificamos que, enquanto
gAP=Il=gP, PQzO%PﬁQ:I.

Como, se
0 4 00y (00
0 0 0j7) \oo)

entdo, i = 0 ou j = 0, conclufmos que (P N Q)/PQ é um R/Q-médulo a direita
livre de torcio. Analogamente, podemos mostrar que (P N Q)/PQ é um R/P-
modulo & esquerda livre de torgao.

Em 1976, Bruno Mueller definiu um tipo de ligagtes especiais entre dois ideais
primos P e Q em condigbes andlogas as acima descritas no caso das matrizes
triangulares superiores.

Definigao 3.1.1 Sejam R um anel Noetheriano e P, () ideais primos de R. Ewis-
te uma ligacdo na segunda camada de ) para P se existir um ideal A de
R tal que QP C AS QNP e (QNP)/A € livre de torgdo como R/Q-mddulo
@ esquerda e como R/P-mddulo a direita. Neste caso, escrevemos ) ~ P. O
bimddulo (QQ N P)/A designa-se por bimddulo de ligacdo entre () e P.

Usando o exemplo introduzido no inicio desta secgao, podemos verificar que
a definicdo apresentada nao é simétrica.

K K
0 K

(5 0) = (o k),

Pelo que foi visto anteriormente, tem-se que P ~» () mas ) ndo estd ligado a P.

Exemplo 3.1.2 Sejam K wm corpo, R = ( ) e os ideais primos de R -
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Embora a definicdo ndo seja simétrica, esta goza de uma “certa simetria’:
dados dois ideais primos P e ) de um anel Noetheriano R tem-se P ~+ () em R
se e s6 se () ~» P em R%P.

Dado um anel Noetheriano R, dizemos que P € Spec(R) tem apenas uma
ligagao trivial se sempre que P ~ @ ou @ ~» P, para algum @ € Spec(R), se
tem P = Q.

Exemplo 3.1.3 Num anel comutativo Noetheriano R as tnicas ligagoes na se-
gunda camada existentes sao triviais.

Sejam P, Q ideais primos de R tais que Q@ ~ P através do bimddulo de ligagdo
(Q N P)/A. Observe-se que

@NPYQ+P)C(QNP)IR+(QNP)PCQP+QP=QFP C A,
logo,

Suponhamos que Q@ € P, entio (Q+P)/P éum ideal ndo nulo de R/P. Uma vez
que R/P é um anel primo Noetheriano, pela Proposicio 1.5.7, (QQ + P)/P é um
ideal direito essencial de R/P e, pelo Teorema de Goldie, contém um elemento
reqular c. Ora, por (1),

(QNP)/A).c=0,

de onde concluimos que (Q N P)/A é um R/P-mddulo & direita de tor¢do, o que
contraria a hipétese. Provamos, assim, que () C P. Analogamente, provamos que
P C Q. Logo, P =@, como desejdvamos provar.

A nocao de ligacao permite-nos pensar em Spec(R) (onde R € um anel Noe-
theriano) como um grafo direccionado, designando-se as componentes conexas do
grafo por cliques. Assim,

Definigao 3.1.4 O grafo de ligacoes de um anel Noetheriano R é um grafo
direccionado cujos vértices correspondem aos elementos de Spec(R), com uma
seta de QQ para P sempre que () ~+ P. O clique de um ideal primo P, que repre-
sentaremos por cl(P), é o conjunto dos ideais primos que formam a componente
conexa do grafo de ligagoes que contém o vértice designado por P.

Definicao 3.1.5 Sejam R um anel Noetheriano e P um ideal primo de R. O
conjunto r.cl(P) =

{Q € Spec(R) : (AP, ., Pu € Spec(R) : @ = P55 By =9 v s Py = P)}

¢ designado por clique a direita de P. De forma andloga, definimos clique a
esquerda de P.
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Observe-se que o clique de um ideal primo P de um anel Noetheriano R se
obtem permitindo que cada uma das setas entre cada par de primos F;, F;_; na
Defini¢ao 3.1.5 aponte em cada uma das duas direccoes possiveis.

Exemplo 3.1.6 Nas condicées do Exemplo 8.1.2, r.cl(P) = {P} e cl(P) =
{Q.P}.

Definicao 3.1.7 Sejam R um anel Noetheriano e X C Spec(R). Dizemos que
X ¢ fechado para ligagdes a direita se, sempre que P € X ¢ ) ~ P, se tem
Q € X. O fecho de ligacoes a direita de X é o menor subconjunto de Spec(R)
fechado para ligagdes & direita que contém X.

Dados um anel Noetheriano R ¢ um ideal primo PP de R, o menor subconjunto
de Spec(R) que contém P e é fechado para ligagoes a direita é r.cl(P), isto é, o
fecho de ligacdes a direita de {P} é o conjunto r.cl(FP).

Verificaremos que, dados um anel Noetheriano R, um conjunto C de Ore &
direita em R tal que RC~! é anel Noetheriano e um subconjunto X de Spec(R)
fechado para ligacoes a direita e tal que todos os seus elementos sdo disjuntos de
C, o conjunto constituido pelas imagens dos elementos de X através da aplicagao

$: X — Spec(RC™)
B = P

ainda é fechado para ligacoes & direita em RC~'. Tal facto é uma consequén-
cia do Teorema 2.3.14 ¢ da Proposicao 3.1.9. Para provarmos esta Proposicao,
comegamos por introduzir o seguinte Lema:

Lema 3.1.8 Sejam R um anel Noetheriano a direita, S um conjunto de Ore
& direita em R e P um ideal primo de R disjunto de S. Entdo, afirmar que
r € Cr(P) é equivalente a afirmar que rs~' € Cgrs-1(P®), para algum s € S, o
que, por sua vez, € equivalente a afirmar que r17! € Crg—1(P®).

Demonstragao. Sejam R, S e P nas condigdes enunciadas e r € K.
Comecamos por verificar que rs™! € Crg-1(P?), para algum s € S, se e s6 se
r17! € Crg-1(P?). Como P & um ideal primo disjunto de S, pelo Teorema 2.3.14,
P¢ ¢ um ideal primo de RS~! e, em particular, ¢ um ideal préprio de RS™".
Dado s € S, s17! é uma unidade de RS, logo,

(5171 4+ P9), (1571 + P°)
sdo elementos regulares de RS™1/P¢. Assim, se rs™' € Crg-1(P*),

r17 4 P = (rs™t + P?)(s17! + P*)
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é um elemento regular de RS™!/P¢, logo, r17! € Crg-:(P*?). Reciprocamente,
se 1171 € Crg-1(P?), como rs~ ! = r171s™!, entdo rs™" € Crg-1(P*), para todo
s€S.

Para provarmos o lema ¢, pois, suficiente provar que r € Cr(P) se e 86 se
ri~l e CRgul(Pe).

Suponhamos que r € Cr(P). Pelo Teorema 2.3.14 e pelas Proposigoes 2.3.11
e 2.3.12, concluimos que P = P e RS™!/P? é um anel primo e Noetheriano a
direita, logo, pelo Teorema de Goldie, é nao singular & direita. Consequentemente,
pela Proposicdo 2.2.8, para provarmos que 1! € Crg-1(P?), & suficiente provar
que 7171 + P® & um elemento regular & direita de RS™'/P°. Com vista a um
absurdo, suponhamos que 17! + P° nao é regular 4 direita; entao, existe r's™* €
RS\ P¢ tal que

(r17H(r's™) € P,

logo, r'17! € P¢ e rr' € P, Como P* = P, rr’ € P. Uma vez que r € Cr(P),
7 € P, de onde concluimos que 's™1 € P?, o que ¢ absurdo. Portanto, r1! €
Crs-1(P¢), como desejdvamos provar.

Reciprocamente, suponhamos que 71! € Crg-1(P¢), com r € R. Uma vez que
R/P & um anel primo Noetheriano a direita, para provarmos que r € Cx(P), pela
Proposicao 2.2.8, ¢ suficiente provar que r + P & regular a direita em R/P. Com
vista a um absurdo, suponhamos que r + P nao é regular a direita. Entao, existe
v € R\P tal que r' € P, logo, rr'1™t € P¢ e rr'17" = (r171)(r'171). Como
r1~! € Cgrg-1(P*), concluimos que r'1~! € P¢, consequentemente, ' € P, o
que é absurdo, uma vez que P = P. Portanto, r € Cr(F), como desejavamos
provar. ®

Proposigao 3.1.9 Sejarn R um anel Noetheriano, S um conjunto de Ore a di-
reita em R tal que RS~ é anel Noetheriano e P, Q) ideais primos de R disjuntos
de S. Entao, @ ~ P se e s6 se Q° ~ P°,

Demonstracao. Suponhamos que ¢ ~» P através do bimdédulo de ligagao
(PN Q)/A

Comecamos por mostrar que /A é um R-mdédulo livre de S-tor¢ao. Consi-
deremos r € R e s € S tais que rs € PN (). Pela Proposicao 2.3.12,

S € Cr(P) N Cr(Q),

assim, s € Cr(P). Como rs € P, r € P. Analogamente, conclufmos que r € @,
logo, 7 € PNQ e R/(PNQ) é um R-médulo livre de S-tor¢ao. Como (QNP)/A
¢, por definicio, um R/P-mdédulo livre de tor¢ao, em particular, (Q N P)/A é
um R-mdédulo livre de S-tor¢ao. Sejam r € R e s € S tais que rs € A, entéo,
rs € PNQ e, pelo que vimos anteriormente, r € PN Q. Uma vez que r € PN Q),
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rs € Ae (QN P)/A & um R-moédulo livre de S-torgdo, concluimos que r € A,
isto &, R/A é um R-médulo a direita livre de S-torgdo. Pela Proposicao 2.3.8,
concluimos que

A=A

Pela Proposicio 2.3.11, A® ¢ um ideal bilateral de RS™!. Pela Proposigio
2.3.12, P = P e Q% = Q. Pelo Teorema 2.3.14, temos que ¢ e (¢ sao ideais
primos de RS~1.

Demonstraremos que (P¢ N Q°)/A¢ é um bimédulo de ligagdo entre Q¢ e P°.
Uma vez que QP € A& PN Q, pela Proposigio 2.3.11 e Lema 2.3.9,

PP ={(QP)FC A" C (PN =PNng-
Suponhamos que A® = PN Q°, entdo A = A% = (P° N @Q%)°. Pelo Lema 2.3.9,
AZ (PeﬂQe)c: PECHQEC:PHQ,

o que ¢ absurdo. Assim, Q°P° C A* G P*N Q"
O RS~ l-médulo (P*NQ°)/A° é um RS/ P*médulo a direita, uma vez que

(PE m QQ)PE g QBPE g AE.

De forma analoga, verificamos que (P°NQ°)/A° & um RS~ /Q*-mdédulo & esquer-
da. Verificaremos que (P® N Q¢)/A4¢ é um RS~ /P*-mdédulo a direita livre de
torcdo. Sejam ry57" € Cre-1(P?) e rz™! € (P°N @Q°) tais que

(rz=1)(ris7t) € A°.
Por definigio de RS™!, existemn 7 € R e 55 € S tais que z 7 rs7 = rps3 .
Uma vez que 78] € Crg-1(P?), ras;5' € Crs—1(P?), logo, pelo Lema 3.1.8,
ry € Cr(P). E, como rrosyt € A®, entdo rryl”! € A o que implica rry € A%,
logo, 9 € A. Por outro lado, como rz ™! € PN Q% r € (P*NQ*%)°. Pelo Lema
2.3.9,

(Pe m QE)C = PEC m QBC = Pﬂ Q.

Consequentemente, 7 € P N Q.
Ora, como rry € A, 75 € Cr(P), r € PN e como, por hipétese,

PNQ
A

é um R/P-médulo & direita livre de torgao, entdo r € A e rz~! € A°. Conse-
quentemente, (PN Q°)/A¢ € um RS~ /P*mdédulo a direita livre de tor¢ao.
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Com vista a mostrar que (P°N Q°)/A® ¢ um RS '/Q%mdédulo & esquerda
livre de tor¢ao, consideremos

rz~t € (PN Q°), r187t € Crs-1(Q°)

tais que (r;s7')(rz™1) € A°. Uma vez que S é um conjunto de Ore & direita em
R, existem 7y € R e s9 € S tais que 5172 = rsg, logo, rody+ = 8 r1"t, Ora,
como rz ! € PPN QS r € (PN Q%S isto &, r € PN Q. Consequentemente,
;1 € PNQ e, uma vez que 51 € Se S C Cr(P)NCr(Q), 2 € PN Q. Tal
como anteriormente, conclufmos que 7y € A, logo, 5]17‘1*1 € A® o que nos leva a
concluir que rz~! € A¢. Consequentemente, (P°NQ°)/A¢ ¢ um RS~ /Q*mddulo
4 esquerda livre de torgio e Q° ~~ P° através do bimédulo de ligagao (P*NQ*¢) /A,

Reciprocamente, suponhamos que Q° ~» P¢ através do bimédulo de ligagao
(PN Q*)/A. Pretendemos provar que (PN@Q)/A° é um bimédulo de ligagao entre
() e PP. Uma vez que, pela Proposicao 2.3.11,

QP =Q°PPCAGQ NP,
conclufmos, aplicando o Lema 2.3.9 e a Proposicao 2.3.8, que
QP C(QP)* C A°C (NP =Q=NP*=QNP.
Com vista a um absurdo, suponhamos que @ N P = A°. Entao,
rrnPE={@dnPf=4"=4,

o que & absurdo. Concluimos, assim, que QP C A° g QNP
Por outro lado,

(PNQ)P C QP C A,

logo, (P N Q)/A¢ ¢ um R/P-mddulo a direita. Analogamente, provamos que
(PN Q)/A® ¢ um R/@-médulo a esquerda. Com o intuito de provarmos que
(PN Q)/A® & um R/P-médulo & direita livre de tor¢ao, suponhamos que existe
z € PNQece Cr(P) tal que zc € A°. Logo, (zc)17! € A%*. Como A = A,
entdo (z1 Ycl™t € A, comzl ™t € (PNQ)%e

(PNQ) =Penge

Ora, pelo Lema 3.1.8, c17!' € Cgrgs-1(P°) e, uma vez que (P° N Q°)/A ¢ um
RS 1/P¢-médulo a direita livre de torgao, z17! € A. Logo, z € A°, o que
nos leva a concluir que (P N Q)/A® € um R/P-médulo & direita livre de torgao.
Analogamente, provamos que (P N Q)/A® é um R/Q-médulo a esquerda livre de
torcio. Fstao, pois, reunidas as condigoes necessdrias para afirmar que @ ~» P
através do bimédulo de ligagao (Q N P)/A°. =
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3.2 A condicao na segunda camada

Em 1982, Jategaonkar introduziu uma nova condigio relativa a anéis Noetheria-
nos - a condi¢do na segunda camada.

Dados R um anel Noetheriano, M um E-mdédulo nao nulo e P um ideal primo
de R tal que Ass(M) = {P}, define-se a primeira camada de M como sendo o
maodulo anny(P).

Note-se que, nestas condigbes, M & uma extensio essencial de anny(P) e
este como R/P-médulo é totalmente fiel. Define-se a segunda camada de M
como sendo o conjunto de classes de isomorfismo de R-submédulos uniformes de
M/anny(P).

Em M /anny(P) existe uma dicotomia: se V' for um R-submdédulo uniforme
de M/anny (P) tal que Ass(V) = {Q}, entdo, anny(Q) ou ¢ um R/Q-mdédulo
livre de torgao ou é um R/@-mdédulo de torgao.

No Lema Principal de Jategaonkar (Lema 3.2.1) verificaremos que, se ann s (P)
for um R/P-mdédulo livre de torgao, sempre que o primeiro caso acontecer, po-
demos construir a ligacao ) ~» P. Se acontecer o segundo temos ) g_ P

A condig¢ao na segunda camada ird garantir que o segundo caso nao se veri-
fique. Esta condigdo é de grande importéincia, uma vez que a classe dos anéis
que a satisfaz forma (como se verificard) uma classe “natural” onde estudar a
localizacao em ideais primos e em familias de ideais primos.

Se a partir de certas séries de R-submddulos podemos originar ligacoes, o
reciproco também é possivel. A equivaléncia entre certas séries e a existéncia de
ligaces foi demonstrada por Brown e Jategaonkar (Teorema 3.2.6).

Ainda nesta seccao mostraremos que, se R é um anel Noetheriano que satisfaz
a condigdo na segunda camada & direita e I é um ideal préprio de R, entao R/I
satisfaz a condigdo na segunda camada & direita.

Lema 3.2.1 [Lema Principal de Jategaonkar] Sejam R um anel Noetheria-
no e M um R-mddulo com série filiada 0 = U S M e primos filiados correspon-
dentes P e @ tal que U <, M. Designemos por M’ um R-submddulo de M que
contém propriamente U e € tal que o ideal A = ranng(M’') é mazximal entre os
anuladores de R-submddulos de M que contém propriamente U. Entao, verifica-
se uma e uma SO das sequintes condicoes:

npP
A

a) Q ~ P através do bimddulo de ligagdo

b) A=Q G P.

Se se verificar a) e U for um R/P-mddulo & direita livre de tor¢do, entdo M'/U é
um R/Q -médulo & direita livre de tor¢do. Se se verificar b), entao, M' ¢ M'/U
sdo R/Q) -mddulos & direita de tor¢do.

Demonstragao. Consideremos M um f-médulo nas condigoes enunciadas.
Suponhamos, sem perda de generalidade, que M’ = M.
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Comecemos por verificar que nao se podem verificar simultaneamente as con-
digGes a) e b). Para tal, basta observar que no caso a) se tem A & Q uma vez
que, por defini¢ao de bimédulo de ligagao, se tem A S QN P.

Como P e @ sdao primos filiados da série considerada, entao

M(QP)=(MQ)P <UP =0,
de onde conclufmos que QP C A = ranng(M). Por outro lado, como
ranng(M) C ranng(U) = P

e ranng(M) C ranng(M/U) = Q, concluimos que A C QN P.

Comecemos por supor que A & QN P.

Consideremos o (R, R/ P)-bimédulo néo nulo (Q N P)/A. Designemos o It/ P-
submédulo de torcao de (Q N P)/A por I/A e suponhamos que /A # 0. Como
R/P & anel Noetheriano & direita primo e g ({Q N P)/A) & Noetheriano, pelo
Coroldrio 2.2.29, ranngp (1/A) # 0, logo, ranng (1/A) ¢ P. Por outro lado,

(MDranng (I/A) < MA =0,
logo, rannp (I/A) C ranng (MI). Ora, como MI # 0 (porque I # A),
MI<MQNP)<MQ<U
e como U ¢, por hipétese, um R/P-médulo & direita totalmente fiel,
ranng (MI) = ranng (U) = P,

logo, ranng (I/A) C P, o que é absurdo. O absurdo resultou de supormos A # I,
provando-se, assim, que (Q N P)/A é um R/P-mdédulo & direita livre de torcao.

Designemos o R/Q-submédulo & esquerda de torgao do (R/Q, R)-bimédulo
(QNP)/A por J/A e suponhamos, com vista a um absurdo, que J # A. Aplicando
a versdo esquerda do Coroldrio 2.2.29, verificamos, como anteriormente, que S =
lanng (J/A) € Q. Consequentemente, MS ¢ U uma vez que ranng(M/U) = Q.
Em seguida provaremos que

ranng(MS) = ranng(MS +U) = A.

Uma vez que U <. M, MSNU # 0, logo, como U é um R/P-médulo totalmente
fiel,

ranng(MS) C ranng(MSNU) = ranng(U).
Consequentemente, rannz(MS) = ranng(U + MS). Como MS & U,

USMS+U
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e, da definicdo de A, concluimos que
A =ranng(MS + U) = ranng(M5),

como desejavamos provar. Ora, como SJ C A, (MS)J < MA = 0, de onde
conclufmos que J C ranng(MS) = A - o que é absurdo. O absurdo resultou de
supormos que J # A, provando-se, assim, que (Q N P)/A é um R/Q-médulo a
esquerda livre de torgao.

Estdo, pois, reunidas as condigGes que nos permitem garantir que ¢ ~» P
através do bimédulo de ligagdo (Q N P)/A.

Suponhamos que A = QN P. Logo, MPQ < M(PNQ)=0. Como MP # 0,
pois U # M, concluimos, pelo facto de U <. M, que MP N U # 0. Assim,

Q C ranng(MPNU) =ranng(U) = P

e A=Q.Se Q= P, entdo, U = annp(P) = anny(Q) = M, o que ¢é absurdo.
Provamos, assim, que @ & P.

Suponhamos, agora, que @@ ~» P através do bimédulo de ligagao (QN P)/A e
U é um R/P-mdédulo & direita livre de torgéo.

Para provarmos que M /U é um R/Q-médulo & direita livre de torcéo é su-
ficiente provar que nao existem m € M\U e d € Cg(Q) tais que md € U. Com
vista a um absurdo, suponhamos que existem m € M\U e d € Cg(Q) tais que
md € U. Consideremos o R/P-homomorfismo ¢
onp QNP

—

¢ —
g+A — dg+ A

=

Uma vez que (@ N P)/A é um R/Q-médulo a esquerda livre de torgao, ¢ é um
R/ P-monomorfismo. Como (QNP)/A éum R/P-mdédulo a direita com dimenséo
de Goldie finita (pois R é anel Noetheriano) e ¢ é um R/P-monomorfismo, con-
clufmos, pelo Corolédrio 1.9.14, que

s QNPY _d@nP)+A _ QNP
() ==

como R/P-médulo a direita. Logo, pela Proposi¢ao 2.2.20,

(@nP)/A ol
(d@QNP)+A)/A dQNnP)+ A

é um R/P-mdédulo & direita de tor¢do. Consideremos, agora, o R-homomorfismo

v: R — M

r — mr’



104 CAPITULO 3. LOCALIZACAO RELATIVAMENTE A IDEAIS PRIMOS

Como md € U, m(d(Q N P) + A) = 0. Tomemos ¢ € ()N P. Uma vez que

_Qnr
dQNP)+ A

¢ um R/P-médulo de tor¢ao, concluimos que existe ¢ € Cr(P) tal que
mqc € m(d(Q N P) + A),

o que nos leva a concluir que m(Q N P) é um R/P-mdédulo & direita de torgao.
Por outro lado,

m(@QNP)<mQ <U

e U &, por hipdtese, um R/ P-médulo a direita livre de torcéo, logo, m(QNFP) = 0.
Consequentemente, (mR + U)(Q N P) = 0. Uma vez que, por definicao de A,
A ; Q N P, concluimos que m € U, o que ¢ absurdo. O absurdo resultou de
supormos que M /U ndo é um R/Q-médulo & direita livre de torgao, provando-se,
assim, o desejado.

Suponhamos, agora, que se verifica a condicdo b), isto é, A = Q g P. Pela
Proposicdo 1.5.7, P/Q & um ideal direito essencial de R/Q, logo, pelo Teorema
de Goldie, P/Q contém um elemento regular de R/Q - c¢. Uma vez que Uc = 0,
U & um R/Q-médulo de torgao. Como U <, M e MQ =0, Urjg <. Mpsq, 0
que, pelas Proposiges 2.2.21 e 2.2.20, nos leva a concluir que M e M/U sao
R/@Q-médulos de torgao. =

Definicao 3.2.2 Um ideal primo P de um anel Noetheriano R satisfaz a con-
dicdo na sequnda camada a direita se, dadas as condi¢oes do Lema 5.2.1
e a condicdo de U ser um R/P-médulo o direita livre de tor¢éo, a condi¢do b)
TUNCA 0COTTer.

Definicao 3.2.3 Um anel Noetheriano R satisfaz a condicao na segunda ca-
mada & direita se todos os ideais primos de R satisfizerem a condi¢do na se-
gunda camada & direita. De forma andloga, define-se condigcao na segunda
camada & esquerda. Um anel Noetheriano R satisfaz a condigao na segun-
da camada se R satisfizer a condigio na segunda camada & direita e d esquerda.

Ao longo deste trabalho serdo apresentados diversos exemplos de anéis que
satisfazem a condicdo na segunda camada. E, entdo, natural perguntar: “todos
os anéis Noetherianos satisfazem a condigao na segunda camada?’. A resposta
a esta questdo é negativa. Com efeito, no Exemplo 3.2.4 ¢ apresentado um anel
Noetheriano e primo que nao satisfaz a condi¢ao na segunda camada.
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Exemplo 3.2.4 Consideremos o anel simples S = Q[z][0,d/dz] definido no
Ezemplo 1.1.5. Consideremos o subanel de S - R =Q+6S.

Provaremos que R é um anel Noetheriano que nao satisfaz a condi¢do na sequnda
camada. Para tal, comecaremos por provar que 0S é um ideal primo de R.
Verificaremos em sequida que 0S5 é um ideal proprio bilateral de R. Uma vez
que Q €6S, 8S # R. Por outro lado, como Q8S C 0QS C 6S e 6S0S C 65,
ROS C 4S, o que nos leva a concluir que 05 é um ideal bilateral proprio de R.
Em sequida verificaremos que 8S é o dnico ideal prdprio nao nulo de R. Seja I
um ideal bilateral nao nulo de R; entao SI16S é um ideal ndo nulo de S. Como S
¢ anel simples, S10S = S, logo, 65105 = 0S. Ora, como I é um ideal bilateral de
R, SI0S C I, logo, 05 C I. Suponhamos que 8S G I, entdo, existe (i+0s) € I,
para alguns i € Q\{0} e s € S. Uma vez que S G I, i € I, logo, 1 € I ¢
I = R. Estd, pois, demonstrado que 0S é o tnico ideal proprio nao nulo de R.
Em particular, 0S5 é um ideal mazimal de R, logo, 0.5 é um ideal primo de R.
Provaremos, sequidamente, que S/R é um R-mddulo simples. Para tal, comega-
mos por verificar que 6.5 é um ideal direito mazimal de S. Sejam I um ideal direi-
to de S tal que S & I ep € I\OS; entdo p = q+0s, para alguns ¢ € Q[z]\{0} e
s€S. Como8S &I, qel. SeqeQ,entiol € I. Suponhamos que g ¢ Q. Uma
vez que I é um ideal direito de S, q0 € I. Por outro lado, como S & I, 8q € 1
e, logo, (q0 — 0q) € I. Consequentemente, 6(q) € I. Se 6(q) € Q, entdo 1 € I.
Caso contrdrio, como 6(q) € I, (6(q)0 — 06(q)) € I, o que nos leva a concluir
que 8°(q) € 1. Repetindo o processo um numero finito de vezes, determinamos
k' € (QNI)\{0}. Consequentemente, 1 € I e I = S. Conclutmos, assim, que 85
é um ideal direito mazimal de S.

Com o intuito de demonstrarmos que R é um R-submddulo mazimal de S, con-
sideremos p € S\R. Entao, p = q+ 0s, para alguns ¢ € Q[z]\{0} e s € S. Com
vista a um absurdo, suponhamos que pf € 65, entdo, qf € 0S. Consequentemen-
te, 8(q) € 8S. Tal como anteriormente, determinamos k' € (Q N#S)\{0}, o que
¢ absurdo. O absurdo resultou de supormos que pf € 8S, logo, 16 ¢ 65, para todo
i € S\R.

Seja T um R-submddulo de S tal que R g T e consideremos p € T\ R. Uma vez
que pf & 05, 0S +plS é um ideal direito de S que contém estritamente 6S. Ora,
como 05 é um ideal direito mazimal de S, 05 + p8S = S. Portanto, T =S e R
é um R-submddulo mazimal de S. Em particular, concluimos que (S/R)g é um
R-mddulo a direita simples.

O R-mddulo & direita S/R é também um R-mddulo fiel. Com efeito, como
ranng(S/R) é um ideal bilateral proprio de R e 05 é o tnico ideal proprio ndo
nulo de R, ranng(S/R) = 0 ou ranng(S/R) = 6S. Com wvista a um absurdo,
suponhamos que ranng(S/R) = 08, entdo, S0S C R. Ora, como S80S € ideal bi-
lateral nao nulo de S e S é anel simples, SOS = S, logo, S = R, o que é absurdo.
O absurdo resultou de supormos que rannp(S/R) = 65, logo, ranng(S/R) =0 e
S/R é um R-mddulo a direita fiel.

Como S/R ¢ um R-mddulo simples e ranng(S/R) = 0, 0 é ideal primitivo a
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direita e, em particular, 0 é ideal primo de R.

Provaremos, agora, que R é anel Noetheriano & direita. Para tal, consideremos
um ideal direito J de R.

Por [14], Teorema 1.12, S ¢é anel Noetheriano. Logo, o ideal dircito JS de
S é finitamente gerado como S-mddulo. Assim, JS = b1S + ... + b,S, onde
bi,....bp € JS. Logo, para cada i € {1,...,n}, by = > 1% b;Sie, com b € J €
siec € S e, portanto,

J8 = b1,18 e bl,mlg + ..+ anS + i e bnjmnS.

Com wvista a simplificar a notagdo, escrevemos {bi1,...,0pm.} = {a1,...,am}.
Assim, JS = a18 + ... + apS, com ay,...,am € J.

Pretendemos, agora, mostrar que JS/(a; R+ ...+ anR) € um R-mddulo o direita
Noetheriano. Seja I = a1 R+ ... + anR; entao

m

T‘?_}( =)

Uma vez que S/R é um R-mddulo simples, se tomarmos x € S\R, temos S =
zR+ R. Assim,
aS+1  (azR+a;R)+1 __ azR+aR
I 1 ~ INn(aixR+ a;R)’

para todo i € {1,...,m}.
Ora, como I N (a;zR+ a;R) = a;R + (I Na;xR), para todo i € {1,...,m}, temos
aiS + 7 - G.Z'S CI;@S/aiR

~

I aR+(axRNI) " (aR+ (e;zRNI))/a;R’

para todo ¢ € {1,...,m}.
Sejai € {1,...,m}. Suponhamos que a;S # a;R e consideremos o R-homomorfismo

S G,-L'S
p: 5 -
R aiR .
s+ R — a5+ a;R

Como a;S # a;R, ¢ # 0. Ora, como S/R é um R-mddulo simples, Ker(¢) = 0,
o que nos leva a concluir que ¢ é um isomorfismo. Consequentemente, a;S/a;R
é um R-mddulo simples.

Concluimos, assim, que a;S/a;R = 0 ou que a;S/a;R é um R-mddulo simples,
pare todo i € {1,...,m}. Consequentemente, (a;S + I1)/1 =0 ou (a;S +I)/1 €
um R-mdédulo simples, para todo i € {1,...,m}.

Uma vez que

T8 oweal T
T:Z T

=1
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e (a;S+1I)/I é um R-mddulo simples ou nulo, para todo i € {1,...,m}, podemos
tomar jy, ..., jx € {1,...,m} tais que

I8 . w84l
T O

Consequentemente, JS/I é igual a uma soma directa finita de R-mddulos Noe-
therianos, o que nos permite concluir que JS/I é um R-mddulo Noetheriano.
Observe-se agora que, como J/I é um R-submdédulo de JS/I, J/I ainda é um
R-mddulo Noetheriano e, portanto, é um R-mddulo finitamente gerado. Conse-
quentemente,

J=hR+ .. +bR+a R+ .. +axk,

para alguns by, ...,bs € J. Provamos, assim, que todo o ideal direito de R é finita-
mente gerado. Consequentemente, R é anel Noetheriano a direita.

Suponhamos que é possivel definir uma aplicagiao bijectiva ¢¥: R — R que
satisfaz as sequintes condigoes

a) W(ry +7e) = (r1) +(ra), para todos ri,r9 € R,
b) W(rire) = W(re)(r1), para todos ri,7m3 € R,
c) P(1) 1

Il

Se A; < ... < A, < ... for uma cadeia ascendente de ideais esquerdos de R,
P(A;) < ... < Y(A,) < ... é uma cadeia ascendente de ideais direitos de R. Uma
vez que R é anel Noetheriano a direita, existe n € N, tal que Y(An,) = ¥(A,),
para todo m > n. Consequentemente, A,, = Ay, para todo m > n, o que nos
leva a concluir que R é anel Noetheriano o esquerda. Assim, para provarmos
que R é anel Noetheriano o esquerda é suficiente provar que é possivel definir
uma aplicagio bijectiva 1: R — R que satisfaz as condigées a) e b) e ¢)
descritas.

Comegamos por considerar

p: Q+05 — Q+ 50
k+0p — k+pd’

onde k € Q ep € S. Observe-se que se k+0p =k'+0p', comk, k' € Qep,p €S,
entdo k = k' ep =9, logo, k+ pf = k' + p'8. Consequentemente, ¢ estd bem
definida. Assim definida, ¢ é um isomorfismo de anéis.

Consideremos, agora,

P 5 e S. _
Do) — YL(-1)''pi(z)
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onde p;(z) € Q[z], para todo i € {0,...,n}.
Assim definida, ' é uma aplicacio bijectiva que satisfaz as condigdes:

d) (s +83) = ¥'(s1)+1'(s2), para todos sy, sy € S,
e) W' (s189) = ©'(s2)9'(s1), para todos s1,s2 € S,
f) PO =1

Uma vez que ' (Q + S8) C Q + S, podemos considerar a aplicagdo

h: Q+59 — Q+6S
z - P(z)

Observe-se que ¥ é uma aplicagdo sobrejectiva. Uma vez que ¢’ é uma aplicagdo
injectiva que satisfaz as condigées d), e) e f), ¢ ainda é uma aplicagdo injectiva
que satisfaz as condigoes:

g) (81 + 89) W(s1) + 1(s2), para todos s1,s9 € Q + S0,
h) W(s182) = (s2)¥(s1), para todos s1,s52 € Q+ S0,
i (1) =1
Consequentemente o ¢
condigoes:

3) (Yod)(si+s) = (Pod)(s1)+ (¥oP)(s2), para todos s1,8: € R,
Y (Pod)(s152) = (Pod)(s2)(woe)(s1), para todos s1,s; € R,
m) (Pog)(l) = 1

Consequentemente, R é anel Noetheriano & esquerda, logo, R é anel Noetheriano.
Com o intutto de provarmos que 085S é um ideal primo do anel Noetheriano R que
nao satisfaz a condicdo na sequnda camada & direita, consideremos a série de
R-submddulos de S/0S

R — R éuma aplicacao bijectiva que satisfaz as

L2 S

* 05 7 05
Provaremos que esta série é uma série filiada de S/0S.
Uma vez que (R/0S)0S = 0 e 85 ¢é o tnico ideal préprio nao nulo de R, con-
clutmos que ranng(R/0S) = 0S. Ora, como 6S é um ideal mazimal de R, 05
¢ mazimal entre os anuladores em R de R-submddulos nao nulos de S/8S. Por
outro lado,

R/QS Q annS/gs(QS).

Como R é um R-submddulo mazimal de S, annggs (0S) = R/0S ouanngeg (0S)
S/8S. Uma vez que SOS € um ideal nio nulo de S e S € anel simples, S = 505,

Il
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o que nos leva a concluir que anngs(0S) # S/0S. Conclutmos assim que
R/0S = annges(0S) e, portanto, R/0S é um R-submddulo filiado de S/6S.
Por outro lado, como (S/R)g é um R-mddulo simples, conclutmos que

R S
< < —
0198195'

¢ uma série filiada de S/0S cujos ideais primos filiados correspondentes sao 0.5

e
rann S/GS =ran E == (]
r\Rjos) =~ """ E\R) T

Para aplicarmos o Lema Principal de Jategaonkar precisamos ainda de provar que
(R/0S)r <. (5/6S)g. Seja I um R-submédulo de S que contém estritamente 0.5
e consideremos p € I\OS. Uma vez que p = q + s, para alguns g € Q[z]\{0}
es €S, conclutmos que q € I. Se q € Q, entdo I N Q #0. Suponhamos que
q & Q. Como I é um R-mddulo & direita, g8 € I. Por outro lado, como 65 C I,
Bq € I, logo, (qf — 0q) € I, isto é, 6(q) € I. Tal como anteriormente, repetindo
o processo, determinamos k' € (INQ)\{0}. Concluimos, assim, que

(R/6S) N (I/6S) # 0

e, logo, (R/0S)r <. (S/05)r.

Observe-se ainda que, como 0S é um ideal primo de R, (R/0S) é um (R/6S)-
mddulo livre de torgao.

Com vista a um absurdo suponhamos que 65 satisfaz a condi¢ao na sequnda ca-
mada & direita. Entdo 0 ~» 05, o que é absurdo.

Provamos, assim, que R é um anel Noetheriano (primo) que nao satisfaz a con-
dicdo na sequnda camada & direita. Em particular, R ndo sotisfaz a condigao na
segunda camada.

No Lema Principal de Jategaonkar verificdimos que, se R é anel Noetheriano
e M é um R-moédulo que possui uma série filiada 0 & U & M com primos filiados
correspondentes P e @ tal que U <, M, entdo, em determinadas circunstincias
(no caso ¢ g PouA# @, onde A & um anulador de um R-submdédulo de M que
contém propriamente U e A é maximal entre os anuladores de R-submdédulos de
M que contém propriamente U), podemos definir uma ligacao na segunda camada
de Q para P. O Teorema que se segue leva-nos, em particular, a concluir que,
se tivermos dois ideais primos P, @ de um anel Noetheriano R tais que Q) ~ P,
existe um R-mdédulo M que possui uma série filiada 0 = U & M com primos
filiados correspondentes P e @ tal que U <. M. Antes porém de enunciarmos e
demonstrarmos tal resultado, introduzimos um Lema necessdrio.

Lema 3.2.5 Sejam A, By, ..., B, R-mddulos tais que A € uniforme e existe um
R-monomorfismo ¢: A — B1&..& B, . Entdo, existe um R-monomorfismo
¢: A — B;, para algum i€ {1,..,n}.
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Demonstragao. Seja

i BIEB@BTL = Bz
bl+---+bn TR bi :

para todo 7 € {1,...,n}. Como
Ker(piog)N..NKer(p,o¢) =0

e A ¢ um R-médulo uniforme, existe j tal que 1 < j < ne Ker(p;o¢) = 0, logo,
p; o ¢ & um R-monomorfismo de A em 5;.

Podemos agora enunciar e demonstrar o resultado desejado.

Teorema 3.2.6 [Brown, Jategaonkar] Sejam P e Q) ideais primos de um anel
Noetheriano R. Entdo, Q) ~ P se e s0 se existe um R-mddulo finitamente gerado
e uniforme M com série filiada 0 = U < M e primos filiados correspondentes
P, Q tais que U ¢ um R/P-mddulo livre de tor¢iao e M/U é isomorfo a um ideal
direito uniforme de R/Q).

Demonstragao. Suponhamos que existe um R-mddulo finitamente gerado,
uniforme M com série filiada 0 = U < M ¢ primos filiados correspondentes P, ()
tal que U é um R/P-mdédulo livre de torgao e M/U & isomorfo a um ideal direito
uniforme de R/@. Como M /U é isomorfo a um ideal direito de R/Q, entao, M /U
é um R/Q-moédulo livre de tor¢ao. Logo, se tomarmos M’ como no enunciado
do Lema 3.2.1, um R-submddulo de M que contém propriamente U e é tal que o
ideal A = ranng(M’) ¢ maximal entre os anuladores de R-submddulos de M que
contém propriamente U, entdo M'/U ¢ um R/E-mdédulo livre de torgao.

Nao se pode verificar a condigdo b) do Lema Principal de Jategaonkar, uma
vez que tal implicaria que M'/U fosse um R/Q-médulo de torgao. Consequente-
mente, verifica-se a condi¢ao a) deste Lema, portanto, ¢) ~» P, como desejédvamos
provar.

Reciprocamente, suponhamos que ) ~+ P. Seja A um ideal de R tal que
(@ N P)/A é o bimédulo de ligagdo entre ¢ e P.

Sem perda de generalidade, podemos assumir A = 0 e, logo, @I = 0. Por
definicao de bimddulo de ligagao, concluimos que () N P é livre de torgdo como
R/Q-médulo & esquerda e como R/P-mddulo & direita.

Comecemos por verificar que ) é um ideal direito essencial de R. Para tal,
suponhamos que [ é um ideal direito de R tal que @ NI = 0, logo,

(QnP)=0.

Como QNP & um R/Q-mbédulo & esquerda nao nulo e livre de torcao, pela versao
esquerda do Lema 2.2.26, Q@ N P é um R/Q-médulo a esquerda fiel, logo, I C Q.
Consequentemente, I = 0 e @ é um ideal direito essencial de R.
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Verificaremos agora que @ é um R/P-modulo a direita livre de torcéo. Para
tal, consideremos o R/ P-monomorfismo

Q
QnPpP BP
g+(@QNP) — g+ P

¢

Logo, @/(Q N P) & isomorfo a um ideal direito de R/P. Portanto, Q/(Q N P)

¢ um R/P-médulo a direita livre de tor¢ao. Como @ N P é um R/P-médulo &

direita livre de torgdo, pela Proposigao 2.2.20, concluimos que ) também o é.
Sejam E = FE(Rpg) e K = anng(P); entao

anng(P) N R = lanng(P).
Observe-se que lanng(P) = Q. Com efeito, lanng(P)P = 0 implica
lannr(P)(Q@ N P) = 0.

Como @ N P ¢ um R/Q-mdédulo a esquerda fiel, lanng(P) C . Por outro lado,
como QP = 0, entao, Q C lanng(P). Logo,

Q@ = lanng(P) = KN R.

Assim,

R _R+K
KNnkR K

O I-modulo K tem duas propriedades a salientar: K é uma extensao essencial
de @ (uma vez que, como Ry <. E(Rp), tem-se @ = KNR <, K) e K é um
R/P-mdédulo a direita livre de torgao. Com efeito, por defini¢ao de K, KPP =0,
logo, Qr/p <e Kg/p. Como @ é um R/P-médulo a direita livre de torgao, pela
Proposigao 2.2.20, K também o é.

Como R é anel Noetheriano a direita, pelo Coroléario 1.9.10, R tem dimensao
de Goldie a direita finita, logo, R possui um ideal direito essencial I que é uma
soma directa finita de ideais direitos uniformes de I - Iy, ..., [,,. Assim, pelas
Proposicoes 1.8.4 e 1.8.5,

R/Q =

< E/K. (1)

E = E(Rg) = E(Iz) = E(L,) @ ... ® E(I,).

Pelo facto de I4, ..., I,, serem R-mdédulos uniformes, concluimos, pelo Coroldrio
1.9.3, que E, = E(), ..., B, = FE(I,) sao R-médulos uniformes. Por definigao,

K=(KNE)®..®(KNE,),
logo,
E/K ~ (B /(KNE)) @ .. (E,/(KNE,)).
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Como R é anel Noetheriano a direita, R/ possui um ideal direito uniforme V.
Por (1), R/Q & isomorfo a um R-submédulo de E/K, logo, podemos definir um
R-monomorfismo ¢: V — FE/K . Aplicando o Lema 3.2.5, concluimos que
existe um mimero natural j tal que j € {1,...,n} e existe um R-monomorfismo

v: V. — E;/(KNE;).

Seja M' um R-submdédulo de E; que contém propriamente £ NE; tal que M'/(KN
E;) ~ V. Consideremos um R-submdédulo M de M’ finitamente gerado tal que
M nao estd contido em K e seja

U=KnM = anny(P).

Uma vez que @@ é um ideal direito essencial de R, Qr <. Fg, logo, Ky <. Eg,
o que nos leva a concluir que U # 0. Como My < (E;)g, M é um R-médulo

uniforme.
Como K ¢ um R/P-médulo livre de tor¢io e U < K, U também é um R/ P-

moédulo livre de torgao.
Consideremos o R-monomorfismo
M M

KnM KNk
m+(KNM) — m+ (KNE;)

¢

Como M'/(K N E;) é isomorfo a um ideal direito uniforme V' de R/Q, conclufmos
que M/(K N M) & isomorfo a um ideal direito uniforme de R/Q).

Para obtermos o resultado desejado, demonstraremos que 0 S U < M é uma
série filiada de M com primos filiados correspondentes P e ). Como U é um
R/P-médulo a direita livre de tor¢éo, pelo Lema 2.2.26, U é um R/P-mddulo
totalmente fiel, logo, Ass(U) = {P}. Pelo Lema 1.9.4, conclufmos que

Ass(M) = Ass(U) = {P}.

Ora, como U = anny(P), U &€ um R-submddulo filiado de M. Por outro lado,
como M/U & isomorfo a um ideal direito uniforme de R/@,

rannp(M/U) = ranng(N/U) = Q,

para todo o R-submédulo N de M tal que U 5 N. Concluimos, assim, que
0SS U S M éuma série filiada de M com primos filiados correspondentes P e @,
como desejdvamos provar. M

A Proposi¢ao que se segue dd-nos um critério 1til para verificarmos se um ideal
primo de um anel Noetheriano satisfaz ou nao a condi¢ao na segunda camada a
direita.
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Proposigao 3.2.7 Seja P um ideal primo de um anel Noetheriano R; entdo P
satisfaz a condi¢ao na sequnda camada & direita se e sé se nao existir um R-
médulo M finitamente gerado uniforme com série filiada 0 S U S M e primos
filiados correspondentes P, Q tais que U é um R/P-mddulo a direita livre de
torgdo, M /U € uniforme, Q & P e MQ = 0.

Demonstragao. Sejam R um anel Noetheriano e P um ideal primo de .
Suponhamos que P satisfaz a condigdo na segunda camada a direita e que existe
um R-mdédulo uniforme M com série filiada 0 S U < M e primos filiados corres-
pondentes P, Q tais que U & um R/P-médulo a direita livre de torgao, @ g Pe
MQ@ =0.

Uma vez que M é um R-médulo uniforme, U <. M, logo, estao reunidas
as condicOes necessdrias para aplicar o Lema Principal de Jategaonkar. Ora,
como U é um R/P-mddulo livre de tor¢ao e P é um ideal primo que satisfaz a
condi¢ao na segunda camada a direita, & valida a condi¢@o a) do Lema Principal
de Jategaonkar.

Por outro lado, como M) = 0, conclufmos que ¢ C A, onde A é um anulador
de um R-submdédulo de M que contém propriamente U e A é maximal entre
os anuladores de R-submdédulos de M que contém propriamente . Mas, por
definicao de @, A C @, o que nos leva a concluir que A = g P, logo, nao &
valida a condigdo a) do Lema Principal de Jategaonkar, o que é absurdo. Esta,
pois, provado que se P é um ideal primo de R que satisfaz a condi¢ao na segunda
camada & direita, entdo ndo existe um R-modulo M finitamente gerado uniforme,
com série filiada 0 S U S M e primos filiados correspondentes P, @ tais que U
é um R/P-médulo a direita livre de torgdo, M/U é uniforme, Q@ G P e MQ = 0.

Reciprocamente, suponhamos que P nao satisfaz a condigdo na segunda ca-
mada A direita. Por definigdo, existe um R-moédulo M, que possui uma série
filiada 0 < Uy S M, e primos filiados correspondentes P e @ tais que U; <, M,
Uy é um R/P-médulo & direita livre de tor¢ao, Q@ G P e M;Q = 0.

Tomemos x € M\Uy, My = xR e Uy = My N Uy = annag, (P). Uma vez que
Uy <. M, entéo, Uy = My NU; <, M. Como

qf): MQ/UQ — Ml/Ul
m+Us — m+U;

¢ um R-monomorfismo, entdo M, tem série fillada 0 & Us & M, com primos
filiados correspondentes P e @. Temos, ainda, que Uy <, My, Uy é um R/P-
mdédulo & direita livre de torgao e M) = 0.

Como M, é finitamente gerado e R é anel Noetheriano, M, é um R-mddulo
Noetheriano. Consequentemente, M contém um R-submddulo essencial igual a
uma soma directa de n R-submdédulos uniformes - Iy, ..., I,,, 0 que, pelas Propo-
sicoes 1.8.4 e 1.8.5, nos leva a concluir que

E(My) =E(L®..0L)=EWL)®..®E(,).
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Como I, ..., I, sdo R-médulos uniformes, pelo Coroldrio 1.9.3, By = E([),
..y By = E(I,) sio R-médulos uniformes. Uma vez que Uy <. My <. E(Ma),
U, N E; #0, para todo ¢ € {1, ...,n}. Para cada i € {1, ...,n}, consideremos

A; = anng,(P) = E; N anng,) (P).

Uma vez que Us N £ # 0, A; # 0, para todo i € {1,...,n}. Como M, <. E(M,),
entao,

Us = anngn)(P) N My <e anngog)(P),

consequentemente, (Uz)gp/p <. (anngomg)(P))r/p. Ora, como Uz é um R/P-
médulo livre de torgao, annpy,)(P) também o é. Logo, A; ¢ um R/P-médulo
livre de tor¢ao, para todo i € {1,...,n}. Seja

Us = A1 @ .8 A, = (anngun)(P) NE) @ ... ® (anngan)(P) N By)

= annp()(P).

Como A; é um R/P-médulo livre de torgao, para todo ¢ € {1,...,n}, pela Pro-
posicao 2.2.20, Uz ¢ um R/P-mddulo livre de torgao. Pelo Lema 2.2.26, Us é um
R/P-mdédulo totalmente fiel.

Definimos My = M, + Us e consideramos o K-homomorfismo

¢ My/(UsnNM,) — Ms/Us
m+(U30M2) —% m+U3

Assim definida, ¢ &€ um isomorfismo. Por outro lado,
Mg N U3 = Mz fi CLTITIE(MZ)(P) = ANnpg, (P) = U2,

portanto, My /Us ~ My /Us.

Consideremos a série 0 < Us S Ms.

Observe-se que, como Us <, E(M3), Us <. M3. Como Us é€ um R/P-médulo
totalmente fiel e Us <, Ms, concluimos que Ass(M;) = {P}. Com efeito, como
R & um anel Noetheriano, Ass(M3) # 0. Por outro lado, se T' € Ass(Ms), entao
T = ranng(X), onde X & um R-submédulo néo nulo de M3 e X ¢ um R/T-
médulo totalmente fiel. Como Us N X # 0, conclufmos que

T = ranng(X NUs) = ranng(Us) = P,

provando-se, assim, o desejado.
Uma vez que Us < M3 < E(M) e Us = anngug)(P), entdo, Us = annag(P).
Por outro lado, como Ms;/Us ~ M,/U,, concluimos que a série 0 S Us S M3
é uma série filiada com ideais primos filiados correspondentes P e ().
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Como @ G P e Uy = annyg,(P), UsQ = 0, logo, (Us + M3)Q = 0, isto &,
MgQ =10. De

My < E(PM[Q) =FE®.¢E,
deduzimos que
M; < anng, (Q) & ... ® anng, (Q).

Designemos anng, (@) por B;, para todo ¢ € {1,...,n}, e observe-se que A; <
B;, para todo ¢ € {l,...,n}. Como M, ¢ um R-médulo finitamente gerado, M,
¢ Noetheriano como R-moédulo. Assim, M;/U; é um R-moédulo Noetheriano e
M3 /Us também o é, j4 que é isomorfo ao primeiro, logo, podemos tomar um
R-submodulo uniforme V' de Mj3/Us. Consideremos

$+U3 — (.‘L‘l—*—Al)@@(iEn'f‘An),

onde z1, ..., T, sao os elementos de, respectivamente, By, ..., B, tais que
T =T+t L

Observe-se que, como A; @ ... & A, = Us, ¢ estd bem definida. Por outro lado,
se z; € A;, para todo i € {1,...,n}, entdo x € Us. Consequentemente, ¢ é um
R-monomorfismo. Como V' é um R-mdédulo uniforme, pelo Lema 3.2.5, existe
um R-monomorfismo % : V. — B;/A; , para algum ¢ € {1,...,n}. Seja M,
um R-submédulo de B; tal que M, /A; ~ V. Como My < B; < E; e E; é um R-
modulo uniforme, My ¢ também um R-mdédulo uniforme. Consideremos a série
0SS A S My Como A; < Us, Ass(A;) = {P}. Ora, como My é um R-médulo
uniforme, pelo Lema 1.9.4, Ass(My) = {P}. Por outro lado, como
Pioy<s

A'i U3
ranng (N/A;) = @, para todo o R-submdédulo N de My tal que A; = N. Uma
vez que A; = annyy, (P), estdo reunidas as condigoes necessdrias para afirmar que
0< A & My é uma série filiada de My com primos filiados correspondentes I e
Q.

Por outro lado, temos que My/A; é uniforme (uma vez que My/A; ~ V),
MyQ < BiQ = 0 e A; 6 um R/P-médulo a direita livre de tor¢do. Assim,
M, satisfaz as condigbes definidas no enunciado com a possivel excepgao de ser
finitamente gerado.

Tomemos y € M\A;, M = yRe U = M N A;. Entao, M ¢ finitamente
gerado, uniforme (pois é um R-submédulo de My), MQ < MyQ = 0, U ¢ um
R/P-médulo livre de torgao, M/U é uniforme, uma vez que

M_ M M+A M
Uu AnM~— A — A
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e0 S U S M éuma série filiada de M com primos filiados correspondentes
P e Q. Logo, se nao existir um R-médulo M finitamente gerado uniforme, com
série filiada 0 S U S M e primos filiados correspondentes P, () tais que U € um
R/P-médulo a direita livre de torgdo, M/U & uniforme, Q@ & P e MQ = 0, entao
P satisfaz a condigdo na segunda camada & direita. m

Pretendemos, agora, construir exemplos de anéis que satisfazem a condigao
na segunda camada.

Exemplo 3.2.8 Todo o anel R simples e Noetheriano satisfaz a condi¢io na
sequnda camada.
Uma vez que um anel simples R apenas possui um ideal primo - o ideal 0 - e 0
satisfaz, trivialmente, a condi¢do na sequnda camada, R satisfaz a condigao na
sequnda camada.

Exemplo 3.2.9 Todo o anel Artiniano R satisfaz a condi¢do na sequnda cama-
da.

Tal resulta do facto de, nos anéis Artinianos, todos os ideais primos serem ma-
zimais (Proposicio 1.7.4), pelo que ndo pode existir um par de ideais primos de
R - (P,Q) que satisfaz a condi¢do Q g P, logo, R satisfaz a condi¢do na sequn-
da camada & direita. De modo andlogo, provamos que R satisfaz a condi¢do na
sequnda camada o esquerda.

Em particular, no Exemplo 3.1.2 é apresentado um anel que satisfaz a condigao
na sequnda camada uma vez que este anel € Artiniano.

Exemplo 3.2.10 Todo o anel Noetheriano comutativo satisfaz a condigdo na se-
gunda camada.

Seja R um anel Noetheriano comutativo e consideremos um R-mdédulo M nas
condi¢des enunciadas no Lema Principal de Jategaonkar e tal que U € um R/P-
médulo a direita livre de torcdo. Suponhamos que se verifica a situagdo b) do
Lema Principal de Jategaonkar. Entdo, M'/U é um R-mddulo & direita de torgio,
onde R = R/Q ¢ M' é um R-submddulo de M que contém propriamente U e é tal
que o ideal A = ranng(M') é mazimal entre os anuladores de R-submddulos de
M que contém propriamente U. Assim, dado v € (M'/U)\{0}, eziste € € Cx(0)
tal que v¢ = 0. Por R ser um anel comutativo, vr¢ = 0, para todo T € R,
concluindo-se que T € ranngz(vR)\{0}.

Mas, como 0 S U S M ¢é uma série filiada de M com primos filiados correspon-
dentes P e Q, M/U é um R-mddulo & direita totalmente fiel, logo, ranng(vR) =
0, o que contraria o facto de € € ranng(vR).

Concluimos, portanto, que a condi¢io b) do Lema Principal de Jalegaonkar nun-
ca pode ocorrer, logo, R satisfaz a condigdo na sequnda camada & direita.
Analogamente provamos que R satisfaz a condigio na segunda camada & esquer-
da.
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No Capitulo 5 indicaremos outras classes de anéis que satisfazem a condigao
na segunda camada. Nomeadamente, verificaremos que os anéis de grupo do tipo
RG, onde R é anel Noetheriano comutativo ou R é anel Artiniano e G é um grupo
policiclico-por-finito, satisfazem esta condicao.

Uma questao que nos podemos colocar é o que acontece a um anel Noetheriano
R que satisfaz a condigdo na segunda camada & direita quando construimos a
partir dele um anel quociente. A resposta é que o anel obtido ainda satisfaz a
condi¢ao na segunda camada a direita.

Proposicao 3.2.11 Sejam R um anel Noetheriano que satisfaz a condigdo na
sequnda camada & direita (respectivamente & esquerda) e I um ideal prdprio de
R; entio R/I satisfaz a condi¢do na segunda camada & direita (respectivamente
a esquerda).

Demonstragao. Suponhamos que R/I nao satisfaz a condigao na segunda
camada a direita. Seja @/ um ideal primo de R/I que ndo satisfaz a condicao
na segunda camada a direita. Pela Proposi¢ao 3.2.7, concluimos que existe um
(R/I)-médulo M finitamente gerado, uniforme com uma série filiada 0 S U = M
e primos filiados correspondentes Q/I, Q'/I tais que

U é um (%) -mdédulo & direita livre de torgao,

M/U & um (R/I)-médulo uniforme com Q'/I G Q/I e M(Q'/I) = 0. Conside-
rando em M a estrutura de R-mdédulo induzida pela sua estrutura de R/I-mddulo,
temos que M ainda € um R-mdédulo finitamente gerado, uniforme, com uma sé-
rie filiada 0 £ U S M e primos filiados correspondentes - Q, Q' tais que U &
um (R/Q)-médulo & direita livre de tor¢ao, M/U é um R-médulo uniforme com
Q' S Qe MQ' = 0. Novamente, pela Proposicao 3.2.7, R néo satisfaz a condigao
na segunda camada a direita, o que, por hipdtese, é absurdo. O absurdo resul-
tou de supormos que R/I nao satisfaz a condigao na segunda camada & direita,
provando-se, assim, o desejado. m

A Proposicao anterior ndo admite reciproca. Com efeito, se considerarmos
o anel Noetheriano R apresentado no Exemplo 3.2.4 e um ideal maximal P de
R, entdo R/P & um anel Noetheriano simples, logo, pelo Exemplo 3.2.8, R/P
satisfaz a condicao na segunda camada. No entanto, verificdmos ja que o anel R
nao satisfaz a condicao na segunda camada & direita.

Definicao 3.2.12 Um par de ideais primos (@}, P) de um anel R que satisfaz as
condicoes:

a) QG Pe

b) existe um R-mddulo finitamente gerado uniforme M tal que ranng(M) = Q
e M contém um R-submddulo ndo nulo U que é um R/P-mddulo livre de tor¢do,
designa-se por par de primos indesejdvel.
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Da Proposicio 3.2.7, resulta, em particular, que se nao existirem pares de
primos indesejdveis num anel Noetheriano R, entao R satisfaz a condi¢ao na
segunda camada a direita.

Em seguida provaremos que, dados um anel Noetheriano a direita R, um
conjunto C de Ore a direita em R ¢ (), P ideais primos de R disjuntos de C,
entdo (Q, P) é um par de primos indesejével de R se e sé se (Q°, P?) é um par
de primos indesejével de RC~'. Para tal, atenda-se aos seguintes Lemas:

Lema 3.2.13 Sejam R um anel Noetheriano & direita, C um conjunto de Ore
o direita em R, P um ideal primo de R tal que C C Cr(P) e M um R-mddulo
uniforme que contém um R-submddulo nao nulo U tal que U é um R/P-mddulo
livre de torgdo; entdo M é um R-mddulo livre de C-torgao.

Demonstragao. Seja N = to(M). Como N ¢, por defini¢ao, um R-médulo
de C-tor¢io e C C Cgr(P), entdo, N N U é um R/P-mdédulo de torgao. Ora,
como U & um R/P-mdédulo livre de tor¢ao, NNU = 0. Como M é um R-mddulo
uniforme, N = 0, logo, M & um R-mdédulo livre de C-tor¢ao, como desejdvamos
provar. ®

Lema 3.2.14 Sejam R um anel, C um conjunto de denominadores & direita em
R, M um R-mddulo uniforme e livre de C-tor¢do; entdgo MC~* é um RC™!-
mddulo uniforme.

Demonstracgao. Consideremos um RC™'-submédulo nio nulo N de MC?.
Seja met € MC~\{0}, onde m € M e c € C. Como M é& um R-médulo
uniforme, existe 7 € R tal que mr € N°\{0}, logo, mr1~! € N*. Como M é um
R-modulo livre de C-torgao,

0#mrl™! = (mc)(er)17h

Uma vez que, pela Proposicio 2.3.8, N* = N, entao mr1~! € N, o que nos leva
a concluir que MC~! é um RC~'-moédulo uniforme. =

Proposicao 3.2.15 Sejam R um anel Noetheriano a direita, C' um conjunto de
Ore & direita em R e @, P ideais primos de R disjuntos de C; entdo (Q, P) é um
par de primos indesejdvel de R se e s6 se (Q°, P¢) é um par de primos indesejdvel
de RC™'.

Demonstragao. Pela Proposicao 2.3.12, C C Cgr(Q) N Cgr(P), P*“ = P e
Q% = (. Pelo Teorema 2.3.14, P¢, Q° sdo ideais primos de RC™'.

Suponhamos que (Q°, P¢) ¢ um par de primos indesejavel de RC~'. Entdo,
Q° % P¢ e existe um RC~'-médulo finitamente gerado uniforme M tal que
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rannpo-1(M) = Q° e M contém um RC~!-submdédulo néo nulo U tal que U é
um RC™'/P*médulo livre de torcao.

Como ¢ ;Ct Pe, Q = Q% C P = P. Com vista a um absurdo, suponhamos
que ) = P, entao, Q¢ = P*, o que é absurdo. Conclufmos, assim, que ¢} ; P.

Sejam l4, ..., I, geradores de M. Consideremos em M a estrutura natural de
R-médulo a direita. Com esta estrutura, M é um R-mddulo livre de C-torgao e
o RC~'-médulo M é o médulo de fracgoes do R-médulo M com respeito a C.
Definamos

N=hB ... LR,

logo, N ¢ um R-submédulo de M tal que N® = Mpe-1. Como M é um R-mdédulo
livre de C-tor¢ao, N também o é.

Provaremos agora que M ¢ um R-mdédulo uniforme. Para tal, consideremos
um R-submédulo nio nulo L de M e m € M\{0}. Como M é um RC~'- médulo
uniforme, L¢ <, Mg, logo, existe (rc7') € RC~! tal que 0 # m(ric; ) = lc™,
para alguns [ € L, ¢ € C. Aplicando a Proposi¢ao 2.1.14, concluimos que existem
r9,8 € Rec, € C tais que

0 5 mirye; ) =wileges™) = el

logo, 0 # mry = ls e, comols € L, Lg <. Mg. Uma vez que L é um R-submédulo
nao nulo arbitrario de M, M é um R-mddulo uniforme. Em particular, NV é um
R-médulo uniforme.

Consideremos Vi = (U N N)r < Ng. Suponhamos, agora, que V' nao é um
R/P-médulo livre de tor¢ao; entdo existem v € V\{0} e ¢ € Cgr(P) tais que
ve = 0, logo,

v(el™ + P%) = 0.

Pelo Lema 3.1.8, c1~! 4+ P¢ é um elemento regular de RC~1/P¢. Ora, comov € U
e U & um RC~'/P*-mdédulo & direita livre de torgéo, concluimos que v = 0, o
que é absurdo. O absurdo resultou de supormos que V' no é um R/P-médulo a
direita livre de torgao.

Por hipétese, M@Q® = 0, logo, como M é um R-mdédulo livre de C-torcao,
NQ = 0. Para provarmos que o par (¢}, P) é um par de primos indesejdvel de R &,
agora, suficiente provar que ranng(N) C Q. Seja [ um ideal de R tal que NI = (;
entdo (NI)® = 0. Uma vez que, pela Proposicao 2.3.11, I¢ é um ideal bilateral
de RC1, (NI)® = NeI®. Ora, como N¢ = M, temos I¢ C rannpc— (M). Como
rannpo-1(M) = ¢, temos I° C %, logo,

IQIECQQQC:Q-

Concluimos, assim, que ranng(N) = @, como desejdvamos provar.
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Reciprocamente, suponhamos que (@, P) ¢ um par de primos indesejdvel de
R, entao, Q) g P e existe um R-médulo finitamente gerado uniforme M tal que
ranng(M) = Q e M contém um R-submédulo nao nulo U tal que U é um R/P-
mdédulo livre de torgao. Pelo Lema 3.2.13, M é um R-mdédulo livre de C-torgao.
Consequentemente, /¢ # 0.

Uma vez que M é um R-médulo finitamente gerado, concluimos que MC ™!
& um RC~'-médulo finitamente gerado. Pelo Lema 3.2.14, MC~! é um RC~'-
mdodulo uniforme.

Como Q° é um ideal bilateral de RC™!, (MQ)® = (MC 1)@ Ora, como
MQ =0, (MQ)® =0, o que nos leva a concluir que

Q° C rannge— (MC™).

Por outro lado, se r¢™! € RC~! étal que (MC~V)r¢™! = 0, entdo, (MC')r1~! =
0. Ora, como M ¢é um R-médulo livre de C-torgao, Mr = 0, de onde concluimos
quer € Q e re”! € Q°. Provamos, assim, que Q¢ = rannpc— (MC™1).

Com o intuito de provarmos que U¢ é um RC~!/P¢-médulo a direita, obser-
vemos que, como UP = 0, entdo (UP)® = 0. Ora, como P¢ é um ideal bilateral
de RC!, (UP)® = U¢P?, logo, U¢ é um RC~'/P*médulo & direita.

Provaremos, em seguida, que U¢ ¢ um RC~'/P*médulo livre de tor¢do. Para
tal, consideremos us™! € U® e rys7" € Cro-1(P*) tais que

(us™H)(ris1t) =0,
logo, ul='(s7'rys7") = 0. Uma vez que r187" € Cre-1(P¢), conclufmos que
s 'ri87t € Cro-1(P?).

Seja rgs5 "t = s7'ris7t, com ry € R e 55 € C; entéo urgl™! = 0. Uma vez que M
¢ um R-mdédulo livre de C-torgao, concluimos que ury = 0. Ora, como pelo Lema
3.1.8, 1, € Cgr(P) e, como U é um R/FP-mddulo livre de torgao, u = 0, o que
nos leva a concluir que us~! = 0. Consequentemente, U¢ é um RC~!/P*-maédulo
livre de torcao.

Para provarmos que (@Q%, P¢) é um par de primos indesejével de RC~! bastar-
nos-4 provar que Q° G P°. Para tal, observe-se que @ & P implica Q° C P*.
Por outro lado, Q¢ = P¢ implica Q* = P*, logo, @ = P, o que é absurdo.
Consequentemente, Q¢ & P*.

Estao, pois, reunidas as condigoes necessérias para afirmar que (Q°, P¢) é um
par de primos indesejgvel de RC~!, como pretendiamos provar. ®

O Lema que se segue é de demonstracao imediata.

Lema 3.2.16 Sejamn R um anel, (Q, P) um par de primos indesejdvel de R e I
um ideal de R tal que I C Q; entdo (Q/I,P/I) é um par de primos indesejdvel
de R/T.W
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Mostramos agora a primeira consequéncia importante da existéncia da con-
dicao na segunda camada num anel Noetheriano. Provaremos que, na presenga
de um anel Noctheriano R que satisfaz a condigao na segunda camada & direita,
podemos provar que, dado um R-médulo néo nulo finitamente gerado M tal que
annys(P) é livre de torgao como R/P-médulo a direita, para todo P € Ass(M),
M & anulado por um produto finito de ideais primos que pertencem ao fecho de
ligacoes a direita de Ass(M).

Teorema 3.2.17 Secjam R um anel Noetheriano, M um R-mddulo ndo nulo e
X um subconjunto de Spec(R) tal que todos os ideais primos de X satisfazem
a condicdo na sequnda camada & direita ¢ X € fechado para ligagdes a direita.
Suponhamos que M satisfaz as condigoes:

a) M é um R-mddulo finitamente gerado.

b) Ass(M) C X.

¢) Para todo P € Ass(M) e para todo o R-submddulo uniforme N de M tal
que Ass(N) = {P} e ranng(N) = P, tem-se que N ¢é um R/P-mddulo livre de
torgao.

d) Dado P o anulador de um R-submddulo nio nulo de M tal que P é mazimal
entre 0s anuladores de R-submddulos nao nulos de M; entdo anny(P) é um
R/ P-médulo livre de tor¢ao e P € X.

Entao, M tem uma série de R-submddulos

O=MyS M| S.SM,=M
tal que, para todo 1 € {1,...,n}, M;/M;_, é um R-mddulo uniforme e
ranng(M;/M;_1) = B,
para algum P; € X, com P, € Ass(M). Assim, MP,...P, = 0.

Demonstragao. Sejam R, M e X nas condigoes do enunciado.

Como R é anel Noetheriano podemos considerar P, maximal entre os anula-
dores de R-submédulos ndo nulos de M. Pela Proposigao 1.3.1, P, € Ass(M).
Por b), P, € X.

Como R é anel Noetheriano e, por a), M é um R-mdédulo finitamente ge-
rado, M é um R-médulo Noetheriano. Consequentemente, annp(F;) é um
R-médulo Noetheriano, pelo que podemos escolher um R-submédulo uniforme
M, de anny(P)) tal que M; é maximal entre os R-submddulos uniformes de
anny(Py). Pela Proposicao 1.3.1, anny(Py) ¢ um R/P-médulo totalmente fiel,
logo, ranng(M;) = P;.

Se M, = M, temos M P, = 0, pelo que o teorema ¢é vilido.

Suponhamos que M; # M.

Provaremos que:

1) M/M,; é um R-médulo finitamente gerado.
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2) Ass(M/M;) C X.

3) Para todo P € Ass(M/M,) e para todo o R-submédulo uniforme N de
M/M; tal que Ass(N) = {P} erannz(N) = P, tem-se que N é um R/P-mdédulo
livre de torcao.

4) Dado P o anulador de um R-submdédulo nao nulo de M/M, tal que P
¢ maximal entre os anuladores de R-submdédulos nao nulos de M/M;. Entéo,
annpm, (P) € um R/ P-modulo livre de torgao e P € X.

Como M é um R-médulo finitamente gerado, M/M; é um R-médulo finita-
mente gerado, o que nos leva a concluir que é védlida a condigao 1).

Sejam @ € Ass(M/M;) e N um R-submédulo uniforme de M/M,; tal que
Ass(N) = {Q} e ranng(N) = Q. Consideremos o R-submédulo M de M tal
que M'/M; = N.

Suponhamos que M’ é um R-médulo uniforme. Uma vez que M; $ M’ e
M; < annp(Py), concluimos que

Ml S (Lnan(P]) S a,n'n.M(P]_),

logo, annyp (P;) ¢ um R-submédulo uniforme de annpg(P;) que contém M. Ora,
como M, é um R-submddulo uniforme de anns (P ) tal que M, é maximal entre os
R-submédulos uniformes de annp(Py), My = annye(Py). Assim, 0 S M, S M' é
uma série filiada de M’ com primos filiados correspondentes P; e ). Além disso,
como M' ¢ um R-mdédulo uniforme, M; <. M'. Observe-se, agora, que, por
d), anny (P)) é um R/P-médulo livre de torgao, logo, My = annpe (F) € um
R/ P;-modulo livre de tor¢ao. Como P, € X, por hipétese, I, satisfaz a condigao
na segunda camada & direita. Consequentemente, @ ~ P, e V = M"/M; é um
R/@Q-médulo livre de tor¢do, onde M” é um R-submédulo de M’ que contém
propriamente M; e é tal que ranng(M") é maximal entre os anuladores de R-
submédulos de M’ que contém propriamente M;. Uma vez que N = M'/M, &
um R-médulo uniforme e NQ) = 0, temos que (M"/M;)r/o <e Nrjg, logo, N é
um R/@Q-médulo livre de torgao. Por outro lado, como @) ~ P, e X & fechado
para ligacoes a direita, @ € X.

Se M’ nao é um R-médulo uniforme, entao M, fe M'. Com efeito, se
M, <, M, entao, como M; é um R-médulo uniforme, pelo Lema 1.9.2, M’ &
um R-mdédulo uniforme, o que é absurdo. Concluimos, assim, que existe um
R-submédulo nao nulo L de M’ tal que M; N L = 0. Consequentemente,

L& M, M .

=

— =N,
M, — M

L~

Uma vez que N & um R-mdédulo uniforme tal que Ass(N) = {Q} e ranng(N) =
@, concluimos que L é um R-submédulo uniforme de M tal que Ass(L) = {Q}
e ranng(L) = Q. Consequentemente,

{Q} = Ass(L) C Ass(M),
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portanto, @ € Ass(M) e, por b), @ € X. Por ¢), concluimos que L ¢ um R/Q-
médulo livre de torcdo, logo, (L @ M;)/M; é um R/Q-médulo livre de torgao.
Uma vez que (L & M;)/M; <. N, conclufmos que N é um R/Q-mdédulo livre de
torcao.

Provdmos, assim, que para todo o R-submoédulo uniforme N de M /M, tal
que Ass(N) = {Q} e ranng(N) = Q, com Q € Ass(M/M;), se tem que N &
um R/Q-médulo livre de torgao e € X. Estd, pois, demonstrado que ¢ vélida
a condigdo 3).

Consideremos, agora, @ € Ass(M/M;). Logo, Q = ranng(Z), para algum
R-submédulo nao nulo Z de M/M, tal que Z ¢ um R/Q-médulo totalmente fiel.
Uma vez que M/M; é um R-médulo finitamente gerado e R é anel Noetheriano,
Z & um R-médulo Noetheriano, logo, Z possui um R-submddulo uniforme Y.
Como Z & um R/Q-mdédulo totalmente fiel, Y é um R/Q-mddulo totalmente fiel,
logo, Ass(Y) = {Q} e ranng(Y) = Q. Ora, como Y ¢ um R-submdédulo uniforme
de M/M, tal que Ass(Y) = {Q} e rannzg(Y) = @, verificimos, no pardgrafo
anterior, que € X. Consequentemente, Ass(M/M;) C X e a condigao 2) é
vélida.

Seja P um anulador de um R-submddulo ndo nulo de A /M, tal que P ¢ ma-
ximal entre os anuladores de R-submédulos néo nulos de M /M. Pela Proposicéo
1.3.1, P € Ass(M/M) e annyyp, (P) ¢ um R/P-médulo totalmente fiel. Uma
vez que P € Ass(M/M,) e Ass(M/M,) C X, concluimos que P> € X. Por ou-
tro lado, como M/M,; é um R-médulo Noetheriano, annpay, (£) € um R-médulo
Noetheriano e, em particular, anny /g, (P) tem dimensao de Goldie finita. Assim,
existem R-submdédulos uniformes X1, ..., X,, de annaa, (P) tais que

& = X] E...P Xn Se a.TLTle/Ml(P).

Observe-se que Z, X1, ..., X, sdo R/ P-submédulos de annas/as, (P) e, uma vez que
anna, (P) € um R/P-moédulo totalmente fiel, Ass(X) = ... = Ass(X;) = {P}
e rannp(X,) = ... = ranng(X,) = P, logo, por 3), X, ..., X, séo R/P-médulos
livres de torcdio. Pela Proposicao 2.2.20, X; & ... @ X, é um R/P-médulo livre
de torcao e, uma vez que

X1 ® ... ® Xp <o annarp, (P),

pela Proposigao 2.2.20, annagy, (P) &€ um R/P-médulo livre de torgao.

Provdmos, assim, que as condigoes 1), 2), 3) e 4) séo vilidas.

Consideremos agora P, maximal entre os anuladores de R-submdédulos nao
nulos de M/M;. Uma vez que M/M; é um R-médulo Noetheriano, podemos
considerar um R-submédulo uniforme M,/M; de Z = annpya, (Pa) tal que
M, /M, ¢ maximal entre os R-submédulos uniformes de Z. Uma vez que, pe-
la Proposicao 1.3.1, P, € Ass(My/M,;) e Z & um R/P,-médulo totalmente fiel,
ranng(Ma/My) = P.
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Se My /My = M/M,, entédo 0 S M; S M é uma série de R-submddulos de M
tais que M; e M/M; sdo R-médulos uniformes,

TannR(Ml) — P], TannR(]W/Ml) = F, com P e ASS(Ml) e P e ASS(M2/M1).

Por 2), conclufmos que P, € X.
Se My/M; # M /M, tal como anteriormente, concluimos que:

M/M
1) M/M, ~ -

& um R-mdédulo finitamente gerado.

Mgl M /M
1

2) Ass(M/M,) = Ass (Mg/Ml C X.

3) Para todo P € Ass(M/Ms) ¢ para todo o R-submddulo uniforme N de
M/Ms tal que Ass(N) = {P} eranng(N) = P, tem-se que N ¢ um R/P-md6dulo
livre de torgao.

4) Dado P o anulador de um R-submédulo nao nulo de M/M; tal que P
& maximal entre os anuladores de R-submddulos ndo nulos de M/M,. Entéo,
annyag (P) ¢ um R/ P-médulo livre de torgao e P € X.

Repetindo o processo descrito, sucessivamente determinamos uma cadeia pro-
priamente ascendente de R-submddulos de M

tal que M;/M; 1 ¢ um R-médulo uniforme e rannp(M;/M; ) = F;, para algum
P, e X, com P, € Ass(M). Uma vez que M & um R-mdédulo Noetheriano, a
cadela considerada é finita. m

Corolério 3.2.18 [Jategaonkar]| Sejam R wm anel Noetheriano e M um R-
mddulo nio nulo finitamente gerado tal que anny(P) é livre de tor¢ao como
R/P-mddulo & direita, para todo P € Ass(M). Suponhamos que todos os ideais
primos de X = U{r.cl(P) : P € Ass(M)} satisfazem a condi¢do na segunda
cammada & direita. Entdo, M tem uma série de R-submddulos

0=MySMiS..SMy=M
tal que, para todo 1 € {1,...,n}, M;/M;_, é um R-mddulo uniforme e
ranng(M;/M;_1) = B,
para algum P, € X, com Py € Ass(M). Assim, MP,...P, = (.

Demonstragao. Comecemos por observar que o conjunto X é fechado para
ligacdes & direita. Para provarmos o coroldrio é, pois, suficiente provar que o
R-médulo M considerado satisfaz as condi¢des a), b), ¢) e d) enunciadas no
Teorema 3.2.17.
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Por hipdtese, as condigoes a), b) sdo vélidas.

Seja P € Ass(M) e N um R-submédulo uniforme de M tal que Ass(N) = {P}
erannp(N) = P. Como ranng(N) = P, N < anny(P). Ora, como por hipétese,
anny(P) é um R/ P-médulo livre de tor¢do, NV é um R/ P-mddulo livre de torgao,
pelo que a condigéo ¢) é valida.

Consideremos um anulador P de um R-submdédulo nao nulo de M tal que P é
maximal entre os anuladores de R-submddulos nao nulos de M. Pela Proposicao
1.3.1, P € Ass(M), logo, annp(P) é um R/P-médulo livre de torgao. Uma vez
que Ass(M) C X, temos também que P € X. Consequentemente, a condigdo d)
é vélida, como desejdvamos provar. ®

3.3 Localizacao e dimensao classica de Krull

Nas secgOes anteriores estuddmos as ligagGes na segunda camada entre dois ideais
primos ) ¢ P de um anel Noetheriano R. As ligagoes foram definidas recorrendo a
existéncia de um (R/Q, R/ P)-bimédulo especial. A questao que se pode colocar
é se, dados P, € Spec(R) tais que P ~~ (), onde R é um anel Noetheriano,
poderemos comparar os anéis £/P e R/(). Veremos que, se R for um anel que
satisfaz a condigao na segunda camada, eles terao a mesma dimensao cléssica de
Krull.

Os resultados que introduzimos a seguir sao demonstrados com a ajuda da
dimensao cldssica de Krull e sempre na presenca da condigao na segunda camada.
Comecamos por mostrar que, dado um bimédulo Noetheriano nao nulo NV sobre
um anel Noetheriano R que satisfaz a condigao na segunda camada, existem sub-
bimédulos N, N” de N tais que N & N' e N'/N" & livre de tor¢ao em ambos
os lados sobre quocientes primos de R.

O resultado pretendido, isto é, “se P ~» @ num anel Noetheriano R que
satisfaz a condic¢ao na segunda camada, entao

. Krull dim(R/P) = cl.Krull dim(R/Q)",

& obtido como Corolédrio de um Teorema de Jategaonkar (Teorema 3.3.2), onde
um resultado mais forte é demonstrado.

Proposicao 3.3.1 Sejam R um anel Noetheriano que satisfaz a condi¢do na
sequnda camada a direita e B um bimddulo nao nulo Noetheriano sobre R. Se P é
um ideal primo de R tal que ranng(B) C P, entdo, existem sub-bimddulos B', B"
de B tais que B" $ B’ e existe um ideal primo Q de R tal que lanng(B'/B") = Q,
ranng(B'/B") =P e B'/B" é um R/Q-mddulo & esquerda livre de tor¢do e um
R/P-mddulo a direita livre de torgdo.

Demonstragdo. Como R ¢ anel Noetheriano, podemos tomar P, maximal
entre os anuladores em R de R-submdédulos nao nulos de Bi. Consequentemente,
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pela Proposicao 1.3.1, P, € um ideal primo de R ¢ By = lanng(P;) ¢ um R/P;-
modulo & direita totalmente fiel.

Seja D o R/ Py-submédulo de torgio do (R, R/ P;)-bimédulo B e suponhamos
que D # 0. Como R/P, é um anel primo e Noetheriano & direita e zpB] ¢ um
R-mddulo 4 esquerda Noetheriano, pelo Coroldrio 2.2.29, ranng,p, (D) # 0, 0 que
contraria o facto de B} ser um I/ P-médulo a direita totalmente fiel. Concluimos,
assim, que D =0 ¢ B} é um R/P;-médulo a direita livre de torgao.

Consideremos ()7 maximal entre os anuladores em R de R-submdédulos nao
nulos de g(Bj). Definamos B; = mnnB;(Ql). Observe-se que By é um (R, R)-
bimédulo nao nulo Noetheriano em ambos os lados. Tal como no caso ante-
rior, provamos que B; ¢ um R/Q;-médulo & esquerda livre de tor¢ao. Como
(B1)r < (B})g, B; € um R/P;-médulo a direita livre de tor¢ao. Consequente-
mente, lanng(B,) = Q1 e ranng(B1) = .

Repetindo os mesmos argumentos, uma vez que B ¢ Noetheriano, construi-
mos uma cadeia finita de (R, R)-sub-bimédulos de B -

0=BySBS..5B,=B

tais que @Q; = lanng(B;/Bi_1), P; = ranng(B;/B;_1) séo ideais primos e B;/B;_;
& um (R/Q;)-médulo & esquerda livre de torcao e um (R/F;)-médulo & direita
livre de tor¢ao, para todo i € {1,...,n}. Assim, BF,...P; = 0, o que implica

P,..P, C ranng(B) C P.

Como P é um ideal primo, P; C P, para algum ¢ € {1,...,n}. Seja P' = P;; ent&o
C' = B;/B;_; ¢ um R/P'-médulo a direita livre de tor¢do e um R/Q;-mdédulo &
esquerda livre de torcao, ranng(C') = P’ e lanng(C') = @;. Observe-se, ainda,
que ranng(B) C P’

Se P = P', tem-se o resultado.

Suponhamos que P’ & P e consideremos I = E((R/P)g/pr). Como C' é um
(R, R)-bimédulo Noetheriano, pelo Lema 2.2.27, existe um niimero natural n tal
que R/ranny(C') = R/F' & isomorfo a um R-submdédulo X de ®7_,C}, onde
Cj = C', para todo j € {l,...,n}. Consequentemente, R/P'" ¢ isomorfo a um
R/P'-submédulo X de &7_,C7.

Assim, se considerarmos o R/P’-homomorfismo nao nulo

¢: R/P — E
r+P — r+P’

uma vez que E & um R/P-médulo injectivo, podemos estender ¢ a um R/P'-
homomorfismo ¥: &7 ,C; — FE .Em particular, existe um R/P'-homomor-
fismondaonulo f: C' — E.
Provaremos que Ass(f(C")) = {P/P’}. Comecemos por observar que P/P’ =
/

ranng/p(R/P) e R/P & um -médulo totalmente fiel.

P/P
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Dado Q/P' € Ass(f(C")), temos Q/F = ranng,p(X), para algum R/P'-
submédulo X néo nulo de f(C") tal que

/
X é um ——-mddulo totalmente fiel.

Q/F
De (R/P)gr/pr <e Eryp concluimos que X N (R/P) # 0, logo,
Q/P =ranngp(X N R/P).
Uma vez que X N (R/P) é um R/P'-submoédulo de R/P,
P/P' =ranngp (X NR/P)=Q/P".

Portanto, Ass(f(C")) = {P/F'}.
Com o intuito de aplicar o Coroldrio 3.2.18, provaremos que

/

ann gy (P/P') é um I—D-/—P7—médulo livre de tor¢ao.

Para tal, observemos que, como (R/P)(P/FP') = 0,
(R/P)ppr < anng(P/P)r/pr.
De (R/P)rjp <e Egypr concluimos que

(R/P)ELE; <. (annE(P/P’))%%.

P/F

/

Mas R/P & um R/P-mdédulo livre de tor¢ao, consequentemente, /P é um %k
médulo livre de torgao, logo, anng(P/P') também o é e o mesmo acontece a
ann ey (P/P').

Como, pela Proposi¢ao 3.2.11, R/ P’ satisfaz a condi¢dao na segunda camada
A direita, f(C') ¢ um R/P’-médulo nao nulo, finitamente gerado (porque C” &
finitamente gerado), Ass(f(C")) ={P/P'} e

/

anngey(P/P') € um W—médulo livre de tor¢ao;

entdo, pelo Corolario 3.2.18, existem ideais primos P /P', ..., P,/P" de R/F’
pertencentes ao fecho de ligagoes a direita de {P/P'} tais que

HC)PafP) P/ P) = 0

e Pi/P' = P/P'. Uma vez que todos os ideais primos da forma /P’ pertencem
ao fecho de ligacoes & direita de P/P’ e nenhum ideal primo esté ligado ao ideal
nulo, entdo P’ & P;, para todo j € {1,...,n}.
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Seja I um ideal direito de R tal que I = ranng(f(C")); logo
I/P" = ranng;p(f(C")).
Comecemos por verificar que I C P. De facto, como Ass(f(C')) = {P/P'},
ranng e (F(C')) C P/P,
logo, I C P. Por outro lado, se ' =1, de
(Pa/ P).(P/P') S I/P' = P[P’

conclufmos que P’ = F;, para algum j € {1,...,n}, o que & absurdo. Consequen-
temente, P' & I C P.
Seja J = ranng(C'/C'I); entéo

f(C)J = f(C'J) € f(C'T) =0,

provando-se, assim, que J C ranng(f(C")) = I, logo ranng(C'/C'I) = 1.
Consideremos, agora,

Bi= B1/(B1.[ + Bifl) = CI/GI.[

Observe-se que C" # C'I, pois, caso contrario, terfamos f(C') = f(C')] =0, o
que é absurdo. Consequentemente, B # 0.

Uma vez que B é um (R, R)-bimédulo Noetheriano nao nulo tal que I =
rannp(B) C P, repetindo o processo descrito, obtemos um ideal primo P” tal
que I C P" C P. Construimos, assim, uma cadeia de ideais primos de 12 -

PGP'C..CP.

Como R é anel Noetheriano, a cadeia é finita, logo, existem sub-bimédulos B', B”
de B tais que B” £ B’ e existe um ideal primo Q de R tal que lanng(B'/B") = Q,
ranng(B'/B") = P e B'/B" ¢ um R/Q-médulo a esquerda livre de tor¢ao ¢ um
R/P-médulo & direita livre de tor¢ao. m

Teorema 3.3.2 [Jategaonkar] Sejam R um anel Noetheriano que satisfaz a
condicio na sequnda camada e B um bimddulo Noetheriano nao nulo sobre R;
entao

cl.Krull. dim(R/lanng(B)) = cl.Krull. dim(R/ranng(B)).
Demonstragao. Mostraremos que

cl. Krull.dim(R/lanng(B)) > c.Krull. dim(R/ranng(B)).
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Procedemos por indugio transfinita em o« = cl. Krull. dim(R/ranng(B).

Se a« = 0, a condigao é verdadeira.

Suponhamos, agora, que a > 0 e que, para todo o ordinal 7 tal que § < a e
para todo o (R, R)-bimédulo Noetheriano nao nulo D tal que

cl.Krull. dim(R/ranng(D)) = 8,
se tem
cl. Krull. dim(R/lanng(D)) > c.Krull. dim(R/ranng(D)).

Pela Proposigao 1.10.3, existe um ideal primo P tal que

R/mnnR(B)) |

= ¢l . Krull. di
o AT lm(P/rannR(B)

isto 6, @ = cl.Krull.dim(R/P), com ranng(B) C P. Pela Proposi¢ao 3.3.1,
existem sub-bimédulos B’, B” de B tais que B” 5 B’ e existe um ideal primo @)
de R tal que lanng(B'/B") = Q, ranng(B'/B") = P e C = B'/B" é um R/Q-
médulo & esquerda livre de torg¢do e um R/P-médulo & direita livre de torgéo.
Uma vez que lanng(B)C = 0, lanng(B) C @, logo, pelo Corolario 1.10.5,

cl.Krull. dim(R/lanng(B)) > cl.Krull. dim(R/Q).
Provaremos agora que
cl. Krull. dim(R/Q) > cl.Krull. dim(R/ranng(B)) = a.

Seja 8 um ordinal tal que 3 < a. Pela Proposicao 1.10.3, existe um ideal

primo P’ tal que
, R/P
cl. Krull. dim (P’—/P) = ﬁ

Logo, cl.Krull. dim(R/P")=fe P S P

Como zCy é Noetheriano, rC tem dimensao de Goldie finita. Podemos agora
escolher C’, um sub-bimédulo de C' nao nulo cuja dimensao de Goldie como E-
médulo & esquerda seja a menor possivel. Como C”" é um R/P-mdédulo livre de
torcao, pelo Lema 2.2.26, C' é um R/ P-mdédulo totalmente fiel, logo, ranng(C') =
o ;Ct P'. Entao, podemos aplicar a Proposi¢ao 3.3.1 e afirmar que existem sub-
bimédulos C*, C** de C” tais que C** £ C* e existe um ideal primo Q' de
R tal que lanng(C*/C**) = @', ranng(C*/C**) = P' e C" = C*/C*™ & um
(R/Q', R/ P")-bimdédulo livre de torgao em ambos os lados.

Se (C")r < (C")g, entdo

P =ranng(C") = ranng(C") = P/,
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o que é absurdo.

Provamos, assim, que C” = Y/X, para alguns sub-bimédulos X, Y de C’ tais
que 0 # X £ Y. Pela forma como foi definido C’, concluimos que u. dim(gX) =
w.dim(rY’), logo, pela versdo esquerda do Coroldrio 1.9.13, g X <. gY. Conse-
quentemente, p/oX <. g/gY, 0 que nos leva a concluir, pela Proposicao 2.2.20,
que C" = Y/X é um (R/Q)-médulo & esquerda de torg¢ao, logo, @ # @. Con-
cluimos, assim, que

Q = lanng(C) G lanng(C") = &,
logo, pelo Corolério 1.10.4,
cl.Krull. dim(R/Q) > cl.Krull. dim(R/Q").

Como cl. Krull. dim(R/P') = 3 < a e C" é um (R, R)-bimédulo Noetheriano
nao nulo, por hipétese, cl. Krull. dim(R/Q') =

cl.Krull. dim(R/lanng(C")) = d.Krull.dim(R/ranng(C"))
= ol.Krull. dim{R/P) =8
Provamos, assim, que cl. Krull. dim(R/@Q) > {, para todo o ordinal 3 tal que
4 < a, logo,
c.Krull. dim(R/Q) > o = cl.Krull. dim(R/ranng(B)),
consequentemente,

cl.Krull. dim(R/lanng(B)) > cl.Krull. dim(R/ranng(B)).

De forma andloga, provamos a outra desigualdade, demonstrando-se o teore-
ma. H

Deduzimos, agora, o resultado desejado inicialmente.

Coroldrio 3.3.3 [Jategaonkar| Sejam R um anel Noetheriano que satisfaz a
condi¢do na sequnda camada e ), P ideais primos distintos de R que pertencem
ao mesmo cligue; entdo cl.Krull.dim(R/Q) = cl.Krull. dim(R/P) e P,Q sao

tdeais primos incompardveis.

Demonstragao. Como () e P estao no mesmo clique, existe um nidmero
natural n tal que

P=DP ew...om P =Q,

onde o simbolo A «~ B representa que existe uma ligagao do tipo A ~» B ou uma
ligacio do tipo B ~» A. Sejam (PN P)/Aq, ..., (Pno1NQ)/A,—1 0s bimédulos de
ligacao correspondentes as ligagoes consideradas.



3.4. LOCALIZACAO EM CLIQUES 131

Aplicando o Teorema 3.3.2, concluimos que

cl. Krull. dim (R/l@nnfz (PE P2)> = cl.Krull. dim (R/mnnR (Pz P2)> .
1 1

Sendo o bimédulo (PN P)/A; um R/P-mdédulo (2 direita ou & esquerda) livre
de tor¢ao e um R/P;-médulo (respectivamente, a esquerda ou a direita) livre de
torgao, concluimos, pelo Lema 2.2.26 e pela respectiva versao esquerda, que este
& um R/P-médulo (& direita ou a esquerda) totalmente fiel e é um R/ P,-médulo
(respectivamente, & esquerda ou a direita) totalmente fiel; logo,

c.Krull. dim(R/P) = cl. Krull. dim(R/ ).
Repetindo o processo n — 1 vezes, concluimos que
cl. Krull. dim(R/P) = cl. Krull. dim(R/Q).

Como, por hipdtese, P ¢ Q sio ideais primos distintos, pelo Corolédrio 1.10.4,
o0s ideais primos P e () sao incompardveis. ®

3.4 Localizacao em cliques

No inicio da secgao 3.1 introduzimos um exemplo de um anel Noetheriano R que
possui ideais primos P e () tais que P é um ideal primo localizével & direita de 12
mas @ néo o é, ou seja, Cr(P) ¢ um conjunto de Ore & direita em R mas Cg(Q)
nio o é. E, pois, natural perguntar: “Qual o maior conjunto de Ore a direita S
que esta contido em Cr(Q)7".

Proposicao 3.4.1 Sejam R um anel Noetheriano, P, () ideais primos de R tais
que Q ~ P e S um subconjunto de R.

Se S for um conjunto de Ore & direita em R tal que S C Cgr(P), entdao S C
Cr(Q).

Se S for um conjunto de Ore & esquerda em R tal que S C Cgr(Q), entdo
S C Cr(P).

Demonstragao. Suponhamos que S é um conjunto de Ore a direita em R
tal que S C Cgr(P). Consequentemente, S & disjunto de P e, pela Proposigao
2.1.4, S &€ um conjunto de denominadores a direita em R.

Seja (@ N P)/A o bimédulo de ligagao entre Q e P.

Se S € Cr(Q), entao existe ¢ € S\Cg(Q). Como R/Q & anel Noetheriano &
direita primo, pelo Teorema de Goldie, R/ é anel nao singular & direita. Pela
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Proposicao 2.2.8, ¢+ @ nao ¢é regular a direita em R/Q), logo, existe r € R\() tal
que cr € (. Consequentemente,

er{(@NP) C QP C A,

logo, cr((Q N P)/A) =0 e, dado ¢ € QN P, temos &g = 0 em R = R/A, onde T
representa = + A, para todo z € R. Umavezque SNP=0e AC P, SNA=10;
consequentemente, pela Proposigao 2.3.11, S = {5 :s € S} ¢ um conjunto de
denominadores & direita em R. Em particular, S é um conjunto reversivel &
direita em R, portanto, existe d € S tal que 7gd = 0. Como (Q N P)/A é, por
hip6tese, um R/P-médulo & direita livre de torgio e S C Cr(P), entao 7 = 0.
Uma vez que § ¢ um elemento arbitrario de (Q N P)/A, entao r((Q N P)/A) =0,
consequentemente, lanng((Q N P)/A) € Q, o que, pela versao esquerda do Lema
2.2.26, contradiz o facto de (Q N P)/A ser um R/Q-moédulo & esquerda livre de
torcao. Conclufmos, portanto, que S C Cr(Q), como desejdvamos provar.

Por outro lado, se S for um conjunto de Ore & esquerda de R tal que S C
Cr(Q), entdo, S é um conjunto de Ore & direita em R? ¢ P ~» @ em R°. Tal
como anteriormente, provamos que S C Cy(P). m

Corolério 3.4.2 Sejam R um anel Noetheriano, P um ideal primo de R e C' um
subconjunto de R disjunto de P.
Se C' for um conjunto de Ore a direita em R, entdo

C C N{Cr(Q): Q € r.c(P)}.

Se C' for um conjunto de Ore a direita e & esquerda em R, entdo
C C N{Cr(Q) : Q € cl(P)}.

Demonstragao. Suponhamos que C' é um conjunto de Ore & direita em R.
Uma vez que P é um ideal primo disjunto de C, pela Proposicao 2.3.12, C C

Cr(P).

Seja @ € r.cl(P); entao existe um mimero natural n tal que
Q=CQ1~ ..»n=P

Se n = 1, estd provado que C C Cgr(@).

Sen > 1, como @, 1 ~ P, pela Proposi¢cdo 3.4.1, concluimos que C' C
Cr(Qn_1). Repetindo o processo n vezes, concluimos que C' C Cgr(Q). Conse-
quentemente,

C CN{Cgr(Q): Q € r.cl(P)}.

Suponhamos, agora, que C' é um conjunto de Ore & direita e a esquerda em
R. Tal como antes, tem-se C' C Cg(P).
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Se Q € cl(P), entao existe um numero natural n tal que Q = Q1 e ... &
Q). = P, onde o simbolo A «~ B representa que existe uma ligacao do tipo
A ~+ B ou uma ligac¢ao do tipo B ~» A.

Se n = 1, estd provado que C C Cg(Q).

Se n > 1, entdo, se Q,—1 ~ P, como anteriormente, concluimos que C' C
Cr(Qn-1) ¢, se P ~» (,_1, entdo, como C' é um conjunto de Ore & esquerda em
R, concluimos, pela Proposicio 3.4.1, que C' C Cr(@n_1). Repetindo o processo
n vezes, concluimos que C' C Cg(Q). Consequentemente,

C CN{Cr(Q): Q € c(P)}.

Tendo em conta o Coroldrio anterior, interessa agora determinar em que cir-
cunstancias ¢ que, dado um ideal primo P de um anel Noetheriano F, o conjunto

C =n{Cgr(Q) : Q € r.cl(P)}

é um conjunto de Ore a direita em R. Comegamos por introduzir algumas defi-
nigoes e resultados preliminares.

Definicao 3.4.3 Sejam R um anel e X C Spec(R). Dizemos que X satisfaz a
condicdo de incomparabilidade se nao existirem ideais primos P e () perten-
centes a X tais que P & Q.

Definicao 3.4.4 Sejam R um anel e X C Spec(R). Dizemos que X satisfaz
a condicdo de interseccao a direita se, para todo o ideal direito I tal que
INCgr(P) # 0, para todo P € X, se tem I N (NpexCr(P)) # 0. De forma
andloga, definimos condi¢do de intersecgdo @ esquerda. Dizemos que X
satisfaz a condig¢ao de interseccao se X satisfizer a condicao de interseccao a
direita e o esquerda.

Lema 3.4.5 Sejam R um anel e X um subconjunto de Spec(R) que satisfaz a
condicdo de intersecgdo & direita. Seja M um R-mddulo que possui um elemento
m que satisfaz a condigdo “para todo P € X, existe cp € Cr(P) tal quemep = 0.
Entao, existe ¢ € NpexCr(P) tal que me = 0.

Demonstragio. Por definicio de m, ranng(m) N Cr(P) # 0, para todo
P € X. Uma vez que X satisfaz a condigdo de interseccao & direita,

ranng(m) N (NpexCr(P)) # 0.

Consequentemente, existe ¢ € (NpexCr(P)) tal que mc=0. ®
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Lema 3.4.6 Sejam R um anel Noetheriano e X um subconjunto de Spec(R)
fechado para ligagdes a direita que salisfoz a condi¢ao de intersec¢do a direita
e tal que todos os elementos de X satisfazem a condicdo na sequnda camada a
direita. Sejam C = NpexCr(P) e M um R-mddulo finitamente gerado uniforme
tal que:

1) existe m € M tal que me # 0, para todo ¢ € C,

2) para todo o R-submddulo ndo nulo N de M, para todo m € M, existe c € C
tal que mc e N.

Entdo, eviste P € X tal que:

a) MP =10,

b) M ¢é um R/P-mddulo livre de tor¢ao.

Demonstragao. Sejam I, C', X e M nas condi¢oes enunciadas.

Como X satisfaz a condi¢io de intersecgao & direita e existe x € M tal que
zc # 0, para todo ¢ € C, pelo Lema 3.4.5, existe P € X tal que z nao é anulado
por elementos de Cr(P).

Seja L = {m € M : mP = 0}. Mostraremos que L = M.

O ideal (ranng(z) + P)/P ndo & um ideal direito essencial de B = R/P,
pois, caso contrério, pelo Teorema de Goldie, (ranng(z) + P)/P conteria um
clemento regular de R/ P, o que nos leva a concluir que ranng(z) N Cr(P) # 0.
Consequentemente, existiria ¢ € Cxr(P) tal que z¢ = 0, o que ¢ absurdo.

Suponhamos, agora, que R/(ranng(xz) + P) ¢ um R/P-médulo de torgao.
Entéo, como R/P ¢ um R/P-médulo livre de torgao e

R/P N
(ranng(z) + P)/P ~ R/(ranng(z) + P),

pela Proposicao 2.2.20,
(ranng(z) + P)/P <. R/P,

o que é absurdo. Provamos, assim, que R/(ranng(z)+ P) nao ¢ um R/P-médulo
de torcao. Consequentemente, R/(ranng(z) + P) contém um elemento que nao
é anulado por elementos de Cr(P).

Consideremos

¢: zR — R/(ranng(z)+ P)
zr — r+ (ranng(z)+ P) -~

Assim definida, ¢ ¢ um R-epimorfismo. Uma vez que r + (ranng(z) + P) = 0
implica que r = r' +7", para alguns ' € ranng(z)er” € P, xr = zr" e zr € zP,
concluindo-se, assim, que Ker(¢) = zP. Logo,

zR/xP ~ R/(ranng(z) + P).
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Assim, zR/x P contém um elemento que néo é anulado por elementos de Cgr(P).
Logo, M/zP contém um elemento que nio ¢ anulado por elementos de Cr(P).
Como C' C Cg(P), concluimos que M /z P contém um elemento que nao é anulado
por elementos de C. Uma vez que, por hipétese, para todo o R-submdédulo nao
nulo N de M e para todo m € M, existe ¢ € C tal que mc € N, entao, zI” = (.
Consequentemente, x € L e L # 0.

Por outro lado, como L é um R-submddulo de M, concluimos que L é um
R-médulo uniforme e, pelo facto de L ser um R/P-médulo, L é um R/P-médulo
uniforme. Aplicando a Proposicio 2.2.25, conclufmos que L é um R/P-médulo
livre de tor¢do ou é um R/P-médulo de torgdo. Ora, como L contém um elemento
que nao é anulado por elementos de Cr(P), L é necessariamente um R/ P-médulo
livre de tor¢dao. Pelo Lema 2.2.26, L ¢ um R/P-mdédulo totalmente fiel, conse-
quentemente,

(P} = Ass(L) C Ass(M).

Uma vez que M é um R-médulo uniforme, pelo Lema 1.9.4, {P} = Ass(L) =
Ass(M).

Com vista a um absurdo, suponhamos que L # M.

Uma vez que R ¢ um anel Noetheriano e M é um R-mddulo finitamente
gerado, M & um R-mdédulo Noetheriano, logo, pela Proposicao 1.3.2, existe uma
série filiada

0SS .. ST, =

Como Ass(M) = {P} e, por defini¢gdo, L = anny(P), entdo, U; = L. Consi-
deremos M’ = U,. Como L <, M' (porque M é uniforme) e 0 S L S M’ é
uma série filiada de M’ com primos filiados correspondentes P e (), podemos
aplicar o Lema Principal de Jategaonkar. Como L é um R/P-médulo & direita
livre de torcdo e, por hipdtese, P satisfaz a condi¢éo na segunda camada & di-
reita, @ ~» P. Pelo Lema Principal de Jategaonkar temos ainda que M”/L é um
R/Q-médulo & direita livre de torgao, onde M” ¢ um R-submédulo de M’ que
contém propriamente L e é tal que o ideal A = ranng(M") ¢ maximal entre os
anuladores de R-submdédulos de M’ que contém propriamente L.

Uma vez que @ ~ P, concluimos, pelo facto de X ser fechado para ligacoes
a direita, que @ € X, logo, C C Cr(Q), de onde resulta que M"/L contém pelo
menos um elemento que nao é anulado por elementos de C. Como M"/L < M/L,
entdo M /L contém pelo menos um elemento que nao é anulado por elementos de
C, o que, por definicao de M, contraria o facto de L # 0. Tal contradigao resulta
de termos suposto L # M. Conclufmos, assim, que L = M. Consequentemente,
MP =0e M éum R/P-mdédulo livre de tor¢ao. m

No resultado seguinte apresentamos condicoes suficientes para que, dado um
ideal primo P de um anel Noetheriano R,

C = Nger.ar)Cr(Q)
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seja um conjunto de Ore & direita em R.

Proposicao 3.4.7 Sejam R um anel Noetheriano e X C Spec(R) tal que X é
fechado para ligagdes & direita, X satisfaz a condigdo de intersec¢do a direita
e todos os elementos de X satisfazem a condigio na segunda camada o direita.
Entao, C = NpexCr(P) € um conjunto de Ore a direita em K.

Demonstragao. Suponhamos, com vista a um absurdo, que, dados R e X
nas condicdes da proposicao, C' = NpexCr(P) ndo é um conjunto de Ore & direita
em R. Assim, existem r € Re c¢* € C tais que c*RNrC = (), consequentemente, o
elemento r+¢* R do R-médulo a direita R’ = R/c*R néo ¢ anulado por elementos
de C.

Consideremos 7' = {.J : J & um R-submoédulo de R’ para o qual se verifica que
existe um elemento z de I'/J tal que z ndo ¢ anulado por elementos de C'}. Uma
vez que 0 € T, T' # (. Como R’ & um R-mdédulo Noetheriano, podemos tomar J
maximal em 7. Em particular, K = R'/J possui um elemento y tal que y nao é
anulado por elementos de C.

No entanto, se considerarmos um R-submédulo ndo nulo de K - K’, entao
K' = I/J, para algum R-submédulo I de R’ tal que J ; I. Assim, por construgao
de J, se z & um elemento de K/K', como K/K' ~ R'/I, existe ¢ € C tal que
xzd = 0. Assim, para todo m € K, existe ¢ € C tal que me € K'.

Seguidamente provaremos que K é um R-moédulo uniforme. Para tal, supo-
nhamos, com vista a um absurdo, que K = R'/.J ndo é uniforme; entdo existem
R-submédulos A, B de R’ taisque J £ A, J § Be AN B = J. Assim,

B/J = B/(ANB) = (B + A)/A.

Como todos os elementos de R'/A sao anulados por algum elemento de C', con-
clufmos que todos os elementos de B/J sao anulados por algum clemento de
C.

Comnsideremos, agora, z € R'\J tal que z + J nao é anulado por elementos de
C. Uma vez que J 5 B, existe ¢ € C tal que zc € B. Como todos os elementos
de B/J sao anulados por algum elemento de C, concluimos que existe ¢’ € C tal
que z(cd') € J, 0 que é absurdo uma vez que e’ € C. O absurdo resultou de
supormos que K nao é um R-mdédulo uniforme, provando-se, assim, que K ¢ um
R-médulo uniforme.

Observe-se que R é um anel Noetheriano, X & um subconjunto de Spec(R)
fechado para ligagdes & direita tal que X satisfaz a condigao de interseccao a
direita e todos os elementos de X satisfazem a condigdo na segunda camada a
direita e K é um R-médulo finitamente gerado, uniforme que satisfaz as condigoes
“existe m € K tal que me # 0, para todo ¢ € C” e “para todo o R-submédulo
nao nulo N de K e para todo m € K, existe ¢ € C tal que mec € N”. Estao, pois,
reunidas as condi¢tes necessédrias para aplicar o Lema 3.4.6 e afirmar que existe
P e X tal que KP = 0 e K € um R/P-médulo livre de torgdo. Uma vez que
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C C Cgr(P), concluimos que, para todo m € K ¢ ¢ € C tal que mec = 0, entéo
=1

Por outro lado, y = (14 ¢*R)+J é um elemento nao nulo de K que é anulado
por ¢* - o que é absurdo. O absurdo resultou de termos suposto que C nao é um
conjunto de Ore a direita em R, provando-se, assim, o desejado. =

O desenvolvimento da Teoria da Localizagao para anéis Noetherianos nao
comutativos feito até ao momento, neste trabalho, teve como ponto de partida o
que acontecia para anéis comutativos. Se voltarmos ao caso dos anéis comutativos
e considerarmos um anel comutativo R e um ideal primo P de R, nao s6 P é um
ideal localizavel de R como Rp tem uma propriedade importante - o anel Rp é
local. Comecemos por verificar que P¢ é um ideal préprio de Rp. Se 1171 € P¢,
entdo 1 = pc~!, para alguns p € P, ¢ € Cr(P), o que nos leva a concluir que
P contém um elemento de R\ P- o que ¢ absurdo. Estd, pois, provado que P* é
um ideal préprio de Rp Por outro lado, suponhamos que I ¢ um ideal préprio
de Rp e i é um elemento de I tal que @ = ab !, para alguns a,b € R\P. Como
R é um anel comutativo, Cx(P) = R\P, logo, al™! e b~! sdo unidades de Rp, o
que nos leva a concluir que 7 é uma unidade de Rp. Consequentemente, I = Rp
- 0 que & absurdo, uma vez que I é um ideal préprio de Rp. Concluimos, assim,
que todos os elementos de [ sdo da forma ab !, para alguns a € P e b € Cg(P),
logo, I C P°. Consequentemente, P¢ é o tnico ideal maximal de Rp, I2p é anel
local e J(Rp) = P°. Como P* ¢ ideal maximal de Rp, conclufmos que Rp/P* é
anel simples e, uma vez que Rp ¢ anel comutativo, Rp/P¢ ¢ anel Artiniano.

No caso nao comutativo, dados um anel Noetheriano a direita R e P um ideal
primo localizdvel a dircita de R, temos ainda que o anel Rp é local e Rp/P* é
anel Artiniano.

Proposicao 3.4.8 Seja P um ideal primo localizdvel a direita de um anel Noe-
theriano & direita R; entdo Rp/P°® é um anel semisimples e P* = J(Rp). Em
particular, o anel Rp é local e o tnico ideal primitivo & direita de Rp é P°.

Demonstragao. Sejam R um anel Noetheriano & direita e P um ideal primo
de R localizavel & direita. O anel R = R/P & um anel primo Noetheriano & direita,
logo, pelo Teorema de Goldie, RC ' & um anel semisimples, onde C' = Cx(0).

Uma vez que P é um ideal primo localizdvel a direita de R, Cg(P) é um
conjunto de denominadores & direita em R. Pela Proposi¢ao 2.3.12,

RCR(P)'/P* ~RC™'

ou, abreviadamente, Rp/P°® ~ BT . Assim, Rp/P¢ é anel semisimples, logo,
pelo Teorema de Wedderburn, Artin, J(Rp/P®) = 0, o que nos leva a concluir
que J(Rp) C P°. Para mostrarmos a inclusao contréria bastar-nos-4 provar que,
para todo o ideal direito maximal [ de Rp, P¢ C 1.
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Seja / um ideal direito maximal de Rp. Observe-se que I N Cr(P) = 0, pois,
caso contrario, terfamos 117! € I, o que contraria o facto de I ser ideal direito
maximal de Rp. Portanto, R/(I¢+ P) nao &€ um R/P-mdédulo a direita de tor¢ao
j4 que, caso contrdrio, 1+ (I°+ P) seria um elemento de Cr(P)-tor¢ao; logo,
(I¢ 4+ P) N Cr(P) # 0, o que contraria o facto de 1¢ N Cr(P) = 0.

Seja K/(I¢+ P) o R/ P-submédulo de tor¢ao de R/(I¢+ P). Como R/(1°+P)
nao é um R/P-moédulo a direita de torgao, K # R.

Pela Proposigao 2.2.21,

R/(I°+P) _

K+ = K

¢ um R/P-médulo & direita livre de torgao. Uma vez que R/K ¢ um R-médulo
livre de Cy(P)-torgao, pela Proposigao 2.3.8, conclufmos que K* = K, logo,
K® # Rp. Uma vez que I° C K, I = I* C K, o que, pelo facto de I ser um
ideal direito maximal de Rp, implica I = K® Logo, como P C K, P* C l e
J (RP) = P “,

Por outro lado, como PNCRr(P) = (0, pelo Teorema 2.3.14, P¢ é um ideal primo
de Rp, logo, Rp/P°¢ é anel primo Artiniano; consequentemente, pelo Coroldrio
1.7.3, é anel simples. Portanto, P¢ é ideal maximal de Rp e é primitivo a direita.
Seja J um ideal primitivo & direita de Rp. Entao, P® = J(Rp) C J. Como P* ¢
ideal maximal de Rp, J = P¢, o que nos leva a concluir que P° é o tnico ideal
primitivo a dircita de Rp. Em particular, P° é o tinico ideal maximal de Rp,
logo, Rp é anel local. ®

No caso dos anéis Noetherianos comutativos existe mais uma propriedade que
interessa mencionar: dados um anel Noetheriano comutativo R e P € Spec(R),
todo 0o Rp-médulo finitamente gerado M que é extensdo essencial de um Rp-
médulo simples é Artiniano. Em seguida demonstraremos tal propriedade.

Lema 3.4.9 Sejam R um anel Noetheriano comutativo, P um ideal primo de I,
Y um Rp-mddulo finitamente gerado que é extensio essencial de um Rp-mddulo
simples S; entdo Y é um Rp-mddulo Artiniano.

Demonstragao. Vimos ja que P° € o inico ideal maximal de Rp e, logo,
Rp/P* é anel Artiniano.

Uma vez que num anel comutativo todos os ideais primitivos sao maximais,
P® & o tinico ideal primitivo de Rp. Consequentemente, P¢ = ranng,(S).

Em seguida demonstraremos que existe um mimero natural n tal que Y (P¢)" =
0. Para tal, observe-se que, como R é anel Noetheriano, Rp ¢ também anel Noe-
theriano. Uma vez que Y & um Rp-médulo finitamente gerado, Y é um Rp-
médulo Noetheriano, pelo que existe um nimero natural n tal que

anny ((PE)") = anny ((P*)™).
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Com vista a um absurdo, suponhamos que Y (P¢)" # 0. Entéo, existe y € ¥
tal que y(P¢)™ # 0. Uma vez que Rp é anel Noetheriano, (P¢)" é um Rp-médulo
finitamente gerado. Designemos por py, ..., pr os geradores de (P¢)" tais que
yp; # 0, para todo i € {1,...,k}. Como S <. Y, existe 11 € Rp tal que ypyry #0
e ypr1 € S. Seja 7 0o menor dos elementos de {1, ..., k} tal que yp;r; # 0; entao
existe ry € Rp tal que yp;rirs # 0 e ypirira € S. Repetindo o processo (no
maximo k vezes), determinamos r = ry...r; tal que y(P¢)"r # 0 e y(P*)"r C S.
Ora, se y(P®)™r C S entdo

y,r,(Pe)n—i—l g Spe.

Uma vez que ranng,(S) = P¢, concluimos que yr € anny ((P¢)**'). Por outro
lado, como y(P?)™r # 0, yr ¢ anny ((P*)"), o que é absurdo, uma vez que

anny ((P®)*) = anny ((P°)**).

O absurdo resultou de supormos Y (P?)" # 0, logo, Y (F¢)" = 0.

Com o intuito de provarmos que Y é um Rp-mddulo Artiniano, consideremos
o Rp/P.-médulo Y (P¢)*~!. Como Y ¢ um Rp-médulo Noetheriano, Y (P*)"' é
um Rp-médulo finitamente gerado, logo, Y (P)" ! é um Rp/P*mdédulo finita-
mente gerado. Ora, como Rp/P¢ é anel Artiniano, Y (P*)"~! ¢ um Rp/P°-médulo
Artiniano. Consequentemente, Y (P?)*! é um Rp-médulo Artiniano. Por outro
lado, como Y é um Rp-mdédulo Noetheriano, Y (P¢)" % ¢ um Rp-mddulo finita-
mente gerado, consequentemente,

eyn—2
;Y
Y(Pe)r-1
é um Rp/P*médulo finitamente gerado. Uma vez que Rp/P? é anel Artiniano,
Z &€ um Rp/P¢moédulo Artiniano, logo, Z ¢ um Rp-médulo Artiniano. Uma
vez que Z e Y(P¢)"! siio Rp-médulos Artinianos, Y (P¢)* 2 & um Rp-médulo
Artiniano. Repetindo o processo n vezes, concluimos que Y é um Rp-médulo
Artiniano, como desejdvamos provar.

No caso dos anéis Noetherianos ndo comutativos a propriedade acima descrita
origina a seguinte definigao:

Defini¢ao 3.4.10 Um ideal primo P de um anel Noetheriano R é classicamen-
te localizdavel a direita se P é localizdvel a direita e se todo o Rp-mddulo a
direita finitamente gerado M que é extensao essencial de um Rp-mddulo a direita
simples é Artiniano. De forma andloga, definimos ideal primo classicamente
localizdvel a esquerda. Um ideal primo P num anel Noetheriano R é classi-
camente localizavel se for classicamente localizdvel o direita e 4 esquerda.
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E uma questdo ainda em aberto saber se a localizagdo & direita implica a
localizacdo cldssica & direita para um ideal primo num anel Noetheriano.

Seguidamente introduzimos a defini¢do de subconjunto de Spec(R) localizével
3 direita de um anel Noetheriano £. Mas, antes de a introduzirmos, recordemos
que na Proposicao 3.4.8 foram descritas propriedades que sao verificadas pelo
ideal primo P° de Rp, onde P é um ideal primo localizdvel a direita de um
anel Noetheriano a direita R. Em particular, observamos que Rp/P¢ & anel
Artiniano e P¢ ¢ o tnico ideal primitivo a direita de Rp. Assim, na sequéncia do
que foi observado, interessar-nos-4 que, na defini¢io de subconjunto de Spec(R)
localizavel & direita, se imponham condigoes que nos garantam que se verificam
propriedades andlogas as enunciadas.

Defini¢ao 3.4.11 Sejam R um anel Noetheriano ¢ X C Spec(R). Dizemos que
X ¢ localizavel a direita se

C(X) = NpexCr(P)

for um conjunto de Ore a direita em R e o anel de fracgoes Rx = RC(X)™! gozar
das segquintes propriedades:

a) Para todo P € X, o anel Rx/P® é Artiniano.

b) Os tnicos ideais primitivos & direita de Rx sdo os ideais da forma P°, com
PeX.

Por analogia com a defini¢ao de ideal primo classicamente localizével & direita,
afirmamos que:

Definicao 3.4.12 Seja R um anel Noetheriano. Um subconjunto X de Spec(R)
¢ classicamente localizavel a direita se X for localizdvel o direita e todo o
RC(X)™'-mddulo & direita finitamente gerado que é uma extensao essencial de
um RC(X)~'-mddulo & direita simples for Artiniano, onde C(X) = NpexCr(P).
De forma andloga, definimos subconjunto de Spec(R) classicamente localizdvel
a esquerda. Um subconjunto X de Spec(R) é classicamente localizdvel se
X for classicamente localizdvel & direita e & esquerda.

Apés a introducao da definigdo de subconjunto de Spec(I?) classicamente lo-
calizavel & direita de um anel Noetheriano R, deduziremos, em seguida, condi¢oes
necessérias e suficientes para um clique de R ser classicamente localizavel & di-
reita.

Teorema 3.4.13 [Jategaonkar] Sejam R um anel Noetheriano e X C Spec(R);
entdo X ¢ classicamente localizdvel & direita se e sd se X satisfaz as sequintes
condigoes:

a) X ¢ fechado para ligagdes a direita,

b) todos os elementos de X satisfazem a condi¢do na segunda camada & direita,
c) X satisfaz a condi¢io de interseccdo a direila,

d) X satisfaz a condigdo de incomparabilidade.
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Demonstragdo. Sejam R um anel Noetheriano e X C Spec(R) tal que X
satisfaz as condicoes a), b), c) e¢ d).
Uma vez que X satisfaz as condigoes a), b) e ¢), pela Proposigao 3.4.7,
C = NpexCr(P) é um conjunto de Ore a direita em R. Assim, existe anel de
fraccdes a direita de R com respeito a C' - RC™.
Consideremos P € X e um ideal direito / de R talque P& I'e I/P <. R/P.
Entao, pela Proposigao 2.2.20,
R/P
/e i1
¢ um R/P-médulo de torgio. Assim, para todo r € R, I NrCr(P) # 0. Em
particular, I N Cr(P) # 0.
Seja @ € X\{P}. Uma vez que X satisfaz a condigdo de incomparabilidade,
P < Q, logo, (@ + P)/Q ¢ um ideal ndo nulo de R/Q). Uma vez que R/Q ¢ um
anel primo, pela Proposicio 1.5.7, (Q+P)/Q é um ideal direito essencial de R/Q.
Pelo Teorema de Goldie,

((Q+ P)/Q) N Cryg(0) # 0,

logo, PN Cr(Q) # 0. Como P G I, entdo, I N Cr(Q) # 0. Uma vez que
INCr(Q) # 0, para todo Q@ € X, e X satisfaz a condigdo de intersecgao a
direita, I N C # 0. Est4, pois, provado que todo o ideal direito essencial de R/P
intersecta nao trivialmente C = {c+ P : c € C}.

Observe-se que, como C ¢ um conjunto de denominadores & direita em R e
C'N P =0, pela Proposicao 2.3.11, C ¢ um conjunto de denominadores & direita
em R = R/P.

Ora, como C ¢ um conjunto de denominadores & direita em R, C C Cg(0) e
todo o ideal direito essencial de T intersecta C néo trivialmente, podemos aplicar
o Coroldrio 2.2.13 e afirmar que

RC ' ~RCz(0)™.

Uma vez que R é um anel primo Noetheriano a direita, pelo Teorema de Goldie,
RC%(0)"! & anel semisimples, logo, RC " ¢ anel Artiniano.
Por outro lado, pela Proposigao 2.3.12,

RC ' o RO/ P2,

o que nos leva a concluir que RC~'/P? ¢ anel Artiniano. Concluimos, assim,
que é valida a condigdo a) da Defini¢do 3.4.11. Por outro lado, pelo Teorema
2.3.14, P¢ é um ideal primo de RC!, logo, RC~!/P*® & anel primo Artiniano.
Consequentemente, pelo Corolério 1.7.3, RC~!/P¢ é anel simples. Uma vez que
RC-1/P¢ é anel simples, P é ideal maximal de RC™!, o que nos leva a concluir
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que P¢ é ideal primitivo a direita. Provamos assim que ()¢ ¢ um ideal primitivo
a direita de RC™!, para todo Q € X.

Pretendemos, agora, mostrar que os tinicos ideais primitivos a direita de RC~?
sao da forma (Q°, para algum @) € X.

Seja N um RC *'-mdédulo simples; logo N = nRC~!, onde n é um elemento
nao nulo de N. Consideremos em N a estrutura natural de R-moédulo a direita.
Com esta estrutura definida em N, N é um R-médulo livre de C-torcao e o
RC~'-médulo N é o R-médulo de fracgdes de N com respeito a C.

Seja N7 = nR; entao Ny ¢ um R-mdédulo finitamente gerado e (N1)® = N. O
R-médulo Ny ¢ um R-mdédulo livre de C-torgao, uma vez que N € um [-mddulo
livre de C-torgao.

Provaremos em seguida que N; é um R-mdédulo uniforme. Para tal, conside-
remos dois R-submdédulos de N7 - N'; N” tais que N' N N” = 0. Suponhamos,
com vista a um absurdo, que N’ # 0 e N” # 0. Uma vez que N; é um R-médulo
livre de C-torgao, (N')® # 0 e (N")* # 0. Como N & um RC~'-mé6dulo simples,
(N")e = (N")® = N. Seja n' € N1\{0}. Pela Proposigao 2.1.14, existem n; € N',
ny € N" e ¢ € C tais que ' = nyc! = nye™ 1, logo, n'c = n; = ny. Ora, como
0 # n'c, NN N” # 0, o que é absurdo. O absurdo resultou de supormos que
existem R-submodulos nao nulos de Ny - N'; N” tais que N' N N" = 0, logo, IV,
¢ um R-médulo uniforme.

Seja, agora, N' um R-submédulo nao nulo de N;. Como N; é um R-médulo
livrte de C-torcdo, (N")¢ # 0. Ora, como N é um RC™'-médulo simples, N =
(N")¢. Assim, se considerarmos n' € N, existem n* € N' e ¢ € C tais que
n*c™! = n/, logo, n* = n'c. Provamos, assim, que para todo o R-submdédulo nao
nulo V' de N;, para todo n’ € IVy, existe ¢ € C tal que n’c € N'. Ora, como N; é
um R-médulo finitamente gerado, uniforme e livre de C-tor¢@o, podemos aplicar
o Lema 3.4.6 e afirmar que existe P € X tal que N; P = 0 e N; é um R/P-médulo
livre de tor¢ao. Consequentemente, P = ranng(N1) e P* C rannge-1(N). Uma
vez que foi ja& provado que P¢ & um ideal maximal de RC!, temos que P¢ =
ranngc-1(N). Concluimos, assim, que os tnicos ideais primitivos a direita de
RC-1! sao os ideais da forma P?, com P € X. Estd, pois, demonstrado que X é
localizdvel a direita.

Com vista a mostrar que X € classicamente localizdvel & direita, considere-
mos um RC~'-médulo finitamente gerado M que é uma extensio essencial de
um RC~'-médulo simples N. Pretendemos mostrar que M é um RC~!-médulo
Artiniano.

Como M é um RC~'-médulo finitamente gerado,

M =mRC™  + ...+ m,RC™",

para alguns my, ..., my, € M. Uma vez que N é um RC'-médulo simples, N =
nRC~1!, para algum n € N. Podemos supor que n € {my, ..., m,}. Consideremos
em M e em N a estrutura natural de R-mddulo a direita. Deste modo, os
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RC'-médulos a direita M e N sao R-médulos de fraccoes, respectivamente, dos
R-médulos M e N com respeito a C.

Sejam M' = mR+ ...+ m,R e N' = nR. Logo, M', N' sdo R-médulos
finitamente gerados tais que M = (M')® e N = (N')°. Tal como anteriormente,
verificamos que N’ e M’ sao R-mdédulos livres de C-torgédo e N’ € um R-médulo
uniforme. Observe-se, ainda, que (N')g < (M')p.

Provaremos em seguida que Np <. Mj. Seja m € M"\{0}; entdo, como
Ngo-1 <o Mpe1, existe rz~! € RC~! tal que

m(rz~!) € N\{0},

logo mr1~! € N\{0}. Uma vez que (N')¢ = N, existem n’ € N'\{0}, ¢ € C tais
que mrl™! = n'c !, logo, m(rc) = n'. Consequentemente, existe 7' € R tal que
mr' € N'\{0}, o que nos leva a concluir que Ny <. Mp. Uma vez que N' & um
R-médulo uniforme e Nj, <, M}, pelo Lema 1.9.2, M’ é um R-mdédulo uniforme.

Tal como anteriormente, provamos que, para todo o R-submédulo nao nulo
K de N’ e, para todo m € N, existe ¢ € C' tal que me € K. Uma vez que N’ é
um R-médulo uniforme, finitamente gerado, livre de C-torgao, estao reunidas as
condices necessérias para aplicar o Lema 3.4.6 e afirmar que existe P € X tal
que N'P =0e N' é um R/P-mdédulo livre de torcao.

Ora, como N’ ¢ um R/P-médulo livre de torgao, pelo Lema 2.2.26, N ¢ um
R/P-mdédulo totalmente fiel, logo,

{P} C Ass(N') C Ass(M'").

Uma vez que M’ é um R-médulo uniforme, pelo Lema 1.9.4, Ass(M') = {P}.

Por outro lado, como N’ <. M', (N")g/p <. (annae(P))r/p, pela Proposigio
2.2.20, annpp (P) € um R/P-médulo livre de torcao.

Uma vez que X é fechado para ligagdes a direita, r.cl(P) € X, logo, por
hipétese, todos os ideais primos de r.cl(P) satisfazem a condi¢ao na segunda
camada & direita. Est@o, pois, reunidas as condi¢bes necessarias para aplicar o
Coroldrio 3.2.18 e afirmar que existem ideais primos P, ..., B, € r.cl(P) tais que
P= P g M Dyl =10, Portanto,

M(P,)%..(P)" =0,

onde P, ..., B, € r.cl(P). Como r.cl(P) C X, temos M(P,)"...(F;)¢ = 0, com
Py congilly B X

Uma vez que M é um RC~!'-mdédulo finitamente gerado e, pela Proposigao
2.3.11, RC~! & anel Noetheriano a direita, M ¢ um RC~'-médulo Noetheriano.
Consequentemente, M (P,)%...(P,)¢ ¢ um RC~'-médulo Noetheriano, o que nos
leva a concluir que Z = M(B,)%...(P)¢ ¢ um RC!/(Py)*médulo finitamente
gerado. Uma vez que RC~1/(P,)® é anel Artiniano, Z é um RC~!/(P;)*-médulo
Artiniano. Em particular, Z ¢ um RC~!'-médulo Artiniano.
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Se considerarmos o RC~t-médulo
M(P,)e...(Ps)°

M = By (B

entdo, como M* & um RC~!-médulo finitamente gerado, M* é um RC 1/ (Py)*-
médulo finitamente gerado. Uma vez que RC~!/(P)® é anel Artiniano, M* é um
RC™1/(P,)¢-médulo Artiniano. Em particular, M* é um RC~'-médulo Artinia-
no. Como Z e M* sdo RC~'-médulos Artinianos, concluimos que M (P, )¢...(P3)*
é um RC~'-mdédulo Artiniano. Repetindo este raciocinio n vezes, concluimos que
M & um RC~1-médulo Artiniano. Demonstramos, assim, que X é classicamente
localizdvel a direita.

Reciprocamente, suponhamos que I é anel Noetheriano e X & um subconjunto
de Spec(R) classicamente localizdvel & direita.

Como X é localizavel & direita, C = NpexCr(FP) € um conjunto de deno-
minadores a direita em R, RC™'/P¢ é anel Artiniano, para todo P € X, e os
tinicos ideais primitivos & direita de RC™' sdo os ideais da forma P, para algum
P € X. Por outro lado, como X é classicamente localizdvel & direita, todo o
RC~'-médulo finitamente gerado que é extensdo essencial de um RC~!-médulo
simples é Artiniano.

Comecamos por provar que X satisfaz a condigao de incomparabilidade.

Com vista a um absurdo, suponhamos que existem ideais primos (), P perten-
centes a X tais que () g P. Como C = NpcxCr(P), C C Cr(Q) e C C Cr(P),
logo, CNQ =0 eCnNP =10. Pelo Teorema 2.3.14, Q° e P° sao ideais pri-
mos de RC! tais que @Q° C P?. Se Q¢ = P¢, entdo Q* = P*. Ora, como
pela Proposicao 2.3.12, Q* = Q e P* = P, temos Q = P, o que ¢ absurdo.
Consequentemente, Q¢ & P¢ e P°/Q° ¢ um ideal préprio ndo nulo de RC -0,

Por outro lado, como Q € X, RC~'/Q° & anel Artiniano, logo, RC~!/Q°
¢ anel Artiniano primo. Pelo Coroldrio 1.7.3; concluimos que RC~'/Q° é anel
simples, o que é absurdo uma vez que P¢/Q° é um ideal préprio nao nulo de
RC™1/@Q°. O absurdo resultou de supormos que existe um par de ideais primos
@, P em X tal que () ;Ct P. Consequentemente, X satisfaz a condigao de incom-
parabilidade.

Em seguida provaremos que todos os elementos de X satisfazem a condigao
na segunda camada & direita.

Com vista a um absurdo, suponhamos que existe P € X tal que P nao
satisfaz a condi¢do na segunda camada a direita. Pela Proposicao 3.2.7, existe
um R-médulo M finitamente gerado uniforme, com série filiada 0 S U £ M e
primos filiados correspondentes P, () tais que U é um R/P-mddulo & direita livre
de torgao, M/U é uniforme, Q & P e MQ = 0.

Como P é ideal primo de R, C' é um conjunto de denominadores & direita
em R tal que C C Cg(P) e M é um R-médulo uniforme tal que M contém um
R-submédulo néo nulo U tal que U é um R/P-médulo & direita livre de torgao;
entdo, pelo Lema 3.2.13, M é um R-moédulo livre de C-torgao.
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Uma vez que M é um R-mdédulo uniforme livre de C-torcao, pelo Lema 3.2.14,
MC! ¢ um RC~'-médulo uniforme. Em particular, U® é um RC~'-médulo
uniforme.

Como PN C = 0, pelo Teorema 2.3.14, P¢ é um ideal primo de RC~'. Em
particular, P¢ é um ideal bilateral de RC~!, logo, U¢P® = (UP)®. Ora, como
UP =0, entdo U¢P¢ = 0, o que nos leva a concluir que U¢ é um RC~!/ P*-médulo
a direita.

Ora, como P € X, RC~'/P? ¢ anel Artiniano. Uma vez que RC™'/P®
é também anel primo, conclufmos, pelo Coroldrio 1.7.3, que RC~'/P¢ é anel
semisimples. Consequentemente, pelo Teorema 1.2.9, U¢ é um RC~!/P?-mdédulo
semisimples, o que nos leva a concluir que U¢ ¢ um RC~'-médulo semisimples.
Uma vez que U¢ ¢ um RC~'-médulo semisimples e uniforme, pela Proposicao
1.9.1, U® é um RC~'-médulo simples.

Uma vez que M é um R-médulo finitamente gerado, MC~! é um RC™!-
médulo finitamente gerado. Ora, como MC ™! é um RC~'-médulo finitamente
gerado, MC~! ¢ uma extensdo essencial de um RC *-médulo simples - U*® e
X & um conjunto classicamente localizdvel 4 direita, MC ! é um RC~'-médulo
Artiniano.

Observe-se ainda que, como MC™' ¢ um RC'-médulo finitamente gerado e
RC! é anel Noetheriano & direita, MC~! é um RC~'-mé6dulo Noetheriano.

Com vista a um absurdo, suponhamos que nio existe um RC~!-submédulo
Y de MC ! tal que MC~'/Y seja simples. Entdo, se considerarmos um RC™ -
submédulo préprio Y; de MC~', existe um RC~!-submédulo de MC™! - Y; tal
que ¥; £ Yy £ MC~!. Analogamente, existe um RC~!-submédulo Y3 de MC™*
tal que

VisesYss MCTL

Construimos, assim, uma cadeia propriamente ascendente e infinita de RC—L-
submédulos de MC 1, o que é absurdo uma vez que MC~' é um RC~'-médulo
Noetheriano. Provdmos assim que existe um RC~!-submédulo ¥y de MC™! tal
que MC~/Y; é um RC~'-médulo simples. Analogamente, se Y} # 0, concluimos
que existe um RC~!-submddulo Y, de MC~! tal que ¥7/Y2 é um RC~'-médulo
simples. Deste modo construfmos uma cadeia propriamente descendente

w325y MCH

de RC~-submédulos de MC~'. Como MC~! & um RC~'-médulo Artiniano,
a cadeia é finita. Consequentemente, ¢ possivel construir uma cadeia finita de
RC~1-submdédulos de MC—1

I=Y%5%it 2 h=MC"

tal que Y;/Y;41 é um RC~!-médulo simples, para todo j € {0,...,n — 1}. Assim,
P; = rannpo-1(Y;/Y41) é um ideal primitivo & direita de RC™', para todo
j€{0,..,n—1}, e (MC™)Py...P, y = 0.
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Uma vez que X é localizdvel & direita e P; ¢ um ideal primitivo & direi-
ta de RC~1, para todo j € {0,..,n — 1}, existem Q,...,@n_1 € X tais que
P; = Q¢, para todo j € {0,...,n — 1}. Consequentemente, (MQp...Qn-1)¢ = 0.
Uma vez que M & um R-mddulo livre de C-tor¢ao, M Qy...Q0,,—1 = 0. Ora, como
rannp(M/U) = @, rannr(M) C . Consequentemente,

QU---Qn—l - Q

e, como () é ideal primo de R, existe i € {0,...,n — 1} tal que @; € Q. Logo,
Qi € Q@ & P, o que ¢ absurdo uma vez que @;, P € X e provamos j& que X
satisfaz a condi¢@o de incomparabilidade. O absurdo resultou de supormos que
existia um ideal primo PP de X que nao satisfazia a condi¢ao na segunda camada &
direita; logo, todos os elementos de X satisfazem a condigdo na segunda camada
a direita.

Em seguida provaremos que X & fechado para ligagdes & direita.

Seja P € X e suponhamos que existe ) € Spec(R) tal que @ ~ P. Pelo
Teorema 3.2.6, existe um -moédulo finitamente gerado e uniforme M com série
filiada 0 < U S M e primos filiados correspondentes P, () tais que U é um
R/P-médulo livre de tor¢ao e M/U é isomorfo a um ideal direito uniforme de
RJE.

Como M é um R-médulo finitamente gerado, MC~! ¢ um RC~'-mdédulo
finitamente gerado.

Pelo Lema 3.2.13, M ¢ um R-médulo livre de C-torgao e, pelo Lema 3.2.14,
MC~! & um RC~'-médulo uniforme.

Uma vez que C' C Cr(P), PN C = 0, logo, pelo Teorema 2.3.14, P¢ é um
ideal primo de RC~! e, em particular, & um ideal bilateral de RC~!. Consequen-
temente, U¢P¢ = (UP)®. Ora, como UFP = 0, temos que U°P* = 0, logo, U® &
um RC~!/Pe-médulo a direita.

Por outro lado, como P¢ é um ideal primo de RC~!, RC~!/P*® é anel primo.
Uma vez que X é classicamente localizdvel & direita, temos também que RC~!/P°
é anel Artiniano. Aplicando o Coroldrio 1.7.3, concluimos que RC~!/P¢ ¢ anel
semisimples. Uma vez que U¢ ¢ um RC !/P°médulo & direita, pelo Teorema
1.2.9, U¢ & um RC~!/P*médulo semisimples, logo, U® é um RC~!-médulo se-
misimples. Como MC~! & um RC~!-médulo uniforme, U¢ ¢ um RC~'-médulo
uniforme semisimples, logo, pela Proposi¢ao 1.9.1, U¢ é um RC~'-médulo sim-
ples.

Como C C Cgr(P), C & um conjunto de Ore & direita em R, It é anel Noe-
theriano e @ ~» P, entdo, pela Proposicao 3.4.1, C C Cg(Q). Logo, CNQ = 0.
Pelo Teorema 2.3.14, Q¢ é um ideal primo de RC~!.

Observemos agora que, como M /U & isomorfo a um ideal direito de R/Q,
M/U & um R/Q-médulo livre de torgdo. Logo, como C C Cgr(Q), M/U & um
R-modulo livre de C-torgao. Consequentemente, pela Proposicao 2.3.8, U* = U.
Em particular, MC~! # Ue.
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Uma vez que MC~! é um RC~'-médulo uniforme, U® <, MC~'. Assim,
MC™' é um RC'-moédulo finitamente gerado que é uma extensdo essencial de
um RC~'-médulo simples. Logo, como X é classicamente localizdvel & direita,
MC ! 6 um RC~'-médulo Artiniano. Em particular, MC~1/U® é um RC™'-
médulo Artiniano. Consequentemente, MC1/U® contém um RC™'-submédulo
simples - N.

Uma vez que MQ < U, (MQ)* < U¢. Como @° é um ideal bilateral de RC,

(MC™)Q" = (MQ)* < U*.

Concluimos, assim, que MC~1/U¢ ¢ um RC~'/Q%moédulo a direita.

Provaremos em seguida que MC~1/U¢ ¢ um RC~!/Q%mdédulo totalmente
fiel. Consideremos um RC~1-submédulo X de MC~! tal que U¢ & X. Uma vez
que Xranngo-1(X/U¢) < U®, concluimos que

X¢(rannge-(X/U®)) < U™
Catie U°t = 1,
(rannge—(X/U®))° C ranng(X°/U).

Uma vez que M/U é um R/Q-médulo livre de tor¢ao, pelo Lema 2.2.26, M/U &
um R/Q-médulo totalmente fiel, logo, (rannpe-1(X/U¢))¢ C @, o que nos leva a
concluir que

rannpo-1(X/U®) = rannpe-:(X/U®)* € Q°.

Est4, pois, demonstrado que MC~!/U¢ &€ um RC~'/Q°-modulo totalmente fiel.
Como MC~1/U® & um RC~!/Q°mddulo totalmente fiel, em particular,

ranngo-1(N) = Q°.

Consequentemente, ° é um ideal primitivo & direita de RC™'.

Uma vez que os Unicos ideais primitivos a direita de RC ! séo os ideais da
forma T, para algum 7' € X, concluimos que Q¢ = T°, para algum T € X.
Como T € X, T'NC =0, logo, pela Proposigao 2.3.12, 7% = T". Uma vez que ja
provamos @ N C = (), temos também que Q¢ = Q. Consequentemente, @) =T ¢
@ € X. Concluimos, assim, que X é fechado para ligacoes a direita.

Para provarmos o teorema é ainda necessério provar que X satisfaz a condicao
de interseccao a direita. Com vista a um absurdo, suponhamos que existe um
ideal direito K de R tal que K N Cgr(P) # @, para todo P € X, e KNC = 0.
Como R é anel Noetheriano, podemos escolher um ideal direito L maximal para
a relacio L N Cr(P) # 0, para todo P € X, e LNC = 0.

Comecamos por verificar que se J é um ideal direito tal que L ; J, entao o
R-médulo & direita R/J é de C-tor¢ao. Uma vez que L G J, J N Cr(P) # 0,
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para todo P € X e, por escolhade L, JNC # 0. Se R = J, R/J € um R-médulo
de C-torcao. Suponhamos que R # J. Como C é um conjunto de Ore & direita,
dadosr € R\J ec€ JNC, existem ' € R e ¢ € C tais que e’ = rc’. Ora, como
ce J,rd € J,oquenos leva a concluir que (r+J)c = Og;;. Consequentemente,
R/J é um R-médulo de C-torgao.

Em seguida provaremos que R/L ¢ um R-médulo livre de C-torgao. Para tal,
suponhamos que to(R/L) # 0; entdo, to(R/L) = J/L, para algum ideal direito
J tal que L g J. Pelo que vimos no pardgrafo anterior, temos que

R/L R

——— N

to(R/L)  J

é um R-moédulo de C-torcao. Consequentemente, existe ¢ € C' tal que
(14 L)eete(R/L),

o que nos leva a concluir que existe ¢ € C tal que (1 4+ L)ec’ = Ogyr. Uma vez
que cc’ € C, concluimos que L N C # (), o que é absurdo. O absurdo resultou de
supormos to(R/L) # 0, logo, R/L & um R-médulo livre de C-torgao.

Seja M = R/L. Com o intuito de provarmos que MC~' & um RC~"-médulo
simples, consideremos um RC~!-submédulo N de MC~'. Tomemos o R-médulo
N¢, logo, N¢ = J/L, para algum ideal direito J tal que L. € J. Se L = J,
Ne=0eN=N*=0.5 LS J,entdo JNC # {, o que nos leva a concluir
que N°¢ = MC™!, isto &, N = MC~L. Provamos, assim, que MC™ é um RC~'-
modulo simples.

Uma vez que MC~! é um RC~! médulo simples, rannge-1(MC™') é um
ideal primitivo a direita de RC~!'. Por hipétese, ranngc-1(MC™') = P¢, para
algum P € X. Consequentemente, (MC~")P¢ = 0, logo, (MP)* = 0. Como M
¢ um R-modulo livre de C-torcao, MP =0 e M é um R/P-médulo. Ora, como
Pe X, LNCgr(P) # 0, logo, M ndo é um R/P-mdédulo livre de tor¢ao.

Consideremos o (RC~!/P¢)-médulo MC~' e um elemento ndo nulo m de
MC™. Seja ¢ o (RC~!/P?)-homomorfismo

$: RCY/P? — MC!

r — mr

Como MC~! ¢ um RC~'-médulo simples, em particular, MC~! éum (RC~'/P*)-
modulo simples e ¢ ¢ um RC~!/P%epimorfismo. Consequentemente,

RCL/p*

_lN—-_"
MO = @)

onde Ker(¢) ¢ um ideal direito préprio de RC /P,
Observemos agora que, por hipétese, RC~!/P¢ ¢ anel Artiniano. Uma vez que
PNC = 0, pelo Teorema 2.3.14, P® & ideal primo de RC~?, logo, RC~!/P* é anel
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Artiniano primo. Pelo Corolario 1.7.3, RC~!/P¢ & anel semisimples. Uma vez
que RC~1/P¢ é anel semisimples, existe um ideal direito nao nulo I de RC™1/Pe
tal que RC~'/P¢ =1 & Ker(¢), logo,

Em particular, MC~! ¢ um RC~'/P®-mddulo livre de torgao.
Por outro lado, como M nao é um R/P-mdédulo livre de torcao, existe m €
M\{0} e c € Cr(P) tal que me = 0, logo,

(m1™H)(cl™! 4+ P?) = 0.

Uma vez que MC~! ¢ um RC~1/P*médulo livre de tor¢ao e, pelo Lema 3.1.8,
cl™t € Cre-1(P%), m17t = 0. Ora, como M é um R-médulo livre de C-torgao,
m = 0, o que & absurdo. O absurdo resultou de supormos que existia um ideal
direito K tal que KX N Cr(P) # 0, para todo P € X, e K N C = (). Consequente-
mente, X satisfaz a condi¢io de intersecgdo a direita, como desejédvamos provar.
|

Aplicando o Coroldrio 3.3.3 podemos alterar o enunciado do Teorema anterior
da seguinte forma:

Proposicao 3.4.14 Seja R um anel Noetheriano que satisfaz a condi¢do na se-
gunda camada e seja X um clique de R; entdo X é classicamente localizdvel se e
56 se X satisfaz a condi¢do de intersecgao.

Demonstracao. Sejam R e X nas condigbes enunciadas na Proposicao.
Como X é um clique, X é um conjunto fechado para ligagoes a direita e para
ligacoes a esquerda. Por outro lado, pelo Coroldrio 3.3.3, concluimos que X
satisfaz a condicao de incomparabilidade.

Pelo Teorema 3.4.13 e pela sua versdo esquerda obtemos o resultado preten-
dido. =

No caso de X ser um clique finito de um anel Noetheriano que satisfaz a
condicdo na segunda camada podemos eliminar a condigao exigida no enunciado
da Proposigao 3.4.14. Temos, assim, que

Teorema 3.4.15 (Jategaonkar) Seja R um anel Noetheriano que satisfaz a
condicdo na sequnda camada e seja X um clique finito de R; entdo X é classi-
camente localizdvel.

Demonstracao. Pela Proposigio 3.4.14, é suficiente mostrar que, num anel
Noetheriano que satisfaz a condig¢do na segunda camada, todo o clique finito X
satisfaz a condicio de intersecgdo. Comegamos por mostrar que X satisfaz a
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condi¢do de intersecgio & direita. Para tal, consideremos um ideal direito I de R
tal que I N Cr(P) # B, para todo P € X. Designemos a cardinalidade de X por
n e os elementos de X por P, comi € {1,...,n}.

Seja k € {1,...,n}. Pelo Coroldrio 3.3.3, X satisfaz a condi¢ao de incom-
parabilidade, logo, (P; + P%)/Px ¢ um ideal nao nulo de R/P, para todo ¢ €
{1,...,n}\{k}. Consequentemente, pela Proposicao 1.5.7, (P;+ Fy)/ Py € um ideal
direito essencial de R/ P, para todo i € {1,...,n}\{k}. Pelo Teorema de Goldie,
conclufmos que P; N Cr(Py) # 0, para todo i € {1,...,n}\{k}. Consideremos
dy € INCg(FPy) e d; € P,NCr(Fy), para todo i € {1,...,n}\{k}. Seja

cx = do..dip_10p41...0n;

entao

.....

Sejac = Y ,_, ¢k Verificaremos que o elemento ¢ pertence a IN(Ng_, Cr(Fx)).
Suponhamos que cr € I, para algum ¢ € {1,...,n} e r € R, entéo

cir+...+epr € B

Por definicéo, ¢, pertence a P, para todo i # k, logo, ¢;r € P;. Como ¢; € Cr(F),
r € P,. Analogamente provamos que se rc € P;, r € P,. Assim, ¢ € N7, Cr(F).
Logo,

I'n (ML Cr(R)) #0

e, portanto, X satisfaz a condigdo de interseccao a direita. De forma andloga,
provamos que X satisfaz a condi¢éo de interseccao & esquerda, demonstrando-se
o teorema. M

Do Teorema 3.4.15 podemos deduzir que, dado um anel Noetheriano R que
satisfaz a condicio na segunda camada e tem um mimero finito de ideais primos,
todo o seu clique ¢ classicamente localizavel. Em particular, todos os cliques
de um anel Artiniano sao classicamente localizéaveis. Com efeito, pelo Exemplo
3.2.9, qualquer anel Artiniano satisfaz a condi¢ao na segunda camada. Por outro
lado, pelo Corolério 1.7.5, qualquer anel Artiniano contém apenas um ntimero
finito de ideais primos. Assim,

Proposicao 3.4.16 Todos os cliqgues de um anel Artiniano sdo classicamente
localizdvers.

Observe-se que, no anel R apresentado no Exemplo 3.1.2, embora o ideal
() ndo seja classicamente localizavel a direita, ¢l(Q) = {Q, P} é classicamente
localizdvel, uma vez que R é anel Artiniano.
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Teorema 3.4.17 [Jategaonkar] Sejam R um anel Noetheriano e P um ideal
primo de R. Entdo, P é classicamente localizdvel & direila se e sé se P satisfaz
a condicdo na segunda camada o direita e r.cl(P) = {P}.

Demonstracao. Aplicando a Proposi¢ao 3.4.8, conclufmos que afirmar que
um ideal primo P é classicamente localizdvel & direita é equivalente a afirmar que
o subconjunto de Spec(R) - X = {P} é classicamente localizdvel a direita.

Uma vez que { P} satisfaz, trivialmente, a condicao de intersecgéo a direita e a
condi¢ao de incomparabilidade, pelo Teorema 3.4.13, P é classicamente localizavel
a direita sc ¢ s6 se P satisfaz a condigdo na segunda camada a direita e {P} é
fechado para ligacoes a direita, isto é, r.cl(P) = {P}. =

3.5 A Propriedade de Artin-Rees

Introduzimos agora uma nova propriedade - a propriedade de Artin-Rees. Esta
propriedade foi de grande importancia no estudo da localizagao efectuado por
Goldie em [12] e por McConnell em [25].

O conjunto dos ideais primos que satisfazem a propriedade de Artin-Rees de
um anel Noetheriano R que satisfaz a condigdo na segunda camada constitui
um subconjunto do conjunto de ideais primos classicamente localizdveis de R
(Teorema 3.5.20). Mostraremos também que, dado um anel Noetheriano R tal
que todo o ideal primo de R satisfaz a propriedade de Artin-Rees, entdo todo
o ideal primo de R & classicamente localizdvel (Proposicao 3.5.21). Ainda como
consequéncia da propriedade de Artin-Rees podemos concluir que todos os ideais
primos de um anel semisimples sdo classicamente localizdveis.

Definigcao 3.5.1 Um ideal I de um anel R satisfaz a propriedade de Artin-
Rees a direita se, para todo o ideal direito J de R, existir um nidmero natural n
tal que JNI™ C JI. Para simplificacio de linguagem, afirmaremos que I satisfaz
a propriedade AR a direita. De forma andloga, definimos a propriedade AR
a esquerda. Um ideal I satisfaz o propriedade AR se satisfizer a propriedade
AR & direita e & esquerda.

A defini¢io apresentada néo é simétrica. Com efeito, no Exemplo 3.1.2 é apre-
sentado um ideal P que satisfaz a propriedade AR & direita mas nao a esquerda
e é apresentado um ideal @) que satisfaz a propriedade AR & esquerda mas nao a
direita.

Exemplo 3.5.2 Sejam R o anel apresentado no Exemplo 3.1.2,

(05 e (5 5) (3 5)
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Vimos ja que P, Q e I sao ideais de R.

Uma vez que, para todo o nimero natural n, PP NQ = PNE =1 e PQ =0,
concluimos que P nao satisfaz a propriedade AR @ esquerda.

Por outro lado, se considerarmos um ideal direito de R qualquer - J, temos
JNP CJP, logo, P satisfaz a propriedade AR a direita.

Analogamente provamos que @ satisfaz a propriedade AR & esquerda mas nao
satisfaz a propriedade AR o direita.

Em seguida, verificaremos que, se R e S sdo anéis, #: R — S ¢éum
epimorfismo de anéis e I um ideal de R que satisfaz a propriedade AR a di-
reita (respectivamente a esquerda), entdo m(/) ¢ um ideal de S que satisfaz a
propriedade AR & direita (respectivamente & esquerda) em S.

Observacao 3.5.3 Sejam R ¢ S anéis, m: R — S um epimorfismo ¢l um
ideal de R que satisfoz a propriedade AR & direita (respectivamente & esquerda,).
Como m é um epimorfismo de anéis, w(I) é um ideal de S. Verificarernos que
w(I) satisfaz a propriedade AR & direita (respectivamente & esquerda). Com
efeito, como I satisfaz a propriedade AR & direita, se considerarmos um ideal
direito J de S, entdo, existe um nimero natural n tal que

I"na(J) C o H(J)L.

Sejo. x € w(I1)* N J; entio z = 7(i), para algum 1 € I". Consequentemente,
iel"nx YJ), o que nos leva a concluir que w(i) € m(I" N = 1(J)). Ora, como
I"na~1(J) C = 1(J)d,

(I Na~Y(J)) € w(zx Y (I)) C Jr(1),

o que nos leva a concluir que z € Jr(I). Logo, w(I)*NJ C Jr(I). Consequente-
mente, w(I) satisfaz a propriedade AR 4 direita.

Lema 3.5.4 Sejam R um anel e I um ideal de R. As condig¢des sequintes sdo
equivalentes

a) O ideal I satisfaz a propriedade AR a direita.

b) Para todo o R-médulo finitamente gerado M e para todo o R-submddulo N de
M, existe um nimero natural n tal que NN MI"* < NI,

¢) Para todo o R-mddulo finitamente gerado M que contém um R-submddulo
essencial N tal que N1 =0, existe um nidmero natural n tal que MI™ = Q.

Demonstragao. Comecamos por provar que se / é um ideal que satisfaz a
propriedade AR & direita, entdo, verifica-se a condigao c).

Consideremos um R-médulo finitamente gerado M que contém um R-sub-
moédulo essencial N tal que NI = 0. Sejam 7 um dos elementos geradores de M
e

K={reR:z;r€ N}.
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Como K é um ideal direito de R e I satisfaz a propriedade AR a direita, logo,
existe um nimero natural n; tal que K N /™ C KI. Consideremos, agora, y €
z11™ N N, logo, y = 17, para algum r € I"™. Consequentemente, r € (I"™ N K)
c

yexr(ImNK)CxKICNI=0,

de onde concluimos que z; /™ NN = 0. Como N <. M, temos z;I™ = 0.
Repetindo o raciocinio para os restantes k — 1 elementos geradores de M - 1o,
..., T, determinamos ng, ...,y € N, tais que z2I™ = 0, ..., zx[™ = 0. Seja
n = max{ni,na, ..., g }; entdo MI"* = 0, como desejdvamos provar.

Para provarmos que a condicao c) implica a condi¢do b), consideremos um
R-médulo finitamente gerado M e N um R-submdédulo de M. Pela Proposigao
1.5.3, existe um R-submodulo X/NI de M/NI tal que

_ N/NI®X/NI _ M/NI M

N . e £,
X/NI  —°X/NI X

Uma vez que N' ~ N/NI, M/X contém um R-submodulo essencial Z que é
isomorfo a N/NI, logo, ZI = 0. Aplicando ¢) ao R-mddulo M/X, concluimos
que existe um niimero natural n tal que (M/X)I™ = 0. Assim, MI" < X e

MI"NN< XNN<NI,

como desegjdavamnos provar.
Para demonstrarmos que, se se verificar b), entdo [ satisfaz a propriedade
AR a direita basta tomarmos M = Rr e N um ideal direito arbitrdrio de R. m

Neste trabalho, para simplificacio de notagao, dado um ideal direito (ou es-
querdo) I de um anel R, representamos por [ Y 0 anel R.

Introduzimos agora nog¢oes relacionadas com a propriedade AR. Estas serao
essencialmente usadas no capitulo 5.

Definicao 3.5.5 Um ideal I de um anel R satisfaz o propriedade AR muito
forte a direita se, para toda a sequéncia Lo, L1, ... de ideais direitos de R com
L, CI" e L,] C Ly.1, para todo n € Ny, ezxiste um mimero natural m tal que
LoI = Ly, para todo n > m. De forma andloga, definimos propriedade AR
muito forte a esquerda. Um ideal I de R satisfaz a propriedade AR muito
forte se satisfizer a propriedade AR muito forte a direita e a esquerda.

Tal como sugere o nome das propriedades, todo o ideal que satisfaz a proprie-
dade AR muito forte a direita também satisfaz a propriedade AR a direita.

Desconhecem-se exemplos de ideais que satisfacam a propriedade AR 4 direita
(respectivamente a esquerda) mas nao satisfagam a propriedade AR muito forte
4 direita (respectivamente a esquerda).
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Podemos relacionar a propriedade AR muito forte a direita de um ideal I de
um anel Noetheriano & direita R com o facto de um dado subanel de R[z] - o
anel de Rees de [ - ser anel Noetheriano & direita.

Definigao 3.5.6 Sejam R um anel e I um ideal de R. O anel de Rees de [ ¢
o subanel Rx(I) do anel de polindmios R|z] definido da sequinte forma:

Ra(D) =R+ Iz+ g+ .. 4+ Trt 4 ...

Proposigao 3.5.7 Sejam R um anel Noetheriano & direita e I um ideal de R.
Entdo, I satisfaz a propriedade AR muito forte o direita se e sé se o anel Rg(I)
¢ Noetheriano a direita.

Demonstragao. Sejam R um anel Noetheriano a direita e [ um ideal de 1
que satisfaz a propriedade AR muito forte a direita.
Sejam K um ideal direito de Ryz() e I € Ny. Consideremos

'! . .
Id)(K) = {n cl':(Frg,.omeR: Y. rii' e Knrye P Nje {1,...,[})}.

=0

Assim definido, Id,(K) é um ideal direito de R contido em I', para todo [ €
Ng. Como Idi(K)I C Id1(K), para todo | € Ny, uma vez que I satisfaz
a propriedade AR muito forte a direita, existe m € N tal que Id,,,;(K) =
Id,(K)I?, para todo j € N.

Uma vez que R é anel Noetheriano A direita, Id;(K) é finitamente gerado
como ideal direito, para todo [ € Np.

Para cada [ € {0,...,m}, consideremos polinémios de grau ! : f!, ..., f|" per-
tencentes a K tais que os seus coeficientes directores geram Id;(K’) como ideal
direito. Comecemos por provar que todos os polindmios pertencentes a K de grau
menor ou igual a m sao combinagcoes lineares de elementos de

Ko U wn I0% s Thsom %

Os polinémios de grau 0 pertencentes a K nao sao mais do que os elementos
de Idy(K), logo, sdo combinagdes lineares de fi,..., fo°. Seja p € K tal que
p=ro+rz, comry € R, v € I; entdo, r; € Id;(K), logo, 1 = als;+...+al sy,
onde sy, ..., 8p, € Reaj,...,a]* sio os coeficientes directores de, respectivamente,

1 T
Fi vy e 'Cotug
1 ni
f131_|_... +f-1 Snl E K,
entao,

p— fisy—...— s, € K.
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Seja

. 1 ny :
= P Fre == = e

pelo facto de y ter grau zero, y escreve-se como combinagao linear de fj, ..., .

Concluimos, assim, que todos os polinémios de grau 1 de K sdao combinacoes
lineares de f},..., fo°, fi, .-, fi'*. Repetindo o processo m vezes, concluimos que
0s polinémios pertencentes a K de grau menor ou igual a m sao combinagoes
lineares de elementos de X.

Consideremos y € K tal que y ¢ um polinémio de grau m + 1 e designe-
mos o coeficiente director de y por s. Uma vez que Id,1(K) = Id,(K)I,
s =Y 4 Tkik, com i € Id,(K)\{0}, ¢x € I, para todo k € {1,...,n}. Con-
sideremos, para cada k € {1,...,n}, um polinémio p, pertencente a K de grau m
que tem coeficiente director ry. Como izxz € Ry(1), entdo

n
2=y = ) Dkl

k=1
¢ um polinémio de grau menor ou igual a m que pertence a K. Pelo que foi visto
antes podemos concluir que z é gerado por elementos de X. Como p; tem grau
m, p ¢ gerado por elementos de X, para todo k € {1,...,n}. Logo, y é gerado
por elementos de X. Por indugao, conclufmos que qualquer elemento de K ¢é
gerado por elementos de X. Consequentemente, todo o ideal direito K de Rgz(I)
é finitamente gerado, o que é equivalente a afirmar que Rz() é anel Noetheriano
a direita.

Reciprocamente, suponhamos que Rz(!) é anel Noetheriano & direita e con-

sideremos uma sequéncia de ideais direitos de R, Loy, L1,..., com L, C [" e
L,I C L,.1, para todo n € Ny. Seja

=Lo+Liz+..+L;x" + L Ie? T+ L% 4
b J J

para todo j € N.

Como Lz C Lyyx e Ly C It, para todo t, L' é um ideal direito de Ry([1),
para todo i € N, e L' C L? C ... Uma vez que Rz(I) & anel Noetheriano a
direita, existe m € N tal que L* = L™, para todo n > m. Tal implica, em
particular, que existe m € N tal que L,I = L, 11, para todo n > m, de onde se
conclui que I satisfaz a propriedade AR muito forte a direita, como desejdvamos
provar. M

Provaremos que, num anel Noetheriano a direita, qualquer ideal gerado por
um conjunto constituido por elementos normalizadores que comutam entre si sa-
tisfaz a propriedade AR muito forte & direita. Para tal, utilizaremos um Teorema
demonstrado em [25] por McConnell.

Teorema 3.5.8 (McConnell) Sejam Q um anel, R um anel Noetheriano a di-
reita que é um subanel de () e x um elemento de ) tal que xR = Rz. Entao,
R* =3, Ra' é um subanel de Q e é Noetheriano 4 direita.
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Demonstragao. Dados Q, R e z nas condigoes do enunciado, uma vez que
1€ R* e zR = Rx, R* é um subanel de Q.

Sejam [ um ideal direito de R*, i € Ny e L;(/) o subconjunto de R constituido
pelos elementos da forma a; € R para os quals existem b;_1,...,bp € I tais que

CLZ-.’L‘i + bi_1$i_1 +...+bel

Assim definido, L;(!) ¢ um subgrupo aditivo de R. Para provarmos que L;(I) &
um ideal direito de R bastar-nos-4 provar que, dados t € R e [; € L;(I), se tem
l;t € Liy(I). Como [; € L;(I), existe p € I tal que

g |

] 2

p= E Pyl gt
7=0

com r; € R, para todo j € {0,...,i — 1}. Como Rz = xR, entdo tz’ = z's, para
algum s € R, logo

g i—1

pS = Z rja:js +lig's = Z aja:j + it

=0 j=0

com a; € R (para todo 0 < j < i —1). Uma vez que ps € I, lit € Ly(I),
concluindo-se, assim, que L;(I) é um ideal direito de f2.

Pelo facto de R ser anel Noetheriano a direita e, como L;(I) € L;.1(I), para
todo o niimero natural 4, existe um mimero natural n tal que L, (/) = Ly (1), para
todo m > n. Como R é anel Noetheriano & direita, os ideais direitos Lg(I), ...,
Ln(I) sdo finitamente gerados. Para todo i € {0,...,n}, designemos os geradores
de L;(I) por 9, ..., I™. Para todo i € {0,..,n}, para todo k € {0,...,mi},
consideremos um elemento f* de I tal que

k ki Iy
fi = Ez-a:"‘-l-ai,lm"“ + ... + ag,

para alguns a; 1,...,a9 € R. Tal como na demonstragao da Proposigao 3.5.7,
concluimos que I é gerado por

0 0
AR N LR S i

logo, I é finitamente gerado. Como I ¢ um ideal direito arbitrdrio de R*, R* ¢é
anel Noetheriano & direita. m

Coroldrio 3.5.9 Se R é um anel Noetheriano a direita e @ é um endomorfismo
sobrejectivo de R, entdo R[x; ] é anel Noetheriano a direita.
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Demonstragao. Uma vez que ¢ ¢ um endomorfismo sobrejectivo de R,
zR = Rz. Como R & um subanel de R[z;¢] e R[z;¢] = ).y, Rz’, concluimos,
pelo Teorema 3.5.8, que R[z; ] é anel Noetheriano & direita. =

Como consequéncia do Coroldrio anterior, temos que, se R for um anel Noe-
theriano & direita, o anel de polinémios R|[z] ainda é anel Noetheriano a direita.

Proposigao 3.5.10 Num anel Noetheriano a direita R, qualquer ideal gerado
por um conjunto constituido por elementos normalizadores de R que comutam
entre si satisfaz a propriedade AR muito forte a direita.

Demonstragao. Suponhamos que R é anel Noetheriano & direita, A é um
conjunto constituido por elementos normalizadores de R que comutam entre si e
I & um ideal nao nulo de R gerado por A.

Como R é anel Noetheriano & direita e I é gerado por A, entao, existe um
subconjunto de A finito - B = {by, ..., b,} tal que I é gerado por B.

Definimos Iy = 0 e I, o ideal de R gerado por {b,...,b,}, para todo p €
T'ls sl

Assim, Ry(ly) ~ R ¢ anel Noetheriano & direita.

Seja p € {0,...,n— 1} e suponhamos que Rg({,) é anel Noetheriano & direita.
Como Rg(I,) € um subanel de Rr(lp41) € bps12 € um elemento de Rg(fp41) tal
que

RR(IP)(bP+13:) = (bps12)Rr(lp),

estao reunidas as condigOes necessédrias para aplicar o Teorema 3.5.8 e afirmar
que ey, Re(lp)(bpriz)' & anel Noetheriano 4 direita. Uma vez que

Rr(lps1) = Z RR(Ip)(bpﬂﬂf)i:

1eNp

Rr(Ip+1) € anel Noetheriano a direita. Por indugao, provamos que Rz([,) =
Rr(I) é anel Noetheriano a direita. Aplicando a Proposigdo 3.5.7, conclufmos
que [ satisfaz a propriedade AR muito forte & direita. =

O Coroldrio seguinte é consequéncia imediata da Proposigao 3.5.10.

Coroldrio 3.5.11 Num anel Noetheriano a direita (respectivamente a esquerda)
qualquer ideal gerado por wm conjunto de elementos centrais satisfaz a propriedade
AR muito forte & direita (respectivamente & esquerda). Em particular, todo o
tdeal de um anel Noetheriano comutativo satisfaz a propriedade AR muito forte.

Verificdmos, no Coroldrio 3.5.11, que, dado um anel Noetheriano a direita R,
todo o ideal gerado por um conjunto de elementos centrais satisfaz a proprie-
dade AR & direita. Em seguida, generalizaremos este resultado, demonstrando
que todo o ideal I de um anel Noetheriano a direita R que tem um conjunto
centralizador de geradores satisfaz a propriedade AR a direita.
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Definicdo 3.5.12 Sejarn R um anel, I um ideal de R e x4, ..., T, elementos de I.
Dizemos que X = {z1, ..., T} € um conjunto centralizador de geradores de I
se I = o1 R+...+z, R, onde z, é um elemento central de R e zy+ (24 R+..+xp 1R)
é um elemento central de R/(x1R + ... + zx_1 R), para todo k € {2,...,n}.

Obviamente que todo o ideal finitamente gerado de um anel comutativo tem
um conjunto centralizador de geradores. O resultado que provaremos em seguida
¢ de Nouazé e Gabriel mas a demonstragio apresentada baseia-se na de Chatters
e Hayarnanis em [8].

Proposicao 3.5.13 Todo o ideal de um anel Noetheriano a direita que tem um
conjunto centralizador de geradores satisfaz a propriedade AR a direita.

Demonstracgao. Sejam R um anel Noctheriano & direita e / um ideal de
R tal que [ = 2\ R+ ... + z,,R, onde {z{,...,z},} ¢ um conjunto centralizador de
geradores de I. Pretendemos mostrar que, dado um A-mdédulo finitamente gerado
M que contém um R-submddulo essencial N tal que NI = 0, existe um numero
natural k tal que MI* = 0. A demonstragao é feita por indugao no nimero de
elementos do conjunto centralizador de geradores de [ - n.

Sen = 1, como 2, é um elemento central de R, pelo Coroldrio 3.5.11, I = z1 R
satisfaz a propriedade AR & direita. Aplicando o Lema 3.5.4, concluimos que
existe um mimero natural s tal que MI° = 0.

Seja n > 1 e suponhamos que, para todo o anel Noetheriano & direita R, para
todo o ideal I’ de R’ tal que I' = z{R'+...+zl._ R, onde X = {zf, ..., z,,_;} éum
conjunto centralizador de geradores de I’ e, para todo o R-médulo finitamente
gerado M’ que contém um R’-submddulo essencial N’ tal que N'I' = 0, existe
um mimero natural s tal que M'(I")* = 0.

Sejam R um anel Noetheriano & direita, I um ideal de R tal que

I =2 R+..+ xR,

onde X = {z1, ..., T,} € um conjunto centralizador de geradores de I e seja M
um R-maédulo finitamente gerado que contém um R-submédulo essencial N tal
que NI =0.

Uma vez que x; ¢ um elemento central de R, pelo Coroldrio 3.5.11, =, R
satisfaz a propriedade AR & direita. Ora, como M é um R-mdédulo finitamente
gerado que contém um R-submédulo essencial N tal que N(z1R) = 0, pelo Lema
3.5.4, existe um nimero natural s tal que M(z1R)® = 0, logo, Mz} = 0. Seja k
o menor nimero natural para o qual se tem Mz¥ = 0.

Suponhamos que k = 1. Como Mz; =0, M & um R/z,R-mdédulo finitamente
gerado que contém um R/z; R-submédulo essencial N tal que N(I/x1R) = 0.
Uma vez que

R R
— (112 + CC1R)— + ...+ (CEn s $1R)_

1
ZE R R’



3.5. A PROPRIEDADE DE ARTIN-REES 159

onde {zo+x1 R, ..., 2, +21 R} ¢ um conjunto centralizador de geradores de I/x; R,
aplicando a hipdtese de inducao, concluimos que existe um nimero natural s tal
que M (I/z1R)* =0, logo, M(I)* = 0.

Suponhamos, agora, que k > 1. Uma vez que x; é um elemento central de R
e M é finitamente gerado, Mz%™' ¢ um R-médulo ndo nulo finitamente gerado.
Uma vez que M :v’f‘l ¢ um R-mdédulo finitamente gerado, N N M :c"f_l <. M :L"f_l,
(NN Mz5 I =0e (Mz¥ 1)z, =0, tal como no pardgrafo anterior, concluimos
que existe um nimero natural s; tal que (Mazf")(I)* = 0. Como z; é um
elemento central de R, (M(I)*)zf~1 = 0.

Suponhamos que (M (I)**)z; # 0. Seja [ o menor nimero natural tal que
(M(I)**)z} = 0. Por hipétese, I > 1 e, como (M(I)*)z*' =0,1 < k— 1. Uma
vez que M é um R-médulo Noetheriano, M(I)*z!™! também & um R-mddulo
Noetheriano, pelo que é um R-mdédulo finitamente gerado. Uma vez que

NN M2 <, M)z,

(NNM (D2 =0e (M(1)*z5)a;, = 0, tal como anteriormente, conclufmos
que existe s; € N tal que

MDY (D)% = 0.
Como z; é um elemento central de R,
(M)l 1 = M(1)seal,

Assim, repetindo o processo no méximo [ — 1 vezes, determinamos s’ € N tal que
M(I)¥z; =0.

Se M(I)* # 0, entdo, M(I)* & um R/ziR-médulo finitamente gerado que
contém um R/zy R-submédulo essencial - NNM (I)* tal que (NNM (1)¥)(I/z,R) =
0. Uma vez que

R R
- (.’L‘g + Q;‘IR)— + e+ (.?En + .I‘lR)_

,I‘]__R mlR .'L‘]R?

onde {z;+x1 R, ..., 2, + 1 R} & um conjunto centralizador de geradores de /2, R,
aplicando a hipétese ds inducdo, conclufmos que existe um nimero natural s tal
que (M(I)*) (I/z,R)* =0, logo, M(I)*+" = 0.

Provamos, assim, que para todo o R-mdédulo finitamente gerado M que contém
um [-submédulo essencial N tal que NI = 0, existe um ntmero natural s tal
que M(I)* = 0. Pelo Lema 3.5.4, conclufmos que I satisfaz a propriedade AR &
direita.

Consequentemente, todo o ideal I"” de um anel Noetheriano & direita R” que
possui um conjunto centralizador de geradores satisfaz a propriedade AR a direi-
ta, como desejdvamos provar. m
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Utilizando a propriedade AR & direita determinaremos uma nova classe de
anéis que satisfaz a condigdo na segunda camada & direita. Para tal, atenda-se
ao seguinte Lema:

Lema 3.5.14 Sejam R um anel e P, Q ideais primos de R tais que @ g P. Se
existir um ideal K de R tal que ) g K C P e K/Q satisfaz a propriedade AR a
direita em R/Q, entdo (Q, P) ndo é um par de primos indesejdvel de R.

Demonstracao. Com vista a um absurdo, suponhamos que (@, P) é um
par de primos indesejdvel de R. Por defini¢do, existe um R-médulo finitamente
gerado M, um R-submédulo essencial U de M tal que UP = 0, ranng(M) = Q.
Consequentemente, M é um R/@Q-mddulo finitamente gerado que contém um
R/@Q-submdédulo essencial U tal que

K P
U= CU==0.
Q Q
Estao reunidas as condicfes necessérias para aplicar o Lema 3.5.4 e afirmar que
existe um nimero natural n tal que

K n
u(g) o

logo, M (K)" = 0. Uma vez que ranng(M) = @, concluimos que K™ C @,
portanto, K C @, o que ¢ absurdo. Consequentemente, (@, P) nao é um par de
primos indesejavel de R. ®

Coroldrio 3.5.15 Sejam R um anel e P, Q) ideais primos de R tais que () g B
Se existir um ideal K de R tal que K g Q, K C P e K satisfaz a propriedade
AR a direita em R, entdo (Q, P) nao é um par de primos indesejdvel de R.

Demonstragdo. Como K € @, temos que Q & K +Q C P.
Por outro lado, como (Q + K)/Q ¢ a imagem de K pelo epimorfismo de anéis

m: R — R/Q
r o — r+Q’

pela Observacio 3.5.3, (Q + K)/Q satisfaz a propriedade AR & direita em R/Q).
Estao, pois, reunidas as condigdes necessarias para aplicar o Lema 3.5.14 e afirmar
que (@, P) ndo é um par de primos indesejivel de R. m

Coroldrio 3.5.16 Seja R um anel Noetheriano e P um ideal primo de R que
satisfaz a propriedade AR a direita; entdo P satisfaz a condi¢do na segunda
camada & direita.
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Demonstragdo. Suponhamos que P nfo satisfaz a condigdo na segunda
camada & direita, entdo, pela Proposigio 3.2.7, existe um ideal primo @ tal
que g P e existe um R-médulo finitamente gerado uniforme M tal que
ranng(M) = @ e M contém um R-submddulo ndo nulo U que é um R/ P-mdédulo
livre de torgao. Em particular, (@, P) é um par de primos indesejdvel de R.

Por outro lado, como @ ;C¢ P e P satisfaz a propriedade AR a direita, pelo
Corolério 3.5.15, (@, P) ndo é um par de primos indesejdvel de R, o que é absurdo.
O absurdo resultou de supormos que P nao satisfazia a condi¢ao na segunda
camada & direita, provando-se, assim, o desejado.

O Lema 3.5.14 d4 origem & seguinte Definicao:

Defini¢ao 3.5.17 Um anel R é AR-separado a direita se, para todo o par
de ideais primos (Q, P) de R tal que Q & P, existir wm ideal K tal que Q G
K C P e K/Q satisfaz a propriedade AR & direita em R/Q. De forma andloga,
definimos anel AR-separado a esquerda. Um anel R é AR-separado se R ¢
AR-separado a direita e o esquerda.

O Lema 3.5.14 permite-nos concluir que um anel Noetheriano AR-separado
a direita R nao contém pares de primos indesejdveis, logo, R satisfaz a condigao
na segunda camada & direita. Assim,

Proposigao 3.5.18 Todo o anel Noetheriano e AR-separado o direita (respecti-
vamente & esquerda) satisfaz a condicdo na sequnda camada & direita (respecti-
vamente & esquerda).

O Teorema que se segue (Teorema 3.5.20) relaciona a propriedade de Artin
Rees para ideais primos de um anel Noetheriano que satisfaz a condigdo na se-
gunda camada com o facto de os ideais primos serem classicamente localizaveis.
Para o provarmos, comecamos por demonstrar o seguinte Lema:

Lema 3.5.19 Sejam R um anel Noetheriano, P um tdeal primo de R que satisfaz
a propriedade AR a direita e ¢ um ideal primo de R tal que (@ ~ P. Entao,
P .

Demonstragao. Sejam R, P e @ nas condigdes do enunciado e (Q N P)/A o
bimédulo de ligacao entre () e P. Como P satisfaz a propriedade AR a direita,
existe um numero natural n tal que P"NE C QP C A. Por outro lado, como

P QNP)CP'NQC A,

conclufmos que P* C lanng (@ N P)/A). Aplicando a versao esquerda do Lema
2.2.26, conclufmos que lanng (@ N P)/A) = Q). Como @ & um ideal primo, P C
Q. u
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Teorema 3.5.20 Seja R um anel Noetheriano que satisfaz a condicao na segun-
da camada. FEntdo, todo o ideal primo de R que satisfaz a propriedade AR a
direita é classicamente localizavel a direita.

Demonstragio. Se considerarmos um ideal primo P de R que satisfaz a
propriedade AR & direita e supusermos que existe um ideal primo ¢ tal que
Q) ~ P, concluimos, aplicando o Lema 3.5.19, que P C Q). Pelo Coroldrio 3.3.3,
P =@, logo, rd(P)={P}

Uma vez que P satisfaz a condigio na segunda camada & direita, concluimos,
pelo Teorema 3.4.17, que P ¢é classicamente localizdvel & direita, como desejava-
mos provar. M

Proposicao 3.5.21 Seja R um anel Noetheriano tal que todo o ideal primo de R
satisfaz a propriedade AR, entdo, todo o ideal primo ¢ classicamente localizdvel.

Demonstracao. Seja P um ideal primo de R. Por hipétese, P satisfaz a
propriedade AR. Aplicando o Corolério 3.5.16 ¢ a sua versao esquerda, conclui-
mos que P satisfaz a condigdo na segunda camada. Como P ¢ um ideal primo
arbitrdrio de R, R satisfaz a condigio na segunda camada. Pelo Teorema 3.5.20
e pela respectiva versdo esquerda, concluimos que todo o ideal primo de R é
classicamente localizdavel & direita e & esquerda, como desejdvamos provar. W

Uma vez que, como provaremos, todos os ideais primos de um anel de ideais
direitos e esquerdos principais sdo classicamente localizaveis, pelo Teorema 3.4.17
e pela respectiva versio esquerda, concluimos que todos os ideais primos destes
anéis satisfazem a condicio na segunda camada.

Assim, utilizando a Proposigao 3.5.10, determinaremos uma nova classe de
anéis que satisfaz a condigdo na segunda camada - a classe dos anéis de ideais
direitos e esquerdos principais.

Proposigao 3.5.22 Seja R um anel de ideais direitos e esquerdos principais;
entdo todo o ideal primo de R é classicamente localizdvel.

Demonstracgao. Pelo Lema 1.3.3, R ¢ anel Noetheriano.

Pelo Lema 1.3.3, todos os ideais de R sdo gerados por um elemento normaliza-
dor. Pela Proposicao 3.5.10 e respectiva versdo esquerda, todos os ideais primos
de R satisfazem a propriedade AR muito forte & direita e & esquerda. Concluimos,
assim, que todos os ideais primos de R satisfazem a propriedade AR. Aplicando
a Proposicdo 3.5.21, concluimos que todo o ideal primo de It é classicamente
localizdvel. =

Atendendo ao Coroldrio 1.5.5, concluimos que todo o anel semisimples é anel
de ideais direitos e esquerdos principais, logo, pela Proposicdo 3.5.22, todos os
ideais primos de um anel semisimples sio classicamente localizdveis. Assim,
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Coroldrio 3.5.23 Todos os ideais primos de um anel semisimples sao classica-
mente localizdveis.
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Capitulo 4

Anéis e modulos Graduados

Dados um anel R e uma indeterminada z, o anel de polinémios R[z] pode ser
escrito como soma directa de subgrupos aditivos de R|z],

R[z] = ®icz Ri,

onde R; = Rz, sei € ZJ, e R; = 0, se i € Z~. Este anel faz parte de uma classe
de anéis que estudaremos neste Capitulo - os anéis graduados.

Dado um grupo G com elemento identidade e, dizemos que um anel R é anel
graduado do tipo G se existir uma familia de subgrupos aditivos de R

{Ry,: 0 € G}

tal que R = ®,cqRs € Ry Ry C Ryt para todos o,t € G, designando por R, R; o
conjunto constitufdo pelas somas finitas de produtos da forma 7,7}, com r, € R,
er} € R;. Os elementos de Uyeq Ry s8o designados por elementos homogéneos de
A.

Virios exemplos de anéis graduados serao introduzidos na secgao 4.1. Entre
os exemplos de anéis graduados salientamos o caso dos anéis de grupos.

Se considerarmos um anel graduado do tipo G - R = $yeqlly, podemos
generalizar a nogao de R-mdédulos para R-médulos graduados. Assim, dizemos
que um R-médulo M é graduado se existir uma familia de subgrupos

{M;:teG}

de M tal que M = @yecM, e My R, C M, para todos s,t € G.

Em 4.2 estudaremos submédulos gr-essenciais, isto €, submdédulos graduados
de um moédulo graduado com propriedades semelhantes as dos submddulos essen-
ciais de um maodulo.

As seccoes 4.3 e 4.4 sao dedicadas ao estudo de anéis graduados com uma
graduacao especial - a graduagdo ndo degenerada.

Na 1ltima sec¢io estudaremos a existéncia de anéis de fracgoes de um anel
graduado R relativamente a um subconjunto de elementos homogéneos de R, de
forma que o anel de fracgoes ainda possua o mesmo tipo de graduagao do anel R.

165
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4.1 Definicoes e alguns resultados preliminares

Nesta sccgao introduzimos algumas nogoes e propriedades que necessitaremos
para este ¢ para o préximo Capitulo.

Definigao 4.1.1 Dado um grupo G com elemento identidade e, dizemos que um
anel R é anel graduado do tipo G se existir uma familia de subgrupos aditivos
de R

{R,: 0 € G}

tal que R = @ocq Ry € Ry Ry C Ryt para todos o,t € G, designando por RR; o
conjunto constituido pelas somas finitas de produtos da forma rqry, com 4 € R,
erl € R.. O conjunto UseqR, € representado por h(R) e os seus elementos sao
designados por elementos homogéneos de R. O conjunto {\ € G : Ry # 0}
designa-se por suporte de R, sendo representado por sup(R).

Dado o € G, os elementos nio nulos de R, sao designados por elementos ho-
mogéneos de grau o, representando-se o grau de um elemento homogéneo nao
nulo v € R por gr(r).

Por definicio de R, todo o elemento nio nulo v € R escreve-se de forma tnica
como uma soma de elementos homogéneos, r = oTq, cOM T, € Ry, para todo
o, onde T, é nao nulo para um nidmero finito de ¢ em G. Cada elemento ndo
nulo r» na decomposigio de r designa-se por componente homogénea de r.
Por analogia, chamamos a cada um dos subgrupos aditivos Ry de R, onde t € G,
componente homogénea de R.

Dado um elemento ndo nulo r € R, designamos por suporte de r e representa-
mos por sup(r) o conjunto

{g € G : existe uma componente homogénea de r de grau g}.

Definigao 4.1.2 Seja R = ®geq R, um anel graduado do tipo G. A graduagao
de R ¢ a decomposicdo em grupos Abelianos de R = @g4ea Ry tal que RyRy, © Rgn,
para todos g, h € G.

Assumiremos sempre, ao longo deste Capitulo, que R representa um anel
graduado do tipo G.

Dado um anel graduado R do tipo G representaremos por Iy, com g € G, as
componentes homogéneas de R correspondentes a graduacao do tipo G definida
em K.

Dados um anel arbitrario K e um grupo arbitrario G, é sempre possivel definir
uma graduacao do tipo G’ em R - a graduagao trivial.

Definicao 4.1.3 Sejam R um anel arbitrdrio e G um grupo arbitrdrio. Consi-
deremos R, = R e Ry = 0, para todo t € G\{e}, onde e é o elemento neutro de
G. A graduagdo assim definida designa-se por graduacao trivial.
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Em seguida apresentaremos alguns exemplos de anéis graduados que conside-
ramos relevantes. Oportunamente serdo introduzidos outros exemplos.

Comegamos por verificar que é sempre possivel definir em M, (F), o anel das
matrizes quadradas n x n com entradas num anel F, uma graduagéo do tipo Z.

Exemplo 4.1.4 Sejam F' um anel, n um nimero natural diferente de 1 e R =
M,(F). E posstvel definir uma graduacdo ndo trivial do tipo Z em R do sequinte
modo: designamos por e;; o maltriz que tem todas as entradas nulas excepto a
entrada (i,7), que é igual a 1, consideramos t € 7 e:

By=Y,~ Feyy, e DSt En
Ro=Y"1Fey, e —n$t50
R, =0, se |t‘2n

Assim, temos, por exemplo,

F 0 0 0 0o F .. 0
0 F 0 0 00 F ... 0
Ro=| : + .+ ¢ |, B=| 1+ + t . i |-
o 0 ... F 0 oo o0 .. F
o 0 .. 0 F 0o 0 0 .. 0

Consequentemente, R = @zl € RgRy = Ry Ry = Ry, para todo t € Z. Con-
sideremos t,s € Zt e duas matrizes: M; € R\{0} e M, € R\{0}. Se M =
MM, = 0, entdo M € Ry, Suponhamos que M # 0 e consideremos uma en-
trada nao nula - x - de M. Logo, existern uma entrada nao nula em My - ;44
e uma entrada nao nula em My - a; s taiS que G; 4405545 = T, com i+t = j.
Consequentemente, © = 7 — t, o que nos leva a concluir que x corresponde a
entrada (1,1 + (t + s)) da matriz M, onde | = j —t. Concluimos, assim, que
M € Ry.;. Consequentemente, RiR; C Ryis. Analogamente provamos que, se
t,seZ~, RiRs C Ryys.

Consideremos agora t,s € Z de tal forma que t < 0 e s > 0 e suponhamos que
R.R, # 0. Sejam M, € R; e M, € R, duas malrizes cujo produto é nio nulo e
consideremos uma entrada nao nula a’ da matriz M = M;M,. Entdo, existe uma
entrada nao nula em M, - a;y; e uma entrada nao nula em M - a; ;s tal que
a' = @iqf¢i0iits, logo, o' corresponde a entrada (i + lt|,i+ s) da matriz M.
Suponhamos que |t| > s, entdo, a' corresponde & entrada

((t+8) + (|t — 8),i+s)
da matriz M. Analogamente, se |t| < s, a' corresponde @ entrada

(i + ], o+ [¢] + (s = [2])
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da matriz M, o que nos leva a concluir que M € R, ;. Consequentemente, RiR; C
Ry, s, para todos t,s € Z tais quet <0 e s > 0.

Analogamente, set > 0 e s <0, provamos que R Rs C Ry, logo, o anel R é um
anel graduado do tipo Z com graduacao nao trivial, como desejdvamos provar.

Exemplo 4.1.5 Sejam R um anel, ¢ um endomorfismo de R e consideremos o
anel S = R[z; ¢]. Definimos S; = {ax’ : a € R}, para todo i € Z§, e S; = 0, para
todo i € Z~. Uma vez que, para todo i € Z, S; é um grupo aditivo, S = @;cz5:
e S;S; C Siyj, para todos i,j € Z, entio é possivel definir em S uma graduagao
nao trivial do tipo 7.

Exemplo 4.1.6 Sejam R um anel, ¢ um automorfismo de R e S = Rz, z7; ¢).
Definimos S; = {az" : a € R}, para todo t € Z. Uma vez que, para todo i € Z,
S; é um grupo aditivo, S = @;ezS; € 5:5; C Siyj, para todos 1,7 € Z, € possivel
definir em S uma graduagdo ndo trivial do tipo Z.

Exemplo 4.1.7 Dados um grupo G e wm anel R arbitrdrios, um exemplo de
um anel graduado do tipo G que possui uma graduacao nao trivial é o anel de
grupo RG. Com efeito, se considerarmos os subgrupos aditivos de RG da forma
R, = Rg, para todo g € G, concluimos que RG = @©yecRy € RyRy C Ry, para
todos g, h € G. Assim, RG é anel graduado do tipo G.

Exemplo 4.1.8 Seja R um anel graduado do tipo G. Podemos definir uma gra-
duacdo do tipo G em R°?, considerando (RF): = Ry—1, para todo t € G.

E, por vezes, possivel reduzir o estudo de certas propriedades de um anel
graduado R do tipo GG, onde G é um grupo arbitrario, ao estudo de propriedades
apresentadas pela componente homogénea de I - R., onde e é o elemento neutro
de G. Uma propriedade a salientar sobre R, ¢ o facto de R, ser um subanel de

R.

Proposicao 4.1.9 Se R é um anel graduado do tipo G, entao R, é um subanel
de R.

Demonstragao. Dado um anel graduado R do tipo G, por definicao, R,
& um grupo aditivo Abeliano. Como R.R. C R., concluimos que R, é fechado
para o produto. Para provarmos que R. é um subanel de R &, pois, suficiente
demonstrar que 1 € R,.

Sejam 74, ..., 7, as componentes homogéneas de 1, elemento identidade de R.
Consideremos r; € h(R)\{0}, entdo, 1y = ryr1 +...+ 1,7, Como os elementos nao
nulos da forma 7,71, ..., 747y, sao elementos homogéneos com graus distintos, existe
uma componente homogénea r; de 1 tal que r; € Re e nyry = 7. Concluimos,
assim, que r,r; = T, para todo r, € h(R). Portanto, rr; = r, para todo r € R.
Analogamente provamos que r = r;7, para todo r € R, o que nos leva a concluir
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que r; = 1 e que 1 € R,.. Estéo, pois, reunidas as condi¢oes que nos permitem
garantir que I, é um subanel de R. ®

O subanel R, de um anel graduado R do tipo G & designado por anel base
de R.

Seja R um anel graduado do tipo G. Se considerarmos um grupo H e um
monomorfismo de grupos 6 : H — G, podemos, a partir de R e de §, construir
um anel graduado do tipo H do seguinte modo:

R = @,y (RY),, onde (RT), = Ro(sy, para todo g € H.

Neste trabalho, e se nada for dito em contrédrio, sempre que tivermos um anel
graduado R do tipo G e um subgrupo H de &, consideramos RY = @®pep Ry

Por outro lado, se R for um anel graduado do tipo G e 7 : G — H for
um epimorfismo de grupos, podemos definir uma graduagao em R do tipo H,
considerando

R =®pcuShe S, = @tgﬂ—l(h)Rt, para todo h € H.

Representaremos por Ry o anel R com a graduagao do tipo H assim definida. As-
sim, se, por exemplo, considerarmos um anel graduado I do tipo G' e tomarmos
um subgrupo normal H de G, se considerarmos o grupo G/H (com a operacao
induzida pela operacio de () e o epimorfismo canénico 7 : ¢ — G/H, utili-
zando o processo indicado, podemos definir em R uma graduagao do tipo G/H.
Designaremos o anel R com tal graduagao por Re -

Introduzimos agora o conceito de médulo graduado sobre um anel graduado.

Definicao 4.1.10 Sejam R um anel graduado do tipo G e M um R-mddulo a
direita. Dizemos que M é um R-mddulo graduado se existir uma familia de
subgrupos aditivos X = {My : t € G} de M tal que M = QM e MyR; C M,
para todos s,t € G. Os subgrupos aditivos da forma My, com t € G, designam-
se por componentes homogéneas de M.Os elementos de h(M) = UyeaM,
designam-se por elementos homogéneos de M.

Dados o € G e um elemento m, € M;\{0}, dizemos que este é homogéneo de
grau o e representamos o grau de mg por gr(ms). Todo o elemento nio nulo
m € M escreve-se de forma unica como soma de elementos homogéneos - m =
Y oeq Me, onde my é nao nulo para um ndmero finito de o em G. Cada elemento
nao nulo m, na decomposicio de m designa-se por componente homogénea
de m.

De forma andloga, definimos um R-mddulo & esquerda graduado.

Em seguida introduzimos a definigdo de R-submddulo graduado de um R-
maodulo graduado.
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Definicao 4.1.11 Seja R um anel graduado do tipo G. Um R-submddulo N de
um R-mddulo graduado M = ®ycqaM, diz-se um R-submodulo graduado de M
se N = @ieq(N N M;), ou, equivalentemente, se, para todo x € N\{0}, todas as
componentes homogéneas de x em M ainda pertencerem a N.

Dado um anel graduado R do tipo GG, por analogia com o caso nao graduado,
0s R-submddulos graduados de Ry (respectivamente rzR) serdo designados por
ideais direitos (respectivamente esquerdos) graduados. Assim,

Definicao 4.1.12 Dados um anel graduado R do tipo G e um ideal direito I,
dizemos que I é um ideal direito graduado (ou homogéneo) se I for um
R-submddulo graduado de Rp. De modo andlogo, definimos ideal esquerdo
graduado (ou homogéneo). Um ideal de um anel graduado R é graduado se
for simultaneamente um ideal direito graduado e um ideal esquerdo graduado.

Se I for um ideal direito (ou esquerdo) graduado de um anel graduado R do
tipo G, entéo I = @eqly, onde (1) so as componentes homogéneas de 1.

Dados um anel graduado R do tipo G e um ideal préprio graduado I de R,
é possivel definir uma graduagio do tipo G no anel R/I de tal forma que, se
r € R\I for um elemento homogéneo de grau ¢, entéo, 4+ I ainda é um elemento
homogéneo de grau t de R/I.

Observagao 4.1.13 Sejam R um anel graduado do tipo G e I um ideal proprio
graduado de R; entdo, se definirmos (R/I), = (Ry+1)/I, para todo t € G, temos:
a) R/I = @ec(R/1):,

b) (R/I)(R/I)s C (R/I)is, para todos t,s € G,

logo, o anel R/I é um anel graduado do tipo G. Qbserve-se, ainda, que o epi-
morfismo canénico w: R — R/I transforma elementos homogéneos de R
de grau t em elementos de (R/I);, para todo t € G.

Em seguida apresentamos alguns resultados elementares sobre médulos gra-
duados.

Lema 4.1.14 Sejam R wm anel graduado do tipo G, M um R-mddulo gradua-
do e X um subconjunto de M tal que, para todo x € X\{0}, as componentes
homogéneas de x ainda pertencemn a X; entdo o R-submddulo de M gerado por
X é um R-submddulo graduado de M. Em particular, se m € h(M), mR é um
R-submddulo graduado de M.

Demonstragao. Seja m um elemento nao nulo do R-submédulo N de M
gerado por X; entdo m = myry + ... + m,r,, para alguns my,...,m, € X\{0},
1, ., Tn € R\{0}.

Por definigdo de X, todas as componentes homogéneas de my, ..., m, ainda
pertencem a X. Sejam myy, ..., My, as componentes homogéneas de my, ..., my1,
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<oy Ty, @8 componentes homogéneas de my,, 711, ..., Tk, as componentes homogé-
neas de 7y, ..., Tu1, ..., 'nk, a5 componentes homogéneas de r,,. Como my,ry, € N,
para todo 1 < 1, 7,t, s < n, concluimos que todas as componentes homogéneas de
m pertencem a N, logo, N é um R-submddulo graduado de M. =

Lema 4.1.15 Sejam R um anel graduado do tipo G, M um R-mddulo gradua-
do e X um subconjunto de M tal que, para todo x € X\{0}, as componentes
homogéneas de x ainda pertencem a X; entao ranng(X) é um ideal direito gra-
duado de R. Em particular, ranng(z) é um ideal direito graduado de R, para
todo o elemento homogéneo = de M.

Demonstragao. Se ranng(X) =0 ou X =0, o resultado ¢ trivial.

Suponhamos que ranngz(X) # 0 e X # 0, consideremos r € ranng(X)\{0},
z € X\{0} e designemos por z, ..., ; as componentes homogéneas de x. Uma
vez que xy,...,2; € X e r € ranng(X), temos que z;r = 0, para todo 1 <14 < .
Designemos por 7y, ..., 1y, as componentes homogéneas de r; como z;7 = 0, entéo
Try = ... = 1y = 0, isto €,

T1y oy T € TanRR(T1).
Analogamente, concluimos que
71y, Tn € ranng(z;), para todo 2 < ¢ < |{;
logo,
T1, oy Tn € Tannpg(z).

Uma vez que, paratodoz € X, ry,...,r, € ranng(z), entdo ry, ..., € ranng(X).
Provamos assim que, para todo r € ranng(X)\{0}, as componentes homogénecas
de r ainda pertencem a ranng(X); logo, ranng(X) é um ideal direito graduado
de R, como desejdvamos provar. M

Lema 4.1.16 Sejam R um anel graduado do tipo G, M um R-médulo graduado
e F'= (M,)icx uma familia de R-submddulos graduados de M; entdo MicxM; e
Y e M; sdo R-submddulos graduados de M.

Demonstracao. Se Ny M; = 0, entao N = MiexgM; é um R-submddulo
graduado de M. Caso contrério, consideremos m € N\{0}. Uma vez que, para
todo 1 € K, M; € um R-submoddulo graduado de M todas as componentes ho-
mogéneas de m pertencem a M;, para todo ¢ € K, logo, todas as componentes
homogéneas de m pertencem a N, pelo que N é um R-submédulo graduado de
M.
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Seja L = 3. x M;. Consideremos, agora, m € L tal que m #+ 0, logo, m =
M, + ... -+ My, , para alguns myg, € M \{0}, ..., my, € M \{0}, com ky,..., k,, €
K. Como todas as componentes homogéneas de my, pertencem a My, ..., todas
as componentes homogéneas de my,, pertencem a My, , concluimos que todas as
componentes homogénecas de my,, ..., my, pertencem a L. Consequentemente,
todas as componentes homogéneas de m pertencem a L e L € um R-submddulo
graduado de M, como desejdvamos provar.

A demonstracao do Lema que se segue é consequéncia das defini¢oes de ideal
graduado e ideal direito (ou esquerdo) graduado.

Lema 4.1.17 Sejam R um anel graduado do tipo G' e I um ideal bilateral de R
tal que I é um ideal direito (ou esquerdo) graduado; entdo I é um ideal graduado
de R.

Lema 4.1.18 Sejam R um anel graduado do tipo G e J um ideal direito gra-
duado; entdo J* é um ideal direito graduado de R, para todo o nimero natural

k.

Demonstragao. Sejam ji,...,Jx € J. Como J é um ideal direito graduado,
todas as componentes homogéneas de 7y, ..., Jr pertencem a J.

Designemos as componentes homogéneas de j; por ji, ..., Jin,, Para todo
i € {1,..., k}. Consequentemente, jii,...Jri, € J, para todo i1 € {1,...,m1}, -y
para todo i, € {1,...,n4}, 0 que nos leva a concluir que todas as componentes
homogéneas de j;...jx pertencem a J*. Logo, J* é um ideal direito graduado de

R m

Ao estudarmos certas propriedades de um anel graduado R do tipo G (res-
pectivamente R-médulo graduado M) interessar-nos-& apenas considerar o que
se passa com ideais graduados de R (respectivamente R-submddulos graduados
de M). Assim, diremos que um anel graduado I@ (respectivamente R-mddulo
graduado M) satisfaz a propriedade gr — P quando uma dada propriedade I &
valida para ideais graduados de R (respectivamente R-submédulos graduados de
M).

Com base no que foi dito anteriormente, um ideal direito préprio graduado
I de um anel graduado R do tipo G diz-se gr-maximal se o unico ideal direito
graduado que contém estritamente / ¢ o préprio R. Um ideal direito graduado
nao nulo / de um anel graduado R do tipo G diz-se gr-minimal se o tnico ideal
direito graduado que estd estritamente contido em I ¢ o préprio ideal 0.

Ao longo deste capitulo serd apresentada a “versao graduada” de algumas
defini¢des j4 introduzidas para anéis/médulos.
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4.2 Submddulos gr-essenciais

Analogamente ao que fizemos para a classe de R-mddulos, podemos agora, na
classe dos mdédulos graduados sobre anéis graduados, definir submdédulos gr-
essenciais.

Definigao 4.2.1 Seja R um anel graduado do tipo G. Um R-submddulo gradua-
do N de um R-mddulo graduado M diz-se gr-essencial e escreve-se N <, M,
se N NN +#0, qualquer que seja o R-submédulo graduado nao nulo N' de M.
Neste caso, dizemos que M é uma extensao gr-essencial de N.

Uma propriedade fulcral ligada aos R-submdédulos graduados de um R-mddulo
graduado M é o facto de um R-submdédulo graduado N de M ser gr-essencial se
e s6 se N for um R-submdédulo essencial de M.

Proposicao 4.2.2 Sejam R um anel graduado do tipo G, M wm R-mddulo gra-
duado e M' um R-submddulo graduado de M ; entdo as seguintes afirmagdes sao
equivalentes:

L. M Sg'r'—e M:
2. para todo m € h(M)\{0}, existe r € R tal que mr € M \{0};
3. para todo m € M\{0}, existe r € R tal que mr € M \{0};

4. M <. M.

Demonstragao. Suponhamos que M <, . M e consideremos m € h(M)\{0};
entdo, como pelo Lema 4.1.14, mR é um R-submédulo graduado néo nulo de M,
concluimos que mRNM' # 0, isto é, existe r € R tal que mr € M"\{0}. Portanto,

a condigao 1) implica a condigdo 2).

Provemos, agora, que a condigao 2) implica a condi¢do 3). Suponhamos que a
condicéo 2) é valida, consideremos m € M\{0} e my, ..., m, as suas componentes
homogéneas. Por 2), podemos considerar 7 € R tal que mr} € M'\{0}. Como
M’ é um R-submédulo graduado de M, existe, em particular, uma componente
homogénea r; de ] tal que

mir € Ml\{O}

Scja, agora, ¢ o menor dos elementos de {2,...,n} tal que myr; # 0. Uma vez
que m;r; € h(M)\{0}, tal como anteriormente, conclufmos que existe r; € h(R)
de tal modo que m;riry € M'\{0}. Repetindo o processo k vezes (com k < n),
determinamos s = 7y...7% tal que ms € M \{0}. Consequentemente, a condigao
3) é valida.

Verificdmos ja que a condigdo 3) implica a condigio 4).
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Pelas definigoes de submddulo gr-essencial e de submédulo essencial, conclui-
mos que a condicao 4) implica a condigdo 1).

Podemos, agora, enunciar uma Proposi¢ao andloga a Proposicao 1.5.1 e ao
Coroldrio 1.5.2 cuja demonstragao é omitida em virtude da Proposicao 4.2.2.

Proposigao 4.2.3 Seja R um anel graduado do tipo G; entdo:

a) Se C é um R-mddulo graduado, B é um R-submddulo graduado de C e A
é um R-submddulo graduado de B, entdo, A <g4_. C se e sd se A <4 B e
B Sgrfe C.

b) Sejam X, Xs, Y1, Ya R-submddulos graduados de um R-médulo graduado C.
Se Xl Sgr—e Yl (& X? ggrfe YVQ; entao Xl A X2 gg‘r-e }fl N }/2

c) Ser € h(R) eI éum ideal direito graduado gr-essencial de I, entao

J={mweR:rtel} Su s Br

Enunciaremos ¢ demonstraremos um resultado andlogo ao apresentado na
Proposicao 1.5.6. Para tal, necessitaremos de introduzir novas definigoes e resul-
tados.

Definicao 4.2.4 Um anel graduado R do tipo G diz-se gr-semuisimples se exis-
tirem ideais direitos graduados gr-minimais Li,...,Ly, tais que R = Ly @ ... ® Ly,

Definigao 4.2.5 Um anel graduado R do tipo G diz-se gr-simples se nao pos-
suir 1deais graduados proprios nao nulos.

Definicao 4.2.6 Seja R um anel graduado do tipo G. Um R-mddulo (o direita ou
a esquerda) graduado ndo nulo M diz-se gr-simples se ndo possuir R-submddulos
graduados proprios nao nulos.

Proposigao 4.2.7 Um anel graduado R do tipo G é gr-semisimples se e sd se,
para todo o ideal direito graduado I de R, existir um ideal direito graduado J de
Rtalqgue R=1® J.

Demonstragao. Suponhamos que R é anel gr-semisimples, entdo R = L; ®
... ® L, para alguns ideais direitos graduados gr-minimais L, ..., L, de R. Seja
I um ideal direito graduado de R e consideremos a familia

T = {X : X ¢ um ideal direito graduado de R tal que X NI = 0}

ordenada pela relacao inclusao. Como 0 € T e todas as cadeias ascendentes
de elementos de 1" tém majorante em 7', podemos aplicar o Lema de Zorn e
afirmar que existe um elemento maximal de 7" - X. Suponhamos, agora, que
I & X # R, entdo, existe i € {1,...,n} tal que L, £ I & X. Como L; é um ideal
direito gr-minimal e, pelo Lema 4.1.16, I & X é um ideal direito graduado de R,
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Lin(I@X)=0ouL;N(I®X)=L, Ora, como L; £ (I & X), conclufmos que
Lin(I& X)=0,logo, IN(L; & X) =0, o que é absurdo pela escolha de X. O
absurdo resultou de supormos I & X # R, logo, I ® X = R, como desejdvamos
provar.

Reciprocamente, suponhamos que, para todo o ideal direito graduado I de R,
existe um ideal direito graduado J de R tal que R =16 J.

Designemos por B a soma de todos os ideais direitos gr-minimais de R e
observe-se que, pelo Lema 4.1.16, B é um ideal direito graduado de R. Por hipé-
tese, existe um ideal direito graduado C' tal que R = B @ C. Se C # 0, existe
c € (CNh(R))\{0}. Podemos considerar um ideal direito graduado M maxi-
mal entre os ideais direitos graduados de R para a relagio ¢ ¢ M e M C cR.
Por hipétese, existe um ideal direito graduado N tal que R = M @& N, logo,
cR =cRN(M & N). Consequentemente, cR = M @ (cRNN). Pelo Lema 4.1.16,
M’ = ¢cRN N é& um ideal direito graduado de R. Como M é um ideal direito
graduado maximal entre os ideais direitos graduados de I contidos estritamente
em cR e, uma vez que M @& M' = cR, concluimos que M’ é um ideal direito
gr-minimal de R, logo, M' C B. Ora, como M’ C C' e CN B = 0, concluimos que
M'" =0, o que é absurdo, uma vez que M’ é um ideal direito gr-minimal de R. O
absurdo resultou de supormos C' # 0, logo, C =0e R = ), ;- Sk, representando
por (Sk)ker a familia dos ideais direitos gr-minimais de R.

Ora, como 1 = sk, + ...+ s, , para alguns ky, ..., k, € K e s, € S, para todo
i € {1,...,n}, conclufmos que R = @&_,S,, onde Sy, é um ideal direito gr-minimal
de R, para todo ¢ € {1,...,l}. Consequentemente, R & anel gr-semisimples. ®

Coroldrio 4.2.8 Seja R um anel graduado do tipo G gr-semisimples; entao todo
o0 ideal direito graduado nao nulo de R é gerado por um elemento idempotente
homogéneo de grau e.

Demonstragao. Seja / um ideal direito graduado nao nulo de R. Pela
Proposicao 4.2.7, existe um ideal direito graduado J tal que I & J = R. Em
particular, 1 = i + j, para alguns ¢ € I\{0} e j € J. Uma vez que 1 é um ele-
mento homogéneo de grau e, podemos supor que 7 e j sao elementos homogéneos
pertencentes a R.. Logo, I = iR e i ¢ um elemento idempotente. =

Proposicao 4.2.9 Um anel graduado R do tipo G é gr-semisimples se e sé se
R nao contém ideais direitos préprios gr-essenciais.

Demonstragao. Suponhamos que R ¢é anel gr-semisimples, entao, pela Pro-
posi¢ao 4.2.7, todo o ideal direito graduado é parcela directa de R, logo, nio
existem ideais direitos préprios gr-essenciais em R.

Reciprocamente, suponhamos que R nao contém ideais direitos préprios gr-
essenciais. Seja I um ideal direito graduado de R. Podemos escolher um ideal
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direito graduado K maximal entre os ideais direitos graduados de R relativamente
a propriedade I N K = 0, entao,

(I ©® K)R Sgr—e Rpg.

Com efeito, se J & um ideal direito graduado de R tal que (/ ® K)NJ = 0, entao
(J@© K)NI = 0. Ora, como pelo Lema 4.1.16, J & K ¢ um ideal direito graduado
de R, por definicao de K, J = 0. Logo, (I® K)p <gr— Rg. Como R nao contém
ideais direitos proprios gr-essenciais, R = I ® K e, pela Proposigao 4.2.7, R &
anel gr-semisimples. ®

Depois de introduzirmos o conceito de submédulo graduado gr-essencial de
um R-médulo graduado M, estamos em condi¢oes de definir [Z-submddulo gr-
singular de M.

O primeiro passo serd verificar que o R-submédulo singular de um R-mdédulo
graduado M nao é necessariamente um R-submédulo graduado de M, como se
comprova com o seguinte Exemplo:

Exemplo 4.2.10 Consideremos em R = Zy & Zy uma estrutura de anel definida
do sequinte modo:

(a,b) + (/) = (a+a,b+b) e (ab).(a', V) = (ad' + bV, al + a'b).

Se considerarmos Ry = Zo ® 0 ¢ Ry = 0 & Zs, definimos em R wma graduagdo
do tipo (Zy,+). Com efeito, R = Ro ® Ry e, dada a forma como foi definido o
produto, RyRg C Ry, RiRy € Ry, RoRy C Ry e ’1 Ry € Ry, o que nos leva a
afirmar que R é um anel graduado do tipo (Zs,+).

Com vista a descrevermos Z(Rpg) necessitamos de determinar os R-submddulos
essenciais de Rp.

Seja M qualquer R-submddulo de Rp. Se (1,0) € M, entdo, como (1 é a
identidade de R, M = R. Se (0,1) € M, entdo (0,1)(0,1) € M, isto é, (1,0) €
M, logo, M = R. Assim, os tunicos R-submddulos de Rp sio R, {(0,0)} e
X ={(0,0),(1,1)}, o que nos permite concluir que X é um R-submddulo essencial
de RR.

Uma vez que

ranng((1,0)) = ranng((0,1)) = {(0,0)}

ranng((1,1)) = {(a,b) € R: (1,1)(a,b) = (0,0)} = {(a,—a) : a € Zy} = X,

conclutmos que Z(Rgr) = {(0,0),(1,1)}. No entanto, Z(Rg) ndio é um R-
submédulo graduado de Ry, uma vez que as componentes homogéneas de (1,1) -
(1,0) e (0,1) ndo pertencem a Z(Rg).
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Em seguida definiremos R-submédulo gr-singular de um R-médulo graduado
M sobre um anel graduado R do tipo GG. Para tal, para cada o € G, consideremos
o subgrupo aditivo

(Z4M)e = {8 € M vtunne(2s) Siee Br}
Pela Proposigao 4.2.2,
(Z9(M))y = {xs € M, : ranng(z,) <. Rr}.
Definimos

Z29(M) = @ (Z°(M)),.
oeld
Por defini¢ao, Z9(M) é um subgrupo aditivo de M.

Sejam z € Z9(M\{0} e r € R\{0}. Designemos por ry,, ..., 7, a8 compo-
nentes homogéneas de r e por z;,, ..., 25, as componentes homogéneas de z, com
81y vy 8ky 11y ooyt € G. Por definicdo de M, para todo i € {1,...,k}, para todo
i €{1,...,n}, 251, € My,. Por outro lado,

ranng(2:,) = {r € B i ryr € ranng(z,)}

para todo ¢ € {1,...,k}, para todo j € {1,...,n}. Uma vez que z,, € (Z9(M))s,,
para todoi € {1,...,k}, ranng(z,,) <4 Rr, paratodos € {1,...,k}. Ora, como
pela Proposicao 4.2.3,

'J"(I?’L’I'LR(ZSI.T}J.) Sg'rfe RR7

concluimos que 2,7y, € (Z9(M))s,;, para todo ¢ € {1,...,k}, para todo j €
{1,...,n}. Logo,

k n
ZZzS‘.rtj e Z9(M),

i=1 j=1

isto &, zr € Z9(M). Assim, Z9(M) é um R-submdédulo de M que tem a particu-
laridade de todas as componentes homogéneas dos elementos nao nulos de Z9(M)
ainda pertencerem a Z9(M), isto &, Z9(M) & um R-submdédulo graduado de M.

Definicao 4.2.11 Sejam R um anel graduado do tipo G ¢ M um R-mddulo
graduado. O R-submddulo graduado Z9(M) de M é designado por R-submddulo
gr-singular de M.

Definicao 4.2.12 Seja R um anel graduado do tipo G. Afirmamos que um R-
mddulo & direita graduado M é gr-singular se Z9(M) = M e é gr-ndo sin-
gular se Z9(M) = 0. Analogamente, definimos R-mddulo & esquerda graduado
gr-singular e R-mddulo a esquerda graduado gr-nao singular.
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Definicao 4.2.13 Um anel graduado R do tipo G diz-se gr-singular & direita
se Z9(Rp) = R e diz-se gr-nao singular & direita se Z9(Rp) = 0. De forma
andloga, definimos anel graduado gr-singular a esquerda e gr-nao singular
a esquerda.

No Exemplo 4.2.10, temos Z9(Rr) = {(0,0)} e Z(Rg) = {(0,0), (1, 1)}, o que
nos leva a concluir que o R-submddulo singular e o R-submddulo gr-singular de
um R-médulo graduado podem ser diferentes. Conclufmos, ainda, que um anel
graduado pode ser gr-nao singular & direita sem ser nao singular & direita.

4.3 Anéis com graduagao nao degenerada

Frequentemente, quando se estuda um anel graduado R do tipo G, certas proprie-
dades de R sdo deduzidas a partir de propriedades apresentadas pelo anel base
de R - R.. Para deduzir tais propriedades é comum impor-se certas condigoes
sobre o tipo de graduacgéo de R.

Nesta seccio estudaremos anéis graduados que satisfazem uma condigao extra
- a graduaciio é nio degenerada. Estudaremos também um tipo especial de
anéis graduados que possuem graduagio nio degenerada - os anéis fortemente
graduados.

Tal como indicado na Secgdo 4.1, dados um anel graduado R do tipo G e
um ideal direito (ou esquerdo) graduado I de I?, designamos as componentes
homogéneas de I por I;, para todo ¢ € G. Assim, dado um elemento r € h(R),
designamos por (rR), a componente homogénea de grau e do ideal direito gra-
duado 7R e designamos por ([r). a componente homogénea de grau e do ideal
esquerdo graduado Rr. '

Definicao 4.3.1 Seja R um anel graduado do tipo G. Dizemos que R tem gra-
duacdo ndo degenerada a direita se, sempre que (rRt). = 0, entdo r = 0,
para todo v € h(R). Analogamente, dizemos que R tem graduacdao nao dege-
nerada & esquerda se, sempre que (Rr). = 0, entio r = 0, para todo r € h(R).
O anel R tem graduagdo nao degenerada se tiver graduacao nao degenerada a
esquerda e ndao degenerada d direita.

Observe-se que, dado um elemento homogéneo nao nulo r de grau ¢ de um
anel graduado R do tipo G, (rR). = rf-1. Assim,

Observacao 4.3.2 Um anel graduado R do tipo G tem graduacdo nao degene-
rada o direita se e so se, para todo o € G, 1o Ry = 0 implica r, = 0, para todo
re € Ry.

O anel R apresentado no Exemplo 4.1.4 ¢ um exemplo de um anel com gra-
duacdo nao degenerada. Para provarmos tal facto, consideremos um elemento
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homogénco r € R\{0} de grau k tal que —n F k 5 n. Tomemos a matriz trans-
posta de 7 - 8’ e substitua-se cada entrada nao nula da matriz s’ por 1. Designemos
por s a matriz obtida. Entdo, s € R_x e rs # 0, pelo que (rRR)y # 0, o que nos
leva a concluir que (7'R)o = 0 implica r' = 0, para todo o elemento homogéneo
v de Ry, tal que —n § k $ n. Analogamente provamos que (Rir)g = 0 implica
r = 0, para todo o elemento homogéneo r de Ry, tal que —n 5 k £ n. Uma vez
que Ry = 0, para todo o mimero inteiro k tal que |k| > n, concluimos que R tem
graduagao nao degenerada.

Facilmente se verifica que os anéis graduados apresentados no Exemplo 4.1.6
e no Exemplo 4.1.7 sdo anéis com graduagao nao degenerada.

A graduacao nao degenerada & direita de um anel estd relacionada com uma
propriedade introduzida em [28] por Nastasescu e Van Oystaeyen - a propriedade
E. Assim, dizemos que um anel graduado 12 do tipo G satisfaz a propriedade
E, se todo o ideal direito graduado nao nulo de R intersecta R, ndo trivialmente.

Proposigao 4.3.3 Seja R um anel graduado do tipo G. O anel R tem graduagdo
ndo degenerada a direita (respectivamente & esquerda) se e s6 se todo o ideal direi-
to ( respectivamente esquerdo) graduado nao nulo intersecta R, nao trivialmente,
isto é, R satisfaz a propriedade E.

Demonstragao. Suponhamos que todo o ideal direito graduado nao nulo de
R intersecta R, nao trivialmente. Consideremos o € G e r, € R;\{0}, entdo r,R
& um ideal direito graduado nao nulo de i e

() 2 ¥l 1) Ha= Fxlls—is

Consequentemente, pela Observagao 4.3.2, R tem graduacao nao degenerada a
direita.

Suponhamos, agora, que R tem graduagdo nao degenerada a direita e seja [
um ideal direito graduado nao nulo de R. Consideremos um elemento homogé-
neo nao nulo 4 pertencente a I e designemos o grau de ¢ por o. Por hipétese,
existe r,-1 € R,-1 tal que ir,-1 # 0; logo, como [ é ideal direito, ir,-1 € I,
consequentemente, I N R, # 0, como desejavamos provar. ®

No caso particular de o subanel R, de um anel graduado R do tipo G ser
semiprimo, as definicdes de anel com graduacao nao degenerada a direita e anel
com graduagio nao degenerada & esquerda sao equivalentes. Assim,

Proposicao 4.3.4 Seja R um anel graduado do tipo G tal que R, é anel se-
miprimo. Entdo, R tem graduacdo ndo degenerada & direita se e sd se R tem
graduacdo nao degenerada ¢ esquerda.

Demonstragao. Suponhamos que R tem graduagao nao degenerada a direita
e que existe r € h(R)\{0} de grau o tal que (Rr). = 0, logo, R,—1r = 0. Conse-
quentemente, (rR,-1)* = 0 e, como rR,-: é um ideal direito do anel semiprimo
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R., rR,-1 = 0. Como, por hipétese, R tem graduacao nao degenerada a direita,
r =0, o que é absurdo. Provamos, assim, que R tem graduagao nao degenerada
a esquerda. Analogamente provamos que se R tem graduagao nao degenerada a
esquerda, entdo R tem graduacgao nao degenerada a direita. m

Em seguida introduziremos algumas definicoes - “anel gr-semiprimo” e “anel
gr-primo” - e verificaremos que, se R ¢ um anel graduado do tipo G, gr-semiprimo
com suporte finito, entao R tem graduacao nao degenerada e o anel base R, é
semiprimo.

Definicao 4.3.5 Um anel graduado R do tipo G diz-se gr-primo se, dados dois
ideais graduados A, B de R tais que AB =0, se tem A =0 ou B = 0.

Definigao 4.3.6 Um anel graduado R do tipo G diz-se gr-semiprimo se nao
contém ideais graduados nilpotentes nao nulos.

Observe-se que um anel graduado R ¢ gr-semiprimo se e s6 se I nao contém
ideais direitos (ou esquerdos) graduados nilpotentes nao nulos. O anel R é gr-
primo se e s6 se, dados dois ideais direitos (ou esquerdos) graduados A, B de R
tais que AB=0,setem A =00u B=0.

Com vista a demonstrar o resultado pretendido, introduzimos um resultado
acerca de grupos.

Lema 4.3.7 Sejam G um grupo, n e d nimeros naturais e Ay, ..., Apg uma sequén-
cia de elementos de G nao necessariamente distintos. Designemos os produtos da
forma H;Zl A; por oy, para todo 1 < i < nd. Suponhamos que existe um subcon-
qunto X de G tal quee € X, #(X) =n ea; € X, para todo i tal gue 1 <1 < nd.
Entao, existem

G0, 715 - Ja € {0,1,...,nd}

tais que 0 < jo <1 < ... < jJa <nd e:

€ = )\j0+1)‘jo+2---Aj1 = /\j1+1-~-Aj2 =..= /\jd_1+1...Ajd

Demonstragao. Suponhamos que existem j,...,7q¢ € {1,...,nd} tais que
l€h € iisnde

ﬁ/\i:...zﬂ)\ize.
i=1

Entao,

€= )\1...Aj1 = Aj1+1...)\j2 = . = )\jd—1+1"')\jd'
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Fazendo jy = 0, concluimos que o lema é valido. _
Suponhamos agora que ndo existem d produtos da forma H;=1 Aj, com ¢ €
{1,...,nd}, iguais a e, entdo, existem pelo menos d + 1 produtos da forma a;, =
“};f:l A, com ¢ € {0,...,d}, onde

1Sj0<j1<...<jd§ﬂd
que sdo iguais a um dado elemento a € X. Ora, aj, = «a,, implica
Ay = /\1-")\3'0 = Al"'/\jo)\ju-kl---)‘ﬁ = Q.

Portanto, Aj i1..A5 = €.

Repetindo o processo d vezes determinamos d produtos da forma Aj; 1.4, ,,
com 0 < [ < d— 1, iguais a e. Provamos, assim, que existem jg,...,J5q €
{0,1,..,nd} taisque 0 < jo<f1 < ..<ja<nde

Gi= /\j0+1/\jo+2"')‘j1 = /\j1-|-1---Aj2 = g Aj‘d

Proposicao 4.3.8 Seja R um anel graduado do tipo G tal que o suporte de R
tem cardinalidade finita. Seja n = #sup(R). Tem-se que:

1) se A é um ideal direito graduado de R tal que A, =0, A" = 0;

2) se A é um ideal direito de R. tal que A* =0, para algum nidmero natural d,
entdo (AR)™ = 0;

3) se R é anel gr-semiprimo, R, é anel semiprimo e & tem graduagdo ndo dege-
nerada.

Demonstragao. 1) Como A é ideal direito graduado,
A= 3" Ay A
Al,---,)‘nEG

Para provarmos a alinea é, pois, suficiente provar que A,,...A,, = 0, para qual-
quer sequéncia de elementos A, ...,A, € G. Tal facto é verdade no caso de
Ap...A\; € sup(R), para algum i € {1,...,n}.

Seja Ay, ..., A, uma sequéncia de elementos de G e suponhamos que

[T € sup(R),
j=1

para todo 1 < ¢ < n. Como e € sup(R) e sup(R) tem n elementos, podemos
aplicar o Lema 4.3.7 no caso d = 1 e afirmar que existem jp,j1 € Ny tais que
0< jo < 1 £ ne Ajg+1:-:44; = e Logo,

Af\j0+1'“A)\j1 g Ae = 0;
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portanto, A, ...A, =0, 0 que nos leva a concluir que A™ = 0.

2) Suponhamos que A é um ideal direito de R, tal que A? = 0, para algum mi-
mero natural d, ¢ consideremos It/ = AR. Entao, R’ & um ideal direito graduado
de Rcom (R').=Ae

(ARM= Y BB,

tls"'rtndGG

Seja t,...,tyq uma sequéncia de elementos de G. Se [[i_,tx ¢ sup(R), para

algum 1 < 5 < nd, entao Ril...Rind = (). Caso contrério, podemos aplicar o Lema

4.3.7 e afirmar que existem jy, ..., jq € {0, ...,nd} tais que
0<jhh<n<...<jg<nd

e existem d produtos da forma Y; = gi tr, com 1 < 1 < d, iguais a e.

k=j¢;—1)+1
Assim,

R »R, = By.By (B B )R, B )Ry )Ry,
& B AR, =0

Consequentemente (AR)™ = 0, como desejdvamos provar.

3) Suponhamos que R é anel gr-semiprimo e que existe um ideal direito A de
R. e um nimero natural d tal que A4 = 0, entéo, pela alfnea 2), (AR)™ = 0.
Como R é anel gr-semiprimo, AR = 0, o que implica A = 0. Assim, R, ¢ anel
semiprimo.

Da alinea 1), concluimos que R tem graduacao nao degenerada a direita. Com
efeito, se r é elemento homogéneo de R tal que (rR). = 0, entdo (rR)" = 0 e,
pelo facto de R ser anel gr-semiprimo, It = 0, logo, r = 0. Provamos, assim,
que R tem graduacao nao degenerada & direita. Como R, € anel semiprimo, pela
Proposicao 4.3.4, concluimos que R tem graduagao nao degenerada a esquerda.
]

Na Proposicao anterior provamos que, se considerarmos um anel graduado
R do tipo G cujo suporte é finito, entao, se R for anel gr-semiprimo, R, € anel
semiprimo e R tem graduagao nao degenerada. A reciproca é também verdadeira.

Proposicao 4.3.9 Seja R um anel graduado do tipo G com graduagdo ndao de-
generada tal que R. é anel semiprimo; entao R é anel gr-semiprimo.

Demonstragio. Seja / um ideal graduado de R tal que I* = 0, para algum
ndmero natural k. Em particular, (I N R.)* = 0. Como R, é anel semiprimo,
I N R, = 0. Pela Proposicao 4.3.3, concluimos que [ = 0, logo, i é um anel
gr-semiprimo, como desejdvamos provar. W

Em seguida provaremos que os anéis graduados com graduacgao nao degene-
rada que tém suporte finito e anel base semisimples sao Artinianos. Para tal,
atendamos ao seguinte Lema:
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Lema 4.3.10 Sejam R um anel graduado do tipo G com graduacdo ndio de-
generada e v € R um elemento homogéneo;, entio, ranng(r) = 0 se e s6 se
ranng, (r) =0 e lanng(r) =0 se e sd se lanng,(r) = 0.

Demonstragdo. Sejam R um anel graduado do tipo G com graduagao
nao degenerada e r um elemento homogéneo de R. Se ranng(r) = 0, temos
ranng,(r) = 0. Por outro lado, suponhamos que ranng,(r) = 0 e que existe
s € ranng(r)\{0}. Entdo, rs; = 0, para qualquer componente homogénea s; de
s. Ora, pelo facto de R ter graduagio nao degenerada, existe a;-1 € R;-1 tal que
siap-1 € RA\{0}, logo,

siap-1 € ranng, (r)\{0},

o que é absurdo. Provamos, assim, que ranng,(r) = 0 se e s6 se ranng(r) = 0.
Analogamente provamos que lanng, (r) = 0 s¢ ¢ 86 se lanng(r) =0. =

Teorema 4.3.11 [Cohen, Rowen] [9]Seja R um anel graduado do tipo G com
graduacdo nao degenerada tal que R, é anel semisimples. Entao:

1) para todo t € sup(R), R; é finitamente gerado como R.-mddulo a direita e a
esquerda;

2) se sup(R) for finito, entdo R é simultaneamente um anel Artiniano a direita
e @ esquerda.

Demonstragao. Seja R um anel graduado do tipo G nas condigdes enuncia-
das no teorema.

Pelo Lema 1.2.12, 1 é igual a4 soma de k elementos idempotentes - ey, ..., e, €
R, tais que e;e; = 0, para todos ¢,j € {1,...,k}, com i # j, e ¢;Rce; € anel de
divisao, para todo j € {1,...,k}. Consequentemente, dado t € G,

k
Ri=1R.l1=(er+..+e)Riler+..+e)= Z e; Rie;.

1,5=1

1) Comecemos por mostrar que, para todos 1 < 4,5 < k e, para todo t € G,
existe y € R; tal que ¢;Rie; = ye;Ree;.

Sejam i,7 € {1,...,k}. Suponhamos que e;R;e; # 0. Uma vez que R tem
graduacao nao degenerada e

e;Hye; © R PR, € I,

podemos concluir que e;Rie;Ri-1 # 0. Por outro lado, como R, é anel semisim-
ples, R, é anel semiprimo, logo,

(etheiRt-l)g 7& 0,
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0 que nos leva a concluir que e;Re;Ri-1e; # 0. Seja zy-1 € e;ft-1e; tal que
A = ejRyzy-1 # 0; entdo A & um ideal esquerdo nao nulo do anel de divisao
e; R.e;, portanto,

A =65 Rypi-1 = ey R0;.
Assim, existe y € e; Ry tal que e; = (e;)° = yz,-1. Portanto,
ye;Ree; C ejRie; = yr-1Re; C ye Reey,
logo,

ethei = yeillee; C ylie.

Consequentemente, R, = Zf::l ynR., para alguns yy, ..., yx2 € R;. Portanto, R, é
um R.-médulo a direita finitamente gerado. Analogamente, provamos que [y €
um R.-moédulo a esquerda finitamente gerado.

2) Seja R, uma componente homogénea nao nula de R.

Como R, é anel Artiniano e, pela alinea 1), R; é um R.-médulo a direita
finitamente gerado, entdo R; é um R.-médulo a direita Artiniano. Consequen-
temente, como R = @equp(r)Re, B ¢ uma soma directa finita de Re-médulos a
direita Artinianos, logo, R ¢ um R.-mdédulo & direita Artiniano. Uma vez que R,
é um subanel de R, R é anel Artinano a direita. Analogamente provamos que R
& anel Artiniano a esquerda, como desejdvamos demonstrar. m

Em seguida relacionaremos o facto de um anel graduado /2 do tipo G ser
um dominio com o facto da sua componente homogénea de grau e - R, ser um
domfnio. E imediato que, se R é um dominio, R, também o é. Provaremos que,
no caso de R ter graduagao nao degenerada, G ser um grupo policiclico-infinito
¢ R, ser um dominio, R ainda ¢ dominio.

Lema 4.3.12 Seja R um anel graduado do tipo G com graduagdo nao degenerada

-

tal que R, ¢ anel primo; entdo sup(R) é um subgrupo de G.

Demonstragao. Seja G' = sup(R). Como 1 € R, e € G'.

Por outro lado, se t € G’, existe rp € R:\{0}. Como R tem graduagao néo
degenerada & direita, 7 R;-1 # 0, logo, R;-1 # 0, o que nos permite concluir que
tle@.

Para provarmos que G’ é grupo basta verificar que, se t, s € G', entédo ts € G'.
Com vista a um absurdo, suponhamos que existem t,s € G tais que R;Rs = 0.
Logo,

(Ri-1By)(RyRy—1) = 0.
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Uma vez que R, é anel primo e R;-1 Ry, R R—1 sdo ideais de R,, entao R-1 1% = 0
ou R,R,1+ = 0, o que contraria o facto de R ter graduagdo ndo degenerada.
Provamos, assim, que

0# RyRs © Ry,

logo, ts € G'. Estao, pois, reunidas as condigbes necessérias para afirmar que G’
& um grupo, como desejdvamos provar. W

Lema 4.3.13 Seja R wm anel graduado do tipo G com graduagdo nao degenerada
tal que R. é dominio e sup(R) ~ Z; entdo R é dominio.

Demonstracao. Identifiquemos sup(R) com Z. Com vista a um absurdo,
suponhamos que existem a,b € R\{0} tais que ab = 0. Consideremos as com-
ponentes homogéneas de maior grau de, respectivamente, a e b - a; e by, logo,
a,bs = 0. Pelo facto de R ter graduagio ndo degenerada, existem o', b’ € R tais
que a'a; € R\{0} e bt/ € RA\{0}. Como (aa¢)(bt') = 0 e R, &, por hipétese,
um dominio, a’a; = 0 ou b,b' = 0 - 0 que é absurdo. Provamos, assim, que R ¢é
um dominio. W

Coroldrio 4.3.14 Seja R um anel graduado do tipo G tal que R tem graduacao
ndo degenerada, R. é dominio e G é um grupo policiclico-infinito; entao R é
dominio.

Demonstragido. Seja R; um anel graduado do tipo G' tal que R, tem
graduacéo nio degenerada, (I;). ¢ domino e G* é um grupo policiclico-infinito.
Como (R;). é dominio, (R;). ¢ anel primo, entdo, pelo Lema 4.3.12, G* = sup(R,)
& um subgrupo de G*. Logo, pela Proposicio 1.11.3, G? & um grupo policiclico-
infinito, o que nos leva a concluir que G* possui uma série subnormal

{e}=G¢<4.. 4G =G,

onde G?/G? | é um grupo ciclico infinito, para todo i € {2,...,n}.

A demonstracgao é feita por indu¢do no comprimento da série subnormal do
suporte do anel graduado considerado.

Sen =1, entdo Ry = (Ry)e., logo, R; é dominio.

Seja m > 1 e suponhamos que, para todo o anel graduado R do tipo G3
tal que R, tem graduacdo nao degenerada, (R;). ¢ domino e G® é um grupo
policiclico-infinito tal que o grupo G* = sup(Rz) possui uma série subnormal de
comprimento n — 1

{e}=Gta..4G; =G,
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onde G}/G} | € um grupo ciclico infinito, para todo i € {2,...,n— 1}, se tem que
R5 é dominio.

Seja R3 um anel graduado do tipo G® tal que Rj; tem graduagio nao degene-
rada, (R3). é domino e G® & um grupo policiclico-infinito tal que G® = sup(R3)
possui uma, série subnormal de comprimento n

{e}=G12..2G, =G,

onde G$/GS | & um grupo ciclico infinito, para todo ¢ € {2, ...,n}. Uma vez que
(R3)%-1 & um anel graduado do tipo GY_, tal que (R3)®"—1 tem graduagio ndo
degenerada, ((Rs)%"-1). =(R3). é dommo, GS_, & um grupo policiclico-infinito
tal que

6
Go_y = sup((Ry)“"1)
e G® | possui uma série subnormal
{e}=0612..2G,

onde G%/G%_, ¢ um grupo ciclico infinito, para todo ¢ € {2, ...,n—1}, por hipétese
de inducéo, (R3)%"-1 & dominio.

Consideremos o anel graduado do tipo G°/G5_; - S =(Rs)gs;qs . Verifica-
remos, em seguida, que este anel tem graduagdo nao degenerada. Seja r um

elemento homogéneo nao nulo de S de grau ¢ € G®/GS_,; entao

=Tyt e+ Tey,
para alguns 7, € (R3),\{0}, .-, 7., € (R3):,\{0}, com t1, ..., t, € G tais que
ile) = . =Y = 4,
onde
T: G — GY/GS_,

é o epimorfismo canénico. Como Rj3 tem graduacao nao degenerada, existe r’ €
(Rg)t;l tal que ry,r" # 0, logo, rr" # 0. Uma vez que v € S;-1, conclufmos
que (rS). # 0. Consequentemente, S tem graduagao nao degenerada a direita.
Por outro lado, como o anel base de S - (Rg)GE‘—l & dominio, pela Proposi¢ao
4.3.4, S tem graduagdo nao degenerada & esquerda, portanto, tem graduacgéo
nio degenerada. Além disso, tem-se que sup(S) = G®/GS_,. Como G¢/GS_,
é um grupo infinito ciclico, G®/G%_| ~ Z. Uma vez que (R3)gs;gs_, € um
anel graduado do tipo G°/G?%_, com graduagio ndo degenerada e cujo anel base
(Rg)Gg—l ¢ dominio, pelo Lema 4.3.13, R3 é dominio.
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Provamos, assim, que todo o anel graduado R do tipo G tal que R tem
graduacao nao degenerada, R, ¢ dominio e G é um grupo policiclico-infinito é um
dominio m

Do Coroldrio anterior deduz-se que, se R for um dominio e &G for um grupo
policiclico-infinito, o anel de grupo RG é um dominio. Por outro lado, como os
anéis da forma S = R[z,z7";¢], onde R é um anel ¢ ¢ ¢ um automorfismo de R,
sao anéis graduados do tipo Z com graduagao nao degenerada, concluimos que,
se R for um dominio, o anel S ainda é um dominio.

Coroldrio 4.3.15 Se R ¢ um dominio e G é um grupo policiclico-infinito, o anel
RG é dominio.

Coroldrio 4.3.16 Se R ¢ um dominio e ¢ é um automorfismo de R, o anel
Rz, z7 Y @] é dominio.

Introduzimos, agora, um tipo especial de graduacao - a graduacao forte. Este
conceito foi introduzido por E.C.Dade em [10].

Definigao 4.3.17 Um anel graduado R do tipo G diz-se fortemente graduado
se RyRy = Ry, para todos t, s € G.

Podemos, agora, provar que todo o anel fortemente graduado tem graduacgao
nao degenerada.

Proposicao 4.3.18 Seja R um anel fortemente graduado; entao R tem gra-
duacao nao degenerada.

Demonstragao. Seja i um anel fortemente graduado do tipo G. Se r é um
elemento homogéneo nao nulo de grau o tal que (Rr). = 0, entao,

Rt =0 = fy R0l = HF,

o que ¢ absurdo. Provamos, assim, que R tem graduagio nao degencrada a es-
querda. Analogamente, provamos que I tem graduagao nao degenerada a direita.
|

No entanto, a reciproca da Proposi¢ao 4.3.18 nao é verdadeira. Como contra-
exemplo podemos considerar o anel R = M, (F") apresentado no Exemplo 4.1.4,
onde F' é um anel arbitrdrio e n € um mimero natural maior ou igual a 2. Vimos
ja que R tem graduagdo ndo degenerada; no entanto, como verificaremos em
seguida, R ndo é um anel fortemente graduado. De facto, como I, = 0, temos
que R, 1R_,_1 =0, logo, Ryi1R_n1 # Ro, 0 que nos leva a concluir que R nao
¢ um anel fortemente graduado.

Uma técnica frequentemente utilizada para verificar se um anel graduado R
do tipo G é fortemente graduado consiste em determinar se a identidade de R
pertence a R;R;-1, para todo t € G. Com efeito, verificaremos que esta condicao
& equivalente a condicdo “R é anel fortemente graduado”.
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Proposicao 4.3.19 Um anel graduado R do tipo G é fortemente graduado se e
s6 sel € RRy—1, para todot € G.

Demonstragao. Seja R um anel graduado do tipo G. Se R é fortemente
graduado, entéo, R R;-1 = R., para todo t € G; em particular, 1 € Ry R;-1, para
todo t € G.

Reciprocamente, se 1 € R;R;-1, para todo t € (G, entao R, = R¢R;-1, para
todo t € G logo,

Rtg = ReRtg = RgRt—lRtg == Rt(RtflRtg) Q Rth,

para todos t,g € G. Como, por definicao, RiR; C Ry, concluimos que Ry, =
R,R,, para todos t,g € G, como desejdvamos provar. ®m

Um exemplo de um anel fortemente graduado é o anel de grupo RG, onde R
e (G sado, respectivamente, um anel e um grupo arbitrérios.

Os anéis da forma R[z,z7';¢|, onde R ¢ um anel arbitrdrio e ¢ é um auto-
morfismo de R, sao exemplos de anéis graduados do tipo Z que sao fortemente
graduados.

Por outro lado, qualquer anel graduado R do tipo G que possua componentes
homogéneas nulas, por exemplo um anel graduado R com graduacao trivial, &
um exemplo de um anel que nio é fortemente graduado.

Dados um anel fortemente graduado R do tipo G e um subgrupo H de G,
o anel graduado do tipo H - R¥ é um anel fortemente graduado, uma vez que
1 € RyRy, 1, para todo h € H. Por outro lado, se f{ for um subgrupo normal de
@, o anel graduado do tipo G/H - Ry ainda é um anel fortemente graduado.
Com efeito, se considerarmos gH € G/H, com g € G, concluimos que

Rg Q RQH e Rg—l g Rg—lH = R(gHrl.

Ora, como 1 € RgR,-1, 1 € RygRg)-1. Consequentemente, 1 € R;uR(jm)-1,
para todo jH € G/H, e, pela Proposicao 4.3.19, Rg/p ¢ um anel fortemente
graduado do tipo G/H. Assim,

Proposicao 4.3.20 Sejam R um anel fortemente graduado do tipo G ¢ H um
subgrupo de G; entio R é um anel fortermente graduado do tipo H com anel base
R.. Se H for um subgrupo normal de G, Rg/u € um anel fortemente graduado
do tipo G/H cujo anel base é RH.

Como afirmdmos no inicio desta secgao, uma razao que nos levou a impor
condigoes na graduacdo de um anel graduado R foi o facto de pretendermos de-
duzir propriedades de R a partir de propriedades apresentadas pelo anel base R..
Nomeadamente, pretendemos determinar circunstincias em que o facto de R ser
um anel fortemente graduado e R, ser anel Noetheriano a direita (respectivamen-
te a esquerda) implica que R seja anel Noetheriano a direita (respectivamente &
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esquerda). Para tal, cingir-nos-emos a um tipo de grupos - os grupos policiclicos-
por-finito - e provaremos que, se R for um anel fortemente graduado do tipo
G, onde G é um grupo policiclico-por-finito, cujo anel base I. é Noetheriano
4 direita (respectivamente a esquerda), entdo R & anel Noetheriano & direita
(respectivamente & esquerda). Com este intuito, introduzimos alguns resultados
preliminares. O préximo Lema é semelhante & alinea 1) do Teorema 4.3.11; no
entanto, nao necessitamos da hipétese de K. ser anel semisimples.

Lema 4.3.21 Seja R um anel fortemente graduado do tipo G; entio Ry é um
R.-mddulo & direita (e & esquerda) finitamente gerado, para todo t € G.

Demonstragdo. Seja t € G. Como R;Ri-1 = R,, existem 73,...,1]" € Ry e

rl i,y € R tais que 1 =377 riry ;. Assim, dado s € Ry,

n

8= Z ri(ri-18).

i=1

Como 7,8 € R., para todo 7 tal que 1 < i < n, concluimos que R; é gerado
como R,.-médulo & direita pelos elementos 7}, ..., 77" ¢, logo, R: ¢ um R.-mdédulo
a direita finitamente gerado. Analogamente, provamos que R, é um R.-mdédulo
a esquerda finitamente gerado. ™

No Teorema 4.3.11 mostramos que, se R € um anel graduado do tipo &G com
graduagio no degenerada tal que R, é anel semisimples e sup(R) ¢ finito, entao
R é anel Artiniano. No caso de anéis fortemente graduados do tipo G, onde
G é um grupo finito, nao necessitamos da hipétese de R, ser anel semisimples
(basta-nos supor que R, ¢ anel Artiniano). Assim, temos:

Coroldrio 4.3.22 Sejam G wm grupo finito, R um anel fortemente graduado
do tipo G cujo anel base R, é Noetheriano & direita (respectivamente Artiniano
a4 direita); entdo R é anel Noetheriano & direita (respectivammente Artiniano a
direita,).

Demonstragao. Pelo Lema 4.3.21, concluimos que R; ¢ um R.-médulo &
direita finitamente gerado, para todo ¢t € G, logo, R; ¢ um R.-mddulo & direita
Noetheriano (respectivamente Artiniano).

Uma vez que G é um grupo finito, R = @¢eq R € um R.-modulo 4 direita Noe-
theriano (respectivamente Artiniano). Ora, como R, é um subanel de R, R ¢ anel
Noetheriano & direita (respectivamente Artiniano & direita), como desejdvamos
provar. W

Do Corolério anterior e da respectiva versao esquerda resulta, em particular,
que os anéis de grupo da forma RG, onde R é anel Artiniano (respectivamente
Noetheriano) e G é um grupo finito, sdo Artinianos (respectivamente Noetheria-
nos). Assim,
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Proposigao 4.3.23 Se R ¢ anel Artiniano (respectivamente Noetheriano) e G é
um grupo finito, o anel RG é Artiniano (respectivamente Noetheriano).

O Lema que se segue é de demonstragao imediata.

Lema 4.3.24 Sejam I& um anel graduado do tipo G, I um ideal direito de R e
X um subconjunto de G tal que e ¢ X ; entao

Idx(I) = {T‘E U T—!—Zs_q € I, para alguns s, € Ry, congX}

geX
é um ideal direito de R..

No caso particular de GG ser um grupo ciclico infinito, R ser um anel graduado
do tipo G e I ser um ideal direito de R, consideramos um gerador g de G e
designamos por Id,(I) o conjunto:

T I) = {TE Re:rJrZs,: € I, para alguns s; € Ry, com 1 Sign},

=1

para todo n € N. Do Lema anterior deduz-se que Id, (/) é um ideal direito de
R., para todo o nimero natural n. Definimos, ainda, Idy(I) = I N R..

Lema 4.3.25 Sejam G um grupo infinito ciclico, R um anel fortemente graduado
do tipo G, I e J ideais direitos de R tais que J C I e Id,(I) = Id,(J), para todo
n € Ny; entao I = J.

Demonstragao. Sejam R, I e J nas condigbes do enunciado. Com vista a
um absurdo, suponhamos que J & 1.

Consideremos um gerador g de G. Seja 7 € I\J tal que i’ = l"jm 7], COm
ni1,n2 € Z tais que n; < ng e r; € Ry, para todo ny; <1 < ny, de tal modo que
ng — ny tome o menor valor possivel.

Observe-se que @' Ry—n, 7@_ J, pois, caso contrario,

?;fRe = (Z.ng“nl)Rg“I g JRQ"I g J,

logo, i € J, o que é absurdo. Consequentemente, existe r* € R, -n; tal que
i'r* € I\ J. Designemos i'r* por i.
Suponhamos que ny = ng, entdo, i € R, e i € Idy(I). Uma vez que Idy(I) =
Ido(J), conclufmos que ¢ € J, o que é absurdo. Consequentemente, ng —ny > 1.
ng—Tny

Assim, i =7+ 2 ™ r,comr € R, € Ry, paratodo ! € {1,...,np —mq },
o que nos leva a concluir que 7 € Id,, ,,(I). Ora, por hipétese,

Idnz—m (I) = Idng—m (J):
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na—ni

logo, 7 € Idy,_n,(J), isto é, existe j € J tal que j =7+ > 27" 5;, para alguns
$1 € Ry, com! € {1,...,ny —ny}. Uma vez que J C [, conclufmos que i — j € I,
logo,

ng—ni

Z(T‘l—SZ)EI.

=1

Seja z = i — j. Por definicio de ¥, z € J, logo, z + 7 € J, ou seja, 1 € J, o que é
absurdo. O absurdo resultou de supormos J ;Cé I, logo, J = I, como desejédvamos
provar. W

Introduziremos, agora, um dos resultados principais desta secgao (Teorema
4.3.27), o qual generaliza o Corolério 4.3.22 a grupos policiclicos por-finitos. Para
tal, comecemos por atender ao seguinte Lema:

Lema 4.3.26 Sejam G um grupo infinito ciclico e R um anel fortemente gradua-
do do tipo G tal que R, é anel Noetheriano a direita (respectivamente d esquerda);
entdo R é anel Noetheriano & direita (respectivamente & esquerda,).

Demonstragao. Seja g um gerador de G. Consideremos uma cadeia ascen-
dente de ideais direitos de R - I; C ... C I, C ...; entdo Idy([;) C ... C Id,(I,) C

Pelo Lema 4.3.24, 1d;(1;) ¢ um ideal direito de R, para todo o niimero natural
4; entdo, como R, é anel Noetheriano & direita, existe um mimero natural ng tal
que Id,,(I,) = 1dn(I,), para todo m > ng.

Por outro lado, como

Ido(L) C ... C Ido(L,) C ...,

concluimos que existe um numero natural k tal que k > ng e Ido(Iy) = Ido(Ip),
para todo m > k. Do mesmo modo, concluimos que existe um nimero natural
n, tal que ny; > k e Idy(1y,) = Idi(I;), para todo m > n;.

Repetindo o processo ng vezes, determinamos um nimero natural n tal que
n > ng e Id;(1,) = Id;(I,), para todo j < ng e m > n. Consideremos j > ng e
m > n; entao

Idno(Iﬂo) C Idj('[nu) C IdJ(In) C Idﬂ(Im)
Ora, se j < m,
Idj(fm) G JdailTe) = T (Tns)

esej>m,
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Em ambos os casos concluimos que /d;(1,,) = Id;(1,). Uma vez que Id;(I,) =
Id;(I,), para todo j € Ny e m > n, estio reunidas as condigOes necessdrias para
aplicar o Lema 4.3.25 e afirmar que I, = I, para todo m > n. Provamos, assim,
que R é anel Noetheriano a direita. =

Teorema 4.3.27 Sejam G um grupo policiclico-por-finito, R um anel fortemente
graduado do tipo G tal que R, é anel Noetheriano & direita (respectivamente a
esquerda); entio R é anel Noetheriano d direite (respectivamente o esquerda).

Demonstracao. Sejam G' um grupo policiclico-por-finito e R; um anel
fortemente graduado do tipo G* tal que ([2;). é anel Noetheriano a direita. Por
definicdo de grupo policiclico-por-finito, existe uma série subnormal

[} =G d..4G, =G

tal que G}/G1_; ¢ finito ou infinito ciclico, para todo i € {2,...,n}.

Se n = 1, entao Ry é anel Noetheriano a direita.

Seja n > 1 e suponhamos que, para todo o anel fortemente graduado Ry do
tipo G? tal que (Rjy). ¢ anel Noetheriano & direita e G* & um grupo policiclico-
por-finito que possui uma série subnormal de comprimento n — 1

[e}=G2<4..49G:_, =G

tal que GZ/G?_; ¢ grupo finito ou infinito ciclico, para todo @ € {2,...,n — 1}, se
tem que Ry é anel Noetheriano & direita.

Seja Ry um anel fortemente graduado do tipo G? tal que (R3). ¢ anel Noe-
theriano a direita e G® é um grupo policiclico-por-finito que possui uma série
subnormal de comprimento n

{e}=G3g.. 4G =G

tal que G¥/G? , é grupo finito ou infinito ciclico, para todo ¢ € {2, ..., n}.
Pela Proposigao 4.3.20, (R3)gs;ca_, € anel fortemente graduado do tipo G* =

3
G®/G2 | cujo anel base é o anel fortemente graduado R?"‘l.

G ;
Uma vez que R; "' é um anel fortemente graduado do tipo Gi_;, (R3). é anel
Noetheriano & direita e G2_; é um grupo policiclico-por-finito que possui uma
série subnormal de comprimento n — 1

tal que G?/G?_, é grupo finito ou infinito ciclico, para todo ¢ € {2,...,n— 1}, por
3

n—1

hipétese de indugao, R?(,; ¢é anel Noetheriano a direita. Consequentemente, se
G3/G3 _, for um grupo finito, concluimos, pelo Coroldrio 4.3.22, que (R3)gs /63,
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é anel Noetheriano a direita. Se G*/G?_, for um grupo ciclico infinito, pelo Lema
4.3.26, (R3)ga;qa_, € anel Noetheriano a direita. Conclufmos, assim, que Rj é
anel Noetheriano a direita.

Mostramos que, para todo o anel fortemente graduado R do tipo G tal que
G & um grupo policiclico-por-finito e R, é anel Noetheriano a direita, se tem
que R é anel Noetheriano a direita. Analogamente, provamos que, se I, ¢ anel
Noetheriano & esquerda, R é anel Noetheriano & esquerda. m

Corolério 4.3.28 Sejam R um anel Noetheriano & direita (vespectivamente
esquerda) e G um grupo policiclico-por-finito; entdo RG ¢ anel Noetheriano a
direita (respectivamente & esquerda).

Do Corolério anterior e do Coroldrio 4.3.15 resulta que:

Corolario 4.3.29 Se R é um dominio Noetheriano e G é um grupo policiclico-
infinito, entao o anel RG é um dominio Noetheriano.

Uma vez que o anel S = R[z,z!;¢], onde R é anel Noetheriano a direita
(respectivamente & esquerda) ¢ ¢ é um automorfismo de R, ¢ um anel forte-
mente graduado do tipo (Z,+) cujo anel base Sy = R é Noetheriano a direita
(respectivamente & esquerda), pelo Teorema 4.3.27, conclufmos que este anel ¢é
Noetheriano a direita (respectivamente & esquerda). Assim,

Corolério 4.3.30 Sejam R um anel Noetheriano o direita (respectivamente a
esquerda) e @ um automorfismo de R; entdo Rz, 27 ¢] é anel Noetheriano a
direita (respectivamente & esquerda).

Do Corolario anterior e do Corolédrio 4.3.16 resulta que:

Coroldrio 4.3.31 Se R é um dominio Noetheriano e o é um automorfismo de
R, entio o anel R[z,27%, 0] é um dominio Noetheriano.

4.4 Teoria de ideais em anéis fortemente gra-
duados

No Capitulo 5 debrugar-nos-emos sobre alguns resultados relacionados com lo-
calizacio em anéis fortemente graduados. Para tal, necessitaremos de aplicar
certas propriedades satisfeitas pelos ideais de um anel fortemente graduado que
estudaremos nesta seccao.

Sejam R um anel fortemente graduado do tipo G e I um ideal de R.. Dizemos
que I é um ideal G-invariante de R, se e s6 se IR, = R,I, para todo g € G.
Observe-se que afirmar que I € um ideal G-invariante de R, é equivalente a afirmar
que RyIR,-» C I, paratodo g € G. Um exemplo de um ideal G-invariante de R,
é o radical primo P(R.) de R., como demonstramos no seguinte Lema:
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Lema 4.4.1 Seja R um anel fortemente graduado do tipo G e designemos por
P(R.) o radical primo de R.. Entio, P(R.) é um ideal G-invariante de R..

Demonstragao. Comecemos por verificar que se () é um ideal primo de R,,
entdao RyQ R, € um ideal primo de K., para todo g € G.

O ideal de R, - R;QR,-1 é um ideal préprio de R. Sejam I, J ideais de R,
tais que 1J C R,QR,-1; entao

Ry IJR, = (Ry1IR,) (R, JR,) C Q;

logo, pelo facto de @ ser um ideal primo de R., Ry-1IR, C Q ou Ry JR, C Q,
isto é, I C RgQR,1 ou J C RyQRy-1, 0 que nos leva a concluir que R,QHy-1 €
um ideal primo de R, para todo g € G.

Consideremos g € (; entao

RQP(RE)Rgvl C DQES}UCC(RE)R_QQRQ—I ;

Pelo que vimos anteriormente, se Q) € um ideal primo de R, RB;~1Q) R, ¢ um ideal
primo de ., logo

RQP(RG)Rg‘l g HQESpec(Re)RQ(Rg_lQRg)Rg_l = ﬂQGSpeC(Re)Q - P(RE)a
provando-se, assim, que P(R,.) é um ideal G-invariante de R.. m
Lema 4.4.2 Se R é um anel fortemente graduado do tipo G e I é um ideal
G-invariante de R, entdo o ideal de R. gerado por I Mcen(R,) é G-invariante.

Demonstragao. Tomemos g € G. Como I ;1 = R, existem s,1, ...,

. n .
Sgn € Ry € 8g-11, ..., S0, € Ry tals que 1 =3 7, 5g:8g-1;. Definimos
¢: cen(R;) — R.
” ;
r = Dlic1 50T Sg 1

Demonstraremos que ¢(cen(R.)) C cen(R.). Dados = € cen(R.) e r € R,

(s n n
¢(z)r = E :59,1'3739‘1,1'7" = § :Sg,ixsg”,iTE :Sg,jsg*l,j
4=1 P =1
n

n
= Z Sgi%(8=1,iT'5g,7) 8915 = Z Sg,i(Sg=1,i"Sg,5) TS g-1,5

=1 dii=1
n

=¥y Z 34T3g-13 = r(z),

J=1

logo, ¢(z) € cen(R.) e ¢(cen(R.)) C cen(R.). Dada a forma como estd definida,
a aplicacao ¢ é aditiva.
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A aplicacdo ¢ ¢ um homomorfismo de anéis ja que ¢(1) = 1 e, dados z,
r' € cen(R,),

n n

.
/ / !
glza’) = E B AN 8y, = E By il Gyt E Sg.iSq-14
j=1

=1 i=l.

- Z Z(Sg,iifsg"l,i)(Sg,jmfs.q‘l,j) = d(z)¢(a’).

i=1 j=1

Designemos por X o ideal (I N cen(R,))R..

Se mostrarmos que, dados z € INcen(R,), r € Re, 5, € Ry e s,-1 € Rg-1, com
g € G, se tem sgars,—1 € X, entdao RgX Ry € X e X é um ideal G-invariante
de R,.. Ora,

n

SqET8g-1 = (8g7)(@Sg-1) = (847)(T8y-1 ng,jsgq,j)
=1

n n

= Z §gT8g—18g,jL8g—1 = SgT 541 Z Sg,jX8g-1 5
g=1 Jj=1

= 84T8g-10(x) = P(x)SsgrSg-1.

Como z € I e RyjIR;— C I, concluimos que ¢(z) € I, logo, ¢(z) € I N cen(R,).
Por outro lado, como syrs,' € R.,

d(z)s,rs4-1 € (I N cen(R,))Re,
isto &, syzrs,—1 € X, como desejdvamos provar. H

Seja. R um anel fortemente graduado do tipo G com anel base .. Um ideal
préprio G-invariante I de R, diz-se G-maximal se o tinico ideal G-invariante de
R. que contém estritamente I é o préprio R.. O anel R, diz-se G-simples se 0
for um ideal G-maximal de R,.

Dado um anel fortemente graduado R do tipo G com anel base R., um ideal
préprio I G-invariante de R. é G-semiprimo se, para todo o ideal G-invariante
J de R, tal que J* C I, para algum nimero natural k, se tem J C 7. Um ideal
préprio G-invariante de R, [ é G-primo se, para quaisquer ideais G-invariantes
Je Kde R, taisque JK C I, setem JC I ou K C 1.

Dizemos que o anel base R, de um anel fortemente graduado R é G-semiprimo
(respectivamente G-primo) se 0 for um ideal G-semiprimo (respectivamente G-
primo) de R..

Relacionaremos agora propriedades de um ideal P de um anel fortemente
graduado R com propriedades do ideal de R, - PN R..
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Lema 4.4.3 Seja R um anel fortemente graduado do tipo G com anel base R..
Se P for um ideal de R, entio PN R, é um ideal G-invariante de R.. Se P for
um ideal semiprimo de R, entdo [ = PN R, é um ideal G-semiprimo de R.. Se
P for um ideal primo de R, entao I = PN R, é um ideal G-primo de R,.

Demonstragao. Sejam R um anel fortemente graduado do tipo G e P um
ideal de R.

Como RyPR,1 C Pe RyR.R;-1 C R, paratodog € G, entao [ = PN R, é
um ideal G-invariante de R..

Por outro lado, se P é um ideal préprio de R, I é um ideal préprio de R..

Suponhamos que P & um ideal semiprimo de R e seja J um ideal G-invariante
de R, tal que J*¥ C I, para algum mimero natural k; entdo, como J & um ideal
G-invariante de R.,

(JR)* = J*RCIRC P,
logo, pelo facto de P ser ideal semiprimo, JR C P. Concluimos entao que
J = JBM A, C PN Ry= 1,

isto é, I é um ideal G-semiprimo de R,.
Suponhamos agora que P é um ideal primo de R e sejam L, J ideais G-
invariantes de R, tais que LJ C PN R,; logo,

(LRIJE) =LIBC{(POIRJREC P
e, consequentemente, LR C P ou JR C P. Se LR C P, entao
L=LRMNO.R, CPNA

e, analogamente, se JR C P, entao J C PN R.. Provamos, assim, que PN R, é
um ideal G-primo de R.. =

A Proposicao que se segue é uma consequéncia do Coroldrio 2.2.17 e do Lema
44.1.

Proposigao 4.4.4 Seja R um anel fortemente graduado do tipo G tal que R, é
anel G-semiprimo e anel de Goldie a direita; entao R, é anel semiprimo.

Demonstragao. Designemos o radical primo de R. por P(R.).

Pelo Corolério 2.2.17, existe um mimero natural k tal que P(R.)* = 0.

Uma vez que, pelo Lema 4.4.1, P(R,) € um ideal G-invariante e, por hipétese,
0 é um ideal G-semiprimo de R., concluimos que P(R.) = 0, isto é, R. é anel
semiprimo, como desejavamos provar. W

Mostraremos agora propriedades relacionadas com a existéncia de elementos
centrais num anel fortemente graduado.
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Lema 4.4.5 Sejam R um anel fortemente graduado do tipo G cujo anel base R,
¢ semisimples e J g I ideais G-invariantes de R.; entdo existe r € I\J tal que
r+ JR é um elemento ndo nulo central de R/JR.

Demonstragao. Comecemos por observar que, como J é um ideal G-invariante
de R., JR é um ideal bilateral de R. Ora, como J # R., JR é um ideal préprio
de R e R/JR & um anel.

Pelo Coroldrio 1.5.5, existe um elemento idempotente a de R, tal que R.a =
I =aR..Sea € J, entdo, como [ & gerado por a terfamos J = I, o que é absurdo;
consequentemente, a € I\J e a + JR # O/ 5.

Para provarmos o lema é suficiente provar que a é um elemento central de R.
Comecaremos por provar que a ¢ um elemento normalizador de R. Como [ é um
ideal G-invariante de R,,

aRy = aR.Ry = IRy = RjJ = RyR.a = Rya,

para todo g € G. Consequentemente, aR = Ra. Mas, como s = as + (1 — a)s,
para todo s € R, temos

sa = asa + (1 — a)sa.

Pelo facto de a ser um elemento normalizador de R, sa = as’, para algum s’ € R,
consequentemente,

sa =asa+ (1 —a)as’.

Como a é um elemento idempotente, temos sa = asa. De forma andloga concluf-
mos que as = asa. Portanto, a é um elemento central de R, como desejavamos
provar. m

Provaremos em seguida que se G for um grupo policiclico-por-finito Abeliano e
R for um anel fortemente graduado do tipo G cujo anel base é semisimples, todos
os ideais préprios nao nulos de R tém um conjunto centralizador de geradores.

Lema 4.4.6 Sejam G um grupo Abeliano, R um anel fortemente graduado do
tipo G cujo anel base R, é semisimples e [, J ideais de R tais que J g 1. Entao,

P

existe um elemento nao nulo © € I/J tal que x é central em R/ J.

Demonstragao. Seja s um clemento de I\J cujo suporte tem a menor
cardinalidade possivel.

Podemos supor que e € sup(s).

Suponhamos que sup(s) = {e}. Entdo JN R. & I'N R.. Pelo Lema 4.4.3,
INR. e JnNR, sao ideais G-invariantes de R., logo, pelo Lema 4.4.5, existe
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r € (INR)\(JNR,) tal que r+(JNR,)R &€ um elemento central de B/(JNR,)R.
Assim, sc considerarmos y € R, concluimos que

ry—yr € (JN R)R.

Uma vez que (JNR)R C J, (r+J) ¢ um elemento nio nulo de 7/J que é central
em R/J.

Suponhamos, agora, que sup(s) # {e}. Designamos a componente homogénea
de s de grau e por r* e as restantes componentes homogéneas por s, onde g €
sup(s).

Seja X = sup(s)\{e} e consideremos os ideais direitos de R. - Idx(l) e
Idx(J). Uma vez que I, J sdo ideais bilaterais de R e G é grupo Abeliano,
concluimos que Idx(J) e Idx(I) sdo ideais bilaterais G-invariantes de R..

Seguidamente provaremos que Idx(J) & Idx(I). Com vista a um absurdo,
suponhamos que Idy(J) = Idx(I). Em particular, r* € Idx(J), logo,

(r* i ng) e.;

geX

para alguns s, € R,, com g € X. Consequentemente

I,

geX geEX geX

é um elemento de /. Ora, como sup(a) C X, a cardinalidade do suporte de a &
estritamente menor que a do suporte de s. Concluimos, assim, que a € J, logo

(a—i—r*-l—ng) € J,

isto é, s € J, o que & absurdo. O absurdo resultou de supormos Idx(J) = Idx (1),
logo, Idx(J) & Idx(I).

Pelo Lema 4.4.5, existe r € Idx(I)\Idx(J) tal que r+Idx(J)R é um elemento
nao nulo central de R/Idx(J)R.

Uma vez que r € Idx(I)\Idx(J), por defini¢do de Idx(I) e Idx(J), existe
s' € I\J tal que

§=r+ ng, para alguns s, € Ry, com g € X.
geX

Como 7 + Idx(J)R ¢ um elemento central de R/Idx(J)R, se considerarmos
heGey, € Ry,

TYp — YnT € Idx(J)R
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Seja z = ry, — ypr. Como z ¢ um elemento homogéneo de grau h, z € Idx(J)Rs.

Provaremos, em seguida, que existe t € J R, tal que a cardinalidade do suporte
de s'yp, — yns’ — t ¢ menor que a do suporte de s. Para tal, observe-se que, como
z € Idx(J)Rp,

mn
g = E 887,
i=1

com s; € Idx(J) e s* € Ry, para todo ¢ € {1,...,n}. Consequentemente, para
cada i € {1,...,n}, para cada g € X, existe s, € R, tal que

siJrZs;GJ.

Assim,

sis + quef € JRy, paratodoi € {1,...,n},
geEX

logo,

T T T
_§: h i h o i h
f= 8;i8; + E E 845, = E E 845;
=1

i=1 geX i=1 gcX

& um elemento de JRy e, como JR, C J, t € J. Observe-se que

n

v="5Yy—yps —t = Z(Sgyh — YnSq) — Z Z 3;3?1

geX i=1 geX

logo, pelo facto de G ser grupo Abeliano, a cardinalidade do suporte de v ¢é
menor que a do suporte de s. Como v € I, entdo v € J e, uma vez que t € J,
s'yp — yps’ € J. Como ¥y, foi escolhido arbitrariamente, s'y — ys' € J, para todo
y € R. Conclufmos, assim, que s’ + J & um elemento ndo nulo de I/.J que é
central em R/.J. =

Coroldrio 4.4.7 Sejam G um grupo policiclico-por-finito Abeliano, R um anel
fortemente graduado do tipo G cujo anel base R, é semisimples; entdo todo o
ideal ndo nulo I de R tem um conjunto centralizador de geradores.

Demonstragao. Como R ~ R/0, pelo Lema 4.4.6, existe um elemento nao
nulo s; € [ tal que s; é central em R.

Se s1R = I, o resultado estd provado. Suponhamos que s R # [. Como s; €
um elemento central de R, s; R é um ideal bilateral de . Uma vez que s; R g 1,
aplicando novamente o Lema 4.4.6, determinamos

(52 +s1R) € (I/s1 R)\{0}
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tal que 33 = sy + 81 R & central em R/s| R.

Provaremos que J = s; R + so R € um ideal bilateral de K. Por definicao, J é
um ideal direito de R. Por outro lado, como 3§z é um elemento central de R/s R,
conclufmos que R(s;R) C s R + s1 R, logo,

R(s1R+ s3R) C 1R+ s2R,

o que nos leva a concluir que J é um ideal bilateral de R. Se J = [, o resultado
estd provado. Caso contrario, repetimos o processo.
Repetindo sucessivamente o processo descrito, obtemos ideais

I, =s1R+ .. +s,R,

onde s; é um elemento central de R e s; + (51 R + ... + ;-1 R) é um elemento
central de R/(s1R+ ... + si_1R), para todo i € {2,...,n}. Temos também que
L ; 1y g ; Iy ;
Uma vez que R, é um anel semisimples, 7. é anel Noetheriano a direita, logo,
pelo Teorema 4.3.27, R é anel Noetheriano a direita. Consequentemente, existe

algum ntimero natural n tal que I = s;R + ... + s, R, onde {s1,...,8,} &€ um
conjunto centralizador de geradores de /. m

4.5 Anéis de fracgoes graduados

Vimos no Capitulo 2 que, dados um anel R e um subconjunto multiplicativo S
de R, existe anel de fraccoes a direita de K com respeito a S se e 86 se S é um
conjunto de denominadores a direita em £.

Nesta seccao analisamos o caso de anéis graduados relativamente & existéncia
de ané¢is de fracgoes. Verificaremos que se R for um anel graduado e S for um
subconjunto multiplicativo de R tal que S C h(R?), para existir anel de fracgdes a
direita de R com respeito a S é suficiente e necessario que: “para todos r € h(R)
e s € 5 tais que st = 0, exista ' € S tal que r¢' = 07 e “para todo r € h(R),

m

para todo s € S, existam 7’ € h(R), s’ € S tais que rs’ = sr'”.

Proposicao 4.5.1 Sejam R um anel graduado do tipo G e S C h(R) um sub-
conjunto multiplicativo de R; entdo S € um conjunto de denominadores a direita
em R se e sd se:

1) para todosr € h(R) e s € S tais que sr =0, existe s' € S tal que rs’ = 0;

2) para todo v € h(R) e para todo s € S, existem r' € h(R), &' € S tais que
re =31,
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Demonstragao. Por definigdo de conjunto reversivel & direita, se S for um
conjunto de denominadores & direita em R, verifica-se a condigao 1). Por outro
lado, se S for um conjunto de denominadores & direita em R, para todo r € h(R),
para todo s € S, existem r* € Re s € S tais quers’ = sr*. Ser* ¢ h(R), uma vez
que 7,5, s € h(R), existe uma componente homogénea r' de r* tal que rs’ = sr’,
0 que nos permite concluir que a condigao 2) é vélida.

Reciprocamente, suponhamos que se verificam as condigoes 1) e 2).

Sejam r € R e s € § tais que sr = 0.

Se r € h(R), entao, por hipétese, existe s’ € S tal que rs’ = 0.

Suponhamos que r ¢ h(R) e designemos por ry, ..., 7, as componentes ho-
mogéneas de r. Observe-se que n > 1.

Lt a7 = U; 81 = = 80 =10,

Uma vez que sr; — 0, por hipdtese, existe s; € S tal que 8 = 0. Ora,
como 8(rps1) = 0 e ros1 € h(R), por hipdtese, existe s; € S tal que ras1s; = 0.
Conclufmos, assim, que (1 + r2)s152 = 0 ¢ 182 € S.

Repetindo o processo n vezes, determinamos s* € S tal que

rs* =(ry +... +7,)s" = 0.

Concluimos, assim, que S é um conjunto reversivel a direita.

Consideremos, agora, r € R e s € S.

Ser € h(R), entdo, por hipétese, existem s’ € S er’ € h(R) tais que rs’ = sr'.

Suponhamos que 7 € h(R) e designemos as componentes homogéneas de r
por 11, ..., Tn. Por hipétese, existem s}, s} € S e r{, 75 € h(R) tais que ry5) = sr]
e ro8, = srh. Pela condigdo 2), existem t; € S, ty € h(R) tais que s7t; = shty =1
et € S, logo,

(ry 4 7o)t = ri(sit1) + ma(shte) = srits + srota = s(rity + rata).

Se considerarmos r’ = rjt; + rits, temos (ry + ro)t = sr'.

Repetindo o processo n vezes, determinamos r* € R e t* € S tais que rt* =
sr*. Consequentemente, S & um conjunto de denominadores a direita em R, como
desejavamos provar. H

Se R é um anel graduado do tipo G ¢ S C h(R) ¢ um subconjunto multiplica-
tivo de R que satisfaz as condigdes 1) e 2) da Proposi¢éo anterior, entao existe
anel de fracgoes & direita de R com respeito a S, RS~!. Neste caso, é possivel
definir uma graduacio do tipo G em RS~ de tal modo que, se r é um elemento
homogéneo nao nulo de grau t em R, r17! € (RS 1),

Proposigao 4.5.2 Sejarn R um anel graduado do tipo G ¢ S um subconjun-
to multiplicativo de R tal que S C h(R) e S satisfaz as condigcdes 1) e 2) da
Proposicio 4.5.1. Definimos (RS™1); =

{yc RS :3s e S5,3a € h(R\{0} : y = as™ Agr(a)gr(s)™t =t} u {017},
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para todo t € G. Entdo, (RS71), é um subgrupo aditivo de RS™', para todo
t€ G, RS™!' = ®uea(RS™Y) e (RSTY)(RS ™), C (RS Y)4n, para todos t,h € G.

Demonstragao. Comecemos por observar que (RS™!); ¢ um subgrupo adi-
tivo de RS !, para todo t € G.

Seja t € G. Por definicio, 017! € (RS™1); e é imediato que, se z € (RS 1),
—z € (RS™1),. Para demonstrarmos que (RS™!); é subgrupo aditivo de RS~ ¢,
pois, suficiente provar que, dados z,y € (RS™');, z +y € (RS™');. Sez = 0171
ouy = 017! temos z + y € (RS™');. Suponhamos que z # 0171, y # 0171 e
x4y # 0171, Por defini¢io, x = ac™! e y = bd™!, para alguns a,b € h(R)\{0},
¢,d € S tais que

gr(a)gr(c)™" = gr(b)gr(d)™" =t.

Por defini¢ao de S, existem i € h(R) e j € Stailsqueci = dj = ze z € S.
Uma vez que z17! e ¢17! sio unidades de RS ™!, conclufmos que 17! & uma
unidade de RS~1. Como j € S, 517! € uma unidade de RS~!. Consequentemente,
ac™! = (ai)z7' e bd™! = (bj)z~*. Ora, como ai e bj sao elementos homogéneos
de R nao nulos e

gr(ai)gr(z)™ = gr(a)gr(i)gr(i)'gr(c) ™ =t = gr(b)gr(d)™" = gr(bj)gr(z)~",

entdo, gr(ai) = gr(bj). Logo, ai + bj ¢ um elemento homogéneo nao nulo de R
e gr{ai) = gr(ai + bj). Consequentemente, gr(ai + bj)gr(z)~! = t, o que nos
permite concluir que

B Ui (RSil)t,
como desejdvamos provar. Analogamente, provamos que
(RS™H(RS™Y), C (RS™1)s,, para todost,s € G.

Em seguida provaremos que RS~ = Dyeq(RS™);.
E consequéncia imediata da definicdo de (RS !);, com t € G, que RS! =

1
ZtGG(RS )t'
Para provarmos que a soma considerada é directa, suponhamos que existem

y1 € (RS0}, ooy € (RS, \{0}

tais que y1 + ... + ¥y, = 0, onde t,, ..., t, sdo elementos distintos de G.
Por definicdo, existem ay, ...,a, € h(R)\{0}, s1,..., 8, € S tais que

Y1 =157, oy Un = a8, € gr(ar)gr(s1) ™ =t1, .., gr(an)gr(sn) ™" = ta.
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Uma vez que S é, pela Proposi¢ao 4.5.1, um conjunto de denominadores & direita,
podemos aplicar o Lema 2.1.13 e determinar x4, ...,z, € R tais que $12; = ... =
STy = 2 ez € 5. Como sy, ..., 8, ¢ z sdo elementos homogéneos de R, podemos
SUpOr que Z1, ..., T, 530 elementos homogéneos de R. Por outro lado, como 1172,

.oy Znl ! sd0 unidades de RS™Y, 31 = (a1x1)z 7Y, oy yn = (@nzn)2z ™1, logo,

(a121)17" + oo + (@nZn)17H = 0;

portanto, existe s € S tal que 115+ ... + apzps = 0.

Ora, como os elementos - a,218, ..., @, T, s $80 elementos homogéneos nao nulos
de R com graus diferentes, temos um absurdo. O absurdo resultou de supormos
que a soma considerada nao era directa, demonstrando-se, assim, a proposi¢ao.
|

Da Proposi¢ao anterior concluimos que, dados um anel graduado R do tipo
(', um conjunto de denominadores & direita em R - S C h(R), se considerarmos
em RS™! a graduagio do tipo G definida nesta Proposi¢io, todo o elemento
homogénco nao nulo y de RS~ pode ser escrito na forma y = as™!, para alguns
a € (R)\{0} e s € S. Além disso, gr(y) = gr(a)gr(s)™".
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Capitulo 5

Localizacao em anéis graduados

O primeiro passo a seguir na Teoria da Localizagao em anéis graduados seria
tentar provar um Teorema andlogo ao Teorema de Goldie para o caso graduado.
No entanto, verificaremos que tal nem sempre é possivel sem acrescentar algumas
condigOes extra relativamente a um anel graduado R: a existéncia de elementos
regulares homogéneos em ideais direitos gr-essenciais de R ou o facto de o anel
IR em consideracao ter graduagdo nao degenerada e ter anel base semiprimo.

Em 2000, Goodearl e Stafford demonstraram (Teorema 5.1.14) que, dados
um grupo Abeliano G e um anel graduado R do tipo G gr-primo e gr-Goldie &
direita, se considerarmos um ideal direito graduado gr-essencial I de R, entao [
contém um elemento homogéneo regular. Assim, para anéis graduados por grupos
Abelianos gr-primos, é possivel demonstrar uma. versao graduada do Teorema de
Goldie. Por outro lado, o facto de ser possivel provar uma versao graduada do
Teorema de Goldie para anéis graduados com graduagao nao degenerada e anel
base semiprimo permitir-nos-4 demonstrar uma versdo graduada deste Teorema
para anéis fortemente graduados (Teorema 5.2.7) e para anéis graduados com
suporte finito (Teorema 5.2.8).

Nesta secgao, estudaremos ainda o processo de Localizagao em anéis fortemen-
te graduados e introduziremos novos exemplos de anéis que satisfazem a condigao
na segunda camada (Coroldrio 5.3.4) e novos exemplos de anéis Noetherianos cu-
jos ideais primos sao todos classicamente localizdveis (Proposi¢do 5.3.8).

5.1 Anéis gr-Goldie

Por analogia com os anéis ndo graduados, dizemos que um anel graduado R do
tipo G tem gr-dimensao de Goldie a direita finita se R nio contiver somas
directas infinitas de ideais direitos graduados nao nulos.

Um anel graduado R do tipo G ¢ gr-Goldie a direita se R tiver gr-dimensao
de Goldie & direita finita e satisfizer c.c.a em ideais direitos que sao simultanea-
mente anuladores & direita em R e ideais direitos graduados de K. De forma

205
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andloga, define-se anel gr-Goldie a esquerda. Dizemos que um anel graduado
It é gr-Goldie se R for gr-Goldie a direita e a esquerda.

Para simplificacao de linguagem, designamos por anulador a direita gra-
duado de um anel graduado R do tipo G um ideal direito que é simultaneamente
um anulador a direita em I e um ideal direito graduado de R.

No Teorema de Goldie, considerdmos um anel Q (Q ~ RCR(0)™!) que se
obtém invertendo os elementos regulares de um anel R. No caso de R ser um
anel graduado do tipo G, com vista a manter o tipo de graduagao, pretendemos
inverter apenas os elementos regulares homogéneos de R, isto é, pretendemos
inverter apenas os elementos de S = Cg(0) N h(R). Provaremos em seguida que,
se o conjunto S for um conjunto de Ore a direita em R e RS™!, com a graduacio
do tipo G definida na Proposicao 4.5.2, for gr-semisimples, entao R é anel gr-
Goldie a direita gr-semiprimo.

Neste trabalho, sempre que nao houver ambiguidade, dado um anel graduado
R do tipo G tal que S = h(R) N Cr(0) & um conjunto de Ore a direita em R,
consideraremos em RS~ a graduacao do tipo G definida na Proposicao 4.5.2.

Lema 5.1.1 Seja R um anel graduado do tipo G tal que S = h(R) NCg(0) é um
conjunto de Ore & direita em R. Se I é um ideal direito graduado de R, entao I¢

é um ideal direito graduado de RS™'.

Demonstragao. Seja I um ideal direito graduado do anel graduado de tipo
G - R. Se I® =0, entao /¢ & um ideal direito graduado de RS™!.

Suponhamos que I° # (). Para provarmos que [° é um ideal direito graduado
de RS~ & suficiente provar que, para todo is™! € I°\{0}, ondei € [ e s € S, as
suas componentes homogéneas ainda pertencem a /°.

Seja ist € I°, com i € I\{0} e s € S. Como I & um ideal direito graduado
de R, as componentes homogéneas de ¢ - 41, ..., i, pertencem a I. Uma vez que
isTt =57 . +ips L edrsTh, .., 0,5 ! 580 elementos homogéneos nao nulos de
RS~ de graus distintos, entdo ;571 ..., 4,571 sfo0 precisamente as componentes
homogéneas de is™' em RS™!. Ora, como 4y, ..., i, € I, 1187%, ... ips 1 € I¢, 0
que nos leva a concluir que /¢ é um ideal direito graduado de RS~!. m

Proposigao 5.1.2 Seja R um anel graduado do tipo G tal que S = h(R)NCg(0)
¢ um conjunto de Ore & direita em R e o anel RS~ é gr-semisimples; entdo R
é anel gr-Goldie o direita, gr-semiprimo.

Demonstragao. Comecemos por verificar que I é anel gr-semiprimo. Supo-
nhamos que existe um ideal graduado de R - I tal que I? = 0. Pelo Lema 2.2.9,
o ideal bilateral I’ = lanng(I) é essencial como ideal direito de R.

Aplicando a versao esquerda do Lema 4.1.15, concluimos que I’ & um ideal
esquerdo graduado de R. Pelo Lema 4.1.17, I’ € um ideal graduado de R. Logo,
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pelo Lema 5.1.1, (I')® é um ideal direito graduado de RS™*. Ora, como I; <. Rg
e S C Cg(0), concluimos que

(Igs-1 Se (RS )rs-1.

Pela Proposicao 4.2.2, temos que ({')¢ é um ideal dircito graduado gr-essencial
de RS

Uma vez que RS™! é anel gr-semisimples, pela Proposigao 4.2.9, (I')¢ = RS,
Em particular, 1171 = 457!, para alguns i € I’ e s € S. Logo, s € I' ¢,
consequentemente, s/ = 0. Por s ser um elemento regular, I = 0. Provamos
assim que R é anel gr-semiprimo.

Para demonstrarmos que R ¢ anel gr-Goldie a direita, comecaremos por provar
que RS~ satisfaz c.c.a em ideais direitos graduados. Com efeito, se considerar-
mos uma cadeia ascendente de ideais direitos graduados nao nulos de RS™!

h Bl bl

concluimos, pelo Coroldrio 4.2.8, que o ideal direito graduado J = U,en/; de
RS~! é gerado por um elemento homogéneo x. Uma vez que z pertence a I,
para algum nimero natural n, J = I, = I,,,, para todo m > n, logo, RS~! satisfaz
c.c.a em ideais direitos graduados.

Observe-se agora que, como S C Cg(0), o homomorfismo de anéis

¢: R — RS

r — rl7t

que satisfaz as condigdes a), b) e ¢) da Definigao 2.1.1 & injectivo, logo, ¢(R) ~ R
e podemos identificar R com ¢(R).

Se considerarmos uma cadeia ascendente de anuladores a direita graduados
de R-I, C..CI, C .. entdo, ¢(I1) C ... € ¢(I,) C ..., logo,

rannrpgs-1 (lann¢(3)(q§(fl))) C ... C ranngg-1 (lanﬂ¢(ﬂ)(¢(.[n))) g

Verificaremos em seguida que, para todo n € N, para todo

z € (lanng(r) (6(1n)))\{0},

todas as componentes homogéneas de z ainda pertencem a lanngry(6(Z1n))\{0}.
Uma vez que ¢(R) >~ R, se z € lannyp) (¢(1,))\{0}, entdo = = ¢(j), para algum
7 € lanng(I,)\{0}. Como, pela versio esquerda do Lema 4.1.15, lanng(Z,) é um
ideal esquerdo graduado de R, todas as componentes homogéneas de j - 71, ...,
Jm pertencem a lanng(1,); consequentemente,

¢(1); s 0(im) € lanngr)(¢(In))-
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Pela forma como foi definida a graduagao em RS™', &(41), ..., ¢(jm) sdo as
componentes homogéneas de z. Consequentemente, todas as componentes ho-
mogéneas de todos os elementos nao nulos de lannyg)(¢(1,,)) ainda pertencem a
lanngr)(#(1,)). Pelo Lema 4.1.15, conclufmos que rannps-1(lanngm (¢(L,))) &
um ideal direito graduado de RS™!, para todo n € N. Ora, como RS~ satisfaz
c.c.a em ideais direitos graduados, existe um niimero natural n tal que

ranngs— (lanngr)(¢(1n))) = ranngs-1 (lanngr) (¢(In))),

para todo m > n, o que nos leva a concluir que

ranng ) (lanngr) (#(In))) = ranng ) (lanng gy ($( L)),

para todo m > n.

Como I, ..., I, sfo anuladores a direita em R e R ~ ¢(R), ¢(I1), ..., ¢(I,)
sao anuladores & direita em ¢(R). Aplicando o Lema 2.2.10, concluimos que
(1) = ¢(In), para todo m > n, o que nos permite concluir, pela injectividade
de ¢, que [, = [, para todo m > n, ou seja, R satisfaz c.c.a em anuladores a
direita graduados.

Suponhamos, agora, que R nao tem gr-dimensao de Goldie a direita finita,
logo, existe uma familia infinita independente de ideais direitos graduados nao
nulos de R - (I;);ex. Para cada [;, escolhemos um elemento homogéneo ¢; per-
tencente a I;\{0}; entao,

(i1 ) (RS™))jex

& uma familia infinita de ideais direitos graduados nao nulos de RS~!. Uma vez
que RS ! satisfaz c.c.a em ideais direitos graduados, a famflia

(5171 (RS ™)) jex
é dependente, logo, existem k1, ...,k, € K, 11, ..., € R, 81,..., 8, € S tais que
iklrlsfl 4ol Tasa =0,
com
i, T187 € (3, I7H(RS N[0}, ..., ix.mns, " € (i, 171 (RS™)\{0}.

Logo, aplicando a Proposicao 2.1.14, determinamos r{,...,7, € Re z € S tais
que iy, m18; = ik, 27 o k. Tesyt = i, rhz7 . Consequentemente,

(?:kl'f‘ll + .. ikn’f‘;’)l_l = O,

portanto, g, v +...+ig, 7, = 0eigr; #0, ..., i, 71, # 0, 0 que contraria o facto de
a familia (1;);ex ser independente. Estao, pois, reunidas as condicoes necessarias
para afirmar que It é anel gr-Goldie & direita, como desejdvamos provar. m
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Afirmamos, na introducao desta secgao, nao ser possivel enunciar uma versao
graduada do Teorema de Goldie sem acrescentar “condigdes extra”. Tal deve-
se ao facto de a Proposi¢ao 5.1.2 nao admitir reciproca. Para comprovarmos
este facto, comecemos por observar que, se R ¢ um anel graduado do tipo G tal
que S = Cr(0) N A(R) é um conjunto de Ore a direita em R e o anel RS~ é
gr-semisimples, entdo todo o ideal direito graduado gr-essencial [ de R contém
um elemento homogéneo regular. Com efeito, se I é um ideal direito graduado
gr-essencial de R, pela Proposicao 4.2.2, I é um ideal direito essencial de R,
logo, I¢ é um ideal direito essencial de RS~!. Uma vez que, pelo Lema 5.1.1,
I¢ & um ideal direito graduado de RS !, pela Proposigdo 4.2.2, /¢ é um ideal
direito graduado gr-essencial de RS~!. Como RS~! é anel gr-semisimples, pela
Proposigio 4.2.9, I* = RS~!. Em particular, 117! = is™!, para alguns i € [ e
s € 5. Consequentemente, s € I ¢ I contém um elemento homogéneo regular.
Assim,

Proposigao 5.1.3 Se R é um anel graduado do tipo G tal que S = h(R)NCg(0)
é um conjunto de Ore & direita em R e o anel RS™" é gr-semisimples, entdo todo
0 ideal direito gr-essencial de R contém um elemento homogéneo regular.

Atendamos, agora, ao seguinte Fxemplo:

Exemplo 5.1.4 Sejam K um corpo e R = K[X,Y] a dlgebra comutativa nas
varidveis X, Y tais que XY =YX = 0. Para todo n € Z, definimos R, =
KX" sen > 0, e R, = KY™, sen < 0. Observe-se que R = ®pezBm,
RoR, = R,Ry = R,, para todo o nimero inteiro n. Além disso, R, R, = Rujym,
se n, m sao dois nimeros inteiros positivos ou dois nimeros inteiros negativos
e RoR, =0 C Ryym, sen, m sio dois mimeros inteiros de sinais contrdrios.
Logo, podemos definir uma graduacao do tipo Z em R.

Provaremos em segquida que R é anel gr-semiprimo. Para tal, suponhamos que
existe um ideal graduado nao nulo J e um nimero natural k tal que J* = 0. Seja
j um elemento homogéneo nao nulo pertencente a J. Sem perda de generalidade,
supomos gr(j) = 0. Logo, j = aX™, para alguns a € K\{0} e n € Ng. Como
JE =0, temos (aX™)* = 0, logo, X™ =0, o que é um absurdo. Consequente-
mente, R é anel gr-semiprimo.

Por outro lado, como R é anel Noetheriano, em particular, R é anel gr-Goldie a
direita. Logo, R é anel gr-Goldie a direita gr-semiprimo.

Consideremos, agora, o tdeal graduado gr-essencial de R - [ = RX + RY. O
ideal I nao contém elementos homogéneos regqulares, o que nos permite concluir,
pela Proposicao 5.1.8, que a reciproca da Proposicdo 5.1.2 nem sempre € vdlida.

A razdo que nos levou, no Exemplo anterior, a concluir que a reciproca da
Proposi¢ao 5.1.2 nem sempre é vélida foi o facto de existir um ideal direito gra-
duado gr-essencial do anel graduado R que nao contém elementos homogéneos
regulares.
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Provaremos em seguida que, se R for um anel graduado com gr-dimensao de
Goldie a direita finita que satisfaz a condigédo “todo o ideal direito graduado gr-
essencial de R contém um elemento homogéneo regular”, é vélida a recfproca da
Proposigao 5.1.2. Para tal, atenda-se as Proposi¢oes que se seguem.

Proposigao 5.1.5 Sejam R um anel graduado do tipo G com gr-dimensdo de
Goldie o direita finita e a um elemento homogéneo de R. Se ranng(a) = 0,
entao alR é um ideal direito graduado gr-essencial de R.

Demonstragao. Seja I um ideal direito graduado tal que aR NI = 0.
Comecemos por observar que a soma I + 3. a'l é directa.
Se existirem n € N e 4,1y, ...,1,, € I tais que

n
?:U + E ajij = D,
J=1
) 3

entao, iy € alt N I, logo, > 7, a’i; = 0. Consequentemente, a()7_ a/~*;) = 0
e, como ranng(a) = 0,

n
’i’:j_ -+ E G'-J_lf":j = O,
Jj=2

de onde concluimos que i; = 0. Repetindo este processo n — 1 vezes, concluimos
que i, = 0, para todo k£ € {0,...,n}. Consequentemente, a soma [ + ), ya'l é
directa.

Uma vez que, pelo Lema 4.1.16,

I & (®jena’I)

& um ideal direito graduado de R e R tem gr-dimensao de Goldie & direita finita,
existe um numero natural n tal que "/ = 0. Mas, como ranng(a) = 0, de
a™! = 0 obtemos I = 0. Consequentemente, aR ¢ um ideal direito graduado
gr-essencial de . m

Proposigao 5.1.6 Seja R um anel graduado do tipo G com gr-dimensdo de Gol-
die a direita finita tal que todo o ideal direito de R gr-essencial contém um ele-
mento reqular homogéneo. Entao, o conjunto dos elementos requlares homogéneos
de R - S = Cr(0) N h(R) é wm conjunto de denominadores & direita em R.

Demonstragao. Seja R um anel graduado como no enunciado da proposigéao.
Uma vez que S C Cg(0), S é um conjunto reversivel a direita.

Consideremos ' € h(R) e s € S. Pela Proposi¢ao 5.1.5, sR é um ideal direito
graduado gr-essencial. Assim, pela Proposi¢ao 4.2.3, o ideal direito graduado
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I ={z € R:r'z € sR} ¢ um ideal direito gr-essencial de R que, por hipétese,
contém um elemento homogéneo regular t. Assim, existe r € R tal que r't = sr.
Uma vez que 7't e 5 sao elementos homogéncos de R, podemos supor que r € h(R).

Como S & um subconjunto multiplicativo de R tal que S C h(R) e S satisfaz
as condictes 1) e 2) da Proposigdo 4.5.1, concluimos que S & um conjunto de
denominadores & direita em R, como desejdvamos provar. W

Estamos, agora, em condigbes de enunciar a recfproca da Proposigao 5.1.2
para anéis graduados que satisfazem a condi¢do “todo o ideal direito graduado
gr-essencial contém um elemento regular homogéneo”. Comegamos por introduzir
o seguinte Lema:

Lema 5.1.7 Seja R um anel graduado do tipo G tal que S = h(R) N Cr(0) é
um conjunto de denominadores & direita em R. Entdao, se I é um ideal direito
graduado de RS™', I¢ é um ideal direito graduado de R.

Demonstragao. Sejam R, S e I nas condigdes do lema. Seja ¢ € I°\{0};
logo i1~ € I\{0}.

Designemos as componentes homogéneas de ¢ por iy, ..., i,. Uma vez que
il17! = 4,17 + ... + 4,17, as componentes homogéneas de i17! em RS™! sdo
i17Y, ..., i,17Y, logo, como I é um ideal direito graduado de RS,

nl ™t i1 e I

Consequentemente, i1, ...,1, € I°.
Uma vez que, para todo o elemento ¢ € I\{0}, as componentes homogéneas
de i pertencem a I¢, I° & um ideal direito graduado de R. m

Teorema 5.1.8 Seja R um anel graduado do tipo G com gr-dimensdo de Goldie &
direita finita tal que todo o ideal direito gr-essencial contém um elemento regqular
homogéneo; entdo existe anel de frac¢bes o direita de R com respeito a S =
Cr(0)NA(R) e RS™! ¢ anel gr-semisimples.

Demonstragao. Pela Proposigao 5.1.6, sabemos que S é um conjunto de
denominadores & direita em R; portanto, existe RS™!, anel de fracgdes a direita
de R com respeito a S.

Para provarmos que o anel RS !, com a graduagdo definida na Proposi¢ao
4.5.2, ¢ gr-semisimples basta mostrar, pela Proposicao 4.2.9, que RS™! néo
contém ideais direitos préprios gr-essenciais. Para tal, suponhamos, com vista
a um absurdo, que I é um ideal direito préprio gr-essencial de RS™!.

Seja r € R\{0}. Uma vez que S C Cg(0), r17' # 0. Como [ <, _. RS,
pela Proposicio 4.2.2, existe az™! € RS ! tal que

(r1 Yaz™! € 1\{0},
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logo, ral™! € I\{0}. Ora, como ral™ € I\{0}, ra € I°\{0}, o que nos leva a
concluir que /¢ <, Rg. Pelo Lema 5.1.7 e pela Proposicao 4.2.2, concluimos que
I¢ é um ideal direito gr-essencial de R, logo, por hipétese, 1¢ contém um elemento
regular homogéneo, pelo que 11! € 7, Uma vez que I* =1, 11"* € I, o que é
absurdo, uma vez que I é um ideal direito préprio de RS~!. O absurdo resultou
de supormos que RS~ contém ideais direitos préprios graduados gr-essenciais;
logo RS~ é anel gr-semisimples, como desejdvamos provar. m

Tendo em consideracao o Teorema anterior e a Proposicao 5.1.3, concluimos
que o problema de demonstrar uma versao graduada do Teorema de Goldie se
pode reduzir ao problema de encontrar anéis graduados que satisfazem a condicao
“todo o ideal direito graduado gr-essencial contém um elemento homogéneo re-
gular”.

Em [13], Goodearl e Stafford demonstraram que se R for um anel graduado
do tipo G, gr-primo, gr-Goldie a direita e G for um grupo Abeliano, entao, R
satisfaz a condicao “todo o ideal direito graduado gr-essencial de R contém um
elemento homogéneo regular”, pelo que, neste caso, é possivel demonstrar uma
versao graduada do Teorema de Goldie. Para provarmos tal facto introduzimos
alguns resultados preliminares.

Proposigao 5.1.9 Seja R um anel graduado do tipo G que satisfaz c.c.a em anu-
ladores & direita graduados; entdo Z9(Ryg) € nilpotente. Se R for gr-semiprimo,
Z9(Rg) = 0.

Demonstragao. Seja J = Z9(Rp) e consideremos a cadeia
ranng(J) C ranng(J*) C ... C ranng(J") C ....

Como J ¢ um ideal direito graduado, pelo Lema 4.1.18, J* é um ideal direito
graduado, para todo k& € N. Pelo Lema 4.1.15, ranng(J*) é um anulador &
direita graduado, para todo & € N. Portanto, a cadeia considerada é uma cadeia
ascendente de anuladores a direita graduados, logo, existe um mimero natural n
tal que ranng(J") = ranng(J").

Suponhamos que J"t1 £ 0. Se, para todo o elemento homogéneo a € J,
tivermos J"a = 0, como J é gerado pelos seus elementos homogéneos, concluimos
que J**!' = 0, o que & absurdo. Assim, concluimos que existe um elemento
homogéneo a € J para o qual J"a # 0.

Suponhamos que para todo o elemento homogéneo o' € J tal que J"a' # 0
existe um elemento homogéneo a” € J tal que J"a" # 0 e ranng(a’) G ranng(a”);
entao conseguimos construir uma cadeia propriamente ascendente infinita de anu-
ladores a direita graduados

ranng(a’) G ranng(a”) G ...,
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o que, por hipétese, é absurdo. Logo, podemos escolher um elemento homogéneo
a € J que goza da propriedade “J"a # 0 e, para todo z € h(R) N J tal que
ranng(a) G ranng(z), tem-se J"x = 0.

Consideremos, agora, um elemento homogéneo b de Z9(Rp). Por definicao,

ranng(b) <gr—e Rg,
consequentemente, ranng(b) N aR # 0. Podemos, entao, escolher
ac € (ranng(b) NaR)\{0},
logo, bac = 0. Uma vez que
¢ € (ranng(ba)\ranng(a)),

ranng(a) & ranng(ba), logo, pela escolha de a, J"ba = 0. Como b ¢ um ele-
mento homogéneo arbitrario de J e J & gerado pelos seus elementos homogéneos,

concluimos que J"Ja = 0, isto &,
a € ranng(J™).

Uma vez que ranng(J"™) = ranng(J"), temos um absurdo - pois J"a # 0.
O absurdo resultou de supormos J™! = 0, logo, o ideal direito graduado J ¢é
nilpotente.

Se I for gr-semiprimo, entdo, como J é nilpotente, J = 0. m

Coroldrio 5.1.10 Seja R um anel graduado do tipo G gr-Goldie a direita gr-
serniprimo. Se a é um elemento homogéneo regular & direita de R, entdo, a é um
elemento reqular de R.

Demonstragao. Suponhamos que existe ¢ € R\{0} tal que ca = 0. Uma
vez que a é um elemento homogéneo, existe uma componente homogénea ¢’ de
¢ tal que da = 0. Em particular, ¢(¢R) = 0. Como, pela Proposi¢ao 5.1.5,
(0R)n Lyr—e Ris

ranng(c) <ge Rp,

logo, ¢ € Z9(Rg).
Por outro lado, pela Proposicao 5.1.9, Z9(Rg) = 0, o que ¢ absurdo, uma vez
que

¢ € Z9(Rr)\{0}.

O absurdo resultou de supormos que existe ¢ € R\{0} tal que ca = 0, logo, a é
um elemento regular de R, como querfamos demonstrar. ®



214 CAPITULO 5. LOCALIZACAO EM ANEIS GRADUADOS

Proposigao 5.1.11 Seja R um anel graduado do tipo G, gr-semiprimo que sa-
tisfaz c.c.a em anuladores a direita graduados; entdao todo o ideal direito graduado
nao nulo de R contém um elemento homogéneo nao nilpotente.

Demonstragao. Seja I um ideal direito graduado nao nulo de R e  um ele-
mento homogéneo nao nulo de 7 tal que ranng(x) é maximal entre os anuladores
& direita em R de elementos homogéneos nao nulos de I. Como RxR # 0e R
¢ anel gr-semiprimo, (RzR)* # 0. Podemos, entdo, considerar r € h(R) tal que
zrr # 0. Uma vez que ranng(z) C ranng(zrz) e ranng(zr) é maximal entre
os anuladores a direita em R de elementos homogéneos nao nulos de I, temos
ranng(z) = ranng(zrz), logo, (zr)* # 0.

Aplicando um raciocinio de indugdo, concluimos que (zr)™ # 0, para todo
n € N, portanto, zr é um elemento homogéneo nao nilpotente de 7. m

Definigao 5.1.12 Seja R um anel graduado do tipo G. Um R-mddulo graduado
ndo nulo M diz-se gr-uniforme se a intersecgao de dois quaisquer R-submddulos
graduados nao nulos de M for nao nula.

Lema 5.1.13 Seja R um anel graduado do tipo G gr-semiprimo que satisfaz c.c.a
em anuladores & direita graduados. Seja a € h(R)\{0} tal que aR € gr-uniforme.
Entdao, o anulador o direita de a em R é maximal entre os anuladores & direita
dos elementos homogéneos nao nulos de R.

Demonstracao. Com vista a um absurdo, suponhamos que existe um ele-
mento homogéneo nao nulo b tal que

ranng(a) G J = ranng(b).

Entao, aJ # 0 e, como aR & gr-uniforme, aJ <4 _. aRR, logo, aJ <. aR e, pela
Proposigao 1.6.3, aR/a.J é um R-mdédulo singular.
Observemos, agora, que ar + aJ = ar’ + aJ implica

a(r—1' = 5) =0,
para algum j € J; consequentemente,
(r—r'—j) € ranng(a) G ranng(b),
o que nos leva a concluir que
0=br—r' —j)=br—br'—bj =br—br',
logo, br = br'. Podemos, pois, definir a aplicagao

¢: aRfaJ — bR
ar+aJ — br’
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Assim definida, ¢ ¢ um R-epimorfismo. O R-homomorfismo ¢ ¢ ainda injectivo
uma vez que ¢(ar + aJ) = 0 implica r € J, logo, ar € aJ. Consequentemente,
bR ~ aR/aJ. Uma vez que aR/aJ ¢ um R-médulo singular, concluimos que bR
& um R-mdédulo singular, logo,

ranng(br) <. Ry, para todor € R.

Seja y € (bR);, com t € G, entdo, rannpg(y) ¢ um ideal direito graduado de R,
logo, ranng(y) <g—. Rg €, portanto, y € (Z9(bR));. Concluimos, assim, que
Z9(bR) = bR.

Por outro lado, como R é anel gr-semiprimo e satisfaz c.c.a em anuladores &
direita graduados, pela Proposicao 5.1.9, Z9(Rg) = 0, logo, Z7(bR) = 0, o que
nos leva a concluir que b = 0, o que é absurdo. Provamos, assim, que o anulador
a direita de a € maximal entre os anuladores & direita dos elementos homogéneos
nao nulos de R, como desejdvamos provar. ®

Teorema 5.1.14 (Goodearl, Stafford) Sejam G um grupo Abeliano e R um
anel graduado do tipo G, gr-primo e gr-Goldie & direita. Todo o ideal direito
graduado gr-essencial I de R contém um elemento homogéneo regular.

Demonstragao. Para simplificacdo de linguagem, dizemos que um elemento
homogéneo nao nulo a € R & gr-uniforme se o ideal direito graduado aR for
gr-uniforme.

Seja I um ideal direito gr-essencial de um anel graduado R do tipo G gr-primo
e gr-Goldie & direita. Suponhamos que o grupo G é Abeliano.

Comecamos por provar que todo o ideal direito graduado nao nulo de R con-
tido em I possui um elemento homogéneo ndo nilpotente gr-uniforme. Conside-
remos um ideal direito graduado I' nao nulo de R tal que I’ C I. Pela Proposicao
5.1.11, I’ contém um elemento homogéneo nao nilpotente a;. Suponhamos que
todos os elementos homogéneos ndo nilpotentes de I' nao sao gr-uniformes; entao,
em particular, existem dois ideais direitos graduados nao nulos I, e I tais que
L@ I, C a;R. Analogamente, I3 contém um elemento homogéneo néo nilpotente
ay e, portanto, existem dois ideais direitos graduados nao nulos I3 e I tais que
I, ® I3 C asR, logo, Iy @ I3 @ I, é um ideal direito graduado ndo nulo de R.
Repetindo este processo, construimos uma soma directa de uma familia infinita
de ideais direitos graduados nao nulos de R, o que contraria o facto de R ter
gr-dimensao de Goldie & direita finita. Provamos, assim, que existe um elemento
homogéneo nao nilpotente gr-uniforme em [’. Em particular, existe um elemento
homogéneo niao nilpotente gr-uniforme em I- a;.

Suponhamos que ranng(a;) = 0, entdo, pelo Coroldrio 5.1.10, a; é um ele-
mento regular de R. Provamos, assim, que [ possui um elemento homogéneo
regular.
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Suponhamos que rannp(a;) # 0, entdo, como I é um ideal direito gr-essencial,
INnranng(a;) # 0. Pelo que vimos anteriormente, existe um elemento homogéneo,
néo nilpotente, gr-uniforme as em I Nranng(a).

Provaremos em seguida que, se para todo o mimero natural n existir um
elemento homogéneo, nao nilpotente, gr-uniforme a,,; tal que

ant1 € (Migjenranng(a;)) N1,
entdo a soma ), a; R & directa. Com efeito, se
ary + . apT,m =0,
para algum mimero natural m e para alguns rq, ..., 7, € R, entao
10171 + ... + @G10mTm = 0.

Uma vez que dg, ..., am € ranng(ar), temos que r; € ranng(a?). Uma vez que
a; € um clemento homogéneo nao nilpotente, a? ¢ um elemento homogéneo nio
nulo. Ora, como a; é um elemento homogéneo gr-uniforme, pelo Lema 5.1.13,

ranng(as) = ranng(a,).

Concluimos, assim, que a;r; = 0. De modo andlogo provamos que todas as
parcelas da soma consideradas sao nulas, portanto, » . a; R ¢ uma soma directa,
de uma familia de ideais direitos graduados nao nulos, o que é absurdo, uma vez
que R tem gr-dimensao de Goldie & direita finita.

Consequentemente existe um numero natural n (com n > 2) e existem ele-
mentos homogéneos, nao nilpotentes, gr-uniformes - ay, ..., a, € I tais que

a; € ((Mej<i-1ranng(a;)) N1,

para todo 7 tal que 1 < ¢ < n, e I N (Ni<j<nranng(a;)) ndo contém elementos
homogéneos nao nilpotentes gr-uniformes. Uma vez que j& provamos que os ideais
direitos graduados nao nulos contidos em / possuem um elemento homogéneo néo
nilpotente gr-uniforme, concluimos que I N (Ni<;j<nranng(a;)) = 0. Ora, como I
¢ um ideal direito gr-essencial de R,

Mi<j<nranng(a;) = 0.

Pelo Lema 5.1.13, ranng(e;) ¢ maximal entre os anuladores a direita de elementos
homogéneos nao nulos de R, para todo j tal que 1 < j < n. Tal como no parédgrafo
anterior conclufmos que i, a;R é uma soma directa.

Suponhamos, agora, que a?Ra3R....a2 R = 0; entdo, como R é anel gr-primo,
existe ¢ tal que 1 < i < n e a?R = 0, em particular, a? = 0, o que é absurdo, uma
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vez que g; é um elemento ndo nilpotente. Logo, a?Ra3R...a2R # 0 e existem
elementos homogéneos de R - sy, ..., $,-1 tals que

2
= a%slagsg....sn_lan 10
Pela Proposicao 5.1.11, z R contém um elemento homogéneo nao nilpotente
2. 2 2
d = a7510383....8,-10,, 5p,

onde s, € h(R).
Dado ¢ € {1,...,n}, designamos por d; o elemento

2 2 2 2
((1i3i(1i+181‘+1 ....sn_lansn) ((1181 w820 1851 G,i),

Como d? # 0, d; &€ nao nulo, para todo 7 tal que 1 < i < n. Ora, como ranng(a;) C
ranng(d;) e ranng(a;) é maximal entre os anuladores & direita de elementos
homogéneos nao nulos de R,

ranng(d;) = ranng(a;), para todo <.

Observe-se, ainda, que a soma ) ., d;R ¢ directa, uma vez que d;R C a; R, para
todo i € {1,...,n}. Assim,
™

ranng(di + .+ du) = _61TG,TLTLR(di) = Nranng(a;) = 0.

=1

Como G é grupo Abeliano, d; ¢ um elemento homogéneo nao nulo tal que gr(d;) =
gr(d), para todo 7 tal que 1 < ¢ < n. Portanto, d' = d; + ... + d,, € um elemento
homogéneo nao nulo de R cujo grau é igual ao grau de d. Concluimos, assim, que
d" ¢ um elemento homogéneo regular a direita. Pelo Coroldrio 5.1.10, d' é um
elemento homogéneo regular de [, como desejavamos provar. ®

5.2 O Teorema de Goldie para alguns anéis gra-
duados

Nesta seccao, concentrar-nos-emos na determinagao de condi¢oes que nos permi-
tam demonstrar a reciproca da Proposi¢ao 5.1.2 no caso de o anel graduado R
em consideragao ter graduagao nao degenerada. Em particular, provaremos que,
no caso de um anel graduado R ter graduagao nao degenerada e ter anel base
semiprimo, € valida a reciproca da Proposigao 5.1.2. Verificaremos ainda que, se o
anel graduado R em causa tiver suporte finito (note-se que, pela Proposicéo 4.3.8,
um anel gr-semiprimo com suporte finito tem graduagéo ndo degenerada) ou for
fortemente graduado, é possivel demonstrar uma versao graduada do Teorema de
Goldie.

Comegcaremos por provar que, se R é anel graduado com graduacao nao de-
generada & direita e gr-Goldie & direita, R, é anel de Goldie a direita.
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Lema 5.2.1 Seja R um anel graduado do tipo G que satisfaz c.c.a em anuladores
a diretta graduados; entdo R. satisfaz c.c.a em anuladores o direita.

Demonstragao. Consideremos uma cadeia ascendente de anuladores a di-
reita de R. - X; C ... C X, C ..., logo,

ranng(lanng, (X1)) C ... C ranng(lanng, (X)) C ...

Uma vez que Y; = lanng, (X;) C R., para todo i, pelo Lema 4.1.15, ranng(Y;) é
um anulador & direita graduado de R, para todo .

Por hipdtese, I? satislaz c.c.a em anuladores a direita graduados, portanto,
existe um mimero natural n tal que ranng(Y;,) = ranng(Y,), para todo m > n;
logo, ranng, (Y;,) = ranng,(Y,), para todo m > n, o que, pelo Lema 2.2.10,
implica X,, = X,,, para todo m > n. Estd, pois, provado que R, satisfaz c.c.a em
anuladores a direita. =

Proposigao 5.2.2 Seja R um anel graduado do tipo G com graduacdo ndo de-
generada o direita; entdo R. tem dimensao de Goldie & direita finita se e s6 se
R tem gr-dimensdo de Goldie a direita finita.

Demonstragao. Seja I um anel graduado do tipo G com graduagao nao
degenerada a direita. Suponhamos que R, tem dimensao de Goldie a direita finita
e consideremos uma familia independente de ideais direitos nao nulos graduados
de R - (I;)icx. Pelo facto de R ter graduagao nao degenerada a direita concluimos,
pela Proposigao 4.3.3, que ([; N R.)icx € uma familia independente de ideais
direitos nao nulos de Ii.. Como R, tem, por hipétese, dimensao de Goldie a direita
finita, concluimos que K é um conjunto finito. Portanto, R tem gr-dimenséao de
Goldie & direita finita, como desejdvamos provar.

Reciprocamente, suponhamos que R tem gr-dimensao de Goldie & direita
finita ¢ consideremos uma familia independente (I;);cx de ideais direitos nao
nulos de fZ.. Consideremos a famflia de ideais direitos graduados nao nulos -
(I; R)icx. Suponhamos que existem z;, € (I, R)\{0}, ..., zn € (I}, R)\{0}, com
ki,....k, € K, tais que z1 + ... + z,, = 0. Seja (x1); uma componente homogénea
de z; de grau t € G. Para todo j € {2,...,n}, consideramos, no caso de z; ter
uma. componente homogénea de grau t, (z;); = (z;)¢, caso contrario, (z;); = 0.
Assim,

(1)} + ...+ (z,); =0

e, uma vez que ([;R);cx ¢ uma familia de ideais direitos graduados de R, (z;); €
Iy R, ..., (z,)f € Iy, R. Pelo facto de R ter graduacdo nao degenerada a direita,
existe r € Ry—1 tal que (z1);r € R.\{0}, logo,

(21)I7 + oo + (@)1 = 0,
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Ora, como (x)ir € Ig,, ..., (n)ir € Ik, € (Li)ick €, por hipdtese, uma familia
independente de ideais direitos nao nulos de R,

[ B = ... = (Ba liF =40,

o que é absurdo, uma vez que 0 # (z;);7. Consequentemente, a familia de ideais
direitos graduados nao nulos de R - (I;R);cx ¢ independente, o que nos leva a
concluir, pelo facto de R ter gr-dimensao de Goldie a direita finita, que K é um
conjunto finito e, portanto, R, tem dimensao de Goldie a direita finita, como
desejdvamos provar. H

O Corolario da Proposicao que se segue dd-nos condigées suficientes para um
anel graduado R do tipo G satisfazer a condigao “todo o ideal direito graduado gr-
essencial I de R contém um elemento homogéneo regular”. De facto, provaremos
que, se i é um anel graduado do tipo G com graduacao nao degenerada e tal que
R, ¢ anel de Goldie & direita semiprimo, todo o ideal direito graduado gr-essencial
de R contém um elemento regular homogéneo de grau e.

Proposigao 5.2.3 Sejam R um anel graduado do tipo G com graduagdo nao
degenerada a direita e L um ideal direito graduado de R. O ideal direito graduado
L de R é gr-essencial se e sé se LN R, é essencial como ideal direito de R,.

Demonstragao. Seja L um ideal direito graduado gr-essencial de R e seja K
um ideal direito ndao nulo de R.; entao K It é um ideal direito nao nulo graduado
de R e, como L é gr-essencial, LN K R é um ideal direito graduado nao nulo. Uma
vez que I tem graduacao nao degenerada a direita, concluimos, pela Proposicao
4.3.3, que

B (LN KRN B = (ET1 R N K-

Portanto, L. N R, é um ideal direito essencial de K., como desejdvamos provar.

Reciprocamente, suponhamos que L N K, ¢ um ideal direito essencial de R,
e seja K um ideal direito graduado ndo nulo de R; entao, pelo facto de R ter
graduagdo nao degenerada a direita, pela Proposicao 4.3.3, K N R, # 0. Como
LN R, é um ideal direito essencial de R,,

(LNR)N(KNKR,)#0,

portanto, LN K # 0, o que nos leva a concluir que L é um ideal direito graduado
gr-essencial, como desejavamos provar. m

Coroldrio 5.2.4 Seja R um anel graduado do tipo G com graduagdo nao dege-
nerada tal que R é anel de Goldie a direita semiprimo e seja I um ideal direito
graduado gr-essencial de R; entdao I contém um elemento regular homogéneo de
grau e.
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Demonstragao. Se [ ¢ um ideal direito graduado gr-essencial, entao, pela
Proposicao 5.2.3, I N K, é um ideal direito essencial de R, logo, pelo Teorema de
Goldie, /N R, contém um elemento regular z. Como ranng, (z) = 0 = lanng, (z),
pelo Lema 4.3.10,

ranng(z) = 0 = lanng(z),

concluindo-se, assim, que / contém um elemento regular homogéneo de grau e.
|

Estamos, agora, em condi¢oes de demonstrar a reciproca da Proposicao 5.1.2
para anéis com graduagao nao degenerada cujo anel base é semiprimo.

Proposicao 5.2.5 Seja R um anel graduado do tipo G gr-Goldie a direita cuja
graduagao é nao degenerada e tal que R, é anel semiprimo; entdo existe anel
de fracgoes a direita de R com respeito a S = Cr(0) N h(R) e RS~ ¢ anel
gr-semisimples.

Demonstracao. Do Lema 5.2.1 ¢ da Proposi¢ao 5.2.2, concluimos que R,
¢ anel de Goldie & direita. Estao, pois, reunidas as condigoes necessdrias para
aplicar o Coroldrio 5.2.4 e afirmar que todo o ideal direito graduado gr-essencial
de R contém um elemento regular homogéneo.

A proposigao ¢, agora, uma consequéncia imediata do Teorema 5.1.8. m

Afirmamos, no inicio desta seccao, ser também possivel demonstrar uma
versao graduada do Teorema de Goldie para anéis fortemente graduados. Pa-
ra tal necessitamos de aplicar a seguinte Proposicao:

Proposigao 5.2.6 Seja R um anel fortemente graduado tal que R. é anel de
Goldie o direita; entdao R é anel gr-semiprimo se e sd se R, é anel semiprimo.

Demonstragao. Como R é um anel fortemente graduado, em particular, R
tem graduacdo nao degenerada. Pela Proposicao 4.3.9, se R, for anel semiprimo,
R & anel gr-semiprimo.

Reciprocamente, suponhamos que R ¢ anel gr-semiprimo. Pela Proposicao
4.4.4, para provarmos que R, € anel semiprimo é suficiente provar que R, é anel
G-semiprimo. Ora, se considerarmos um ideal G-invariante I de R, para o qual
existe um nimero natural n tal que I = 0, entdo ["R"™ = 0. Uma vez que I é um
ideal de R, G-invariante, (IR)™ = 0 e, como /R é um ideal direito graduado de R
e R é anel gr-semiprimo, /R = 0, o que nos leva a concluir que I = 0. Portanto,
R. & um anel G-semiprimo, como desejdvamos provar. W

Teorema 5.2.7 Seja R um anel fortemente graduado; entdo R é anel gr-Goldie
a direita, gr-semiprimo se e sd se existe anel de frac¢oes o direita de R com
respeito a S = Cr(0) N h(R) e o anel RS~ é gr-semisimples.
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Demonstragao. Foi provado na Proposigdo 5.1.2 que, se existir anel de
fracbes & direita de R com respeito a S = Cg(0) N A(R) e se o anel RS,
com a graduagdo definida na Proposi¢ao 4.5.2, é gr-semisimples, entao I? é anel
gr-Goldie a direita e gr-semiprimo.

Reciprocamente, suponhamos que R é um anel gr-Goldie & direita, gr-semiprimo.
Para provarmos o teorema é suficiente, pela Proposicao 5.2.5, provar que R, ¢é
anel semiprimo. Ora, como R ¢ anel gr-Goldie & direita e R tem graduagao nao
degenerada, pelo Lema 5.2.1 e pela Proposigao 5.2.2, R, ¢ anel Goldie & direita,
logo, pela Proposigio 5.2.6, R. ¢ anel semiprimo, como desejavamos provar.

Como consequéncia da Proposi¢ao 4.3.8, temos que todo o anel graduado R
do tipo G gr-semiprimo com suporte finito tem graduacéo nao degenerada ¢ ancl
base semiprimo. Aplicando a Proposigao 5.2.5, concluimos que, se R & um anel
graduado do tipo G gr-semiprimo, gr-Goldie & direita cujo suporte ¢ finito, é
vélida a reciproca da Proposi¢ao 5.1.2. Assim,

Teorema 5.2.8 Seja R um anel graduado do tipo G com suporte finito. Entao,
R ¢ anel gr-semiprimo, gr-Goldie & direita se e s6 se S = Cgr(0) N h(R) é um
conjunto de denominadores & direita em R e RS™! é anel gr-semisimples.

No Teorema anterior demonstrou-se uma versao graduada do Teorema de
Goldie para anéis com suporte finito. Em particular, este resultado ¢ valido no
caso de considerarmos anéis graduados por grupos finitos.

Em seguida apresentaremos um resultado (Teorema 5.2.10) que nos permitird,
em particular, concluir que, se considerarmos um anel graduado R do tipo G gr-
Goldie & direita, gr-semiprimo e com suporte finito, existe anel de fraccoes a
direita de R com respeito a Cr(0) - RCr(0) !, sendo este anel Artiniano.

Proposigao 5.2.9 Seja R um anel graduado do tipo G com graduagdo nao de-
generada tal que R, é anel de Goldie a direita semiprimo; entdo:

1) o subconjunto multiplicativo S = Cr(0) N h(R) de R € um conjunto de deno-
minadores & direita em R,

2) o subconjunto multiplicativo T = Cg,(0) de R é um conjunto de denominado-
res & direitaem ReT C S.

Demonstragao. 1) Como R, tem dimensao de Goldie a direita finita, pe-
la Proposi¢ao 5.2.2, R tem gr-dimenséo de Goldie & direita finita e, como pelo
Corolario 5.2.4, todo o ideal direito graduado gr-essencial de R contém um ele-
mento homogéneo regular, estdo reunidas as condigoes necessdrias para aplicar a,
Proposic¢ao 5.1.6 e afirmar que S é um conjunto de denominadores a direita em
R.

2) Pelo Lema 4.3.10, T C Cg(0), o que nos permite concluir que T é um
conjunto reversivel e ' C Cr(0) NA(R) = S.



222 CAPITULO 5. LOCALIZACAO EM ANEIS GRADUADOS

Sejam s, € T'er € R. Como s, € S e, por 1), S é um conjunto de
denominadores & direita em R, existem s € S e r’ € R tais que s.r’ = rs.

Como R tem gr-dimensao de Goldie a direita finita, pela Proposicéao 5.1.5, sR é
um ideal direito graduado gr-essencial de R; logo, pelo Corolario 5.2.4, existe um
elemento regular homogéneo de grau e em sR - sr*. Assim, s.(r'r*) = r(sr*).
Uma vez que sr* € T, provamos que 7" € um conjunto de Ore & direita em R.
Consequentemente, 7' é um conjunto de denominadores & direita em I, como
desejavamos provar. M

Teorema 5.2.10 Seja R um anel graduado do tipo G com graduacgdo ndo dege-
nerada tal que R, é anel de Goldie a direita, semiprimo. Sejam S = Cr(0)NA(R)
e T = Cg,(0); entdo:

1) existe anel de fracgdes & direita de R com respeito a S - RS™! e eriste anel
de fracgdes a direita de R com respeito a T - RT™, sendo RS™' ~ RT™!;

2) RS é anel gr-semisimples, com graduagao nao degenerada tal que sup(RS 1) =
sup(R) e (RS™Y). = RTI'. Em particular, (RS™'). é anel semisimples;

3) se considerarmos em RT™' a graduagdo apresentada na Proposi¢io 4.5.2,
(RT™1). é anel semisimples;

4) para todo t € sup(R), existe um nidmero natural n tal que Ry é isomorfo a um
Re-submddulo do R.-mddulo & direita B R.;

5) se sup(R) for um conjunto finito, entdo RS~ é anel de fracgées a direita de
R com respeito a Cr(0) e RS~ é anel Artiniano.

Demonstragao. 1) Pela Proposicao 5.2.9, os conjuntos S e T' sao conjuntos
de denominadores & direita em R, logo, RS~ e RT! existem.

Verificaremos, em seguida, que RS™! ¢ anel de fracgoes a direita de R com
respeito a T'. Consideremos o homomorfismo

6: R — RS
r — pl7l

que satisfaz as condigoes a), b) e ¢) da Defini¢do 2.1.1.
Como T C S, os elementos da forma ¢(t), com ¢t € T, sao unidades de RS™!.

Por outro lado, como T' C Cg(0),
Ker(¢p) =0={re€ R:rs=0, para algum s € T'}.

Para demonstrarmos que RS™! é anel de fracgoes & direita de R com respeito a
T &, agora, suficiente verificar que todo o elemento de RS~ se escreve na forma
ab™', para alguns @ € Re b € T. Sejay € RS™}; entdo y = ed ™!, para alguns
c€ Rede S. Ora, como, pela Proposigao 5.2.2, R tem gr-dimensao de Goldie
a direita finita e como d € S, pela Proposigao 5.1.5, (dR)r <g—. Rr, logo, pelo
Corolério 5.2.4, dR contém um elemento regular homogéneo de grau e - ¢t = dz.
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Consequentemente, d~' = zt~!, o que nos leva a concluir que cd™' = (cx)t™t,
comt € T e cz € R. Logo, todos os elementos de RS~ se escrevem na forma
ab~!, para alguns a € R e b € T. Uma vez que RS~ € anel de fracces a direita
de R com respeito a T, conclufmos que RS~ ~ RT™', como desejdvamos provar.
2) Pelo Corolario 5.2.4, todo o ideal direito gr-essencial de R contém um
elemento regular homogéneo de grau e. Ora, como, pela Proposigao 5.2.2, It tem
gr-dimensao de Goldie a direita finita, estdo reunidas as condigbes necessérias
para aplicar o Teorema 5.1.8 e afirmar que o anel RS™! é gr-semisimples.
Consideremos o subanel (RS™1), de RS™! ¢ o homomorfismo de anéis

¢lp: Re — (RSHe

r — rl17!

Uma vez que T C S, ¢(t) é uma unidade de RS, para todo t € T.

Sejat € T. Como ¢(t) ¢ um elemento homogéneo de grau e de RS™1, o inverso
de ¢(t) é também um elemento homogéneo de RS~ de grau e, logo, pertence a
(RS1).. Consequentemente, ¢(s) ¢ uma unidade de (RS 1), para todo s € T.

Por outro lado,
Ker(¢ |g,) =0={r € R.:rs =0, para algum s € T}.

Consequentemente, para provarmos que (RS 1), & anel de fracgoes a direita de
R, com respeito a T é suficiente provar que todo o elemento de (RS™1). se escreve
na forma at=!, para alguns a € R, e t € T. Para tal, consideremos

€ (RS \{0};

entdo, y = rs~ !, para alguns elementos r € h(R)\{0} e s € S tais que gr(r) =
gr(s).

Uma vez que, pela Proposigio 5.2.2, R tem gr-dimensao de Goldie & direita
finita e como s € S, pela Proposigdo 5.1.5, sR <,._. Rg, logo, pelo Corolario
5.2.4, sR contém um elemento regular homogéneo de grau e - ss’. Como s, s5' €
h(R), podemos supor que §' € h(R). Por outro lado, como ss', s pertencem a
S, ¢17! & uma unidade de RS~!. Consequentemente, rs~! = (rs’)(ss’)~*. Ora,
uma vez que gr(ss’) = e, concluimos que

gr(rs') = gr(ss’) =e,

logo, y = (rs')(ss')%, com rs' € R, ¢ ss' € T. Portanto, (RS7!). é anel de
fracgoes a direita de R, com respeito a T, logo,

(RS, ~ R.T .

Uma vez que R, é anel de Goldie & direita semiprimo, pelo Teorema de Goldie,
R.T~1 & anel semisimples, logo, (RS 1), é anel semisimples.
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Para verificarmos que RS™! tem graduacdo nao degenerada & direita é su-
ficiente mostrar que (aRS™'). # 0, para todo o elemento homogéneo nao nulo
ac RS

Dado um elemento homogéneo nao nulo a € RS™!, temos a = be™!, para
alguns b € h(R)\{0}, ¢ € S. Como R tem graduacdo nao degenerada, existe
b € h(R) tal que b’ € R.\{0}. Consequentemente,

0% (bb)17! = a(ch)17

a(ch)17' € (aRS™),,

o que nos permite concluir que RS ! tem graduagio nao degenerada a direita.
Uma vez que (RS™1!), & anel semisimples, (RS~ '), é anel semiprimo, logo,
pelo Lema 4.3.4, RS™! tem graduacio nao degenerada & esquerda.
Verificaremos, em seguida, que sup(RS™!) = sup(R).
Facilmente se verifica que sup(R) C sup(RS~!). Considerando o € sup(RS™!),

entéao existe z € RS™'\{0} tal que z = as™!, para alguns a € h(R)\{0}, s € S
tais que gr(a)gr(s)~! = a. Tal como anteriormente, determinamos s’ € h(R) tal

que ss' € T. Consequentemente, as™! = (as’)(ss')7!, onde as’ € h(R) e ss' € T.
Ora, como

gr(a)gr(s)™" = gr(as’)gr(ss')™

e ss' € T, concluimos que gr(as’) = « e as’ # 0. Portanto, « € sup(R), o que nos
leva a concluir que sup(R) = sup(RS™!), como desejavamos provar.

3) Tal como na alinea anterior demonstramos que (R7™'), € anel de fracgdes
a direita de R. com respeito a T. Uma vez que R, ¢é anel de Goldie a direita
semiprimo, pelo Teorema de Goldie, (R7 '), é anel semisimples.

4) Seja X = RS~. Como, pela alinea 2), X tem graduagao nao degenerada
e X. é anel semisimples, estdo reunidas as condigoes necessdrias para aplicar
o Teorema 4.3.11 e afirmar que X, -1 é finitamente gerado como X.-mddulo a
esquerda, para todo o € sup(RS™1). Assim, dado o € sup(RS™), existe n € N
tal que

n

=

X1 = E Ko T8
i=1

para alguns z;s;" € X,-1, onde 4 ¢ tal que 1 < ¢ < n. Pela Proposicao 2.1.14,
existem ), ...,z, € R e s € § tais que z187" = 2,871, ..., Tos; ! = 2,571
Como R tem gr-dimensao de Goldie a direita finita, sR <g4_. Rg. Aplicando

o Corolério 5.2.4, concluimos que existe ' € R tal que ss’ € T. Seja t = sg'.
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Consequentemente, existem z7, ...,z € R,-1 tais que z{s™! = z{t™!, ..., 2l st =

2't~1. Consideremos o R.-homomorfismo

{P: RO’ — @?lee
= (BB

Mostremos que Ker(yp) = 0. Para tal, suponhamos que existe r € R, tal que
zr = 0, para todo ¢ tal que 1 < i < n, entao

[ i‘XB(:c;’r)rl = (Zn:Xe(a:;jtl)) (tr1 ™) = X ()12,

Como a graduacao de X é nao degenerada, (tr)1~! = 0. Como t17! ¢ uma unidade
de X, r17t = 0, logo, r = 0. Consequentemente, Ker(¢) = 0. Concluimos,
assim, que, para todo ¢ € sup(RS™!), existe um niimero natural n tal que R, é
isomorfo a um R.-submédulo do R.-mdédulo a direita @ ; R.. Como, pela alinea
2), sup(R) = sup(RS™1), temos que, para todo o € sup(R), existe um nimero
natural n tal que R, é isomorfo a um R.-submddulo do R.-médulo a direita
@, R., como desejdvamos provar.

5) Pela alinea 2), RS™! & um anel graduado com graduagio nao degene-
rada tal que (RS™'). é anel semisimples e sup(R) = sup(RS™'). Uma vez que
sup(RS™1) & um conjunto finito (note-se que sup(RS—1) = sup([t)), estao reuni-
das as condigbes necessdrias para aplicar o Teorema 4.3.11 ¢ afirmar que RS™! ¢
anel Artiniano.

Por outro lado, como S C Cg(0), para provarmos que RS™! é anel de fracgoes
a direita de R com respeito a C'r(0) é suficiente provar que, dado o homomorfismo
de anéis

¢$: R — RS

r — gyl

que satisfaz as condigbes a), b) e ¢) da Defini¢ao 2.1.1, para todo o elemento
regular » € R, r17! é uma unidade de RS™'. Observe-se que qualquer elemento
da forma 17!, onde r € um elemento regular de R, é regular & direita em RS *.
Como RS~! é anel Artiniano, pela Proposicao 2.2.5, 717! ¢ uma unidade de
BE,

Estao, pois, reunidas as condicoes necessdrias para afirmar que RS™! é anel
de fracgdes a direita de R com respeito a Cx(0). =

Coroldrio 5.2.11 Seja R um anel graduado do tipo G gr-Goldie & direita, gr-
semiprimo e com suporte finito; entao existe anel de fraccées a direita de R com
respeito a Cr(0) e RCR(0)™! é anel Artiniano.
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Demonstragao. Pela Proposi¢ao 4.3.8, R, é anel semiprimo ¢ R tem gra-
duagao nao degencrada.

Uma vez que R é anel gr-Goldie & direita, aplicando o Lema 5.2.1 ¢ a Propo-
sicao 5.2.2, concluimos que R, é anel Goldie & direita.

Estao, pois, reunidas as condigoes necessdrias para aplicar a alinea 5) do
Teorema 5.2.10 e afirmar que existe anel de fracgoes a direita de R com respeito
a Cr(0) e RCr(0)™" & anel Artiniano. m

Corolario 5.2.12 Seja R um anel graduado do tipo G com graduacio nao de-
generada tal que R, é anel semiprimo Noetheriano a direita (respectivamente a
esquerda). Entdo, para todo o € sup(R), R, é finitamente gerado como R,-
mddulo a direita (respectivamente a esquerda). Se sup(R) for finito, R é anel
Noetheriano & direita (respectivamente & esquerda).

Demonstragao. Seja o € sup(R). Como R, é anel semiprimo Noetheriano &
direita, 1, é anel de Goldie a direita semiprimo, logo, pela alinea 4) do Teorema
5.2.10, existe um mimero natural n tal que R, é isomorfo a um R.-submddulo
do R.-mdédulo a direita @, R.. Como R, ¢é anel Noetheriano & direita, R, é um
R.-modulo & direita Noetheriano, logo, R, € finitamente gerado como R.-mdédulo
a direita.

Se o suporte de R for finito, como, para todo t € sup(R), R, € um R.-mdédulo
4 direita Noetheriano, entao R é um R.mddulo a direita Noetheriano. Uma vez
que R, ¢ um subanel de R, R é anel Noetheriano a direita. =

O Teorema de Goldie para anéis nao graduados admite um Corolério (Corolé-
rio 2.2.12) no qual se afirma que, se R é anel de Goldie a direita primo, RCr(0)*
¢ anel simples. No caso graduado ¢ possivel demonstrar um resultado andlogo,
que passamos a enunciar:

Proposigao 5.2.13 Seja R um anel graduado do tipo G com graduacdo nao
degenerada tal que R. é anel de Goldie & direita primo. Seja S = Cr(0) N A(R);
entdo o anel graduado RS~ é gr-simples.

Demonstragao. Seja I um ideal préprio graduado de RS—!. Pelo Teorema
5.2.10, RS~! & anel gr-semisimples, logo, pela Proposi¢ao 4.2.9, RS~! nao contém
ideais direitos préprios graduados gr-essenciais. Portanto, existe um ideal direito
graduado ndo nulo J de RS~! tal que IN.J = 0, logo, JI = 0. Consequentemente,
JEF =0e

(J°NR)(I°NR.) =0.
Uma vez que R, é anel primo, I°N R, = 0 ou J°N R, = 0. Ora, como pelo Lema
5.1.7, I¢, J¢ sao ideais direitos graduados de R, pela Proposigao 4.3.3, I° =0 ou

J¢ =0, logo, I =1 =00uJ = J*=0. Umavez que J # 0, concluimos que
I =0, logo, RS ! é anel gr-simples, como desejdvamos provar. W
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5.3 Localizacao em anéis fortemente graduados

No Capitulo 3, provamos que qualquer anel R que satisfaz uma das seguintes
condicdes - a) R ¢ anel Noetheriano simples, b) R & anel Artiniano, ¢) I é anel
Noetheriano comutativo ou d) R ¢ anel de ideais direitos e esquerdos principais
- satisfaz a condi¢ao na segunda camada.

Verificaremos agora que, se R for um anel fortemente graduado do tipo G,
onde GG é um grupo policiclico-por-finito, para R satisfazer a condi¢ao na segunda
camada é suficiente que o anel base R, de R goze de uma das propriedades
descritas no paragrafo anterior. Como consequéncia deste resultado concluimos
que, se B & um anel que satisfaz uma das condigdes a), b), c¢) ou d) acima
apresentadas e G' € um grupo policiclico-por-finito, o anel de grupo R satisfaz a
condi¢do na segunda camada. Analogamente, se R for um anel que satisfaz uma
das condigdes a), b), ¢) ou d) descritas e ¢ for um automorfismo de R, o anel
R[z,z 1 ] satisfaz a condi¢do na segunda camada. Os Lemas que se seguem
serao utilizados na demonstragao do resultado enunciado.

Lema 5.3.1 Sejam G um grupo policiclico-por-finito, R um anel fortemente gra-
duado do tipo G cujo anel base R, é Noetheriano d& direita e I um ideal G-
invariante de R, que satisfaz a propriedade AR muito forte & direita; entdo IR
é um ideal de R que satisfaz a propriedade AR muito forte a direita.

Demonstragao. Uma vez que [ ¢ um ideal G-invariante de R., /R ¢ um
ideal bilateral de R e IR = RI.

Consideremos o anel de Rees R (I) de I. Para cada g € G, definimos o
subgrupo aditivo de R[z]

R(g,I) = Rr.(I)R, = R, + IRz + I*Ryz* + ...
Como [ é ideal G-invariante de R, e R é anel fortemente graduado,
PRIV iy = TP R IRy, = " By,
para todos n,m € N, g, h € G; logo, definindo
R(I) = @geahly, 1),

conclufmos que R(I) é um anel fortemente graduado do tipo G cujo anel base &
Rr.(1)-

Pela Proposicio 3.5.7, Rz, (I) € anel Noetheriano a direita. Ora, como R([) é
anel fortemente graduado do tipo G, G é um grupo policiclico-por-finito e o anel
base de R(I) - Rr,(I) é Noetheriano a direita, pelo Teorema 4.3.27, R(/) é anel
Noetheriano & direita.

Por outro lado, uma vez que R, ¢ anel Noetheriano & direita, aplicando o
Teorema 4.3.27, concluimos, também, que R é anel Noetheriano a direita.
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Uma vez que
R(I)=R+ IRz +I°Rz*+ .. = R+ (IR)z + (IR)*z* + ...,

R(I) & o anel de Rees de /R. Logo, como R e R(/) sdo anéis Noetherianos
a direita, pela Proposi¢ao 3.5.7, concluimos que IR satisfaz a propriedade AR
muito forte & direita, como desejdvamos provar. m

Lema 5.3.2 Sejam R um anel Noetheriano, G um grupo policiclico-por-finito e
S um anel fortemente graduado do tipo G com anel base R. Entao, nao existe
um par de primos indesejdvel (QQ, P) de S tal que QN R = PN R.

Demonstragao. Sejam R um anel Noetheriano, G um grupo policiclico-por-
finito e S um anel fortemente graduado do tipo G com anel base H. Com vista
a um absurdo, suponhamos que (@, P) é um par de primos indesejavel de S tal
que QNR=PNA.

Uma vez que I é anel Noetheriano, G' € um grupo policiclico-por-finito e S é
anel fortemente graduado do tipo G com anel base R, pelo Teorema 4.3.27, S ¢é
anel Noetheriano.

Peclo Lema 4.4.3, I = QN R é um ideal G-invariante de R. Como (QN R)S &
um ideal bilateral de S contido em @), pelo Lema 3.2.16,

((QF?R)S’ (Q:R)S)

¢ um par de primos indesejavel de S/(Q N R)S.

Uma vez que (@ N R)S é um ideal proprio graduado de S, podemos definir
em S = S/(Q N R)S a graduagao do tipo G apresentada na Observagao 4.1.13.
Observe-se que, com esta graduacao, S’ ainda é um anel fortemente graduado do
tipo G cujo anel base é

R,_RJr(QﬂR)SN R
 (@NR)S T QNR

Consequentemente, o anel base de S’ é anel Noetheriano. Como S* é um anel
fortemente graduado do tipo G, cujo anel base é Noetheriano, pelo Teorema
4.3.27, S’ é anel Noetheriano.
Consideremos
P
g8 p_ P
(@NR)S (@NR)S
Assim, (@', P') ¢ um par de primos indesejdvel de S’ e Q' N R' = P'NR' = 0.
Como R' é anel Noetheriano e, pelo Lema 4.4.3, 0 = P’ N R’ &€ um ideal
(G-semiprimo, aplicando a Proposi¢ao 4.4.4, concluimos que R’ é anel semiprimo.
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Aplicando a Proposi¢ao 5.2.9, concluimos que Cg(0) é um conjunto de de-
nominadores & direita em S’ e, considerando em S” = S'Cr/(0)"! a graduagao
do tipo G apresentada na Proposi¢ao 4.5.2, concluimos que, com esta graduagao,
S & um anel fortemente graduado do tipo G' com anel base R" = (S'Cr/(0)77)e.
Observe-se que, pela alinea 3) do Teorema 5.2.10, R" é anel semisimples.

Uma vez que @' N R =0=PFP' NHA,

Q' NCr(0) = P NCr(0) =0.

Ora, como S’ & anel Noetheriano, Cr/(0) é um conjunto de denominadores & direi-
ta em S’ e (@', P') ¢ um par de primos indesejdvel de S', pela Proposicao 3.2.15,
concluimos que ((Q')%, (P')®) é um par de primos indesejavel de S'Cr/(0)~*. Con-
sideremos @" =(Q')¢ e P" = (P')".

Provdmos, assim, que se R é anel Noetheriano, G é um grupo policiclico-por-
finito, S é anel fortemente graduado do tipo G com anel base R e (@, P) é um
par de primos indesejdavel de S tal que @ N R = PN R, entdo existe um anel
fortemente graduado S” do tipo G tal que o anel base R” é semisimples e 5"
possui um par de primos indesejavel (Q", P").

Por hipétese, G é um grupo policiclico-por-finito, logo, pelo Teorema 1.11.20,
existe uma série de subgrupos caracteristicos de G com comprimento n :

{B}ZG()S...SG'R:G

tal que G/Gp—1 & grupo finito, G;/G;_1 € grupo Abeliano ¢ livre, para todo ¢ tal
que 1 < i <n-—1eG,;/G; & um subgrupo caracteristico de G/G;, para todo
i € {0,...,n— 1}, para todo j tal que i < j < n.

Provaremos o lema por indugao em n.

Sen =0, S = R" é& anel semisimples, logo, S” é anel Artiniano. Conse-
quentemente, pela Proposigao 1.7.4, todos os ideais primos de S” sao maximais,
0 que nos permite concluir que nao existem pares de primos indesejaveis em S” -
o que é absurdo. O absurdo resultou de supormos que existia um par de primos
indesejavel (@, P) em S tal que @ N R = P N R. Consequentemente, no caso
n =0, o lema ¢ valido.

Se n = 1, entao G ~ G1/Gy é grupo finito. Aplicando o Corolério 4.3.22
e a respectiva versao esquerda, concluimos que S” é anel Artiniano, logo, nao
existem pares de primos indesejaveis em S”, o que nos permite concluir que, no
caso n = 1, o lema é vélido.

Suponhamos que n > 1 e que, para todo o anel fortemente graduado 7' do
tipo H cujo anel base V' é Noetheriano ¢ H ¢ um grupo policiclico-por-finito que
possui uma série de subgrupos caracteristicos com comprimento n — 1:

{6}=H(]S SHn_lz.H

tal que H/H, 5 ¢ grupo finito, H;/H;_; é grupo Abeliano livre, para todo 7 tal
que 1 < i <n-—2, e H;/H; & um subgrupo caracteristico de H/H;, para todo
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i € {0,...,n — 2} e para todo j tal que i < j < n — 1, se verifica que ndo existe
um par de primos indesejavel (I,.J) de T tal que INV =JNV.

Sejam S* um anel fortemente graduado do tipo G* cujo anel base R* é Noe-
theriano e G* um grupo policiclico-por-finito que possui uma série de subgrupos
caracterfsticos com comprimento n:

le}=Gt<.. <G =G

tal que G*/G}_; & grupo finito, G} /G?_, é grupo Abeliano livre, para todo i tal
que 1 <i <n-—1,eG}/G; é um subgrupo caracteristico de G*/G7, para todo i €
{0,...,n—1}, paratodo j tal que i < j < n. Com vista a um absurdo, suponhamos
que S* possui um par de primos indesejavel (Q*, P*) tal que @* N R* = P*N R*.
Pelo que vimos anteriormente, existe um anel fortemente graduado S** do tipo
G* cujo anel base R*™ ¢ semisimples e S*™* possul um par de primos indesejivel
(Q**J P**)-

Uma vez que a série de subgrupos de G* considerada é uma série de subgrupos
caracteristicos de G*, conclufmos, pela Proposi¢ao 1.11.7, que G} é um subgrupo
normal de G*.

Pela Proposigao 4.3.20, S¢. Jar @ anel fortemente graduado do tipo G*/G}
cujo anel base & (5**)%i.

Pela Proposigao 4.3.20, (S**)¢1 é anel fortemente graduado do tipo G? cujo
anel base é It**. Por outro lado, como R** é anel semisimples, R** é anel Noethe-
riano. Assim, pelo Teorema 4.3.27, (5**)“1 é anel Noetheriano. Logo, (5 )a+/a:
¢ um anel fortemente graduado do tipo G*/G% cujo anel base ¢ Noetheriano e
(S**)@=/q: posssui um par de primos indesejavel (Q*, P**).

Pela Proposi¢ao 1.11.4, G** = G*/G5 & um grupo policiclico-por-finito. Por
hipétese, G** possui uma série de subgrupos caracteristicos com comprimento

Bl ;
tal que
G*/Gh
G 1/G
é grupo finito,
Gi/Gi
Gi /G

é grupo Abeliano livre, para todoi tal que 2 <i<n—1,¢
G;/Gi
G:/Gi
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é um subgrupo caracteristico de

G*/G
Gi/GY’

para todo ¢ € {1,...,n — 1} e para todo j tal que i < 7 < n. Logo, podemos
aplicar a hipétese de indugao e afirmar que

Q** N (S**)G‘I g P*n (S**)GI
Por outro lado, como G é um grupo Abeliano, (5**)¢1 ¢ um anel fortemente

graduado do tipo G} cujo anel base - R** - & semisimples ¢ Q** N (S*)%1, P™ N
(S**)°T sao ideais de (S**)“1 tais que

Q** N (S**)G'{ g P** N (S**)G’I,

estao reunidas as condigOes necessdrias para aplicar o Lema 4.4.6 e afirmar que
existe um elemento

r € (P 1 (S™)EN@" N (57)F%)
tal que x + (Q** N (S**)%1) ¢ um elemento central de

(S**)G';

Seja J = QN (S5*)%. Como, pelo Lema 4.4.3, J é um ideal G**-invariante de
(S‘""‘)GT1 = (S*"l/(;;)e, JS™ & um ideal graduado préprio de (S**)g+/q:. Definimos
no ane

55, = (S e ) JTE = B TG

a graduagio do tipo G** = G* /G apresentada na Observagao 4.1.13 e observe-
se que, com esta graduagao, S) ¢ um ancl fortemente graduado do tipo G**.
Definimos

(S**)GI 5E J§** (S**)G; P Q**
i 75 g o G = 75

JS**

Observe-se que R; é o anel base de S;. Como S; é um anel fortemente
graduado do tipo G** cujo anel base é Noetheriano, pelo Teorema 4.3.27, S; é
anel Noetheriano.

Pelo Lema 3.2.16, (@1, P;) é um par de primos indesejdvel de Sj.

Uma vez que

re (P** N (S**)G‘{)\(Q** N (S**)G;),
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concluimos que
OZleRl ;PIHRI

Se considerarmos z = x + J.S**, concluimos que z ¢ um elemento ndao nulo de
Py N Ry e é central em Ry, logo, o ideal L de R, gerado por P N cen(R;) é ndo
nulo.

Uma vez que R; é anel Noetheriano, podemos aplicar o Corolario 3.5.11 e
afirmar que L satisfaz a propriedade AR muito forte & direita.

Como 57 € um anel fortemente graduado do tipo G** ¢ Py N R; ¢ um ideal
G**-invariante de R;, pelo Lema 4.4.2, o ideal L de R; gerado por

PiNRyNcen(Ry) = Py Ncen(Ry)

é G**-invariante.

Por outro lado, como S; é anel fortemente graduado do tipo G**, onde G**
& um grupo policiclico-por-finito, o anel base de S; - I%; é anel Noetheriano e
L é um ideal G™*-invariante de R; que satisfaz a propriedade AR muito forte a
direita, entao, pelo Lema 5.3.1, LS, € um ideal de S; que satisfaz a propriedade
AR muito forte a direita.

Por definicao LS, C Py.

Provaremos, seguidamente, que LS g (1. Para tal, observe-se que, se LS, C
¢, entéo L= LS N R, C Q1N Ry =0, o que é absurdo.

Aplicando o Corolario 3.5.15, concluimos que (@1, P1) ndao é um par de pri-
mos indescjdvel de S, o que é absurdo. O absurdo resultou de supormos que
existia um par de primos indesejével (Q*, P*) de S* tal que @* N R* = P* N R*.
Consequentemente, nao existerm pares de primos indesejaveis (@, P) em S* tais
que QN R*= PN R*.

Por indugao, provamos que, dados um anel Noetheriano R, um grupo policiclico-
por-finito G, um anel fortemente graduado § do tipo G com anel base R, néo
existe um par de primos indesejavel (Q, P) de Stalque QN R=PNR. m

Na Proposigao 3.5.18 constatdmos que os anéis Noetherianos que sao AR-
separados & direita satisfazem a condicdo na segunda camada a direita. Assim,
se R & anel Noetheriano tal que, para todo o par de ideais primos (@, P), com
Q G P, existe um ideal K tal que Q G K C P e K/Q é um ideal que satisfaz
a propriedade AR a direita em R/Q), entdo, R satisfaz a condi¢ido na segunda
camada & direita.

Em seguida provaremos que, se R é um anel fortemente graduado do tipo
G, onde GG é um grupo policiclico-por-finito, cujo anel base R, é Noetheriano e
R satisfaz a condigdo “para todo o par ({,.J)de ideais G-primos de R, tal que
I G J, existe um ideal G-invariante K de R, tal que [ g K C Je K/I satisfaz a
propriedade AR muito forte & direita em R./I”, entdo R é um anel Noetheriano
que satisfaz a condi¢ao na segunda camada a direita.
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Teorema 5.3.3 (Bell) Sejam G um grupo policiclico-por-finito e R um anel
fortemente graduado do tipo G cujo anel base R. é Noetheriano. Se, para qualquer
par de ideais G-primos [ e J de R, tal que I g J, existir um ideal G-invariante
K de R, tal que I S K C J e K/I é um ideal que satisfaz a propriedade AR
muito forte a direita em R./I, entdo R é um anel Noetheriano que satisfaz a
condi¢ao na segunda camada & direita.

Demonstragao. Uma vez que R, é anel Noetheriano, G'é um grupo policiclico-
por-finito e 2 € um anel fortemente graduado do tipo G, pelo Teorema 4.3.27, R
é anel Noetheriano.

Suponhamos que (@, P) ¢ um par de primos indesejével de R, logo, pelo
Lema 5.3.2, QN R, & PN R, e, pelo Lema 4.4.3, @ N R. e PN R, sio ideais
G-primos de R,. Por hipétese, existe um ideal G-invariante K de R, tal que
QNR.GKCPNR, e K/(QN R,) ¢ um ideal que satisfaz a propriedade AR
muito forte & direita em R,/ (Q N R,).

Definimos a graduagao do tipo G no anel R* = R/((Q N R.)R) apresentada
na Observagao 4.1.13. Observe-se que I* é um anel fortemente graduado do tipo
G com anel base

g Bt (@QNRIR R
*~ T (@NRJR  QnNR.

Sejam

x P > R Q *_K+(QDR€)R
"R YT R Y T T on R

Pelo Lema 3.2.16, (Q*, P*) é um par de primos indescjdvel de R*.

Por hipétese, K/(Q N R,) satisfaz a propriedade AR muito forte & direita em
R./(QN R,), logo, K* satisfaz a propriedade AR muito forte & direita em Fj.

Uma vez que R* é um anel fortemente graduado do tipo G, R} é anel Noethe-
riano, K* & um ideal G-invariante! de R} que satisfaz a propriedade AR muito
forte a direita, pelo Lema 5.3.1, K*R* é um ideal de R* que satisfaz a propriedade
AR muito forte a direita.

Por outro lado, K*R* C P* ¢ K*R* nao estd contido em %, pois, se K*R* C
()* entao

K'=K'RNR.CQ'NR* =0,

o que é absurdo.

IObserve-se que K* é um ideal G-invariante de R uma vez que, dado g € G,
R, +(QMNR.)R o Ry-1+(@NR)R - RyKR;1 +(QNR)R

(QNR)R —  (QNR)R B (Q@NR.)R
RsKR,-1 +(@NR)R _ K+ (Q@NR)R

(QNER)R ~ (QNR)R

Uma vez que K é um

ideal G-invariante de R,, =K
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Pelo Coroldrio 3.5.15, concluimos que (Q*, P*) nao é um par de primos indese-
javel de R*, o que é absurdo. Provamos, assim, que nao existem pares de primos
indesejaveis em R, logo, R satisfaz a condig¢ao na segunda camada a direita, como
desejavamos provar. |

Estamos, agora, em condigoes de enunciar e demonstrar o resultado principal
desta secgao.

Coroldrio 5.3.4 Sejam G um grupo policiclico-por-finito e R um anel forte-
mente graduado do tipo G' com anel base R.. Se R. satisfizer uma das sequintes
condicoes:

1) R, ¢é anel Noetheriano G-simples,

2) R. é anel Artiniano,

3) R. é anel Noetheriano comutativo ou

4) Re € anel de ideais direitos e esquerdos principais;

entao R é anel Noetheriano que satisfaz a condigdo na sequnda camada.

Demonstragao. Sejam G um grupo policiclico-por-finito e R um anel forte-
mente graduado do tipo G com anel base R, tal que R, satistaz uma das condigoes
enunciadas: 1), 2), 3) ou 4). Observe-se que, em todos os casos descritos, R, é
anel Noetheriano, portanto, pelo Teorema 4.3.27, R é anel Noetheriano.

Se R, for anel Noctheriano G-simples, nao existem ideais G-primos I, J tais
que [ % J; logo, pelo Teorema 5.3.3, R satisfaz, trivialmente, a condigcdo na
segunda camada a direita.

Suponhamos, agora, que existem ideais G-primos de R, - I, J tal que I G J.
Como I é um ideal G-invariante préprio de R, [ R é um ideal préprio graduado de
R. Consideremos em R* = R/IR a graduacao do tipo G definida na Observacéo
4.1.13 e observe-se que, com esta graduagao, R* ainda ¢ um anel fortemente
graduado com anel base R} ~ R./1.

Suponhamos, agora, que R, é anel Artiniano. Uma vez que [ &, por hipétese,
ideal G-primo de R, 0 ¢ um ideal G-semiprimo de R}. Como R* ¢ um anel
fortemente graduado cujo anel base é anel de Goldie a direita e G-semiprimo, pela
Proposi¢ao 4.4.4, R} é anel semiprimo. Como R} é anel Artiniano semiprimo,
pelo Coroldrio 1.7.2, R! é anel semisimples, logo, pelo Coroldrio 1.5.5, todo o
ideal de R,/I & gerado por um elemento normalizador. Consequentemente, pela
Proposigao 3.5.10, todo o ideal de R,/ satisfaz a propriedade AR muito forte &
direita. Em particular, J/I satisfaz a propriedade AR muito forte a direita em
R./I. Consequentemente, pelo Teorema 5.3.3, R satisfaz a condi¢do na segunda
camada & direita.

Se R, for um anel Noetheriano comutativo, pelo Corolédrio 3.5.11, todos os
ideais de R./I satisfazem a propriedade AR muito forte. Em particular, J/I
satisfaz a propriedade AR muito forte & direita em R./I. Consequentemente,
pelo Teorema 5.3.3, R satisfaz a condigdo na segunda camada a direita.
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Falta-nos provar que, se R, é um anel de ideais direitos e esquerdos principais,
R & um anel que satisfaz a condigao na segunda camada & direita. Se R. € um
anel de ideais direitos e esquerdos principais, R./I ainda é um anel de ideais
direitos e esquerdos principais, logo, pelo Lema 1.3.3, R./I ¢ anel Noetheriano
e todo o ideal de R./I é gerado por um elemento normalizador. Aplicando a
Proposicao 3.5.10, concluimos que todo o ideal de R./I satisfaz a propriedade
AR muito forte a direita em R./I. Em particular, J// satisfaz a propriedade
AR muito forte a direita em R,/I. Pelo Teorema 5.3.3, R satisfaz a condig¢@o na
segunda camada & direita.

De forma andloga, provamos, em cada um dos casos considerados, que R
satisfaz a condigdo na segunda camada & esquerda e, portanto, satisfaz a condigao
na segunda camada, como desejdvamos provar. m

Aplicando o Coroldrio anterior, determinamos novas classes de anéis que satis-
fazem a condi¢do na segunda camada. Os Coroldrios seguintes sao consequéncia
imediata do Corolédrio 5.3.4.

Coroldrio 5.3.5 Se G é um grupo policiclico-por-finito e R é um anel que satis-
faz uma das condigées - 1) R é anel Artiniano, 2) R é anel Noetheriano simples,
3) R ¢ anel de ideais direitos e esquerdos principais ou 4) R é anel Noetheriano
comutativo - entao RG satisfaz a condigao na segunda camada.

Coroldrio 5.3.6 Se R é wm anel que satisfaz wna das condigdes - 1) R € anel
Artiniano, 2) R é anel Noetheriano simples, 3) R ¢é anel de ideais direitos e
esquerdos principais ou 4) R é anel Noetheriano comutativo - e, se ¢ é um
automorfismo de R, entdo R[x,x7 ' ¢| satisfaz a condi¢io na segunda camada.

Em seguida apresentamos uma aplicagao dos resultados anteriores & Teoria
da Localizacao.

Proposigao 5.3.7 Sejam G um grupo policiclico-por-finito, R um anel forte-
mente graduado do tipo G cujo anel base R. é Noetheriano comutativo e P um
tdeal primo de R tal que P = IR = RI, para algum ideal I de R.. Entdao, P é
classicamente localizdvel.

Demonstragao. Como K. é anel Noetheriano comutativo, pelo Corolario
3.5.11, [ satisfaz a propriedade AR muito forte.

Por outro lado, como IR é um anel fortemente graduado do tipo G, onde
G é um grupo policiclico-por-finito, R, é anel Noetheriano e / é um ideal G-
invariante de R, que goza da propriedade AR muito forte, estao, entao, reunidas
as condigOes necessarias para aplicar o Lema 5.3.1 e afirmar que P = IRt satisfaz
a propriedade AR muito forte & direita. De forma andloga, provamos que P
satisfaz a propriedade AR muito forte a esquerda.
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Observe-se, agora, que, pelo Coroldrio 5.3.4, R é anel Noetheriano que satisfaz
a condi¢ao na segunda camada. Aplicando o Teorema 3.5.20 e a respectiva versao
esquerda, concluimos que P é um ideal primo classicamente localizavel de R, como
desejdvamos provar. m

Em seguida determinaremos classes de anéis cujos ideais primos sao todos
classicamente localizdveis.

Proposigao 5.3.8 Sejam G um grupo policiclico-por-finito Abeliano, R um anel

fortemente graduado do tipo G cujo anel base R. é semisimples; entdo todo o
tdeal primo de R é classicamente localizdvel.

Demonstracao. Como R, é anel semisimples, em particular, R, ¢ anel Noe-
theriano. Consequentemente, pelo Teorema 4.3.27, I é anel Noetheriano.

Por outro lado, pelo Coroldrio 4.4.7, concluimos que todos os ideais primos
nao nulos de R tém um conjunto centralizador de geradores, o que pela Propo-
sicao 3.5.13, nos leva a concluir que todos os ideais primos de R satisfazem a
propriedade AR & direita. Aplicando a versdo esquerda da Proposicao 3.5.13,
concluimos que todos os ideais primos de R satisfazem a propriedade AR & es-
querda. Estao, pois, reunidas as condicoes necessdrias para aplicar a Proposi¢ao
3.5.21 e afirmar que todos os ideais primos de R sao classicamente localizéveis.
|

Podemos agora aplicar o resultado anterior aos anéis de grupo e anéis de
Laurent.

Coroldrio 5.3.9 Sejam G um grupo policiclico-por-finito Abeliano e R um anel
semusimples; entdo todo o ideal primo de RG é classicamente localizduvel.

Corolédrio 5.3.10 Sejam R um anel semisimples e o um automorfismo de R;
entdo todo o ideal primo de R|z,x ', 0] é classicamente localizdvel.
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