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Resumo

O problema de estimagdo de estado em modelos lineares por bocados parcialmente
observados em tempo discreto e com pequeno ruido de observagdo € tratado nesta tese.
Assumindo hipoteses de detectabilidade € possivel separar os intervalos de tempo de
linearidade para a fun¢do de observagdo. Sobre cada um dos intervalos assim separados
podemos aproximar o filtro 6ptimo pelo correspondente filtro de Kalman-Bucy. Na separa¢do
de intervalos de linearidade, o problema consiste em decidir qual dos filtros deve ser
aplicado. Dois tipos de testes s3o propostos para este fim: teste da razdo de verosimilhanca e
testes de variagdo quadratica. Neste trabalho apresentamos e comparamos estes testes com

base em simula¢des numéricas.

Abstract

This thesis regards a piecewise linear discrete time filtering problem with small
observation noise. Under some detectability assumption, it is possible to separate the time
intervals of linearity of the observation function. Over such an interval, we can then
approximate the optimal filter by the corresponding Kalman-Bucy filter. When separating the
intervals of linearity, the problem is to decide wich filter must be applied. Likelihood ratio
and quadratic variation tests are proposed for this purpose. We present and compare both tests

numerically, based on simulation results.
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Notacao

At : passo de tempo utilizado na discretiza¢do do modelo de Markov em tempo continuo.
(HD1) : hipotese de detectabilidade constituida pela condigao hlc? # hlc?.

(AD2) : hipdtese de detectabilidade constituida pela condigdo hlc?=hlc? A b, #b_.
T : extremo superior do intervalo de tempo continuo para o modelo considerado.

K=[T/e] : nimero maximo de instantes de simulagdo resultante de uma discretizagdo com
passo de tempo Af=¢.

7E ={pys ¥, 4 } ¢ O-dlgebra das observagdes até ao instante k.

A_: acontecimento que corresponde a ter todas as variaveis de estado com sinal negativo
num dado intervalo de tempo.

A, : acontecimento que corresponde a ter todas as variaveis de estado com sinal positivo num

dado intervalo de tempo.

N : representa a lei de distribui¢do gaussiana.
N : tempo de espera no caso negativo, isto é, nimero de instantes necessario para decidir

sobre o sinal quando ocorre 4 _ .

+ v . . - . 5 b <4
N7 : tempo de espera no caso positivo, isto é, nimero de instantes necessario para decidir
sobre o sinal quando ocorre 4, .

—1,,1, : valores criticos da estatistica no teste de decisdo sobre o sinal.

Lf, . estatistica do teste da razio de verosimilhanga no n-ésimo instante de um intervalo em
que o teste se aplica.

S : estatistica do teste de variagdo quadratica no n-ésimo instante de um intervalo em que o
teste se aplica.

O(&?) : ordem de grandeza de £” (estocastica).

aAn b :minimoentreaeb.

TD : teste de detecgdo.



TV : teste da razdo de verosimilhanga .

TVQ : teste de variagdo quadratica.
a, : nivel de significancia para o teste de detec¢do de passagens em zero.

a, : nivel de significincia para o teste de decisdo sobre o sinal.

v

—1],1; : valores criticos para a estatistica do teste da razdo de verosimilhaga na decisdo
sobre o sinal.

— 17,17 ; valores criticos para a estatistica do teste de variagio quadratica na decisio sobre
o sinal.

pe, : percentagem de erro na detecgdo de passagens em zero.

pe, : percentagem de erro no teste da razdo de verosimilhanga, na decisdo sobre o sinal.
pe,,: percentagem de erro no teste de variagdo quadratica, na decisdo sobre o sinal.
Di, : percentagem de instantes onde € aplicado o teste de detecg@o.

pid, : percentagem de instantes de decisdo para o teste da razdo de verosimilhanga.
pid,q : percentagem de instantes de decisdo para o teste de variagdo quadratica.

ET,ET,: médias tedricas do tempo necessirio para decisio no teste de
verosimilhanga.
T, ,T," : médias (empiricas) do tempo necessario para decisdo no teste de razdo de razdo de

verosimilhanga.

- * r ge e # s o B
ET, W,ET : médias teodricas do tempo necessario para decisio no teste de variagio
quadratica.

"

T+ T g ro- v as S
i ,T,q : médias (empiricas) do tempo necessario para decisio no teste de variag@o
quadratica.

i,: instante a partir do qual se comega a contabilizar a estatistica do teste de decisdo.

SI 1 100 1500 .
e —— X. — Xu| .
100 x 1500 Zl MI s = %]
1 100 1500 N 2
St=—————— Ik, - #,]
100 x 1500 42 4



1. Introducao

Neste trabalho propomo-nos efectuar o estudo da estimagdo das variaveis de estado para
um modelo de Markov escondido n3o linear em tempo discreto, em que as fungdes que o
descrevem sdo lineares por bocados. Tomamos, portanto, como ponto de partida um modelo
de Markov escondido (HMM - Hidden Markov Model), isto €, um processo estocastico, neste
caso em tempo discreto, constituido por uma sequéncia de estados, ndo observaveis, que
representa o processo de Markov e por uma outra sequéncia de varidveis aleatorias
condicionalmente independentes, que representa o processo das observagdes. A estimagdo das
variaveis de estado, em cada instante, ¢ feita a custa das observagdes até esse mesmo instante,
procedimento este que é habitualmente designado por filtragem. Nos modelos em que as
fungdes intervenientes sdo fungdes reais lineares podemos utilizar o filtro de Kalman-Bucy
para estimar o estado em cada instante e respectiva covaridncia de erro de estimagdo. Nos
modelos ndo lineares utiliza-se geralmente uma solugdo aproximada para o problema de
estimagdo (Andrews-Grewal, 1993, Harvey, 1989 e Jazwinski, 1970, entre outros). De entre
as aproximagdes possiveis o chamado Filtro de Kalman Estendido € uma das mais usadas
pelas suas propriedades (Picard, 1991). Exemplos da aplicagdo do Filtro de Kalman Estendido
em modelos ndo lineares podem ser encontrados por :exemplo em Sorenson (1990). Existem
diversos tipos de modelos ndo lineares, como € o caso dos modelos de limiar (“threshold”),
modelos aqui em estudo. Tong-Yeung (1989), Tong (1990) e Turkman (1998) fazem uma
abordagem destes modelos numa perspectiva de séries temporais. Nesta tese vamos tratar o
caso em que as fungdes que descrevem o modelo sdo lineares por bocados. A solugdo deste
problema, como veremos, passa pelo calculo de filtros em paralelo correspondentes aos ramos
das fungdes respeitantes as regides possiveis para o estado. Para produzir as estimativas toma-
se necessario decidir sobre a regido onde se situam as variaveis de estado. Para isso ha
primeiro que isolar os intervalos de tempo em que o processo de estado ndo muda de regiao.
Sem perda de generalidade suporemos que estas regides sio R~ e R’, que estdo portanto
separadas pelo niimero zero. Entdo, a estimagdo devera ser precedida por dois testes, um para
a detecgdo de passagens em zero e outro para a decisdo sobre o sinal do estado, nos intervalos

sem cruzamentos em zero. No que respeita ao primeiro teste, temos a escolha entre dois tipos
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de teste: um teste sobre as observagdes ou um teste sobre o estimador de Kalman-Bucy. Na
decisdo sobre o sinal do estado podemos também optar entre dois testes, o da razdo de
verosimilhanga e o de variagdo quadratica. Os dois tipos de testes referidos para a decisdo
sobre o sinal podem ainda ser aplicados ao processo das observagdes ou as proprias
estimativas de Kalman-Bucy. Quer os testes de passagens em zero quer os testes de decisdo
sobre o sinal foram estudados em Fleming et al. (1991), Oliveira-Roubaud (1991) e Oliveira
(2000) para modelos discretos e em Fleming-Pardoux (1989), Fleming et al. (1988), Pardoux-
Roubaud (1991) e Roubaud (1992 e 1995) para os analogos modelos continuos. Neste
trabalho usaremos apenas os testes de detecgdo de passagens em zero e decisdo sobre o sinal
baseados nas observagdes.

Como veremos estes métodos s6 podem ser aplicados se se verificar uma hipotese, dita
hipotese de detectabilidade. Esta subdivide-se em dois casos distintos: (HD1) e (HD2), para
o0s quais os testes assumem aspectos diferentes.

O principal objectivo deste trabalho consiste em analisar € comparar o comportamento
destes dois testes de decisdo sobre o sinal baseados nas observagdes (razdo de verosimilhanga
e variagdo qhadrética) na resolugio do problema de estimagdo, face a hipétese de
detectabilidade (HD2). Uma breve abordagem & primeira hipotese (hipotese (HD1)) € usada
apenas em termos comparativos.

A analise comparativa do desempenho dos testes e os resultados numéricos
apresentados baseiam-se na simulagdo de alguns modelos.

Este trabalho divide-se em 7 capitulos que se distribuem da seguinte forma. Apos esta
breve introdugdo formulamos o problema em estudo nb capitulo 2. Os filtros de Kalman-Bucy
em paralelo, usados na estimagdo, sdo apresentados no capitulo 3. Os capitulos 4 € 5 contém o
teste de detecgdo de passagens em zero e os testes de decisdo sobre o sinal, respectivamente.
Neste tiltimo capitulo sdo tratados o teste da razdo de verosimilhanga (secgdo 5.1) e o teste de
variagdo quadratica (secgdo 5.2). Apresenta-se ainda uma pequena abordagem & hipotese de
detectabilidade (HD1) e ao teste de variagdo quadratica com esta hipotese, no final da secgao
5.2. No capitulo 6 sio apresentados e analisados os resultados numéricos obtidos em alguns
modelos, em que o método exposto foi aplicado. Por fim sdo apresentadas conclusdes sobre o
desempenho dos testes (capitulo 7). Detalhes sobre os resultados numéricos dos testes podem
ser analisados com a ajuda das tabelas e figuras que foram incluidas no apéndice A. No
apéndice B sdo incluidas as listagens das rotinas desenvolvidas em linguagem de
programagdo ‘Matlab’ e que permitiram obter os resultados numéricos referidos ao longo
deste trabalho.

11



2. Formulacao do
problema

Consideremos o seguinte modelo ndo linear :

Xps1=Xp +5b(Xk)+\/5_O'(Xk)Hk, k=012,..K

Yk =h(Xk)+-\/:e_vk, (2'1)

em que {Xz.k=0}e{rk=0}sdo processos estocasticos que tomam valores em R e
correspondem a0s processos de estado e de observagdo, respectivamente. O parémetro € ¢

positivo e suposto pequeno e as sequéncias {u ). e {w . sdo processos estocasticos que
pretendem modelar perturbagdes, ruidos ou incertezas. No nosso caso, sao considerados como
ruidos brancos gaussianos normalizados e independentes de X y. Considera-se o intervalo de
tempo continuo [0,T] que, para uma discretizagdo com passo de tempo At =g, da origem a
K+1 instantes em tempo discreto, com K=int(T/g). Os processos {Xk}k e {¥; }k sd0 assim

indexados, nestes instantes, da maneira habitual.

No problema que pretendemos tratar suporemos que as fungdes b,oc e h sio

funcdes reais de variavel real lineares por bocados :

ob(x) = b_xl{t<0}+ b+ x‘{xzo}
*o(x)=0- |{x<0}+ ol |{x20}
e h(x) = h_ x[{x<0}+ h, x|{x20}
O processo estocastico {xr. ¥ )} , modelado pelo sistema (2.1), pode ser visto como um
modelo de Markov escondido, em que {X¢}; é um processo de Markov em espago de estados

infinito e o processo {4}, corresponde a uma sequéncia de variaveis aleatorias, dependentes

de {Xi},. A designagdo de modelo de Markov escondido € motivada pelo facto do processo de
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estado {Xk }k ndo ser observado, mas existir um processo directamente correlacionado com o
mesmo, { L }k, que representa as observagdes do sistema em estudo.

O problema consiste em estimar em cada instante k o estado X, através das
observagdes {Y " }Osnsk recolhidas até esse instante. Como habitualmente, designaremos
por filtragem a estimagdo de um valor de X, (ndo observado) baseada num comjunto de
observagdes { Yol }, para k=n. O estimador sera designado por filtro.

Consideremos a c-dlgebra das observagdes até ao instante k, 75 =o{y,,y,,..., ¥}

Comecemos por introduzir o estimador e respectiva covariincia de erro, propostos por

Kalman-Bucy para o modelo linear gaussiano multidimensional, que correspondem & média e

matriz de covaridncia da lei condicional de X}, dado !,

~

Xk/k=E[Xk/}’:]
€ an’k:'E[(Xk_Xk/k)(Xk"Xk.’k)T/yglr

respectivamente. Quando o modelo € linear, o estimador, dito de Kalman-Bucy, é um
estimador Optimo no sentido do erro quadritico médio (Jazwinski, 1970), desde que a
condigdo inicial seja gaussiana (a lei condicional é também gaussiana), e ¢ sub-6ptimo, na
classe de estimadores lineares, se esta condi¢do ndo se verificar.

Nao se verificando a linearidade das fungdes b,0 e h a determinagio da lei
condicional € em geral impraticivel pelo que se adopta habitualmente uma estimador
aproximado dito Filtro de Kalman Estendido (Jazwinski, 1970, Picard, 1986 e Roubaud,
1995). No entanto, ndo nos devemos esquecer que embora o Filtro de Kalman Estendido seja
em geral eficiente em muitas situagGes praticas, a sua eficiéncia ndo é garantida, dependendo
das condigdes do modelo. Picard (1986) demonstrou que a eficiéncia se verifica se a fungdo
h for injectiva, para além de outras hipdteses de regularidade bastante gerais sobre as
fungdes que intervém no modelo. Como estamos a lidar com uma fungdo de observagdo

unidimensional linear por bocados, /# ndo serd necessariamente injectiva. Quando /# é uma
fungdo injectiva (monotona), isto € no nosso caso #_h_ > 0, o problema de estimagdo ndo
oferece portanto dificuldades. Podemos dizer que, nessa altura, se tivéssemos £=0 entdo

X,=h""(Y,),istoé, X, eraconhecido de forma exacta. No caso de ¢ pequeno, teriamos
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¥, = fht__ Jzv,>onde A tomaria o valor de 4_ ou h, , consoante o seu sinal. Assim, 0

estimador X, = th, onde /2 representaria /_ou h_ consoante o sinal de Y, , seria

suficientemente bom para estimar X', . Verifica-se que o estimador de Kalman Estendido,

X;, com ¢ suficientemente pequeno, tem uma varidncia muito reduzida e converge para o

estimador optimo (Picard, 1986).
Quando % ndo € injectiva (ndo mondtona), ou seja, no nOssO C€aso se h_h <0, as
estimativas para as variaveis de estado ndo podem ser directamente obtidas pela estimagdo de

h(Xy) . Nesta situagdo, o Filtro de Kalman Estendido ndo é em geral assimptoticamente
eficiente, sendo necessaria a determinagdo da regiio onde {X) }, se situa ou, se quisermos, do

sinal de {Xk };20 em cada instante. Neste caso, dado que as fungdes no modelo sio lineares

por bocados, a ideia € a de considerar um estimador para cada um dos sistemas
correspondentes a0s (dois) ramos de linearidade das fungdes. Assim, mantém-se dois filtros

em paralelo, optando-se em cada instante pela aplicagio de um ou de outro, consoante se toma

. ; ; - = + i
a decisdo de considerar que o processo evolui numa das regides (R~ ou R™). Esta decisio

baseia-se na aplicagdo de testes sequenciais. E precisamente neste caso que nos situaremos
nesta tese, isto €, admitimos a seguinte hipétese:
h.h <0 (H1)

Naturalmente a questdo da determinagdo do sinal do estado passa primeiro pela garantia
de se ter uma varidncia condicional reduzida. Para isso, foram introduzidas duas hipéteses de

detectabilidade (Fleming et al., 1991 e Oliveira-Roubaud, 1995). Sao elas :

(HD1)
e b, #b_ (HD2)

Sob qualquer destas hipoteses é possivel, a custa de dois estimadores de Kalman-Bucy

em paralelo, obter um estimador convergente.

No caso da hipétese (HD1), o sinal de X, é essencialmente determinado atendendo
variagdo quadratica da fungdo (Xt ). No caso da hipotese (HD2), é a fungdo 5(X;) que
contém a informagdo essencial para a determinagio do sinal de X, sendo observada
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indirectamente através de Y, . Por consequéncia veremos que, quando se verifica a primeira

hipotese, a hipotese (HD1), o processo de estimagdo € mais rapido do que quando se verifica a

segunda, a hipétese (HD2). Verificando-se a hipotese (HD1), a diferenga entre as quantidades
o‘_zh_2 ead f h + permite ao teste distinguir mais rapidamente a regido em que se encontram

as variaveis de estado. Quando se verifica a hipétese (HD2), o teste necessita de um maior

numero de instantes de tempo para detectar as diferengas na estatistica provocadas pelos

parimetros b_ e b,. Assim, a hipétese (HD2) torna-se mais delicada na obten¢io de

estimativas para O processo {Xk }k e € sob esta hipotese que se situario os estudos e

resultados apresentados ao longo deste trabalho.

A obtengdo das estimativas para as variaveis de estado do modelo (2.1) passa por duas
etapas :
1" etapa : Detectar os intervalos de tempo em que a trajectoria de { X, }k ndo cruza o nivel

zero.
2% etapa : Decidir para cada um desses intervalos se se tem X, >0 ou X, <0.

Sob as hipoteses de detectabilidade apresentadas é possivel obter intervalos de tempo
suficientemente longos, em que o processo {Xk }k toma valores distantes de zero. Nestes

intervalos podemos aplicar os filtros de Kalman-Bucy, ora para um ramo ora para outro, de
acordo com o sinal das varidveis de estado nesses intervalos.

As duas etapas acima referidas correspondem’ testes estatisticos. Na primeira etapa,
utiliza-se um teste de detecgdo de passagens em zero, que permite identificar os intervalos a
que, para uma dada probabilidade, correspondem realizagdes das varidveis de estado que ndo
cruzam o limiar zero. Apds a determinagdo destes intervalos é necessario decidir qual dos
filtros de Kalman-Bucy a aplicar em cada um desses intervalos. Para isso é necessario
conhecer a regido (semirecta) em que o estado se situa, ou por outras palavras, decidir sobre o
sinal do estado. A estimativa a reter é entdo a que provém do sistema correspondente. Na
decisdo sobre o sinal consideraremos dois tipos de testes: testes de razdo de verosimilhanga e
testes de variagdo quadratica.

A hipétese de detectabilidade (HD1) foi j& objecto de varios estudos incluindo os testes
de detecgdo de passagens em zero e da decisdo sobre o sinal (ver Fleming et al., 1991). Tal
como ja referimos na introdugdo, neste estudo limitar-nos-emos na analise da hipotese (HD2),

sendo a primeira hipotese utilizada apenas em termos comparativos em exemplos de
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verificagdo do comportamento do teste de variagio quadratica (ver capitulo 6). No que diz
respeito ao teste de detecgdo de passagens em zero, estudos anteriores mostram que ¢ possivel
adoptar o teste proposto por Fleming et al (1991) sob a hipétese (HD1) ao problema sob a
hipétese (HD2), sem dificuldade (ver Oliveira-Roubaud, 1995). No que diz respeito ao teste
de decisdo sobre o sinal Oliveira-Roubaud (1991) propdem, sob esta ultima hipétese, dois
testes da razdo de verosimilhanga e Oliveira (2000) propde um teste de variagdo quadratica. O
principal objectivo deste estudo consiste em analisar o comportamento do teste de variagio
quadratica € compara-lo com o teste da razdo de verosimilhanga, baseados nas observagdes,
face a hipotese de detectabilidade (HD2).

Conveém notar que o modelo (2.1) resulta da discretizagdo do modelo continuo

dX, =b(X,)dt +o(X,)dU,, 0<t<T
d¥, = h(X,)dt + e dv, (2.2)

com passo de tempo Af=g, no intervalo [0,T]. Neste modelo continuo os processos

{U,,k>0}e {¥,, k>0 }sio processos de Wiener standard independentes, com valores

em R . O problema de estimacdo em observagdo parcial destes modelos continuos foi tratado
por diversos autores (Roubaud, 1995 e 1993, Picard, 1986, Fleming-Pardoux, 1989 e
Fleming-Ji-Pardoux, 1988), sendo usado como ponto de partida para a construgio dos
estimadores e para comparagdes e verificagdo de propriedades para os modelos em tempo
discreto como o modelo (2.1).

Neste trabalho, usaremos a seguinte notagdo para indicar que um determinado

processo € da ordem de grandeza de £9.

Notagdo 2.1 - Para um dado processo {G, } considera-se que
Gk = O(Eq) ]
onde g€ R, para significar que existem ¢, ,c,,c,;>0 tais que

E[Gf]s c,exp {~c,ke}+c,e? ,Vke N,e>0.
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3. Dois estimadores
de Kalman-Bucy
em paralelo

Relembramos que o problema em questdo neste trabalho consiste em estimar o processo
de estado ndo observado {X;}k em cada instante k, dadas as observagdes até esse mesmo

instante. O estimador Optimo, no sentido da média quadratica, € dado pela esperanga

condicional g [X k|r & ] (Jazwinski, 1970). No caso em que o modelo ¢ um sistema linear

gaussiano, a lei condicional também € gaussiana e a sua média e varidncia sdo suficientes para
caracterizar essa distribui¢io, como é bem conhecido, constituindo o filtro proposto por
Kalman e Bucy nos anos 60 (Kalman-Bucy, 1961). A necessidade motivada pelas aplicagdes
praticas levou a que a teoria da filtragem linear fosse estendida aos sistemas ndo lineares
dando origem ao filtro de Kalman Estendido (Andrews-Grewal, 1993 e Jazwinski, 1970 entre
muitos outros). Assim a ideia da utilizagdo deste estimador em sistemas ndo lineares consiste
em considerar que, nas vizinhangas de uma estimativa, o sistema comporta-se localmente de
forma aproximada & do sistema linear, de tal forma que, ao aplicar o filtro de Kalman-Bucy
comrespondente a esse sistema localmente linearizado produzimos estimativas proximas das
6ptimas no sentido do emo quadratico médio. No nosso caso temos um sistema
unidimensional linear por bocados portanto, em cada um desses intervalos de linearidade, a
ideia ¢ aplicar o filtro correspondente ao ramo em causa consoante se decide que o processo
de estado estd num ramo ou no outro. Para tomar estas decisdes, que antecedem a aplicagao
dos filtros, sdo usados os testes de decisdo sobre o sinal, que iremos tratar no capitulo 5. Para
detectar os intervalos de linearidade sdo usados os testes apresentados no capitulo 4.
Consideremos dois modelos lineares correspondentes aos ramos em que Se separam as

fungdes intervenientes no modelo (2.1). Referenciémo-los como modelo (+) e modelo (-):
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-

X,n=0+eb )X, +0, eu,
i <
¥ Y, = kX, +ev,

(X, =(+eb )X, +0_+eu,

) i
Y, =h X, + \/;vk

Podemos dizer que se trata dos modelos resultantes da permanéncia do processo de estado em
valores positivos ou valores negativos, respectivamente. A separagdo do modelo original
nestes dois modelos da origem ao aparecimento de dois filtros que terdo de ser calculados em

simultdneo, um para cada modelo. Dai a designagdo de filtros de Kalman-Bucy em paralelo.

Sejam (AA’ +.07) e (X' .»07) os filtros associados aos sistemas lineares (+) e (-) :

- R

X =Xima +Ki (Y —h  Xi020)

OFik =08 k1= Ok 1k1he (B OF jk1hy +€) VB0 k1,
com X g =(1+€b+)X;—1/k—-1:K1: =Q;‘I‘k-lh+(h+Q;/k—1h++8)_1 e

s
Q}:f’k—l =(l+é&b, )2 Q;—l/k—l to, ¢

\ /

€

/

~

Xtk =Xpp1+ K (Ve —h_Xg/p-1)
Ok =Qkrk-1= Ok ri—1h-(h_Qk jk-1h- + &) h_QF jk-1,
com X, =1+ )X, i, Ki =0 ih(h O 4 ih_ +&)" e

Qe =1+ &b_ )ZQ;—L’J:—I + 0'—25-

o /

As condigdes iniciais gaussianas que se consideram, sdo as seguintes :

o X,=X,=E(X,)
o O;=0"e 0, =07, onde Q"e O sdo as varidncias estacionarias das leis
condicionais.
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As condigGes iniciais sdo importantes no sentido em que influenciam o comportamento
inicial do modelo, o que poderd ndo ser acompanhado pelo estimador, mas o efeito de
dependéncia da condi¢do inicial tende a desaparecer rapidamente no tempo (Oliveira-
Roubaud, 1991 e Picard, 1991).

Naturalmente, os resultados da estimagdo usando os filtros em paralelo aqui
apresentados, serdo tanto melhores quanto mais longos forem os intervalos de linearidade, ou
seja, quanto mais prolongadas forem as permanéncias do processo de estado numa das
semirectas R~ ou R".

Podemos resumir o processo de estimagdo em trés passos essenciais: a selecc¢do dos
intervalos de tempo em que um dos filtros conduz a uma boa estimativa (teste de detecgio de
passagens em zero, capitulo 4), a decisdo de qual dos dois filtros se deve aplicar (teste de

decisdo sobre o sinal do processo ndo observado, capitulo 5) e por ultimo, a estimacgdo

propriamente dita usando o estimador X; ou X, consoante o caso.
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4. Teste de deteccao
de passagens
em zero

Como ja tivemos oportunidade de referir o procedimento para a obtengio de estimativas
das variaveis de estado envolve dois tipos de testes. Inicialmente, é necessario seleccionar os
intervalos de tempo, ditos de linearidade, em que, para uma probabilidade préxima de um, o
processo de estado ndo cruza o zero. Apds a selecgdo dos intervalos procede-se a decisdo
sobre o sinal que permite escolher o estimador a aplicar em cada um desses intervalos. Neste
capitulo trataremos o primeiro tipo de testes, os testes de detec¢do de passagens em zero,
sendo os de decisdo sobre o sinal objecto de estudo do capitulo seguinte (capitulo 5).

O teste de detecgdo de passagens em zero pode ser aplicado as observagdes ou ao
proprio estimador de {X}}k {X’ " }k, tendo-se neste caso optado por um teste baseado nas
observagdes. No caso em que o teste de detecgio é baseado no proprio estimador, o
procedimento € basicamente o mesmo, excepto naturalmente no que diz respeito & estatistica
do teste. Para mais detalhes podera ser consultado o trabalho desenvolvido por Fleming et al.
(1991) e Oliveira-Roubaud (1991). Este teste pode ser aplicado quer sob a hipdtese (HD2)
quer sob a hipétese (HD1).

Nesta tese pretendemos essencialmente analisar o comportamento dos testes de decisdo
sobre o sinal, mas a aplicagdo destes tltimos passa obrigatoriamente pelo teste de detecgdo de
passagens em zero, que abordaremos neste capitulo e que passamos a introduzir.

Fixemos uma trajectéria do processo {Xk}k No intervalo de tempo continuo [0,T],
consideremos um intervalo [a,b] em que essa trajectdria ndo cruza o zero. A nio existéncia de

cruzamentos em zero corresponde & ocorréncia de um dos seguintes acontecimentos:

A ={X, <0 k=iyi,+1. . ij+m),
A ={X,>0k=i,iy+1,.iy+m},
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com lp=[a/e] e m =[(b-a)/e]. Num abuso de linguagem, por uma questdo de simplifica¢do
do texto, designaremos um intervalo de tempo correspondente aos indices 4, a #+m por

intervalo de tempo discreto [ig. i +m]. Detectar um destes intervalos corresponde a testar se

um dos dois acontecimentos ocorre ou ndo. Perante uma dada trajectdria o nosso objectivo
serd determinar um procedimento que permita detectar os intervalos nestas condi¢des.
Este procedimento, a que chamaremos teste de detec¢do de cruzamentos em zero, usara

uma estatistica de teste que passaremos a construir. Ele consistira na adopgdo de uma
constante como valor critico, a que chamaremos C,,,, e na verificagdo perante os dados se o

valor da estatistica esta ou n3o na regido critica.

Se analisarmos o modelo em tempo discreto (2.1) constatamos que AX)=0 sse X=0 e
que A(X,) “pequeno” implica, por continuidade de s, X, proximo de zero. No entanto

h(X,) ndo é observavel, mas para € “pequeno”, aproxima-se de X,. Assim, ¥, é um

candidato a partida como estatistica do teste na detec¢do de passagens em zero para o

processo {Xk}k.

Desejavelmente a escolha de ¢, deveria resultar de um compromisso entre a

manutengdo de intervalos de monotonia suficientemente grandes e a redugdo da probabilidade
de erro do teste. No entanto conhecemos as limitagdes que os testes de hipoteses por vezes

nos impdem. Para além disso, os testes que aplicamos numa situagdo de observag@o parcial

tém a dificuldade acrescida de serem baseados num processo observado ({Y;}k) quando se

pretende decidir sobre um processo ndo observado ({‘X;}k)
A nossa preocupagdo, agora, na construgdo do teste sera precisamente a determinagdo
de uma formula para esta constante C,,, >0, designada por alguns autores como “cutoff”. O

teste baseia-se portanto na analise da ocorréncia do seguinte acontecimento :
C = {\Yklz Cobs ; k =ig,ig+m } .

O Teorema que se segue (Fleming et al., 1991) permite-nos formar um primeiro juizo

sobre a qualidade assimptdética do teste.
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Teorema 4.1 - Para ¢,,, >0 e £, >0 dados, existe >0 tal que Vee (0, 80] se tem

P4 v a) c §)s empre.

Na obtengdo de uma féormula para a constante C,,, pretendemos minimizar a

probabilidade de erro de que um cruzamento ndo seja detectado, a qual devera corresponder
ao valor maximo para a probabilidade condicional

P{{Xk'XkH <0} | IYklzcobs , |Yk+1

2 Cabs } >

nos instantes K = iy,..., i, + m .

Dado que, sob a hipéotese (H1) se tem /A_h, <0 suponhamos, por um momento, que

h.<0eh, >0, istoé h(x)20,Vx. 0 outrocaso, i. >0 e h_<0, pode ser tratado da

mesma maneira. Dado que, se h <0e h+ >0, setem
P({ch < = C s })5 P({V,, < —cC,, /-\/5_})5 ;lz_e-ci, /(25)7

e, tendo em conta o resultado do Teorema 4.1, preocupar-nos-emos apenas com o estudo do

condicionamento pelo acontecimento {¥, >c,,, Y., = c,, }.

Procuremos avaliar a probabilidade condicionada comegando por analisar as
intersecgdes possiveis com o acontecimento {X g Xy < O} :

Definimos os acontecimentos :

D! =

{X,<0,X,,>0}n {r,
Ly

{x,>0,x,,<0}n {r,

v
o
~
h—
X
|
o
Syt

Y ¢>0. Entio

D;,,,, “ Dcza,,, ={Xk.Xk+l <O}ﬁ {Yk Zcobs7Yk+l—'Cobs}

e pretendemos avaliar a probabilidade deste acontecimento.

Condicionando o modelo (2.1) pelo acontecimento D! | obtém-se :
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Xia=U+eb )X, +0_Afeu,
Y, = h X + '\[‘c"_v;c » Y = A X 4 '\/;Vkﬂ-

Entdo:

hY, —h (1+e.)Y, =

= (b Xy + v -, B X, 4o,

=h_h, [(1 +&b )X, +0o_Veu, ]+ hNev, ~hh (1+eb )X, —h, (1+sb )Wev,
=hh.o Neu, +h ev,, —h 1+ )W ev,,

isto €,
%(h,y,m ~h. (l+eb )V, )=h,h.o_u, +h v, —h, (1+zb ),
£
e Z,=hhou, +hv,  —h (1+eb )y, segue uma lei  gaussiana

N(0,h2h20? + B2 + 2 (1+b_)?).

Se D! ocorre entdo podemos estabelecer a seguinte majoragdo:

1

"

|h_—h . (1+eb_)|c< Z,.

Atendendo & distribuigdo de Z,, para uma dada probabilidade de risco a, ¢ &

elementar obter A>0 tal que:
P (Z L > A )= a, ,

onde {z?} representa um processo normalizado associado a {Z ,:} e ¢ (A)=1-a,, com
¢~ para representar a inversa da func3o distribui¢do da lei normal reduzida. Dai obtemos 2

expressdo de €. Repetimos o mesmo raciocinio supondo agora que #_ >0 e h, <0,

Finalmente deparamos com a seguinte escolha para o valor de C :

“” Nas aplicagdes tomaremos o, = 5% .
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o RJE\/hfhfo-f +h:+ h2(1+ eb_)?
i lh_ — h, (1+ b))

eentﬁoP(Djl)S & 4

Se seguirmos um procedimento semelhante para o acontecimento D}, obtemos para

C o valor:

. _;L\/a—\/hfh_zaf+hf+hf(1+eb+)2
2 I, — h_(1+ b,)]

e portanto, para uma probabilidade de erro &, a constante do teste de detecgdo de passagens

em zero tem a seguinte expressao :

C s =max(c,,c;) 4.3)

Apds a determinagdo da constante C,,, podemos agora seleccionar os intervalos

[io, 1;,+m] em que ocorre apenas um dos acontecimentos alternativos, 4. ou 4,. Os

intervalos detectados por este teste determinam os instantes para uma possivel estimagdo pelo
filtro de Kalman-Bucy, sendo para isso necessario decidir primeiro sobre o sinal das variaveis
de estado em cada um desses intervalos de linearidade, procedimento este que abordaremos

no capitulo que se segue (capitulo 5).
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S. Testes de decisao sobre
o sinal do processo
nao observado

Apos a selecgdo dos intervalos em que o processo de estado, para uma dada

probabilidade, ndo tem passagens em zero, é necessario determinar o sinal do processo nio

. - - A >+ C
observado ou, mais concretamente, ¢ necessario decidir sobre qual dos filtros (X, ou X "

dados no capitulo 3) deve ser usado nesses mesmos intervalos. Na decisdo sobre o sinal
podemos considerar dois tipos de testes, o da razio de verosimilhanga e o de variagdo
quadratica. As estatisticas para estes testes assumem aspectos diferentes consoante a hipotese
de detectabilidade que se considera ((HD1) ou (HD2)). Tal como j4 tivemos oportunidade de
referir anteriormente, neste trabalho pretende-se, para o caso da hipotese de detectabilidade
(HD2), analisar o teste de variagdo quadritica e compari-lo com o teste da razio de
verosimilhan¢a. Considerdmos no entanto, brevemente, a hipétese (HD1) para termos de
comparagao na discussdo do comportamento dos testes (fim da secgdo 5.2). Nas seccdes 5.1 e
5.2 apresentam-se os testes da razdo de verosimilhanga e de variagio quadritica segundo a
hipétese (HD2), que relembramos a seguir .

(HD2): hlc?=hlc? e b, =b_

+

Os dois tipos de testes que apresentamos neste capitulo permitem decidir sobre o sinal

do processo de estado optando entre duas alternativas, que correspondem & ocorréncia do

acontecimento A_ ou a ocorréncia do acontecimento 4, , onde

A ={X, <0k=iy,ig+1,.iy+m )}
A, ={X,>0k=iy,iy+1,. ij+m}.
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Os intervalos de tempo discreto [iy,i, + m | considerados provém do primeiro teste, o

teste de detecgdo, apresentado no capitulo anterior. O instante discreto I, corresponde ao

primeiro instante a partir do qual se inicia a contabilizacio da estatistica a qual, como

veremos, sera do tipo incremental.

5.1 - Teste da razdo de verosimilhanca

O teste da razdo de verosimilhanga, tal como o de variagdo quadratica, ¢ desenvolvido
para determinar em qual das duas regides é que o estado X, se encontra, em cada um dos

intervalos detectados pelo teste de detecgio de passagens em zero. O teste da razio de
verosimilhanga que vamos considerar baseia-se no processo das observagdes mas, como ja
referimos, € possivel também descrever um teste de razio de verosimilhanga sobre o
estimador de Kalman Estendido (Fleming et al., 1991, Oliveira-Roubaud, 1995).

Consideraremos entdo o processo das observagdes correspondentes a um intervalo sem
passagens em Zzero, {Y koo 1<k <ig+m } , em que I, corresponde ao primeiro
instante a partir do qual se inicia a contabilizagdo da estatistica.

De acordo com o modelo (2.1) os valores observados para o processo {f }, seguem a

equagio

Yy = h(Xk)""\[g—vk

que pode ser reescrita sob as hipoteses 4. e A, da seguinte maneira :

Sob A4, : Yo =(Q+eb, )X, +~elu} +Jeh v},
Sob A_ : Yo =(+eb )X, +~elu; +Jesh_v;,

com I'? =(h_o_)? =(h,0,)>.
Consideremos a c-algebra F,* = o {x, JU, uk}, i, <k<i,+m e as
0 0 []

medidas de probabilidade P* e P, tais que:
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P*(D)=P(D),VDc A_,
P (D)=P(D),YDc A_.

fg+m

O processo {Yk,k 20, + 1} e F - mensuravel (1.e. previsivel) e Z Y2 <+w P- q.c.
k=iy

Nas condigGes do modelo que estamos a tratar e em particular lembrando que b_#b,_,
podemos recorrer a uma versio discreta do Teorema de Girsanov (Oliveira, 1994) para

determinar a estatistica de teste, usando o logaritmo da razio de verosimilhanga.

Para um modelo com passo de tempo At e sem ruido de observagdo

{X;H_l =X +AB (X Y+ Ao (X g Yuy
Ypr =h(Xp ),

definimos a estatistica
L,=1In il
daP ~

io

com 1<n<m-1. Oliveira-Roubaud (1995) deduzem com base numa versio discreta do

Teorema de Girsanov (ver Oliveira, 1994) que
L,,=—:17[(b o) S v, - Y)——Ar(bz—b ) STy J
r k=iy+1 k=ip+1

Tendo em conta a igualdade

1
Ve =Y) = =20y -2 - 12, +12),
podemos reescrever a estatistica L, na seguinte forma :

b b ip+n b b2 fo+n 2
L, = Yo -Y, ) —At—=—= Y71,
n 2r2 ( ig+n+l :°+[) 21—2 k:%n( k+1 ) 21—2 Z

k=i, +1

ig+n .
onde, sob a hipdtese 4. U A_ se tem que, 2 (Yoo =Y =T nAt = O (JAL).
k=ig+1
Para o modelo (2.1), em estudo, usamos uma aproximagio L: desta estatistica com

At = g :
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b, -b_ 2 9 1 bz—b_2 §: 3
R i R - = - e g DR JEE
L= (Yr'o+n+1 on*"l) ne(b, —b_)-¢ - Yk

. (54

que tem a seguinte propriedade (Oliveira-Roubaud, 1995):

Teorema 5.1 - Considerando o acontecimento C definido no capitulo anterior, tem-se

que, sob C,
L¥— L, = 0fz).

E esta estatistica L% que tomaremos como estatistca de teste. A regra de decisdo do teste € a
seguinte :

oaSel .21 2 , decide-se pelo acontecimento A+;

N
oSel,.< -1, , decide-se pelo acontecimento A

o Sendo, ndo se decide,

onde 7, >0 e [, >0 sdo duas constantes que forneceremos de seguida e N~ é um tempo de

paragem definido por :

N'=inff:L,>1; ou Ly<-I1 'm

,
correspondente ao niimero minimo de instantes necessario para decidir sobre o sinal do estado
num dado intervalo detectado.

O passo seguinte serd entdo a determinagdo dos valores dos pardmetros /; e /, que nos
permitem escrever a regra de decisdo. Consideremos as probabilidades de erro do tipo I,

p_ e p,®, respeitantes & decisio sobre as hipoteses alternativas 4_ e A, :

p., = P('rejeitar A,'|'4,")
(5.5)

p_ = P('rejeitar 4_"|'A_")

» Em geral considera-se p, = p_ = 0.05 .
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Fixando as probabilidades de erro p, e p_, os valores de /, e /, resultam da resolugdo do

sistema (ndo linear) seguinte (ver Oliveira-Roubaud, 1995):

|- ¢~ h (5.6)

Como podemos constatar a solugdo deste sistema € independente dos pardmetros do
modelo e portanto os valores de /, e /, sdo constantes, ou seja, dependem apenas dos valores
de erro admitidos para o teste.

Dado que pretendemos comparar o comportamento dos testes, torna-se interessante
caracterizar a performance do teste em termos do tempo necessario para atingir uma decisdo,
razio pela qual medimos aquilo a que chamaremos o tempo médio de espera para uma
decisdo. E possivel obter os valores esperados do tempo de espera, teoricamente, usando uma

aproxima¢io em tempo continuo (Fleming et al, 1991 e Oliveira-Roubaud, 1995).

Considerando os tempos de paragem N e N~ que representam a variavel aleatéria N~
sob as hipoteses A, e A_ respectivamente, definimos os correspondentes tempos de espera

T:=N'¢ e T ;=N "¢ contabilizados no intervalo de tempo continuo [0,T]. Os valores

esperados dos tempos de espera sdo dados por :

-2b, (2 b |
Erfy= 2280 ) - p g+ 1),
(b+ -b-)

-2b_(2+¢b_) [,1 -p_( + 12)]-
(b4 —b—)z

E(TV_) =

Torna-se também interessante comparar os valores médios tedricos do tempo de espera,
assim obtidos, com os seus valores amostrais. Esta comparagdo sera feita no capitulo 6 sobre
alguns exemplos de aplicagdo. Os tempos de espera (ou de paragem) permitem fazer
comparagdes entre testes ou até mesmo entre hipoteses, dentro do mesmo teste, de forma a se
analisarem as alteragGes no que diz respeito a rapidez de decisdo sobre o sinal.

O sistema de equagdes (5.6) por si s6 pode ter varias solugdes e tera de ser resolvido

numericamente. Do ponto de vista pratico, para p, = p_ =«,, a dificuldade de obtengdo de
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uma solugdo adequada do sistema (5.6) pode ser ultrapassada procurando uma solugdo em que

I, =1,. Nessa altura facilmente se verifica que :

Esta solugdo foi adoptada em Oliveira-Roubaud (1995) com sucesso e sera também adoptada

nesta tese. Por exemplo, para @, = 0.05 obtem-se /, =/, = 2.94 em qualquer um dos casos

de aplicagdo.
Veremos também que, do ponto de vista pratico, é recomendavel considerar como

primeiro instante de calculo da estatistica de teste nfo o indice /, mas sim um indice

ligeiramente posterior ®) Esta pequena alteragdo em nada altera o espirito do teste. O seu
efeito é apenas o de evitar pequenas instabilidades que possam ocorrer quando o sistema
ainda esteja a “entrar num intervalo de linearidade”. Esta observagdo também ¢€ valida para o

teste de variagio quadrética, cujo procedimento analisamos na secgdo seguinte.

5.2 - Teste de variacao quadratica

Com o intuito de introduzir a estatistica deste teste comecemos por considerar as
seguintes notagdes :
A Yoo — (1 +0,.8)Y,,
A =T -+ b0 6)l,,

e vejamos qual a ideia que preside ao teste de variagdo quadratica.

No caso de se ter X, >0 e X,,, >0 (acontecimento A4, ), estes processos sdo dados

pelas seguintes expressoes :

@  Nos exemplos de aplicagio que apresentamos no capitulo 6 consideramos, de um modo geral, i,
incrementado de 6 unidades. No entanto alguns ensaios foram realizados com i, incrementado de 11 unidades,

de modo a estudar a sensibilidade do teste relativamente ao parimetro.
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A* =Y, —(1+8,8),

= B (X ) + Neve, — (L+ be)(h (X,)+ ev,)
(L+ &b Ya(X, )+ h,o eu, + Jeve, - 1+ b,e)h,(X,)+ev,)
= h+0'+—\/;uk + «[g—vkﬂ - (1 + b+£)\/;vk,

I

A, =Y, -(+b &)Y,
= h, (X o)+ Vv, —A+b_e)h (X)) ++ev,)
= (1+eb V(X )+ h, o eu, +Jev,,, —(A+b_e)h (X,)+ev,)
=h, (b, -b.)eX, +h,o Jeu, +Jev,,, - A+ b_e)ev,,

expressdes que decorrem do proprio modelo (2.1). No caso de ocorrer

X, <0 e X, , <0 (acontecimento A_), obtém-se apos um calculo analogo :

At =h_(b_-b,)eX, +h o_~eu, +Jev,,, - (1+b,e)ev,,

As = hoo_eu, + Vev,, - (L+b_s)Vev,.

Analisando estas expressdes facilmente concluimos que, se o acontecimento A, ocorre, a

. i g o 2 . .
variavel aleatéria A} tem distribuigio N(0,I'7&) e se o acontecimento A4_ ocorre, a variavel

aleatéria A, tem distribuigio N(O, I’¢), sendo

T:=hlc?+1+1+b.g)?

IF2=h2c?2+1+Q+b_g).

Podemos entdo dizer que a decisdo entre as alternativas 4. e A, nos conduz naturalmente a

um teste de hipéteses sobre as varidncias das varidveis aleatorias A e A, .
Notese que T2 -T2 = O (¢) (ver notagio 2.1). Mais precisamente

F2-T2=g(p, -b_X2+ (b, + b_)e), logo ndo sera surpreendente se chegarmos a um

teste que necessita de um tempo longo para tomar uma deciso.
Com o intuito de construir este teste considere-se a razdo das respectivas fungdes de

densidade (gaussianas) :
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fN(A;,O,FEE)

Z,=1In . 2
T (A%,0, L)
Ela permite definir a seguinte estatistica :
iy +n
S, = Z,,
k=i,

r 1 A : A*z
z = In = + k = -
& (r+] 2 € r_2 1_'+2
€ portanto .
ig + 1 2 & 2
r_ 1 AT A
8,y = + 1) + Z K =
n o )[m) 2e £« | 12 12 . 45T

Construida a estatistica de teste, S, , falta agora determinar a regido critica para a
estatistica, que ¢ calculada atendendo as probabilidades de erro consideradas, p_ ¢ p. A
definidas como na secgdo anterior (ver (5.5)).

Seja [h./2], com 1, >0, >0, a regido critica para a estatistica §,, que ¢€
construida para um nivel de significAncia a,. Os valores para [ e !, podem ser

determinados aproximadamente se em (5.5) substituirmos os segundos membros por

expressdes aproximadas. Temos entdo o seguinte sistema de equagdes ndo linear:

l—e—(‘u*‘ /}’3)12
P+ =
< Nua /72 )0, o ue /20
1—e'(f“—/ff )i, (5.8)
p- = ;
,u /72 Voo _ (w172 )0

em que

“ Em geral considera-se p_=p_ =0.05.
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1 1 1 4 . 2
= —| —— = 1" -
Y+ 7| T2 1ﬁ+21\/J,+2(1+b+f:) ;
1 1 1 4 2
o= —| — = — T2 +20+b_8)° .
2\ T rf]‘/

A maneira como estas expressdes sdo deduzidas assim como detalhes sobre a

construgdo do teste s3o apresentados em Oliveira (2000).

Definida a estatistica S, e calculados os valores de /, e /, segundo as probabilidades

de erro p_ e p., podemos agora estabelecer a regra de decisdo para o teste (de variagdo

quadratica) :

o Se §,. <-I,, decidir pelo acontecimento 4_;

a Se S,. 2/, decidir pelo acontecimento A

o Caso contrario, ndo decidir,

onde N é um tempo de paragem definido da mesma forma que no teste anterior (secgao

5.1), agora para a estatistica S, . O tempo necessario para o teste decidir em cada intervalo,
N", corresponde ao nimero minimo de instantes que a estatistica necessita para atingir os
valores —/, ou /,, sempre que se verifica uma decisdo. Sdo os ja referidos tempos de espera
para a decisdo, que se podem contabilizar separadamente para as decisdes sob a hipotese A4,
ou sob a hipétese 4, N* e N~ respectivamente. Supondo que o modelo (2.1) resulta da
discretizagdo no tempo de um modelo continuo num intervalo de tempo [0,T], os tempos de
espera I, =N"¢ e T,, =N"¢& podem ser caracterizados teoricamente pelas suas

esperangas matematicas. Tém-se entdo as seguintes expressdes (Oliveira-Roubaud, 1991 e

Fleming et al., 1991):
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Voltando ao sistema de equagdes ndo linear (5.8), convém notar que a determinagdo da
sua solugdo, de um ponto de vista pratico, ndo ¢ imediata. De facto esta tem geralmente de ser
obtida por métodos numéricos, de entre os métodos habitualmente usados para resolugdo de
sistemas ndo lineares com os inconvenientes que tdo bem conhecemos. Existe em geral um
conjunto de solugdes possiveis e aproximadas, ficando o sucesso do teste muito dependente
da escolha de uma solugdo inicial para —/, e /, para arranque do método numérico. Por outro
lado, nio temos garantia do sistema ter sempre solugdo e por vezes, quando existe mais do
que uma solugdo, torna-se necessario optar pelo par de valores (/,,/,) mais “adequado”.
Podemos verificar que os resultados do teste s3o muito sensiveis aos pardmetros /, ¢ /, € por

isso tem de ser estudado algum procedimento a seguir para a sua determinagdo na pratica. No

caso da hipétese (HD1) Fleming et al. (1991) contornaram esta dificuldade usando a seguinte

aproximagao:
I = |2 1og (a,)
1 9+ g s/
[, = - I 1
2 =~ s (a.) (5.9)
com €, = e ¢ 8_ = B

" =

Estas aproximagdes foram testadas em alguns exemplos de aplicagdo e revelaram-se eficazes
no caso da hipotese (HD1). Infelizmente, como veremos mais 4 frente (sec¢do 6.2), 0 mesmo
ndo se pode dizer para a hipétese (HD2). Os resultados numéricos que o demonstram sao

apresentados de forma mais pormenorizada no capitulo 6, nos exemplos de aplicagdo.

Embora neste trabalho estejamos interessados em estudar o problema sob a hipétese de

detectabilidade (HD2), é interessante introduzir aqui o teste de variagio quadratica sob a

hipétese (HD1), h’c? = hlc! . Fleming et al. (1991) desenvolveram este teste € verificaram

ue a condicio hlc?#hlc? permite ao teste ganhar uma maior sensibilidade na
q ¢ + Oy g

determinagdo da regido em que se encontra O processo de estado, relativamente a condigdo
hlc?=hc? da hipotese (HD2) e que, quando se verifica (HDI), os valores dos
parametros b, e b_ se tornam irrelevantes no que diz respeito aos resultados de decis@o do

teste. Na hipotese (HD2) tinha-se h’c’ = hlc? e o teste via-se obrigado a recorrer as
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diferencas entre os parimetros b_ e b_ para poder decidir sobre o sinal. Assim, quando
consideramos a hipotese (HD1) podemos omitir os termos em b. e b_ considerando
b, =b_ =0 sem alterar os resultados da analise deste teste.

O teste pode ser descrito do seguinte modo (Fleming et al., 1991). Para as alternativas

A e A_ atestar considere-se a estatistica

fu+ﬂ 7
~ T_ 1| 1 1 A%
S,, = (n+1)lﬂ[r ]-{—2—{——]?} = 1_+2 }Z - , (5.10)

com 0<n<m,onde

P =Y - Yo,
5 53 .3
l"_'_ —h+0'++2,
I'_2 =h2’o*2+2

Esta estatistica sera calculada em cada um dos intervalos detectados, [io »io +m].

Tomando, como ¢ habitual, p, como sendo a probabilidade de rejeitar erradamente o
acontecimento 4, e p_ como sendo a probabilidade de rejeitar erradamente o acontecimento

A_, os valores dos limites da regido critica, /, e /,, podem ser obtidos resolvendo o sistema

1_6"(/”1- /73 )12
J e /77 )0, EPREIE
l—e_(‘u‘ /73 )11 (5_11)

S PR PE PR (R PER TR

P+ =

em que



L. +—1— A : 1"_2,
L 2\t T8
! 1 ‘
—- 2]\/1";‘+2u+b+s)2 ;
+

¥, = _;_[_}_—- l ]\ﬁ“f +2(1+b_5)2 i

r: rf

Y+ =

|
ko
—

Tal como nas situagdes anteriores, a resolugdo do sistema (5.11) ndo ¢ imediata, pelo
facto de se ter um sistema de equagdes ndo linear. No entanto, no caso da hipotese (HD1),

verifica-se, na pratica, ser mais facil encontrar uma solugdo aproximada que satisfaga os

niveis de erro considerados, p, = p_. =&, A aproximagdo (5.9) sugerida pelos autores

Fleming et al. (1991), apresentada acima, permite encontrar boas solugdes para [, el,,tal
como teremos oportunidade de verificar nas aplicagdes praticas (capitulo 6).

Quanto a regra de decisdo ela € aniloga a do teste sob a hipc';tese (HD2), figurando
naturalmente a estatistica S, apresentada em (5.10) no lugar da estatistica anteriormente
apresentada em (5.7).

Os valores médios tedricos dos tempos de paragem s3o agora dados por :

E(TV;)=[12 .__p+l_2_+_l.]'..-]g,
M : H

E(Tw;)—_-(— 1, - 12+11}£I
. b

Apresentados os procedimentos a seguir na aplicagdo dos testes da razao de
verosimilhanca e de variagdo quadratica, falta-nos agora comparar OS S€us resultados na

prética, o que faremos no capitulo seguinte (capitulo 6).

) Na pritica, consideraremos ¢, = 0.05.
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6. Exemplos de
Aplicacao

Este capitulo ¢ dedicado ao estudo do comportamento dos testes de detec¢do de
passagens em zero e de decisdo sobre o sinal. Para isso recorremos & simulagdo numérica de
alguns exemplos de modelos. Comegaremos por analisar brevemente o comportamento do
teste de detec¢do de passagens em zero na selecgdo dos intervalos em que, segundo uma dada

probabilidade, se podem obter boas estimativas para as variaveis de estado X .. Mas o

principal objectivo consiste em analisar o desempenho do teste de variagdo quadratica, na
decisio sobre o sinal do estimador a aplicar, e compara-lo com o teste da razao de
verosimilhanga tendo em conta a hipotese (HD2).

A analise que se segue é baseada em 100 trajectorias geradas, num intervalo de tempo
continuo [0,15] o que, para & =0.01, corresponde a considerar uma partigdo em 1500
instantes de tempo discreto (K=1500). A simulagdo dos processos de estado e observagdes foi
feita partindo da condigdo inicial X , ~ N (-5,0.1).

A performance dos testes ¢ medida através das percentagens de instantes em que 0S
testes actuam e das percentagens de erros na detecgﬁd e decisdo sobre o sinal para o processo

ndo observado. As probabilidades de erro sdo comparadas com as frequéncias de decisdes
erradas encontradas nas simulagdes, pe, e pe, . Para o calculo destas percentagens

consideram-se apenas os intervalos em que efectivamente ndo houve cruzamentos em Zzero,
independentemente de estarem ou ndo bem detectados pelo primeiro teste.

Os testes de decisio sobre o sinal sio ainda analisados tendo em conta os tempos
médios de paragem, que correspondem aos tempos (minimos) de que, em média, um teste
precisa para decidir. A analise dos tempos de paragem permite-nos comparar a rapidez de
decisio em ambos os testes (razio de verosimilhanga e variagdo quadratica) ou até mesmo
analisar o efeito dos pardmetros do modelo na rapidez de decisdo para cada um dos testes em
particular. Neste capitulo apresentaremos alguns dos resultados mais importantes, sob a forma

de tabela ou grafico, sendo os restantes resultados apresentados em apéndice de forma mais

detalhada.
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Neste capitulo serdo consideradas as seguintes notagdes:

TD : teste de detecgdo.
TV : teste da razdo de verosimilhanga .
TVQ : teste de variagdo quadratica.

a , : nivel de significancia para o teste de detecg¢io de passagens em zero.
a, - nivel de significancia para o teste de decisdo sobre o sinal.
—1,,1, : valores criticos para a estatistica do teste de decisdo sobre o sinal.

1,1, : valores de /; e /, usados no teste da razdo de verosimilhanga.

1,17 valores de /, e /,usados no teste de variagdo quadratica.
pe, : percentagem de erro na detec¢do de passagens em zero.

pe, : percentagem de erro no teste da razdo de verosimilhanga, na decisdo sobre o
sinal.

pe,, : percentagem de erro no teste de variagio quadratica, na decisdo sobre o sinal.

PI,: percentagem de instantes onde € aplicado o teste de detecgio.
pid,: percentagem de instantes de decisdo para o teste da razdo de verosimilhanga.

pid,, . percentagem de instantes de decisdo para o teste de variagio quadrética.

ET ,ET] : médias tedricas do tempo necessirio para decisio no teste de

verosimilhanga.

- T+ - - . - _
T, .7y ; médias (empiricas) do tempo necessario para decis3o no teste da razio de
verosimilhanga.

*OU

vg?

+ , g r oo e - - -
ETvq : médias tedricas do tempo necessario para decisdo no teste de variagdo

quadratica.

T— T+ . - - P taam
Lg.Thg : médias (empiricas) do tempo necessario para decisdo no teste de variag@o
quadratica.

I,: instante a partir do qual se comega a contabilizar a estatistica do teste de decisdo.

100 1500

] )
$' = 150 = 1300 2 2 ey - 4]

i=l j=0
l 100 1500
2

- 2
" o0 w00 X 2, [Fe T Al

i=1 j=
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6.1. Teste de deteccao de passagens em zero

Comecemos por analisar o teste de passagens em zero baseado nas observagdes,
verificando o efeito dos pardmetros do modelo sobre a performance deste teste. Tal como ja

foi explicado no capitulo 4, este teste processa-se de acordo com o seguinte procedimento :

- calculo de uma constante dita de “cutoff’ dada pela expressdo (4.3) sobre a
sequéncia de observagdes,
- determinagdo dos intervalos em que a observagdo ¢ superior, em valor absoluto, a

constante calculada, isto €, determinagdo dos intervalos de tempo em que o

acontecimento C = {|yk 1 2 C s } ocorre.

A escolha de ¢,,, deve ser um compromisso entre a manutencdo de intervalos de
monotonia suficientemente grandes e a redugdo da probabilidade de erro do teste. Nos
exemplos que se seguem fixdmos uma probabilidade de erro @;= 5% . Note-se que a
constante C,,, varia consoante os parimetros do modelo, sendo muito sensivel principalmente
ao valor de lh, - h+| . Quanto mais elevada for esta diferenga, maior € o valor desta constante

e portanto mais selectivo se torna o teste.

Consideremos o modelo (2.1) com b_=1e b, =-0.05 e diferentes valores de

o2h? = 02h?. Os resultados da aplicagdo do teste em alguns exemplos constam da tabela

6.1

61.64%
ET62.36%:

Tabela 6.1 — Resultados para o teste de detecgio de passagens em zero.

Para |h_ - h+| =7 @& |h_ — h,|= 6 obtiveram-se percentagens de erro na decisdo de

cerca de 4% e 1,68%, respectivamente.
Em geral, a percentagem de instantes que verificam o acontecimento C ( pi,) ronda os

60% apesar de se notar uma ligeira subida nessa percentagem quando aumenta o valor de
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lh_ — h.|, que corresponde ao aumento da amplitude dos intervalos detectados. Tal como seria

desejavel, este erro de detecgdo de passagens em zero ndo ultrapassa o nivel &;=5%.

Vejamos agora o comportamento de dois testes de decisdo sobre o sinal, o teste da
razio de verosimilhanga (TV) e o teste de variagdo quadratica (TVQ), face aos diferentes

pardmetros do modelo.

6.2 — Testes de decisdo sobre o sinal

O teste de deteccdo da secgdo anterior permite seleccionar os intervalos em que, para
um dado nivel de erro Q, as varidveis de estado X, ndo cruzam o valor zero. Falta agora
decidir se a estes intervalos correspondem ocorréncias no semiplano positivo ou no semiplano

negativo. Nesta etapa actuam os testes de decisdo sobre o sinal.

S3o apresentados de seguida alguns resultados para dois tipos diferentes de teste de
decisdo. Em ambos I, foi incrementado de 6 unidades. Quer isto dizer que, em cada intervalo

de decisio sdo ignorados os primeiros 6 instantes, de forma a que a decisdo ndo seja
precipitada nem tomada em intervalos demasiadamente pequenos. Como fizemos notar no
capitulo anterior, apos a detecgdo de uma passagem em Zero deve ser aguardado um certo
tempo antes de se comegarem a calcular as estatisticas, pois nestes testes a decisdo do sinal
assenta sobre condigdes de estacionaridade (Fleming et al., 1991 e Oliveira-Roubaud, 1991).
Como vimos, 0 primeiro passo para a aplicagdo de um teste de decisdo sobre 0 sinal €

o calculo dos limites % e /2. No caso do teste da razdo de verosimilhanga é possivel encontrar
asolugio /, =/, =In ('—";“—) para o sistema de equagdes nio lineares apresentado no capitulo
5 (sistema 5.6) que se verifica ser adequada ao problema (Oliveira-Roubaud, 1991). Assim,
independentemente dos parimetros do modelo, obtém-se [,=1,=294 para uma
probabilidade de erro @, =0.05. No caso do teste de variagio quadratica ja serd necessario

calcular novos valores de cada vez que se alteram os pardmetros do modelo. Para além disso,

veremos a seguir que nos deparamos com algumas dificuldades quando pretendemos optar
por uma boa solugdo para o par (/;,/;). Convém notar também que a dificuldade em

encontrar solugdes exactas leva a recorrer a métodos de aproximagao (como por exemplo, a
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funcdo ‘fsolve’ da linguagem de programacfio Matlab que permite a resolugdo numérica de
sistemas ndo lineares).

Incluimos de seguida trés figuras (Figuras 6.1 a 6.3) que ilustram bem a importancia de

uma boa escolha para / € [, como solugdes de (5.8). Todas elas dizem respeito a uma mesma

trajectoria para o processo de estado, estimada por diferentes testes e/ou solugdes de /, € /.

Na Figura 6.1 estfio representados os resultados da filtragem usando o teste da razéo de

verosimilhanga, em que os pardmetros [/ e /, sdo dados por [ =/, = ln(i)

as
(/, =1, =2.94). Nas Figuras 6.2 e 6.3 estdo representados os resultados para o teste de
variagdo quadratica com duas solugdes diferentes para os pardmetros /, e /,. Estes valores

foram obtidos numericamente através da fungéo ‘fsolve’ do Matlab.

Teste de verosimilhanga
3 ; ;

—— Filtro (+)
Filtro (9

— Trajectoria do processo de
estado

— Intervalos de possivel decisdo — |ntervalos em que n3o se decide

Figura 6.1 — Resultado da filtragem aplicando o teste de verosimilhanga, em que /, e /, sdo dados por
1-a,
I =1, = In (o),
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Teste de variagdo quadratica 11=0.0462 /12=0.4378

0

i \i' by ﬁ"x_;'r., ' #’-:"wb*' “J}:F{I"'u‘

— — Filtro (+) .
Filtro ()

—— Trajectdria do processo de -
estado

5 ' 10 16 ¢

— Intervalos de possivel decisdo — |ntervalos em que n3o se decide

Figura 6.2 - Resultado da filtragem aplicando o teste de variagio quadritica, em que
[, =0.0452 ,1, =0.4378 .

Teste de variagdo quadratica 11=0.9898 /12=1.13883

T T

Ry

—— Filtro ¢+)

—— Filtro (v

—— Trajectéria do processo de
estado

5 10 16

— Intervalos de possivel decisdo — |ntervalos em que n3io se decide

Figura 6.3 - Resultado da filtragem aplicando o teste de variagdo quadrdtica, em que
/,=09898, /, =1.1333 .

A zona identificada com barra azul corresponde aos intervalos seleccionados pelo teste

de deteccgdo de passagens em zero. A trajectoria do processo de estado esta representada a

vermelho, sendo os filtros positivo e negativo representados a tracejado em verde e azul,

respectivamente. Nos instantes em que os dois tragos coincidem, significa que foi tomada
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uma decisdo e, se eles estiverem do mesmo lado que a trajectoria do processo de estado,
significa que a decisdo foi correcta.

Numa primeira analise da Figura 6.1, podemos verificar que o teste da razdo de
verosimilhanca funcionou bem, decidindo em praticamente todos os intervalos de detecgio e
de uma forma correcta. Ja na Figura 6.2, verificamos que o teste de variagdo quadratica
decidiu em praticamente todos os intervalos de detecgdo e quase sempre de forma errada. O
facto do valor /, estar muito proximo de zero faz com que o teste decida muitas vezes pelo
lado negativo, sem que corresponda & realidade. Para este modelo, na simulagdo de 100
trajectérias, incluindo a da figura, obteve-se um erro na decisdo muito superior a 5%.
Analisando os valores de /; e/2 e os respectivos resultados de estimagdo, podemos concluir

que os valores /, =0.0452 e /, =0.04378 originam um mau funcionamento do teste.

Vejamos agora o que se passa se escolhermos um outro par de valores (/;,1,) (ver Figura
6.3). Neste exemplo, uma abordagem do sistema de equagdes (5.8) analoga & sugerida em
Fleming et al. (1991) para os modelos sob a hipotese (HD1) (ver expressao (5.9)) permite

encontrar valores de 4 ¢k mais equilibrados e que ddo origem a probabilidades de erro do
tipo I inferiores a 5% (a saber p, =0 e p_=0.0413). A simples alteragdo dos pardmetros

l el proporcionou um funcionamento adequado do teste, muito semelhante ao do teste da

razdo de verosimilhanga (Figura 6.1).

Este exemplo ilustra bem a importancia da escolha dos parametros /1 € /2, que pode ter
grande influéncia na qualidade do teste. Do ponto de vista pratico, nem sempre € facil
encontrar solugdes para os parimetros, que permitem obter probabilidades de erro adequadas.
Ha que ensaiar diferentes alternativas, partindo do que foi sugerido por Fleming et al. (1991).

Passamos agora ao estudo do comportamento dos testes em alguns exemplos (casos 1 a

4). Comecemos por considerar o modelo (2.1) com os seguintes parametros:

b, =-0.0L56_=-05
h+ =1Lh =-1 (Caso 1)
o, =lo_=1

Os resultados de aplicagdo dos testes estdo resumidos na Tabela 6.2. Resultados mais

detalhados podem ser consultados no apéndice A.
Neste caso obteve-se uma percentagem de erro na decisdo do teste da razdo de

verosimilhanga muito semelhante a do teste de variagdo quadratica (6.56% e 6.82%,
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respectivamente). As percentagens de instantes de tempo com decisdes também foram muito

semelhantes (44.46% e 41.79%, respectivamente). Vejamos 0 que se passa se neste exemplo

se aumentar a diferenca entre os pardmetros b_¢€ b, . Consideremos dois exemplos em que

em relacdo ao Caso 1 se diminui essencialmente o valor do parimetro b_:

b =-1 (Caso 2)

b =4 (Caso 3)

Da analise da Tabela 6.2 retiramos que, ao aumentar |b+ —b_] se obteve uma maior
percentagem de instantes de decisdo ( pid, e Pidvq) e, por outro lado, uma diminui¢do no

erro da decisdo ( pe, € pe,,), para ambos 0s testes. O facto da decisdo ser mais rapida nestes
altimos casos pode também ser constatado através dos valores médios empiricos

= et + . b 4 . ¢
T~ T  eT, 5 ,T‘,q que diminuiram consideravelmente. Note-se que € natural esperar que 0

aumento da distincia entre os pardmetros b_ ¢ b, facilite a decisdo sobre o sinal nesses
intervalos, uma vez que quanto maior € essa distincia mais rapidamente os valores das

variaveis de estado X, diferem no seu comportamento, consoante se situam na regido

R* ou R™.

pid, pid pe, | Pey
[[41.46% |4 56% [6.82% |-
47.21% 4.41% |0.42 |1.
g e 0,05 [6F30%= | 4.59%:0.09:{0:

£ .;@* e

Tabela 6.2 — Resultados de decisio nos testes da razdo de verosimilhanga e de variagdo quadrdtica para diferentes
valoresde b_e b,

Também de notar que, relativamente a detecgdo de intervalos sem passagens em Z€ro, 0

aumento de b_e b, em valor absoluto facilita esta detecgdo uma vez que esse aumento

provoca um afastamento mais rapido do estado X, do limiar 0 (zero).

Comparando agora os dois testes de decisdo sobre o sinal, entre si, verificamos que,
embora as percentagens de erro sejam semelhantes em ambos os testes, os tempos médios de
decisdo para o teste de variagdo quadratica sdo ligeiramente superiores.

Tentemos agora analisar o efeito da quantidade I'*=(c_h. ) =(c.h,)’ no

comportamento dos testes. Se analisarmos a estatistica utilizada no teste de razio de
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verosimilhanga (expressio (5.4)) podemos constatar que as alteragdes na quantidade
- 2 . . i 5
[?=(c_h )’ =(c,h,)" deverdo influenciar muito os valores da estatistica,

Retomando o caso 2, em que (o_h.) =(O‘+h+)2= 1, vejamos o0 que sucede se

diminuirmos esta quantidade. Consideremos um novo exemplo em que apenas se diminui 0

valor (o_h_)* = (o,h)

o =1, h =-08

4
o, =1, h, =038 (Caso )

Os resultados sdo apresentados na tabela seguinte:

Casos | |, |h |o_|o,| pid, | pid, | pe, pe,, T | T'\T, |T;

ek 47.21%[34.74% | 3.95% | 4.41% [0.42 | 14410

4 10810811 | 1 |4506%]25.98% | 8.56% | 1.72% |0.32

Tabela 6.3 — Resultados de decisio nos testes da razio de verosimilhanga e de variago quadritica, para
diferentes fungdes o h (x, ) (b =-1,b, =-0.05).

A diminuigio da quantidade |h(xk )| faz diminuir os valores do processo das

observagdes reduzindo ligeiramente a percentagem de instantes que verificam o

acontecimento C do teste de detecgdo. Por outro lado, a estatistica do teste da razdo de

verosimilhanga necessita de um menor numero de instantes de tempo para atingir 0s valores
—1, ou /,, mas vem acompanhada de um aumento do erro de decisio pe,. Enquanto que
para (o_h_)? = (o, h,)* =1 (caso 2) se obtiveram decisdes em 47.21% dos instantes e erro
em 3,95% das decisdes, para (c_h)* = (o.h,)?= 0.64 (caso 4) obtiveram-se decisGes em
pid,=45.06% dos instantes e pe,=8.56% de decises erradas.

Quanto ao teste de variagdo quadratica, verificou-se uma diminui¢do na frequéncia de
decisdes erradas (4.4% e 1.7% respectivamente). Verificimos ainda (ver Tabela Al no
apéndice A) que, se I'? =(c_h_.)* =(o.h,)’ aumenta consideravelmente este teste toma
decisdes erradas com maior frequéncia revelando um mau comportamento na pratica. Uma
razdo para este comportamento podera estar em que quando ['* aumenta, o termo principal
da estatistica deste teste (ver (5.7)) diminui de peso. No entanto, 0 primeiro termo, que nestes

casos é sempre negativo, assume maior importdncia levando por vezes a decisdes

precipitadas. O facto da estatistica atingir o valor —1,, quando as variaveis estio do lado
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positivo, leva a concluir que, nestes casos, o teste poderd ndo ser tdo eficaz. Como

verificimos, no entanto, que a performance do teste estd muito relacionada com a maneira
como sdo determinados os valores de /; € /,, enveredamos esforgos para obter outros valores

possiveis para estas constantes o que se revelou infrutifero. Ndo quer isto dizer,
evidentemente, que eles nfo existam mas sim que seria necessario uma investigagio
especificamente com este propdsito do dmbito da analise numérica. Esta situagdio mostra que
¢ necessério ter em atengdo as caracteristicas dos modelos e verificar, por via da simulagdo, se
o teste de facto permite obter bons resultados quando aplicado na pratica. Pelos exemplos que
foram testados constata-se que, aparentemente, quando |o_h_|=|o,h, | é elevado
(ultrapassa a unidade) torna-se problemdtica a aplicagdo do teste de variagdo quadritica,
sendo nesses casos aconselhavel dar preferéncia ao outro teste de decisdo.

Se por um lado o teste de variagio quadrética tem algumas limitagSes em termos de
aplicagdo, por outro lado este teste revela-se mais eficaz nos intervalos proximos de zero mas
que ainda correspondem a intervalos detectados. Em geral o teste de variagdo quadrética toma
mais frequentemente decisdes nessas zonas, comparativamente ao teste da razdo de

verosimilhanga. Este comportamento é ilustrado nas Figuras 6.4 e 6.5 relativas ao caso 3.

5 Teste de Verosimilhanga

0t v

;'."“;H'},;}f‘ :'-*1#1\)1 AT

Al el x.-r.;«”*«'u:‘*-";',;;:f%&h,wu"‘wi:ﬁ.f.\%{_

—— Filtro (+) .

-— Filtro ()

—— Trajectéria do processo de
estado

0 ' 5 10 15 t
— Intervalos de possivel decisdo — |ntervalos em que n3o se decide

Figura 6.4 — Resultado da filtragem utilizando o teste de verosimilhanga para uma trajectéria do caso 3.
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- Teste de variagdo quadratica

M ey Tkl

—— Filtro {+) ]

—— Filtro (9

— Trajectdria do processo de
estado

— Intervalos de possivel decisdo — |ntervalos em que nHo se decide

Figura 6.5 — Resultado da filtragem utilizando o teste de variagio quadratica para uma trajectéria do caso 3.

Como podemos ver, em ambos os testes, existem zonas no intervalo em tempo continuo

[10,15] onde o teste de decisdio sobre o sinal ¢ aplicado, no entanto nenhum deles pemite
tomar uma decisfio (nesses intervalos a estatistica ndio chega a atingir os limites —/, € /,).

Para os instantes anteriores a t=10, pode-se destacar na Figura 6.5 um intervalo longo,
identificado com barra azul, onde o teste de variagdo quadratica € aplicado enquanto que o
teste da razdo de verosimilhanga (Figura 6.4) nfo conduz a uma decisdo. O teste de variagdo
quadratica opta correctamente pelo filtro do lado negativo nesse intervalo. Este € apenas um
exemplo dos muitos em que situagdes como esta ocorrem. De facto, em zonas de detecgdo
mais proximas de zero o teste de variagdo quadratica, se tiver um intervalo suficientemente
longo para poder decidir, parece funcionar melhor do que o teste da razdo de verosimilhanga.
Podemos dizer que este ultimo tem geralmente melhor performance do que o teste de variagio
quadratica por estar menos sujeito a decisdes erradas, mas perde performance no que respeita
a percentagem de decisdo.

Até ao momento todos os exemplos que foram analisados verificam a hipétese de
detectabilidade (HD2). Para melhor estudarmos o comportamento dos testes vamos analisar
de seguida alguns exemplos de aplica¢do que verificam a hipétese (HD1) e compara-los com
os anteriores, sabendo de antemdo que as percentagens de decisdo terdo de ser maiores e,
sobretudo, os tempos de espera para a decisdo mais curtos. Nesse sentido consideramos trés

exemplos identificados na Tabela 6.4 como casos 1’ a 3’.
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2 | 1]-001] -2 1411 |1 167053 [1.1628 [88.11%4.99% | 0.34]0.12]
Tabela 6.4 — Resultados do teste de varia¢do quadratica segundo a hipotese (HD1).

Dado que, para os modelos que verificam a hipétese (HD1), os dois testes foram ja
comparados entre si em Fleming et al (1991), incluimos aqui apenas os resultados para o teste
de variag8o quadratica.

Tal como sob a hipétese (HD2), é necessério determinar os valores para /[, e I,
resolvendo um sistema de equagdes ndo linear, o sistema (5.11). A aproximagdo
convenientemente sugerida por Fleming et al. (expressdo (5.9)) permite encontrar solugdes de
uma forma rapida e que respeitam aproximadamente a condi¢fio de que as probabilidades de
erro sejam de 5%.

Podemos ver pelos casos apresentados na Tabela 6.4 que, tal como era de esperar, nesta
situagdio o teste apresenta tempos de espera para a decisdo mais reduzidos, comparativamente
as situagbes sob a hipotese (HD2) (Tabela 6.2). Na Figura 6.6 podemos ver o resultado da
aplicagdo do teste de variagdo quadratica a uma trajectéria do modelo apresentado no caso 17,

identificado na Tabela 6.4.

Teste de varig8o quadratica - Hipbétese (HD1)

6 L
4} "
2+ 4
A
—— Filtro (= .
— — Filtro E-;,)
—— Trajectbria do processo de
estado i

o 1o B 15 t
— Intervalos de possivel decisdo — |ntervalos em que ndo se decide

Figura 6.6 — Resultado da filtragem utilizando o teste de variagdo quadratica (hipétese (HD1), caso 17).
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Note-se que, com a proximidade entre as quantidades (6_h.) e (0,h), o teste

necessita de mais tempo para poder decidir, o que vem de encontro ao que seria de esperar
pela forma como foi construido.

Em qualquer um dos trés casos de aplicagdo, obteve-se uma percentagem de erro
inferior aos 5% (nivel fixado). O teste de variagdo quadratica, que apresentara algumas
limitagdes para a hipotese (HD2), nos modelos que verificam a hipotese (HD1) mostrou-se
eficaz respondendo bem aos diferentes pardmetros do modelo (2.1). Podemos ver pelo grafico
da figura anterior que, para esta hipétese, o teste de variagao quadratica permite tomar
decisdes sobre o sinal mesmo em intervalos de detecgdo (detectados pelo primeiro teste) com
poucos instantes e até nos intervalos em que O processo de estado se encontra bastante

proximo de zero, 0 que ndo acontecia para os modelos sob a hipétese (HD2). Enquanto que na

hipotese (HD2) se tinha (o_h_ )* =(0,h,)* e o teste de decisdo sobre o sinal recorria aos

valores de A(x,) para poder decidir, na hipotese (HD1) tem-se (o_h_ ) #(c,h.), o que
por si s6 ja ¢ suficiente para distinguir os diferentes ramos de linearidade do estado a estimar.
Neste caso, os valores de 5(x, ) assumem um papel menos importante, sendo os resultados de
qualidade de estimagdo indiferentes as alteragdes dos mesmos (Fleming et al., 1991).

Em alguns dos casos apresentados, os resultados que obtivemos poderiam
eventualmente vir a ser melhorados se considerassemos um passo de tempo menor,
especialmente as situagdes em que o nimero de intervalos detectados é reduzido, o que
aconteceu sobretudo sob a hipétese (HD2) (ver por exemplo os Casos 4, 7, 8 ¢ 9 da Tabela
Al, apéndice A). A diminui¢do do passo de tempo Af = € acarretaria, no entanto, uma grande
sobrecarga em termos computacionais, dificultando a andlise de um nimero tdo grande de

casos de aplicagdo.
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7. Conclusoes

Ao longo deste trabalho pretendeu-se analisar os modelos de Markov escondidos
unidimensionais lineares por bocados em tempo discreto, numa perspectiva de estimagdo do
processo de estado ndo observado. Mediante uma hipotese de detectabilidade sobre o modelo,
os estimadores tradicionais (Filtro de Kalman-Bucy) permitem estimar o estado
especificamente, desde que precedidos da aplicagio de uma sequéncia de dois testes
estatisticos. Foram estudados o teste de detecgio de passagens em zero, para O processo nao
observado, e dois testes de decisdo sobre o sinal (teste da razdo de verosimilhanga e teste de
variagdo quadratica). Estes testes podem ser desenhados para serem aplicados ao processo das
observagdes ou ao proprio estimador, tendo-se neste trabalho optado pela primeira
abordagem.

O desempenho do teste de variagao quadratica, na decisdo sobre o sinal foi comparado
com o teste da razio de verosimilhanga, sob a hipétese de detectabilidade (HD2). Para a
analise da performance dos testes recorremos as percentagens de instantes de detecgdo e
decisdo e respectivas frequéncias de detecgOes e decisdes erradas obtidas nas simulagdes.
Foram ainda considerados os tempos médios de paragem que nos permitem analisar a rapidez
de decisdo de cada teste.

Confirmamos os resultados obtidos por Oliveira-Roubaud (1995) segundo os quais o
teste de razio de verosimilhanga fornecia bons resultados no procedimento de estimagdo do
estado. VerificAmos que o teste de variagdo quadratica ndo é geralmente melhor do que o
anterior mas permite-nos por vezes obter estimativas em intervalos de tempo em que o teste
da razio de verosimilhanga ndo toma uma decisdo, como € o caso de intervalos com poucos
instantes ou em que o processo de estado toma valores muito proximos de zero. Verificamos
no entanto existirem exemplos em que o teste de variagdo quadratica ndo fornece bons
resultados e dificilmente cumpre os niveis de erro exigidos. Nao se aconselha portanto a
aplicagdo do teste de variagdo quadratica sem prévia verificagio do comportamento sob
simulagio. Aparentemente isto acontece quando estdo em causa valores elevados para
(oh)*(x). Nem sempre as probabilidades de erro de decisdo foram iguais ou inferiores aos 5%
(nivel fixado). Um estudo mais demorado, com um namero muito maior de simulagdes e um

passo de tempo inferior seria necessario para averiguar das razoes do aparecimento destes
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valores de erro e verificar se sdo significativamente diferentes de 5%. O comportamento dos

testes estd muito dependente dos valores encontrados para os parametros /, e /, (valores

criticos da estatistica do teste) e seria necessario realizar um estudo numérico aprofundado
para melhorar a determinagdo destes pardmetros (que resultam da resolugdo de um sistema de
equagdes ndo linear). A aproximagdo sugerida por Fleming et al (1991) (ver expressdo 5.9)
nem sempre se revelou adequada para os modelos que verificam a hipotese de detectabilidade
(HD2), embora se considere que a expressdo ¢ adequada para uso nos modelos em que se
verifica a hipotese (HD1). A qualidade dos testes deveria melhorar consideravelmente se
utilizassemos um passo de tempo inferior ao utilizado para a discretizagdo do modelo (2.2), o
que acarretaria no entanto uma grande sobrecarga em termos computacionais, pelo que nos
limitdmos a um estudo mais curto.

Nos modelos em estudo considerou-se o valor zero como o valor que separa as regioes
de linearidade para o processo de estado (valor limiar), mas poder-se-ia considerar um outro
valor diferente de zero e seguir um procedimento semelhante ao adoptado, mediante
mudancas de variavel convenientes. O modelo em tempo discreto considerado ¢
unidimensional mas este trabalho poderia ser futuramente estendido, com as alteragGes
devidas, a modelos em que os processos das observagdes e de estado tém dimensdo superior a
um. Grande parte dos resultados e propriedades que se aplicam aos problemas em causa
foram ja deduzidos teoricamente para modelos em tempo continuo e generalizados para uma
dimensio superior a2 um (Fleming-Pardoux, 1989, Roubaud, 1992 e Roubaud, 1995). No
entanto ndo se conhecem extensdes analogas para modelos em tempo discreto.

Seria interessante completar este trabalho com um estudo realizado sobre a aplica¢do

destes testes num caso real.
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Apéndice A

(Tabelas e Graficos

de Resultados)
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Média do nimero de intervalos necessarios para decidir em cada intervalo
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160 | .
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intervalo n*®
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Figura Al - Indice do intervalo em que se aplica o teste de decisdo sobre o sinal num intervalo em

tempo discreto [0,1500] para o caso de aplicagdo n° 1: (a) teste de razdo de verosimilhanga; (b) teste de
varia¢do quadratica.
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Média do namero de intervalos necessdrios para decidir em cada intervalo
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Figura A2 - Indice do intervalo em que se aplica o teste de decisdo sobre o sinal num intervalo em

tempo discreto [0,1500] para o caso de aplicagdo n® 3: (a) teste de razdo de verosimilhanga; (b) teste de

variagdo quadratica.
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Média do nimero de intervalos necessarios para decidir em cada intervalo
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Figura A3 - indice do intervalo em que se aplica o teste de decisfio sobre o sinal num intervalo em
tempo discreto [0,1500] para o caso de aplicagdo n° 10 : (a) teste de razdo de verosimilhanga; (b) teste
de variacdo quadratica.
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Apéndice B

(Rotinas em Matlab
para a obtencao
de resultados praticos)

39



e e e vl e vie e e v e i sk e Feresie deve e v e vk e i Are e Yl dievievie s e ek e v v Fesiedie Yo dede v A ek dedke dhede dhede die e e e el e Ardie edle dedie e dedde de e ek ook

cle
clear

% simulagdo dos processos de estado e observagdo sob indicagdo dos valores a
% considerar para 0os parametros do modelo

epsilon=0.01,
b_mais=0;sigma_mais=1;h_mais=1;
b_menos=0;sigma_menos=1;h_menos=-2;
n=input('Quantas trajectdrias quer simular ?');
k=input('E quantos instantes devera ter cada trajectéria ? ');
aux1=sqrt((h_mais*2)*(h_menos"2)*(sigma_mais*2)+(h_menos"2)+(h_mais"2));
aux2=sqrt((h_mais*2)*(h_menos”2)*(sigma_menos"2)+(h_menos"2)+(h_mais"2));
c=((1.65*sqrt(epsilon))/abs(h_menos-h_mais))*max(aux1,aux2)
for j=1:n
x(j,1)=sqrt(0.1)*randn-1;
if x(j,1)>0
y(j,1)=h_mais*x(j,1)+sqgrt(epsilon)*randn;
else
y(j,1)=h_menos*x(j,1)+sqgrt(epsilon)*randn;
end
for i=2:k+1
if x(j,i-1)=0
b=b_mais;sigma=sigma_mais;h=h_mais;
else
b=b_menos;sigma=sigma_menos;h=h_menos;
end
x(j,i)=(1+epsilon*b)*x(j,i-1)+sqrt(epsilon)*sigma*randn;
y(j,i)=h*x(j,i)+sqrt(epsilon)*randn; _
end
end
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gl
clear
load c:\tese\dados.mat

% Divisdo por intervalos em que o processo de estado n&o cruza o valor zero
% Calcula o erro na detecgdo de cruzamentos e calcula a percentagem de
% instantes para os intervalos de deteccgéo

intervalos=(];
erros=[J;
soma=0;
[k1 k2]=size(y);
for j=1:k1
if abs(y(j,1))>=c
k=1,
t1=1,
else
k=0;
t1=1;
end
interv=0;
er=0;
for i=2:1001
if k==
if abs(y(j,i))<c
t2=i-1;
k=0;

interv=interv+1;
valor=sum(sign(x(j,t1:t2)));
soma=soma+t2-t1+1;
if abs(valor)~=t2-t1+1
er=er+1;
end
t1=i;
end
elseif abs(y(j,i))>=c
t2=i-1;
%interv=interv+1;
k=1;
Y%valor=sum(sign(x(j,t1:12)));
%if abs(valor)~=t2-t1+1,
% er=er+1;
%end
t1=i;
end
if i==1001 & k==
t2=i;
interv=interv+1;
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file://c:/tese/dados.mat

soma=soma+t2-t1+1;
valor=sum(sign(x(j,t1:t2)));
if abs(valor)~=t2-t1+1;
er=er+1;
end
end
end
intervalos=[intervalos interv];
erros=[erros er];
end
disp('A frequéncia de erro é ')
freq_erro=sum(erros)/sum(intervalos)
percentagem=soma/(k1*k2)
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function F=solucao(l)

% Funcao que permite calcular as probabilidades de erro do
% tipo |, dados os valores 11,12 e theta_mais,theta_menos.

theta_mais=input('Qual o valor de theta_mais a considerar ?');
theta_menos=input('Qual o valor de theta_menos a considerar ?');
p_mais=0.05;

p_menos=0.05;
F=[((1-exp(-theta_mais*1(2)))/(exp(theta_mais*I(1))-exp(-theta mais*I(2))));

((1exp(theta_menos*I(1))) /(exp(-theta_menos*|(2))-exp(theta_menos*1(1))))];

Sedededeve e e A i e e dede e dededrdede dede dedrdede dede dodededede Jede dedededededededeiedode dode dedededededede et dete de-dede e de e e e e Sedete de-deYede Jede devde dedede e de dedke Jeode dede

function F=solucao1(l)

% Funcéo utilizada como parametro de entrada na fungéo 'fsolve'
% para calcular a solugao 6ptima para o par (I1,12)

theta_mais=input('Qual o valor de theta_mais a considerar ?');
theta_menos=input('Qual o valor de theta_menos a considerar ?');

p_mais=0.05;

p_menos=0.05;
F=[((1-exp(-theta_mais*|(2)))/(exp(theta_mais*I(1))-exp(-theta_mais*|(2))))-p_mais;
((1-exp(theta_menos*I(1)))/(exp(-theta_menos*|(2))-exp(theta_menos*|(1))))-
p_menos];
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Function [theta_mais,theta_menos,I1,12,F] = var_quad (b_mais, b_menos, h_mais,
h_menos, sigma_mais, sigma_menaos, epsilon)

% funcado que permite calcular o valor das probabilidades de erro de tipo |,
% atendendo a aproximagao sugerida para a determinag¢ao dos valores de 11 e 12.
% Teste de variagdo quadratica, sob a hipétese (HD2)

clc
gama_mais=sqrt((h_mais*2)*(sigma_mais"2)+1+(1+b_mais*epsilon)*2)
gama_menos=sqrt((h_menos"2)*(sigma_menos"2)+1+(1+b_menos*epsilon)*2)

sigma=sqrt(4*(1+(sigma_mais*h_mais)*2)/((gama_mais*gama_menos)"2));

fi_mais=sqrt((sigma/4)*sqrt(2+4*((gama_mais*4)+2)/((gama_menos*gama_mais)*4))
);
fi_menos=sqgrt((sigma/4)*sqrt(2+4*((gama_menos"4)+2)/((gama_menos*gama_mais)

"4)));

theta_mais=(log(gama_menos/gama_mais)+((h_mais"2)*(sigma_mais*2)*((b_mais-
b_menos)*2)*epsilon/(4*(gama_menos’2)*abs(b_mais))))/((fi_mais*2)*epsilon);

theta_menos=(log(gama_menos/gama_mais)+((h_menos*2)*(sigma_menos”2)*((b_
mais-
b_menos)*2)*epsilon/(4*(gama_mais*2)*abs(b_menaos))))/((fi_menos”2)*epsilon);

I1=-(1/abs(theta_mais))*log(0.05);
I2=-(1/abs(theta_menos))*log(0.05),

[F]=solucao([I1 12]);

Frdedede e dedediede ke dededede dede dedededededededode Jodededededcohedededededede dedede defedede dededede dedededededededede Jedededede dededededoie deededede Ao Jededededede-dedede dede dede dede ek

function
[theta_mais,theta_menos,|1,12,F]=v_ga(b_mais,b_menos,h_mais,h_menos,sigma_m
ais,sigma_menos,epsilon)

% funcdo que permite calcular o valor das probabilidades de erro de tipo |,
% atendendo a aproximacgao sugerida para a determinagao dos valores de |1 e |2.
% Teste de variagdo quadratica, sob a hipdtese (HD1)

clc
gama_mais=sqrt(((h_mais*sigma_mais)*2)+1+((1+b_mais*epsilon)*2))
gama_menos=sqrt(((h_menos*sigma_menos)"2)+1+((1+b_menos*epsilon)*2))

aux=0.5*((1/(gama_menos"2))-(1/(gama_mais*2)))
miu_mais=log(gama_menos/gama_mais)+(aux*(gama_mais”2))
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miu_menos=log(gama_menos/gama_mais)+(aux*(gama_menos*2))

fi_mais=aux*sqrt((gama_mais"4)+2*((1+b_mais*epsilon)*2))
fi_menos=aux*sqrt((gama_menos”*4)+2*((1+b_menos*epsilon)*2))

theta_mais=miu_mais/(fi_mais"2);
theta_menos=miu_menos/(fi_menos"2);

[1=-(1/abs(theta_mais))*log(0.05);
[2=-(1/abs(theta_menos))*log(0.05);

[F]=solucao([l1 12]);

Ferie siede e e el e v e e e el dedevie e dede e vede dedede dede dede Jede dede Fedede et dedede e dede e Srie deve e et Aedede de-de de i Jee Joe Fedede et Hode et dedeJeiede ede dede dede dede
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clear
clc
load c:\tese\dados.mat

% Calcula o estimador com os dois filtros de Kalman-Bucy em paralelo de acordo
% com a escolha do sinal nos intervalos de deteccdo
% Teste de razao de verosimilhancga

gama=sigma_mais*h_mais;
F_mais=(1+b_mais*epsilon);
F_menos=(1+b_menos*epsilon);
aux1=(b_mais-b_menos);

1=2.94,

n0=5;

% Divisao por intervalos sem cruzamentos em zero
sigma_m=sigma;

sigma_M=sigma;
[k1,k2]=size(y),

nint1=0;
nTempos1=0;
nint2=0;
nTempos2=0;
nE=0;
for i=1:k1
ntempos=0;
t1=0;
t2=0;
x_e_m(i,1)=-5;
x_e_M(i,1)=-5;

instantes=find(abs(y(i,:))>=c);
if instantes(1)==
t1=1;
end
FZ,
while j<=k2
if t1==0 & find(instantes==j)~=[]
ti=j;
else
X_p_m=F_menos™x(i,j-1);
x_m=F_menos*x(i,j-1)+sqrt(epsilon)*randn;
y_m=h_menos*x(i,j)+sqrt(epsilon)*randn;
sigma_p_m=F_menos*sigma_m*F_menos'+1;
k_m=sigma_p_m*h_menos"inv(h_menos*sigma_p_m*h_menos'+1);
sigma_m=sigma_p_m-k_m*h_menos*sigma_p_m;
x_e_m(i,j)=x_p_m+k_m*(y(i,j)-h_menos*x_p_m);
x_p_M=F_mais™x(i,j-1);
x_M=F_mais*x(i,j-1)+sqgrt(epsilon)*randn;
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y_M=h_mais*x(i,j)+sqgrt(epsilon)*randn;
sigma_p_M=F_mais*sigma_M"*F_mais'+1;
k_M=sigma_p_M*h_mais™inv(h_mais*sigma_p_M*h_mais'+1);
sigma_M=sigma_p_M-k_M*h_mais*sigma_p_M;
X_e_M(i j)=x_p_M+k_M*(y(i,j)-h_mais*x_p_M);
end
if t1~=0
k=0:;
while k==
if find(instantes==j+1)==[]
k=1;
t2=j;
else
k=0;
JFiH+;
end
end

%
ift1==
t1=2,
end
s=0;
for t=t1:12
x_p_M=F_mais*x(i,t-1);
x_M=F_mais*x(i,t-1)+sqrt(epsilon)*randn;
y_M=h_mais*x(i,t)+sqrt(epsilon)*randn;
sigma_p_M=F_mais*sigma_M*F_mais'+1;
k_M=sigma_p_M*h_mais"inv(h_mais*sigma_p_M*h_mais'+1);
sigma_M=sigma_p_M-k_M*h_mais*sigma_p M:;
x_e_M(i,t)=x_p_M+k_M*(y(i,t)-h_mais*x_p M);
X_p_m=F_menos*x(i,t-1); ‘
x_m=F_menos*x(i,t-1)+sqrt(epsilon)*randn;
y_m=h_menos*x(i,t)+sqrt(epsilon)*randn;
sigma_p_m=F_menos*sigma_m*F_menos'+1;
k_m=sigma_p_m*h_menos"inv(h_menos*sigma_p_m*h_menos'+1);
sigma_m=sigma_p_m-k_m*h_menos*sigma_p_m:;
x_e_m(i,t)=x_p_m+k_m*(y(i,t)-h_menos*x_p_m);
end
if instantes(1)==1 & t1==
t1=1;
end
ntempos=ntempos+1,
tempos1(i,ntempos)=t2-t1+1;
tempos2(i,ntempos)=t2-t1+1;
for t=t1+n0:t2
n=t-t1-n0;
aux2=y(i,t1+n0+n)"2-y(i,t1+n0)"2;
L_aux=(aux1/(2*(gama”2)))*aux2-0.5"n*epsilon*aux1-epsilon*((b_mais"2-b_menos”
2)/ (2%(gamar2)))*sum(y(i,t1+n0:t1+n0+n-1).42);
if (L_aux>=l| L_aux<=-l) & s==0 & t>=t1
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tempos1(i,ntempos)=t-t1+1;
tempos2(i,ntempos)=t2-t1+1;
if (t2-t1)>=n0+1

if L_aux>=|

)))) == abs(t2-t1+1)

x_e_m(i,t1:12)=x_e M(i t1:t2);

sigma_m=sigma_M:;

nint1=nint1+1;

nTempos1=nTempos1+(t-t1+1);

if sum(sign(x(i,t1:t2)))~=(t2-t1+1) & abs(sum(sign(x(i,t1:t2

NE=nE+1;
end

elseif L_aux<=-|

t2 )))) == abs(t2-t1+1)

end
end
s=1;

X_e_M(i,t1:t2)=x_e_m(i,t1:t2);

sigma_M=sigma_m;

nint2=nint2+1;

nTempos2=nTempos2+(t-t1+1);

if sum(sign(x(i,t1:t2)))~=-(t2-t1+1) & abs(sum( sign( x( i,t1:

nE=nE+1;
end

elseif t==t2 & s==
tempos1(i,ntempos)=t-t1+1;
tempos2(i,ntempos)=t2-t1+1;

end
end
t1=0;

j=t2+1;

else
Fi+t;

end

end
end

media_instantes1=mean(tempos1(1:k1,1:50));
media_instantes2=mean(tempos1(1:k1,1:100));
percentagem_media=sum(sum(tempos1(1:k1,:)))/sum(sum(tempos2(1:k1,:)));
media_tempos_mais=nTempos1/nint1

media_tempos_menos=nTempos2/nint2
esperado_mais=((-2*b_mais*(2+epsilon*b_mais))/((b_mais-b_menos)*2))*(I-0.05*2*)
esperado_menos = ((-2*b_menos*(2+epsilon*b_menos)) / ((b_mais-b_menos)*2)) *

(1-0.05*2*)

soma_intervalos_mais=nint1
soma_intervalos_menos=nint2
total_intervalos=nint1+nint2

total_erros=nE

percentagem_erro=nE/(nint1+nint2)
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clear
clc
load c:\tese\dados.mat

% Calcula o estimador com os dois filtros de Kalman-Bucy em paralelo de acordo
% com a escolha do sinal nos intervalos de deteccdo
% Teste de variagdo quadratica

gama=sigma_mais*h_mais;

F_mais=(1+b_mais*epsilon),

F_menos=(1+b_menos*epsilon);

aux1=(b_mais-b_menos);

[1=input('Qual é o valor de 117?');

12=input('Qual é o valor de 12?");
gama_mais=sqrt((h_mais"2)*(sigma_mais"2)+1+(1+b_mais*epsilon)*2);
gama_menos=sqrt((h_menos"2)*(sigma_menos*2)+1+(1+b_menos*epsilon)*2);
n0=5;

% Divisdo por intervalos sem cruzamentos em zero
sigma_m=sigma,;

sigma_M=sigma;
[k1,k2]=size(y);

nint1=0;
nTempos1=0;
nint2=0;
nTempos2=0;
nE=0;
for i=1:k1
ntempos=0;
t1=0;
t2=0;
x_e_m(i,1)=-5;
x_e_M(i,1)=-5;

instantes=find(abs(y(i,:))>=c);
if instantes(1)==1
t1=1;
end
2
while j<=k2
if t1==0 & find(instantes==j)~=[]
t1=j;
else
x_p_m=F_menos™x(i,j-1);
x_m=F_menos*x(i,j-1)+sqgrt(epsilon)*randn;
y_m=h_menos*x(i,j)+sqrt(epsilon)*randn;
sigma_p_m=F_menos*sigma_m"*F_menos'+1;
k_m=sigma_p_m*h_menos'*inv(h_menos*sigma_p_m*h_menos'+1);
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sigma_m=sigma_p_m-k_m*h_menos*sigma_p m;
x_e_m(ij)=x_p_m+k_m*(y(i,j)-h_menos*x_p_m);

x_p_M=F_mais*x(i,j-1);
x_M=F_mais*x(i,j-1)+sqgrt(epsilon)*randn;
y_M=h_mais*x(i,j)+sqrt(epsilon)*randn;
sigma_p_M=F_mais*sigma_M*F_mais'+1;
k_M=sigma_p_M*h_mais"inv(h_mais*sigma_p_M*h_mais'+1);
sigma_M=sigma_p_M-k_M*h_mais*sigma_p M:;
x_e_M(i,j)=x_p_M+k_M*(y(i,j)-h_mais*x_p_ M);
end
if t1~=0
k=0;
while k==
if find(instantes==j+1)==[]

for t=t1:t2
x_p_M=F_mais™x(i,t-1);
X_M=F_mais*x(i,t-1)+sqrt(epsilon)*randn;
y_M=h_mais*x(i,t}+sgrt(epsilon)*randn;
sigma_p_M=F_mais*sigma_M*F_mais'+1;
k_M=sigma_p_M*h_mais"inv(h_mais*sigma_p_M*h_mais'+1);
sigma_M=sigma_p_M-k_M*h_mais*sigma_p M:;
x_e_M(i,t)=x_p_M+k_M*(y(i,t)-h_mais*x_p_M);

X_p_m=F_menos*x(i,t-1);
x_m=F_menos*x(i,t-1)+sqgrt(epsilon)*randn;

y_| menos*x(i,t)+sqrt(epsilon)*randn;
sigma_p_m=F_menos*sigma_m*F_menos'+1;
k_m=sigma_p_m*h_menos"™inv(h_menos*sigma_p_m*h_menos'+1);
sigma_m=sigma_p_m-k_m*h_menos*sigma_p_m;
x_e_m(i,t)=x_p_m+k_m*(y(i,t)-h_menos*x_p_m);

F
h_

end
if instantes(1)==1 & t1==

t1=1;
end
ntempos=ntempos+1;
tempos1(i,ntempos)=t2-t1+1;
tempos2(i,ntempos)=t2-t1+1;
for t=t1+n0:t2-1

70



n=t-t1-n0;
somal=sum((y(i,t1+n0+1:t+1)-(1+b_menos*epsilon)*y(i,t1+n0:t)).A2);
soma2=sum((y(i,t1+n0+1:t+1)-(1+b_mais*epsilon)*y(i,t1+n0:t)).A2);
S_aux=((n+1)*log(gama_menos/gama_mais))+((2*epsilon)*(-1))*((gama_menosA(-
2))*somal-(gama_mais?(-2))*soma2);

if (S_aux>=12 | S_aux<=-|1) & s==0 & t>=t1

tempos1(i,ntempos)=t-t1+2;

tempos2(i,ntempos)=t2-t1+1:

if (t2-t1)>=n0+1

if S_aux>=12
x_e_m(i,t1:12)=x_e_ M(it1:t2);
sigma_m=sigma_M;
nint1=nint1+1;
nTempos1=nTempos1+(t-t1+2);
if sum(sign(x(i,t1:12)))~=(t2-t1+1) & abs(sum(sign(
x (i,t1:12)))) ==abs(t2-t1+1)
nE=nE+1;
end
elseif S_aux<=-|1
x_e M(it1:t2)=x_e_m(i,t1:t2);
sigma_M=sigma_m;
nint2=nint2+1;
nTempos2=nTempos2+(t-t1+2);
if sum(sign(x(i,t1:t2)))~=-(t2-t1+1) & abs(sum(sign(
x(i,t1:12))))==abs(t2-t1+1)

nE=nE+1;
end
end
end
s=1;
elseif t==t2-1 & s==

tempos1(i,ntempos)=t2-t1+1;
tempos2(i,ntempos)=t2-t1+1;
end
end
t1=0;
Ft2+1;
else
Fit;
end
end
end
media_instantes1=mean(tempos1(1:k1,1:50));
media_instantes2=mean(tempos1(1:k1,1:100));
percentagem_media=sum(sum(tempos1(1:k1,:)))/sum(sum(tempos2(1:k1,:)));
media_tempos_mais=nTempos1/nint1
media_tempos_menos=nTempos2/nint2
esperado_mais=((-2*b_mais*(2+epsilon*b_mais))/((b_mais-b_menos)*2))*(I12-
0.05*(11+12))
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esperado_menos=((-2*b_menos*(2+epsilon*b_menos))/((b_mais-b_menos)*2))*(I1-
0.05*(11+12))

soma_intervalos_mais=nint1

soma_intervalos_menos=nint2

total_intervalos=nint1+nint2

total_erros=nE

percentagem_erro=nE/(nint1+nint2)
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clc
clear
load dadosa.mat

% Calcula o erro de estimagao do processo de estado apds a utilizagdo
% dos testes na decisdo sobre o sinal

[k1 k2]=size(y);
soma=0;,
for i=1:k1
for j=1:k2
linha(i,j)=max(abs(x(i,j)-x_e_m(i,j))*2,abs(x(i,j)-x_e_M(i,j))*2);
linha_abs(i,j)=max(abs(x(i,j)-x_e_m(i,j)),abs(x(i,j)-x_e_M(i,j)));
end
end
coluna_media=mean(linha);
figure(1)
plot((0:k2-1),coluna_media)
title('Erro médio por instante de estimagéao')
linha_media=mean(linha');
figure(2)
plot((1:k1),linha_media)
title('"Erro meédio por trajectéria’)
erro_medio=mean(linha_media)
erro_medio_absoluto=mean(mean(linha_abs))

Fededededededcdede deirier oo Ardedededoie deiede e deiedrie Feviedeiede v ek e Ak e srir e e dede fededede eiededriedede Jedode dededede dede dededeede Aede dede dede dede dedodedede ek dede de e
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clear
cle
load c:\tese\dadosa.mat

% Calcula a percentagem de instantes em que os testes permitem
% decidir sobre o sinal

nTemposDecisao=0;

[k1 k2]=size(y);

for i=1:k1
k=length(find(x_e_m(i,:)==x_e_M(i,})));
nTemposDecisao=nTemposDecisao+k;

end

disp('A percentagem de instantes de deciséo é ')

percentagem=nTemposDecisao/(k1*k2)

TR T AR AN A AT AR e e e e v e e e s el de sl dedie desie deiesie e dle e vl vl e desledke dle sl st ek vie e devedie ek vk Joske vk Ao e s sk e vk e dede e Aode Fededeke

load dadosa.mat

% permite representar o processo de estado e respectivos resultados de estimacao
% constréi uma barra a duas cores que distingue os intervalos seleccionados pelo
% teste de detecgdo e nos quais se pode decidir sobre o sinal

i=input('Qual € o n° da trajectdria pretendida?');
[t1 t2]=size(y(i,:));
instantes=find(x_e_m(i,:)~=x_e_M(i,:));
%plot(instantes,x_e_m(i,instantes),'r:")
k=min(min(x_e_m(i,:),x_e_M(i,:)),x(i,));

K1=[;k2=[];
for s=1:t2
if abs(y(i,s))>=c
k1=[k1 sJ;
else
k2=[k2 s};
end
end
fig1=(-6:0.01:-5.5)*ones(1,length(k1)); fig2=(-6:0.01:-5.5)"*ones(1,length(k2));
figure(1)
plot((0:t2-1),x(i,:),'c’,(0:t2-1),x_e_m(i,:),'r:",(0:t2-1),x_e_M(i,:),'m:")
hold on
plot(k1,fig1','y.")
hold on
plot(k2,fig2','c.")

Fedede e e ede ke e e e desie e e s e e e ke drdde Frdeie e s e e dedre e devie S die e e de el A s e e A A T vk e e e e ke i e e dede ek

73


file://c:/tese/dadosa.mat

Bibliografia

Alpuim, T. (1999). Modelos em espago de estados, filtro de Kalman e algumas

aplicacdes, Ciclo de Semindrios em Estatistica e Aplicagdes, F.E.U.P.

Andrews, Angus P. e Grewal, Mohinder S. (1993). Kalman Filtering, Theory

and Practice, Prentice Hall, New Jersey.

Fleming, W. H. e Pardoux, E. (1989). PieceWise monotone filtering with small
observation noise, SIAM J. Control and Optimization, vol. 27, No. 5, pp.
1156-1181.

Fleming, W. H, Ji, D. e Pardoux, E. (1988). PieceWise linear filtering with small
observation noise, Proc. 8th Int. Conf. on Analysis and Optim. Of
Systems, Antibes 1988, Lect, No. 111, pp. 725-739, Springer, 1988.

Fleming, W. H., Ji, D., Salame, P. ¢ Zhang, Q. (1991). Piecewise monotone
filtering in discrete-Time with small observation noise, IEEE Transactions

on Automatic Control, Vol. 10, No. 10, pp 1181-1186.

Harvey, Andrew C. (1989). Forecasting, Structural time series models and
Kalman filter, Department of Statistical and mathematical Sciences,

London.

Jazwinski, Andrew H. (1970). Stochastic processes and filtering theory,

Academic Press.
74



Kalman, R. E. € Bucy, R. S. (1961). New results in linear filtering and
prediction theory, J. Basic Eng., vol. 83, pp. 95-108.

Oliveira, P. Milheiro (1994). Uma Versdo discreta do Teorema de Girsanov, 11
Congresso Anual da Sociedade Portuguesa de Estatistica, Luso, pp. 211-
217.

Oliveira, P. Milheiro e Roubaud, Marie-Christine (1991). Filtrage lineaire par
morceaux d'un systeme en temps discret avec petiti bruit d’observation,

Unité de Recherche, INRIA-Sophia Antipolis, No. 1451.

Oliveira, P. Milheiro e Roubaud, M. C. (1995). Discrete-Time piecewise linear
filtering with small observation noise, IEEE Transactions on Automatic

Control, Vol. 40, No. 12, pp 2149-2152.

Oliveira, P. Milheiro (2000). A sequential method for the estimation of a
partially observed piecewice AR(1) process, pp 1-5 (preprint).

Pardoux, E. e Roubaud, M.C. (1991), Finite dimensional approximate filters in
the case of high signal-to-noise ratio, Conference on the Memory of

Zakai, Haifa.

Picard, J. (1986). Nonlinear filtering of one-dimensional diffusions in the case of
a high signal-to-noise ratio, SIAM J. APPL. MATH., vol. 46, No. 6, pp.
1098-1125.

Picard, J. (1991). Lfficiency of the extended Kalman filter for non linear systems
with small noise, , SIAM J. APPL. MATH, (51), 3, pp. 843-855.

75



Roubaud, M. C. (1992). An approximate filter for a partially observed
piecewise linear system with small observation noise, Systems & Control

Letters, North-Holland, No. 20, pp. 239-247.

Roubaud, M. C. (1995). Filtrage linéaire par morceaux avec petiti bruit
d'observation, Applied Mathematics Optimization, Springer-Verlag, New
York, No. 32, pp. 163-194.

Sorenson, H. W. (1985). Kalman Filtering: Theory and application, Department
of Applied Mechanics and Engineering Sciences, University of California,

San Diego.

Sowers, Richard B. e Makowski, Armand M. (1992). Discrete-time filtering for
linear systems with non-gGaussian initial conditions : Asymptotic
behavior of the difference between the MMSE and LMSE estimates, IEEE
Transactions on Automatic Control, vol. 37, No. 1, pp. 114-120.

Tong, Howell e Yeung, Iris (1989). On tests for self-exciting threshold
autoregressive-type non-linearity in partially observed time series,

Reviste.

Tong, Howell (1990). Non-linear Time Series, A Dynamical system approach,
Clarendon Press Oxford.

Turkman, K. F. (1998). Nonlinear processesmand models, Centro Internacinal

de Matematica, pp 30-38.

76



	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Índice
	Índice de figuras
	Índice de tabelas
	Notação
	1. Introdução
	2. Formulação do problema
	3. Dois estimadores de Kalman-Bucy em paralelo
	4. Teste de detecção de passagens
	5.Testes de decisão sobreo sinal do processo não observado
	5.1 - Teste da razão de verosimilhança
	5.2 - Teste de variação quadrática

	6. Exemplos de Aplicação
	6.1. Teste de detecção de passagens em zero
	6.2 - Testes de decisão sobre o sinal

	7. Conclusões
	Apêndice A - (Tabelas e Gráficos de Resultados)
	Apêndice B - (Rotinas em Matlab para a obtenção de resultados práticos)
	Bibliografia

