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RESUMO

Neste trabalho consideram-se duas classes de processos que tém aplicacdes reais a séries
de dados discretos: processos ramificados com imigracdo - BGWI, e processos
autorregressivos de valor inteiro - INAR.

Os processos BGWI sdo processos estocasticos que tém sido estudados na literatura desde
o inicio do século XX e aplicados em areas como genética, neurofisiologia, “traffic flow
theory” (teoria da circulagdo do transito) e fisica estatistica. Os processos INAR foram
propostos recentemente na literatura para modelar séries temporais de contagem. Mostra-se
no entanto, que os processos INAR podem ser vistos como processos BGWI.

O objectivo & apresentar e comparar métodos propostos na literatura para resolver o
problema da estimagio dos parametros destes dois tipos de processos. Também se estuda
a possibilidade de uma aplicacdo de métodos, propriedades e resultados do processo
ramificado com imigracdo ao processo autorregressivo de valor inteiro. Pretende-se assim
ampliar os conhecimentos sobre a inferéncia estatistica para os processos autorregressivos
de valor inteiro.



ABSTRACT

Here we consider two classes of stochastic processes which are used to model series of
count data: branching processes with immigration - BGWI, and integer-valued autoregressive
processes - INAR.

The BGWI processes have appeared in applications since the beginning of the XX century in
genetics, neurophysiology, traffic flow theory and statistical physics. The INAR processes
have been proposed recently in the literature to model time series of count data. However, it
can be shown that the INAR processes can be viewed as BGWI processes.

The purpose of this study is to apply estimation methods, properties and results established
for the BGWI processes to the INAR processes.
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ABREVIATURAS

“Akaike information corrected criterion”

autorregressivo

autorregressivo e de meédias moéveis (‘autoregressive and moving
average”’)

processo ramificado com imigragdo (“Bienaymé-Galton-Watson process
with immigration ")

autorregressivo e de médias moéveis discreto (“discrete autoregressive and
moving average”)

e outros (“et alii”)
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fun¢do autocorrelagao parcial

autorregressivo de valor inteiro generalizado (“generalized integer-valued
autoregressive”)

independentes e identicamente distribuidas

autorregressivo de valor inteiro (“integer-valued autoregressive”)



1. INTRODUGAO

Para o estudo de dados de contagem dependentes, que ocorrem com alguma frequéncia na
forma de séries temporais (por exemplo o nimero de héspedes num hotel ou o nimero de
acidentes durante um determinado periodo de tempo), tém sido propostos, na literatura
especializada, varios modelos semelhantes aos modelos autorregressivos e de médias
moveis, ARMA, Gaussianos para valores continuos. Alguns desses modelos, entre os quais
os modelos autorregressivos e de médias moveis para valores discretos, DARMA, de
Jacobs e Lewis (1978a, b, 1983), que se baseiam numa mistura probabilistica de variaveis
aleatorias, tém uma estrutura complicada e por isso raramente s@o aplicados na pratica.
Outros modelos, como os modelos de regressdao de Markov, desenvolvidos por Zeger e
Qagqish (1988), ou os modelos “parameter-driven” de Cox (1981), podem ser construidos
como extensdes de modelos lineares generalizados, apresentados por Nelder e Wedderburn
(1972). Entre todos esses modelos destacam-se aqui os modelos autorregressivos de valor
inteiro, INAR, e os modelos autorregressivos de valor inteiro generalizados, GINAR, que
representam uma generalizacdo dos anteriores. Estes modelos tém sido estudados por
varios autores como: Al-Osh e Alzaid (1987), Du e Li (1991) e Gauthier e Latour (1992). Os
processos INAR com distribuigdo marginal de Poisson — a distribuicdo que mais se aplica a
dados discretos — parecem ser os modelos que, na pratica, tém tido maiores éxitos em
aplicacdes, visto possuirem propriedades semelhantes aos modelos autorregressivos, AR.
Para tratar o problema de estimacdo dos pardmetros dos modelos INAR tém sido
apresentados métodos de estimagdo no dominio do tempo: o método de Yule-Walker, o
método de minimos quadrados condicionais € 0o método de maxima verosimilhanca
condicional; e métodos de estimacdo no dominio da frequéncia: critério de Whittle. A
estimacdo dos parametros nos modelos INAR é dificultada pelo facto de a distribuigao
marginal do processo, condicionada por observagées passadas, ser uma convolucéo de
duas distribuicoes.

Dion, Gauthier e Latour (1995) provaram que os modelos GINAR(p), e, em particular, os
modelos INAR(p), podem ser identificados como processos ramificados multivariados com
imigracdo, também designados por BGWI(p), no caso de p ser igual a 1, como processos
ramificados com imigragdo — BGWI(1). Por essa razdo & possivel que se encontrem
métodos mais eficazes, nos quais se baseia a realizagdo de inferéncias sobre 0s processos
BGWI, do que os ja existentes para os parametros dos processos INAR e que possam ser
aplicados a estes processos.

Os processos ramificados com imigragéo aparecem em aplica¢des no inicio do século XX.

Seneta (1969) fala de aplicagbes em genética, em neurofisiologia e em “traffic flow theory”
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(teoria da circulagdo do transito). Também sdo conhecidas aplicagées em fisica estatistica.
O processo ramificado com imigragao foi desenvolvido j& em 1916 por Smoluchowski. O
processo foi usado como modelo para a flutuagdo do numero de particulas num pequeno
elemento de volume v, geometricamente bem definido, dentro de um volume muito maior de
solugdo, contendo particulas em movimentagao aleatéria, estando o sistema em equilibrio e
tendo as observagbes em v sido feitas, separadamente, em intervalos de tempo constantes.
Westgren (1916) aplicou um processo ramificado com imigragdo as contagens de particulas
de ouro num volume fixo de uma solugéo coloidal feitas em intervalos de tempo de 1.39
segundos. As particulas de ouro na solugdo sdo submetidas ao movimento Browniano. A
teoria do movimento Browniano foi primeiro apresentada por Einstein (1905) e depois foi
desenvolvida por Smoluchowski (1916). A experiéncia de Westgren confirma a teoria de
Einstein-Smoluchowski. Kedem e Chiu (1987) consideraram o problema da modelacdo da
intensidade da chuva usando um processo ramificado com imigracao.

Os métodos de estimacao conhecidos para o processo ramificado com imigragao podem ser
divididos em dois casos. No primeiro caso, os métodos baseiam-se na observacao de uma
Unica realizagdo do processo. A este caso pertencem o método baseado na comparagéo do
processo ramificado com imigragdo com o processo autorregressivo de ordem 1, o método
de minimos quadrados condicionais e 0 método de minimos quadrados condicionais
pesados. O outro caso da estimagao baseia-se na observagao da realizagéo e da imigragao
do processo. Os métodos deste caso sdo: método de maxima verosimilhanga, método de
estimacdo sequencial, método de estimagcdo de precisdo fixa e método de estimacao
sequencial de duas etapas.

O objectivo deste trabalho é confrontar os métodos de estimagao que tém sido introduzidos
na literatura para os processos BGWI e INAR a fim de verificar se alguns métodos ou
resultados obtidos para os processos BGWI podem ser aplicados ou adaptados aos
processos INAR contribuindo assim para a extensdo dos conhecimentos até agora
adquiridos para estes processos.

No capitulo 2 apresentam-se os processos ramificados com imigragdao, BGWI, e os métodos
de estimagdo até agora utilizados para os processos BGWI(1). Por dltimo & feita uma
apreciacgao critica dos métodos.

No capitulo 3 sdo definidos os processos autorregressivos de valor inteiro generalizados e
nao generalizados e expostos os métodos de estimagao descobertos para os processos
GINAR(p), INAR(p) e INAR(1).

No capitulo 4 expde-se a relacdo que existe entre os processos BGWI e os processos
GINAR. Os métodos estudados para os processos BGWI(1) e INAR(1) sdo comparados e
faz-se a aplicacdo dos métodos, dos resultados e das propriedades do processo BGWI(1)
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aos processos GINAR(1) e INAR(1). Também se apresenta um exemplo de aplicagao do
processo ramificado com imigragdo a uma série de observacées de contagem.
Por fim, no ultimo capitulo 5 propdem-se algumas conclusdes sobre este trabalho.
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2. PROCESSOS RAMIFICADOS COM IMIGRACAO

2.1. DEFINIGOES E PROPRIEDADES

Os processos ramificados' podem ser usados como modelos para descrever o crescimento
e a dinamica de populacdes. Estes processos possuem a seguinte estrutura: Seja X, a
dimensdo de uma populagio inicial e suponha-se que cada elemento dessa populagao
produz k novos elementos com probabilidade

pi-onde k=0,12,... p,>0e > p, =1 .1

k=0

A primeira geragao de dimensao X, é constituida pelos descendentes da populagao inicial.
Os elementos da primeira geracao sdo independentes e tém descendentes de acordo com a
lei de probabilidade (2.1). Em geral, a n-ésima geragao é constituida pelos descendentes da
(n-1)-ésima geragdo, que sédo independentes, produzindo cada um deles k novos elementos

com probabilidade p,, /=0.1,... . A dimensdo da n-ésima geragdo representa-se por X,. A

sequéncia de variaveis aleatbrias inteiras assim construida, {X ,,}

w01, fOrMa o processo

ramificado, que tem a propriedade de ser uma cadeia de Markov. Considerando a
distribuicdo de X, . X, ....X, , X, onde n <n, <---<n, <n, ainformagao importante é o

nimero de elementos da Gltima populagdo, porque o numero de descendentes &€ uma
funcdo que s6 depende da dimenséo da populagao actual.

DEFINIGAO DO PROCESSO RAMIFICADO

O processo ramificado {X n}

1o, define-se através da expressao

X, =>7Y.,,. nxl, (2.2)

onde Y

n-1,i

representa 0 niumero de elementos gerado pelo i-ésimo elemento da geragao
(n-1) e X, & uma variavel aleatéria inteira ndo negativa. {Y,,_U} sdo variaveis aleatdrias

independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.) de valores inteiros com distribuicao

PlY, ., =k)=p,.k=0]..¢e f P, =1. (2.3)
k=0

! Algumas definigdes e alguns resultados aqui apresentados baseiam-se no estudo do 8° capitulo do livro de Karlin, S. e Taylor,
H. (1975), do 5° capitulo do livro de Guttorp, P. (1991) e do artigo de Dion, J., Gauthier, G. e Latour, A. (1995).
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Um dos exemplos de um processo ramificado € a fissdo nuclear. Quando um nucleo colide
com um neutrdo, o nucleo divide-se em varias particulas dando origem a um nimero
aleatorio de novos neutrdes. Estes por sua vez produzem um numero aleatorio de neutrfes
adicionais quando colidem com outros nucleos, etc.. Neste caso, o namero inicial de

neutres € X, =1. A primeira geragdo € constituida pelos neutrbes que resultaram da
colisdo do neutrdo inicial com um nucleo. A dimenséo desta geragéo designa-se por X,. Em
geral, a populagdo X, , ou seja, a n-ésima geragéo, € constituida pelos neutrées que se

formaram a partir das colisdes dos X, , neutrbes da (n-1)-ésima geracéo.

DEFINIGAO DO PROCESSO RAMIFICADO COM IMIGRAGAO

Adicionando ao processo ramificado (2.2) uma componente de imigragao {I,,} de

n=12..
variaveis aleatérias inteiras i.i.d. ndo negativas, independente de {X : } obtém-se o processo

ramificado com imigragdo, ou BGWI(1) - “Bienaymé-Galton-Watson process with
Immigration”, que se representa por

Xn—l
X, =YY, +I, , n2l (2.4)
i=1

Neste caso cada geragdo do processo ramificado € ampliada por um nimero aleatério de
componentes de imigracéo que ndo se distinguem dos outros elementos da populagéo.

DEFINIGAO DO PROCESSO RAMIFICADO MULTIVARIADO
Nos processos ramificados ainda se pode considerar o facto de os elementos da populagao
possuirem caracteristicas diferentes e por essa razdo dividir os elementos em grupos de

vérias espécies. Seja entdo X, =(X,(1)...,X,(p))" o vector’ que contém as contagens de
elementos de p espécies diferentes da geracdo n da populagéo (X, (1) € 0 numero de
elementos da espécie 1, etc.). Designe-se este novo processo “multitype branching process”

por processo ramificado multivariado. Uma maneira de o representar € a seguinte:

X
X =00 = ¥ B 4et ¥ B =) ¥ FE,, (2.5)

onde Y* 1, € um vector que contém as contagens dos elementos gerados pelo i-€simo

elemento da espécie k da geracdo (n-1). Tendo em conta que cada elemento pode produzir

elementos de p espécies diferentes, entdo, representando esse vector por

Y_“ (Y - ,(1), Y, , ))T onde Y* 1 (1) € o numero de elementos da espécie 1 produzido

- Por dificuldades técnicas, a notagio usada para representar um vector € uma seta e ndo a letra “bold".
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pelo i-ésimo elemento da espécie k da (n-1)-ésima geragéo, etc., o processo (2.5) escreve-

se da forma

=0 X, O = S 0 Ol O+t S @2 Qb2 ()

i=1 i=1
onde por exemplo o nimero de elementos da espécie p da geragdo n é dado por

Xn-t(P)

X P)="5 T s S, )

DEFINIGAO DO PROCESSO RAMIFICADO MULTIVARIADO COM IMIGRACAO
O processo ramificado multivariado com imigracao, também designado por BGWI(p), &

obtido adicionando ao processo ramificado multivariado {X’ "}={(Xn(l),...,Xn(p))T}, que
consiste de p tipos de elementos, a imigragao {fn} independente de {X' "}. Neste modelo

todos os elementos sdo independentes, vivem uma unidade de tempo e produzem novos

elementos de p tipos diferentes. Cada elemento da espécie &, k=1,...,p da origem a x,

elementos da espécie 1,...,x » elementos da espécie p, de acordo com a distribuicdo
p*()=p* ((xl,...,xp)T ) onde k=1,..pe Zp"()'c')= L (2.8)

Assim, {f’ : }nzl € um processo BGWI(p), se verificar

i P Xnk](k) ) b - —

X, => > Y5, +1, se X, #0 (2.7)
k=1 i=l

X, =1 se X, =0

onde:

- {In} é um processo de imigracdo de vectores aleatérios i.i.d. com valores em NP,

- {fi],;}s k=1,...p, sa@o sequéncias independentes de vectores aleatérios i.i.d.,

independentes de {fn } com valores em NP e com distribuig&o dada por (2.6),

- as duas igualdades sao validas em distribuicao,

0 processo comega com o primeiro /, ndonuloe X, = /[,.

Para o processo ramificado com imigragio, que € um caso particular do processo BGWI(p)
em que sé existe uma espécie de elementos (p=1), usa-se a notagdo simplificada, ja
apresentada em (2.4).

A condicdo de estacionaridade destes processos vai ser referida no capitulo 4.
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2.2. ESTIMACAO DOS PARAMETROS DO PROCESSO RAMIFICADO COM
IMIGRACAO

Considere-se 0 processo ramificado com imigragao

Xn—l

X,=>Y,,+1,, nx1, (2.8)
i=1

n-1,i

onde:

- X, € uma variavel aleat6ria inteira ndo negativa,
- {Yn_, si=lo,nn= 1,2,...} e {I",n = 1,2,...} sdo familias independentes de variaveis
aleatorias i.i.d. ndo negativas.

Sejam m:E(Y ) o =V(Y

n-1i n-1,

) - média e variancia da descendéncia - e /1=E(In),
b’ = V(In) - média e variancia da imigracdo - os parametros que se pretende estimar e
suponha-se que estes sejam positivos e finitos.

Alguns métodos propostos na literatura, que foram apresentados por Winnicki (1988) para
resolver o problema da estimacéo, baseiam-se na observagdo de uma unica realizagao do

processo {Xo,...,X,,} e os resultados referem-se a amostras grandes. Estes métodos,

incluindo o método baseado na comparagdo do processo BGWI(1) com o processo
autorregressivo de ordem 1, AR(1), o método de minimos quadrados condicionais e o
método de minimos quadrados condicionais pesados, sdo apresentados na secgéo 2.2.1..
Um outro caso de estimacgao, apresentado na secc¢do 2.2.2., parte do principio que, para

além da observagdo da realizacdo do processo, também sao observadas todas as
dimensdes da imigracao {Il,...,I"}. Os meétodos deste caso sdo: meétodo de maxima
verosimilhanga, método de estimacdo sequencial, método de estimagao de precisdo fixa e
método de estimacao sequencial de duas etapas.

O problema da inferéncia estatistica é dificultado pelo facto de as propriedades do processo
dependerem da escala dos parametros desconhecidos, principalmente do parametro m.
Heathcote (1965,1966) e, mais tarde, Quine (1970) formularam as seguintes propriedades

para o caso subcritico m<1.

Teorema 2.1: Se m<1, entdo {X ,,} € uma cadeia de Markov irredutivel aperiodica, positiva

recorrente. Neste caso, X, —2>X, onde X & uma varidvel aleatéria com suporte

{:P(x, =k)>0}.
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O resultado para o caso “supercritico”, m>1, que é exposto a seguir, foi obtido por Seneta
(1970b).

Teorema 2.2: Se m>1, entdo &, / ,—=—>V, onde V & uma variavel aleatoria com
m

distribuicdo continua concentrada em (0, oo).

As propriedades do processo para o caso critico, m=1, que é o mais complicado, foram
estudadas por Pakes (1971,1972) e por Wei e Winnicki (1989) e estdao apresentadas no
seguinte teorema.

Teorema 2.3: Seja m=1 e r:z% ,, entdao {X,} & uma cadeia de Markov irredutivel,
aperiodica e
a) se r <1, entéo {X ,,} € recorrente nulo,

b) se r>1, entdo {X n} € transiente,

c) ser=1,e E}’,,""_L,. log, ¥, ,, <, entdo {X ,.} € recorrente nulo.

Assim, quando m=1, o processo pode ser transiente ou recorrente nulo e isso depende dos

; = X ¢
valores de o* e 4. Também se sabe que, se m=1, entdo “ * 4 —2 57, onde Y é uma

variavel aleatéria da distribuicdo gama (Seneta (1970a), Pakes(1971)).

O estudo dos métodos do primeiro caso de estimagdo foi feito separadamente,
considerando m<1, m=1 e m>1. Os métodos do segundo caso caracterizam-se por
terem sido descobertos resultados unificados para m <1 e para m > (.

Bercu (2001) aplicou a teoria de controlo adaptativo aos processos ramificados com
imigracao e conseguiu obter estimadores consistentes com o método de minimos quadrados
pesados para todos os parametros m, 1, o> e h* do processo BGWI(1) controlado®, sem
impor restricdbes ao dominio de m. A abordagem desenvolvida por este autor pode ter
aplicacbes praticas em fisica estatistica, controlando o numero total de particulas contidas
num pequeno volume, e em ciéncias de computadores, com a administracao electrénica de
documentos no ambiente da “Web”.

3 Ver ANEXO A1, péag. 81.
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2.2.1. ESTIMACAO BASEADA NA OBSERVAGAO DE UMA UNICA REALIZAGAO
DO PROCESSO {x,,..., X, }

2.2.1.1. ESTIMADORES BASEADOS NA COMPARAGAO DO PROCESSO RAMIFICADO
COM IMIGRAGAO COM O PROCESSO AUTORREGRESSIVO DE ORDEM 1

Heyde e Seneta (1972,1974) foram os primeiros autores que desenvolveram um método de
estimacdo para m e A supondo que m<1. Os resultados estdo expostos nos seguintes

teoremas®.

n i+l
Teorema 2.4: Seja C, =12X =X e D, =* =& , onde
n e 5 s
7 Y. (x,-Xf

~

Y=X,-C,. Entdo (,"n—-ﬂ—),usxl(l—m)_1 e D —£5>m, quando n—> oo, tal que
L (l—D,,) e D, séo estimadores consistentes para A e m, respectivamente. Se a
distribuicdo da descendéncia, a distribuicdo da imigragdo e a distribuicdo inicial tiverem
momentos de terceira ordem finitos, entdo as convergéncias em probabilidade podem ser

substituidas por convergéncias quase certas. Isto &, os estimadores respectivos séo

fortemente consistentes.

Teorema 2.5:Sejac’ = b’ +0’ 4.

lim Pla~'vn(C, - 1) < x)= d(x),

n—yco

onde @’ =(1-m)’¢?, e ®(x)= (21:)"% ]e_u% du . Se, além disso, todas as distribuigdes da

—a0

descendéncia, da imigracdo e a distribuicdo inicial tiverem momentos de quarta ordem

finitos, entao

lim P(ﬂ'] Jn(D, -m)< x)z @(x),

n—yc0

onde® = B(l -m’ )c"z,

B? = yo? +c"(l—m2)_l e

* Ver Heyde e Seneta (1972: pp. 236-237).
A expressdo para B? encontra-se em Heyde e Seneta (1974), que &€ uma correcgdo da express3o apresentada no teorema
que apareceu no artigo de 1972 dos mesmos autores.
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y=(-m' ]| B-2) + uply - m +3ma'cfi-m ']

I e Y sdo variaveis aleatérias, tendo, respectivamente, as distribuigdes dos mecanismos da

imigracao e da descendéncia.

A natureza dos estimadores e dos resultados pode ser entendida através da comparacao

com um contexto mais simples de séries temporais.

Note-se que o processo {X} verifica E(X,, |Xn—l)=an—l +A4, n=12,... . Seja agora
Y, =X,—pu, onde u=Ai(-m)" & a média da distribuicdo estacionaria no limite de {X, |;

entdo tem-se que E(Yn | Y_,)z mY , eassim, Y, =mY,  +0,,,n=12,.., onde E(JH)= 0

n-11
e o residuo o, , € ndo correlacionado com Y, ;. A dltima relagéo é semelhante a definigao

da relacdo de um processo autorregressivo de ordem 1 (AR(1)) estacionario de segunda
ordem:

X, = px,, +&,,, n=02122, (o] <1), (2.9)

onde {6‘"-1} € um ruido branco - uma sequéncia de variaveis aleatérias i.i.d. normais de

média zero. Assim, no processo ramificado com imigragdo, m corresponde

aproximadamente a p (o € a primeira autocorrelagdo do processo AR(1)) e os

estimadores C, e D, tém uma forma analoga aos estimadores de maxima verosimilhanca
de amostras grandes para as quantidades correspondentes em (2.9), sendo C, a média

amostral e D, o coeficiente de correlagéo.

. o= 1
Resumindo, Heyde e Seneta propuseram estimar u por u=X =—ZX , € m por
L=

n

Z(Xkﬂ _YIXk “/?)

==L e mostraram que estes estimadores sdo consistentes e

>, - X

k=1

assimptoticamente normais. A partir de i e m eles obtiveram um estimador consistente

n

3 (X, - X)x, - X) Yi (x, - XJ _yi(xm ~X)x, - X)

‘para A: A= X|1-*! = .

] /]

(Xk_f)z Z(Xk_f)z

k=1 k=1
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Atendendo ao caso m>1, Heyde (1970) e Seneta (1970b) afirmaram que m pode ser
estimado consistentemente por X %( oupor » X, /> X,, . O teorema de Heyde
n-1 i=1 i=1

(1975: pp. 49-50) apresenta as distribuicdes no limite destes estimadores:

Teorema 2.6: Se m>1, entdo

JZI(ZX"/EX*“ —mj-—d—m(o,az)

> X, X, /X, —m)—%N(o,LGZJ.

m-—1

2.2.1.2. METODO DE MINIMOS QUADRADOS CONDICIONAIS

Klimko e Nelson (1978) desenvolveram um método de minimos quadrados condicionais

para processos estocasticos e aplicaram-no a um processo ramificado com imigracao.

Seja {Yn} um processo estocastico, cuja distribuicdo depende do parametro a = (al,...,a p),
e seja F, =c(1’0,...,1’,,). Suponha-se que E(Yn |Fn_,)=Q"(a). O estimador de minimos
quadrados condicionais de @, @, minimiza i(Yk =0 (a))z = i(Yk —E(Yk | By ))2 ’

k=1 k=1
Sendo Y, =X, o processo ramificado com imigragdo, entao E(X 4 |Fk_l)=mX g FA
Derivando i(X e —mX, —/1)2 em ordem a m e A e resolvendo depois as equagdes de

k=1

minimos quadrados, obtém-se os seguintes estimadores parame A:

nZXka—l _ZXkZXk—l
= o1 kel

2
H;Xf—l "[kz:l:Xk—l]

A

n

ZXI(ZXI?A _;X.HZ ka—l
=]

k=1 k=1 k=1

n 2
nz Xii- (ZXH ]
k=1

k=1
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As propriedades destes estimadores estdo resumidas no préximo teorema® - a parte a) foi
provada por Klimko e Nelson (1978) e a parte b) por Wei e Winnicki (1987).

Teorema 2.7:

a) Se m<1, entdo m,—“>m e i, —1“>A. Se, além disso, EY’ , <o e EI’ <w,
entéo (s, —m, 4, — 1] —<>N(0.%), onde

5, =0 (uy +dl-m* J(uc® + B (- m* ' +1-m?

#3mo(1-m fuo? + 421 -m | |

5y = 120y + Al -m? f (uc? + 52 (L —m | + 21— m? )4 b7 -’

+3mu’c (1 m Xucr +bzy(l -m )_

L,=0"- (_ ) 1”0'2(1‘7+Xm m)z(/‘a +b)(1 '"T
~3mpuc (1=’ fua? +07 ] (1-m )’

y=EY,,, -mf e d=E(1,- ).

A |—E>© e

< . d m* +2m+1 ,
(;Xk_,(mn m)——>N[O,——m2+m+10' .

Wei e Winnicki (1987) apresentaram um teorema com as propriedades dos estimadores

b) Se m>1, entdo m, —“—>m,

para o caso critico:

Teorema 2.8: Se m=1, entdo m, —£—>m,

1)l [W()f - ()aﬂ

® Cf. Winnicki (1988: pp. 305-306).
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R PO 0 e
; ;Yz(t)dr{ ymj

Neste teorema, ¥ representa um processo de difusdo’.

Yanev e Tchoukova-Dantcheva (1980) estudaram o problema da estimagéo das variancias

o’ e b* e propuseram os seguintes estimadores para o caso m<1:
ny X U= X, D U;

A2 gl k=1 k=1

Grr = 3
nZXf—l “(ZXH]

k=1 k=1
ZUJ?ZXI?—I - ZX]:—IZXIL-IU:

k=1 k=1 k=1

£2 _ k=
b =+ . - 7 ;
nZXf_. _[ZXH]
k=1 k=1
onde U, =X, -m, X, , —4,.

6. e b séo estimadores de minimos quadrados condicionais no sentido de minimizarem

Wz -E@? £, onde U, =X, -mx, - 1.
k=1
O seguinte teorema, provado por Winnicki (1987) contém as propriedades destes

estimadores para os casos ndo criticos e a distribuicdo assimptética conjunta de & e b}

para m<1.

Teorema 2.9:
a) Se m<1, entdo 6 —1 5o’ e b} —1%>b* . Se além disso EY,',, <o e EI! <o,
entao

Jnlg? — o2 —bz)-f’—)N(b,V"E(VT)“),

onde

7 Ver ANEXO A2, pag. 81.
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[1]

:{E(R(X)Xz) E(R(X)X)J
E(R(x)x)  E(r(x))

R(X)=20*X? +(a* + 467> —30* )X +¢* =",

a* =Ely,,, -mf, c* =E(1, - A).

b) Se m>1, entdo

TR e T 2(m2 —1! IV SRy
g, ? m2 zm ék - m4 Zm gkzm é:k
k=0 k=0

k=0
m’ —1 o 3k ’ |
+m3 m® -1 (ém ékJ
onde { k} sao variaveis aleatérias i.i.d. da distribuicdo N (0,0-2) e
b2|—2>c0.

n

Em relacdo ao caso critico existe o seguinte teorema de Winnicki (1987):

Teorema 2.10: Se m=1, EY,',, <w e EI} <o, entdo 6. —2>0”.

Os dltimos teoremas mostram que, com a ajuda do método de minimos quadrados

condicionais, se encontra um estimador consistente para a média da descendéncia, 7, ,

para todos os casos de m (para os casos nao criticos verifica-se a consisténcia em sentido

~

forte). O estimador para a média da imigracao, A, s6 € um estimador consistente (em

sentido forte) para o caso subcritico; para m > 1 ja nao é consistente.

O estimador obtido pelo método dos minimos quadrados condicionais para a variancia da

2

n

descendéncia, &, é consistente para m <1 (para m<1 é consistente em sentido forte).
Considerando o caso “supercritico”, &f ja néo é consistente. O estimador para a variancia

da imigracao, b2 s6 é consistente (em sentido forte) para o caso subcritico; para m > 1 nao

é consistente.
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2.2.1.3. METODO DE MINIMOS QUADRADOS CONDICIONAIS PESADOS

Com o objectivo de melhorar a consisténcia e a variancia assimptética de alguns
estimadores, Wei e Winnicki (1987) propuseram empregar o método de minimos quadrados
condicionais pesados. Os estimadores de minimos quadrados condicionais pesados para as
médias sao obtidos minimizando

k=1

2
Zn: Xk _E(Xk |EH) .
,/Var(X,l ]FHi

A seguir explica-se por que motivo foi desenvolvido este método. Reescrevendo o processo
ramificado com imigragao
X, =mX,  +A+¢,,kF12,..., (2.10)

entdo o emo &, =X, —E(X, | F,,) desta equagdo, vista como modelo de regressdo
estocastica, tem variancia E(e,f | Fk_1)= o’X,,+b*. Com a intencdo de melhorar os
estimadores de minimos quadrados no sentido de minimizar E(g,f | B 5 ) para os casos em

que X, >, o termo do ero g, = X, —E(X, | F,,) & normalizado. Wei e Winnicki

normalizaram &, por /X, ,+1 e ndo por \Var(X, | F,,)=+/c’X,, +b* para evitar os

pardmetros o’ e b*, em geral desconhecidos, na equagéo transformada, que, partindo de

(2.10) dividindo por ,/X 1 +1 e somando e subtraindo WL, fica com o seguinte

X,y +1

aspecto:

N s L T, W S 2.11)

‘\/Xk—l"'l Xy o 1
onde J, = bk T A equacio (2.11) é uma equagio de regressao estocastica em que o

+
k-1
*X. . b
erro ja tem variancia condicional limitada G—"‘l-u-l-mm
1 T

Heyde e Seneta (1971) afirmaram que para m 21, §, —<>N (0,0'2 ) Assim, neste caso, os

estimadores de minimos quadrados condicionais pesados seriam, aproximadamente,
estimadores de maxima verosimilhanga.

Os estimadores de minimos quadrados condicionais pesados obtidos a partir da equacao
(2.11) sdo da forma:
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n Xk

2

Para estes estimadores sado validos os seguintes teoremas (Wei e Winnicki (1987)).

Teorema 2.11:
a) Se m<1, entdo i, —I“>m , i —I“31 e \/;(ﬁn—m,j:n—/l)—d>N(ﬁ,<D), onde

o=vwlJ
E(x) 1
V= [XJ E[ 1 J
X +1 X+1
o’ X +b’
Elo*x +1?) E( J
X +1

a) Se m>1, entao
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Teorema 2.12: Se m=1, entdo #i, —2»>m, 1, —2>1 e

(6, +1)| @y -m)ts Y02
(Z ' 1) [:;y(t)d,]

Se além disso 24 > o’ , EY) <o e EI}* <o paraalgum & >0 , entdo

(ngllHj’”(zn_,l)_d_m(o,az)_

k=1

Para melhorar as propriedades dos estimadores & e b*, Winnicki (1987) empregou o

método de minimos quadrados condicionais pesados da maneira que a seguir se apresenta.

Uma equacao analoga a (2.10), é
Uf :JzXH +b’ + 1 ZE(‘C"; | Fk-l)+nk

com E(ryk ] Fk_l)= 0, E(q,f [ )= R(XH) e a equacdo andloga a (2.11) é

U2 ( —cr)— o e (2.12)

Xk1+1

onde Ely, | F,,)=0, E(y?|F,,)= (’—Qm <R(l)< o

X, . alf

A partir de (2.12) obtém-se os seguintes estimadores de minimos quadrados condicionais

pesados:
L1 0o 1o
g _ el (Xk_l+l)2§Xk_,+l s Xk—1+1kz=1:(Xk_]+l)2
" 2
. 1
nZ(X“+1) [kzl XH+1)
e
4 kal z n X n 32
gzzkﬂXml?.(xﬂﬂ)l 22 ey
nn :
"=1Xk1+1 (lel.;_]

onde U, =X, -m X, -4,

n "
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Os préximos dois teoremas, que contém as propriedades assimptéticas destes estimadores,
encontram-se em Winnicki (1988).

Teorema 2.13: Suponha que EY,,, <o e EI, <.

a) Sem<1,entdo 6, —5»0’, b’ —15bh’ e

n

\/Z(az ~02,b? —bz)__L+N(6,M“'<D(MTT1].

onde

b) Se m>1, entdo

82 g.c. 50_2,
= 2 —gPX, ~b: & U, & U, = U, Y
52 e b2+§ m(Xk_11+1)2 _Z%Xkll+1%(xk 11+1)2 %Xk_lﬁl
E(Xkl"'ly ngl+1§(Xk_1+l)2 ;Xk—l+l

Jnl6? - o5 No26* ).

Teorema 2.14: Suponha que m=1, EY:_L, <o e EI! <w, entdo
a) 6:—L>0’ e \/;(53 ~a’ )—"')N(O,2cr4 )

b) Se, além disso, 24 <o, entdo b2 —L>b*. Se, por outro lado, 24 > o2, entdo
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Assim, os resultados dos Ultimos teoremas associados aos estimadores obtidos pelo método

de minimos quadrados condicionais pesados indicam que o estimador 7, da média da
descendéncia é consistente para todos os casos de m (para os casos nao criticos verifica-se

a consisténcia em sentido forte). O estimador para a média da imigragcdo A, & consistente
para m <1 (sendo consistente em sentido forte para m<1). 8-‘3 verifica a consisténcia em

sentido forte para os casos ndo criticos, se EY',, <o e EI <w; para m=1 o estimador é

n-1,i
consistente. E o estimador 5 é consistente em sentido forte para o caso subcritico; para o

caso “supercritico” néo é consistente e para o caso critico b,f s6 é consistente se 21 <o’ .

2.2.1.4. COMPARAGCAO DAS PROPRIEDADES E DOS RESULTADOS OBTIDOS COM
OS METODOS DE ESTIMAGAO BASEADOS NA OBSERVAGAO DE UMA UNICA

REALIZAGAO DO PROCESSO {X,..... X, }

A teoria de estimagao de Heyde e Seneta, baseada na comparagao do processo ramificado
com imigragao com o processo AR(1), sO se aplica a processos ramificados com imigracao
que tenham uma média da descendéncia com valor inferior a 1. Os estimadores
encontrados para a média da descendéncia e para a média da imigracado sio consistentes e
assimptoticamente normais. Para o caso “supercritico” estes autores propuseram dois
estimadores consistentes e assimptoticamente normais para a média da descendéncia, mas
diferentes dos estimadores para o caso subcritico.

A estimagdo dos parametros do processo ramificado com imigracdo obtida pelo método de
minimos quadrados condicionais e pelo método de minimos quadrados condicionais
pesados € mais completa, porque, em primeiro lugar, sdo encontrados estimadores, nao sé
para a média da descendéncia e para a média da imigragdo, mas também para as
variancias dos dois conjuntos; e, em segundo lugar, o estudo das propriedades de cada
estimador é feito para os trés casos: m<1, m=1, m>1. Observa-se que muitas vezes as

propriedades de um estimador variam muito com o dominio de m.
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Note-se que, em todos estes métodos, para se poder aplicar a teoria de estimagao, é
preciso saber, onde se situa o valor de m. Sabendo que m<1, entdo os estimadores de
minimos quadrados condicionais e os estimadores de minimos quadrados condicionais
pesados talvez sejam mais vantajosos por serem fortemente consistentes; os estimadores
de Heyde e Seneta sdo consistentes e sd sdo fortemente consistentes, se a distribuicdo da
descendéncia, a distribuicdo da imigracdo e a distribuigdo inicial tiverem momentos de

terceira ordem finitos. As distribuicdes assimptdticas destes estimadores - C,, m, e m,-

-

sdo normais, mas é dificil dizer, qual destes estimadores & assimptoticamente mais
eficiente, porque as expressdes das variancias assimptéticas sdo muito complicadas para
poderem ser comparadas.

Apesar de os estimadores para a média da descendéncia propostos por Heyde e Seneta
para o caso “supercritico” terem uma expressao simples, serem consistentes e terem uma

variancia assimptética igual ou até menor do que os estimadores m, e m, , talvez ndo seja

boa ideia usar esses estimadores para representar a verdadeira média da descendéncia,

porque, da maneira como sdo construidos, principalmente o estimador X, /X eles

n-11
contém muito pouca informagéo sobre a amostra do processo. Mas as propriedades destes

estimadores ajudam a concluir que, para o caso “supercritico”, o estimador m,, por possuir

uma variancia assimptética maior do que o estimador ZX i / Z X,, de Heyde e Seneta,
i=1 i=1

ndo é muito eficiente. Por isso deve-se preferir o estimador de minimos quadrados

condicionais pesados ﬁn, que, efectivamente, tem uma variancia assimptética menor do
que m,. Assim, uma primeira conclusdo que se pode tirar da comparagéo destes ultimos

trés métodos de estimacgao, & que os estimadores de minimos quadrados condicionais e os
estimadores de minimos quadrados condicionais pesados sao preferiveis aos estimadores
de Heyde e Seneta, e talvez se tenha encontrado uma primeira indicagdo de que o método
de minimos quadrados condicionais pesados seja mais vantajoso do que o método de
minimos quadrados condicionais; mas, para dizer realmente qual destes dois métodos €&
melhor, & preciso comparar os resultados obtidos pelos dois métodos para todos os
estimadores e para todos os casos de m, o que vai ser feito a seguir.

Caso subcritico m<1:
Neste caso os estimadores m, , m,, A, e A, séo todos fortemente consistentes. Ja foi visto

que é dificil dizer com qual dos dois métodos se obtém variancias assimptoéticas menores
para os estimadores, mas uma vantagem do método de minimos quadrados condicionais

pesados €& que, para conhecer a forma assimptética dos estimadores, ndao é preciso

conhecer os momentos de terceira ordem da imigragdo e da descendéncia; para concluir
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que m, e ﬁ:n tém distribuicdo assimptética normal, & preciso impor as condic¢des:
EY} <o e EIl <.

Para afirmar que os estimadores de minimos quadrados condicionais pesados das
variancias sao fortemente consistentes e que tém distribuicdo assimptética normal tem de se

supor que EY,' <o e EI! <. Considerando os estimadores das varidncias obtidos pelo

método de minimos quadrados condicionais, que sado fortemente consistentes, essas duas
condicbes s6 sdo necessdrias para concluir que os estimadores tém distribuicdo
assimptética normal. Neste caso, também é dificil ver, quais dos estimadores sao
assimptoticamente mais eficientes, porque a matriz das variancias-covariancias esta
representada na forma de produtos de matrizes que, mesmo calculadas, iriam ter
expressdes compridas e complicadas.

Caso critico m=1:

Neste caso observa-se que os estimadores obtidos pelo método de minimos quadrados
condicionais pesados tém melhores propriedades assimptéticas do que os estimadores

obtidos pelo método de minimos quadrados condicionais, porque os estimadores m, e ;7:,,

~

sdo ambos consistentes e, considerando os estimadores m, e A

n

s6 m, & que é
consistente. Além disso, a distribuigdo assimptética de 7, & uma fungéo de um processo de

difusdo com uma expressao mais simples do que a da distribuicdo assimptética de m, ; e, se

24>0", EY <o e EI® <oo paraalgum & >0, entdo 4, tem distribuicdo normal no
limite.
Quanto aos estimadores das varidncias obtidos pelo método de minimos quadrados

condicionais, s6 se sabe que se EY,', <o e EI} <, entdo &, €& consistente; mas,
considerando o método de minimos quadrados condicionais pesados, & sabido que &f é

consistente e assimptoticamente normal e, se 21 <o, entéo b também é consistente.

Caso “supercritico” m>1:
A primeira diferenca entre as propriedades dos estimadores obtidos pelos dois métodos é
i X,~mX, -4

) = X+l
que A converge quase certamente para um valor dado por A+-2 =

" = 1
Z“X,_1+1

i=1

enquanto que i,, converge em probabilidade para infinito. Assim, o estimador ;fn, no limite,

vai estar mais préximo do valor verdadeiro do parametro do que A, .
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Analisando os resultados associados aos estimadores das variancias, pode-se dizer que 53
e a2 2 - . .

€ melhor do que o, , porque converge fortemente para o e porque € assimptoticamente
normal. O resultado obtido para c"r,f é dificil de interpretar, mas pode-se dizer que 6 nao é

fortemente consistente nem consistente e que 6'5 converge em distribuicdo para uma

expressdo composta de séries infinitas de variaveis aleatérias normais que sdo multiplicadas

por pesos diferentes, dependentes de m. Considerando os estimadores para a variancia da

imigragao, conclui-se que, apesar de nenhum dos estimadores ser consistente, no limite b,f
esta mais proximo de 4*, porque bf converge quase certamente para um valor, para o

qual, teoricamente, ainda & possivel calcular a distancia entre ele e 5°, enquanto que b,f

converge em probabilidade para infinito.

Resumindo e comparando os resultados obtidos pelo método de minimos quadrados
condicionais e pelo método de minimos quadrados condicionais pesados pode-se concluir
que o método de minimos quadrados condicionais pesados oferece melhores resultados.

Considerando o caso “supercritico’, enquanto &j nao verifica a propriedade de

consisténcia, G ja € um estimador fortemente consistente. Uma outra vantagem também é
a de o estimador m, ser mais eficiente do que m, por ter variancia assimptética menor,

quando m>1. Além disso, para o caso critico, com o método de minimos quadrados

condicionais pesados obtém-se ainda um estimador consistente para a média da imigragéao

~

A, e, se também se verificar 24 <o’, um estimador consistente para a variancia da

n
imigragdo b’. Com o método de minimos quadrados condicionais ndo é possivel obter

estimadores consistentes para estes parametros quando m=1. Observa-se que o método de
minimos quadrados condicionais pesados também néo resolve o problema de estimar os
parametros A e b’ da distribuicdo da imigracdo, quando m>1. Wei e Winnicki (1987)
provaram que estes dois parametros nao admitem estimadores consistentes quando »>1.
Apesar do método de minimos quadrados condicionais pesados ser superior ao método de
minimos quadrados condicionais por se obterem com esse método melhores propriedades,
observa-se que a forma dos estimadores de minimos quadrados condicionais pesados é
mais complexa do que a dos estimadores de minimos quadrados condicionais.

Em geral, pode-se dizer que é muito trabalhoso calcular os estimadores dos dois métodos,
mas mais trabalhoso, os do método de minimos quadrados condicionais pesados,
especialmente, os estimadores das variancias.
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2.2.2. ESTIMAGAO BASEADA NA OBSERVACAO DE TODAS AS DIMENSOES DA
IMIGRAGAO E DA REALIZACAO DO PROCESSO {XU ,...,X,,}

2.2.2.1. METODO DE MAXIMA VEROSIMILHANGA

Suponha-se que P(X 0 =x0)=1 para algum inteiro positivo especifico x, e sejam a
distribuicdo da descendéncia e a distribuicdo da imigracdo do processo ramificado com
imigracao:

X, =Yy, ++L,, +1

X,=Y, +"‘+Y],x, +1,

. :Yn—],l """‘*'Yn-l,)(,,_l +1,
dadas por p(j,@):P(Yn_U = j), B b iy (- e q(i,q)):P(I” :i), i=0,1,..., respectivamente,

onde {Y

pis T 21}, a sequéncia de descendentes, e {I,,,n 21}, a sequéncia das
componentes de imigracao, sdo independentes; os parametros & e ¢, dos quais dependem

as distribuicbes, sdo reais e independentes. O espaco de parametros & compacto e contém
um rectangulo aberto.

Bhat e Adke (1981) apresentaram um método de maxima verosimilhanga para estimar os
parametros do processo ramificado com imigragdo subcritico e “supercritico”, supondo que

Youse-sYyux  »41s---1, s@o variaveis aleatorias observaveis. Como as observacdes

X,,...X, s@o obtidas através das dimensdes da descendéncia e das dimensdes da

imigracéo e como X, =x, € especificado, entdo também €& “observada” a realizagdo do

processo {XO,...,XH}.

Uma amostra das primeiras n geragoes deste processo & constituida por duas partes:

i) a amostra aleatéria ¥, .Y ,,...,Y, , , =~ da distribuicdo da descendéncia {p( J 9)} de
dimensao aleatéria N, , =x,+ X, +---+ X _,, e

ii) a amostra aleatoria /,,...,/, da distribuicdo da imigracao {q(i,gp)} de dimensao fixa
n.

Daqui conclui-se que a verosimilhanga Ln(ﬂ,qo) de & e ¢, baseada na amostra do

processo, € um produto de duas verosimilhancas:
i) a verosimilhanga correspondente a amostra aleatéria da distribuicdo da

descendéncia {p( 7 9)} de dimenséo N, ,, e
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ii) a verosimilhanga correspondente a amostra aleatéria da distribuicdo da imigracéo

{q(i,qa)} de dimensao n.

Isto implica que a fungao de verosimilhanga L, (B,qp) € da forma:

L w)=ijp 1,,9)1—1 ( MP)

Bhat e Adke (1981) mostraram que, sob determinadas condicdes®, os estimadores de

maxima verosimilhanga 0 e ¢ sao fortemente consistentes. A distribuicdo assimptética de
6 & caracterizada por (66, \[{E(N)j(0,)]—>Z/W , onde Z & uma variavel normal
estandardizada independente da variavel aleatéria’ W e E(N) significa a esperanga de N em

relacéo a {p( .0, )} e {q(i,% )} (9 -9 L/{niigoo )f tem assimptoticamente uma distribuicéo
normal estandardizada, onde se admite que i(goo) - a informagéo de Fisher em ¢ contida

numa unica observagao de {q(i, ? )} - seja positiva e finita. Com efeito,

{6-0, STEW) 8N} . (6 - 0o Wil ] —o\2, /N7 2, )

onde Z, e Z, sdo variaveis independentes normais estandardizadas e independentemente
distribuidas de W.

Estes autores estudaram também a estimagdo de maxima verosimilhanca das
probabilidades p, =P(Y(,,1 =j), j=0.1,..., e g, =P(I, =i), i=0,1,..., e, com a ajuda dos
estimadores de maxima verosimilhanca dessas probabilidades, obtiveram estimadores para
a média da descendéncia e para a média da imigragéo.

A funcdo de verosimilhanca usada para estimar as probabilidades p, e g,, quando

; Y

onsees¥uax  »1ysee., 1, S80 as varidveis aleatérias observaveis, &

L=[]p)" HqM("
=0

onde N, (n) representa o nimero de elementos nas primeiras (n-1) geragbes que tém j
n-1

descendentes de um total de N =ZX , elementos nas (n-1) primeiras geracdes e
J=0

M, (n) é o numero de vezes que i componentes de imigragdo entram para o processo

8 \er Bhat e Adke (1981: pp. 500-504)
® W & uma variavel aleatéria positiva tal que quando 1 —» %, N,/ E(Nn )L)W , onde W=1 no caso subcritico.
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durante as n primeiras geragdes. M, (n) e N, (n) verificam iM J (n) =ne Z N, (n)= N,_,.
i=0

Os estimadores de maxima verosimilhanga p, e ¢, para p, e g, s&o™

. N . M,
pj_]\;(n)eq‘— ;1(”)

n-1

Se a média da descendéncia m :Z Jp, e a média da imigracdo A4 =Zz‘qj sao finitas,
Jj=0 i=0

entdo os seus estimadores de maxima verosimilhanga m e 1 sdo da forma:
m=>Yjp, e A=Y i, .
j=0 i=0
Bhat e Adke (1981) mostraram que p, e m séo fortemente consistentes, que a distribuigéo
assimptética de p, é dada por {(ﬁj —i; WEN), j =0,1,...}—d>{Zj/\/W,j =0,1,...}, onde
{Zj,j = 0,1,...} é uma sequéncia Gaussiana com E(Zj)z 0, Var(Zj)z p, {l—pj) e

Cov{Z Ly ): -p,;p:.J-i=0,1,..., e que (rh —ml/E(N) é assimptoticamente distribuido como

Zo /W , onde o = > j’p;—m’ é a variancia da distribuicio da descendéncia e supde-
J=1

se que seja positiva e finita. Os mesmos autores provaram também que ¢, e A sdo ndo

enviesados, fortemente consistentes e assimptoticamente normalmente distribuidos.

2.2.2.2. ESTIMAGAO SEQUENCIAL

Como se pode verificar, as distribuicées no limite e as propriedades dos estimadores vistos
até agora variam com o dominio de m: encontram-se resultados diferentes para m <1, m=1
e m > 1. Isto significa que, no caso de se querer aplicar esta teoria na pratica, é preciso
saber, em primeiro lugar, onde se situa o valor da média da descendéncia. E aqui enfrenta-
se um problema: muitas vezes o valor ou o dominio de m pode ser desconhecido. Assim,
como tentativa de encontrar uma distribuicdo no limite e propriedades universais, sem saber
localizar o valor de m, alguns autores, motivados pelo trabalho de Lai e Siegmund (1983)
para processos autorregressivos de ordem 1 (AR(1)), consideraram o problema da

estimagdo da média da descendéncia, usando a andlise sequencial. A andlise sequencial

19 \ier ANEXO A3, pag. 81 seg..
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baseia a inferéncia sobre m em dimensdes de amostra aleatérias em vez de em dimensdes
de amostra fixas.

Supondo disponivel a amostra {X 0,(X o | j), J =1,...,n}, Sriram, Basawa e Huggins (1991),
0s primeiros autores que usaram a estimagao sequencial para o processo ramificado com

imigracdo unindo o caso subcritico e 0 caso critico, partiram do estimador natural para a

média da descendéncia

-1
, {ZXJ._,] Yix, -1, (2.13)
J=1

do processo ramificado com imigragéo, definido em (2.8), onde X, o estado inicial, tem
distribui¢3o arbitraria e & independente de {Y, ,} e {I,}: a distribuicao da descendéncia e a

distribuicdo da imigragao ndo séo especificadas.

O estimador 1, baseia-se na informagéo completa sobre as dimensdes das geragdes {X j}
e do processo de imigragao {I ; } J=1,....n.
As distribuigdes no limite do estimador 7, sdo muito diferentes para o caso critico e para o

caso subcritico. Sriram et al. (1991) mostraram que, se m<1, a distribuicdo & normal:
12

> X (ﬁ’t"—m)"-—-i—)N(0,0'z), e se m=1, a distribuicgdo nd3o é normal:
oz, n—m

; n—»o0
i=1

1 L
x|, -m)—{r(1)- /1/{ J'Y (t)dt} , onde ¥(f) & um processo de difusdo’".
0

Para evitar o problema de singularidade no ponto m=1, Sriram et al. substituiram o nimero
de observagdes n no estimador 71, por um tempo de paragem N_, obtido através da lei de

paragem

-1 =

Nc=inf{n21:ZX >ca2}, (2.14)
i=1

onde ¢>0 é escolhido adequadamente. Nesta expressdo assume-se que o’ seja conhecido.
Se o’ é desconhecido, entdo esse parametro pode ser substituido pelo estimador

n - i 7 = &
&,f:{z - }Z(X‘_m"X“‘ A 2.15)

i-1 (1 +X )2 i=1 (1 + X )2

" Ver ANEXO A2, pag. 81.
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e a lei de paragem associada designa-se por ]Vc. Por um teorema de Sriram et al., &f e
fortemente consistente, se E}’fl <.

Substituindo agora n por N, (o é conhecido), entdo as distribuigdes no limite do estimador
m N, sdo normais para m<1 e para m=1, quando ¢ — o. No caso de o ser desconhecido, o
resultado é semelhante. As normalidades assimptéticas de , e m 5 encontram-se nos

seguintes teoremas dos mesmos autores.

Teorema 2.15: Para cada m <1 fixo e N, definido em (2.14) tem-se

(S om0,

C—ro0

Teorema 2.16: Admita que EYlj'l <o e suponha que o tempo de paragem ]Vc € definido

por N, = inf{n 22:3 X, 2 c&f,}, onde & é dado por (2.15), entdo para cada m <1 fixo

i=1

i Y2 { .
[{ZX”] ( “:—m) <5 N(0,).
i=1 o

. c-y0
NC

Seja F a classe de funcbes de  distribuicdo  caracterizada por

Fc {F : f(x —m)dF(x)=0 e I(x —m)’ dF(x)=0? €(0,») para algum me (0,1]} e por verificar

—c0

sth -ﬂ(x—m)lxt}(x —m)’ dF(x)=0(l) quando a—>w e info; >0, onde Fef. Sriram et al.

F

mostraram ainda que o estimador m, & assimptoticamente normalmente distribuido

C—>00 F o'

. ; 2 b fy —m
uniformemente sobre F: limsup|P, ZX g | ———Sxp= d)(x =0, onde
i=1

representa a distribuicdo normal estandardizada e FeJF. A questdo, se a uniformidade
também é valida para m; , quando o é desconhecido, fica em aberto. Os autores supdem

que a uniformidade continua valida. Sriram (1991) estabeleceu ainda um resultado de

consisténcia uniforme para o estimador 1, .
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2.2.2.3. ESTIMACAO DE PRECISAO FIXA

Os estimadores da média da descendéncia obtidos pelos métodos anteriores, para o caso
da imigragdo ser observavel e para o caso de ela ndo ser observavel, sdo fungbes nao
lineares das observagées com expressdées complicadas. Por isso torna-se dificil calcular os
valores esperados e os erros quadraticos médios desses estimadores para um numero fixo
de observacbes. Para evitar esta dificuldade, os autores estudaram as propriedades dos
estimadores de m, usando a teoria de amostras grandes. Mas a inferéncia de amostras
grandes para m ndo & muito satisfatéria porque, como ja foi referido anteriormente, as
distribuigbes assimptoticas dos estimadores variam muito, dependendo se m<1, m=1 ou
m>1. Apesar de Sriram et al. (1991) terem conseguido obter um estimador com distribui¢gao
assimptética normal para o caso subcritico e para o caso critico, a natureza do estimador

sequencial m y, nao facilita o calculo da esperanca e do erro quadratico médio para cada ¢
fixo. Shete e Sriram (1998) afirmaram que é possivel mostrar que I;INC até é um estimador

enviesado de m. Com o fim de melhorar o estimador no sentido de atingir um nao
enviesamento e de facilitar o calculo do erro quadratico médio, Shete e Sriram propuseram

uma modificagdo de m, . O estimador modificado, designado por estimador de preciséo
fixa, € ndo enviesado e tem erro quadratico médio limitado. Uma outra vantagem do novo

estimador & que para o’ desconhecido, m; também é assimptoticamente normal para
m e (0.1].
Koot
Considere-se novamente o processo ramificado com imigracdo X = XYR_,J. +1 , =12,
i=1
onde {Yn—l,i} e {In} s80 sequéncias independentes de variaveis aleatérias inteiras nao
negativas i.i.d. de médias e variancias finitas (m,dz) e (/‘L,b2 ) Aqui supde-se que o estado
inicial, além de ser uma variavel aleatéria inteira independente de {Yn_u} e {In}, tambem

seja quadraticamente integravel. Shete e Sriram modificaram o estimador sequencial,

motivados pela natureza do tempo de paragem

Nc_:inf{nZI:ZX‘.‘, 200’2}. (2.16)
i=1

N,-1 N,
A partir da relagdo » X, , <co’ <) X, é possivel definir um multiplicador de correcgéo

i=1 i=1
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N.-1
anico 8, €(0,1]] através da equagio ZX 0. Xy =co

i=1

? e, assim, modificar o

estimador sequencial m,, , obtendo-se

N1

Z(Xi _Ii)_'_gc(XNc _INE)
)=+ = : (2.17)

No caso de o’ ser desconhecido, define-se primeiro um estimador para o’ , diferente do

estimador usado por Sriram et al. (1991):
6-3 :%ZH:[(X; _ﬁanf—l_Ir')z/Xifl]' (2.18)
i=1

onde 7, & dado por (2.13). Seja & = max|§2,n ™ | para algum @ >0 e seja n, a dimensio

da amostra inicial. Definindo agora

~

N =inf{n2n0+1: X zc&ju} (2.19)

4
i=ny+1

e um multiplicador de correcgdo 5(,« e(O,l] de maneira Unica através da equacgdo

N1
Y X, +68.X;  =cG., entdo, o estimador sequencial modificado 1 , para o’
i=ny+1 i ¢

desconhecido, recebe a expressao:
N1 -
Z(Xi _‘ri)+9c(Xﬁ —Iﬁ )

fi(c) = ! - : (2.20)

Shete e Sriram (1998) apresentaram propriedades nao assimptoéticas para rﬁ(c) e ﬁ“:r(c)

demonstrando que os estimadores de precisdo fixa sdo ndo enviesados e tém erro
quadratico médio limitado.
As propriedades assimptoticas dos estimadores encontram-se nos teoremas expostos a

seguir, provados pelos mesmos autores.

Teorema 2.17: Para m(c) e N_, definidos, respectivamente, nas equacgdes (2.17) e (2.16),

e a classe F ' é valido o seguinte:

& v m(c)—m
limsup| P, (ZXH] —L —<xt-d(x)=0,
i=1 ag

Cc—>0 F

L A definigao da classe de fungdes de distribuicio JF encontra-se na pagina 35.
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onde F e F e @ é afungdo de distribuicdo normal estandardizada.

Para se obter a distribuicdo assimptética de fﬁ(c) no caso de o’ ser desconhecido,
suponha-se que n,, a dimenséo da amostra inicial, dependa de c: n, = n, (c) onde

1< no(c)—) ©, mas no(c)= o(cl"z) quando ¢ — o0, (2.21)
No Teorema 2.18 é usada a consisténcia forte de 6. Os autores mostraram com a
seguinte proposicdo que &j até é uniformemente fortemente consistente, onde a

uniformidade é estabelecida para m € (0,1].

4
Proposigdo 2.1: Para 6, definido em (2.18), é valido: Se sup E‘YL1 —m‘ < w0, entdo para
F‘

cada 6 >0

lim sup Py ic}j ~o? | > ¢ para algum n> k}:O ;

k=

onde F e&.

Teorema 2.18: Dadas as condigdes da Proposi¢do 2.1, para ffz(c) e ﬁc, definidos,

respectivamente, nas equagdes (2.19) e (2.20), com n, definido em (2.21), é valido:

Paracada 0 <m<1

onde & =max{&f,n“’} e & é dado por (2.18).

Estes ultimos resultados assimptéticos indicam que para me (0,1] a distribuicdo no limite de
lc) & normal uniformemente e a distribuigio no limite de #(c) é normal. &2 é um

estimador uniformemente fortemente consistente para ¢’ .

2.2.2.4. ESTIMAGAO SEQUENCIAL DE DUAS ETAPAS

Foi visto que as propriedades assimptéticas do estimador de precisdo fixa continuam
desconhecidas para o caso “supercritico”. Qi e Reeves (2002) basearam-se na lei de
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paragem de Sriram et al. (1991) e construiram estimadores sequenciais de duas etapas
para a média da descendéncia, que podem ser vistos como extensdes dos estimadores
sequenciais de Sriram et al., por serem fortemente consistentes e assimptoticamente

normais para m>0 e ndo s6 para me (0,1].

Como nos trés métodos de estimacgdo anteriores, suponha-se que {X n} e {In} do processo
ramificado com imigragao (2.8) sejam observaveis. Sejam m, o estimador dado por (2.13) e
N_ a lei de paragem (2.14) de Sriram et al., onde ¢ é escolhido adequadamente. Nesta
definigdo & assumido que o seja conhecido. Quando o é desconhecido, define-se a lei
de paragem por

N(c)= inf{n >1: Z X, = c} (2.22)
i=l

e m,,) € usado como estimador sequencial de m.

Seja agora G = G(c, Nc)z N_ uma fungéo de valores inteiros de ¢ e N, verificando, quando

c—>w:
G(c’ N‘a)_ Ne e »0 para algum a € (0,%] se me (0,1] (2.23)
C
ou
Gle,N,)- N, —24>w, se m>1. (2.24)

O estimador sequencial de duas etapas fica definido por #,;.

Do teorema seguinte, provado por Qi e Reeves (2002), deduz-se que o estimador
sequencial de duas etapas é fortemente consistente e assimptoticamente normal.

Teorema 2.19: O estimador m_ converge quase certamente para m quando c¢ tende para

infinito. Se G = Glc, N, ) verifica (2.23) e (2.24), ent3o

& y2
(ZXHJ .
i=1

g

Nota: E facil de ver que as condigdes (2.23) e (2.24) sdo verificadas por uma classe vasta de

funcbes: Seja g(c) uma funglo de valores inteiros para a qual & valido lim g(c)=oo e

limic)=0

c—wo ca

para algum ae(O,%]. Estabelecendo agora a igualdade

G= G(c, N C)= g(c)+ N,_, entdo as condicdes (2.23) e (2.24) verificam-se automaticamente.
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Qi e Reeves mostraram que estas condicdes também sdo satisfeitas por
G(c)= G(c, Nc)z max(g(c),NC), i.e. G(c)= inf{n > g(c): Zn:XH > ccrz}, onde g(c) verifica
i=1

limM =00 .

O resultado do teorema anterior continua verdadeiro, se N, for substituido por N(c), isto

corresponde ao caso da variancia ser desconhecida; mas, para se encontrar um intervalo de
confianga assimptético para m, é preciso definir um estimador de o . Shete e Sriram (1998)

Z()( —m, X, 1)

1—!

provaram que 6. =— ¢ 5 g?, desde que EY,| <. Daqui Qi e
- :

Reeves chegaram a seguinte consequéncia:

Corolario 2.1: Suponha que G = Glc, N(c)), onde N(c), definido em (2.22), verifica (2.23) e

(2.24) quando N_ é substituido por N(c) e que EY{'1 < oo, entdo

2 2 o
[ZX,_,) ’”(;—m—MN(o,l).
i=1

G

2.2.2.5. COMPARAGAO DAS PROPRIEDADES E DOS RESULTADOS OBTIDOS COM
OS METODOS DE ESTIMAGAO EM QUE SAO OBSERVADAS TODAS AS DIMENSOES

DA IMIGRAGAO E A REALIZAGAO DO PROCESSO {X,...., X, }

Destes ultimos quatro métodos, que tém em comum ser suposto que todas as dimensdes da
imigragdo sao observadas, os métodos sequencial, de precisdo fixa e sequencial de duas
etapas distinguem-se do método de maxima verosimilhanga por partirem todos do mesmo

estimador para a média da descendéncia m, (2.13), que é construido a custa das
observacdes {X - n} e das componentes de imigracao {IO,...,In } e por ser substituida a
dimensao »n deste estimador por um tempo de paragem que é determinado de uma maneira
diferente para os trés meétodos. Se m<1, entao n“:,, & assimptoticamente normal e se m=1,

entao a distribui¢ao no limite depende de um processo de difusao.
Bhat e Adke (1981), que aplicaram o método de maxima verosimilhanga a processos
ramificados com imigracdo subcriticos e “supercriticos”, explicam como sdao determinados
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estimadores para os parametros ¢ e ¢ da distribuigdo da descendéncia e da distribuigdo da
imigracdo, respectivamente. Note-se que, para algumas distribuigbes particulares (por
exemplo Bernoulli, Poisson), estes parametros representam as médias dos conjuntos
correspondentes (descendéncia e imigragao). Se a distribuicdo da descendéncia (ou a
distribuicdo da imigragédo) for igual a distribuicdo de Poisson, entdo 0 (ou @) é um
estimador para a média e para a variancia da descendéncia (ou da imigragdo). Em geral,
para outras distribuicdes, os estimadores das médias e das variancias da descendéncia e da
imigragao vao ser fungdes dos estimadores 0 e ¢, dos quais se sabe serem fortemente
consistentes e ¢ ter assimptoticamente uma distribuicdo normal sob determinadas
condigbes. Assim, os estimadores para ¢ e ¢ ndo sdo directamente estimadores para as
meédias ou variancias; o facto de serem estimadores directos vai depender das distribuicoes
da descendéncia e da imigragdo. Bhat e Adke explicam ainda como se obtém estimadores

de maxima verosimilhanca p, e ¢, para as probabilidades p, =P(Y0,1 = j), j=01.,..., e
q,= P(Il - i), i=0,1,..., e constréem estimadores para a média da descendéncia e para a
média da imigracdo 7 e A que dependem respectivamente de p; e g, através de séries

infinitas. Estes autores afirmam que m e A sdo estimadores de maxima verosimilhanca, se

A

m e A forem finitos. m tem a propriedade de ser fortemente consistente € A é ndo
enviesado, fortemente consistente e assimptoticamente normal.

Com o método de estimacéo sequencial, método de estimagéo de precisio fixa e método de
estimagdo sequencial de duas etapas sd3o obtidos estimadores para a média da
descendéncia para o caso da varidncia da descendéncia ser desconhecida e para o caso

dela ser conhecida. A vantagem destes estimadores é de, para me(O,l] (e para m>0

considerando o método de estimagédo sequencial de duas etapas) ser possivel construir
intervalos de confianca assimptéticos para m, porque a distribuicdo no limite desses
estimadores € normal. Sriram et al. e Shete e Sriram calcularam também um estimador
consistente para a variancia que depende das componentes da imigracdo e das

observagbes do processo. O estimador 6': de Shete e Sriram tem uma expressdo mais

simples do que o estimador de Sriram et al. e é uniformemente fortemente consistente (uma
propriedade mais forte do que a propriedade do estimador de Shete e Sriram que é s6
fortemente consistente), se for verificada a condigdo da Proposigcdo 2.1. Observa-se que os

estimadores sequenciais m v, © n”zﬁ sao assimptoticamente eficientes como os estimadores

de precisao fixa ri(c) e m(c). Para os estimadores m, de Sriram et al. e #lc) de Shete e
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Sriram, que s&o construidos supondo que o® é conhecida, ainda foi provada a normalidade
assimptética uniforme. Esta propriedade & mais forte do que a normalidade assimptética.

Shete e Sriram conseguiram mostrar que o estimador de precisdo fixa € ndo enviesado e
que tem erro quadratico médio limitado. Os outros autores, excepto Bhat e Adke que

A

afirmaram num teorema que o estimador de maxima verosimilhanga A é nao enviesado,
nao apresentaram as propriedades nao assimptéticas dos estimadores.

2.3. APRECIACAO CRITICA DOS METODOS

Comparando agora os resultados associados aos métodos de estimagdo, que supdem a

possibilidade da observagio da realizagdo do processo {X ek, ,,} com os resultados para

o caso da estimacdo em que também sao observadas as dimensdes da imigracao, pode-se
dizer que o estudo feito para os primeiros métodos — método de minimos quadrados
condicionais e método de minimos quadrados condicionais pesados — € mais completo,
porque inclui tanto a estimagdo dos parametros da descendéncia como a estimagio dos
parametros da imigragao. Com os métodos do segundo grupo — método sequencial, método
de precisdo fixa e método sequencial de duas etapas — sé séo obtidos estimadores para a
meédia e para a varidncia da descendéncia; destes métodos s6 no método de estimagao
sequencial de duas etapas € que também é considerado o caso “supercritico”. O método de
maxima verosimilhanga ndo é usado para estimar as variancias o e b>.

Para se poder aplicar os métodos do primeiro grupo & preciso conhecer antes o valor de m;
pelo menos tem de se saber se m<1, m=1 ou m>1. Os métodos do segundo grupo tém a
vantagem de os resultados serem mais universais para o dominio de m: os resultados do
método de estimagdo sequencial e do método de estimacao de precisao fixa sao validos
para processos com () <m <1 e os resultados obtidos pelo método de estimagéo sequencial

de duas etapas, para processos com m>0. Uma outra vantagem destes Gltimos métodos é
também de as distribuigdes assimptéticas ndo dependerem de ambas as variancias o” e

b*. Algumas distribuicdes no limite, obtidas com os métodos do primeiro grupo, como, por

exemplo, a distribuicdo assimptética dos estimadores de minimos quadrados condicionais

moe A para o caso subcritico, dependem de o’ e »*; assim, para a aplicacdo destes
resultados, & preciso conhecer ou estimar as variancias e isso torna o calculo dos intervalos
de confianga assimptéticos mais dificil.

Comparando as expressdes dos estimadores das médias, observa-se que as do segundo
grupo tém uma aparéncia mais simples; o calculo dos estimadores de minimos quadrados
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condicionais e dos estimadores de minimos quadrados condicionais pesados parece ser
muito trabalhoso.

O facto de os estimadores do segundo grupo serem construidos também a custa da
imigragao e ndo sé a custa das observagdes do processo, pode talvez levar a crer que estes
estimadores sejam melhores do que os outros, porque contém mais informagao sobre o
processo.

No método de maxima verosimilhanga sé sao apresentados estimadores para as médias,
ndo para as variancias; a desvantagem é de a distribuicdo assimptética de m néo ser
normal como nos outros métodos. Segundo Wei e Winnicki (1990: p. 1757), o método de
maxima verosimilhanga, quando sao incluidos na amostra os niumeros de componentes de

imigracéo {IO,...,IH}, da resultados Uteis, em comparagdo com os “estimadores de maxima

verosimilhanga” baseados na observagdo do processo {X — "}, obtidos por Heyde e

Seneta (1972), que tém expressdes complicadas.

De todos estes métodos anteriormente apresentados, sé para o método de preciséo fixa é
que foram estudadas e demonstradas propriedades nao assimptéticas dos estimadores da
média da descendéncia.

Com base nas comparacgdes feitas anteriormente pode-se concluir que o método de

minimos quadrados condicionais pesados € o método com o qual se obtém melhores

resultados, quando sé se observa a realizagdo do processo {X acanpirh, "}. Se os numeros de

componentes de imigragdo também forem observados, entdo, para estimar a média da
descendéncia, talvez seja melhor o estimador sequencial de duas etapas.

De certeza que se obteriam melhores métodos e melhores resultados, se se conseguisse
adaptar as leis de paragem das estimagdes sequenciais, de precisao fixa e sequenciais de
duas etapas aos estimadores de minimos quadrados condicionais e aos estimadores de
minimos quadrados condicionais pesados.

Sriram et al. (1991: p. 2233) afirmaram que €& possivel a extensao da aproximacao

sequencial para um estimador de m baseado s6 na observagao {X - }
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3. PROCESSOS AUTORREGRESSIVOS DE VALOR INTEIRO

3.1. DEFINIGOES E PROPRIEDADES

Os processos autorregressivos de valor inteiro, INAR, foram introduzidos na literatura com a
finalidade de serem usados para analisar e modelar séries temporais de valores discretos,
em particular, para analisar processos de dados de contagem dependentes, como por
exemplo, o numero de acidentes ou o numero de ocorréncias de doengas durante um
intervalo de tempo. Estes processos baseiam-se na operacdo “thinning” e sdo construidos
de modo a terem uma dada distribuicdo marginal discreta e uma estrutura de dependéncia
autorregressiva. Inicialmente, o modelo autorregressivo de valor inteiro de ordem 1,

INAR(1), X, =m#*X, _, +1, foi formulado por McKenzie (1985), que atribuiu a X,, a
distribuicdo geomeétrica. Mais tarde, foram usadas outras distribuigbes discretas para a
construgdo do modelo (por exemplo, Poisson, binomial, binomial negativa) e a dependéncia

de X, de variaveis aleatérias passadas foi alargada, o que levou a origem do modelo
autorregressivo de valor inteiro de ordem p, INAR(p), em que X, depende de p variaveis

aleatérias passadas. Posteriormente, Gauthier e Latour (1992) construiram processos
autorregressivos de valor inteiro generalizados, GINAR. Os processos INAR(1) e INAR(p)
sdo casos particulares dos processos GINAR(p). Nesta seccdo apresentam-se estes

processos e as suas propriedades por ordem cronolégica do seu aparecimento.

Para definir os processos autorregressivos de valor inteiro € necessario introduzir primeiro a
operacao “thinning” de Steutel e van Harn (1979).

Definigao (Operagéo “thinning”)

Seja X uma variavel inteira ndo negativa e seja { r,} uma sequéncia de variaveis aleatorias
de Bernoulli i.i.d. de parametro m, independente de X, verificando
P(K. =1)=1—P(Y, =0)=m, onde 0<m<1. A operagdo ‘“thinning”, representada pelo

simbolo ‘*’, é definida por

X
m*xX =YY, seX>0,

i=1
e (3.1)
m*X=0, se X=0.
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A operagédo ‘m* X' decompde a variavel inteira X numa soma de X componentes binarias

Y. i=1,.,X. Assim, m* X transforma X num numero inteiro situado no intervalo [O,X ] A
sequéncia {K }H’z,___ € conhecida por série de contagem de m* X . Condicionado por X,

m* X segue uma distribuicdo binomial de parametros X e m.

PROCESSO AUTORREGRESSIVO DE VALOR INTEIRO DE ORDEM 1, INAR(1)

O processo INAR(1), processo autorregressivo de valor inteiro de ordem 1, foi proposto por
Al-Osh e Alzaid em 1987 para modelar e gerar sequéncias de processos de contagens
dependentes.

Segundo Al-Osh e Alzaid (1987), o processo estocastico em tempo discreto {X : },:ML___

representa um INAR(1), se verifica a equacgao:

X =mrX, +1, (3.2)
onde:

< {X ,} s&o variaveis aleatorias inteiras nao negativas,

- ‘*’ simboliza a operagao “thinning” definida em (3.1),
- 0<m<1,

- {I,} € uma sequéncia de variaveis aleatérias inteiras ndo negativas e nao

correlacionadas de média A e de variancia finita »° .

Uma possivel interpretacdo do modelo (3.2) é: X, compde-se dos sobreviventes dos

elementos que estavam presentes no instante de tempo /-1, tendo cada elemento a

probabilidade de sobrevivéncia m, mais /, novos elementos que entram para o processo
no intervalo de tempo (t - l,t]; I, também se designa por termo de inovagéo.
Qualquer processo aleatdrio que verifique a equagao (3.2) € uma cadeia de Markov e {X ,} é

estacionario de segunda ordem se 0 <m <1.

O processo INAR(1) tem a propriedade de a distribuicdo de X, ser unicamente determinada

pela distribuigdo de /,. X, segue uma distribuigdo de Poisson, se e s6 se I, segue uma

distribuicao de Poisson.

A seguir apresentam-se alguns resultados que foram obtidos por Silva e Oliveira (2000) para
o processo estacionario INAR(1) de Poisson.
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A média e os momentos de segunda ordem s&o dados por:
A

E(X:)=#=1_—

40)= E(x?)= A2 1=m)

(t—m)

uls)= E(X,X,,,)=mE(X X,, )+ Au=mu(s — 1)+ Au, s>0.

Os cumulantes de primeira e de segunda ordem sio da forma:

cum(x,)ﬂ(x,):ﬂ:ﬁ
C,(0)= B(x?)-[EC)F =var(x,)= -2
C,6)= B, - B X, - B, = B, )= 2 = mCyfs=1)=mC,(0). >0

Daqui conclui-se que, para qualquer inteiro k£ ndo negativo, a fungdo autocovariancia para o
“lag” k tem a expressao

y(k)=Cov(X, ., X,)=C, (k)= m"¥(0).

A funcédo autocorrelacao fica definida por

p(k):%g%zmk ou p(k):%%%zm".

Esta equagao mostra que ,o(k) decresce exponencialmente com o “lag” k e que p(k) tem a

mesma forma da equacado de Yule-Walker do processo AR(1). A diferenca & que, no modelo

INAR(1), a funcao autocorrelacao p(k) € sempre positiva.

A funcao densidade espectral &€ dada por:

f(w)=$§7(k)e""’*= Am+1) —m<wo<r.

271'(1 —2mcos@ + mz)

Estes ultimos resultados revelam que as propriedades de segunda ordem deste processo

sdo analogas as propriedades de um processo AR(1).

PROCESSO AUTORREGRESSIVO DE VALOR INTEIRO DE ORDEM P, INAR(p)
O processo INAR(p) {X 3 } definido por Du e Li (1991), € uma extensao do processo INAR(1)

e formula-se:
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(3.3)

t?

4
X, =Y m*X_+1 =m*X_+-+m,*X_ +I

i=1

onde:

{X,} sao variaveis aleatorias inteiras ndo negativas,

- ‘*’ simboliza a operagdo “thinning” definida em (3.1),

- M€ [0,1] parai=1,..p,

= {I,} € uma sequéncia de variaveis aleatorias inteiras ndo negativas i.i.d. de uma
distribuicdo discreta,

- todas as séries de contagem de m, * X,_,, i =1,...,p, sdo0 mutuamente independentes e

=i

independentes de {I ; } ;

Du e Li (1991) mostraram com o seguinte teorema, em que condi¢cdes existe uma solucao

estacionaria de (3.3).

Teorema 3.1:

Seja {II} uma sequéncia de variaveis aleatdrias inteiras ndo negativas com E(I, ) = A
Var(1,)=b* e m, €[0,1] (i =1,...,p). Se as raizes de

x? —mx" - —-m, x-m,=0
estéo dentro do circulo unitario, entdo existe uma Unica série aleatéria estacionaria {X ,} de

valores inteiros ndo negativos, que satisfaz

X, =m=*X,, et m *X,_p'”,

Cov(X,,1,)=0 (s<t).

O modelo (3.3) também pode ser definido na forma de espaco de estados, que facilita
depois a representagdo e os calculos dos momentos. Para isso utiliza-se a operagdo

“thinning” vectorial. Seja 4 uma matriz pxp com entradas a,, que verificam 0<a, <1.

Entdo, a operacdo “thinning” vectorial aplicada ao vector aleatério de valores inteiros

X= (X L yéaeg 2. p)r , denotada por 4 * X , ou escrita de forma extensa:

X, a”*Xl+---+alp*Xp
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resulta num vector de valores inteiros em que a expressdo da i-ésima componente € dada

por:

(3.4)

(A*)?), =(§ag*xj}.

Em (3.4) assume-se que todas as séries de contagens de todas as expressdes g, * X |,

ij=1,...,p, sdo independentes.
O modelo (3.3), escrito na forma de espaco de estados, usando a operagdo “thinning”

vectorial, fica entdo com o seguinte aspecto:

X =A*X, _ +CI,

X, = HX, (3.5)
onde X, =(X,, X, ;... X, . ), 4 & uma matriz de dimens&o pxp da forma
m.om, - m,, m,
1 0 0 0
4= 0 1 0 0| (3.6)
o o - 1 0

C=0 0 0 e H=(1 0 0) séo vectores com p elementos.

Escrevendo a primeira equagao de (3.5) de forma extensa, obtém-se:

X, (m, m, m_, m) (X,) (1
X, I 0 0 0 X, 0
: 0 1 0 0 Do+ =
X, pu 0 0 1 0 X, 0
m*X, +tm,* X, ,+1,
X:—l
Xl*p+1

A condicdo™ exigida por Du e Li (1991) para que o processo INAR(p), dado por (3.5), seja

estacionario, & que o raio espectral da matriz 4, designado por ,o(A), seja menor do que 1:

13 Ver Teorema 3.1.
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p(A)<1 , 0 que equivale a escrever. max{|x|: x & valor préprio da matriz A}<1. Assim, todas
as raizes x do polinémio caracteristico da matriz 4: x” -mx?"' —-—-m,_x-m, =0,

devem estar dentro do circulo unitario para que o processo seja estacionario.

Considere-se um processo INAR(p) estacionario {X ,} que verifica (3.5), onde {I,} € uma
sequéncia de variaveis aleatorias i.i.d., independente de {X ; } com distribuicdo de Poisson
de parametro A. Entao o valor esperado do processo é dado por:

E=E|X,)=(1-4)'Ca,
onde I representa a matriz identidade de dimensao pxp.

A forma escalar da ultima equagao tem a seguinte expressao:

=B, =—S—
I—Zm:

i=1

Du e Li (1991) chegaram a conclusao de que as estruturas de correlagdo do processo
INAR(p) s&o iguais as de um processo AR(p) e, assim, que o modelo INAR é semelhante ao
modelo AR ndo sé na forma, mas também no dominio estacionario e na estrutura de
correlacdo. Por essa razdo estes autores aplicaram a teoria e métodos de estimacao
desenvolvidos para o modelo AR ao modelo INAR.

PROCESSOS AUTORREGRESSIVOS DE VALOR INTEIRO GENERALIZADOS, GINAR

Mais tarde, foram construidos processos autorregressivos de valor inteiro generalizados,
modelos GINAR, que representam uma generalizagdo dos modelos INAR. A generalizagdo
resulta da substituicdo das variaveis aleatérias de Bernoulli da série de contagem em (3.1)
por outras variaveis aleatérias ndo negativas de valores inteiros i.i.d., obtendo-se, assim, a
operagao “thinning” generalizada, que ira ser representada pelo simbolo ‘o’ e que é definida

X
através de m, o X =) Y, onde m, = E(Yn"_l,,), 0<m, <0, k=1,..pem,#0.
j=]

Gauthier e Latour (1992) definiram o processo GINAR(p), processo autorregressivo de valor

inteiro generalizado de ordem p, da seguinte forma

Y Y+l nzp, (3.7)

ou, alternativamente, através da expressao autorregressiva

P
X, =Y moX, ,+I,=moX,  +..+m,0X, +I,,n=p, (3.8)

k=1

onde;
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E {In} sdo variaveis aleatérias inteiras i.i.d. com valores em N,

- {Yn"_ “} sdo sequéncias independentes de variaveis aleatorias i.id., de médias m, e

variancias o, , com valores em N e independentes de {In }

- aigualdade é valida em distribuigao.

Em particular, o processo GINAR(1), escreve-se da forma
er—l
Xn = ZY;—U +In’
i=l
ou, simplificando a notagao,
Koy
X, =) Y+, (3.9)
i=1

e usando a operacgao “thinning” generalizada,
X, =moX,  +1,.

Em 1994, Gauthier e Latour (1994) definiram o processo GINAR(p) de um modo diferente. O
P

indice #, sujeito & condigdo n> p, é substituido por re Z, isto &, X, =) m, o X, , +1,,
k=1

onde teZ, e as constantes {mk}keh,...,p} sdo tais que Vke{l,2,..., p—l}, m, €[0.1),

P
m, e(O,l) e ka <1. As séries de contagem {K(*)}feu associadas a m, o X, ,, para
k=1

k=1,...,p, séo independentes entre si e independentes de /,, tém média finita m, e variancia

finita af . Os mesmos autores mostraram que a média deste processo & dada por

7 g IO N

P
1-—
=1

I

m;

A seguir, explica-se o que Latour (1998) entende por existéncia de um processo GINAR(p).

Considere-se um processo estacionario de valores inteiros {X ; },EZ. O processo {X ; },ez é
um processo GINAR(p), se e s6 se existem uma sequéncia {I, }tez de variaveis aleatorias

inteiras ndo negativas i.i.d. de média A >0 e variancia * >0 e p operadores de Steutel e

van Harn generalizados m, o , j=1,...,p, que satisfazem
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p
X, =)moX_ +I, VieZ. (3.10)
J=1

Latour (1998) formulou um critério que garante a existéncia de um processo GINAR(p)

causal estacionario:

Proposigdo 3.1:
P

Dados p operadores de Steutel e van Harn generalizados ‘'m, o’ , i=1,...,p, tal que Zm, <)
i=1

€ uma sequéncia {I, };ez de variaveis aleatérias inteiras ndo negativas i.i.d., entdo existe um

processo estacionario {X ; }rez de valores inteiros ndo negativos:

p
X, =YmoX_+1I teZ

i=1

e Cov(X,.1,)=E(x.1)-E(x,)E(1,)=0, s<t.

Latour observou que na literatura até 1998 nao se afirma que o processo GINAR (e assim
também o processo INAR) é um processo AR; Du e Li (1991), por exemplo, escreveram que
o processo INAR(p) € semelhante ao processo AR(p). Latour (1998) demonstrou o seguinte

corolario que garante que o processo GINAR(p) tem uma representacdo de um processo
AR(p).

Corolario 3.1:

Seja {X , },Ez um processo GINAR(p) que verifica (3.10). Entdo {X A }teZ € um processo AR(p)

que pode ser escrito da forma

P
onde 1¢,{., & um processo de ruido branco de variancia b} =u> o} +b> e o} & a
i=1

variancia da série de contagem envolvida no i-ésimo operador de Steutel e van Harn,

=l
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3.2. ESTIMAGCAO DOS PARAMETROS DOS PROCESSOS
AUTORREGRESSIVOS DE VALOR INTEIRO GENERALIZADOS E NAO
GENERALIZADOS

Nesta seccdo apresentam-se os métodos de estimagdo propostos na literatura e as
propriedades dos estimadores para os parametros dos processos GINAR(p), INAR(p) e
INAR(1).

Latour (1998) e Gauthier e Latour (1994) propuseram dois métodos para estimar os
parametros do processo GINAR(p): o método de estimacado de Yule-Walker e o método de
minimos quadrados condicionais, que foi desenvolvido por Klimko e Nelson (1978).

Para a estimacdo dos parametros do processo INAR(p) e, em particular, do processo
INAR(1) sao conhecidas duas abordagens: a estimagao no dominio do tempo e a estimagéo
no dominio da frequéncia. Al-Osh e Alzaid (1987) apresentaram alguns métodos de

estimagado no dominio do tempo para o processo INAR(1), supondo que {I,} segue uma
distribuicdo de Poisson de parametro A: método de estimagéo de Yule-Walker, método de
minimos quadrados condicionais e método de maxima verosimilhanga condicional. Estes
autores observaram que o problema da estimagdo para o processo INAR(1) é mais
complicado do que o problema da estimagéo para o processo AR(1) porque a distribuicdo

condicional de X, dado X, , no processo INAR(1) € uma convolugdo da distribuicio de

{I.} e da distribuigao binomial de parametro de escala m e de parametro de indice X,_,.

Silva e Oliveira (2000) ocuparam-se com o problema da estimagdo no dominio da
frequéncia, usando o critério de Whittle.

Para os modelos INAR(p), Du e Li (1991) propuseram o método de Yule-Walker e o método
de minimos quadrados condicionais de Klimko e Nelson (1978). Franke e Subba Rao (1995)

aplicaram o método de maxima verosimilhancga condicional aos processos INAR(p).

3.2.1. ESTIMAGAO NO DOMINIO DO TEMPO

3.2.1.1. METODO DE YULE-WALKER

Considere-se a amostra {X ok = 1,...,n} de observacgdes do processo GINAR(p) definido em

(3.10). Seja X =lZX, a média amostral deste processo e defina-se por
noo
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1 o
—Z(X =X XXHk ) a funcdo autocovariancia amostral para o “lag” k, e por
L

n—k

g a (¥ ¥l ,~X)
p, =L =5 , a fungdo autocorrelagdo amostral para o “lag” k.

Yo i(X, ~XT

=1

Atendendo aos comentarios de Hall e Heyde (1980: p. 194), Latour afirmou que, para X fixo,

7, converge quase certamente para y(k), a fung¢io autocovariancia do processo, k=1,....K,
e X converge quase certamente para E(X ,)= U, k=1,...K. E, assim, também se tem que

P, converge quase certamente para p,, a fungdo autocorrelagéo do processo, &=1,...,K.

Latour (1998) demonstrou que o processo GINAR(p) é um processo AR(p). As equagdes de
Yule-Walker para as autocovariancias do processo GINAR(p) sdo idénticas as equacdes de
Yule-Walker para as autocovariancias do processo AR(p), que podem ser escritas da forma

P(K)= S mpl)+b? k=0

i=]

e (3.11)
}/(k)zZme(k—i) i 1 568 B,

onde bf € a varidncia do processo de ruido branco que aparece na representacdo do

processo GINAR(p) como processo AR(p) (ver Corolario 3.1). Estas equacbes de Yule-

Walker podem ser vistas como ligagées entre os parametros m, e as autocovariancias do
modelo. Dadas as autocovariancias, € possivel encontrar estimadores para os parametros
m,, i=1,...p, € b’. Os estimadores de Yule-Walker 7, sdo obtidos a partir das equagdes

(3.11) escritas da forma
P
DM ==0y,b], (3.12)
para k=0,...,p, onde m, =—1 e 50,,5 & o simbolo delta de Kronecker, que vale 1, se ~=0e 0

se k20 . b’ & um estimador para a variancia que se encontra no Corolario 3.1. Dividindo as

autocovariancias das equagdes (3.12), para k=l,...,p, por 7,, entdo o novo sistema de

equagdes pode ser representado de uma forma compacta:

~

=p, (3.13)

3

I
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onde leﬁwl ; ﬁ’z=(ﬁ1],...,rfzp)7 e 5=([)],...,;3p}r. Para j=1,...,p, os estimadores

pxp
sao fungdes lineares de p, , k=1,...p, e bf € uma fungéo linear de y,, #=1,...,p. Dai deduz-
se que m ; converge quase certamente para m, =L..p e bj converge quase certamente

para bf. Latour (1998) mostrou assim, que os estimadores obtidos pelo método de Yule-

Walker sao fortemente consistentes.
Du e Li (1991) aplicaram o método de Yule-Walker ao processo INAR(p) definido em (3.3) e,
para além dos resultados encontrados para o processo GINAR(p), apresentaram ainda um

estimador para 4 = E (I,) dado por

~

A=(=ry—cmm ¥ (3.14)

e um estimador para b* = Var(1,), que pode ser calculado com a ajuda da férmula

el $07),

R—= P —pn

. . . = L &
onde /, =X, -mX,,-..-m,X, el = ZL :
n_pr=p+]

Estes autores indicaram que se pode provar a consisténcia forte de A e b*, usando a

consisténcia forte de p, .

O estimador de Yule-Walker para o parametro m do processo INAR(1), definido em (3.2),
que & obtido substituindo na equagao (3.12) k por 1 e p por 1 e resolvendo a nova equacio

em ordem a m , exprime-se por:

n—1

(x, -X)x,, -X)

i(X, _f)z

1=0

=0

m=

Foi suposto que {I,} segue uma distribuicdo de Poisson de parametro A; entdo, um

estimador para a média A , pode ser obtido através de

n

PR . T
A==—2 1.,
n e
onde f, = X, —mX,_, é calculado para r=1,...,n. Note-se que esta expresséo para 1é igual

a expressao (3.14) obtida por Du e Li, em que p=1: A= (1 - rﬁ)f i
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Park e Oh (1997) demonstraram que os estimadores de Yule-Walker 1 e & (ji=X) do

processo INAR(1) tém distribuicdo assimptoticamente normal:

a2

onde W é& uma matriz simétrica dada por

i Ul L S

A

Observa-se que m e 4 s&o assimptoticamente independentes.

A

Ja se sabe que os estimadores de Yule-Walker ,,...,m,, A e b’ para os parametros do

p 1
processo INAR(p) sdo fortemente consistentes. Como o processo INAR(1) € um modelo

particular do processo INAR(p) em que p=1, entao, transferindo essas propriedades para os

parametros do processo INAR(1), tem-se: i, A= (l—rfz).)? e b :L1 (f, —fn)z onde
n—=1,

o B = %Zf, , sdo estimadores fortemente consistentes.
n—1,,

3.2.1.2. METODO DE MIiNIMOS QUADRADOS CONDICIONAIS

O método de minimos quadrados condicionais utilizado por Gauthier e Latour (1994), por Du
e Li (1991) e por Al-Osh e Alzaid (1987) foi desenvolvido por Klimko e Nelson (1978) e
baseia-se na minimizacdo da soma dos quadrados dos desvios a volta da esperanga
condicional.

t

Sejam F, =F(X1,.--,X,), uma o -algebra gerada por X,....JX,, ﬁ:(ml,...,mp,i)T e

g(,é, FH)z E(X, |}7;,1)=/'L+m1)(H Foatbm, X onde ~p. O estimador de minimos

=p?
quadrados condicionais £ de f obtém-se minimizando

0(p)- $fr. -l ) - 3 (x.-Fmr 4]

t=p+1 t=p+l
Assim, os estimadores de minimos quadrados condicionais para A e m,, i=l,..p,

encontram-se resolvendo as equacbes



56

=0, i=l,...p,
om, 4
aQn — 0
04

Gauthier e Latour (1994) mostraram que os estimadores de minimos quadrados

condicionais 7, ,...,m, € A s&o estimadores fortemente convergentes para os parametros

my,....m,

e A do processo GINAR(p), se #(0)>0 e se i|¢k(hl<oo, onde
h=0

p P
y(O)zyZaf+Zm,y(i)+b2 é a variancia de X, y(k)=2m,.y(k—i), k>0, e

it
i=1 i=1 i=l

Py (h) = COV( 9. I TS GRS )
Para os parametros do processo INAR(p), Du e Li (1991) provaram que , ,..., 1, € A s@o
fortemente convergentes.

Na seguinte proposi¢ao de Latour (1998) é estabelecido em que condigbes os estimadores

de minimos quadrados condicionais para os parametros m,, j=l,..p e 1 séo

assimptoticamente normais.

Proposigdo 3.2:

3

Sejam {Xr,tzl,...,N} observagbes do processo GINAR(p), tal que E(I,)<oo e

A

Ekl’,""’]))}<oo, 1<i<p, 1<j, t<w. Seja ﬁ:(ml,...,mp,l)r e designe-se por 8 o

estimador de minimos quadrados condicionais de £ . Entéo

onde

emque [, = {y(z'— j)}lg jep © Tp - (1,...,1)7‘, e os elementos da matriz ¥ sao
:

p vezes

2 o
X, X, 4B, 1<i,j< p+l.

p=itl“ p—j+41°" p—k+1

E 2
W, =20 E(X
k=1



57

Du e Li (1991) mostraram que os estimadores de minimos quadrados condicionais

7y s, € 1’ podem ser escritos da forma
xW (3.15)

=5, (3.16)

onde ‘erj) :L in—j J }‘;l:—j = 1 i(Xt—j _Yij)XXr—k _Yr?())’ /A);—j :%‘

De (3.13), (3.14), (3.15) e (3.16) é facil de ver que, para n grande, as diferencas .
p —p e XY _X vao estar préximas de zero, isso implica que " vai estar proximo de i
e ﬂ: de 4. Daqui deduz-se que, para amostras grandes, os estimadores de Yule-Walker
para ﬁ%:(m,,...,mp)T e A sao semelhantes aos estimadores de minimos quadrados
condicionais.

Al-Osh e Alzaid (1987) calcularam os estimadores de minimos quadrados condicionais para

os parametros m e A do processo INAR(1). Derivando Z(X ,—mX,,—A) emordemam
=2

e A, igualando as derivadas a zero e resolvendo em ordem am e A, obtém-se:
n 1 n n
ZXIXI—I __[ZszXr—lJ
t=1 A= t=1
B n 1 n 2
ZX:z-l —_(ZX:—IJ
=1 LAE]

n¥*

t=1
R n 2
nZXrZ—I _(ZXII)
=1 t=1

Al-Osh e Alzaid concluiram que estes estimadores sio fortemente consistentes. E se

n n iX:iXtal—in—liXtXr—l
* ( ~ X:—lj _ =l 1=1 =1
t |

E(j],|3)< «, esta condigdo é verificada para a distribuicdo de Poisson, entdo (p&',i‘) sdo0

assimptoticamente normalmente distribuidos e a distribuicdo assimptética pode ser obtida a
partir do resultado da Proposigao 3.2.
Park e Oh (1997) encontraram a distribuicado assimptética conjunta dos estimadores de

minimos quadrados condicionais m e [f do processo INAR(1), sendo
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e RN

o estimador de minimos quadrados condicionais para g = E (X . ) = % :
-m
LK)t
H H

onde

m{l—m rfi—s7] . 21+m)

e I =
( A

3.2.1.3. METODO DE MAXIMA VEROSIMILHANGA CONDICIONAL

Franke e Subba Rao (1995) escreveram os processos INAR(p), estudados por Du e Li
(1991), como processos INAR(1) p-variados e aplicaram a teoria de Billingsley (1961) aos
estimadores de maxima verosimilhanga condicional dos parametros destes processos, que

verificam a propriedade de Markov.

Franke e Subba Rao definram o processo INAR(1) p-variado, uma série temporal

—

. oo} com valores em NP, da forma
X, =A*X _ +1, (3.17)
onde 4 € uma matriz de dimensdo pxp com entradas 0<a,; <1 (ij=l....,p), fr sdo

variaveis aleatdrias i.i.d. com valores em NPy —w <f <o, e ‘*’ é a operagdo “thinning”

vectorial.
Os mesmos autores demonstraram o seguinte teorema que pode ser usado para verificar se
um processo INAR(1) multivariado é estacionario.

Teorema 3.2:

Seja {)? f}, verificando (3.17), uma cadeia de Markov irredutivel, aperiédica em N°;,. Se

E”f, H <o e se o maior valor préprio da matriz A for menor do que 1, entdo existe um

processo INAR(1) p-variado estritamente estacionario que verifica a equagao (3.17).
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Considere-se o processo INAR(p), definido em (3.3), mas com a diferenga de m, (0,1) em

vez de m, [0,1] , para i=1,....p, e represente-se por & o parametro do qual depende a

distribuicio da inovagdo {I,}. A partir de uma amostra finita X =(X,...,X,) do processo

encontra-se o estimador de maxima verosimilhanga condicional (X, é dado)

ey

ﬂ=(ﬁ11,...,rizp,é) para ﬂ=(m,,...,mp,9), maximizando o logaritmo da fungdo de

verosimilhanga condicional

L(%.81X,)=Ylog B, (X, | X...)
1=1

Para que os resultados de Billingsley (1961) para estimadores dos parametros de processos
de Markov também sejam validos para os estimadores dos parametros do processo
INAR(p), € necessario que o processo verifique a condigdo de estacionaridade do Teorema
3.2 e outras seis condigdes de regularidade’. Franke e Subba Rao provaram que, sob

essas condigdes, o estimador de maxima verosimilhangca condicional g = (n’z],...,rﬁp,e) é

assimptoticamente normal:
Jn(B - p)—> N0,z () (3.18)

onde % ([)’) € a inversa da matriz de informagao de Fisher E(ﬂ)z(orw (ﬂ))

uv=1,.,p+l

entradas dadas por aw(ﬁ) E[JlogP ( |X )—logP ( | X )] uyv=1,...pt+1.

u

Al-Osh e Alzaid (1987) aplicaram o método de maxima verosimilhanga condicional e nao
condicional ao processo INAR(1).
A fungao de verosimilhanga associada a uma amostra de (n+1) observagdes do processo

INAR(1) escreve-se da forma
L(X,m,A)= [1;[ r(x, )J—[i/—(lX_:—)]oexp[— A/(L-m)), (3.19)

min(X,_,,X,) A X,

onde  R(X)=ewpl-2) 3.

X= (X — n). Considerando os estimadores de maxima verosimilhanca condicional de m

X,
( ] “(-m)™~", para l,.n e

e A quando X, € dado, a funcdo de verosimilhanca condicional calcula-se assim:

' Ver Franke e Subba Rao (1995: p. 8).
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L(Z,malx,)=T]Ex)

Usando o método que Sprott (1983) descreveu para maximizar L()? JmA| X 0) em ordem a
me A, quando R(X ) € independente de ¢ (parametro do indice das observagdes), entao

obtém-se as seguintes expressdes para as derivadas do logaritmo da fungdo de
verosimilhanca condicional em ordem a A e m:

5, =5 80) S x, )y x)-n= 3 H)-n

=1 =1

S = z":alo%m = Z [(x, —mx, ) 2H ()} m(1 - m).

t=1 t=1
n n
Igualando as duas expressdes a zero tem-se: ZX L= mZX ., +nA . Resolvendo esta
t=1 =1
equacdo em ordem a m (A4) e substituindo em S, (S, ), encontra-se um estimador de
maxima verosimilhanga condicional para A (m).

Os estimadores de maxima verosimilhang¢a nao condicional obtém-se a partir da fungao de

verosimilhanga (3.19). Derivando o logaritmo dessa fungdo em ordem a A e m, encontra-se:

X
ngalg}ng=S,‘+T°—lL (3.20)
- m
e
go=2l8L o 1y _ 4| (3.21)
= om " gl T T

Os estimadores de maxima verosimilhanca obtém-se igualando Sg =0 e Sf, =0; daqui

=SS f[ei2h)

e usando esta equacao para eliminar 4 em (3.21) ou, resolvendo a equagdo em ordem a m,

resulta que

para eliminar m em (3.20). Analisando estas trés ultimas equagdes, observa-se que o0s
estimadores de maxima verosimilhanga ndo condicional nao sdo tao simples de calcular

como os estimadores de maxima verosimilhancga condicional.
Ja foi visto que os estimadores de maxima verosimilhanga condicional m,.....m, e 8 (0 &

um parametro do qual depende a distribuicido da inovacao) para os parametros do processo
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INAR(p) sd@o assimptoticamente normais, se forem verificadas sete condigées'. Assim
conclui-se que, se o processo INAR(1) verificar essas sete condigbes, entdo os estimadores

med, [)’ = (rf:,é), sdo assimptoticamente normais com distribuigdo assimptética dada por

(3.18), em que p=1.

3.2.2. ESTIMACAO NO DOMINIO DA FREQUENCIA-CRITERIO DE WHITTLE

Whittle (1953) propdés um método de estimagdo para processos Gaussianos em que a
verosimilhanga do processo é representada através das suas propriedades espectrais. Para
processos Gaussianos, maximizar o logaritmo da fungido de verosimilhanca é

assimptoticamente equivalente a minimizar o critério de Whittle que é dado por

L6)= ﬁj{log flo,6)+ ﬁ%}m , (3.22)

onde f (coé) representa a funcdo de densidade espectral ndo normalizada do processo,

$x o

t=1

2

I,(w) & o periodograma dado por I,(w)= (2m)" e 6 contém os parametros

que se pretendem estimar; no caso dos processos INAR(p) tem-se ] m(m,,...,mp,/l).

Whittle (1954) e Walker (1964) mostraram que o estimador de Whittle (5 , que é obtido
minimizando (3.22), é fracamente consistente e tem distribuicdo assimptoticamente normal.
Chandler (1995) mostrou que o critério de Whittle também pode ser usado para estimar os
parametros de uma série ndo Gaussiana. Rice (1979) provou que, nesse caso, 0S

estimadores também s&o consistentes e assimptoticamente normais, mas €& dificil obter
resultados assimptéticos, porque a variancia assimptética de (9—9“), 6" contém os

verdadeiros valores dos parametros, depende do triespectro, o espectro de quarta ordem.

A minimizagao do critério de Whittle é conseguida substituindo I:,, (é ) em (3.22) por

n f n/2] r .
In(9)= L j/—] {logf(a)jﬂ)-% %}} ,

B A condigdo do Teorema 3.2 e seis condigbes de regularidade (v. n. 14).
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onde f (a) j,é) é a funcdo de densidade espectral no ponto de frequéncia o, =27nj/n,
1, (a; j) € a ordenada do periodograma no mesmo ponto de frequéncia e [n/ 2] =nf2,sené

par, e [#/2]=(n-1)/2, se n é impar.

3.3. COMPARAGAO DOS METODOS DE ESTIMACAO

Gauthier e Latour (1994) e Latour (1998) aplicaram o método de Yule-Walker e o0 método de
minimos quadrados condicionais ao processo GINAR(p) para encontrar estimadores para os

parametros m,.....m, € A.Os estimadores de Yule-Walker m,,..,m,, X, p,, 7, e b s&o

fortemente consistentes. Para que os estimadores de minimos quadrados condicionais
sejam fortemente consistentes sdo necessarias duas condigdes: 1) y(0)> 0 e 2
Y |p. (%) < 0. Sabendo que E(I} )< e E {(Y,(“ ¥ }< o, entdo os estimadores de minimos
h=0

quadrados condicionais sdo assimptoticamente normais. A distribuicdo assimptética dos
estimadores de Yule-Walker nao foi apresentada pelos autores Latour e Gauthier. Destes
dois métodos é preferivel o método de minimos quadrados condicionais, apesar de serem
necessarias algumas condigées para que se verifiquem as propriedades assimptéticas,
porque permite a construgao de intervalos de confianga assimptéticos para os parametros
my,...m, € A.

Dos trés métodos estudados para o processo INAR(p), 0 método de minimos quadrados
condicionais oferece melhores resultados assimptéticos do que o método de Yule-Walker e

do que o método de maxima verosimilhanca condicional. Os estimadores de minimos
quadrados condicionais /f,' e ﬁzl' ,...,n”z;, sdo fortemente consistentes e, se E(If)<oo, estes
estimadores sao assimptoticamente normais. Para que os estimadores de maxima
verosimilhanga m,,...,m , € 0 sejam assimptoticamente normais & preciso que se verifiquem
sete condicbes ja referidas. Franke e Subba Rao (1995) nao escreveram se estes
estimadores s&o consistentes. Dos estimadores m,,..., 7 - ie 152, obtidos pelo método de

Yule-Walker, s6 se sabe que eles sdo fortemente consistentes. Assim como Gauthier e
Latour (1994) e Latour (1998) ndo apresentaram a distribuicdo no limite dos estimadores de
Yule-Walker, Du e Li (1991) também a ndo apresentaram. Viu-se que para amostras

A

grandes, os estimadores de Yule-Walker ﬁz,,...,rizp e A sédo muito semelhantes aos

estimadores de minimos quadrados condicionais. Franke e Subba Rao n&do apresentaram a
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forma explicita dos estimadores de maxima verosimilhanga condicional, mas, analisando o
método como sdo encontrados estes estimadores, pode-se concluir que € muito mais
complicado e trabalhoso calcular estes estimadores do que calcular os estimadores de Yule-
Walker e do que calcular os estimadores de minimos quadrados condicionais.

O modelo INAR(1) € o mais simples, que contém menos parametros, entre os modelos do
grupo dos processos autorregressivos de valor inteiro. Por isso apareceram na literatura
mais estudos sobre a estimagdo dos parametros deste modelo do que sobre a estimagéo

dos parametros dos modelos INAR(p) e GINAR(p). Os estimadores obtidos pelo método de
Yule-Walker m , i e I;Z sdo fortemente consistentes e os estimadores m e 4 tém
distribuicdo assimptética normal e sdo assimptoticamente independentes. Comparando
estes dois estimadores com os estimadores ' e [, obtidos pelo método de minimos
quadrados condicionais, que também sdo assimptoticamente normais, pode observar-se
que a distribuigdo, no limite, dos estimadores para m, obtidos pelos dois métodos, € igual;

isto confirma o resultado de Du e Li de os estimadores de Yule-Walker e os estimadores de

minimos quadrados condicionais para m e A serem semelhantes para amostras grandes;
mas da comparagao das variancias assimptéticas de (j}— ,u) e (ﬁ' - y), conclui-se que o

estimador de Yule-Walker j1 = X , a média amostral, é assimptoticamente mais eficiente do

gue o estimador de minimos quadrados condicionais. Também se sabe que os estimadores

Sl . . . ~* i~ = .
de minimos quadrados condicionais m e A sdo fortemente consistentes e, se

EOIl ’3) <o, entdo (rf: ,ﬁ.’) tém distribuicdo assimptética normal.

Supondo que {I,} segue uma distribuicdo de Poisson de parametro A, entdo os

estimadores de méaxima verosimilhanga condicional m e A s&o assimptoticamente normais

se forem verificadas as ja referidas sete condigbes. A propriedade de consisténcia nao foi

estudada para estes estimadores. Os estimadores de Whittle m e A s6 sdo fracamente
consistentes. A distribuicdo assimptética destes estimadores &€ normal, mas é dificil calcular
a variancia assimptética, porque ela depende do espectro de quarta ordem. Isso torna dificil
a comparagdo da eficiéncia destes estimadores com a eficiéncia dos estimadores obtidos
pelos outros métodos. O mesmo acontece com os estimadores de maxima verosimilhanca
condicional: a variancia assimptoética desses estimadores é calculada com a ajuda da matriz
de informacdo de Fisher, que é dificil de obter. As expressdes dos estimadores de Yule-
Walker e dos estimadores de minimos quadrados condicionais sdo mais simples do que as

expressdes dos estimadores dos outros métodos.



O estudo de Silva e Oliveira (2000), que aplicaram o critério de Whittle para estimar os
parametros m e A (§=(m,i)) do processo INAR(1) de Poisson e compararam os

resultados e as propriedades ndo assimptéticas dos estimadores de Whittle com os
resultados e as propriedades dos estimadores de maxima verosimilhanga condicional, indica
que as propriedades nao assimptéticas (viés, erro quadratico médio, curtose, assimetria)
dos estimadores de maxima verosimilhanga condicional sdo muito parecidas com as
propriedades dos estimadores de Whittle; isto acontece porque o método de Whittle também
parte da funcdo de verosimilhanca do processo, mas com a diferenga de ser representada
através das propriedades espectrais. O método de estimagao de Whittle & mais vantajoso do
que o método de maxima verosimilhanga condicional, porque € mais simples e mais rapido
ao efectuar os calculos.

O estudo feito por Alzaid e Al-Osh (1987), em que sdo comparadas as propriedades nio
assimptdticas dos estimadores de Yule-Walker, dos estimadores de minimos quadrados
condicionais e dos estimadores de maxima verosimilhanca condicional, revela que o método
de maxima verosimilhanga condicional, apesar de ser o método mais trabalhoso de todos,
oferece melhores resultados nao assimptoticos. O pior destes trés métodos, no sentido de
se atingirem viés e erros quadratico médios mais altos, € o método de Yule-Walker.

Destas ultimas consideragoes conclui-se que para estimar os parametros m e A do
processo INAR(1), o método de maxima verosimilhanga condicional € o método de
estimacdo de Whittle, sendo mais simples e mais rapido efectuar os calculos deste Ultimo
método, levam a melhores propriedades ndo assimptéticas do que o método de Yule-Walker
e do que o método de minimos quadrados condicionais. E 0 método que apresenta os
piores resultados nao assimptéticos é o método de Yule-Walker.

Analisando as propriedades assimptéticas, parece que as conclusdes estdo em contradigao
com as conclusdes tiradas dos resultados ndo assimptéticos, porque os estimadores de
Whittle s6 sdo fracamente consistentes e ndo se sabe se os estimadores de maxima
verosimilhanga condicional sdo consistentes, enquanto que os estimadores obtidos pelos
outros métodos sdo todos fortemente consistentes. A normalidade assimptoética dos
estimadores de maxima verosimilhanca condicional ndo se verifica tdo facilmente como a
normalidade assimptoética dos estimadores de minimos quadrados condicionais: no método
de maxima verosimilhanga condicional é preciso que se verifiquem sete condigbes, no
método de minimos quadrados condicionais s6 € necessaria uma condigdo. Quanto a

eficiéncia assimptética dos estimadores sé se pode dizer que o estimador de Yule-Walker
m e o estimador de minimos quadrados condicionais 7  sdo igualmente eficientes e,
considerando os estimadores para y, viu-se que X é mais eficiente do que /. Assim,

pode-se concluir que para estimar os parametros m e u, o método de Yule-Walker tem
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propriedades assimptoticas mais desejaveis do que o método de minimos quadrados
condicionais. E o método de minimos quadrados condicionais tem propriedades

assimptoticas mais acessiveis do que o método de maxima verosimilhanga condicional.
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4. RELACAO ENTRE O PROCESSO BGWI E O PROCESSO GINAR

Dion, Gauthier e Latour (1995) mostraram que os processos GINAR(p), p =1, podem ser

identificados como processos ramificados multivariados com imigragao, BGWI(p).
Se p=1, é facil de ver que o modelo GINAR(1) & igual ao modelo BGWI(1) e, como o0 modelo
INAR(1) para 1 >1 & um caso particular do modelo GINAR(1), conclui-se que 0 processo
INAR(1) também & um processo BGWI(1). A seguir, mostra-se que o processo GINAR(p),
pode ser visto como um processo BGWI(p). Escrevendo a expressdo (3.8) do modelo
GINAR(p) definido em (3.7):
X, =imko il Tl B e b, B B g
k=1

na forma de espaco de estados, obtém-se:

X'nzAOX'H+C'In, (4.1)

onde X, = (X,1 0 T )T , C=(10....,0)" e A representa a matriz (3.6):

mom, - m,, m,
1 0 0 0
A= 0 1 0 0
0 0 1 0

Efectuando calculos, a igualdade (4.1) também pode ser escrita de uma forma equivalente:

(X, X, 1 Xy i} =m0 X, 4ebm, 0 X, 41, Xy X, ) =
Xoq X"’ﬁ 3 Xy G

=[Z YL, et ) Y0 +I,,,X,,,,...,X,,p+lJ = Z(Y,}_U,I,O,..‘,Oy + (4.2)
i=1 k=1 i=1

S 12, 000,.0) 4t 5 (171 0,..01) + %(Y,{i,,,. 0,..0) +(1,.0....0)

!
i=1 i=1 i=1

Estabelecendo a forma dos vectores I, e ¥ ., da seguinte maneira:
1,=(1,0,...0)

)7""_1,‘. = (YL,:- ,0,...,0)T +e,,, parak=1,..p, onde ¢, = (611,...,5JP)T e &, representa o simbolo

delta de Kronecker, a igualdade (4.2) transforma-se na expressao:
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= Koy Xpa Lnp ” -
Xn = (Xn’Xnﬂlﬂ'“’Xn—pH)r = ZYnl—l,i + ZY:WI,J' S Zy;ﬁl,[ +In' (43)
i=1 i=] i=1

Definindo agora o vector Z, por Z, =(Z,(1)...Z,(p)f, onde as componentes sao
determinadas através da igualdade Z,,(j)=X w1 COM 1< j< p, obtéem-se a partir da
equacao (4.3):

i

2, = (2,0 2,0 = Xy Koy =

z,,(1) = z,,(2) s Zo(p) = I P Zp k)__ %
IR ATEID I ANEITEID IS 2D SED WS AN A

i=1 i=] i=] k=1 =1

que verifica a igualdade (2.7) da definicao do processo BGWI(p) para n> p—1. E, assim,

chega-se a conclusao, que & possivel identificar o processo {Z,,}

4=p1 ODtido a partir do
processo GINAR(p), como um processo BGWI(p) e X, =Zn(l). E sendo o processo

INAR(p) um caso particular do GINAR(p), entao esse processo também pode ser
identificado como um processo BGWI(p).

Estes ultimos resultados estdo resumidos na seguinte proposigdo de Dion, Gauthier e Latour
(1995).

Proposicdo 4.1: Dado um processo GINAR(p) {X,,}, definido em (3.7):

D Yi.+1,, o processo {Zn }nzp_l , definido por Z,(j)= X 1<j<p, éum

T ntl-jo

X, =

P Xak
k=1 i=]
processo BGWI(p) com vectores aleatérios de imigrag&o {f,, =(1, ,O,...,O)T} e com matriz M -

“offspring mean matrix” - dada por

m, 1 0
m, 0 :
M = .2 1
§ 1
m 0

com entradas m,, =E(Y" (_])) kj=1,...p, que podem ser encontradas com a ajuda da

n-11

formula E(F*, )= (m,.,0,...0) +e,., = (myyromyy

Lewis (1942) e Leslie (1945,1948) obtiveram os dois resultados seguintes, que relacionam

os valores préprios da matriz M - as raizes do polinémio caracteristico associado a M - com

os valores esperados das variaveis Y,,",L,, oo PR |
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Proposigao 4.2:

p
1. O polinémio caracteristico da matriz M é x” — ka}c“”r ={.
k=1

P p
2.Se p € o valor préprio maximo de M, entdo Y m, <1< p<le Y m 21 p21.
k=1 k=1

P
A condigao Zm,( <1 tem como consequéncia que todas as raizes do polinémio
k=1

caracteristico da matriz M estejam dentro do circulo unitario.

Dion, Gauthier e Latour (1995) provaram a seguinte proposicdo que indica em que

condigdes o processo BGWI(p) admite uma distribuicdo estacionaria no limite.

Proposicao 4.3:
Seja {Z,E’)} um processo BGWI(p) definido em (2.7), onde i significa que ZO =i. Suponha-se
que esse processo & nio singular e que E (fn )= A =(4,0,...,0)" #0 & finito. Se p <1, entdo

ZW_4 37 VieNP (Z é uma variavel aleatéria cuja distribuicio ndo depende de i) e

E(Z9) > E(Z)=[1 - M) 7. que é finito.

Dion, Gauthier e Latour usaram as ultimas proposi¢gées para determinar um critério para a
estacionaridade dos processos GINAR que € apresentado no seguinte teorema.

Teorema 4.1:

Seja {X . }m um processo GINAR(p) definido em (3.7) e seja

n

Z,=(x,.X, s X, . para n2p-1. Se fm,,d e 0<E(I)=A<o, ento
k=1

Z,—% 7 para qualquer distribuicio inicial de Z,,=(X,..X,] e

n

-1
E(Z,)- E(Z)=(u, .. s, ) , onde y,.=}{(l—limkj =1, p.
=1
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Assim, o processo GINAR(p) admite uma distribuicdo estacionaria Unica no limite, se
P Jd

D m, <1. Pela Proposigio 4.2, » m, <1 implica que as raizes x do polinémio
k=1 k=1

caracteristico ou valores préprios da matriz M estejam dentro do circulo unitario e essas sao

iguais as raizes do polinémio caracteristico da matriz 4 (3.6), porque, como uma matriz é a

transposta da outra, det(x/ — M )=det(xI — 4). Assim, esta condigdo de estacionaridade,
P

Zm,( <1, éigual a condicdo que Du e Li (1991) obtiveram para garantir a estacionaridade
k=1

dos processos INAR(p)'® e se p=1, igual & condigao'’ obtida por Al-Osh e Alzaid (1987).

Observa-se que o valor esperado E(Z ) para o qual converge o valor esperado do processo

BGWI(p)'® e do processo GINAR(p)", coincide com o valor esperado do processo

estacionario INAR(p)*°, porque [(I -M )'l}ri =(1-A)"' €4,

4.1. COMPARAGAO E APLICAGAO DE METODOS E RESULTADOS

Na seccao anterior viu-se que o processo GINAR(1) é equivalente a um processo BGWI(1).
A descendéncia e a imigragdo do processo BGWI(1) correspondem, respectivamente, a
série de contagem e a inovacdo do processo GINAR(1). O modelo INAR(1), anteriormente

apresentado, ¢ um modelo particular do processo BGWI(1), em que E(I,)=4,

Var(1,)=b> =4, E(Y,,,)=m e Var(y,

,,_L,.)= o’ = m(l - m). Para os processos ramificados
com imigragdo foram propostos métodos de estimagdo que se apoiam na amostra da

realizagdo do processo {X —1 ,,} e metodos que partem do principio de que, além das

observagbes da realizacdo do processo, também deve ser observavel o processo de
imigragao. Os métodos encontrados para os modelos GINAR(p), INAR(p) e INAR(1)
baseiam-se todos somente na observacdo de uma realizagdo do processo. Métodos, em
que os estimadores sao calculados utilizando também as inovagdes, ndo foram construidos.
Da andlise dos artigos sobre os processos INAR(1), INAR(p) e GINAR(p), parece concluir-se
que, nestes processos, a inovacao nao é observavel. Nenhum autor referiu a observagao ou

a possibilidade da observagdo da inovacao. O facto de as componentes da inovagdo serem

Erk pag. 48 seqg..

17 Cf. pag. 45.

' Ver Proposigéo 4.3.
19 Ver Teorema 4.1.
2 ©f. pag.49.
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observaveis ou ndo, depende do tipo de observagdes. Por exemplo, quando as observagoes
representam os numeros de héspedes num hotel em determinados instantes de tempo,
entdo, neste caso, & possivel observar as entradas de novos héspedes. Franke e Seligmann
(1993) aplicaram um modelo INAR(1) as contagens diarias de ataques epilépticos de um
paciente. Neste exemplo, a observacdo das inovagdes deve ser quase impossivel. Assim,
nos casos de as inovagbes nao serem observaveis ou de nao se conseguir observar as
inovacdes, s6 os métodos, os resultados e as propriedades do capitulo 2.2.1. - estimadores
baseados na comparacao do processo ramificado com imigragdo com o processo AR(1),
método de minimos quadrados condicionais e método de minimos quadrados condicionais
pesados - € que podem ser transferidos para os processos GINAR(1) e INAR(1). Quando
também se consegue observar as inovagoes dos processos GINAR(1) e INAR(1), além dos
métodos do capitulo 2.2.1., também podem ser aplicados os métodos do capitulo 2.2.2. -
método de maxima verosimilhanga, estimacdo sequencial, estimacdo de precisdo fixa e
estimacao sequencial de duas etapas.

A seguir comparam-se os meétodos, os resultados e as propriedades desses métodos (que
se apoiam sO6 na observagcdo de uma realizagdo do processo) encontrados para os
processos BGWI(1) e INAR(1).

O estudo dos métodos de estimagio para os parametros do processo INAR(1) foi feito,

supondo que a série de contagem segue uma distribuicdo de Bernoulli de parametro m,
E(Y,)=m e Var(Y,)=m(1-m), que a inovagdo segue uma distribuicio de Poisson de
parametro 4, E(I,)= A =Var(l,) e que o processo é estacionario. Neste caso, o parametro

m do processo, a média da série de contagem, sé admite valores no intervalo [0,1).

Os estimadores apresentados por Heyde e Seneta (1972) para os parametros do processo
BGWI(1) correspondem aos estimadores de Yule-Walker dos parametros do processo

INAR(1). O estimador da média da descendéncia®, D,, s6 difere do estimador para o

parametro do processo INAR(1), m (média da série de contagem), no denominador: a

variancia amostral de D, é calculada com n observagdes e a variancia amostral de 7, com
n+1 observagdes. Sabendo que C,=X—L2>u=A(1-m)' e D,—2>m, Heyde e
: A
Seneta encontraram um estimador consistente para 4: C,(1- D, )—P>ﬁ(l —m)=A4.
- m

Al-Osh e Alzaid (1987) seguiram um raciocinio diferente para encontrar um estimador para

A: A foi calculado como sendo a média amostral de /,, emque /, = X, —-mX .

2 ver pag. 17.
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Comparando os dois estimadores de A, observa-se que sao quase iguais; a diferenca esta

no numero de observagdes com que sao calculados os estimadores: no estimador A de Al-
Osh e Alzaid (1987), dois somatérios sdo calculados com n+1 observagdes, que é uma
consequéncia de a variancia amostral ja ter sido calculada com esse numero de
observagdes, e ndo com n observagdes, como no estimador C,(1-D,). Para amostras
muito grandes esta diferenca pode ser ignorada e, assim, pode afirmar-se que os

estimadores de Yule-Walker do processo INAR(1) séo iguais aos estimadores propostos por
Heyde e Seneta para o processo BGWI(1).

Heyde e Seneta mostraram que os estimadores C, =X, D, e C,(1-D,) para u, me A
sao consistentes e, se a distribuicdo da descendéncia, a distribuicdo da imigragédo e a
distribui¢do inicial tiverem momentos de terceira ordem finitos, entdo esses estimadores sao
fortemente consistentes; para os mesmos parametros dos processos GINAR(1) e INAR(1) a
consisténcia forte dos estimadores verifica-se automaticamente.

O caminho seguido por Heyde e Seneta (1972) e por Latour (1998) — que estudou os
estimadores de Yule-Walker para o processo GINAR(p) — para obter os estimadores foi 0
mesmo. O processo foi identificado como um processo AR e algumas férmulas conhecidas
para o processo AR(p), por exemplo, a férmula da funcdo autocorrelagdo, foram

aproveitadas para construir os estimadores.

Heyde e Seneta (1972) apresentaram as distribuicdes assimptéticas de C, = X e de D, .
As variancias assimptéticas de J;(Cn - y) e Jn (Dn & m) dependem dos parametros m e

o’ da distribuigdo da descendéncia e dos parametros A e b’ da distribuicio da imigragao.
A distribuicdo da descendéncia e a distribuicdo da imigragdo do processo BGWI(1) ndo
foram especificadas.

Park e Oh (1997) obtiveram a distribuigio assimptética conjunta de (i — 7 —m),
supondo que as variaveis da série de contagem seguem uma distribuicio de Bernoulli de
parametro m, E(Y,)=m e Var(Y,)=m(1-m), e que a inovagdo segue uma distribuigao de
Poisson de parametro A, E(I,)=A="Var(l,)

Considerando que a imigragdo do processo BGWI(1) segue também uma distribuicdo de

Poisson de parametro A e que a descendéncia segue uma distribuicdo de Bemnoulli de

parametro m, entdo as variancias assimptoéticas dos estimadores D, e C, devem ser iguais

as variancias assimptéticas dos estimadores de Yule-Walker m e p; isto significa que a
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2
variancia assimptética” de /n(D, —m)= 8? deve ser igual a® w,, = M +1-m*)e

/1(1+m).

(1—m)

Fazendo as substituicées o’ =m(l—m) e b> =1 nas férmulas para B’ e para a’,

que a variancia assimptética® de vn(C, — u)=a’ deve ser igual a® w,, =

verifica-se, depois de alguns célculos®, que S’ e a’ sdo iguais, respectivamente, as
variancias assimptéticas w,, e w,,.

As distribuigdes assimptéticas de C, e D, foram apresentadas por Heyde e Seneta de uma
forma geral, ndo especificando as distribuicbes da descendéncia e da imigracdo. As
expressdes a’ e ,82 podem ser aproveitadas para calcular as variancias assimptéticas dos

estimadores 1 e m para os parametros do processo GINAR(1), em que a série de

contagem segue uma distribuicdo de meédia E(K):m e de variancia Var(}’,.)zaz; a

distribuigo da inovago & caracterizada por E(I,)= 1 e Var(l,)=5b".
O método de minimos quadrados condicionais desenvolvido por Klimko e Nelson (1978) foi
aplicado por Al-Osh e Alzaid (1987) ao processo INAR(1) e, por Wei e Winnicki (1987) ao

processo BGWI(1). As expressdes dos estimadores 7" e by para os parametros me A do
processo INAR(1) sdo iguais as expressbes dos estimadores dos parametros
correspondentes do processo BGWI(1). Para m<1 todos os estimadores sdo fortemente

consistentes.

A variancia assimptética” de J;(rh'—m) calculada por Park e Oh (1997) -

m(l—m)2
A

por Wei e Winnicki (1987), se se considerar, como no método de Yule-Walker, que

+ (1 - mz) - devera ser igual a variancia assimptética Z,, do Teorema 2.7 obtida

o =Var(Yn_,,,.)=m(1 —m) e b? =Var(I,)= 1. Substituindo estas Ultimas expressées em

. 1-m)’
¥, e efectuando célculos, confirma-se o que ja se esperava®: X, = Mﬂl —m").

As propriedades associadas ao método de minimos quadrados condicionais para os

22 Cf. Teorema 2.5 (pag. 17 seq.).
3 Cf. pag. 55.

24 Cf. Teorema 2.5.

5 ¢f. pag. 55.

26 \er Anexo A4, pag. 82 sqgg..

77 ¢f. pag. 58.

2 ver pag. 20.

 Ver Anexo Ab, pag. 84 seg..
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parametros do processo INAR(1) podem ainda ser completadas por alguns resultados
encontrados para o processo BGWI(1):

A P
A distribuigdo assimptética conjunta de \/;(mn —m,A, —A) pode ser transferida para o

processo INAR(1); basta substituir as quantidades »* e o’ da matriz de variancias-
covariancias, respectivamente, por A e por m(1-m). Os resultados encontrados para o
processo BGWI(1) em que m<1 e m=1 podem ser todos transferidos para o processo
INAR(1), onde os resultados para o caso critico, m=1, se adaptam a um processo INAR(1)

nao estacionario. Assim obtém-se também estimadores para as variancias Var(Y,) e

Var(I,) do processo INAR(1) e alguns resultados assimptéticos desses estimadores.

Como os resultados do método de minimos quadrados condicionais foram estudados para
um processo BGWI(1), em que a distribuicdo da imigracdo e a distribuicdo da descendéncia
sao gerais para o caso subcritico, para o caso critico e para o caso “supercritico”, m<1, m=1
e m>1, entao todos os resultados apresentados no capitulo 2.2.1.2. sdo validos para o
processo GINAR(1) estacionario, isto corresponde ao caso m<1, e para 0 processo
GINAR(1) nao estacionario, m=>1.

No capitulo 2 chegou-se a conclusdo, que, dos trés métodos apresentados para estimar os

parametros do processo BGWI(1) a partir de uma Uinica realizagdo do processo {X,.,..., X, },

o método de minimos quadrados condicionais pesados € o método que leva a melhores
resultados, porque se encontram mais estimadores consistentes e estimadores mais
eficientes do que com o método baseado na comparagdo do processo BGWI(1) com o
processo AR(1) e o método de minimos quadrados condicionais. Assim, aplicando este
método ao processo GINAR(1), e em particular ao processo INAR(1), consegue-se um
melhoramento das propriedades assimptoticas dos estimadores até agora encontrados para
os parametros destes processos. Todos os resultados apresentados em 2.2.1.3. sao validos
para o modelo GINAR(1). Os resultados obtidos para o caso subcritico podem ser
aproveitados para o processo INAR(1) estacionario e os resultados obtidos para o caso
critico sdo validos para o processo INAR(1) ndo estacionario.

Afinal ndo foram encontrados muitos mais métodos que possam ser aplicados aos processo
GINAR(1) e INAR(1) do que os ja existentes para estes processos, considerando o caso de
s6 ser observada a realizacdo do processo. SO a aplicagdo do método de minimos
quadrados condicionais pesados & que parece ainda nao ter sido estudada para os
processos GINAR(1) e INAR(1). Mesmo assim, s6 com os métodos encontrados para o
processos BGWI(1), & possivel ampliar as propriedades e os resultados existentes para a
estimacado dos parametros dos modelos INAR(1) e GINAR(1).
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Também é possivel aplicar métodos e resultados dos processos INAR(1) aos processos
BGWI(1), como, por exemplo, o método de maxima verosimilhanga condicional e o método
de Whittle. Menciona-se aqui o facto que afinal o método de maxima verosimilhanga
condicional até ja foi estudado para o processo BGWI(1) por Al-Osh e Alzaid (1988).

E muito raro encontrar na literatura abordagens sobre o problema de estimagdo dos
parametros do processo BGWI de ordem superior a 1; sé Dion, Gauthier e Latour (1995) é
que apresentaram estimadores fortemente convergentes para a média, a matriz M, e a
matriz de covaridncias do processo BGWI(p). Talvez seja possivel aplicar os métodos
propostos para os processos GINAR(p) e INAR(p) a processos BGWI(p).

4.2. APLICAGAO DO PROCESSO RAMIFICADO COM IMIGRAGAO A UMA
SERIE DE OBSERVAGOES DE CONTAGEM

Guttorp (1991) aplicou um processo BGWI(1) ao movimento Browniano.

Suponha que observa ao microscopio um pequeno volume bem definido de uma solugéo
coloidal e que conta o nimero de particulas nesse volume em intervalos de tempo discretos
A2A,.... Admitindo que os movimentos das particulas sdo independentes e que o processo
esta em estado estacionario, entdo a série das observagdes pode ser modelada por um
processo ramificado com imigracdo, BGWI(l), em que a descendéncia segue uma
distribuicdo de Bernoulli e a imigracao, uma distribuicao de Poisson.

Guttorp (1991) aplicou aos dados da experiéncia de Westgren (1916) - 1598 observagoes
que representam as contagens de particulas de ouro num volume pequeno bem definido de
agua, feitas em intervalos de A=1.39 segundos - o método de minimos quadrados

condicionais pesados e obteve as seguintes estimativas para os parametros m e A:
m=0613 e 1=0.555. As particulas de ouro na solugido obedecem a lei do movimento
Browniano. Para relacionar a lei do movimento Browniano com o processo ramificado com
imigragdo, Smoluchowski (1916) calculou a probabilidade de uma particula, presente no
volume observado num dado instante, desaparecer depois de ¢ unidades de tempo. Esta
probabilidade, que se exprime P=1-m, foi designada “probability after-effect”. Guttorp
calculou a probabilidade teérica através da férmula

P =2(1-0(B)+ E;E)T[l - exp(— %2)} :

onde @ ¢é a fungdo distribuigdo normale f = h(ZDt)_]" ? onde D é o coeficiente de difuso

das particulas e # é a densidade do volume, e obteve: 1-m=0.394; usando o estimador de
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minimos quadrados condicionais pesados, encontrou: 1-m=0.387. Como se pode verificar,
a estimativa condiz bem com a teoria.

Quando Westgren fez a experiéncia, o valor da constante de Avogadro N ainda n&o estava
bem definido. Assim, o objectivo de Westgren foi a determinagao dessa constante. Como a
constante de Avogadro depende da probabilidade P, Guttorp calculou intervalos de

confianga para P e N ; e a partir dai, fez corresponder a estimativa 1-m uma estimativa para
N: N =6.29x10” mol". Nessa altura o valor da constante de Avogadro N situava-se em

6.02252x10* mol”, o que indica que a aproximagdo obtida com o método de minimos
quadrados condicionais pesados é satisfatoria.

A seguir é feita uma breve andlise da série de Westgren® através da interpretagio do
cronograma e dos graficos da fungdo autocorrelacdo (FAC) e da funcdo autocorrelagéo
parcial (FACP) e depois sdo estimados os parametros do modelo BGWI(1), usando os

métodos anteriormente estudados.

Cronograma

X

400 ! 800 ' 1200 ' 1600
tempo em intervalos de A=1.39 segundos t

o

Figura 4.1: Contagens de particulas de ouro numa solugao coloidal

Da analise do cronograma da série de 1598 dados observa-se que os valores (contagens)
0,1 e 2 ocorrem mais frequentemente do que os restantes valores mais elevados (3,4,5,6 e
7). Estes valores: 0,1 e 2, estdo proximos da média amostral X =1.4249 . Por um lado, isto

indica que a série parece ser estacionaria e dai conclui-se que o parametro m do modelo

0 Os dados desta série encontram-se no livro de Guttorp (1991).
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BGWI(1) aplicado devera ser menor do que 1. Por outro lado, como a série apresenta
movimentos oscilatérios, principalmente durante os primeiros 900 intervalos de tempo, ela
parece ser nao estacionaria. A restante parte da série apresenta menos oscilagées e as

amplitudes destas oscilagées sdo menores do que as oscilagbes da primeira metade da
serie.

FAC FACP
80 50
50 604

40

2

=]

| “”|1||-|ll-lllllllll-llll!—l|l||-l|l|!-li4- ||

=]

-.20 -20

~40 -.404

-.604 60
-804 80-
=100~ T 0 T T T T T T -1.00-+ T T T T T T T T
0 5 10 15 20 23 30 35 40 o 5 10 15 20 a5 30 3% 40

Figura 4.2: Fungéo autocorrelagdo amostral e fungdo autocorrelacdo parcial
amostral de X,

Observando o grafico da FAC do processo, verifica-se que a funcdo autocorrelagdo
decresce muito lentamente para zero. Este comportamento é tipico para processos AR nio
estacionarios; isso indica que esta série talvez nao seja estacionaria.

Como se pode ver do grafico da FACP, a fungdo autocorrelagido parcial apresenta valores
significativos nos “lags” 1, 2, 3, 4, 9, 29 e, aumentando o nimero de “lags”, em “lags” mais
elevados. Guttorp utilizou um processo BGWI(1) para descrever a série, mas o grafico da
FACP de um processo BGWI(1), que é idéntico a um processo INAR(1), sé devia ter um
valor significativo no “lag” 1. No grafico da FACP da Figura 4.2 ainda existem muitos “lags”
superiores a 1 com fungdo autocorrelagdo parcial significativa. Neste caso, um modelo de
ordem superior a p=1 talvez se adaptasse melhor a esta série.

Aplicando as observagdes um critério de selecgdo de ordem para modelos INAR*' (a ordem
mais adequada corresponde o valor AICC minimo), entdo a ordem que minimiza o critério,
considerando como ordem maxima o valor 20, &€ p=14. Segundo este critério, um modelo

INAR(14)/BGWI(14) seria adequado para descrever a série, 0 que ndo esta de acordo com

31 Ver Silva e Silva (2002).
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a conclusao tirada a partir da analise do grafico da FACP. Assim, como é dificil determinar a
ordem oOptima do modelo, escolhe-se como ordem p=1 e continua-se a estudar a série
calculando as estimativas dos parametros do modelo BGWI(1)/INAR(1) com os diferentes
métodos®, que estdo apresentadas na seguinte tabela, e, em anexo®, encontram-se as
estimativas para os parametros dos modelos de ordens 2, 4, 9 e 14.

No método de Whittle foram consideradas também restricbes sobre os parametros para
garantir a estacionaridade do processo.

Método de Método de Método de Método de Métodode Método de
Yule-Walker minimos minimos maxima Whittle Whittle
=1 quadrados quadrados verosimilhanca (com (sem
condicionais condicionais condicional restrigbes)  restricdes)
pesados
m 0.6447 0.6447 0.6118 0.6447 0.6458 0.6458
,‘I 0.5054 0.5057 0.5526 0.5054 0.5356 0.5354

Tabela 4.1: Estimativas dos parametros do modelo BGWI(1)/INAR(1)

Como se pode verificar, as estimativas obtidas com os diferentes métodos sdo muito
semelhantes, sendo idénticas até a primeira casa decimal e, na maior parte dos casos, até a
segunda casa decimal, excepto as estimativas de minimos quadrados condicionais pesados
e, considerando A, as estimativas obtidas pelo método de Whittle. Observa-se que as
estimativas obtidas com o método de Yule-Walker e com o método de maxima
verosimilhanga condicional sdo iguais. A estimativa de minimos quadrados condicionais
para m € igual as estimativas obtidas com estes dois ultimos métodos e a estimativa para A

s difere das estimativas de Yule-Walker e maxima verosimilhanga condicional na quarta

casa decimal.

Uma maneira de avaliar a qualidade dos modelos & fazer uma analise aos residuos. Os
residuos {¢,}, que se calculam da forma: g =X, —mX,, —A, devem ser varidveis
aleatérias ndo correlacionadas de média 0.

Aplicando o critério AICC de selecgéo de ordem as variaveis {s, }, entdo a ordem deve ser

igual a 0, se os residuos sdo nao correlacionados.

32 0s métodos aqui aplicados foram programados em MATLAB por Isabel Silva
 \ler ANEXO A8, pag. 85 seg..
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Métodode  Método de Método de Método de Método de  Método de
Yule-Walker minimos minimos maxima Whittle Whittle
quadrados quadrados verosimilhanga (com (sem
condicionais condicionais condicional restricbes)  restriges)
pesados
Z, 0.00034 0.00037 -0.0047 0.00033 -0.0314 -0.0312
Ordem
de g, 0 0 0 0 0 0

Tabela 4.2: Média e ordem dos residuos {¢, }, onde &, = X, —mX _, — A

Nesta tabela observa-se que as médias dos residuos estdo préximas de zero. As médias
dos residuos obtidos com os métodos de Whittle estdo mais afastadas de zero do que as
médias associadas aos outros métodos e a média dos residuos obtidos com o método de

maxima verosimilhanga condicional é a que esta mais proéxima de zero.

As estimativas m podem ser avaliadas através da comparacdo das estimativas para a

probabilidade P, P =1-m, com o valor tedrico dessa probabilidade calculado por Guttorp,

P=1-m=0.394. A Tabela 4.3 contém os valores de P e os erros absolutos lf’ - P\ calculados

pelos diferentes métodos.

Método de Método de Método de Método de Métodode Método de
Yule-Walker minimos minimos maxima Whittle Whittle
quadrados quadrados verosimilhanga (com (sem
condicionais condicionais condicional restricoes)  restrigdes)
pesados
p 0.3553 0.3553 0.3882 0.3553 0.3542 0.3542
f’fPl 0.0387 0.0387 0.0058 0.0387 0.0398 0.0398

Tabela 4.3: Estimativas para a continuacdo do efeito da probabilidade, }3 =1-m, e
erros absolutos entre o valor tedrico da continuagéo do efeito da probabilidade,

P=1-m=0.394 ¢ P

Interpretando esta tabela, conclui-se que o método, com o qual se encontra uma estimativa

~

para P mais proxima do valor teérico P, € o método de minimos quadrados condicionais

pesados. Os erros absolutos mais altos obtém-se com os métodos de Whittle.

Analisando os resultados obtidos para esta série de dados, chega-se a conclusdo que é
dificil dizer quais estimativas sao melhores para representar os parametros do modelo,
supondo que um processo BGWI/INAR de ordem 1 & o mais apropriado para descrever a
série.

Por um lado, a estimativa m obtida com o método de minimos quadrados pesados parece

ser a mais adequada, mas, por outro lado, a média dos residuos, calculada com as
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estimativas desse método, ndo esta tdo proxima de zero como as médias obtidas com o
método de Yule-Walker, o método de minimos quadrados e o método de maxima
verosimilhanca condicional. Considerando s6 a analise dos residuos, o0 método de maxima
verosimilhanga condicional parece ser o mais adequado para estimar os parametros do
modelo.

Os resultados que se encontram nas tabelas em anexo, que contém as estimativas para os
parametros dos modelos BGWI/INAR de ordens 2, 4, 9 e 14, revelam que, em geral, as
estimativas obtidas com os métodos estudados sdo muito semelhantes; so as estimativas
obtidas com o método de minimos quadrados condicionais pesados € que se distinguem
das estimativas dos outros métodos, as vezes, logo a partir da primeira casa decimal.
Observa-se que as estimativas do método de Yule-Walker e do método de maxima
verosimilhanga condicional sdo idénticas. Ja foi visto que o método de Yule-Walker e o
método de minimos quadrados condicionais sdo assimptoticamente equivalentes e as
estimativas destes métodos estdo realmente muito préximas. Aumentando a ordem do

modelo, verifica-se que das estimativas m,, 1<i<p, s6 m, e m, é que tém valores
significativos; as restantes estimativas aproximam-se de zero. Isso significa que nos

modelos de ordem superior a dois, duas observagdes passadas, X, , e X, _,, € que tém a

maior influéncia na observagao X,.
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5. CONCLUSOES

Ao terminar este trabalho chega-se a conclusdo que aos resultados (métodos,
propriedades, etc.) sobre a inferéncia estatistica conhecidos para os processos GINAR(1) e
INAR(1) pode-se juntar o seguinte, encontrado para os processos BGWI(1):

= Meétodo de minimos quadrados condicionais pesados

= Novos estimadores, ndo s6 para a média da série de contagem e para a média da
inovagao, mas tambem para as variancias respectivas

» Propriedades assimptéticas para processos GINAR(1) e INAR(1) estacionarios e
ndo estacionarios

= Intervalos de confianga assimptoéticos para a média da série de contagem e para a
média da inovagdo, porque as distribuicdes assimptoéticas destes ultimos
parametros, o estimador para a variancia da série de contagem e o estimador para a

variancia da inovagao sao conhecidos.

Através da comparagao dos métodos conclui-se ainda que entre o método de Yule-Walker,
o de minimos quadrados condicionais e o de minimos quadrados condicionais pesados, é
com este ultimo que se atingem propriedades assimptéticas mais desejaveis. Comparando
o método de Yule-Walker, o de minimos quadrados condicionais, o0 de maxima
verosimilhanga condicional e o de Whittle, obtém-se propriedades nao assimptoticas mais
aceitaveis com os métodos de Whittle e de maxima verosimilhanga condicional.
Encontraram-se também novos métodos de estimacdo que podem ser aplicados a
processos INAR(1) e GINAR(1) quando se conhecem as observagdes e as inovagoes.
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ANEXO

A1) O processo BGWI(1) controlado é da forma

w1ty

X
X,= DY, +I, ,nxl,
i=1

onde:

- {Yn,l,,.} e {IH} s&o sequéncias independentes de variaveis aleatérias inteiras i.i.d.,

- as variaveis iniciais X, e U, s&o variaveis aleatdrias inteiras, quadraticamente
integraveis e independentes de {Yn_,‘,} e {In},

- {U ,,,,} é uma sequéncia de varidveis aleatérias inteiras adaptadas a F , tal que para

qualquer nxl, X,,+U,_, =21, onde F = (F;) com

F,=o{X,.Up.Y, . Il <k <n,i>1f.

O controlo adaptativo {U n_,} regula a dinamica do processo {X e }m . Se 0 processo

nzl
tem pouca “energia”, entao {U,,_l} gera descendentes, se por outro lado existe “energia”

a mais, entdo {UH} elimina descendentes. O controlo {UH} obriga o processo {X H}

a seguir uma trajectéria de referéncia dada.

A2) Um processo de difusdo € um processo de Markov de varidveis continuas em tempo
continuo.
Para enunciar o Teorema 2.8, os autores partiram do processo de difusido definido na
proposicao seguinte (Wei e Winnicki (1989)).

1
Proposigdo: Seja Y (f)=— X, . t =20, entdo a distribuigdo do processo Y , n=1,2,...
x g "

converge para a distribuicdo de um processo de difusdao ndo negativo ¥ com ¥(0)=0 e

gerador A4 dado por
=3 Wi ). 7o)

onde C7 [0,00) € o espago das fungdes infinitamente diferenciaveis em [0,00) com

suporte compacto.

A3) Os estimadores p; e g, encontrados por Bhat e Adke podem ser obtidos a partir da

funcdo de verosimilhanga da seguinte maneira:

A expressao para o logaritmo da fungao de verosimilhanca & da forma
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l:longiN log(p ) log( :)
J=0

Do sistema de derivadas desta funcéo em ordem a p; e ¢,

ol _ N, (") -
o, p,
a_ M),
aq, q;
obtém-se a igualdade
N, (), =M, (n)p,. (1a)

Aplicando agora somatoérios, onde j varia de 0 até oo, as expressdes dos dois lados

desta Ultima equagao, entdo, como ) p, =1e D N, (n)= N, ,, chega-se a igualdade

=0 j=0

M.
;= ’—(n) E substituindo em (1a) g, por esta Gltima expressdo, obtém-se o estimador
n-1
. . . N, (")
de maxima verosimilhanga para p: p, = N

O estimador g, calcula-se de uma forma analoga usando somatérios, onde i varia de 0

até o, e as equivaléncias i p=le iM‘. (n)=

i=0 i=0

A4) A variancia assimptética de J;(Cn—y) é dada por a’ =(1—-m)'2c2, onde

¢ =b>+0c’u. Tendo em conta que ,uzli, b =Var(l)=2 e
—-m

o =Var(Y)= m(1 - m), obtém-se:

a2=(1_m)4202=(1_m)2( mil - "’)’1] ie Y

1~ (1 m)

que é igual a w,,, a variancia assimptética de \/E([:—,u), onde 4 representa o

estimador de Yule-Walker.
A seguir, mostra-se que a variancia assimptética de JE (Dn - m), B*, é igual a
variancia assimptética de v/ (ﬁz— m), w,, , obtida com o estimador de Yule-Walker 7z .

Suponha-se que / segue uma distribuigdo de Poisson de parametro A e que Y segue

uma distribuicao de Bernoulli de parametro m, entdao tem-se as seguintes equivaléncias:
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L
1—

(1+m) &"* =/12(1+m)2
E(I): A, Var(l)=1
E(1?)=var(1)+ [EQ)F = 4+ 2

E(I 3) calcula-se com a ajuda da fun¢ao de geradora de momentos:

ﬂ:

A funcdo geradora de momentos de uma variavel aleatéria X com distribuicdo de

Poisson de parametro A é:

v, (0)= Ele” )= Ze - eaiﬁﬂi’t g _ ilet)

o X!

E(fs):g—;wxq ot

=0

-t s -

=0 1=0

. (/letej,(e‘-l)(l +;l.€’)+ ﬁzezre;{(e’—l)(l + e’ )+ Aerez(e’—l);wt] -

=0
=A+328 + 2
E(I-AY = E[(1? =221 + 2 )1 - 2)| = E(1*)-3AE(1? )+ 322 E(1)- 2 =
=A+387 + A -3 -3 +30 -2 =2
m=E(Y), o =Var(Y)=m(1 - m)
E(¥?)=var(r)+[E(Q)F = m(i-m)+m?> =m
A funcdo geradora de momentos de uma variavel aleatéria X com distribuicdo de

Bernoulli de parametro m &:

¥, ()= E(e“): ie’xm“’((l—m)"‘y =1-m+me'.

X=0

T d’ d{ ,
E(YS) —Y (t* =:i—}7(mer1t_o=-&;(me i, =m

dr’ =0 -0
E(Y-m) = E[Y* —2m¥ + m*\¥ - m)|= E(t*)-3mE(r? )+ 3m*E(¥Y) - m
=m-3m" +2m’
Substituindo agora todas as expressbes anteriores em f’ =Bz(1—m2)2c"4, onde

Bz=j/0'2+c4(1_m2)4 e y=(1_m3)—]|-E(1—,1)3+,uE(Y—m)3+3m0'202(1—m2)_]J‘

obtém-se:
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,,,,2z{mu—m)[,.L+ 2w 22 30 m)wm)}f(nm)z}(bmz)z

(
1-m (1 mz) (l—mz) 2(1+m)
(1-m

L al,)) PP +m)+3m2}{]+/12(1+m)2}12(_ )

{ -m’) m)
{m(l m)l —2m* + m+3m’| (1+m)}(1—m2)2
|

N
LA

= +(1—m:*)=w22

m-—-m
3

(1 m (1+m)’ A (1-m)

A5) Substituindo em X,, as seguintes expressdes que ja foram calculadas em A4):

B A
# l-m’

o’ =Var(Y)=m(l—m),
=Var(I)=4,
y = E(Y —m) = E|[> —2m¥ + m* \Y —m)|= E(V*)-3mE(Y? )+ 3m*E(Y)-m® =
=m-3m’ +2m’
e
d =E(I-2) = E[(I* =241 + 2 Y1 - )= E(1*)- 34E(1? )+ 32 E(1) - #* =
=A+30 + 2 -3 -3 +34 -4 =24,
chega-se a conclusdo, depois de alguns calculos, que X, é igual a varidncia

assimptoética de Jn (r}‘z* - m) obtida por Park e Oh (1997):

B :o'z()uy+d)(1—m2)2(,uo'2 +b2)_2(1—m3)_] +1-m’

3 Y1

+ 3m0'4(1 -m’ X,uc)'2 +b° )71 (1 -m )

- it-mf s+ 2o 2|} Lty )

=1
+1—m? +3m3(1—m)2(1—m2{1i_m(1—m)+/1:| (1-m*)"
—m


file:///m-3m1

1-m

:m(l_m{,lm(l—3m+2m2)+ A(l_m)}(l—m)z(Hm)z :

2 +3m3(1—m)2(1—mX1+m)

o A+ m)i—m’)

_ m[m(l—?am+2m2)-t~1—mkl—m)2 ) 3m3(1—m)2(1—m)

/lz(m+1)2(]—m3)

+1-m~ +
AL-m?) Al-m*)
_ (l—m)2 m(m—f&m2 +2m’ +1-m)+ 3m3(1—m)]+1 m?
All-m?)
(l-m)"‘—3m3+2m4+m+3m3—3m4] 2
= 7 +1-m
/1(1 —m )
1-m) (m-m*
=( )(msm)-t-l—mz
All-m)
1—mVP
M-mfm g )
A
AB)
Método de  Método de Método de Método de Método de  Método de
Yule- minimos minimos maxima Whittle Whittle
p=2| Walker quadrados quadrados verosimilhanga {com (sem
condicionais condicionais condicional restricbes)  restrigoes)
pesados
r?l1 0.5162 0.5165 0.4768 0.5162 0.5179 0.5174
ﬁ12 0.1993 0.1992 0.2196 0.1993 0.1989 0.1996
4 0.4047 0.4050 0.4324 0.4047 0.3461 0.3458
Tabela 1A : Estimativas dos parametros do modelo BGWI(2)/INAR(2)
Métodode  Método de Método de Método de Método de  Método de
Yule- minimos minimos maxima Whittle Whittle
p=4 Walker quadrados quadrados verosimilhanca (com (sem
condicionais condicionais condicional restricbes)  restricbes)
pesados
ﬁ?, 0.4969 0.4969 0.4565 0.4969 0.4980 0.4978
rﬁz 0.1511 0.1510 0.1468 0.1511 0.1508 0.1508
1513 0.0410 0.0415 0.0486 0.0410 0.0413 0.0421
m iy 0.0643 0.0643 0.0996 0.0643 0.0654 0.0648
,f, 0.3507 0.3511 0.3541 0.3507 0.2833 0.2832

Tabela 2A: Estimativas dos pardmetros do modelo BGWI(4)/INAR(4)
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Métodode  Método de Método de Método de Métodode Método de
Yule- minimos minimos maxima Whittle Whittle
= Walker quadrados quadrados verosimilhanga (com (sem
condicionais condicionais condicional restrigbes) restricbes)
pesados
1?1, 0.4898 0.4907 0.4384 0.4898 0.4917 0.4903
ﬁtz 0.1456 0.1460 0.1392 0.1456 0.1463 0.1439
m, 0.0307 0.0309 0.0266 0.0307 0.0296 0.0313
m, 0.0356 0.0337 0.0579 0.0356 0.0342 0.0358
m 0.0125 0.0119 0.0584 0.0125 0.0123 0.0113
ﬁ‘zﬁ 0.0237 0.0224 0.0207 0.0237 0.0227 0.0243
15\17 0.0103 0.0097 0.0094 0.0103 0.0121 0.0124
m, | -0.0050 0.0001 0.0009 -0.0050 0 0.0055
m, 0.0520 0.0492 0.0443 0.0520 0.0509 0.0469
i 0.2897 0.2921 0.2934 0.2897 0.2271 0.2249
Tabela 3A: Estimativas dos parametros do modelo BGWI(9)/INAR(9)
Métodode  Método de Método de Método de Método de  Método de
Yule- minimos minimos maxima Whittle Whittle
p=14 Walker guadrados quadrados verosimilhanga (com (sem
condicionais condicionais condicional restricbes)  restriches)
pesados
m, 0,4878 0,491 0.4387 0.4878 0,4929 0,4848
m, 0,1451 0,1495 0.1469 0.1451 0,1404 0,14
m, 0,0302 0,0271 0.0249 0.0302 0,0253 0,0259
m, 0,0351 0,029 0.0550 0.0351 0,0298 0,04
n‘15 0,0126 0,0104 0.0657 0.0126 0,0133 0,0154
rﬁﬁ 0,0219 0,0181 0.0181 0.0219 0,0229 0,0226
m, 0,0088 0,0072 0.0072 0.0088 0.0124 0,0138
g -0,0098 0,0001 0.0001 -0.0098 0 0,0119
m, 0,0345 0,0285 0.0285 0.0345 0,0313 0,0029
iy, 0.0238 0,0197 0.0197 0.0238 0,0177 0,0152
m,, 0,0084 0,0069 0.0069 0.0084 0,0032 0,0123
m,, 0,0088 0,0073 0.0073 0.0088 0,0027 0,0127
m,, 0,0194 0,016 0.0160 0.0194 0,0043 0,0165
my, -0,0237 0,0001 0.0001 -0.0237 0 0,0027
i 0,277 0,2695 0.2287 0.2770 0,224 0,2059

Tabela 4A: Estimativas dos parametros do modelo BGWI(14)/INAR(14)
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