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Capitulo 1

Introducao

O objectivo desta tese é descrever alguns dos métodos geométricos relativamente recentes para
estudar equagoes diferenciais de qualquer ordem, sejam elas equagdes ordinarias (ODE’s) ou
equacdes as derivadas parciais (PDE’s).

Comecamos por introduzir os espagos de jactos de fibrados vectoriais que, munidos de um
certo sistema de coordenadas, constituirdo a variedade ambiente na qual as equagoes diferenciais
vao existir. Consideraremos ainda uma estrutura geométrica adicional dada por uma distribuicao
(no sentido de Frobenius) denominada distribuicao de Cartan. Esta estrutura, também deno-
minada por estrutura de contacto, é de grande importéncia no estudo das equagdes diferenciais
quando estas sdo tomadas como superficies de um certo espaco de jactos, pois permite-nos
definir as suas solugdes como variedades integrais da distribui¢ao de Cartan contidas na respec-
tiva equagdo, ou equivalentemente, como variedades integrais da distribuicdo de Cartan induzida
na equacao na qual, em cada ponto, tomamos a interse¢iao do respectivo plano de Cartan com
o plano tangente a superficie da equagio. Destas solugdes, as que se projectam difeomorfica-
mente sobre o espago de jactos sdo, efectivamente, solugdes da equagdes diferencial dada, no
sentido usual. No entanto, podem haver mais solugdes, sendo estas denominadas por solugoes
generalizadas da equagdo diferencial, das qualis iremos ver um exemplo. Consideraremos ainda
difeomorfismos do espago de jactos que preservam a estrutura de contacto, denominados trans-
formacdes de Lie, e a sua versao infinitesimal, dada por campos de vectores cujo fluxo (local) é
constituido por transformacgdes de Lie, denominados por campos de Lie. Por definigao, se estas
transformagdes (finitas ou infinitesimais) enviam uma equagao diferencial £ nela prépria, entéao
enviam solugoes de £ (no sentido mais geral) em solugoes de £ e, por isso, designar-se-do por
simetrias (finitas ou infinitesimais, respectivamente) da equagao €. O interesse de encontrar
simetrias de uma equagao diferencial consiste no facto de, por vezes, tal permitir reduzir uma
equacao de um certo grau a uma outra equagio de grau inferior, e, por outro lado, permite-nos
encontrar familias de solugdes da equagdo dada a partir de apenas uma solugao, simplesmente
fazendo actuar a simetria sobre essa equacdo. Veremos o exemplo da equagio de Burgers,
dada por u; = uuy + Uz, relativamente ao qual determinaremos as simetrias através da corres-
pondéncia entre campos de Lie e determinadas secgbes do espago de jactos, chamadas secgoes
geradoras. Considerando secgbes arbitrdrias, obteremos as simetrias generalizadas, estudadas
no capitulo seguinte.

Neste capitulo, comegaremos por definir o espago de jactos infinitos de um fibrado vectorial
como sendo o limite inverso do sistema formado pelos espago de jactos finitos. Sobre este espago
de dimensao infinita, iremos definir os conceitos bésicos de geometria diferencial, nomeadamente



os conceitos de campo de vectores, de distribuigae, de forma diferencial, de derivada exterior, de
produto interior e de derivada de Lie. Veremos ainda que podemos munir estes espago de uma
estrutura de contacto dada pela distribuigao de Cartan, sendo esta agora uma. distribuicao invo-
lutiva, ao contrario do que sucede nos espagos de jactos de dimensao finita. Neste espago, iremos
considerar nfio apenas as equagoes, mas também o seu prolongamento infinito, obtido derivando
sucessivamente a equacao dada relativamente as varidveis independentes. Assim, iremos descr-
ever algumas equagdes conhecidas e o seu respectivo prolongamento infinito. Relativamente a
equacio de Burgers, vamos determinar o espago das suas simetrias generalizadas, considerando o
isomorfismo que existe entre este espago e o niicleo de um certo operador diferencial, denominado
operador de linearizagao universal, quando restricto a respectiva equagao.

Finalmente, no ltimo capitulo descreveremos de forma detalhada certos conceitos de dlgebra
homolégica (tais como complexos diferenciais, homotopias, sucessoes espectrais, pares exactos,
complexos filtrados e bicomplexos) que podem ser aplicados ao estudo das equagoes diferenciais,
nomeadamente através de varios exemplos introduzidos no capitulo anterior. Estes exemplos
evidenciam a vantagem da utilizagao da dlgebra homoldgica ao permitir, por exemplo, descrever
conceitos relativos a equacdes diferencias, tais como integrais primeiros, invariantes integrais
relativos e invariantes integrais absolutos de um certo grau, como sendo termos da sucessao
espectral associada a uma determinada equagio diferencial. A maneira como podemos associar
uma sucessao espectral a uma determinada equagio diferencial é também exibida, utilizando
para isso a decomposicio do espaco tangente ao espago de fases associado ao correspondente
sistema de equacoes de Pfaff no espago de vectores verticais (tangentes as fibras do respectivo
fibrado) e no espago de vectores horizontais, gerado pelos operadores de derivagdo total. Esta
estrutura quasi-produto permite-nos separar a derivada exterior em duas componentes, uma
vertical e a outra horizontal, e desta forma obter um bicomplexo variacional, cuja filtragao por
colunas permite obter uma sucessao espectral chamada a C-sucessao espectral de Vinogradov do
sistema.



Capitulo 2

Simetrias classicas das equacoes
diferenciais

2.1 Espaco de Jactos J*(r)

Seja m : E — M um fibrado vectorial de rank (i.e., dimensao da fibra) m, onde M é uma
variedade de dimensao n. Fixemos um ponto z € M e seja U um aberto de M, que contem z,
tal que 7 1(U) = U x R™ (como o fibrado é localmente trivial um tal aberto existe sempre).
Sejam (z*,u®) coordenadas trivializadoras em 7~ 1(U). Um sec¢io local s : U — E & entéo
representada por uma funcio vectorial s : U — R™, s(z') = (u®(2?) = s*(z")). Definamos
agora, para cada k € Ny, a seguinte relacio de equivaléncia:

> Definigao 2.1.1 (Tangéncia de ordem k) ... Duas sec¢des locais si e sq, dizem-se
tangentes até & ordem £k, no ponto z € M, se e s6 se as derivadas parciais das suas
representacoes locais s1,s9 : U — IR™, calculadas em x € M, coincidem até a ordem k.

<.

E facil (mas fastidioso) mostrar que esta definicao nao depende das representagoes locais
escolhidas, e que a relagdo de tangéncia de ordem k, calculada em z € M, é uma relagao de
equivaléncia. A correspondente classe de equivaléncia de uma secgdo s, para esta relaciao de
tangéncia de ordem k, calculada em z € M, nota-se por [s]¥, enquanto que o conjunto de todas

as classes de equivaléncia é notado por J*. A JF chama-se o espago dos k-jactos do fibrado
7 E — M, no ponto z. O espago de k-jactos do fibrado 7, J¥(7), é definido por:

ORI
zeM

Existe uma projeccao natural m, : J*(7) — M, definida por m([s]¥) = z, z € M. Quando
k=0, J%n) = UpeyEy = E.

Seja U um aberto de M, que contem z, tal que 7 1(U) = U x R™, e (z*,u*) coorde-
nadas trivializadoras em 7~ (U). Em 7 (U) C J*(r), definimos as coordenadas locais obtidas
completando as coordenadas (z*,u®) com as coordenadas uf, definidas por:

Al gex def a|[|sa

uf([slz) = O IO e (2.1.1)

5



2.2. A distribuigao de Cartan 6

coma=1,...,m, I=(i,dz,...,in) €N?, |I| =377, i; < keonde [s]% é 0 jacto de uma secgio
local s: U — E, representada pela funcio vectorial s : U — IR™, s(z*) = (u®(z*) = s*(z%)). As
coordenadas locais (zf,u® u¥) chamamos coordenadas adaptadas em 7 ' (U) C J*(r).

I possivel mostrar que as cartas assim obtidas sio C'™°-compativeis, o que mostra que J*(r)
tem uma estrutura de variedade C*, cuja dimensao é:

k )
s k _ n+i—-113\ n+k
dlmJ(w)—n+mi§_0( "1 )_n-i—m( i )

Alids, o espaco J*(m) pode ser considerado como um fibrado vectorial sobre M, com projecgao
T : J¥(x) — M, dada por m : 0 = [s]* — z, cuja fibra sobre x € M é 771(z) = J¥. Como
caso particular, temos o espago J°(m), cujos pontos sdo determinados, para cada © € M, pelo
valor que cada sec¢do possui quando avaliada no ponto z. Logo, obtemos novamente o fibrado
7 : E — M, ou seja, JO(r) = E.

Considerando agora a sequéncia dos espacos J*(r), k € Ny, vemos que cada espago J*1(r)
pode ser considerado como um fibrado sobre J¥(7) através da aplicagio wi*! : J+1 () — J¥(n)
dada por mf ! ([s]5+1) = [s]%. Esta aplicacio estd bem definida, uma vez que a determinagio das
derivadas parciais de uma dada sec¢ao até & ordem k+ 1 implica, em particular, a determinagao
das suas derivadas parciais até a ordem k. Podemos também observar que m o TT;:JPI = Thtl-

Obtemos assim a seguinte torre de fibrados:

JEH(m) (z%uuf), || <k+1
k41

Mg

JE () (2}, u®u$), |I|<k

(2.1.2)

2.2 A distribuicao de Cartan

Vamos agora munir o espago dos k-jactos J*(r), definido na secgio anterior, de uma estrutura
geométrica adicional, chamada estrutura de contacto de ordem k, de importincia capital
para o que se segue, e que é determinada através da chamada distribuicao de Cartan.



2.2. A distribuigao de Cartan 7

Observemos, em primeiro lugar, que, para cada secgao (local) s : U € M — FE, do fibrado
7, podemos obter uma seccéo (local) jys : U € M — J¥(r), do fibrado m, definida por:

(7s)(2) = [s]a

que serd designada por k-jacto da secgao s. O seu gréfico em J*(m) nota-se por I,

> Definigao 2.2.1 (R-plano) ... Seja L um plano n-dimensional pertencente ao espago
tangente Ty(J*(x)). L diz-se um R-plano se e s6 se € tangente ao grdfico do k-jacto de alguma
seccdo do fibrado , sendo, portanto, horizontal relativamente d projecgdo T : JE(m) — M (ou
seja, projecta-se nio degeneradamente sobre T, M, z = m8, através de (my).).

o

Dado um ponto § € J**1 (), seja s uma qualquer seccio tal [s)i™! =8/, e Ly C Tp(J*(m))
o R-plano tangente ao gréfico do k-jacto da secc@o s, onde ¢ = ’.Tt"'l(@’ ). Note-se que este
ponto @', sendo determinado pelos valores das derivadas até & ordem k + 1 da secgéo s, pode
ser considerado como um par ordenado formado pelo ponto ¢ = WEH(E?'), que é determinado
pelo valor das derivadas até & ordem k, e pelo I2-plano Ly, que é determinado pelos valores das
primeiras derivadas (as de ordem 1) das derivadas de ordem &:

6 = (0, Lg')
Fixemos um ponto § € J*(m) e consideremos os pontos ¢’ da fibra:
Fy = Fiyri(8) = mf*' 7 (9) € M ()

(por outras palavras, estamos a fixar os valores de uma certa fungéo vectorial, bem como das
suas derivadas parcias até & ordem k, deixando as suas derivadas parciais de ordem k + 1
variar de forma arbitrdria). Quando o ponto #" se move na fibra Fp, o R-plano correspondente
Lg  TpJ*(r), roda em torno do ponto #, mantendo-se sempre horizontal relativamente a
projecgao mg.

Estamos agora em condigdes de poder definir a distribui¢do de Cartan:

> Definicao 2.2.2 (Distribuigio de Cartan) ... A distribuicao de Cartan, em JE(w),
¢ a distribuigdo (no sentido de Frobenius):

C: 0eJ¥n)— Cop=CkcTyJ*r)

que, a cada ponto 0 € J5(x), associa o subespago Cy = Cf C TpJ*(m), denominado por plano

de Cartan, gerado por todos os R-planos Ly, com @' € Fy = ’J’l’}t+1_1(9).‘

Co =span{Lgy : & € Fp} (2.2.1)

ou seja, por todos os planos tangentes aos grdficos T'% dos k-jactos de todas as secgdes s tais que
(sl = o.

<.



2.2. A distribuicao de Cartan 8

> Exemplo 2.2.1 ... Quando E é o fibrado trivial = : R} x IR, — IR}, o espago
JLHIR™R) = J'(n,1) pode ser visto como o espago dos elementos de contacto regulares de

R™!, que ndo é mais do que R*"™! = IR?B?;;I_. Um elemento de contacto de R} &, por

definicio, um par ¢ = (m, Hy,), constituido por um ponto m = (x,u) € R™! e por um hiper-
plano H,, € T,,IR"1. O ponto m diz-se o suporte de ¢ = (m, Hm,). O elemento de contacto

¢ = (m,Hy) diz-se regular quando o hiperplano H,,, é nao vertical, i.e., quando nao contem

a o a
mm' COHIO{Wm,"',m

onde m = (x,u) € R"™ e como {dat|  ,---,dz™|,,, dul,,} éarespectiva base dual, o hiper-
plano ‘H,, (sendo nio vertical) tem por equagao:

. % m} constituem uma base para o espago tangente TR

dul,, = p1 d‘“1|m+"'+% dz™|,,
= p-dx| (2.2.2)

onde p = (p1,--,pn) € R™ O hiperplano H,, é pois perpendicular ao vector (p,—-1) =
(p1: © Dy _1) € IR'TL+1.

Consideremos agora a projecgao canénica 7 : IR*" — IR"*!, dada por:

o= s JHp, 1) =Rt —a Jnl1)=DRr"

c=(m,Hm) = (X,u,p) — m= (X,u) (22.3)

que a cada elemento de contacto ¢ = (m,H,,) associa o respectivo suporte m. Existe uma
distribuicao de 2n-planos C : ¢ — C. C TJR?*™*1, candonicamente definida em IR?"™!, da seguinte
forma - um vector tangente £ € T.IR*"*!, onde ¢ = (m, H,,), pertence ao 2n-plano C. se e s6 se
Tx(&) € Hpm, isto é:

Coimrmy (M) © TIRAHL, ¢ = {m,Hm) (2.2.4)

Como o n-plano H,, é dado pela equagio (2.2.2), deduzimos que um vector £ € TR+
estd em C, sse (du — p - dx)(m.£) = 0, isto é, sse 7*(du — p - dx)(§) = (du —p - dx)(§) =0, e
portanto C fica definida pela 1-forma:

n
O=du—p-dx =du— Zpidmi (2.2.5)
i=1

em IR>"*! a que chamamos forma de contacto em J'(n,1) = IR***L, A distribuigao de
2n-planos C = Ker 8, chamamos a distribui¢ido de contacto em J!(n,1).

<.

Para obtermos uma descricio da distribui¢io de Cartan, em coordenadas locais adaptadas
(x*, u™, uf), vamos, em primeiro lugar, determinar uma base de vectores para o R-plano Ly,

onde 6’ € Fy, isto é, W£+1(9’) = #. Como Ly é horizontal relativamente & projecgao 7y, é possivel
determinar uma base {v{, 09, -, v}, de vectores de Ly, tais que cada v{ se projecta sobre z2-,
F=1, 2 s et

Seja s uma secgiio tal [s]5+! = @', seja I'F o seu k-gréfico (o gréfico do k-jacto jis),e suponha-
mos que o R-plano Ly é tangente a esse grafico. Em coordenadas adaptadas (z°, u®, uf), se s é
dada por z* — u® = s*(z'), vemos que o k-gréfico T* é a n-superficie em J¥(r), parametrizada
por:

i i ar, iy Lo oMl s> i
' | 2,u% = s%(z'),uf = B(z1)i - - A(zm)in (")



2.2. A distribuicao de Cartan 9

ondei=1,...,n,a=1,...,m, I € N* |I| < k. Portanto cada vector v, sendo um vector
tangente a I'¥, é dado por:
0 G :
v = Bm“ + > Z ufy () 53 =1, o (2.2.6)
|T|<k a=1 I

Aqui (i) € N™ representa o multiindice com 1 na posi¢io i e zero nas restantes posigoes. Pusemos
ainda u§ = u®, quando |I| = 0. Note que a soma em (2.2.6), tomada apenas para [I| < k — 1,
depende apenas de § e ndo do 8" € Fy. Portanto, dado um outro ponto n € Fy, e a correspondente
base {v}}, para o R-plano L,, vemos que os vectores ¢; = v — v? € TpJ*(mr), sdo verticais
relativamente & projecgao '.rrf_lz

Xy 8
= Z Z [u?+(i)(77} = 'U'?+(i)(9")] a_u? € Vyp = Ty(Fyn)

|I|=k =1

onde 8" = mf_,(6). Os vectores {8/0uf}|jj=p formam uma base para o espago vertical Vp =

To(Fpr), onde 8" = W;’g_l(ﬁ). Inversamente, cada vector vertical o= a € Vp pode ser tomado como

um vector da forma v} — v! - basta tomar n € Fy, tal que todas as suas coordenadas, excepto

uma, coincidam com as correspondentes coordenadas de &', e up, () = upp(0) + 1. Vem

entdo que &; = v — ! = 52
I

Estas consideragoes permitem-nos estabelecer o seguinte teorema:

> Teorema 2.2.1 ... Seja C a distribui¢io de Cartan na variedade J*(w). Sdo vdlidas as
sequintes afirmacoes:

1. O plano de Cartan Cy C Ty(J*(7)) € a soma directa do subespago de vectores verticais,
Vi, com um qualquer dos R-planos em 8:

Co=Vy® Ly (227)

onde Vy = Ty(Fyn), com 8" = 7k_(0), designa o espago tangente d fibra da projecgio T e
Lo € o R-plano correspondente ao ponto 6’ € Fy.

2. O plano de Cartan Cy é formado pelos vectores tangentes no ponto 8 que se projectam em
Lg através da aplicagdo (Tr’g_l)*:

Co = (r_y)7 (Lo) (228)

Dem. A primeira afirmagao resulta directamente das consideragoes anteriores. Quanto

N

4 segunda afirmacdo, basta-nos notar que, através da projecgao (mF_1)«, o subespago Vp é
levado no subespaco trivial de Ty (J*~1(x)), onde 6" = nf_,(8), enquanto que o subespago
Lo C Ty(J*(m)) é levado bijectivamente em Ly C Tgu(Jk_l( ). Logo, temos (mf_;).(Co) =
(78_)u(Va @ Lg) = Lo, pelo que Cp C (wf_)7 Lol (Cg) = (’fr,c )71 (Lg). Inversamente,

temos que (7F ,)71(8") = Va C Cy. Portanto, temos Cg = (xf_,)(Lg).
<.
Vemos entdo que a distribuigio de Cartan é determinada pelo conjunto de 1-formas:

n
o7 e du}’#Zu?ﬂi)dmi, coma=1,....m e |[|<k-1 (2.2.9)
i=1



2.2. A distribuicao de Cartan 10

denominadas formas de Cartan. Estas formas sdo linearmente independentes em cada ponto,

sao em nuimero de: -
B — n+i—11Y\ _ n+k—1
N‘mz( n—1 )”m( - )

i=0
que é portanto a codimensdo da distribui¢do de Cartan. A sua dimensao é:

dika—dika(ﬂ)—N—n+m(n-;;f;l )

Temos ainda, como consequéncia, os seguintes coroldrios:

> Coroldrio 2.2.1 ... Qualquer subespago horizontal (relativamente & projecao ‘?T;:fl) do
plano de Cartan Cq tem dimensdo < n = dim M.

> Coroldrio 2.2.2 ... Qualquer subespaco P do plane de Cartan é horizontal relativa-
mente d pmjecg(io Wk 1, Se € sd se ¢ horizontal relativamente & projecgdo m : JE(m) — M,
ou seja, se mp_, @ J¥(m) — JE=1(x) projecta difeomdrﬁcamente P sobre a sua imagem, o
mesmo acontece com as suas sucessivas imagens pelas projecgies mi_,  J(m) — J1(x), com
¢=k—1, -1, e pela projecgio mp : JO(m) — M.

<.

Podemos agora usar a decomposicao dada no teorema para representar em coordenadas um
campo de vectores X € I'(C¥), i.e., um campo de vectores pertencente & distribuigao de Cartan =
em J*(m). Tomamos uma base de vectores do subespago vertical Vy, num certo ponto #, formada
pelos vectores aim a=1,...,m, |I| =k, e uma base de vectores do subespago horizontal Ly

formada pelos vectores denomlnados operadores truncados de derivagao total, dados por:

p® ¥ 2, 3 Z i) 5 (2.2.10)
6 |1|<k—1a=1 a“

Usando estas bases de vectores para Vy e Ly, respectivamente, e atendendo a 2.2.7, podemos
decompér o campo de vectores X € I'(C) da seguinte forma:

w

X=3 oD¢ +§: > bt (2.2.11)

i=1 a=1 |I|=k

Pelo teorema de Frobenius, podemos concluir que a distribuigdo de Cartan nio é completa-
mente integravel, uma vez que, por exemplo, o comutador:

d k)] [ d a} L d a
——, D = iy i >, l5m— "neas
[8”1+(i) Ouf,( 07" |J|<Zk_1 il e O 76 ol

a
= 3

nao é da forma (2.2.11), logo néo pertence & distribuicio de Cartan. Assim, as variedades

integrais da distribuicio de Cartan C* terdo, necessariamente, dimensio inferior & dimensio de
ek
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O teorema seguinte descreve de que forma sio, localmente, as variedades integrais da dis-
tribuicdo de Cartan, usando o facto de esta poder ser determinada pelo conjunto de 1-formas
07 = duf — 3L uf, (ydat, coma=1,....me 7| € k—1:

> Teorema 2.2.2 ... Seja Q C J*(r) uma superficie n-dimensional que se projecta difeo-
morficamente no espago M das varidveis independentes, numa vizinhanga do ponto y € Q. A
superficie Q € wma variedade integral da distribui¢do C, na vizinhanga considerada, se e s6 se
puder ser definida por relagoes da forma:

yh = P )
i = ) (2.2.12)
g = W%(zl,...,mn)

para certas fungées suaves f@, onde e =1,...,m, I = (i1,...,in) e N* e |I| < k.

Dem. O facto de, por hipdtese, a projec¢io m|g ser ndo degenerada significa que,
localmente, é possivel representar a equagao que define Q da seguinte forma:

{ua = Pl 0

4 = FEY e B

para @ =1,...,m, |I| <k, onde f e ff sdo fungdes suaves. Como, por hipétese, a superticie
Q ¢ uma variedade integral da distribuicao de Cartan C*, e esta é localmente definida pelas
1-formas 8%, temos:

0l = dff = fiiyda'

af? o 1
— Z (ﬁ _fI+(i)> dx

1

=0

Logo:
alll e
(zl)u...8(z" )

=

paratodo ao=1, ... ymoe (I < &
<.

Podemos concluir entdo que uma solucio de uma dada equacio & € J¥(m) é uma variedade
integral da distribuicio de Cartan C* contida em £, de dimensdo n = dim M e que se projecta
nio degeneradamente sobre M. No entanto, este conceito de solugio de uma equagéo diferencial
£ de ordem k, pode ser definido sem usar o facto de € ser uma superficie contida em J k(m),
nomeadamente através da seguinte defini¢ao:

> Definicdo 2.2.3 ... Uma equacao diferencial de ordem k no fibrado 7w : ' — M, €
wma subvariedade € C J*(r), munida da distribuigdo de Cartan induzida:

CE):0—Cole) ¥ chnTpe, vee€ (2.2.13)
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Uma solugao (generalizada) da equagdo diferencial £ C JE(m) é uma variedade integral ma-
zimal da distribuicao de Cartan C(E).

<.

Ou seja, em vez de considerarmos a distribuigao de Cartan C* definida em todo o ponto
§ € J*(x), consideramos a distribuicio de Cartan C(£) induzida em & pela distribuigio oe
definida como sendo, em cada ponto 8 € &, a interseccio do subespago Cf com o plano tangente
4 subvariedade £, Tp€. As solugoes de &, sendo variedades integrais de C* e estando contidas
em £, sao, Obviamente, variedades integrais da distribuigio C(£), que se projectam sobre M nao
degeneradamente. Considerando agora variedades integrais arbitrdrias da distribuicao C(&),
obtemos aquilo a que designamos por solugdes generalizadas da equagfo diferencial £.

> Exemplo 2.2.2 ... Consideremos a equagio & dada por:

u? + (W) =1 (2.2.14)

Temos que & = {(z,u,p) € J'(1,1) ~ R? : p2 + 2 — 1 = 0} & um cilindro em J(1,1) ~ IR? ¢,
portanto, pode ser parametrizado por ¢ : (6, z) — (z,sin@,cos ). Nestas novas coordenadas, a
forma de Cartan @ é dada por @ = du — pdz = d(sinf) — (cosf) dz = (cos0)df — (cos ) dz =
(cos @)(d8 — dx), pelo que @ = 0 < (cosb)(df —dx) =0 & cos =0vdi =dr & 0 = S +kmk €
ZV O =z4a,a € IR. No caso de ser § = z + a, obtemos a hélice circular parametrizada por
x — (z,sin(z + a),cos(z + a)), com a € IR constante, que é uma solucio da equagao £ pela
primeira definigao, dado que se projecta nao degeneradamente sobre IR. Se 8 = § + km, &k € R,
obtemos as solugoes u = 1,p = 0 para k par e u = —1,p = 0 para k impar, cujos graficos
sao rectas que também se projectam ndo degeneradamente sobre IR, logo também sdo solugoes
de £ segundo a primeira definigdo dada. Note-se ainda que estas duas ttimas solugdes sao as
envolventes das solugdes anteriores. <.

2.3 Variedades integrais da distribuicao de Cartan

O teorema 2.2.2 permitiu concluir que os gréaficos I'¥, de k-jactos de secgdes s do fibrado 7 :
E — M, sio variedades integrais da distribui¢io de Cartan C*. Nesta secgao, vamos ver de que
forma sao as variedades integrais maximais.

> Definicao 2.3.1 ... Dado um plano P C Cg_l, 8 € J--1(x), de dimensdo d < dim M,

ao subconjunto:

1

U(P)={0eF|L;>P}C R =nf, (9) (2.3.1)

chama-se a variedade de raios correspondente ao plano P.

Dado uma subvariedade N C J*~1(m), o levantamento, ou prolongamento de N, ¢
definido como sendo:
L(N) = |J #«TyN) (2.3.2)
geN

<.
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> Exemplo 2.3.1 ... Consideremos o fibrado trivial m : ]Riy x IRy — IR;?:y e 0 espago dos
1-jactos JL(m) = J'(2,1) = J}(IR? R), cujas coordenadas sao as varidveis independentes z e y,
a variavel dependente u e as varidveis p e q.
Fixemos um ponto 8 = (z,y,u) € J°(r). A fibra Fy do fibrado 7§ : JX(w) — JO(w ) éo plano
com coordenadas p, q. Seja P o subespago gerado por um vector nao nulo £ = X 3—+Y +U
Ty (), e calculemos as equagdes que descrevem £(P).

Se 6§ € Fj tem coordenadas (p,, g,), entio o R-plano Ly TpJO() é definido por:
Oly = du—podz —qody =0
Para que se verifique L O P, temos de ter:

0ls(€) =0
= (dzpodr—qody)(X—a—+Y8 +Uc’i¢) 0
< Xpo+Ypo-U=0
& Xpo+Yp=U

Considerando agora pontos genéricos 6 € Fy com coordenadas arbitrérias p e ¢ cujos respectivos
R-planos Ly contém P, vemos que £ (P) é dado pela equagao Xp + Yq = U, estando os valores

de X, Y e U fixos por £. Vemos pois que genericamente £(P) é uma recta no plano Fp = }R%q.

No caso particular em que X =Y = 0 e U # 0, isto é, quando o vector § é vertical,
obtemos uma equagao impossivel, pelo que £(P) = (. De facto, nenhum R-plano contém vectores
verticais.

<

> Exemplo 2.3.2 ... Consideremos agora uma subvariedade N C J°(2,1) = IR3,, projec-
tando-se ndo degeneradamente sobre ]ng. Consoante a dimenséo de N, temos 3 casos distintos

para o levantamento L(N):
1. Se dim N = 0, entdo N é um ponto ¢ apenas, pelo que L(N) = L({8}) = Fy = (n})~1(6).

2. Se dim N = 1, entao N é uma curva parametrizada da forma t — 8(t) = (a(t), 8(f),¥(t)),
parametrizada por ¢. Logo, para cada ponto 8(t) = (a(t), B(t),¥(t)) € N, Ty N é a recta
gerada pelo vector (o/(t), #'(t),7(t)), pelo que, como vimos no exemplo anterior, £(Tyy N)
é uma recta em Fp(y determinada pela equacio o/ (t) p + 8'(t) g = +'(t). Fazendo variar
o pardmetro t, obtemos uma superficie regrada no espago de dimensio 5, J1(2,1), que
resulta da reunido de todas estas rectas £(Ty;) V), e que é dada pelo sistema de equagoes:

y = gg?
y = pi
b = 4l (2.3.3)

od(t)p+B(tg = Y{)

Considerando a curva N como sendo o grafico de uma fun¢io wu(z,y) restricta & curva
(z,y) = (a(t),8(t)) em IR?, vemos que a tltima equagdo do sistema (2.3.3) é uma con-
sequéncia da relagao existente na curva entre as derivadas parciais p = u;z e ¢ = uy,
podendo ser obtida através da regra da cadeia:

Y(t) = Su(al), B0)) = ueal () + B (6) = () p+ H (D)
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3. Finalmente, se dim N = 2, entao N é uma superficie da forma v = f(z,y). Um ponto
§ ¢ N, determina um tnico ponto § € Fy, tal que Ly o Te(N), que é aquele cujas
componentes p e g coincidem com os declives do plano Ty(N) relativamente aos eixos x
e y, sendo neste caso Ly = TyN. Assim, temos que L(N) é o l-grafico I‘} do 1-jacto da
fungao f.

Em qualquer dos casos, L(N) é uma variedade de Legendre em .J!(2,1), munido da estrutura
de contacto usual, definida pela 1-forma @ = du — pdzr, em coordenadas candnicas. <.

A utilidade da definicio 2.3.1, reside no facto de que, se N € J¥1(m) é uma variedade
integral da distribuicao de Cartan, que se projecta nao degeneradamente sobre o espago das
varigveis independentes M (uma tal variedade chama-se variedade horizontal), entdo o seu
levantamento L(N) € J*(m) é ainda uma variedade integral da distribui¢ao de Cartan. Isto
permite-nos construir variedades integrais em J* () partindo de variedades integrais em J*~1(rr).

De facto, pelo teorema 2.2.1, o plano de Cartan C; é formado pelos vectores tangentes no

ponto @ que se projectam em Ly através da aplicagdo (7E_i)e
k -1
Cy= (Tk-1)3 (Lg)

Logo basta ver que, para todo o ponto § € L(N) € J*(r), a projecgio (mf ;). envia T N)
em Ly. Se assim for, T;L(N) C C; e L(N) é variedade integral da distribuigéo de Cartan.

Mas se 0 = W’g_l(g) e N c JF1(x), entdo, por definicio de variedade de raios, TyN C L

Por outro lado, como N é horizontal, a projecgao 7F_, envia o espago tangente TrB-L{N )em TyN.
Logo T5(L(N)) C Ce.

> Proposi¢do 2.3.1 ... Toda a variedade integral horizontal N C J*(w) da distribuicdo
de Cartan em J5(m), localmente estd contida no k-grdfico F’} do k-jacto de alguma secgdo f.

Dem. Sejar =dim N <n = dim M. Dado um ponto # € N, vamos tomar coordenadas

locais z!, z2, ..., z", em torno de a = m (@) € M, que definam N = mi(N) através das

equagoes:

(o = r+2:-“:mn:0

T =T

A variedade N, sendo horizontal (i.e., projecta-se nao degeneradamente sobre M), pode ser
definida por equagoes da forma:

z = 0, i=r+1,...,n

W = fMetieer?),  a=la.am, (I <k (2.3.4)
e como N é variedade integral da distribuigio de Cartan em J*(r), devemos ter:

d
bjaey 3{;( yorn @), @=L...,m, [[|€£k-1, i=1,...,7 (235

As fungoes fl, L fm estdo pois definidas em N = 7k(N), e os valores das suas derivadas
tangenciais sio dadas em N. Logo, é possivel arranjar funcdes f', f2,..., f™ tais que g =
f* a=1,...,m, e com os valores dados das derivadas tangenciais em N, pelo que N C I‘k
pars Pl oo )

<.
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> Proposicio 2.3.2 ... Sejam: E — M um fibrado de rank m, sobre uma variedade M
de dimensdo n, e seja N uma variedade integral horizontal da distribuicido de Cartan em J k(r),
de dimensdo r =dim N < n. Entdo a dimensao do levantamento de N € dada por:

. n—r+k
N)= B

dim L(N) T+m(n—r-—l) (2.3.6)
Dem. Dado um ponto 8 € N, vamos tomar coordenadas locais z', 2%, ..., 2" que definam

N = mp(N) através das equagdes 2771 = 272 = .. =z" =0,
Pela proposicio anterior, existe uma seccio f = (f,..., f™) tal que N C FI}. Seja af; =

I)+1 fa ~ .
%—. Entao, considerando no ponto § € N os vectores
! = (8:{:" ZZ_: “au) : i=1,.. 07 (2.3.7)
[|<k =1

vemos que {v1,vs,...,v,} é uma base de Ty(N). Para que um ponto 6 € Fy pertenca a £(TyN)
as suas coordenadas p5 deverao satisfazer as equagoes:

~o 7
p[+(¢):a?’z‘, %:1,...,?’, Oﬁ:l,...,m

Assim, enquanto que os multi-fndices J de comprimento k+ 1 tais que J =T+ (i), i=1,...,7
estio determinados, os outros multi-indices .J de comprimento k+1 podem tomar qualquer valor.
n—r+k

multi-indices J
n—r—1

Como, para qualquer o = 1,...,m fixo, existem exactamente m
de comprimento k + 1 com alguma componente r + 1,...,n nao nula, temos que a dimensio de

L(N) considerado como fibrado sobre N é m ( z:r + &

1 ) Logo, como dim (N) = r, temos

n—r—1

quedimL(N)=1ﬂ+m(n_?"_HC )

<.

> Coroldrio 2.3.1 ... Se Ny e Ny sdo duas variedades tais que dim N7 < dim Ny entao
dim L(Ny) > dim L(N3). A igueldade ocorre apenas nos sequintes casos:

=1, dmN =n—-1, dimNy =n (2.3.8)

<.

Vimos anteriormente que o levantamento de uma variedade integral horizontal N € J k=1(m)
é ainda uma variedade integral L(N) € J*(r) da distribui¢io de Cartan. Vamos agora ver que,
se uma variedade integral é maximal, entdo é, em quase toda a parte, da forma L(N), para
alguma variedade N.
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> Proposicao 2.3.3 ... Seja @ € J¥(m) uma variedade integral da distribui¢ao de Cartan
em JE(m). Entdo Q € mazimal se e sé se, localmente, puder ser escrita como o levantamento
de uma variedade integral horizontal N € J*~'(m), excepto possivelmente numa variedade de
dimensdo < dim .

Dem. Consideremos uma variedade integral maximal . O conjunto dos pontos na

vizinhanga dos quais 7' = af_, : J¥(m) — J k=1(m) tem rank constante, é um aberto denso em
Q.

Tomando a subvariedade de @ formada por estes pontos, seja § um dos seus elementos e
¢ = 7'(#). Consideremos uma vizinhanga U de 6, cujos pontos pertencem & subvariedade dada,
e seja N = m'(U). Como consequéncia do teorema da fungdo implicita, temos que N é uma
subvariedade de J*~1(n) e Ty N = Ty (n'(U)) = To (7' (Q)) = 7, (To(Q)) C m,(Cy) = Lg. Logo,
N C J*1() é uma variedade integral horizontal da distribuigio de Cartan em J*~!(), pelo
que estd contida no (k —1)-gréafico do (k— 1)-jacto de alguma secgio f. Como Ty (N) C Ly, pela
definicio de levantamento de uma variedade, temos que 6 € L(IN). Logo, como () é variedade
integral maximal e, localmente, ) C L(N), vem que @} = L(N).

Reciprocamente, vejamos que todo o levantamento de uma variedade horizontal integral em
JE=1(7) é uma, variedade integral maximal em J¥(7). Dada uma variedade da forma L(N), com
N < J* () variedade horizontal integral, ela estard contida em alguma variedade integral
maximal que, como vimos, terd de ser da forma L(/N;) para alguma subvariedade horizontal
N1 ¢ J*Y(m). Logo, como N = 7'(L(N)) e Ny = «'(L(N1)), temos que N C Ny, pelo
que, pelo corolario 2.3.1, dim L{Ny) < dim L(N). Entéo, como L(N) C L(Ny), temos de ter
necessariamente L(N) = L(Ny), sendo portanto L(N) uma variedade integral maximal em
JE ],

<.

Note-se que, se N é o (k — 1)-gréfico do (k — 1)-jacto de alguma secgio f, entdo L(N)
é o k-grafico do k-jacto da mesma secgao f. Logo, como consequéncia deste teorema resulta
que as variedades integrais mazimais da distribuigao de Cartan sdo exactamente os grificos dos
jactos de secgées do fibrado m. Outra consequéncia deste teorema e do coroldrio 2.3.1, é que,
excepto em casos pontuais (quando m = n = 1 ou quando k = m = 1), as variedades integrais
maximais da distribuicdo de Cartan em J*(r) sio o levantamento de variedades de dimensio
nula (pontos) em J¥~1(7), ou seja, as fibras da projecgdo 7' = 7¥ | sdo variedades integrais
mazimais da distribui¢do de Cartan.

2.4 Transformacgoes de Lie

Seja 7 : E — M um fibrado vectorial. Qualquer difeomorfismo ¢ : B — E pode ser levantado
a um difeomorfismo (local) ®*) : J¥(x) — J*(r), k& > 1 da seguinte forma: dado um ponto
0 € JE(r), onde a = m(8) € M e b= m0(0) € E, tomemos uma secgdo s do fibrado 7 tal que
8 = [s]k. Entso, o difeomorfismo ®, ao actuar sobre o 0-grifico 'y C E = J%(x) da secgao dada,
vai levd-lo na subvariedade ®(I';) C E. Se esta subvariedade for, para alguma vizinhanca do
ponto b’ = ®(b), o gréifico de alguma sec¢ao s, entdo tomamos:

o) (9) = [s]%, onde o’ = (¥') = n(B(b))
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Esta transformacio, assim definida, designa-se por k-levantamento da transformacao
pontual & : E — E. Note-se que, embora a transformacéo pontual ® : E — E esteja definida
em toda a variedade E, o seu levantamento ®*), por construgdo, pode nio estar definido em
toda o espago J*(7), pois a imagem do gréfico de uma sec¢ao pode nao ser o grifico de nenhuma
seccao em torno de vizinhangas de certos pontos de E. No entanto, é sempre verdade que k)
estd definida num aberto denso de J*().

Finalmente, note-se que, por construgio, se tivermos um ponto § € J¥(m) com a = m(8), 6 =
[s]k, 6 = [s]k+), e se existir & tal que ®(T,) = [y, com & = [¢'|*+!, entdo d@ék)(Lg) = L.
Mas, por definigao, a distribui¢ao de Cartan é gerada pelos R-planos Ly, e estes sao preservados
pela transformacio ®*), logo esta transformacio preserva a distribui¢do de Cartan, ou seja, é
uma simetria (finita) da distribui¢ao de Cartan. Mais geralmente, temos a seguinte definigao.

> Defini¢io 2.4.1 ... Uma transformacio de Lie é um difeomorfismo & : J*(m) —
JE(m) tal que d®y(CE) = Cg(g), para todo o ponto 8 € J*(). <.

> Exemplo 2.4.1 ... Seja & : R2, — IR% um difeomorfismo dado por:
(z,u) — (X(z,u),U(z,u))

e 6 € J'(m) um ponto arbitrdrio de coordenadas (z, u,p), sendo p o declive da recta tangente ao
grafico de alguma secgiio que representa o ponto 6. Esta recta é gerada pelo vector (1,p), e

d® ;. (1,p) = (Xa(z,u) + Xu(z,u) p, Uz(z,u) + Uy(z, u) p)
Se X.(z,u) + Xu(z,u),p # 0, entdo o difeomorfismo @, ao actuar sobre a recta de declive p,

3 s . Uz (zu)+Un(z,u)p .
vai levé-la na recta de declive T F X (wa) pr © Portanto:

30 (8) = 3N (g, u,p) = (X(ac,u), )

Uz(z,u) + Uu(fﬁ:u)P)
T Xe(zou) + Xu(z,u)p

Por exemplo, se ® : R2, — IR2, é uma rotagio de angulo €, entdo:

; : sing + cose
@(1)(1:,11,,10) = (a: cose —u sing, x sine + u cose, —p)

COSE — sinep

<.

> Exemplo 2.4.2 (Transformagio de Legendre) ... E a transformacdo £ : J1(1,1) —
J1(1,1) dada, em coordenadas canénicas (z,u,p), por:

L : (z,u,p) — (p,zp — u, ) (2.4.1)
£ uma transformacio de contacto uma vez que:
L*(du—pdz) = duoL)— (poLl)d(zoL)
= dU - PdX
= d(zp—u) —zdp
= pdr+zxdp—du—zdp
= —(du— pdz)
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A transformacao de Legendre transforma a 1-faixa de contacto!:
Fm : p— (a,b,p), peR
de suporte fixo m = (a,b) € R2,, na 1-faixa £ o F,, dada por:
LoFp:pr— (pap—>b,a)

cuja suporte, isto é, cuja projecgdo no plano de configuragao, é arectau=az —b

A transformacio de Legendre transforma a equagio de Clairaut v = zu' — f(u'), isto é:

L= {(z,u,p): u=2p-f(p)} < J'(L1)

na equagio obtida da seguinte forma. Calculamos primeiro £71:

X =7p z = P
L3 U = zp—u = gy u = XP-U
P = =z p = X

Em seguida calculamos:

0 = u—zp+ f(p)
(XP-U)—PX + f(X)
= U+ f(X)

|

e portanto £ transforma a equacgio de Clairaut, na equagao:
U= f(X) (2.4.2)

que nao contem derivadas, e por isso estd automaticamente resolvida. Note que a equagio
U = f(X) deve ser interpretada, no presente contexto, como uma equagao diferencial do tipo
F(X,U,P) = 0, onde P é arbitrdrio. As solugoes de U = f(X) séo as rectas verticais P —
(a, f(a), P), “por cima” de cada ponto (a, f(a)) do grafico de f, e podem ser interpretadas como
1-faixas de contacto, de suporte A = (a, f(a))!

Por outras palavras, para cada X = a fixo, a curva parametrizada:
Fo: P+ (a, f(a), P)

¢ uma solugao generalizada da equagio (2.4.2). Com efeito, essa curva estd contida em {(X, U, P) :
U—f(X)=0} e F:0) = FHdU — PdX) =0, uma vez que X = a estd fixo. F, é a 1-faixa de
contacto, de suporte A = (a, f(a)).

Sob a transformacao de Legendre, cada uma destas solugoes transforma-se numa solugio da
equagao de Clairaut:

d:ef

ba ﬁ_]‘OJTa:Pn—>($:P:UzaP_f(a)ap:a)

cujo suporte é a recta u = az — f(a), no plano de configuracio IR2,,.

'Por defini¢io, uma 1-faixa de contacto é uma curva imersa F : I C R «— JY(IR;R), que é curva integral
da distribui¢io de contacto: F*! = 0. Ver o exemplo 2.3.2.
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Desta forma obtemos uma familia a 1 pardmetro {¢, }scr de solugdes da equagao de Clairaut:

{u=az — f(a)}aer (2.4.3)

a que se chama o integral completo da equagao de Clairaut. A envolvente desta familia a 1
parametro de rectas, obtem-se eliminando o parimetro a, nas equacoes:

u—az+ f(a) = 0
{ et Pl : (2.4.4)

Suponhamos por exemplo que f(p) = %pz. Entéo:

u —az + a%/2 0 a = T )
{#x-l—a = 0 = {u = z%/2 = u=z°/2

e a envolvente é a pardbola u = 22/2, que fornece a chamada solugdo singular da equagio
de Clairaut. Note que a solucdo cldssica u = ax — a®/2 é a recta tangente & solugao singular

u = z2/2, no ponto (a,a?/2).
<.
Vimos j4 que, localmente, a distribui¢io de Cartan era determinada pelas formas de Cartan:
s .
? = duf = 3 ufy g do
i=1

com |I| < k— 1. Entéo, a definicao 2.4.1 pode ser reformulada da seguinte forma: uma trans-
formacio de Lie é um difeomorfismo tal que, localmente, temos:

m
O = > Npel (245)
B=1 |J|<k—1
paraa=1,...,m, |I[| < k—1epara A?E; funcdes ndo nulas em C(J*()).

Assim, por exemplo, dado um difeomorfismo pontual ® : IRZ, — IR2, definido por (z,u)
(X (u,u), U(z,u)), entdo, se &) (z,u,p) = (X(z,u), U(z,u), P(z,u,p)), devemos ter:

(@N*(du — pdz) = dU — PdX = A(du — pdz)
para alguma fungio A € C*°(J*(1,1)) néo nula. Mas:
dU — PdX = U,dz + Uydu — P Xpdz — P Xydu = (U, — PX,)du+ (Upy — PX;)dx

logo A = U, — PX, e —A\p = U, — PX,, isto é, —p(U, — PX,) = U, — PX,, donde vem
P o UJ:""Uup

= XX 5 O que esta de acordo com o que vimos anteriormente.

O procedimento anterior para construir o levantamento de difeomorfismos pontuais em F =
JO(), pode ser generalizado para qualquer transformagio de Lie & : JE(m) = JE(xr), k> 1 da
seguinte forma: como se viu anteriormente, um ponto 8 € J k+1(1) pode ser considerado como
um par ordenado formado pelo ponto 8 = 7F11(f) e pelo R-plano L TpJ* (). Se d®o(Ly)

for ainda um R-plano, ou seja, se puder escrever-se na forma Lz para algum = Fgg) = Fo,
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tomamos @(1)(5) = 0, ou seja, a imagem de 6 ¢ o par ordenado formado pelo ponto 8’ = ®(6)
e pelo R-plano Lz, Analogamento ao levantamento de transformagdes pontuais, embora &(1)
possa nao estar definido em toda o espago J k+1(7), é sempre verdade que &) estd definida num
aberto denso em J*+1(r).

Vamos agora ver que sé ha dois tipos genéricos de transformagées de Lie.

[> Teorema 2.4.1 (Lie-Backlund) ... Toda a transformacdo de Lie ® : J*(w) — J*(x),
com k > 1, € de um dos sequintes tipos:

1. se m = rank F = 1 (uma sé varidvel dependente), entdo ® é o (k — 1)-levantamento de
uma transformacio de contacto em J().

2.se m = rank E > 1, entdao ® é o k-levantamento de uma transformagio pontual em

E = J(r)

Dem. Comecamos por considerar o caso em que m > 1 ou n > 1. Neste caso, vimos

que as variedades integrais maximais da distribuicao de Cartan em J*(7) eram as fibras da
projeccao 'rrf;_l. Mas, se ® é uma transformacio de Lie, entéo preserva a distribuigao de Cartan,
e, consequentemente, preserva as suas variedades integrais maximais. Logo, a imagem por @ de
uma fibra ga projeccio w,"g_l é ainda uma fibra da projecgio § |, 0 que nos permite definir uma
aplicagio ® : J5~1(n) — J51(x) da seguinte forma: dado um ponto 6 € J*1(mr), se Fy é a fibra

da projeccdo mf_, sobre #, tomo ®(6) como sendo o ponto 6 tal que $(Fy) = F5. Considerando

agora ® = &) o =1, obtenho uma aplicagio em J*(m) que se projecta na identidade em
JE=1(w). Mas tal aplicagdo sé pode ser a prépria identidade em JE(m), pelo que 1) = .
Utilizando o facto do levantamento de transformagoes de Lie ser associativo, no sentido de
verificar (®1)(s) = ®(+) para toda a transformacdes de Lie ® : J*"1(n) — J*1(7) e para
todos [, s € N, posso aplicar sucessivamente o raciocinio anterior e concluir que ® é o (k — 1)-
levantamento de uma transformagio de contacto em J'(), se m = 1, ou o k-levantamento de
uma transformacio pontual em JO(7).

Vamos agora considerar o caso em que m = n = 1 (uma varidvel dependente u e uma varidvel
independente z apenas). Em J*(m) = J¥(1;1), consideramos o sistema de coordenadas local
dado por z,ug = u, uy, ug, ..., ux. Neste caso particular, a distribui¢ao de Cartan, em Jo1:13,

tem dimensio 2 e é gerada pelo campo de vectores vertical Z = % e pelo campo de vectores

horizontal D = 5— + 21 —0 Uitl 3‘31

Se demonstrarmos que ® preserva a distribuigdo gerada por Z, entao, consequentemente,
preserva as suas variedades integrais maximais, que so as fibras da projeccio my : J5(m) — M.
Aplicando o mesmo raciocinio do caso anterior, chegamos & conclusao que ® é o k-levantamento
de uma, transformacio pontual em F = JO(m).

Seja V a distribuicio gerada por Z. Dada uma distribuicdo P, vamos designar por I'(P)

o conjunto dos campos de vectores pertencentes a P. Tomando C’ como sendo a distribuigao
em J*(m) gerada pelos comutadores de campos de vectores pertencentes a I'(C'), temos que,
como C é gerada pelos campos de vectores ZeD, C'é gerada pelos campos de vectores Z, D
= (2,0 = (%, & + Th wng] = [o, 2] + Sl winr ] = [ ki) =
Z-?u_k? Se tomarmos agora S(C”) como sendo o conjunto dos campos de vectores S € T'(J*(m))
que verificam [S,T(C")] ¢ I'(C"), vamos agora ver que I'(V) = I'(C) N S(C’). De facto, se S
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é um campo de vectores de I'(C), posso escrever S = aZ + 3D para certas secgdes o e 3 de
J¥(m), dado que I'(C) é gerado pelos campos Z e D. Logo, se S € §(C') entéo, em particular,
como Y € T'(C"), devemos ter [Y,S] € I'(C"). Mas [Y, 5] = [Y,aZ + D) =Y (a)Z + afY, Z] +
Y(B)D+BlY,D|=Y(a)Z +Y(B8)D + BX, logo, para que [Y, S] pertencga a ['(C’), devemos ter
3 =0, dado que os campos de vectores Z, D, Y e X sdo linearmente independentes em todos os
pontos de J*(7) e dado que C' é gerada pelos campos de vectores Z, D e Y. Temos entdo que
S =aZ,ouseja, S € I'(V). Como ® preserva a distribui¢io de Cartan, temos d®(I'(C)) = I'(C)
e, consequentemente, d®(I'(C")) = I'(C"). Logo, d®(T'(V)) = d®(T'(C) NT(C")) = d®(T'(C)) N
d®(I(C")) =T(C)NT(C") =T(V), ou seja, P preserva a distribui¢do V' gerada por Z.

<.

Um exemplo, para m = 1, de uma transformagao de Lie que é de contacto mas que nao é
o levantamento de nenhuma transformacao pontual é dada pela transformagio de Legendre em
J(1,1), que é definida por:

(z,u,p) = (X(z,u,p) =p, U(z,u,p) =zp—u, P(z,u,p) =12) (2.4.6)

Trata-se de uma transformacgao de Lie, como ji vimos, mas, no entanto, é 6bvio que nao é o
levantamento de nenhuma transformagao pontual em IR.,,.

2.5 Campos de Lie

> Defini¢ao 2.5.1 ... Um campo de Lie X em J*(7) é um campo de vectores cujo fluzo
(local) € constituido por transformagées de Lie. Ou seja, se X é um campo de vectores em J* (1)
cwjo fluzo (local) em J*(m) é {®;}, X ¢ um campo de Lie se e sé ®; € uma transformagdo de
Lie, para todo t.

<.

Vimos que, localmente, a distribuicio de Cartan era determinada pelas formas de Cartan
T =duf — Y uf +(i)d$i, com || < k — 1. Entéo, a definigdo anterior pode ser reformulada
da seguinte forma: um campo de Lie é um campo de vectores X tal que, localmente, temos:

m
Lx6F=) Y, X3b;
B=1J|<k~1

parac=1,...,m, [I| <k—1 e para )\?5 fungdes de C(J*()).

Na sec¢do anterior, vimos que s havia dois tipos genéricos de transformagoes de Lie (levan-
tamentos de transformagdes de contacto em J!(7) e levantamentos de transformacoes pontuais
em E = J%(7)). Vamos ver que o mesmo acontece com os campos de Lie.

Dado um campo de Lie X € X(J*(r)), podemos definir o seu levantamento de ordem £
da seguinte forma: tomando o respectivo fluxo (local) {®;} de transformagoes em J*(7), uma
vez que se tratam de transformacoes de Lie podemos tomar o levantamento de ordem £ de
cada uma delas e obter um fluxo de transformacdes de Lie em J**(7), cujo respectivo gerador
infinitesimal serd o campo de vectores em X(J*™(7)) que designaremos por levantamento de
ordem £ do campo de vectores dado e que notaremos por X, Note-se que, por construcio,
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X ¢ ainda um campo de Lie. Notemos ainda que, ao contrdrio do que acontecia com as
transformacoes de Lie, o campo de Lie X(©) est4 definido em toda a variedade T, De
facto, dado um campo de Lie X € X(J¥(r)) e um ponto 8 € J**1(r), o respectivo R-plano Ly,
sendo horizontal, serd enviado num plano também horizontal por uma transformacao ®; com ¢
suficientemente pequeno. Isto permite-nos definir o levantamento de ordem 1 do campo de Lie
X € ¥(J¥(m)) em toda a variedade J*+1(r), pelo que, usando a associatividade do levantamento
de campos de Lie, podemos definir levantamento de ordem £ do campo de Lie X € X(J*(r)) em
toda a variedade J*+4(m) para qualquer £ € N.

Temos, entao, o seguinte teorema:

[> Teorema 2.5.1 ... Toda o campo de Lie X € X(J¥(m)), com k > 1, é de um dos
sequintes tipos:

1. sem = rank E = 1, entdo X é o (k — 1)-levantamento de um campo de contacto em J ().

2. se m =rank E > 1, entdo X é o k-levantamento de um campo de vectores em JO(r).

<.

> Exemplo 2.5.1 ... Consideremos o fibrado trivial 7 : £ = R2 — R, = M,derank E =
1, e um campo de vectores X = a% + b;% € X(E), com a,b € C®(IR?), cujo fluxo é {®;}, com
&;(z,u) = (X(t;z,u),U(t;z,w)) sendo X(t; -),U(t; -) € C®°(IR?),Vt € IR fungdes suaves tais
que X(0;z,u) = &, U(0;z,u) = u, H%L_UX(IS; J = e %lt—o U(t; -) = b. Entéo, para cada

t € IR, podemos considerar o levantamento a J* () do difeomorfismo:
D, : (z,u) — (X(t;z,u), U(t;z,u))

que, como vimos antes, é dado por:

&" : (z,u,p) — (X(t;:r:,u), Ut; z,u) Uikt u3) + U‘“(t?za”)iﬂ)

' X (b2, u) + Xu(t z,u)p
Temos agora um fluxo local em .J!(7), cujo gerador infinitesimal é:

i Ug(t;z,u) + Uu(t;m,u)p)
dt |,—o ' Xpltymu) + X (G, u)p

= (a, b, bo+ (b — a)p — aup?)

X(l)(x, u,p) =

(X(t; &, ), U (6 &, )

isto é, os campos de Lie em J'(1,1) que sdo o levantamento de campos de vectores em J°(r)
sao dados por:

a d 0
XU = g— 4+ b— (by + (b — 02)p — 6up*) —
aam+ au+(r+(u az)p aup)ap
sendo a ¢ b as suas componentes em J°().
Por exemplo, o levantamento a J1(1,1) do campo de vectores X = —u% + a:a%, em B =

Tu?

JUm)=R2,, é X1} = fu% -+ m% +(1 —}—pg)a%.
.
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Vamos agora ver como podemos calcular as componentes do levantamento de um campo de
Lie X, dadas as suas componentes.

> Teorema 2.5.2 ... Consideremos um campo de Lie dado por:
LN 0
X=) a—+ S b — (2.5.1)
= % o Sanee W

Os coeficientes b§ podem ser calculados por recorréncia através da seguinte férmula:

Trw = DildF) - ZUH(;,)D() (2.5.2)

=1

onde |I| <k—-1eDi=55+3,5u 5—~ € o operador de derivagdo total relativamente a

(Ei

Dem. Se X é um campo de Lie, temos que Lx8% deve ser uma combinacio linear de

formas de Cartan. Como X(z') = a' e X(u§) = b, temos que:

Lx0f = (duI Z ULy (1) )
= d(Xuf) - Z(Xu?+(i))dl.i s u‘f‘+(i)d(Xmi)

i=1
n

= dbf = (b7, (pyde’ + uf,(;yda’)
i=1

Notemos agora que qualquer 1-forma
= Z a; dz* + Z bl duf
em J*5(m) pode ser escrita da seguinte forma:
n .
w = ZG,;d:c" -+ Z bl dug
i=1 a,l
L . L .
s Z:o,,;d:c2 + Z bé (0? -+ Zu?+(i)da:’)
i=1 a,l i=1
n ; n Z
= Zaidm"”JrZ b({t ?+Z ZU?+(,;) bé dIz
i=1 a,l i=1 \ &l
L .
= Y |ai+ D uf bk | df+ > bl 67
a, I
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onde @; = a; + 3,1 UT, @) bl ¢é uma funcio suave em J*+1(m) e we é uma combinagao linear
de formas de Cartan. Em particular, uma 1-forma do tipo dg em que ¢ é uma funcao suave em
J*(m) pode ser escrita da seguinte forma:

dtp—éa Z

I

< a v i 8(10 fad
= Z( )aa)d$+2ﬁ91

ot I

= iD (p)dzt + 23—@ (2.5.4)

i=1 o,

Temos entao:

X(67)

db[ S Z b?+(i)d$i == Z u?_,_(j,)daj

= ZD bO‘ dzt —be+(t Z( J)ZD{aj)d$)+wc

=1

n

= Z( i(b7) — b7, ZUI+ )d:c +we (2.5.5)

i=1

onde we é uma combinacgdo linear de formas de Cartan. Logo, para que X(67) seja uma
combinagio linear de formas de Cartan, concluimos que tal acontece se e s6 se D;(b¢) — b§ i)

D 1”I+(J) i(a;) = 0, ou seja, se e s6 se by, = Di(b) — 25 u?Hj)D,;(aj) para quaisquer
i=1,...,n,a=1,....me|[I|<k—-1

<.

> Exemplo 2.5.2 ... De que forma sao os campos de contacto em J!(n, 1) ? Consideremos
em J1(n,1) um campo de contacto X dado por:

A o B g 2 8
X=>"a 1 Fbg & Zcz-% (2.5.6)

i=1 1=1 &

onde designamos w; por w;. Vamos, em primeiro lugar, ver qual a relacio entre as funcdes ot
e a funcio b. Para que X seja um campo de contacto, temos de ter X (@) = A@ para alguma
funcio suave A € C>®(J1(n,1)), onde @ = du— 3", w;dz’ é a forma de Cartan (ou de contacto)
em J'(n,1). Logo, vem:

X@ = X (du - i uid:r:i)
i=1

)~ 3 (k) e 3 (X
=1

i=1

= db—) cida’ — Zn:ujdaj
i=1 g=1
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“ { ab SR DRI LR nfab & ddl
= Z(ami—quuja )d (—@—;ujm)du+2(a—m—2uja—m)dul

i=1 7=1

Portanto X (8) = A0 = A (du — i widx’) se e s6 se:

b dad

o EJ 1U g — —Au;;  t=1l,..0yn
ab Bal .
=1%o = A (2.5.7)
ab 8ad )
EE*Z?:WJ#?; = 0, 3= saq 10
isto é, se e s6 se:
da’ da? -
{ Bm—ci Zg 1“332 +u13u uazj 145 = 0, t=1...,n (2.558)
b da’ _ . 5.
Bu; 3 1 35’1:': = 0, 7 AU ¢}
Considerando a fungdo f = b—3% ' uja?, temos que 5 5‘f — %T 52 gu e = gl e

1,...,n, pelo que at 7_81%7 z—l,...,neb—f+2j=1uja9 f—Y¥ra J%Lj.

Quanto as fungdes c;, estas podem ser obtidas recorrendo ao teorema anterior. Sendo assim,
temos:

¢ = Di(b) = Z’LﬂjDi(aj) onde D;=—+ u,;—

n d n 8
— D@ (f — ZT.LJ%) = ZujDi (an)
j=1 2 i=1 J

7
- 8 = d
= Di(f) - zujDi (a_j;) + Z:ujpz- (5—%)

0f | 2t (2.5.9)

= Dif) = 8;1:t Y B

Chegamos entéo & conclusio que os campos de contacto em J!(n,1) sio da forma:

of o 5. Bf\ 8 ZEi7vt af
Z ¥ Ju; Oz + (f a ;uié)@{i) B ; (ami T Ui ) e (2.5.10)

A funcao [ designa-se por fungdo geradora do campo X;.

<.

Generalizando 0 exemplo anterior, vamos agora considerar em J*(7) um campo de Lie X =
g 8.7:‘ + 5 lb"‘ sos + ... e uma secgdo arbitrdria f do fibrado 7. Sabemos que, como
X &, por hipétese, um campo de Lie, para ¢ suficientemente pequeno o k-grafico da secgio de
f é transformado no k-grifico de alguma secgdo f; de m. Vamos, entdo, definir uma secgao
em J*(r), denominada por secgao geradora do campo X, que ird medir a velocidade ins-
tantanea de variacao da secgio f através das transformacdes locais geradas pelo campo X.
Usando as coordenadas canénicas {z,u®} de m, suponhamos que a secgao f é definida por
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u® = f*(z!,...,z"). Entdo, o seu k-grafico I'}, em J*(rr), é dado, nas coordenadas candnicas
{z*, u®, u¢} de J*(m), pelas equagdes:

w5 = g™, a=1,...,m (25.11)
o _ 5 i n - 0.
W = g (@hne), =L, 1 <F

I| rox
Como em I'% se tem que u$ = ﬂ{:—, I| <k, vemos que os campos de vectores D ), dados
f qhe Uy = “gg k! ;

por:

d a\[\+1fa a

a m
D =emt 3, | Dothaga+t Y. e
Gzt~ <k ()Bu? T2k Oz’ Ozt duf

(2.5.12)

formam uma base do espago tangente do k-grafico F’}. Sendo assim, podemos desprezar a acgao

destes campos em I'%, uma vez que esta é trivial. Vamos entao considerar a acgdo da componente
vertical XV do campo de vectores X, dada por:

XY = X—ZaiDt(-f)

i=1

P (ba - Zaiug) a% + ... (2.5.13)
a=1 i=1

A secgio geradora ¢ = (!, ..., ™) define-se entio como sendo a secgio cuja componente ¢*
coincide com a componente de X¥ em 3%, ou seja:

n
e =b* - a'uf, a=1,...,m (2.5.14)
i=1

Note-se que a componente ¢ pode também ser calculada através da seguinte férmula:

% =X _10% = 0*(X), onde 8% = du® — 3", ufda’ (2.5.15)

Obtemos assim uma correspondéncia bijectiva entre os campos de Lie e as secgbes p =
(o', ..., ™). Esta bijecgdo permite-nos definir o paréntesis de Jacobi entre duas secgoes p e ¢
de m como sendo a secgdo {p, 1} cujo respectivo campo de Lie é dado pelo comutador entre o
campo de Lie associado a ¢ e o campo de Lie associado a 1. Obviamente, obtemos assim uma
estrutura de dlgebra de Lie relativamente ao paréntesis de Jacobi.

2.6 Simetrias classicas

D> Defini¢io 2.6.1 ... Uma simetria (finita) cldssica de uma equagdo € C J*(m) € uma
transformagdo de Lie ® : J*(m) — J*(x), que envia a equagdo € nela prépria, ou seja, tal que
B{E)c{E).

> Definigdo 2.6.2 ... Umasimetria (infinitesimal) cldssica de uma equacdo £ C J*(r)
¢ um campo de Lie X € X(J*(7)), que ¢ tangente a &, ou seja, tal que Xy € Ty(E), VO € £.

<.
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O teorema seguinte decorre directamente das definigoes:

> Teorema 2.6.1 ... 1. Seja @ : J¥(m) — J*(7) wma simetria (finita) da equagio € C
JE(), e seja s uma solugdo de €, isto €, uma secgdo do fibrado 7, cujo k-grdfico I'® estd contido
em £. Entdo ®(I'%) é uma solugdo generalizada da equagio €. Em particular, se ®(TF) ¢ da
forma 1"’;,, para alguma secgao s’ = ®*s, entdo s’ € solugdo de £.

2. Se X € uma simelria infinitesimal de £ e s € uma solucdo, entdo para qualquer ponto
0 € T existe uma vizinhanga U, de 8 em I'%, e ¢ > 0 tal que V|t| < €, a variedade FIX(U) ¢
localmente da forma F}‘%Z <. Por outras palavras, X determina um fluzo no conjunto das solugies
de £.

<.

Por vezes, considera-se como simetria infinitesimal ndo o campo de Lie, mas a sua respectiva
seccao geradora. Tal pode ser feito, pois, como vimos, existe uma correspondéncia bijectiva
entre ambos. Note-se também que, se X e Y sio campos de Lie, entdo as formas X(07) e
Y (6%) pertencem ambas & distribuicdo de Cartan, pelo que (X, Y](87) = X(Y(87)) - Y (X(67))
também pertence & distribuicao de Cartan e, consequentemente, [X, Y] é também um campo de
Lie. Além disso, se X e Y forem tangentes & equagio &, [X, Y| também o é. Temos entao que o
conjunto das simetrias de uma equagao £ tem uma estrutura de dlgebra de Lie, a qual pode ser
transportada para o conjunto das secgdes geradoras de campos de simetria de uma dada equagao
£, através da correspondéncia entre os campos de Lie e as suas respectivas secgdes geradoras.

Uma das principais razoes da utilizagio de simetrias infinitesimais em vez de simetrias finitas
reside no facto de as primeiras poderem ser determinadas localmente através de sistemas de
equacdes diferenciais lineares. Assim, dada uma equagio £ = {# € J*(m) : F*(9) = 0, a =
1,...,7} € J¥(r) de rank méximo, para que um determinado campo de Lie X seja tangente &
equacgao £ é necessdrio e suficiente que X(F'*) se anule em & para todo @ = 1,...,r, ou seja,
que se verifique a seguinte condigao:

X(F*) =3 AgF*° (2.6.1)
4=1
para a = 1,...,r e para A% fungdes de C°(J*(m)).
B

Vejamos um exemplo:

> Exemplo 2.6.1 ... Em J?(2,1), consideremos uma PDE de segunda ordem em duas
variveis independentes x! e 2% e numa varidvel dependente u dada por:

F(z', 2, u,u = g 0), 2 = 1), U(2,0), B(1,1) %(0,2)) = 0 (2.6.2)
onde F' é uma funcdo suave em J2(2,1).
Como m = 1, qualquer campo de Lie em J%(2,1) é o l-levantamento de um campo de
contacto em J1 (2,1). Neste caso, temos que os campos de contacto sao dados por:
Op 0 dp 8 ( @ dp\ 0 O dpN 0
T Y ™ —“23—1@) Bu (5}5’*’“%) Bus

Oy dp\ 9

X, =
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Logo:
dy 0 dp O 0 d a 0 0
M o Pl ER O ( W _tp)_ (ri _(E)_
Xy Ouy Ozl Oug Hx? gt ul@ul & Aus / Bu ¥ Azl + ou /) Buy T
Op Op\ 0O a d 0
= — ) =—+5b —+b b 2.6.4
(3562 tow GU) Guy |20 Buuz,0) ™A Ou(,1) T Fu(0,) 264

para certas fungbes suaves b 0y, b1,1) € bo,2)- Portanto, a equagao que define as simetrias de &£

s

e:

Ouy Ozt Bug Oz2
Ay dp\ OF aF oF or
oyl AN — L = 6.
¥ (8932 i 51&) Ouy 0o Fu(2,0) ¥ b(l’l)au(l,l) *ho dug2) sl

Op OF  Op OF ( u 2¥ 8(,0)817_'_(890 6‘1,0) oF
A W |

Ouq ”26u2 du 9zl ul% a—ul

Note-se que, para calcular as fungdes b gy, b1,1) € bo ), basta utilizar o teorema ?. Temos,
por exemplo, que:

booy = Dilba,e) —wenDilar) —ua,1Di(ag)
= D (% +u1%) — uz,00lh (%) —ugyth (—g—i)
~ bt g e e+ i+ a0 e 1 ager + i

+“(20)“(11)—62“f‘“+“(11(92—(’0+“(11)”1—2('a—+”(11)“(20) Ly +uf 62_90
O By Buy 1 Gupdrl D Sus0u R T R GO

= U(Q!D)Z—Z + 8?;;,32 + 2uyq ai?gu + 2u(210)£§a + 2”(1,1)‘3}% + u?% + 2uqu,0) Bij'i‘ul +
21,1,1vu(1,1)%(;;2 + u%g,u)g—i‘? + 2u(2,0)%(1,1) 81?12;“2 + “%1»1)%2_? (2.6.6)
<.
2.7 Calculo das simetrias da equagao de Burgers
A equagio de Burgers é a equagio dada por:
Uy = Ulhg + Ugy [2.7-1)

Trata-se de uma PDE de segunda ordem em duas variaveis independentes x e t e numa variavel
dependente uw. Aqui estamos a usar notagdes classicas com zl = a:,:cz = t,u(0,0) = ®,U(1,0) =
Ug,U(2,0) = Uz, U(n2) = Ut- Com as notagdes multiindice, a equagao (2.7.1) escreve-se, em
J2(2;1), na forma:

U(0,2) ~ %(0,0)%(1,0) ~ %20) = 0
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Aplicando o exemplo da secgio anterior, temos que a equagio que define as simetrias da
equagao de Burgers é:

G0SE_S00F (L D¢ | Be\OF (B, Bp)OF
 Quy O Oug Ot T Ouy taut du Oz Au ) Ouy
A dp\ OF aF ar oF
( +u 3u> 5;; . bxwauzz + bmta s + bttauﬁ = M (2.7.2)

2

& a a2 a2 82 282
onde F = utty +Ugy — utze onde bm;:: Uz g + 557 :r 2z 5t —zl- 2“3:1»@% -+ 2umtm% +us 55+
o2 a 2 0 15} 2 8
2Up gy —‘*"—au 7+ 2UgUgt —‘P—auaut + um% + QU Uiy —é“’—au + u, e

__8F __ 8F aF ar __ oF __ oF __ IF
Como § Bz T B —Bun =0 By = U Gy = W By = L € By, — 1, vem
Ay Ap ) (Bt,o oy (8(,0 8(,0)
(“’“zaum ~%ae ) T e T Bu) = \ar T Mau) T
dp o 8%p 20 o 8
L W R T AR 2 il
T ou T dx2 TR Az du + aigs Oxdu, + Sl Oxduy + iz Ou? i
82@ 32 @ 82 @ 82(,0 52
Lo 2 A 2 2
Pz Audu, T Lugliat Auduy + U Ou i Ous + Uit ou?
= AMutg + tgy — Uz) [2.7.8)

Notemos também que ¢ é uma fungdo suave nas varidveis x, t, u, u; e u;. Uma andlise
detalhada desta equacfio permite-nos concluir que, para que esta seja possivel, a fungio A néo
pode conter as varidveis Uz, Ug € Uy Logo, ndo pode surgir nenhum termo em u2_ no segundo
membro da equagio, pelo que o coeficiente de u2, no primeiro membro da equagio deverd ser

nulo. Entao, %%”E =0e ¢ é da forma:
@ = a(z,t,u,uw)u; + Bz, t,u,uz)

2
Um raciocinio andlogo permite-nos concluir que g—uﬁ 0, logo —guw T Bz By = 0, pelo que
t t

git g—ugﬁOegoeda forma:
¢ = (O(z,t,w)us + A(z,t,u) uz + B(z, t,u)us + Cz,t,u)

= Oz, t,w)uguy + Az, t, u)u, + Bz, t,u)uy + Clx,t,u) (2.7.4)

Temos também que %ﬂ—t =0, logo O(z,t,u) = 0 e ¢ é da forma:

CF

@ = Az, t,u)uy + Bz, t,u)w + Clz,t,u)

Substituindo na equacdo que define as simetrias da equagdo de Burgers, obtemos:

Cug + (Agug + Brug + Cop + ug(Ayug + Byuy + Cy))u — (Apuz + Brup + Cp + us(Aytig
+ Byt + Cy)) + tige(Aytiz + Byup + Cy) + (Agztiz + Brotty + Coz) + 2ug(Apytis
+ Bouut + Coy) + 2Uzp A + 205 By + ug(Awum + Buyus + Cuy)
22Ut Ay + 2Ugar By = AUty + tgy — Ut) (2.7.5)
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Como ambos os membros sio polinomiais de grau 1 em u,., os seus coeficientes terdo de ser
iguais, pelo que A = Ayuy + Byug + Cy + 24, + 2ug Ay, e vem:

Cug + (Azug + Boug + Cp + up (Aytir + Buue + Cy))u — (Ayug + Bywy + Cp + ug(Autin
+Byug + Cy)) + tzz (Autiz + Butg + Cu) + (Apatte + Baats + Cra) + 2uz(Azuts
+ Byttt + Cau) + 2Ugn Ay + 2zt By + U2 (Auwytiz + Buytts + Cuu) + 2utglng Ay + 2ugtize By
= (Ayus + By + Cy + 245 + 2ug Ay ) (Wi + g — Uy) (2.7.6)

Simplificando, vem:

C‘LL_I + (Amu:,; “+ Bmut + C’m)u - (Af’u_;g ~+ Btut 4 Ct) e
+(A:J::rux + Bazu: + Oza:) =+ QUm(Azuuz + Bruus + Cxu) + 2un By +
12 (Auutts + Buntts + Cu) + 2t By = (245 + 2u A,) (wuy — ) (2.7.7)

Vamos agora ver de que forma sio as fungoes A, B e C. O coeficiente de u,+ é nulo no segundo
membro e é 2B, + 2u, B, no primeiro membro, logo temos B, = B, = 0. Simplificando, vem:

Cug + (A;,;’U.I + C'x)u — (At’u.;,; + Bius + Ct) +
+(A5r:cua: + C.’L‘.’L‘) + 2uy (Azuuz + Czu) +
w2 (Auutiz + Con) = (245 + 2uz Ay) (uug — u;) (2.7.8)

€T

Agora, o coeficiente de u,u; é nulo no primeiro membro e é —2A4,, no primeiro membro, logo
temos A, = 0. Simplificando, vem:

Cu, + (Amur =+ C“m)u = (Atu,, + Bus + Ct) <
+(Aa:xusc + Cma:) + 2u,Cry + ugcuu =
= 2A,(uwug —w) (2.7.9)

Temos agora que o coeficiente de u; é —B; no primeiro membro e é —2A, no primeiro membro,
logo, supondo B; = 24, vem:

Cuz + (Azuz + Co)u — (Apuy + Ct) +
+(Aw:1:ux + Ca.":c) + 21 O + 'U‘?,;Cuu =
= 2A uuy (2.7.10)

Esta tiltima equacgio é quadratica em u,. Logo, igualando os coeficientes dos termos de grau
0,1e2, vem:

Gl = 0
C+Azu— A+ App +2C,, = 24,u (2.7.11)
Cati — Ce 4 Cas = 0
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Pela primeira equacio do sistema, vemos que C' = r(z,t)u + s(x,t). Substituindo na terceira
equagao, obtemos:

rIu2 + 8pU — Ty — S; + Typplh — Sz = 0

Esta ultima equacio é quadratica em u. Logo, vem:

T = 0
Sg —Tt+ Ter = 0 (2712)
St + 81z = 0

Derivando a segunda equagao deste sistema relativamente a x, vem s,z — Ttz + Tzax. Mas, como
r, = 0, temos 5., = 0, ou seja, s = wz + v, pelo que da terceira equagao concluimos que s; = 0.
Derivando agora a segunda equagao deste sistema relativamente a t, vem sz — 7t + oot Mas,
como 7, = 8; = 0, temos ry, ou seja, 7 = mt+n. Notemos ainda que a segunda equacao implica
que w = m. Assim, temos:

C=(mt+n)u+ (wz+v)=(wt+n)u+wz+v

Voltando ao primeiro sistema, vamos derivar a segunda equagdo relativamente a u. Como
Ay = Cuy =0, obtemos C,, + A, = 24, ou seja, C,, = A,. Logo, A, = wt +n e, como A, =0,
vem A = (wt + n)x + ¢(t). Substituindo na segunda equagdo, vem:

(wt +n)u+wz +v+ (wt+n)u— (we+q¢) = 2(wt+n)u

@ = v

g = vt+k (2.7.18)
Logo, A = (wt + n)z + vt + k. Finalmente, como B, = B; =0 ¢ By = 2A; = 2wt + 2n, vem
B = wt? + 2nt + 1. Temos entio que:
A= (wt+n)z+vt+k, B =wt?+ 2t +1, C=(wt+n)u+wz+v, com w,n,vklcR
e ¢ é dada por:

¢ = ((wt+n)z+vt+k)ugs + (wt? + 2nt + Dug + (wt + pJu+wr+v =
= w(tzug + t2u + tu + ) + n(zug + 2tug +u) + v(tug + 1) + kug + luy (2.7.14)

Assim, as funcdes tou, + t2us + tu + x, Tuy + 2tus + u, tugz + 1, uz e u; formam uma base
do espaco vectorial de simetrias da equacao de Burgers, sendo que os correspondentes campos
de Lie em J%(2,1) siio dados, respectivamente, por:

t a—t26+(t - )a

or o VWU T G,
5] a

—m%—2ta+ua

ta+a

dr  Ou

a

oz

0

— (2.7.15)



Capitulo 3

Geometria Formal e Simetrias
Generalizadas das Equacoes
Diferenciais

Neste capitulo serdo descritos alguns aspectos da teoria geométrica formal de sistemas de PDE’s,
que se devem essecialmente a Tsujishita e Vinogradov. Por teoria formal entende-se uma teoria
cujo objectivo é o de descrever a estrutura das séries de poténcias formais das solugoes desses
sistemas, o que é equivalente a estudar os prolongamentos infinitos desses mesmos sistemas,
num sentido que serd explicado neste capitulo. Na categoria real analitica a teoria formal
d4 automaticamente a teoria “verdadeira”, atendendo ao teorema de Cauchy-Kowalevskaya. No
entanto, na categoria C'™ a teoria formal é bastante débil em muitos aspectos, como por exemplo
no que se refere & existéncia de solugdes ou ao tratamento de singularidades.

3.1 Os espagos de jactos infinitos J>(r)

Seja 7 : F — M um fibrado vectorial de rank m sobre uma variedade M de dimensao n, e
consideremos a sucessao de projecgoes:

11_ier-l

J? () oo At JEOY < R o o (B10)

2
T

ol
M ~"— E = J%(r) «— J*(m)

O espaco de jactos infinitos J°(w) define-se como sendo o limite inverso deste sistema.
Portanto um elemento o, € J%°(m) é uma sucessdo infinita o0 = {z,04}, onde z € M e
o € J¥(m), k=0,1,--, tal que 75! (0x41) = o) e T(0g) = z. Pelo lema de Borel, ¢ usando as
definices dos espagos J¥(r), podemos escolher sempre uma secgio s € I'(r) tal oy = j¥s(z) =

[s]k, ¥k > 1. Pémos entfo:

Portanto, pontos de J° () podem ser pensados como classes de secgdes do fibrado 7, tangentes
com ordem infinita, ou como séries de Taylor infinitas de tais seccdes.

Dado um ponto oo, = {z,0%} € J®(7), pémos 7°(0ec) = Ok € Toc(0oo) = T, €, portanto,
para k > £ > 0 temos os seguintes diagramas comutativos:

32
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J*(m) ™ JH(m) J=(m) s - JH(m)

N S/ N P
NS "\ )/’

JE(r

(3.1.2)

O fibrado o : J(m) — M diz-se o fibrado de jactos infinitos do fibrado 7 : £ — M. O
sistema inverso (3.1.1) d& origem a um sistema directo:

v vd v? Vt-"l
C*(M) Fo Fi - Fi Fra1 -
(8.1.3)
onde pusemos:
Fr=C®(J*x), e v=n" yEFl = (Y k=0,1,.--,

Por definigao, a dlgebra de fungoes suaves em J(m) é o limite directo do sistema (3.1.16)
F ¥ A

1 Vj.':-l—l
b

/

v

Fooo

T

Fijr— #.Fy
N /
Voo vo Vi V41
~ £
F = UpFx

Se v € F, entdo, por defini¢io de limite directo, f deve factorizar-se através de uma funcao
@ € Fi, para algum k, isto é:

el : p=gomy (3.1.4)

J*(r)
O menor desses k's diz-se o grau (de filtracao) de ¢ e nota-se por deg(y). Se ¢ é de grau k
entdo também serd de grau > k.

3.1.1 Campos de vectores

Um vector tangente X, num ponto o = (z,0) € J°°(w), define-se como sendo uma sequéncia
{Xz, X, } de vectores tangentes a M e a cada JE(m), k=0,1,2,-- -, respectivamente nos pontos
T = Too(0) € 0}, = 1°(0), isto 6, X, € ToM e X,, € T, J*(r), e tais que:

(T (Xopy) = Xoy., () (Xop) = Xo
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Se (U, z') é um sistema de coordenadas locais em M, e se (z*,uf) é o sistema de coordenadas
canénico em 71 (U), entao X, é representado simbolicamente na forma de uma soma infinita:

n
= Z a,"“
1=1

(3.1.5)

|20 a=1
onde a;, b¢ € IR. Também se tem que:

n

Xo, = (m°)+(Xs) = Z

i=1 7]=0 a=1

(roo)o(Xo) = Y
§=1

Seja X, um vector tangente num ponto ¢ = (z,0y) € J¥(7), e X5, = (m°)+(X,) a sua
projecgio em Ty, J*(r). Entdo X, pode ser interpretado como uma derivagio pontual na
4lgebra Fy, isto é, como uma aplicagdo X, : Fr — IR tal que:

Xo (p9) = p(on) X ¥ + ()Xo 0y @0 € Fi (3.1.6)

A condicao de compatibilidade dos vectores X, X, com as projecgdes, significa que o diagrama
seguinte é comutativo:

1 k+1

foou\ »7:‘0 = mo }—k k/fk+1
Xoo {\‘ Mo Ty
R
e portanto o vector tangente X, pode ser visto como uma derivagdo pontual na dlgebra F:
Xo (o) = e(@)Xo¥ + P(0) Xop, o, €F (3.1.7)

Se tivermos agora uma familia X = {X,}, parametrizada pelos pontos de J*(m), entao
(3.1.7) fica:

X(py) = oX(W) +vX(p), @HEF

Definimos pois um campo de vectores em J°(7), como sendo uma aplicagao X : F — F que é
uma derivagio da dlgebra F e tal que:

deg X(p) = deg(p) +k, @eF

onde k = deg(X) é um inteiro que nao depende de ¢

Seja X € X(M) um campo de vectores em M. Seja z € M e o3, € (m) " (z) € J*¥(r). Entao
ox = [s]® para alguma secgio s € (). Seja_i uma fungao suave em J*(7), definida numa
vizinhanca de ;. Definamos um novo campo X através de:

o defl ;

X0 = Xu(pois) (3.1.8)
o membro direito nao depende da secgio s que representa oy e, portanto, X}k representa um
vector tangente a J*(x) no ponto ox. Se o = {z,01} € J¥(n) entdo (1F1)u(Xy,,,) = X0,
e (wk)*(}?gk) = X, o que significa que {X,, X, } determina um vector tangente a J*(m) no
ponto o.
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> Defini¢ao 3.1.1 ... O campo X em J®(r) diz-se o levantamento do campo X € X(M)
ao espaco de jactos infinitos J°(m).

<.

As propriedades seguintes do levantamento deduzem-se directamente da defini¢ao anterior:

FXTgy = fX+g4Y (3.1.9)
X,Y] = [X,7] (3.1.10)
X(fe) = X(Ne+X(p) (3.1.11)

onde f,g € C®(M), p € Fe X,Y € X(M). As duas primeiras propriedades significam que o
levantamento é um homomorfismo da algebra de Lie X(M) na lgebra de Lie X(r) = X(J**(x)),
enquanto que a terceira significa que a projecgio em M do levantamento X é o campo inicial
X . Portanto a correspondéncia: R
b — (3.1.12)
define uma conexio integravel em J*°(7) a que chamaremos a distribui¢do de Cartan em
= ().
Qual o levantamento de 8%;? Seja ¢ = @(z',ug) € F e s = (s%) € I(m). Como uf(j*s) =

%S;g, vem, pela definigao (3.1.8), que:

%gk@ = axix(wj'“S)
9 ; Qs
T or mtp (:1: ’W)
dp By Ol+1ge
- Oz oy ou§ dz'dx!
= (Bii + ;u?ﬂé)(jkﬂs)%) ®
e portanto: -
m oo
% ®F D= 8(12. +3 Y u‘}‘+(i)5§&— (3.1.13)
a=1|1|=0 1

onde D; é o operador de derivagao total segundo z*. Note que D; transformam fungdes em
k-jactos em fungdes em (k + 1)-jactos e por isso nao determinam qualquer campo de vectores
em variedades de jactos finitos. Note ainda que:

[D;, D;] =0, Vi, j (3.1.14)
pela segunda propriedade em (3.1.11).

Um campo de vectores X € X(m) diz-se vertical se:

X(75f) =0, Vf € C®(M) (3.1.15)
Em coordenadas candnicas, um campo vertical tem wma expressao da forma:
]

2 o Z o ouf
a,]

Representamos por XV () a subélgebra de Lie de X(r) constituida pelos campos verticais.
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3.1.2 Formas Diferenciais

Consideremos, para cada #, o médulo Q' (J*()), de i-formas em J k(). Temos entdo um sistema
directo:

QM) —— QY(E) — Qi(JE () 2 QI (n)) —— -+ (3.1.16)
onde pusemos mais uma vez v = 7 ¢ Ui T = (Trﬁ"‘l)*, que nos permite definir Q(7) como o

respectivo limite directo:
Qi(m) = |J 2(I*(x))
k=0

Em particular Q°(x) = F. Finalmente definimos o médulo de formas diferenciais em J* (),

através de:
o0

O (m) = P YV (r) (3.1.17)

i=0

I possivel desenvolver um célculo de Cartan em (*(m). Assim, se X € X(7) ew € Qi(r),
podemos definir o produto interior X_lw € Q~!(w), da seguinte forma: seja o = (z,0%) €
J®(m) e Xy = { Xz, X5, } € T,J°(m). Existe um k tal que w € Qi(J*(x)). Pémos entdo:

(XJw)e ¥ X, iws,

k' > k, sabemos que Ti‘;gr (Xs,,) = Xg, e portanto X, | ((Trf)*w)gk, = Xo, W, , 0 que significa
que _| estd bem definida.

Podemos agora definir a derivada de Lie Lyw, através da férmula de Cartan usual:

Lyw= d(XJOJ) + X Jdw

> Definicdo 3.1.2 ... Uma forma diferencial w € *(m) diz-se semi-bdsica ou horizon-
tal se X_Jw = 0 para todo o campo vertical X € XV ().

<.

Como um campo vertical X € V() tem uma expressao local da forma X =3, | X}"g%—, uma
forma horizontal tem uma expressao local do tipo:

w= Z Pir,is dzt A--- Adx™
onde ¢;, .1, € F(m).

3.1.3 A distribuigao de Cartan em J*()

Vamos agora definir com mais detalhe a conexao plana H = H(w), em J*°(r) — M, chamada
a conexdo ou a distribuicio de Cartan, que desempenha um papel essencial em todo este

trabalho.

Para cada o = (z,0%) € J*®(r) define-se um subespago H, € 7,./°°(m) da seguinte forma:
consideramos uma seccio s € I'(w) tal que o = j¥s(z) = [s]3°, onde x = mo(0) € M, o que é
possivel, como ja assinalamos, pelo lema de Borel, e pomos:

H, Y im {(d®s). : ToM — T,J®(r)} (3.1.18)

onde (dj*<s8); : ToM — T,J%(m) é a diferencial de j*°s em z.
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> Lema 3.1.1 ... 1. H, ndo depende de s.
2. H=U,H, é um subfibrado de T'J*°(x).

Dem. Seja (z',u§) um sistema de coordenadas canénico. Para cada fungio » € F,

sabemos que ¢ € F, para algum k. Portanto, para ¢ =1,---,n, tem-se que:
def o'e) i -k
Dip = (dj%9)2(0/02")p = - (poji"s)
T T
0 ; oMlse
- Ozt I(P T ot
O dyp a1

At o Bu_l?‘ dzidxr!
_ 9 o k41 9
= (%; + ; U (3 s) au?) @

e portanto:

—_—

70 mE )
D=~ art ; ”ZO UTHO) Bug (3.1.19)

sao independentes de s e H = span{D;}.
<.

A conexado M permite levantar um campo de vectores X € X(M) a um campo “horizon-
tal” X € I'(H) C X(m), que ndo ¢ mais do que o levantamento de X, definido jd em 3.1.1.

Representamos por:
7 X(M) — X(7) (3.1.20)

esta aplicacio de levantamento, que é, como jd vimos, um homomorfismo de dlgebras de Lie.
Portanto a conexao H é plana. Podemos também ver isto, atendendo a que o anulador de 'H ¢
localmente gerado pelas seguintes 1-formas de Cartan:

f=duf =) uf g do’ (3.1.21)
onde a=1,---,m=rank E, e [ € NP. De facto, 8F(D;) =0, Vi e dz*(D;) = &;. Além disso:
ey = d(duf — Z UT4 () dz")
= - Z dug iy A da’
o Zk:u?_'_(i) Lwda® Ade' mod {REF, ;)
_ 0 (3.1.22)

isto é:
dT'H+ c TH*:
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3.2 Um exemplo

Consideremos o seguinte sistema (ndo auténomo) de ODE’s de primeira ordem &7, dado por:

duP

[E4]... = = fB(z,ul, ... u™) = fPz,u®), a,f=1,...,m (3.2.1)

onde as fungoes f# sio de classe C® em R7HL.

T, u®

Para analisar este sistema do ponto de vista geométrico, podemos considerar o correspon-
dente sistema de equagoes de Pfaff;

0“ et du® — f*(z,u)dx =0, a=1,...,m (3.2.2)

definido no “espaco de fases estendido”:

def

Roo = Roo(£1) R, x R™, (3.2.3)

No entanto, a descrigio geométrica do sistema £; ficard ainda mais clara se considerarmos a
conexao H, de dimensao 1, definida no fibrado trivial:

T Ro=Re xRt — R, =M (3.2.4)

pelo sistema de Pfaff {6}, dada por (3.2.2). Se V é o subfibrado de TR, formado pelos
vectores verticais, i.e., tangentes as fibras de 7, entéo:

wZVOH (3.2.5)

O campo de vectores D, definido por:
0 i 0
= E o Ml 2.6
oI e + 2 f(z,u) o (3.2.6)

é um referencial do subfibrado H.

Uma secgao s : z — (z,u™ = s%(x)) do fibrado 7, diz-se H-plana se e sé se o plano tangente
ao gréfico de s, em cada ponto s(x), coincide com o plano H,(,), isto é:

@(S)Eﬂh% Vo (3.2.7)
Como:
d(a)e?{( = Z QEIR(DI)
ox Ba: ou
s %+ o .(aﬂJer“(a:,sﬁ(x'))m——), AeR
=4 A=1 e %gz *(z,8%(z)), a=1,--,m (3.2.8)

Ladiante se verd o porqué da notagio Re.. Veremos que é natural considerar Ro. = R, x IRIT%, como o
prolongamento infinito de £,, de acordo com uma definicao geral que sera entao dada.
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vemos que u® = s*(x) é uma solugdo de £;. Podemos entao considerar o espago das secgoes
‘H-planas como sendo o espago das solugdes do sistema & e noté-lo por:

Sol(&r) (3.2.9)

Mas, pelo teorema de existéncia e unicidade das solugdes, uma solugao do sistema & fica uni-
vocamente determinada pelo valor que possui num determinado ponto b de IR, espago de base
do fibrado 7. Assim, é natural identificar o espago das solugdes do sistema £; como uma fibra
de m. No entanto, como nao podemos escolher em principio b de forma canénica, adoptamos o
par (R, H) como o substituto do espago de solugoes de &;.

O campo vectorial D, € I'(H), definido anteriormente, pode ser encarado como uma derivagio
da 4lgebra de fungoes C*° definidas no espago R, 0 que nos permite obter uma élgebra diferen-
cial A = A(&;). Uma fungio ¢ € A, diz-se um integral primeiro de £; se verificar a condigao
D.ip =0, a qual se traduz numa equagao diferencial parcial de primeira ordem.

Quando ¢ € A é um integral primeiro, a aplicacio f, definida por:
fo: Sol(&) — C>(M)
s = fo(s) =s"e

é constante. De facto, como s € Sof(€}), temos que

d _ % & ) O

L lols@) = 22(s@) + Y () g s(2))
A " Oy
22 (s(x)) + 3 £ (6(2)) o (5(2)
= Dyip(s(z)) =0

Podemos entao fazer corresponder, a cada integral primeiro ¢ € A, uma funcao real f,
definida no espaco de solugoes, que a cada s € Sof(€;) atribui o valor constante s*p. Ou seja,
temos que:

{Integrais primeiros} = C*°(So0l(&;1)) = C™(fibra der) (3.2.10)

Note-se ainda que o problema de resolver a equagao & pode ser reduzido ao problema de
encontrar m integrais primeiros funcionalmente independentes.

3.2.1 O bicomplexo variacional de &,

Vimos que o fibrado tangente TR, podia ser decomposto na forma TR, = V & H, isto é,
R oo tem uma estrutura quasi-produto. Um campo de vectores X € X(Rq,) diz-se horizontal se
X € I'(H) e vertical se X € I'(V). Um forma diferencial w em R, diz-se de tipo (p, ¢) se w tem
grau p + q e se, para campos de vectores X; € X(Ro) se tem:

mais do que p dos X; estao em I'(V)
w(X1, -, Xptq) =0, sempre que: ou: (32.11)
mais do que ¢ dos X; estdo em I'(H)
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Representemos o A-médulo de formas de tipo (p,q) em Ry por QP9(€1). Assim, por exemplo,
w € Q&) se w(X;) = 0 sempre que X; ¢ horizontal, w € Q¥1(&) se w(X;) = 0 sempre
que X é vertical, e w € Q%3(&;) se w(Xy, Xo, X3, X4, X5) = 0 sempre que mais do que 2 dos
X, sio verticais ou mais do que 3 dos X; sio horizontais. Em coordenadas canénicas (x,u®)
para R = IRy x RI'%, como {dz, 0% = du®™ — f*(z,u)dz} geram o médulo de 1-formas, onde
0s 0% = du® — f*(z,u)dz geram o anulador de H e dz o anulador de V, vemos, por exemplo,
que w € N10(E)) escreve-se na forma w = 8% enquanto que w € %(&;) escreve-se na forma
w = wdz.

Toda a r-forma w € Q" (R4) tem uma decomposigao tnica como uma soma de formas de
tipo (p,q), com p+ g = r. De facto, a “componente” de tipo (p,q) de w, é a forma w,, que é
igual a w sempre que p dos X; estio em I'(V) e g dos X; estdo em I'(H) e é zero em todos os
outros casos. Portanto w = }7, . wpq e temos a decomposigao:

P i&) (3.2.12)
ptg=r
onde:
OPA(E) =T (APV* @ ATHY) (3.2.13)

Uma forma de tipo (p, q) escreve-se localmente na forma:

W= Way.apir.igd™ A+ AB? QAT Ao Ada™ (3.2.14)

Consideremos agora uma forma o de tipo (p,q) e calculemos da. Pela férmula conhecida
para da:

pt+q
da(Xh T >Xp+q+l) = Z(ﬁ1)1+1Xi a(Xla vl gy =XP+Q+1)
i=1
+ S0 o[ X, X)X, K X, Xprgrn)
i<F
(3.2.15)

deduzimos que as tinicas componentes eventualmente nao nulas de da sdo as componentes de
tipos (p+1,¢q) e (p,q + 1), uma vez que H e V sdo ambas distribui¢des integraveis. Definimos
pois, para a € QP9

O e

e

(Ber) g1 a (p+1,q)-componente de do

et (da)pg+1, a (p,q+1)-componente de do (3.2.16)

Concluindo: tomando o complexo de de Rham {Q*(Ru),d}, podemos decompdr Q7 (Rao)
da seguinte forma:

V(Reo) = P PU(&) (3.2.17)
ptg=r
onde:
OP9(&)) = T(APV* @ ATH*) (3.2.18)

Quanto & derivada exterior d, em 7%, podemos decompé-la numa (1,0)-componente, ou com-
ponente horizontal @, e numa (0, 1)-componente, ou componente vertical 4, uma vez que as dis-
tribui¢des definidas pelos subfibrados V e H s&o ambas integraveis. Obv1amente que 8% = 0 = 82,



3.2. Um exemplo 41

e como 0 = d? = (8+6)% = 8% + 6%+ (83 +60) = 9d 469, deduzimos que 36 +dd = 0 e portanto
obtemos um bicomplexo {Q2%*(&1),8,6} que é denominado o bicomplexo variacional do sis-
tema &. A sucessdo espectral associada a esse bicomplexo chama-se a C-sucessao espectral
de Vinogradov do sistema & . O termo “variacional” indica que o operador 8, de derivagio
horizontal, descreve como variam as formas diferenciais no espago solugao, quando as solugoes
sao deformadas ...

Este bicomplexo pode ser descrito usando o sistema de coordenadas locais z, u®, a =1,...m.
Para isso, tomamos a 1-forma dx como uma base de H* e as 1-formas 8% = du®— P w) da, pe=
1,...,m como uma base para V*. Estas tltimas geram um ideal, chamado o ideal de contacto
de &;. Temos entdo que:

OP9(E)) = AQR AP[0Y, - -, 0™ @ N[da] (3.2.19)
e as diferenciais 9 e ¢ sao caracterizadas pelas férmulas seguintes:

0(0%) = 8(dz) = §(ds) = 0

5t = Zauﬁ 0° @ dz
fg = I xc,o)d.'l: (3.2.20)
0
dp = E:%Ba

para todo ¢ ¢ A. Assim, por exemplo:

dg* = d(du® — f*(z,u)dz)
_ 9 s
= 5.8 du” Adz
_ _Of* a8 8
= ey (6 + fPdz) Adx

= 8f 95/\(1

donde 66 = — 35 950° @ dz € QLY ¢ 96% =0

3.2.2 A (C-sucessao espectral

Consideremos a filtragao por colunas (ou pelo grau de contacto) do complexo de deRham (para
tudo isto ver a secgao 4.5 do capitulo 4):

Fray ¥ Poi-ie) (3.2.21)

izp

5
g L
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Portanto o termo de ordem n de (FPQ)* consiste na soma de todos os Q79 situados na recta
p+ g =mn, a direita da linha vertical de abcissa p.

Consideremos agora a sucessao espectral correspondente E(&;) = {EPY(&1),d,}, que, como
sabemos, converge para a cohomologia de deRham H*(R), e vejamos qual o significado dos
termos desta sucessao espectral, relativamente 4 equagéo &;.

Para facilitar a leitura, recordemos suméiriamente os principais conceitos envolvidos. No
capitulo 4 far-se-4 uma exposigdo detalhada. Pondo 2 = {QP7 = OP9(&;)}, temos entdo o
seguinte bicomplexo:

o |

QL,Q - B Ql,? S Q|2’2 .

% ]; f|L (3.2.22)
QO,I — s Ql,l —_— QQ,l H—

o ——Cr——
S
S——r

,0 - Ql,{) — 92,0 — O ...

=

Definamos, para cada p fixo, a cohomologia vertical da p-coluna, E? Gt HPY,
através de:

_ Ker(8: QP9 — Qratl)

P _ 1P — Ha(QP*
EY? = Hg'(2) = HIOP*,4) im (6 AT P (3.2.23)
A condicio 3§ + 80 = 0 implica que a diferencial horizontal @ induz uma aplicagio:
dy o BER — . g (3.2.24)

que é ainda uma diferencial, isto é, (d1)? = 0. Por outras palavras, para cada q fixo, E}? =

H{%() é um complexo “horizontal” com diferencial dy, induzida por 8:

d

d
1 E]]-_,q 1

dy

0,9 2,9
El El

(3.2.25)
o R - E
1 1 1

1
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Mais concretamente, se o e @ + 83, com o = 0, representam [a] € HY(Q) = EJ?, entéo
O e Do+ 963 estdo no nicleo de 6, uma vez que §0a = —3da = 0 e 6(Oa + §3) =0, e diferem
por elementos na imagem de 9.

Para cada g fixo, consideremos agora a cohomologia do complexo horizontal (E7?,dy) =
(H3?,dy) (ver (4.5.8)):

def

Bt prme ) - mrE(Q),d) € HDUH(Q) (3.2.26)
Existe uma maneira de produzir uma aplicacao:
dy: BRT — Ehrae] (3.2.27)

como a seguir se explica. Seja [e] € E5'? a classe de um cociclo e € EJ"? = HI(QP*,4§), isto
é, die = 0. Mas este elemento e, é, ele préprio, a classe de algum cociclo vertical, isto é,
e =[a] € HP(Q), com a € QP9 e ja = 0. A condigio 0 = die = di[a] = [0a], significa que da
é um 6-cobordo, isto é, da = 63 para algum 3 € QPHLa-1,

Podemos pois dizer que um elemento [¢] € E5? é representado por uma soma:
a+ 3 e qQrtgortlel tal que Oa =43 (3.2.28)
Consideremos agora o elemento 93 € QP12471 As relacdes anteriores implicam que:
d0p = —963 = —00a =0

o que significa que 88 é um cociclo vertical (ou um d-cociclo) em QPF2:4~! e determina por isso
uma classe de cohomologia [83] em HIHL(QPH2* §) = BP9 Calculemos dq[84):

d1(88] = [88] = [660] =0

Conclufmos que [33] é um d;-cociclo e portanto determina um elemento:

98 L de em Ept2et (3.2.29)
Qpa arthe & — e Bl 3 2y
5 ) 8
qp+la-1 i Qp+2a-1 Jé] 2 ag

Regressemos entdo a sucessao espectral correspondente E(&1) = {EP9(&),d, }, e vejamos o
significado dos termos desta sucessio espectral, relativamente a equacao £). Em primeiro lugar,
atendendo a (3.2.20):

EY(&) = {pe Al dp=Dypdz=0}

= {integrais primeiros de &} (3.2.30)

Por outro lado:

I

EPO(£) {we QPO bw =0}

= {invariantes integrais absolutos de grau p de &1} (3.2.31)
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De facto, seja z, € Ry e Dy € 7 1(z%) um subvariedade de dimensao p com bordo suave,
contida na fibra 77!(z,). Movendo Dy, ao longo das curvas solugdo, até uma subvariedade
Dy € 7 1(z1), obtemos subvariedades N e B, varridas respectivamente por D e 8Dg, no seu
movimento de 71 (zg) até 7w~ 1(z;). Pelo teorema de Stokes:

/.dw=/ w=/ w—/ w+fw
N ON Dy n B

Mas dw = dw € QP10 (porque dw = 0) e TN D H|y implicam que ifdw = 0 (iny : N = Reo).
Analogamente, izw = 0. Portanto:
foom by
Dy D1

quando w € QP satisfaz dw = 0, isto é, w é um invariante integral absoluto de grau p de &;.

Analogamente:
ES _1’1(81) = {invariantes integrais relativos de grau p de &} (3.2.32)

De facto, de acordo com (3.2.28) (ver também a secgao 4.5 do capitulo 4), um cociclo w €
Eg_l’l(&) pode ser representado na forma w = wy + wy, onde wy € WP~L1 e wy € QPO tal que
Owy = dwy. Portanto, com a condigao adicional 8Dy = @, temos que:

o e ™
Dy Dy

Finalmente, o espago Ell ‘0(51) pode ser descrito da seguinte forma. Seja:

que depende apenas da classe de w.

w:w191+~-+wm8m=Zwa9°‘ g
(a3

Por definicao:
dw = d(wab8%)
= dwg AO% + w, 00%
6 @
_ a ZJ _ps
= Dyw,dz A8 Wa Buﬂg @ dx

3 g af8
= — . (Dzwa + = UJ‘@ 'a?) ga & d.’r € Ql'l (3.233)
Portanto w € B 0(&;) sse 6w = 0, isto &, sse:
ar?
Dewe + E We 53 B=1,.. 00 (3.2.34)

B

3.2.3 Campos de vectores. Simetrias

Estamos agora interessados em saber que condigdo deve satisfazer um campo de vectores ar-
bitrario X € X(Rs), de modo a que o respectivo fluxo (ou grupo de transformacgdes a um
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pardmetro gerado por X) preserve o grafico das solugdes de £;. Como o grifico de uma solugao
de £ é uma curva integral do campo D., essa condi¢ao pode ser escrita na forma:
1 g P ) G p

[X;Ds] A Dy =T(H)
Definamos entao o espago:
S§(&)={X e ¥(Rx)| [X,I(H)] c(H)} (3:2.35)

O fluxo de X preserva o grafico das solugoes de &; se e s6 se X € S(&). Notemos agora
que, como todos os elementos de ['(H) pertencem a S(&1), é natural tomar como espago de
transformagoes infinitesimais de £; (simetrias) néo o espago S(€1) mas o espago quociente:

sim(&) ¥ 8(&)/T(H) (3.2.36)

Uma vez que I'(H) é um ideal de S(&1), o espago Sim(&;) fica munido de uma estrutura
de dlgebra de Lie denominada a &lgebra de Lie das simetrias (infinitesimais) de £;. Um ele-
mento de Sim(&;) diz-se uma simetria da equagao &;. Note-se que esta algebra é determinada
completamente por H independentemente da escolha do complemento V de H em TR,

Consideremos agora um elemento X de Sim(&;). Como TRy, = V& 'H, X pode representado

por um campo de vectores vertical:

o .8
T =3 % € F(V) (3237)

Uma vez que os elementos de T'(H) sao da forma @D, com ¢ € A, a condigao (X, I'(H)] c I'(H)
reduz-se a [X, D;] = @D, para algum ¢ € A. Por outro lado, temos que:

X, Dy] = f} (Z ol - 5‘*) o

=1

a
X:£1w+...+£m

e portanto a condigio [X, D;] € T'(H) é equivalente a [X, D] = 0, isto é:

)
. ;gﬁaiﬁ a=1,...,m (3.2.38)

que é a chamada equagao caracteristica das simetrias de &;.

Observemos também que, uma vez que [X,D,] = 0, a acgdo da derivada de Lie Lx no
bicomplexo variacional preserva o bigrau e comuta com ambas as diferenciais d e § e portanto
induz uma acg@o em E(&;). Assim, as simetrias de £; actuam nfo s6 no espago das solugoes
de &1, mas também nos espagos dos seus integrais primeiros e dos seus invariantes integrais
(absolutos e relativos).

Vejamos agora alguns casos especiais do sistema £, dado por (3.2.1): £ 3 = FBe "), o, B =

1,...,m, onde as funcdes f? sdo de classe C* em IRZ’”JJ.
> Exemplo 3.2.1 (Equagdes triviais) ... Tomemos o caso especial em que f% =0, 3=
1,...,m. Obtemos entdo o sistema trivial & dado por:

duP
[£3]... itk Bl w..m (3.2.39)
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Neste caso, temos que Dy = 3% e portanto:
EP (&)
1
EY (&)
Sim(&,)

1%

OP(R™) ® HI(R, R)
HP(R™,R) @ H'(IR, R)
X(R™) (3.2.40)

IR

12

isto é:
EPt = EPl =0,vpe N

PO o IR se p=0
2710 se p>0

> Exemplo 3.2.2 (Equagoes lineares) ... Consideremos agora o seguinte sistema &3:

duf

-c?m— - Z a’g(x) ucu, 6 = 1: sy M (3241)

=1

[3]...

]

w

Neste caso, f2(z,u®) = ¥ ; aB(z)u® = g’u.'L“ = aP(z), logo as simetrias X = ¥, £%(z,u?) 52,
em Sim(&3), terao de verificar a equagao caracteristica dada por:

m
D=y e} =0, m=Llu.,m (3.2.42)
/=1

Em particular, se considerarmos um campo de vectores da forma X = ¥, £%(z) 5%, onde

£%(z) = s*(z), a = 1,...,m, para alguma solugao s do sistema &3, temos que esse campo de
vectores é simetria de £5. De facto temos que:
Heg) o
T:Zaﬁ(x)sﬁ(x), a=1,...,m
B=1
Mas, como %im) = D,s%, obtemos de facto a equagdo caracteristica (3.2.42). Assim, podemos

fazer corresponder, a cada solugio do sistema diferencial dado, uma simetria desse sistema, pelo
que identificaremos Sof(&3) como um subconjunto de Sim(&3).

Tomemos agora um elemento de Sim(&€3) da forma

— (83 V=
Xy = Z b (x) u e
p=1
e designemos por Simy;,(€3) o subconjunto de Sim(€3) formado por estes elementos. Entao,
Simyg;, (E3) @ Sol(€3) é uma subalgebra de Sim(&3) cujo ideal é Sof(€3). I ficil ver que o
paréntesis de Lie entre um elemento de Simyg;,(€3) e um elemento de Sof(€3) é calculado da
seguinte forma:
[th ‘9] = 76(3)

onde b(s)* = 375 4 bgsﬁ. Finalmente, note-se que Xj serd um elemento de Sim(&3) se e s6 se
b= (bg) verifica a equagdo dada por:
db

ﬁz[a,b]zabea,

onde a = (a3).
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3.3 O bicomplexo variacional livre. Exemplos

Vimos ja na secciao 3.1.3, que o fibrado tangente T'J°°(w) podia ser decomposto na forma
TJ®(r) = H @&V, isto é, J®(w) tem uma estrutura quasi-produto. De maneira completa-
mente aniloga ao que foi feito na secgao anterior, uma forma diferencial w em J*(r) diz-se de
tipo (p, q) se w tem grau p + g e se, para campos de vectores X; € X(J*(7)) se tem:

mais do que p dos X; estdo em I'(V)
w(X1, -, Xptq) =0, sempre que: ou: {3:81)

mais do que g dos X; estdo em T'(H)
Toda a r-forma w € 7 (J°°(7)) tem uma decomposicio tnica como uma soma de formas de tipo
(p,q), com p+ q = r. De facto, a “componente” de tipo (p,q) de w, é a forma wy,, que é igual
a w sempre que p dos X; estao em T'(V) e ¢ dos X; estdo em I'(H) e é zero em todos os outros

casos. Portanto w = 37, . wpy € tomando o complexo de de Rham {Q2*(7) = Q*(J> (7)), d},
podemos decompor ¥ (7) da seguinte forma:
"(m)= @ aP9(x) (3.3.2)
pta=r
onde:
OP(1) = D(APY* & ATHT) (3.3.3)
Quanto & derivada exterior d, em %/, podemos decompé-la numa (1, 0)-componente, ou com-
ponente horizontal @, e numa (0, 1)-componente, ou componente vertical 4, uma vez que as dis-
tribuices definidas pelos subfibrados V e H sao ambas integréveis. Obviamente que 8% = 0 = §2,
e como 0 = d? = (8+8)% = 8%+ 62+ (86 + 00) = 86+ 60, deduzimos que 35+ 60 = 0 e portanto
obtemos um bicomplexo {{2**(r),d,d} que é denominado o bicomplexo variacional livre de

J®(m). A sucessio espectral associada a esse bicomplexo chama-se a C-sucessiao espectral de
Vinogradov de J*(r).

Em coordenadas canénicas (z,uf) para J* (), como {dz?, 6%} geram o médulo de 1-formas,
onde os 87 = duf — Y, uf e d:r: geram o anulador de H e os dzr’ o anulador de V, podemos
descrever explicitamente o blcomplexo variacional, da seguinte forma. Consideremos os campos:

= @ + ‘; U?+(i)aﬁ
(i=1,--+,n) e as formas de Cartan (de tipo (1,0)):
0F = duf — > uf, ;) det
i

Entao: ‘
QP9(m) = F(m) @ AP[0F] @ A[dx"] (3.3.4)
e as diferenciais “horizontal” e “vertical” sdo caracterizadas respectivamente por:
a(0%) = d(dz') =d(da’) =0
5(0%) = Z 07, ) © dz'

dp = ZDicpdxi

dp = Z;auf (3.3.5)
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onde @ € F(m).

0 _ QO,n 0 o Ql,n a 92,71

) ) )
. @ 8 o

) ) )

5 5 5 (3.3.6)

0 - (01 . Ll 021

] ¢ )
0 " QO,D d QI,U d QZ,O a

> Proposicao 3.3.1 .. Seja w € Q%7 (x). Entdo Ow = 0 se e sd se w é o pull-back por
Moo : J(m) — M de wma r-forma em M.

Dem. Basta provar o resultado localmente ja que o resultado global se obtem por um

argumento usual de partigoes da unidade. Suponhamos entao que:
w=psz,ude’ €007 (n)

onde J = (jijo - - - jr) € dz’ = dz? A --. A dz?". Entao:

a
A= EI %‘P; ¢@de’ € QY (r)
a’

e isto anula-se se e s6 se 0s 3ui =0, isto é, sse 0s 7 sao apenas fungio das varidveis z* da base
I
M.
<.

Todas as formas em 25" sdo obviamente d-fechadas. No entanto elas nao sdo em geral
J-exactas (mesmo localmente). Podemos pois introduzir os espagos de cohomologia:
sm def 057
El - 5(95,11—1) (337)
Estes espacos sio parte do I termo da sucessio espectral associada ao bicomplexo {3.3.6), e
desempenham um papel essencial na teoria.



3.3. O bicomplexo variacional livre. Exemplos 49

> Exemplo 3.3.1 (O bicomplexo variacional livre para 7 : IR x R™ —— IR) ... Va-
mos considerar o fibrado trivial 7 : E — M:

7: E=RxR" — R=M

(2, 4) - E (3.3.8)
e o fibrado 7y : J*°(7) — IR. Coordenadas em J*(m) sao:
(zyu® uf), com a=12---m, e =12, ..
onde: £ o
w(sl) = &2
O ideal de contacto C(J*°(m)) é gerado pelas formas de contacto:
0% = du® —udz, 6f =duf —ugdr, ---, O0F =duf —uj,dx, -- (3.3.9)

Seja Q7 (7) = Q'(J*®(x)) o espago das r-formas em J™(w) e Q”4(J*(m)) o espago das
r = (p + q)-formas de grau horizontal (ou grau de contacto) p e grau vertical g. Assim, por
exemplo, Q%%(7) é muito simplesmente o espago das fungdes reais C* em J°(7), enquanto que
O10(xr) consiste de formas do tipo (soma finita):

n=3 n.o (3.3.10)
I

onde as fungdes nl, € C*®(J*(r)). Por outro lado Q%1(J*°(mr)) consiste de formas do tipo:
A= L(z,u® uf, - ,ug) dx [8.3.11)

E claro que Q74(J®(7)) = 0, para ¢ > 2, j4 que a base M = IR tem dimenséo 1, e portanto,
o bicomplexo variacional livre de 7 : E —— M, é o bicomplexo (Q"4(7),d,6), de formas em
J®(r), seguinte:

QD,I 0 Ql,l d 92,1 0
8 ) d

(3.3.12)
QO,D d L~ QI,O d Q?,O 0 .

Temos pois a decomposicdo em soma directa:
Q" (7)) = Q1 (1) @ Q0(w)

relativamente & qual a diferencial d : O —— QPT! se cinde nas suas componentes (1,0), ou
horizontal, e (0, 1), ou vertical:
d=08+4§

onde:

g:WPi(r) — QPFLY(7)
§: Py —  QPItl(q) (3.3.13)
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Se ¢ = p(z,u® uf, - ,uf) € F(w), entdo:

)
Bp = Za—i‘;fxe?

=0 I
bp = (Dzp)dz
Oy £ Oy
- i 1 2 L 3.3.14
(8m + ; U Bus dz ( )

onde pusemos, por convengao, ug = u”. Por outro lado tem-se que:
007 = 07, ®dx e a6F =0 (3.3.15)
e ainda ddx = 0 e ddz = 0.

> Lema 3.3.1 ... Sew € QV(n), é da formaw =Y, w.0" @dz, e se w §-exacta, isto &,
se eziste n € QY9(7) tal que 6n = w, entio w = 0.

Dem. Comn=73}, nl 6% € Q10 (soma finita), vem que:

w = wub*®dzx
= b =5 (nl.0%)
= |(D2n}) 65 + 1205, | @ da (3.3.16)

e igualando os coeficientes das formas de contacto, deduzimos que w, = 0, Ve, isto é, w = 0.

<.

> Lema 3.3.2 ... As linhas do bicomplezo (3.3.12) sdo ezactas.

Dem. Consideremos o campo de Euler Z € XV (J*(r)), isto é, o campo de vectores

vertical em J*(7), dado por:
a
Z=19 u?@ (3.3.17)

e definamos, para p > 1 e para cada q = 0,1 fixo, o operador de homotopia para a diferencial
horizontal &:

hP . P9 (1) — QP19 (1)
dado por:
1
P () = f =1 (Zdwy) dt (3.3.18)
0

[

onde wy é a (p, g)-forma obtida a partir de w, calculando os coeficientes de w em z, tu®, tuf, - - -, tuf, - - -

E possivel mostrar que:
(7119 + OhP+1) (w) = w
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O complexo 29 é pois nulo-homotépico (uma vez que a aplicagao identidade Id é homotépica
a aplicagio nula: Id = hd + dh), e portanto ¢ aciclico (ver o capitulo 4).

0 a

Qr—la - (P s QPtLe
e
Id0 hp»q/ldo hp+1q Id0 (3.3.19)
erl—ll,q/a " glgpslq/a i Qzl;+llsq e e s 5
<.
Seja A = L(z,u*uf, -, ud)dz € Q% (r), o espago dos Lagrangeanos em E. Entdo,

dada uma secgao local s : [a,b] —— E, podemos considerar o pull-back de A por j®s :
la,b] — J°°(E) e integrar para obter um funcional:

b
I f (7%°5)* A (3.3.20)
para um problema variacional em E. Para o Lagrangeano A = L(z,u®,uf, -, uf) dz € Q%! (r),
definimos a respectiva forma de Euler-Lagrange E(\) € Qb(7), através de:
EN ¥ B.(L)6"Ade (3.3.21)

onde 8% = du® — uf'dz (ver (3.3.9)), e os coeficientes E,(L) sao as componentes do operador
classico de Euler-Lagrange, dadas por:

def OL  OL  ,»O0L (3.3.22)

Ball) = gy~ Degup + Dagyg

Analisemos o caso em que temos apenas uma varidvel dependente u, isto é, a = 1 (ver
a sec¢ao 2.3 em (7], nomeadamente 2.3¢c, padg. 47). Neste caso temos coordenadas candnicas

(z,u,u1,ug, -, ur, ) €
= = + Z I+1
>0

Os Ej-termos da sucessao espectral, associada a filtragdo por colunas (ou grau de contacto)
do bicomplexo variacional livre (3.3.12), sao:

0 0, para p>0
L = IR, para p=20
EYY =~ F/D,F através de [Ldx] — [L]
Bt = F através de [p 8 ® dz] — ¢ (3.3.23)

Calculemos agora a diferencial dj : E?’l — Ell 1 que é, como j4 vimos, induzida por &:
O(Ldz) = 8L /\ da:
= = —01 A dz

I>0

- E(L)B/\dm+26{ Z( D.) —BJKI}

J>1
= E(L)6 Adz+ oy (3.3.24)
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onde: 5L 5L
def K
El)=— = —D Y= 3.3.25
W5 ¥ T a (3.3.25)
e:
-y Z K oL 9J k-1 €00 (3.3.26)
J>1 K=0
Portanto:
di[Ldz] = [E(L)dz @ 6] (3.3.27)

Incidentalmente, o cdlculo anterior mostrou também o lema seguinte:

> Lema 3.3.3 ... Se A € QU1 (n) é um Lagrangeano em E, entdo:
0X = E(A) + on (3.3.28)

para alguma 1-forma n € QY0(x).
<,

Por exemplo, quando ¢ = 1, de tal forma que A = L(z,u®, u{) dz (usualmente poe-se uf =
%), n em (3.3.28) é dada por:

= "3
u
e quando £ = 2, de tal forma que A = L(z,u®, u$,u§) dr (usualmente poe-se uf = 0% e ug = i),
7 em (3.3.28) é dada por:

e " Dogga ) 97~ 5ga 01

B (_ aL oL ) oL
= oue

3.4 O prolongamento infinito de uma equagao diferencial
Antes de dar uma definigdo geral, analisemos alguns exemplos:

> Exemplo 3.4.1 (ODE’s de ordem k) ... Consideremos agora uma ODE de ordem k,
numa variavel dependente u, do tipo seguinte:

['R,k] U = f(I,u,ul,---,ukél) (3.4.1)

o

[Re]... B o il mon s g =1 (3.4.2)
onde, como habitualmente, u; = j—i%", j=1,...,k. A equagdo (3.4.1) define uma subvariedade
fechada Ry em J*(), onde 7 : Ry x R, —— IRy é o fibrado trivial. Derivando (3.4.2) em

ordem a z, obtemos uma equagao da forma:
[Riit]e B = D F
& uk+1—%(ﬁ'3,%u1,"',uk 1) Zuerl (93 Uy UL,y Uk—1)

= 0 (3.4.3)
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que se diz o 1-prolongamento da equagio Ri. E claro que as solugdes de Ry, também satisfazem
Rir1. Mais geralmente, e de forma anéloga, derivando r vezes (3.4.1) em ordem a z, obtemos
o chamado r-prolongamento Ry, C J**"(7) da equacio (3.4.1):

[ - IEE =1 (3.4.4)
Consideremos entdo o ideal Jo, de F(m) = C*°(J*(7), gerado por:
{DEF: #=0,1,8, v}

e representemos o respectivo anulador por R4.. Portanto R, é o conjunto dos pontos de J*° que

sao zeros de todas as fungdes do ideal Joo. Como em Roo, Uk, Up41, Ukt 1, - - - S€ podem exprimir
apenas como fungdes de x,u,u1, -+, ug_1, 0 conjunto R é uma subvariedade de dimensio
finita, dim R = k + 1, em J°(7), com coordenadas (globais) (z,w,u1, -, ug_1), que se diz o

prolongamento infinito da equagao Ry, dada por (3.4.1).

Por defini¢do o bicomplexo variacional {2*(Ry), 8,0} da equagdo de ordem k (3.4.1), é o
pull-back pela incluso i : Roe — J*°(E) do bicomplexo variacional livre de J®(E) a Roc.

Como (z,u,u1, -, Ur—1) sdo coordenadas (globais) em R, uma p-forma w € OP(Ru) €
simplesmente uma p-forma nas varidveis (z,u,u1, -+, up—1). O ideal de contacto em Roo €
gerado pelas 1-formas:

0 = du — (15} d:.s, 61 = dul — U9 dl‘, * Bk_g = d’uk_g — Uk —1 dzx
e Op 1 =dup  — fdzx (3.4.5)

As diferenciais horizontal e vertical de uma fungao ¢ em R, sdo dadas respectivamente por:

k—1
%
Op = Z ¢
=, Our
¢ = Dyeds
|9 = de o
- [ g+ ] (349

enquanto que as diferenciais das formas de contacto sdo dadas por:

80, = dzx A 8,44, 08, = 0, r=0,1,--,k—2 (3.4.7)
80,1 =dz AIf =dx A [Z B Br} , e ainda 90,_1 =0 (3.4.8)
r=0 T

Notemos que as fungdes f € Q%0(R,,) tais que dp = 0, sdo constantes ao longo das solugdes
de (3.4.1), e s@o portanto integrais primeiros de (3.4.1).

De acordo com Tsujishita (7], se 7 : E — M é um fibrado (vectorial) sobre M, definimos uma
equacao diferencial de ordem < k em FE, como sendo uma subvariedade fechada R, num
aberto de J*(m), tal que mg|p : R — M é uma submersio sobrejectiva. Uma secgio s € T'(n)
é uma solugio da equagio R se e 56 se j¥s(M) C R. O conjunto de todas as solugdes de R é

notado por Sof(R).

Definamos agora o prolongamento infinito da equacio R C J*(r). Por definiio, R é
uma subvariedade fechada num aberto U C J¥(r). Seja J, € F(U) o ideal que define
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R. O prolongamento infinito da equagdo R define-se como sendo o anulador Ry, em
(w)~1(U) C J*(7), do ideal gerado por:

¥ & U
>k
onde, para i =k, k+1,-- -
Tipr = {X(p X eX(M), ge :f@-} (3.4.9)

Uma seccio s € I'(E) é uma solugdo de R se e sé se j*s é solugio de R (isto é, j°s(M) C Reo).
De facto, como Ji C Joo, 7°s(M) C Ruo implica que s é solucdo de R. Reciprocamente,
suponhamos que s é solucdo, isto 6, que j¥s(z) € R, Vr € M, ou ainda, (p o i*s)(z) =
0, Vi € Jp, Vo € M. Por defini¢io de X, sabemos que (X¢) o j%s = X(p 0 j%s), V£ Portanto
(7°°8)*R; = 0 implica que (j*°s)*R;11 = 0, isto &, (§°°s)*R; = 0, Vi, ou ainda, (§°°5)* R = 0.

De aqui em diante, supde-se que é vélida a seguinte condicio:
Condicio [R]... Roo — M & um subfibrado de J*(w) — M (3.4.10)

no sentido em que 7R, — M é um subfibrado de Jtm) — M, V¢ > k. Isto permite, como
na secgao 3.1, definir os objectos usuais em R, funcoes suaves, formas, campos, etc.

O fibrado Ro — M estd munido de uma conexao:

He T Hig,

onde H é a conexao plana em J°(r), definida na secgio 3.1.3. Como XJo C Joo, ¥X € E(M),
vemos que Hr C TReo. Mais ainda - a conexdo Hg é plana. De facto, seja i : R — J®(7) a
incluséo natural. Como I'(Hz) = i*T(H*) e como ‘H é plana, isto é, d['(HY) =0, mod I'(H1),
vemos que:

dT'(Hg) = di*T(HY)
= #dI'(HY) =0 mod#*T(H') = T(HE) (3.4.11)

O conjunto Sof(R) das solugdes de R, pode ser identificado com o conjunto das secgoes
planas de R, — M, relativamente & conexdo Hrp.

Como antes, a conexdo Hr permite definir o bicomplexo variacional de R. Se Vg é o

subfibrado dos vectores verticais de Ro, — M, entdo TR = Vr @ Hx e portanto:

VRoo = P 0BF

ptg=r

onde:
QP def PyI* qy*
r = LAV @ATHR)

A diferencial d cinde-se nas suas componentes (1,0) e (0,1), respectivamente, d e 4, e obtemos
o bicomplexo variacional (23" = ©Q5%,0,6).
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> Exemplo 3.4.2 [Equagao de onda] ... Seja M =R", n>2,7: E=M xR = Mo
fibrado trivial e R € J?(r) a equagdo de onda:

R= {K = Ug(1) — i’u,g(?’,) = 0} C J
i=2

Aqui (i) = (0,...,1,...,0) € N* é o multiindice com um 1 na posigdo i e 0's nas outras
posicoes. Por exemplo, com n = 3, chamando ¢, z,y as varidveis independentes em M = IR?,
entao ug(1) = U(,00) = Utt, U(2) = U(0,20) = Uaz © Ug(3) = U(0,0,2) = Uyy € 2 equagdo de onda

escreve-se na forma:

3
K = uyny— Y u
=2

U(2,0,0) — Y(0,2,0) ~ %(0,0,2)

= Ut — Ugs — Uyy = 0, em notagio usual (3.4.12)
Sabemos que:
0 d d
D, = § = - N
o ar %:n UI+6) G

e portanto, se I = (i1ig...1,) € N, entao:
ur = Dju
onde uy = ug, i, i) € Dr = Dil -+ Din. Mais geralmente Dyuy = upyg, VI,J € N*. O ideal

Joo é pois gerado por {D;K : I € N"} = {ur o) — Yitouryap) ¢ I € N}, e portanto Ry é
uma subvariedade em J* parametrizada pelas coordenadas globais:

(xi,“j,J = uj(1)+JRm)
onde j =0,1e.J=(0,7,...,5.) € N
Um referencial global para HZ, é dado por {8;;: j =0,1; J = (0,72,...,7,) € N"}, onde

0,1 =0;1)+ J|R . Usando as coordenadas anteriores para R, tem-se que:

oo

n
B0y = dugy— ul,Jdﬂfl — ZUD,JHJ)de
=2
™ n .
610 = duyg— (Z“O,J-o-(j)) dz' — (Z“l,n(ﬂd“’g) (3.4.13)
=2 j=2

Portanto: '
057 = A(R) ® A\P[8;,7] ® N9[dz"]

Os operadores D; = Di|g_., que sio os levantamentos de 8/8x*, sdo caracterizados por
ﬁiJ dxj = (5f & El_] Bj,_] = 0, isto é:

Eifﬂj — (Sf
Diupg = wuiy

n
Diuiy = ) U.142()
>

E.;’uj’_} = uj,.]+(i): 1> 2 (3.4.14)
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A diferencial 8 é caracterizada por z° +— 0, w; y — 8; e d por z° — drt e u; g — S0, Dy, g dzt.
P 7, 4, 7, i=1 iy

> Exemplo 3.4.3 [Equagdao KdV] ... Seja M = R?>, 7: E = M xR — M o fibrado
trivial e R C J2(m) a equacio Korteweg-de Vries (KdV):

R = {K = U(3,0) =+ UU(1,0) + u,1) = 0} C J3

Em notagio usual, chamando z,y s varidveis independentes em M = IR?, a equacio KdV
escreve-se na forma:

Ugpy + Uy +Uy = 0

O ideal Jo é gerado por {D7K : I € N?} = {upaqy + Dr(ung o) + upq)) : I € N}
Portanto em R4 tem-se, pondo I = (4, k) € N2

Uiga k) = D(j,k)F, onde F = —(UU(LO) + U(o,l))

e portanto R, é uma subvariedade em .J°° parametrizada pelas coordenadas globais:

(osi, U; = U(j0) Roo)

onde i = 1,2 ¢ j € N. Os operadores D; = Di|’R,m= que sdo os levantamentos de 8/dx*, sao
caracterizados por:

ﬁimj = 55
El'b‘,j = uj+1
Dy = ——5{(%&1 + ug) (3.4.15)

Hz é gerado por {0, : j € N}, onde:

6:’; d:Ef ngoljgw = du’ ZI = 1,2-D-¢Ujdl‘i

e portantQ:
B = A(R) ® A7[6;] @ AT]da]

A diferencial  é caracterizada por z* — 0, u; — @; e § por z* — dz' e u; — ¥; Diu; da’.

<.

3.5 Simetrias Generalizadas

Consideremos um fibrado 7 : B — M e seja R C J¥(r) uma equacdo diferencial que satisfaz
a condicdo de regularidade [R] (3.4.10). Vamos ver que o espago das simetrias de R, Sim(R),
pode ser considerado como o nicleo de um certo operador diferencial linear que iremos definir.
Para jd, vamos ver o que se entende por “simetria de R”. De seguida ‘H = Hg representa a
restrigdo da conexdo H a R.
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> Definicao 3.5.1 ... Consideremos as seguintes subdlgebras da dlgebra de Lie X(R) dos
campos de vectores suaves em Roo:

S(H)={X € ¥(Ra): [X,T(H)] CT(H)} (3.5.1)

Se notarmos por XY (Ru) a subdlgebra de X(Ry) formada pelos campos de vectores verticais
de Ry, temos a seguinte subdlgebra de X(Roo):

SY(H) =S(H)N XY (Roo) (3.5.2)

Note-se que T'(H) € um ideal de S(H), logo temos a seguinte dlgebra de Lie:
Sim(R) = S(H)/T(H) (3.5.3)
Os elementos de Sim(R) dizem-se as simetrias de R e Sim(R) diz-se a dlgebra de simetrias

de R.
<.

Obtemos assim a algebra de Lie das simetrias (infinitesimais generalizadas) de R, cujos
elementos sio as simetrias da equagao diferencial R.

Recordemos que é valida a decomposigio TR = V & H. Portanto, dado um campo de
vectores X € S(H), podemos decompé-lo na forma X = XV + XH. Como X € I'(H) c S(H),
concluimos que XV = X — X7 € S(H) e portanto X" € SY(H). Deduzimos entdo que é valida
a seguinte decomposigao:

S(H) = SY(H) ®T(H) (3.5.4)
e obtemos assim o seguinte isomorfismo de dlgebras de Lie:
Sim(R) = SV (H) (3.5.5)

que é muito til, j4 que permite, ao calcular as simetrias, ignorar a respectiva parte horizontal
(a parte trivial) o que simplifica bastante a situacao.

3.5.1 Célculo de Sim(£). Simetrias da equacao trivial

Consideremos o caso em que a equagao diferencial é a trivial, isto é, R coincide com E =
R" x R™ — M =IR", o que corresponde a dizer que R é definido por um sistema de equagoes
vazio. Vamos usar as coordenadas canénicas (z*,u§) para J* (7).

Vimos antes que o espago dos campos horizontais, I'(H), é gerado pelas derivacoes totais:
o 5} _
Di:—fg’:+zu?+(i)a—qﬁf" % = Ly oy

Portanto um campo vertical X € I'(V) pertence a SV (H) sees6se [X,D;] e T(H), i =1,...,n.
Se X = ZX?B—%, com X}B € F(m) = Flz*,u$], temos entdo que:
L

o 8 d
(X, Di] = Xf—m=+ > uima
% " ouf Oe Z; 0 dug

@,
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- Z[Xa%s ]"‘Z[Xaga J+1)ai]

» Z(Baifau)+2()( 5103 )+Z( uJM)%i(—gaiﬁ)

-3 (X?m)%) -2 (6 Ly U4 (Z{B) a%?

= 2 (Xi(ﬂ%) ~¥, (DiXﬁaiﬁ‘)

- % (Xf+(i) sz-Xf) 53—? (3.5.6)

Consequentemente, [X, D;] € S(H) se e s6 se Xﬁ(.) = Din?, V8=1,...,m, I € N*. Em
particular, pondo ¢f = Xéa, vem que X = = Di(¥?),8=1,...,m, e aplicando sucessivamente

os operadores D;, devemos ter XI =D;pP, v3=1,...,m, I € N* onde D; = Dil .+« Din para
I={(i1,...,in) € N", ou seja:

3 0

X € 8Y(H), se e s0 se X= ZD;tp
BuI

(3.5.7)

O campo da forma (3.5.7) diz-se o campo evolucionario determmado pela fungao vectorial

Temos entao as seguintes proposicoes:

> Proposigao 3.5.1 ... Sejam: B =IR" x R™ — M =1R". A seguinte aplica¢do é um
isomorfismo:

F — Sim(E)
def 3.5.8
¢ =(")p=t,.m +— € = i DI‘P’BW ( )
<.
> Proposicao 3.5.2 ... Dado um fibrado arbitrdrio m : £ — M, um campo de vectores

X € XV(E) pertence a 8Y (H) se e s6 se [X,Y] =0 para todo Y € X(M).

Dem. Recordemos que ¥ € I'(H) é o levantamento horizontal de Y € X(M), determinado

pela conexao H. Como o problema é local, podemos supdr que o fibrado ¢ trivial, ou seja,
que 7 : F =R*xR™ — M = IR". Entflo, para que X pertenga a SY(H) devemos ter
(X,D;] € T(H),i =1,...,n. Mas como vimos antes [X,D;] é um campo de vectores sem a
componente em % (ou, seja, é vertical), pelo que X pertence a SV (H) se e sé se [X,D;] = 0,i =
1,...,n. Masse f; € C°(M) temos que X f* = 0 e portanto [X, Y, f*D;] =3 fi[X, D;]. Como
{D;,i=1,...,n} é um base do médulo (sobre C**(M)) formado pelos campos de vectores da
forma Y, com Y € X(M), temos [X, D;] = 0, Vi se e s6 se [X, Y] = 0 para todo Y € ¥(M).

<.
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3.5.2 Calculo de Cartan aplicado as simetrias

Vamos agora ver como definir os conceitos béasicos do célculo de Cartan em Ro. Recordemos que
uma p-forma w € (R ) pode ser encarada como uma aplicacao w : XP(R,) — F multilinear
sobre F e alternada. A derivada exterior pode ser expressa pela formula habitual:

dw( Xy, Xpr1) = D (D XXy, X X)) +

i
N DR K K i Kivws oK v Kpia] (859
2]
O produto interior € definido por:
(XJUJ)(Xl,...,Xp,l):'w(X,Xh...,_}(p) (3510)
enquanto que a derivada de Lie é dada pela férmula de Cartan:

Lyw=X_ldw+d{X_lw) {3.5.11)

para quaisquer X, X; € X(Ra) ew € P (Ru).

> Lema 3.5.1 ... Para qualquer X € 8Y(H) e w € O*(Ry), tem-se:

Lyw = X 10w+ (X Jw)
X 1w = —-6(Xdw) (3.5.12)

Dem. De facto temos que, se w € P4(R,,), entao:

Lyw = X ldw+d(Xlw)
= X_1(0w+dw)+ ((Xdw) + (X Jw))
(X 0w+ (X Jw)) + (X1 dw + §(X1w))

Como X % vertical e w tem bigrau (p,q), X_lw tem bigran (p — 1,q), e portanto Lx(w) tem
uma componente de bigrau (p,q) dada por X_J 0w + (X _w) e uma componente de de bigran
(p— 1,9+ 1) dada por X _Jéw + 6(X_Iw). Vamos ver que esta 1iltima componente tem de ser
nula. Como Ly ¢ uma derivagao e 277 3 localmente gerado por Q' e Q%! basta mostrar que
Lx € Q' e que Lx Q% C Q%1 De facto, se w € Q" (Ry), temos que Lxw € Q%1 (Ry),
dado que Lx (fdz') = X(f)dz* € Q"1 (R), uma vez que X 3 vertical por hipétese. Suponhamos
agora que w € MV (Ry,) e seja Y € T(H). Temos entdo que:

(Lxw)(Y) = (Xddw+d(X1w))(Y)
= dw(X,Y)+ Y (X Jw)
Xw(Y) — Yw(X) —w([X, Y]) + Yw(X)
Xw(Y) —w(|X,Y)) (3.5.13)
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Mas como X € SY(H) e Y € I'(H) temos [X,Y] € T(H). Portanto como w € Q1Y(R.). temos
que w(Y) = w([X,Y]) = 0, pelo que (Lxw)(Y) = 0. Concluindo, Lx§¥P9 C (P4 e, portanto.
Lx(w) nao pode ter componente de bigran (p— 1,9+ 1).

<.

Vamos ver que podemos concluir algo de andlogo se consideramos agora a derivada de Lie
relativamente a um campo de vectores da forma Y, com Y € X(M).

> Lema 3.5.2 ... SejaY € X(M). Temos entio que:
Low = Y_idw+d(Y w)
Y 10w = —8(Y_w) (3.5.14)

Dem. Observemos que, se f € C®(M) e X € I'(V), entao [?,Xif —YXf-XVf-=

Y(Xf)=X(Yf). Mas, como f e Y f esto ambos em C(M) e X € T(V), temos X f = X(Y f) =
0, pelo que Y, X|f = 0,Vf € C®(M), isto é, [V, X] € T(V). Assim, de forma andloga ao que
foi feito na demonstragio do Lema anterior, temos que L8 C (P4 e, portanto, Lo (w) ndo

pode ter componente de bigrau (p—1,¢+1). Podemos entao concluir que Y_1 0w+ 3(}7J w)=0
e, consequentemente, Low =Y _1dw + 6(Y Jw).

<.

Podemos agora enunciar a segninte versao mais geral da proposigao 3.5.2, valida para qual-
quer equagao diferencial R

> Proposigio 3.5.3 ... Se X € SV(H) e Y € X(M), entdo [X, Y] =0.
Dem. Seja f € F(m). Temos entao que:

XYf = XLof = X(Y2of+6(YLf)), pelo Lema 3.5.2
= X(Y18f) = Lx(Y155)
= X_18(YUef) +0(XI(Y_LP), pelo Lema 3.5.1
— XJA(Y_I6f) = —X_IY_186f
— X AY_163f = -Y_1X_180f = Y_16(X_18f)

Por outro lado:

YLxf = Y(X18f +8(X_f))
Y(X_18f) = Lo(X1af)
Y I8(X_18f)+8(Y_I(X_18f)) = Y_I8(X_1f)

¥XF

Logo, XY f :A}’;Xf para todo f € F, ouseja, [X,Y|f=XYf—-YXf=0paratodo f€ Fe,
portanto, [X,Y] = 0.

<.

Estes resultados também permitem concluir a seguinte proposigao:
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> Proposigao 3.5.4 ... Lx : Q%" — Q%" ¢ um homomorfismo de bicomplexos qualquer
que seja X € SY(H), ou seja, [Lx,6] = [Lx,8) = 0.

Dem. Tomemos X € SY(H) e w € 0**. Entdo, pelo Lema 3.5.1, temos que:

Lydw = X_186w + (X 1 bw) = X 180w — d6(XJw)

SLxw = (X 10w) + 0)(X Jw) = —X_100w + 80(X | w)

Mas, como 88 — —d48, temos que [Lx,d|w = Lxdéw — dLxw = 0, logo [Lx.d] = 0. Temos
também:
LxOuw = X 180w+ 8(X_10w) = HX_10w)

OLxw = O(X_10w) + 00(Xdw) = (X 0w)
e portanto, [Lx,0lw = LxOw — 8Lxw = 0, logo [Lx,8] = 0.

3.5.3 Automorfismos de fibrados

D Lema 3.5.3 ... Dado um campo de vectores X € X(F), existe uma e uma sé stmetria
X € S(H) que coincide com X em Ay = Fo(m) = C™(E).

Dem. Recordemos que S(H) ={Z € X(Rw): [Z,T(H)] CT(H)}.

Unicidade: basta mostrar que se ¥ € S(H) é tal que Yf — 0,YVf € Ay, entdo ¥ = 0.
Num sistema de coordenadas locais (z*, u$; U), podemos escrever que Y|y = 3, YiD;+Y', com
Y'e F(m) e Y' € 8Y(H), atendendo & decomposicao S(H) = SV (H) @ I'(H) e devido ao facto
de I'(H) ser gerado pelos campos Dy, i = 1,...,n.

Entdo,se Yf=0,¥f € Ay, temos que Yz* =Y  =0,i=1,...,neYu* =0,a=1,...,m
Pela proposigao 3.5.1, isso significa que Y|y = 0, logo temos Y = 0.

Existéncia: Pela unicidade, podemos supér que F = IR" x IR™ — M = IR".

Dado X = EXI—%— +3 Y“auiﬁ € X(E), com X%, Y ¢ A, definamos X através de:

X © X+ pf(ve -3 X)) a—i;‘! (3.5.15)

onde, D! = DV ... Din para I = (iy,ig,...,in) € N*. Entdo, é claro que 3 X'D; € I'(H) e
Y (Y"‘ ZX‘U‘();.}) Fﬁ"ﬁ’" e SY(H), logo X € S(H). Além disso, temos que:

Xz = X'= X3
Xu® = ZXiDiu“—i-ZDI( ZXlu’a}) 0 u®
= ZX%L SHYe =Y X

= = Xu®

pelo que X € S(H) coincide com X em Ay,
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<.

O campo X € S(H), construido no lema anterior, diz-se o prolongamento do campo
X e X(E).

Note-se que esta definicao de prolongamento, coincide com a ideia geométrica do que é o
levantamento de um campo de vectores de X(E), ou seja, corresponde ao grupo a um parametro
gerado por X quando considerado a actuar nio em T'(E) = J(r) mas em J*(7). X ¢ entéo o
correspondente gerador infinitesimal.

Se R é a equacao trivial, definamos agora a aplicagio:

$: X(E) — Sim(R)=S(H)/T(H

Y 54 (3.5.16)

Em coordenadas locais (z?,u$), [X] pode ser identificado com o campo evolucionario €y, onde
@ = (©%), dado pela segunda soma em (3.5.15), isto é:

_ 9 _
[X]=Epa = Z DI@QEE’ onde *=Y*-%" X'ufy (3.5.17)
I .

Temos entdo o seguinte lema:

> Lema 3.5.4 ... ¢ € um homomorfismo de dlgebras de Lie.

Dem. Dados X,Y € X(F), temos que [ﬁ’] = [X,Y] = [X,Y] em Ap. Logo, como

[X,Y] € Sim(R), a unicidade de [ﬁ’] garante-nos que [ﬂ} = [X,Y], pelo que ®([X,Y]) =
[B(X),®(Y)] e ® é um homomorfismo de élgebras de Lie.

<.

Supondo E = R™ x R™ — M = IR", vimos que havia um isomorfismo ¥ entre F™ e

Sim(R). Compondo A = ¥~! com o homomorfismo ®, obtemos um homomorfismo entre X(£)
e F™ dado por:

Aod: X = sz ZY“—GI E) — ¢*=Y2-3 X' eF™ (35.18)

onde X', Y € Ay = Fo(r) = C®(E).

3.5.4 Transformacgoes de contacto

Vamos considerar agora o caso particular em que m = 1. Neste caso J1E tem uma estrutura
de contacto natural definida pelo fibrado-linha L ¢ T*J'E, localmente gerado pela 1-forma
de contacto 0 = du — 3, w;dz’, onde abreviamos u(;) para u;.

Um difeomorfismo ¢ : JIE — J1E diz-se uma transformagao de contacto se ¢*L = L,
ou seja, se ¢*(0) = A@ para alguma fun¢do A € Fi(m) que nunca se anula. Um campo de
contacto ou transformacao de contacto infinitesimal é um campo de vectores X ¢ J'E
que verifica LxT'L C TL, ou seja, Lx8 = A@ para alguma fungdo A € Fi(m). O espago dos
campos de contacto forma uma subélgebra de Lie de X(J'E) que iremos denotar por X.
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> Lema 3.5.5 ... Dado um campo de contacto X € X, existe wma e uma sdé simetria
X € 8(H) que coincide com X em A; = Fi(rm).

Dem. Unicidade: basta mostrar que se Y € S(H) é tal que Y f = 0,Vf € A;, entdo
Y = 0. Como j4 vimos, dado um sistema de coordenadas local (z*,u,uy; U), podemos escrever
que Y|y =3, VD, + Y’ com Y € F(m) e Y € SY(H).
Ento, se Y f =0,Vf € Aj, temosque Yz! =Y?=0,i=1,...,n e Y'u = 0. Pela proposigio
3.5.1, isso significa que Y|y = 0, logo temos ¥ = 0.

Existéncia: Pela unicidade, podemos supdr que £ = IR™ x R™ — M = R". Seja X =
EXE% + Y»g% + ZZ@'B%U com X' Y,Z; € A;. Para que X seja um campo de conpacto,
devemos ter Lx8 = \@ para alguma fungdo A € F1(m). Se definirmos W =Y — 37, u; X7, um
calculo fastidioso mostra que:

Lx0 = LX(du—Zujdmi)
)
oW AW :- oW .
= Y (G w4 de *?(aui +X') ds (3:5.19)

i

médulo € = du — Y w;dx*. Logo, X é um campo de contacto se e sé se tivermos:

5 _ W oW
R i Ou
i aw
Xt = — B (3.5.20)

Definamos entao, para X = 5 Xi% +YB% +5 Ziaiui € X(J'E), o respectivo prolongamento,
X € X(n), através de:

d
Bup
onde W = Y — ¥, u; X?. Entéo, ¢ claro que ¥, X;D; € T(H) e ¥ D'W52- € SY(H), logo
X € S(H). Além disso, temos:

X © yxip+¥ p'w (3.5.21)

Xz = X' = Xzt
, a :
1 i i
Xu = QXD+ D'Wgiju=3 Xut+W =Y = Xu
e ainda:
! o
_ ) I
Xu; = (ZXDiJrZD Wa—u[)ui
== ZXjUji+DiW
; oW oW ow
— Bl o ki gt
;X Uj; + oz + uy B +zj:utjauj

ZXjuj»i +Z; +Zu,;j(—Xj), por (3.5.20)
= Z,; = X'Uq'

pelo que X € S(H) coincide com X em A;.
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<.
Supondo que 7 : B =IR™ x R — M = IR", entao, se definirmos yu : X — A; por:
;.L:X=2Xi6.+Y—a—+ZZii — W=Y -3 X'u (3.5.22)
dz du Oy ,

onde XY, Z; € A;, temos o seguinte coroldrio:
> Coroldrio 3.5.1 ... u € um isomorfismo.

Dem. E 6bvio que g é um homomorfismo e que é injectivo. Para ver a sobrejectividade,

note-se que, dadas as relagoes:

T o it
W * Ou
oW
Xi N _6’&1’
¥ = W+Zquj=W—Zujg—f (3.5:28)
J

podemos, a partir de W, encontrar X =3 X ia—i; +Y% +3 Z¢% que satisfaz as relagoes dadas
e, portanto, a sua imagem por u é W.

<.

Se 5 : X — Sim(R) = S(H)/T(H) é dada por 8(X) = [X], entao temos o seguinte lema:
> Lema 3.5.6 ... 3 é um homomorfismo de digebras de Lie.

Dem. Dados X,Y € X%, temos que [ﬁ/} = [)F(:,?] = [X,Y] em A;. Logo, como

[X,Y] € Sim(R), a unicidade de [ﬁ’} garante-nos que [X,Y] = [X, Y], pelo que B([X,Y]) =
[B(X),B8(Y)] e # é um homomorfismo de dlgebras de Lie.

<].

Concluindo toda esta discussao, supondo que 7 : £ = R" x R — M = IR", temos entao
definidos os seguintes homomorfismos:

A Sim(E) e i (3.5.24)
EIﬂDISQﬁB_iI;T — (50‘6);3=1, m e
: X(E) — Sim(E) pg: X* — Sim(E)
¥ s D X - (3.5.25)
ct N
a ® A (3.5.26)

X=YX'Z+Y+¥Z2 +— Y-TXu

Se definirmos ainda:
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v X(E) — Ay
X=X 1YL +— Y-TuX RREG
entao:
=it X(E) — o
X=X E+YE —  @)X) (3:5.28)
é dada por:

D) (z x2 Y;—u) =p 1Y - Y wXY)

ozt
ZXiaii ‘58_ Z( (¥ - 2u1X1)+ui6(Y—Z“zX‘)) 8‘ (3.5.29)

ozt

e temos o seguinte diagrama comutativo:

3.5.5 Descrigao de Sim(R)

Supondo que 7 : E = R™ x R™ — M = IR", seja R uma equagao diferencial dada por
R=[Ft =0, 8=1,... K}, vom Fte F £=1,...,k, que satisfaz a condigdo de regularidade
[R] (3.4.10), isto é, Roo — M é um subfibrado de 7o : JCE — M.

Consideremos o chamado operador de linearizagao universal, definido por:

Ly : Fm — FF

e=le® i Lele) def (G{PF[{) (3.5.30)

onde F = (F)y_y . isto é

.....

(Lre)’ = €pFt = (ZDW au,)

aF*t
Z @Dma (3.5.31)
a,l



3.5. Simetrias Generalizadas 66

ou de outra forma, o operador £x é dado por:

aFl  ar! 9F!
aul  Bul oup
Ou Ou aum
) ;O " | b 3.5.32)
S I (3.5.
I : 2 5
aFk grk gk
Bu} B'u? Eu}”

o que mostra que o operador £ pode ser restrito a Ru.. De facto, se Joo é o ideal que define
Reoo, temos que ®(I7) € JE_ e, portanto, faz sentido considerar a referida restrigio que notamos
por:

Ly F(R)™ — F(R)F

Fixemos agora um campo X € SY(Hg). Ponhamos @§ = uf|r,, e [ = Xu* € F(R). E
sempre possivel escolher, para cada a, uma funcio f* € F tal que f*|r. = f . Pela proposicio
3.5.1, sabemos que:

def a0 _ v
X < Sy (%?fefa e SV(H)

Vejamos que este campo de vectores é tangente a Ry e coincide com X em Roo:
> Lema 3.5.7 ... X ¢ tangente a Roo € X|r,, = X.

Dem. Queremos ver que X, = X, para todo o ponto 0 € R,,. Para isso, basta ver

que X,u¥ = X,uf, uma vez que X e X sao campos verticais. Sabemos que, por hipétese,
X é tangente a R, logo, Xouf = X,uf = (Xuf)(o). Portanto, é suficiente mostrar que
p(Xuf) = Xuy, onde p : F — F(R) é a projec¢io. Representemos ainda por D; a restri¢ao de
Ih 6 Bse, Dy = Dilr, s Temf que D; comuta com p. Logo,_como Xe SV_('H) e D, =_52” pela
proposicao 3.5.2 temos que [X,D_i] =0, ou seja, XD; = D; X, pelo que p(Xu§) = p(X Dju®) =
p(DrXu®) = Dip(Xu®) = Di(pf") = Di(f*) = D;(X@). Agora, como X € SV(H) e D; =
B%" pela proposicao 3.5.3 temos que (X, D;] = 0, ou seja, XD; = D; X, pelo que Dj(Xa®) =
X(Dyu*~) = Xu§. Logo, p(Xu§) = Xuy.

<.

> Lema 3.5.8 ... Seja ¢ = (¢*) € F™. O campo de vectores Ep = ED[(,DO‘B% é
T
tangente a R, se e sd se EFL,D € H?:l\‘joo-

Dem. Uma vez que Joo ¢ gerado pelas funcdes da forma D;F¢, T e N*, £=1,...,k 0
campo de vectores €, = ZDIWD‘% ¢ tangente a R, se e 80 se e(‘QDIFf € Joo, VI,¢. Mas,

pela proposigao 3.5.3, GQQDIFE = Dy GCPFE, e como Joo é Dj-fechado, vemos que €, é tangente
a R se e sd se @QDFE € Joo. Mas por defini¢io:

LB l
EpF =) Dry 5 (EFSD)

donde se deduz a proposicao.
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<.

Podemos finalmente anunciar o resultado mais importante desta secgao, que permite exibir
Sim(R) como ntcleo do operador de linearizagio universal Ly

> Teorema 3.5.1 ... A sequinte aplicagdo:
a 2 *(Reo) (3.5.33)
Y = (‘P ) — eﬂPIRw
induz um isomorfismo entre Ker_ép e Sim(R). Por outras palavras:
Sim(R) = {€¢|Rw L peF™", e bpp= 0}
= {cp e FR™: Lrpp= 0} (3.5.34)
Dem. Definamos a seguinte aplicagiao ¥, através de:

U: Kerbp —— Sim(R) (3.5.35)

P — G‘P“Roo

Se ¢ € Ker£p, temos que €rp € 3., logo, pelo lema anterior, €y é tangente a Ry, pelo
que a aplicacdo ¥ estd bem definida. Como Sim(R) = SY(H), pelo lema 3.5.7, ¥ também é
sobrejectiva. Para ver a injectividade, tomemos ¢ € Ker € tal que U(p) = QE‘P|R = 0. Entao

(Epu®)|p = ¥*|R. = 0 ou seja, p® € Joo,@ = 1,...,m. Reciprocamente, se ¢ € JE entdo
U(p) = (’E‘P‘R = 0. Logo, Ker ¥ = J7. Assim, temos que (Ker€r)/Jo0 = Sim(R), ¢ como,
{Kerﬂp}/ﬁm ~ Ker £, vem que Kerzp =~ Sim(R).

<.

3.5.6 Campos de contacto em equacoes diferenciais

O teorema 3.5.1 fornece um método de cdlculo das dlgebras de Lie dos campos de vectores em
E, e se m = 1 dos campos de contacto em J'E, que deixam invariante a equacio R.

Consideremos entdo uma equacgao diferencial R em 7 : E =IR" x IR — M = IR", e ainda os
seguintes campos:

Xil(R) = {[)Z'], X € X(E), X & tangente a 'Roo}

e param = 1:

XHR) = {[)?], X e X X &tangente a 'RDO}

Ponhamos ainda:

T {(Wl,"',wm)lRw : PP=Y —ZXiu?, Y* Xte .7:0}
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> Teorema 3.5.2 ...

(i). Fo(R)~FonKerlyp
(). XYR)=FnN Kerzp, sem=1. (3.5.36)

Dem. (i). Seja X € ¥p(R). por definicio X = [Y] para algum Y € X(E). Se Y =
YX I+ Y YR seja @ = (p*), onde ¢ =Y — 37, u®X*. Temos que X¢p = ¥ Xt

é um campo tangente a R, logo, pelo lema 3.5.8, £r(p*) € J* e (p*)|r,. € Fo N Kerzp,
sendo esta correspondéncia bijectiva. (ii). prova-se de forma andloga.

<.

> Exemplo 3.5.1 [Equagdo Korteweg-de Vries] ... Seja £ = IR? x IR — IR? e (27, i)
as cordenadas canénicas em J°°(E), onde pusemos u;r = ugx)- Seja R a equagio KdV
(Korteweg-de Vries):

R={F B yupbanmpugr=0) € PE (3.5.37)
(ou em notagdo usual ug,y + uty + uy = 0). O ideal Jo, que define R, é gerado por
{D;F; I € N?}. Temos que {z¢,u; oef ujolp i = 1,2,7 € N} é uma carta global

para R,. Representemos ainda por I); a restrigao Di|Rm = 8%1— 11 =1,2. Sabemos que D;
R

(e]

é tangente a R, e que é caracterizado por:

D;x? = 8,:,:7, Dluj = Ujt1, Dguj = *D{(’UU] = U3)

Hz é gerado por 8; onde:

9_;,' = 6330!?200 = duj = Z Di’u,jditi

i=1,2
Temos neste caso que m = 1,k = 1 e portanto:
aF
= —D
(Z duy I) =
= (Da+uDi+Di+u) o, weF (3.5.38)
e ainda:
Fi=F(ab 2® u,ug,u3) € F (3.5.39)

Um célculo mostra que (Ker£€x) N F; é gerado por {uy, —(uz + wup),1 — z?uy, —2lu; +
322 (u3 + uuy) — 2u}. Isto corresponde a X; = 9/0x', 23 = 8/022, X3 = 2%0/0x' + 8/0u e
X4 = 2'8/02%32%0/02% — 2ud/Bu € X(E). Os seus comutadores sdo: [X1,Xo] = [X1,X3] =
0; [X1, X4] = [X2, X3] = X1; [Xo, X4] = 3X5 e [X3,X4] = —2X3. Sucintamente, a correspon-
déncia:
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i a4 asg 0 aq
0 3ag 0 ao
B ; G.th H 0 0 —2&4 as

0 0 0 0

é uma injec¢io de dlgebras de Lie X — gf4(IR).

<.
> Exemplo 3.5.2 [Equagao de Burgers| ... Consideremos a equagio de Burgers:
Up = Uy + Ugpy (3.5.40)
Esta equacgao diferencial é da seguinte forma, mais geral:
w = f(u)ug + Ugs (3.5.41)

onde f(u) é uma funcdo de wu.

Seja entao £ uma equacio desta forma e £°° o seu prolongamento ao espago de jactos infinitos
J%(m). Para obter um sistema de coordenadas intrinsecas em £°°, observemos o seguinte:

Se Dy e Do sdo os operadores de derivagio total dados por Dy = 6%;(3+ u(l_g)a% + ...+
Ulat1,3) E—H(E;,g) +...eDy = %+U(0,1) %+. : '+u(a,ﬂ+1)3_u(i]3) +...,entao DY D5 (u) = D‘f(uwﬁ)) =
U(q,3) Para todos o, B € No. Logo, em &, vem: w541y = D‘f‘DgH(u} = Dl"‘Dg(u(D,l)) =

D?Dg(u(g,g) + f(u)ugg)). Assim, podemos tomar z, ¢ e uq = U(q,0)|e= como um sistema de
coordenadas intrinsecas em £°°, no qual a restrigdo dos operadores anteriores a £%° ¢ dada por:

ad
6U(a,0)

9]
D, = Djge= Bz T Z Ufat1,0)

@ENg

d 13,
= £+ Z Ua+18—%“
aENg

b
U, 0)

= %wL Z D% (ug + f(u)ul)i (3.5.42)

= Mg

0
Dy = Dalgo = 5 Y U

a€ENg

O ideal Joo, que define £, é gerado por {D;F; I € N?}, onde F = us + f(u)u — U(0,1)-
Como consequéncia do teorema 3.5.1, vemos que had um isomorfismo entre a dlgebra das simetrias
de £ e a dlgebra de Lie de solugoes da equacgao Ep(go) = 0. Neste caso, restringindo as solugoes
a £%°, temos:

oF ar  aF
br = ar 9%

- By ; I ol il O . / -

e portanto:
£r(0) = 0 <= D2(0) + f(w) Dulp) + f'(upurp — Dilsp) = 0 (3.5.43)
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Designando por Fj o espago das fungdes ¢ tais que 3 84’ = 0 para n > k, vamos agora supor
que @ € Fj, e que m‘% # 0, ou seja, que ¢ é uma funcio da.s varidveis x,t,u,uq, ..., ux. Entdo, a
equacio £ () = 0 ndo depende das varidveis u, com n > k+2. De facto, também nao depende
da varidvel ug o, pois temos:

£r(p) = Di(w)+ F(w)Da(p) + f'(wyurp — Delw)
= Do (g ) + F)Dal) + £ (W
0+ Jyu) 3~ (v + fl)un + () 5
G+ S0 + 3wy + ) O
—(upg2 + fw)upsr + (b + 1) f (wurug + .. _)g—i
e B s y— B i s B3 (3.5.44)

Ouy, duy,
Note-se que a equagao é polinomial de grau 2 relativamente a variavel wyy:
£r(p) = Di(¢) + [(u)Da(p) + ['(w)urp — De(p)

A
= Dx(+uk+1m)+

62‘10

2

= +Uk+l—+
au%:

o . . 2
sendo que nao aparece mais nenhum termo de coeficiente ui +1- Logo, g—uf =0ep=Au, + B,
k

com A, B € Fi_1. Relativamente aos termos com coeficiente ), temos:

Lr(p) = Di(p) + f(w)Da() + f'(w)uap — Difp)

Oy dp Op Gy Ay
= Dy (3_+ 18_+ +Uk+1a )+f{)(+u1—a—+ +uk+la_uk)
ad o 3]
+f (w)urp — a—f = (u2 + f(w)u) 5~ (P wo (U 5 ')6u:9_1
a
—(upso + fw)upsr + . -)a—i

0 a
= ---+Uk+1au]:01+ A ugp1 D (8i>+...+f(”)uk+1a—iz+...
a g
kgt F S
a

Fazendo £1(p) = 0, temos que D,(A) = 0, logo A = A(%), ou seja, A é uma fun¢do que
apenas depende da varidvel . Além disso, podemos ver que a equagio também é polinomial de
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grau 2 relativamente & variavel uy:

Lr(p) = Di(e)+ f(u)Da() + f'(w)uap — De(v)

0
= D, (...+ukaufl+...)+...

2%

2
-
Oouy 4

o=

= ; ; 2 2
sendo que nio aparece mais nenhum termo de coeficiente u3 +1- Logo, g—u? = g—ﬁ =0e B =
k k
aui_1 + b, com a,b € Fr_s. Relativamente aos termos com coeficiente uy, temos:

€1 (p) = Di(p) + f(w)De() + f'{w)wmrp — Di(p)
D.(¢) = Dy(Aug + B) = Dp(Aug + aug—1 + b) = Augiq + aug + Dz(a)ug—1 + Dz (b)
D2(p) = Dy(Aupy1 +aup+Dy(a)up—1+ Dz (b)) = Aupro+augsr +2D,(a)ug+ D2 (a)ug_1+D2(b)

Di(¢) = Di(Aug + aug_q1 +b) = De(A)wy + ADi(ur) + Di(a)uk—1 + aDy{ug—1) + Di()
= A'(tyug + ADF(ug + fwua) + Di(@)up—1 + aDE (ug + f(u)ur) + Di(b)
= A'(thur + Alupsr + f(@rupgr + (k+ 1) (Wuug +...) +
+D(a)up—1 + alugs1 + flw)ug +...) + Di(b) (3.5.46)

Logo, o coeficiente de ug é 2D, (a) + f(u)a + f'(u)umd — (A" + Ak + 1) f'(w)us + af(u)) =
2D, (a) + kAf (w)ur — A’ = 2Dy (a) + kAf (u)ug — A" = Dy(2a — kAf) — A'. Assim, temos:

D.(2a —kAf)—A'=0 < D,(2a—kAf)=A'
= 2a—-kAf=Az+~

=% = %(kAf + Alz + ) (3.5.47)

onde v é uma fungao que apenas depende da varidvel t. Portanto, a funcao geradora ¢ é da
forma

o = Alt)u + %(kA{t) F4+ A )T + () upo1 + b, b€ Fis (3.5.48)

Notemos ainda que o coeficiente do termo em ufuy_; é um multiplo inteiro de f” (“)Z%%: sendo

que, por hipétese, %‘% # 0. Mas entdo, ¢"(u) = 0 el p = au+ 3, com a,3 € IR, e apenas
neste caso a equacgao £ admite simetrias. Podemos facilmente verificar que o casoa=1e 3=10

corresponde a equagio de Burgers.

Esta descricao das simetrias da equagio dada permite-nos também descrever a respectiva
algebra de Lie. Nomeadamente, dados @1 = Ajug, + by e pa = Asug, + by, com A; = A;(t) e
b, € Fi, i = 1,2, temos que {@1, 2} é ainda uma funcao geradora, dada por:

1
{o1, 2} = §(k2A’1A2 - klAfQAl)“k1+kg—2 +c

com ¢ € Fi,+k,—3. Finalmente, com esta descrigao das fung¢oes geradoras, é possivel mostrar que,
embora a dlgebra de Lie das fungdes geradoras das simetrias da equagao de Burgers seja gerada,
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como espago vectorial, por todas as funcdes polinomiais em z,#,u, . .., ux do tipo ¢k = t'u, +q,
com q € Fr_1 e i < k, ela é gerada, como algebra de Lie, apenas por certas fungoes do tipo @Y,
3 e f.

<.



Capitulo 4

Sucessoes Espectrais

4.1 Conceitos de algebra homoldégica

Um complexo diferencial ¢ uma sucessio de espacos vectoriais® e aplicagdes lineares, chamadas
diferenciais: ) )

. dm—l . d': .
K=l K K - (4.1.1)
tais que d* o d~! = 0. Em geral omite-se o indice i nas diferenciais e escreve-se simplesmente
d? = 0. Por definicio imd*! € Kerd’. A cohomologia do complexo (K*,d) é a familia de
espagos vectoriais:

def Kerd'
~ imdi-!
Quando HY(K*,d) = 0, isto é, imd'~! = Kerd', o complexo diz-se aciclico (ou exacto) em grau
i. O complexo K* diz-se aciclico se o for em todos os graus.

H{K*,d) (4.1.2)

Elementos de Z¢ = Kerd® C K* dizem-se i-cociclos e elementos de B' = imd"~! C K
dizem-se i-cobordos. Dois cociclos a1, ay € Z* dizem-se cohomdlogos se a; — g € im dt,
Neste caso, definem a mesma classe de cohomologia [a] = [ap] € H* (K™, d).

Um morfismo de complexos diferenciais F' : K* — L*, é uma familia de aplicagoes lineares
f*: K* —— L" que comutam com as diferenciais:

i—1 4 i+1
_ Kt'—-l dK Kt dK K'i+1 df;t .
f i f (4.13)
t— g i+1
Ki—l dL ' N K‘i dL K'i+1 d1L+ N

Um tal morfismo induz uma aplicagio H(f) : H'(K*,d) — H'(L*,d), definida por
Hi(f)[o] = [f(e)]. Claramente que Hi(f o g) = H'(f) o H(g). Portanto H'(:) é um func-

tor covariante da categoria dos complexos diferenciais na categoria dos espagos vectoriais.
Dois morfismos de complexos f,g: K* — L* dizem-se homotdpicos se existem aplicagoes
B 2 B B tads:
P — = R LR (4.1.4)

'mais geralmente, de R-médulos...

73
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isto é: . . i1
Ki—1 d};l K d}< Kitl d}}F 5
f’;_l g’;‘l hi fi gi hi"'é“ gi+1 (4_1.5)
l _ l’/di-l : l’/di l . | i
K1—1 L K L K'L+1 L

As aplicacdes h' dizem-se uma homotopia.

> Proposicao 4.1.1 ... Se os morfismos de complezos f,g: K* —— L* sdo homotdpicos,
entdo H'(f) = H'(g), ¥s.

Dem. Seja [a] € H'(K*,d). Entdao da =0 e:
fla) = g(@) = (hd + dh)(a) = d(h(c)) = [f(a)] =[g(a)]

<.

Dois complexos K* e L* dizem-se equivalentes se existirem morfismos f : K* —— L* e
g : L*¥ —— K*, tais que g o f é homotépico a Idg e f o g é homotépico a Idy. E claro que
complexos equivalentes tém cohomologias isomorfas. Um complexo K* diz-se nulo-homotépico
se a aplicacdo identidade Idx ¢ homotdpica & aplicagio nula, isto é:

Idg = hd + dh

para alguma homotopia h' : K —— K* !, Um complexo nulo-homotépico é obviamente
aciclico.

Consideremos uma sucessao exacta curta de complexos diferenciais:
« I = 9 *
0— L — K" — M*"—0 (4.1.6)

ou mais detalhadamente:

0 i+ 2 it 9 i 0
dr, dg dnp

0 N R S < BNV 0 (4.1.7)
dr, dk dy

0 s S K-l 9, i1 . 0
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Portanto cada linha é exacta e f e g sio morfismos de complexos (todos os quadrados sao
comutativos). As cohomologias de L, K e M, estdo relacionadas pelas aplicagoes seguintes: f e
g induzem como habitualmente aplicagoes:

Hi(L) () ~ Hi(K) H(g)

- H'(M)
Mas existe uma aplicagdo menos ébvia:
k' : HY(M) — HYL) (4.1.8)

chamada o conector, que se define da seguinte forma: seja [a] € H(M), com « € M tal
que dye = 0, e tomemos um elemento 8 € K* tal que g(8) = a, o que é possivel ji que g é
sobrejectiva. Temos que g(dx3) = da(g(3)) = dya =0, isto é, dx 8 € Ker g = im f, e portanto
existe um elemento v € L**! tal que f() = dx 3.

y € Lt f) =deBe K Lo
di dps
feK: a e M

Mas v é um cociclo, i.e., dry = 0. Com efeito, f(dry) = di(f(v)) = d%B = 0, e portanto
d;y = 0 j& que f ¢ injectiva, E fdcil ver que v depende apenas da classe de cohomologia
(] € HY(M) de que partimos, e assim fica definido o conector k* pondo:

ki lo] — ] € HYY(L), [a] € H(M)

Portanto, dada a sucessio exacta curta de complexos diferenciais (4.1.7), obtemos uma
sucessao longa:

(4.1.9)

oL

Hi(f)

Esta sucessao & exacta e diz-se a sucessdo exacta longa associada a sucessdo exacta curta
de complexos diferenciais (4.1.7).
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4.2 Sucessoes espectrais

> Definigdo 4.2.1 ... Uma sucessao espectral (de tipo cohomoldgico) € uma colecgdo
de espagos vectoriais’ E = {EP9},_012.. e, para cada 7, diferenciais de bigrau (r,1 —r):

dpa

Epa Eptratlor (4.2.1)

tais que:

e d2 =0 (mais exactamente dPT™9+t1=" o dP7 = 0).

e para todos 0sp,q,r, 0 espago Ef_’fl é isomorfo & cohomologia HPY(EY* d,.), relativamente
a diferencial dy.:
EPY, = HPA(EM, d,), p,q,r (4.22)

q
(p,q)

p,q
\(p—l—'r,q—r—l—l)

«J.

Notemos que F, e d, determinam F, 1 mas ndo determinam d.,1. Para esclarecer o signifi-
cado desta definigao, comecemos por (Es,d2) (para ndo sobrecarregar muito as notagoes vamos
omitir provisoriamente a referéncia a bigraduagéo em E}*). Representemos por:

Zy = Kerds e By =imds

A condigéo dy o dy = 0 implica que By C Zy C Ey, e, por definigio, Fq = H(Es, do) = Za/Bs.
Seja Z3 = Ker (Fj3 . E3). Como Z3 é um subespaco de E3 = Z5/Bs, pode ser escrito na

forma Z3/Bs, onde Z3 é um subespago de Z. Analogamente B3 = im (E3 .. E3) é isomorfo
a B3/By e portanto:
Ey = Z3/Bs = (Z3/Bs)/(Bs/B2) = Z3/By

(o tltimo isomorfismo deve-se ao “terceiro teorema fundamental do isomorfismo”), o que pode
ainda ser apresentado sob a forma de uma sucessao de inclusdes Bo C By C Z3 C Z5 C Ey.

Iterando este processo, obtemos a sucessio espectral sob a forma de uma torre infinita de
subespagos de Fj:

ByCB3C--CB,C-- +-CZ C--CZCZCE (4.2.3)

2mais geralmente de R-mdédulos.
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com a propriedade de que F,.q = Z,./B,. A diferencial d, ) pode ainda ser considerada como
uma. aplicagio Z,/B, Z./B,, que tem nicleo Z,y1/B, e imagem B,,i/B,. A sucessio
exacta curta induzida por dy4q:

0 — Zy41/By —+ Zy/Br =+ Byi1 /B, — 0 (4.2.4)

d4 origem a isomorfismos By41/By = (Z,/By) / (Zry1/Br) & Zy [ Zpi1, V7.

Diz-se que um elemento a € Fs é um r-cociclo, se « estd em Z, (e portanto « estd no
ntcleo das r — 2 diferenciais anteriores). Por outro lado, os elementos de B, C Es dizem-se
r-cobordos. Consideremos agora os seguintes subespacos de Ey;

def

Tss N2 = {acE;: d(a)=0, Vr}

B it UBT = {0 € Zy : @« =d.(8) paraalgum 3 € E, } (4.2.5)

Da torre infinita de inclusdes (4.2.3) deduzimos que By C Z, e finalmente definimos:

B, ¥ z./8,

cujos elementos sdo os oo-cociclos, médulo cobordos de alguma ordem.

Antecipando a nocio de convergéncia, temos que, em geral, o objectivo do célculo é o termo
limite Fuoo. Sob certas condigoes favoriveis, o cdlculo termina apés um nimero finito de etapas.
Vejamos um exemplo dessa situagao. Diz-se que uma sucesséo espectral colapsa na ordem N,
se d, = 0, ¥r > N. Da sucessao exacta:

0 s BB g — T g B3~ B By — 0
e da condicdo d, = 0 deduzimos que Z, = Z,_1 ¢ B, = B;_, e portanto, a torre (4.2.3) fica:
By CB3C -+ CBy1=By=-=BysCZ='=8y=2ZNy-1C-CZ3C 2 CE
isto é:

Ew=En=Zn/Bn

4.3 Pares exactos

> Definicao 4.3.1 ... Sejam D e E dois espagos vectorais e i : D — D, j: D — E e
k : E — D homomorfismos. Diz-se que C = {D, E;i,j,k} € um par exacto se o diagrama
sequinte é eracto:

D i D

N, S
N

isto é, imi = Kerj,imj — Kerk e imk = Keri.

(4.3.1)
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Se definirmos d : E — F através de d = j o k, deduzimos, como consequéncia imediata desta
definigao, que (E,d) é um espaco diferencial. De facto:

@ =(jok)o(jok) =jo(kos)ok=0

A operacao fundamental sobre um par exacto consiste na formagao do respectivo par
derivado. Para isso definamos:

def

e B/ = H(E,d)=Kerd/imd=Ker(jok)/im(jok)
o D ¥ D) =Kerj
et B i,pep : D — D/

e j/: D' — E’ define-se da seguinte forma: se 2’ = i(z) pertence a ), com x € D, definimos
J'(x), através de:

7(') = i(2)] € H(E,d) = E (4.3.2)

onde | ] representa a classe de cohomologia em H(E, d). E claro que precisamos de mostrar
que j' estd bem definida, isto é, que:

— j(x) é um cociclo. De facto d(jz) = jkj(z) = 0.
— a classe de cohomologia [j(x)] nao depende da escolha de z € D. De facto, suponha-

mos que z’' = i(y) para um outro y € D. Entdo iz —y) =0 = (z—y) € Keri =
imk = z —y = k(e) para algum e € E. Portanto:

jz — jy = jk(e) =d(e) = [i(z)] = [i(y)]

o Finalmente define-se k' : E/ — D’ da seguinte forma: se [e] € H(F), entdo d(e) = jk(e) =
0 = k(e) € Kerj = imi = k(e) = i(z) para algum = € D, i.e., k(e) € i(D) = D'. Pémos

entao:
def

K ([e])

e é facil ver que desta forma k' estd bem definida.

k(e) (4.3.3)

Ao par C' = {D', E';#',j/, k'} assim construido chamameos o par derivado de C:

D' =i(D) i D' =i(D)

N /

K 5 (4.3.4)

g i

E =H(Ed=jok)

O resultado fundamental é o seguinte:

> Proposicio 4.3.1 ... O par derivado C' = {D',E";¢,j',k'} € um par ezacto.
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Dem. (i). imj' C Kerk'. De facto &'j'(2') = K'j'i(z) = K'j(z) = kj(z) = 0. (ii).
imj’ > Kerk': como k'[e] = k(e) = 0, vem que e = j(z) = j/(iz) € imj'. O resto da prova é
analoga.

]

O processo acima descrito pode evidentemente ser iterado. Assim, comegando com um par
exacto C = C; = {D, E;1,j,k}, obtemos uma sucessio de pares exactos Cp = {Dr, Erjir, jr, kr },
onde Co = { Do, Ea;ig, jo, kot = {D', E';i',j',k'} =C', e Cryq é o par derivado de C,.

Para estabelecer a relagao com sucessoes espectrais, vamos introduzir uma bigraduagio.
Suponhamos entdo que o par inicial C = C; é bigraduado, isto é, que Dy = D7" = 25 D e
Ey = E" =@, ,EP, ¢ ainda que 4 : D; — Dy tem bigrau (~1,1), j1 : D1 — £) tem bigrau
(0,0) e ky : By — Dy tem bigrau (1,0):

-G B p—1,6+1
1 DP — DY

0,9 . )P4 P,q
N 'Dl _“El’

kP P prta (4.3.5)
(_17 1)
DI’* i1 - DT’*

\ |
k1 J1
(1,0) \ / (0,0)

El
Nestas circunstincias, d; = jiok; : E]"" — E"* tem bigrau (1,0), isto é d? : Ef"? — Eﬂlﬂl’q
P9
e Eg,q = HP.Q(EI, dl) = f{mL:?fi—lﬁ e portanto, se s = {DQ, Eg, 2'2,_]'2, kg} éo par derivado de Cl,
temos o seguinte: 1
(*1) 1}
D;ﬁ# ig - D;,*
ko 72
(la 0) \ / (1! _1)
g Ker'd(™
. im dllj_l’q

isto é, dp tem bigrau (2,—1). Mais geralmente, se C, = {Dy, Ey;ir, jr, kr} é 0o r-ésimo par
derivado de C = (1, temos a seguinte proposigao cuja prova resulta imediatamente das definigoes::
> Proposigao 4.3.2 ...
(i). i, tem bigrau (—1,1), j, tem bigrau (r — 1,1 —r) e k, tem bigrau (1,0).
(i). d, = jr o ky tem bigrau (r,1 —7).

(iil). EP9 = KerdP9/im dp—"9+ 1.

Portanto o par exacto bigraduado C d4 origem a uma sucessio espectral {EP2 dP9}, 15 .
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4.4 Complexos filtrados

Suponhamos agora que temos um complexo K = (K* d) = {K",d} munido de uma filtragao
decrescente {(FPK)*}y-0123.

K* = (FOK)* 2 (FK)* 2 .-+ 2 (FPK)* D (FP*'K)* 2 - (4.4.1)

on mais detalhadamente:

d d d

K™l o - (FpK)n-l-l = (Fp+1K)n+l >

d d d

B 3 > (FPE)" 2 (FPMK)* 2 (4.4.2)
d d d

K1 o > (FpK)nA ™ (Fp-l—lK')‘n—l >

Para cada grau de filtragao p fixo, temos uma sucessio exacta curta de complexos:
0 — (FPTK) — (FPK)* — (FPK)*/(FPT'K)* — 0 (4.4.3)

e portanto, quando aplicamos o functor de cohomologia, obtemos a correspondente sucessao
exacta longa (para cada p fixo):

o —— H"YFPE/FPYK)

HY (PR — . HY{FPE) — HY(FPK/FPER) (4.4.4)
¢ J

HH(FPRK) s

.
onde k é o conector. E tradicional neste contexto por:

n=p+q
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(p é o grau de filtragdo e n é o grau total) o que faremos de aqui em diante. Observemos que sé
existem dois tipos de termos : cohomologia de algum FPK ou cohomologia de algum quociente
FPK/FPHLK . Portanto se definirmos os médulos bigraduados E{™" e D™ através de:

pre def HPH(FPE)

EPA def HPY(FPK/FPHLE) (4.4.5)

a sucessao exacta longa (4.4.4) escreve-se na forma (pusemos um indice 1 em cada aplicagdo,
para melhor identificagdo com o que se fez na sec¢io anterior):

k1

k1 1 n J1 1 i1
Dif+11q N Dr{,q E{J,q _ Dzi)+ 4

4’%.. HP+9(FP+1K) _q",, HP+Q(FPK) _»7, HP+Q(FPK/FP+1K) _k_ Hp+q+1(Fp+1K) i

(4.4.6)
ou ainda sob a forma de um par exacto bigraduado:
(_1: 1)
D ™ - D"
(4.4.7)

\k o
1,0\ /3‘(0,0)
B

onde i; : D — D tem bigrau (—1,1), j1 : D — E tem bigrau (0,0) e k; : £ — D tem bigrau
(1,0).
O que é d;? Por defini¢io d; tem bigrau (1,0) e obtem-se através da seguinte composigao:

EPig 1 jP+1‘q 1
dilqu : Ef:q 1 Di"*‘ g 1 > E.’f"' g

ou, atendendo a (4.4.5):

b 1
J;;+ q

@ PR E FR) S et (et gy D pevarl (prrL g peetie) (4.4.8)

; p+lg 4 e : 5l
onde k"7 é o conector e jf-i- @ ¢ a aplicacdo induzida pela projecgao natural:

FP+IK—>FP+1K/FP+2K

Se H* é um mddulo graduado e filtrado, podemos examinar a filtragao em cada grau, pondo
(PPH)* = (®PH)* N H™. Portanto o espago graduado associado a filtragdo fica bigraduado
pondo:
d_ef ((I)PH)PJrq

P.q *
ED (H 5@) W

(4.4.9)
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> Definicio 4.4.1 ... Diz-se que uma sucessdo espectral { E"*, d, } converge para o médulo
graduado H*, se existe uma filtragao {(®PH)*},=0,1,... de H* tal que:

(6P H )P+

W (4.4.10)

B = Ep(H*, @) =

onde EX* € o termo limite da sucessdo espectral <.

Regressemos ao complexo K = (K*,d) = {K™, d} munido da filtragao decrescente {(FPK)*}
(ver (4.4.1)). Como d preserva a filtragdo podemos calcular a cohomologia H*(F?PK,d) da p-
coluna no diagrama (4.4.13), e como os diagramas sio comutativos, cada inclusao induz uma

aplicacdo em cohomologia H*(FPHIK d) —+H *(FPK,d), o que significa que obtemos uma
filtracio da cohomologia H*(K,d), pondo:

d:ef

FPH(K, d) fon (H(FPK, d) — H(K, d))

> Teorema 4.4.1 ... Seja K = (K*,d) = {K",d} um complezo munido de uma filtragdo
decrescente {(FPK)*} 0,123
K* = [FPKY 3 (FYKY* 2 --- 3 (FPR)* S (F*YLKY* 3 oo (4.4.11)

Entdo (K*,d, F) determina uma sucessdo espectral { EX*,dy}r=12,..., com dy de bigrau (r,1—7)
e com:

EP? = HPHI((FPK)* /(FPHLK)Y) (4.4.12)

Suponhamos além disso que o filtragdo € limitada, isto €, que, pare ceda dimensdo n, existem
valores s = s(n) et = t(n) tais que:

K" = (FtK)n ) (FH-IK)n 2 s e (stlK)n 5 (FSK)TL ; {O}
Entio a sucessio espectral converge para H(K*,d), isto é:

(FPH(K,d))rte

Begt = BGP (MK, d), F) = oot (i, ayyor

Dem. Retomemos o diagrama (4.4.1) pondo mais uma vez n = p+ ¢, onde p é o grau de
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filtragio:

d d d
KPretl S > (FPK)PHe+l o (FPHIEPHel o
d d d
Krta D D (FPK)YPYT O (FPPHKyTT D ... (4.4.13)
d d d
Keta=l. 3 .| (FPK)P+Q’-1 >, (Fp+l K)p+q—l )
‘ 1
d d d

Definamos para cada r =0,1,2, -

zpa © e (FPEPTT tais que  dw € (FPTTE )P
= (FPE)PH O dN (PP KPPt
Bed X dye (PP onde  w e (FPmK)pat
_ (FPE)PH 0 d({FP-TK)erqfl)
zpa € gerqn (PPE)PH
pra X iman (i)t (a8

Como a filtraco é decrescente e a diferencial preserva a filtragao (ver (4.4.13), obtemos a torre

de subespagos:
BYCBYC. CBYCZMC - C 2P C Zp"

bem como:
d(ZETraTTY) = d((FPTTK)PR L nd T ((FPR)T)
— (FPK)p+q N d((FPMTK)p-O-q—I)
= B (4.4.15)
A hipétese de que a filtraciio é limitada implica que, parar > s(p+g+1)—per = p—t(p+g—1),
tem-se 27 = ZD7 ¢ BP9 = BP0 que assegura convergéncia.
Definamos agora, parar =0,1,...:

g def a5

S = (4.4.16)
T TR,
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e seja 129 : ZP% — EPY a projecgao canénica. Observemos que:
nay — petrg—r+l p+rg—r+l
d’(Zr ) - BT g Zr
e ainda que:

AP B = AT + d(BY)
Bp+1l",q—r+1 +0
S

zprr+la-r 4 geine-rl (4.4.17)

N m

Portanto a diferencial, como uma aplicagdo d : ZP9 —— ZP+"¢ "+l induz um homomorfismo
d, que torna comutativo o diagrama seguinte:

i Zptrg—r+l
T

n n (4.4.18)

d

+r,g—1+1
EPtTa

Como d? = 0 também d? = 0. Para completar a prova resta mostar o seguinte:

o HYE",d) = B,

™

° Ef'q oY HP+Q(FPK/FP+1K)

e FPH(K.d ptq
o ELi= (16"::+ jj(z(K,d)) 7¥a

o que pode ser visto em [3].

4.5 Bicomplexos

> Definigao 4.5.1 ... Um bicomplexo ou complexo duplo ¢ um espago vectorial bi-
graduado K = K** = {KP9} com duas aplicacées lineares & e § de bigraus (1,0) e (0,1)
respectivamente, e tais que:

8 =0=4¢° e 96+ 60 =0
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R

_ . Kplgtl Kpatl =, gptle+l

] 0 4
KP-la 9 . KP _6.. Kerle . o (4.5.1)

y

0 4 d

., gpla-l . Kpa-l 7, grptla-l ’

Note que cada linha e cada coluna é um complexo. Ao bicomplexo K = K** = {KP9}
associamos um complexo Tot K = (Tot K)*, chamado o complexo total associado a K = K*~,
definido por:

(Tot K)* %' Kro (4.5.2)
p+g=n
com a diferencial:
dy : (Tot K)" — (Tot K)™*™!

dada por:

def

d, @ o9 4 §P4

ptg=n
ou mais sucintamente d = 9+ 4. Portanto (Tot K)" é a soma de todos os KP4 situados na linha
p+ ¢ = n. Notemos que, se p+ g = n, entdo im 9 C KP+14 ¢ im 79 C KP4+l Portanto, em
qualquer dos casos, a soma dos indices é p+ ¢+ 1 =n+1 e imd, C (Tot K)**', Além disso
d? = 0 uma vez que:

dd = @(0+0)(0+06) = GO & (90 + 00) @ 66 = 0

n n\l\

> Exemplo 4.5.1 ... Suponhamos que K = K™* é um espago vectorial bigraduado com
aplicagoes di,dy de bigraus (1,0) e (0, 1), respectivamente. Se os d;, i = 1,2 sao diferenciais que
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comutam, isto é, didy = 0 = dody e dids = dady, entdo pondo 979 = df'? e §P9 = (—1)Pd5,
obtemos um bicomplexo (K, 3, §).

De facto, é claro que 93 = 0 = §4. Por outro lado:

gPatlspe  — (—l)pdﬁ””ld‘g"’ _ (,l)pdgﬂ'ng,q
(71)]’3(41)304'15?4'1,(16?:? — _gptLagna

isto é, 94 + 68 = 0, como se pretendia.

> Exemplo 4.5.2 ... Sejam (L*,dr) e (M*, dy) dois complexos graduados. Podemos
entao construir um bicomplexo (K**,8,d) pondo:

KP4 =[P @ MY, P = dﬁi ® Id?, aPe — (71)10 (Idp ® d?\d)

O complexo ((Tot K)*, d), associado ao bicomplexo (K**, 3, §), diz-se o produto tensorial dos
complexos (L*,dy) e (M*,dys). Portanto:

(TotK)"= @ LP® MY, dy= P (df @1d9) + (-1)? (Id* @ d},)
ptg=n pg=n

<.

Existem duas filtragdes naturais de (Tot K)* = @,,(Tot K)" = @,, @y 4= K afiltracio
por colunas (/FPTot K)*, e a filtragdo por linhas ({/FPTot K)*, definidas respectivamente
por:

ookt & @ rin-
iZp

(Pt P (4.5.3)
jzp

que se ilustram nas figuras seguintes:

(HFPTot K)™

5 5
\ 5 |FPTotK)" | \1 )

N (HN
RN <

Portanto o termo de ordem n de (TFPTot K)* consiste na soma de todos os KP4 situados
na recta p+ g = n e a direita da linha vertical de abcissa p. Analogamente, o termo de ordem
n de ('FPTot K)* consiste na soma de todos os KP? situados na recta p + ¢ = n e para cima
da linha horizontal de ordenada p. Existe uma confusao possivel nas notagoes que acabamos de
usar para a segunda filtracio - p designa o primeiro indice, mas estamos a usa-lo para restringir
o segundo indice, i.e., o indice p continua a designar o grau de filtragdo em (HFPTot K)*~.

E facil ver que (TFPTot K)* e ({IFPTot K)* sio ambos subcomplexos de (Tot K)*.
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> Lema 4.5.1 ... (i). Se K** & um bicomplero entio ambas as filtragées (4.5.3) de
(TotK)* sdo limitas se e s6 se em cada recta p + q = n ezistem apenas um nimero finito de

K™ ndo triviais (# {0}).

(i). Se K** é um bicomplezo de primeiro quadrante, como em (4.5.4), entdo ambas as
filtragées sao limitadas.

Dem. (i). Fixemos uma recta p + g = n. A filtragdo IF define-se movendo uma linha

vertical para a direita e tomando todos os termos que se situam a sua direita. Se na recta
considerada existem apenas um numero finito de KP4 nao triviais, é possivel desenhar uma
linha vertical & direita de todos esses K7 ( o que dd o s(n)) e uma linha vertical & esquerda de
todos esses KP4 (o que dé o t(n)). Analogamente, a filtragio /F' define-se movendo uma linha
horizontal para cima e tomando todos os termos que se situam para cima dela.

(ii). Obvio pela parte (i). Neste caso s(n) = —1 e t(n) = n.

.
L]
| | |
K% —9— K —0— K** —0—
Is js ]5 (4.5.4)
KL,I S S Kll,l e K|2,1 — e

S
S
S—

& —

KW g o« K0 s KW 5 .

Como calcular H*(Tot K, d) ? Definamos, para cada g fixo, a cohomologia horizontal da
g-linha, H}?(K), através de:

Ker (9 : K1 — KP+ha)
im (8 : Kp~La — Kpa)

HP(K) € HP(K",0) =

(4.5.5)

e andlogamente, definamos, para cada p fixo, a cohomologia vertical da p-coluna, HY(K),
através de®:

Ker (0 : KP4 — KPatl)
P _ P _ oS
Bt =HAK) = HYKP, ) = (61 Kool Kra) (4.5.6)

A condigao 88 + 88 = 0 implica que a diferencial horizontal & induz uma aplicacao:

dy : BP9 — . EPHlA (4.5.7)

a notagio EP? é usada frequantemente nos outros capitulos.
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que é ainda uma diferencial, isto é, (di)?> = 0. Por outras palavras, para cada g fixo, B9 =
H}%(K) é um complexo “horizontal” com diferencial d1, induzida por 0:

d d d
Ellh? 1 Ei,q 1 E%’q 1

i p p (4.5.8)
B 1 EM 1 E2! 1

d d d
E?,U 1 E%’O 1 Ef‘o 1

Mais concretamente, se o e « + 63, com da = 0, representam [a] € HYY(K) = E, entéo
Oa e Ba+ 083 estao no niicleo de &, uma vez que d0a = —dda = 0 e §(da+ 63) = 0, e diferem
por elementos na imagem de 9.

Para cada ¢ fixo, consideremos agora a cohomologia do complexo horizontal (E7?, d;) =
(H3?,dy) (ver (4.5.8)):

e ¥ g g = MK, d) © HRH(K) (4.5.9)
Existe uma maneira de produzir uma aplicagao:
dy : BBY & BRI (4.5.10)

como a seguir se explica. Seja [¢] € E? a classe de um cociclo e € EV"? = HI(KP*,§), isto
é, die = 0. Mas este elemento e, é, ele proprio, a classe de algum cociclo vertical, isto ¢&,
e=[a] € HYY(K), com o € KP? e §a = 0. A condigio 0 = die = d1[a] = [da], significa que da
é um é-cobordo, isto é, da = d3 para algum 3 € KPtha-1,

Podemos pois dizer que um elemento [e] € F5? é representado por uma soma « + 3 €
KP4 @ KPH1971 ta] que da = 6.

Considremos agora o elemento §3 € KP+29-1, As relacdes anteriores implicam que:
803 = —063 = —00a =0

o que significa que 83 é um cociclo vertical (ou um é-cociclo) em K?P2:49-1 ¢ determina por isso
uma classe de cohomologia [38] em HI+!(KP+2* §) = BVt~ Calculemos dy[84):

d1[08] = [98] = [968] = 0
Concluimos que [0f] é um d;-cociclo e portanto determina um elemento:

98] 4 e em g (4.5.11)

a

13,
KM KpPtla a——— da=403

Kp+1,q—1 E‘_ K;p+2,q—l 8 a

ap
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Vamos considerar agora a primeira filtragao (filtragao por colunas) do complexo total Tot K
(omitimos o fndice I e representamos {FPTot K simplesmente por FP). Fixemos n e recordemos
que (FPTot K)" = @, K%', Notemos agora que (F?/FP*!)" ¢ muito simplesmente K4,
com p+q=n:

iZp
(pp/pp+1)p+q =~ KPA

De facto, (FP)" consiste na soma de todecs ns K7 situados na recta p + g = n e & direita da
linha vertical de abcissa p, enquanto que (FP™1)™ consiste na soma de todos os K77 situados na
recta p+ g = n e A direita da linha vertical de abcissa p + 1:

q

p

P 1l n er

Por outro lado, d, 4(K?9) € KP*19 @ KP9+!| uma vez que apenas 8,4 e &, interferem. Mas
KP+la ¢ P+l ¢ portanto apenas é sobrevive no quociente F?/FP+1. Concluindo, FP/FP+! ¢ a
p-coluna com diferencial §. Portanto, com as notagoes da secgao anterior, temos que:

Igpa def HPFa(Fp e+l ), ver (4.4.12)
=  HYKP*34)
Ker (6,4 : KP? — KPaH1)
im (8p,g—1 : KP4~ — KP9)
=  HPYK) (4.5.12)

Como calcular Eq7

Consideremos o diagrama seguinte:

i

Hp+Q(Fp+l) T’_‘_ Hp+q(Fp)

i

Hp+q+1 (Fp+2) ¢ Hp+q+1 (Fp+1)

HprotL (2 prtly HeH Y (ot

di=jok

B = HER HPK) =B
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Uma classe em HPH4(F?/FP1) pode ser escrita como [o+ FPY], com « € FP e do em FP™, ou
alternativamente, como uma classe [2] € Hy¥(K), com z € KP9. O conector k envia o elemento
[a+ FP] em [da] € HPF91(FPH). Tomando z como o representante, isto determina [92] que
estd em HPHHL(FPH) yma vez que 8z = 0. O morfismo j associa uma classe em HPHe+1(Frtl)
a0 seu representante mod FP2. Portanto podemos considerar 8z como um elemento de K 1”*1”5' .
Isto implica que d; = j o k é a aplica¢io induzida por 8 em H}'Y(K) = Eip,q, isto é, dy =0 e
portanto:

Igpa — HEH(K) (4.5.13)
Podemos também tomar a segunda filtragao por linhas de Tot (K) e a correspondente
sucessao espectral. Reindexando o bicomplexo para o seu transposto, isto é, ‘KP? gt KPa,

2 =6 e = 8 (a que corresponde uma relexiao do bicmplexo relativante & linha p = g), tem-se
que Tot (*K) = Tot (K) e /F*Tot (K) = {F*Tot (*K). Portanto, relativamente a esta segunda

filtragdo, temos que:
M s R (4.5.14)

Mg T a0 (4.5.15)

Rsumindo toda esta discussdo temos finalmente o seguinte:

> Teorema 4.5.1 ... Dado wm bicomplezo {K** 8,48}, existem duas sucessoes espectruis
{'Era 19} e {1TEP9 114\ associadas, respectivamente, as filtragdes 'F' ¢ 'F de Tot K, tais

que:
IE{J,q — Hg’q(K) e HE;f,q — Hg,Q(K) (4.5.16)

e ainda:

Ipp o ** Hs(K) e g H;*Hy(K) (4.5.17)

Se o bicomplezo é de primeiro quadrante, ambas as sucessdes convergem para H*(Tot K, d).

<.
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