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Capítulo 1 

Introdução 

O objectivo desta tese é descrever alguns dos métodos geométricos relativamente recentes para 
estudar equações diferenciais de qualquer ordem, sejam elas equações ordinárias (ODE's) ou 
equações às derivadas parciais (PDE's). 

Começamos por introduzir os espaços de jactos de fibrados vectoriais que, munidos de um 
certo sistema de coordenadas, constituirão a variedade ambiente na qual as equações diferenciais 
vão existir. Consideraremos ainda uma estrutura geométrica adicional dada por uma distribuição 
(no sentido de Frobenius) denominada distribuição de Cartan. Esta estrutura, também deno­
minada por estrutura de contacto, é de grande importância no estudo das equações diferenciais 
quando estas são tomadas como superfícies de um certo espaço de jactos, pois permite-nos 
definir as suas soluções como variedades integrais da distribuição de Cartan contidas na respec­
tiva equação, ou equivalentemente, como variedades integrais da distribuição de Cartan induzida 
na equação na qual, em cada ponto, tomamos a interseção do respectivo plano de Cartan com 
o plano tangente à superfície da equação. Destas soluções, as que se projectam difeomorfica-
mente sobre o espaço de jactos são, efectivamente, soluções da equações diferencial dada, no 
sentido usual. No entanto, podem haver mais soluções, sendo estas denominadas por soluções 
generalizadas da equação diferencial, das quais iremos ver um exemplo. Consideraremos ainda 
difeomorfismos do espaço de jactos que preservam a estrutura de contacto, denominados trans­
formações de Lie, e a sua versão infinitesimal, dada por campos de vectores cujo fluxo (local) é 
constituído por transformações de Lie, denominados por campos de Lie. Por definição, se estas 
transformações (finitas ou infinitesimais) enviam uma equação diferencial £ nela própria, então 
enviam soluções de £ (no sentido mais geral) em soluções de £ e, por isso, designar-se-ão por 
simetrias (finitas ou infinitesimais, respectivamente) da equação £. O interesse de encontrar 
simetrias de uma equação diferencial consiste no facto de, por vezes, tal permitir reduzir uma 
equação de um certo grau a uma outra equação de grau inferior, e, por outro lado, permite-nos 
encontrar famílias de soluções da equação dada a partir de apenas uma solução, simplesmente 
fazendo actuar a simetria sobre essa equação. Veremos o exemplo da equação de Burgers, 
dada por ut = uux + uxx, relativamente ao qual determinaremos as simetrias através da corres­
pondência entre campos de Lie e determinadas secções do espaço de jactos, chamadas secções 
geradoras. Considerando secções arbitrárias, obteremos as simetrias generalizadas, estudadas 
no capítulo seguinte. 

Neste capítulo, começaremos por definir o espaço de jactos infinitos de um fibrado vectorial 
como sendo o limite inverso do sistema formado pelos espaço de jactos finitos. Sobre este espaço 
de dimensão infinita, iremos definir os conceitos básicos de geometria diferencial, nomeadamente 
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os conceitos de campo de vectores, de distribuição, de forma diferencial, de derivada exterior, de 
produto interior e de derivada de Lie. Veremos ainda que podemos munir estes espaço de uma 
estrutura de contacto dada pela distribuição de Cartan, sendo esta agora uma distribuição invo-
lutiva, ao contrário do que sucede nos espaços de jactos de dimensão finita. Neste espaço, iremos 
considerar não apenas as equações, mas também o seu prolongamento infinito, obtido derivando 
sucessivamente a equação dada relativamente às variáveis independentes. Assim, iremos descr­
ever algumas equações conhecidas e o seu respectivo prolongamento infinito. Relativamente à 
equação de Burgers, vamos determinar o espaço das suas simetrias generalizadas, considerando o 
isomorfismo que existe entre este espaço e o núcleo de um certo operador diferencial, denominado 
operador de linearização universal, quando restricto à respectiva equação. 

Finalmente, no último capítulo descreveremos de forma detalhada certos conceitos de álgebra 
homológica (tais como complexos diferenciais, homotopias, sucessões espectrais, pares exactos, 
complexos filtrados e bicomplexos) que podem ser aplicados ao estudo das equações diferenciais, 
nomeadamente através de vários exemplos introduzidos no capítulo anterior. Estes exemplos 
evidenciam a vantagem da utilização da álgebra homológica ao permitir, por exemplo, descrever 
conceitos relativos a equações diferencias, tais como integrais primeiros, invariantes integrais 
relativos e invariantes integrais absolutos de um certo grau, como sendo termos da sucessão 
espectral associada a uma determinada equação diferencial. A maneira como podemos associar 
uma sucessão espectral a uma determinada equação diferencial é também exibida, utilizando 
para isso a decomposição do espaço tangente ao espaço de fases associado ao correspondente 
sistema de equações de Pfaff no espaço de vectores verticais (tangentes às fibras do respectivo 
fibrado) e no espaço de vectores horizontais, gerado pelos operadores de derivação total. Esta 
estrutura quasi-produto permite-nos separar a derivada exterior em duas componentes, uma 
vertical e a outra horizontal, e desta forma obter um bicomplexo variacional, cuja filtração por 
colunas permite obter uma sucessão espectral chamada a C-sucessão espectral de Vinogradov do 
sistema. 



Capítulo 2 

Simetrias clássicas das equações 
diferenciais 

2.1 Espaço de Jactos Jk{ir) 

Seja n : E —> M um fibrado vectorial de rank (i.e., dimensão da fibra) m, onde M é uma 
variedade de dimensão n. Fixemos um ponto x e M e seja U um aberto de M, que contem x, 
tal que 7r_1(í7) = U x IR/™ (como o fibrado é localmente trivial um tal aberto existe sempre). 
Sejam (x\ua) coordenadas trivializadoras em 7r_1(í7). Um secção local s : U —* E é então 
representada por uma função vectorial s : U —> IRm, s(x%) = (ua(xl) = sa(x1)). Definamos 
agora, para cada k G No, a seguinte relação de equivalência: 

> Definição 2.1.1 (Tangencia de ordem k) ... Duas secções locais s\ e S2, dizem-se 
tangentes até à ordem k, no ponto x G M, se e só se as derivadas parciais das suas 
representações locais si,S2 : U —> IR™1, calculadas em x G M, coincidem até à ordem k. 

<. 

É fácil (mas fastidioso) mostrar que esta definição não depende das representações locais 
escolhidas, e que a relação de tangencia de ordem k, calculada em x G M, é uma relação de 
equivalência. A correspondente classe de equivalência de uma secção s, para esta relação de 
tangencia de ordem k, calculada em x G M, nota-se por [s]£, enquanto que o conjunto de todas 
as classes de equivalência é notado por j£. A j£ chama-se o espaço dos fc-jactos do fibrado 
7T : E —> M, no ponto x. O espaço de fc-jactos do fibrado n, Jk{n), é definido por: 

J"(«) =f U J" 

Existe uma projecção natural n^ : Jfc(vr) —» M, definida por 7Tfc([s]̂ ) = x, x G M. Quando 
k = 0, J°(TT) - U œ e M £x = £7. 

Seja [/ um aberto de M, que contem x, tal que 7r_1(í7) = U X ]Rm, e (x l , u a ) coorde­
nadas trivializadoras em 7r_1(í7). Em 7r^"1(?7) Ç Jh(n), definimos as coordenadas locais obtidas 
completando as coordenadas (xl,ua) com as coordenadas uf, definidas por: 

Ul[[Slx)~ d(x^---Õ(x^ - dxl [ ' 
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2.2. A distribuição de Cartan 6 

com a = 1,... ,m, I = (i\,Í2, ■ ■ ■ ,in) £ N n , \I\ = YJ]=i ij < k e onde [s]k é o jacto de uma secção 
local s : U —> E, representada pela função vectorial s : U —> IRm, s(x l) = (u"(V) = sa(x1)). As 
coordenadas locais (xl,ua,uf) chamamos coordenadas adaptadas em 7r^"1(í7) Ç Jk(n). 

É possível mostrar que as cartas assim obtidas são C°°­compatíveis, o que mostra que Jk(n) 
tem uma estrutura de variedade C°°, cuja dimensão é: 

dim Jk{n) = n + m^2 
i=0 

= n + m 
n + k 

k 

Aliás, o espaço Jfc(7r) pode ser considerado como um fibrado vectorial sobre M, com projecção 
7Tfc : Jk(ir) —> M, dada por 7Tfc : 6 = [s]k i—> x, cuja fibra sobre x G M é 7r_1(x) = J^. Como 
caso particular, temos o espaço J°(7r), cujos pontos são determinados, para cada x G M, pelo 
valor que cada secção possui quando avaliada no ponto x. Logo, obtemos novamente o fibrado 
n : E ­> M, ou seja, J°(7r) ­ J5. 

Considerando agora a sequência dos espaços Jk(ir), k G No, vemos que cada espaço J +1(ir) 
pode ser considerado como um fibrado sobre Jk{^) através da aplicação 7rfe

+ : J + 1(ir) —> J (7r) 
dada por vr^+1([s]^+1) = [s]k. Esta aplicação está bem definida, uma vez que a determinação das 
derivadas parciais de uma dada secção até à ordem k + 1 implica, em particular, a determinação 
das suas derivadas parciais até à ordem k. Podemos também observar que ir/­ o 7rfc

+ 

Obtemos assim a seguinte torre de fibrados: 
Tfc+l­

Jfc+1(vr) 

rfc+i 

JkM 

' fc­ i 

{x\ua,uf), |/ |<fc + l 

[X \U ,Ui l/l < k 

J°M E 

M 

2.2 A distribuição de Cartan 

(2.1.2) 

[X ,u 

Vamos agora munir o espaço dos fc­jactos Jk(ir), definido na secção anterior, de uma estrutura 
geométrica adicional, chamada estrutura de contacto de ordem k, de importância capital 
para o que se segue, e que é determinada através da chamada distribuição de Cartan. 
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Observemos, em primeiro lugar, que, para cada secção (local) s : U C M —> E, do fibrado 
7T, podemos obter uma secção (local) jks : U Ç M —> Jfc(7r), do fibrado 7rfc, definida por: 

(jfcs)(x) = [a]* 

que será designada por A;­jacto da secção s. O seu gráfico em Jk(ir) nota­se por Ts. 

D> Definição 2.2.1 (i2­plano) ... Seja L um plano ri­dimensional ■pertencente ao espaço 
tangente Tg(Jk(n)). L diz­se um i2­plano se e só se é tangente ao gráfico do k­jacto de alguma 
secção do fibrado n, sendo, portanto, horizontal relativamente à projecção ir : Jk(ir) —> M (ou 
seja, projecta­se não degeneradamente sobre TXM, x = i\k9, através de (irk)*)­

Dado um ponto 6' £ Jfc+1(7r), seja s uma qualquer secção tal [s]^+1 = 0', e Lg> C Te(Jfc(7r)) 
o i2­plano tangente ao gráfico do /c­jacto da secção s, onde 8 = 7rfc

+ (9'). Note­se que este 
ponto 9', sendo determinado pelos valores das derivadas até à ordem k + 1 da secção s, pode 
ser considerado como um par ordenado formado pelo ponto 9 = 7rfc

+1(#'), que é determinado 
pelo valor das derivadas até à ordem k, e pelo i?­plano Lg>, que é determinado pelos valores das 
primeiras derivadas (as de ordem 1) das derivadas de ordem k: 

Ô'=(0,Lg,) 

Fixemos um ponto 9 G Jk{n) e consideremos os pontos 9' da fibra: 

(por outras palavras, estamos a fixar os valores de uma certa função vectorial, bem como das 
suas derivadas parcias até à ordem k, deixando as suas derivadas parciais de ordem k + í 
variar de forma arbitrária). Quando o ponto 9' se move na fibra Fg, o i?­plano correspondente 
Lgi C TgJk(ir), roda em torno do ponto 9, mantendo­se sempre horizontal relativamente à 
projecção itk. 

Estamos agora em condições de poder definir a distribuição de Cartan: 

> Definição 2.2.2 (Distribuição de Cartan) ... A distribuição de Cartan, emJk(Tr), 
é a distribuição (no sentido de Frobenius): 

C : 9 G Jk{n) H ­ , Ce = Ck
e C TgJk(n) 

que, a cada ponto 9 G Jk(^), associa o subespaço Cg = Cg C TgJ (ir), denominado por plano 
de Cartan, gerado por todos os R­planos Lgi, com 9' G Fg = irk

+ (9): 

Cg = span{Le/ : 9' G Fg} (2.2.1) 

ou seja, por todos os planos tangentes aos gráficos Tk dos k­jactos de todas as secções s tais que 

O-
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> Exemplo 2.2.1 ... Quando E é o fibrado trivial n : IR£ x 1RU —> IR™! ° espaço 
J1(IRn ; lR) = J x (n , 1) pode ser visto como o espaço dos elementos de contacto regulares de 
ÏÏT+1, que não é mais do que R 2 n + 1 = ©£?+£• Um elemento de contacto de ÏÏT+1 é, por 
definição, um par c = (m,Hm), constituído por um ponto m = (x, u) G IRn + 1 e por um hiper­

plano Hm G TmIRn + 1 . O ponto m diz­se o suporte de c = (m,Hm)­ O elemento de contacto 
c = (m,Hm) diz­se regular quando o hiperplano Hm é não vertical, i.e., quando não contem 
4­ . Como j Á , ■ ■ •, À , 7T" } constituem uma base para o espaço tangente Tm lRn + , 
Ou m |_ Ox m ox m ou m) 

onde m — (x,it) G R n + 1 , e como { d x 1 ^ , ■ • •, dar"jm , du|m} é a respectiva base dual, o hiper­

plano Hm (sendo não vertical) tem por equação: 
du\m ~ P\ dx1 H hp„ dxn\m 

= P ­ d x L (2­2­2) 

onde p = (pi,­­­,pn) G IRn. O hiperplano Wm é pois perpendicular ao vector (p, —1) = 
(Pl,­­­,pn,­l)eJR.n+1. 

Consideremos agora a projecção canónica n : IR n+ —> IR""1" , dada por: 

TT­TTO1: J 1(n, l ) = ]R2n+1 —> J°(n, l) = IR"+1
 ( 2 2 3 ) 

c = (m, Hm) ­ (x, u, p) i—> m = ( x , u ) 

que a cada elemento de contacto c = (m,Hm) associa o respectivo suporte m. Existe uma 
distribuição de 2n­planos C : c i—» Cc C TcIR

2n+1, canonicamente definida em IR2n+1, da seguinte 
forma ­ um vector tangente £ G TcIR

2n+1, onde c = (m,Hm), pertence ao 2n­plano Cc se e só se 
7T*(£) G Hm, isto é: 

Cc = v­l{Hm) C TM2n+l, c=(m,Hm) (2.2.4) 

Como o n­plano Hm é dado pela equação (2.2.2), deduzimos que um vector £ G TC1R n+ 

está em Cc sse (du — p • dx)(7r*£) = 0, isto é, sse ir*(du — p • dx)(£) = (du ­ p ■ dx)(£) = 0, e 
portanto C fica definida pela 1­forma: 

n 

0 = d u ­ p • dx = du­ ^pidx* (2.2.5) 
»=i 

em ]R2 n + 1 , a que chamamos forma de contacto em Jl(n, 1) = IR
2
""*"

1
. A distribuição de 

2n­planos C = Ker6, chamamos a distribuição de contacto em J 1 ( n , l ) . 

Para obtermos uma descrição da distribuição de Cartan, em coordenadas locais adaptadas 
(xl,ua,uf), vamos, em primeiro lugar, determinar uma base de vectores para o .R­plano Lgi, 
onde 6' G Fg, isto é, 7r£+1(#') = 0. Como Lg> é horizontal relativamente à projecção n^, é possível 
determinar uma base {vf,V2, ■ ■ ■ ,ve

n], de vectores de Lgi, tais que cada v\ se projecta sobre g^, 
i — 1,2, • • • ,n . 

Seja s uma secção tal [s]^+1 = 9', seja 1^ o seu fc­gráfico (o gráfico do fc­jacto jfcs),e suponha­

mos que o i?­plano Lg> é tangente a esse gráfico. Em coordenadas adaptadas (xl,ua,uf), se s é 
dada por x% i—> u a = sa(x*), vemos que o fc­gráfico r j é a n­superfície em Jk(~n), parametrizada 
por: 
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onde i = 1 , . . . ,n , a ~ 1 , . . . ,m, I G N n , |7| < fc. Portanto cada vector uf, sendo um vector 
tangente a T ^ é dado por: 

»? = !;+EÍ>?+WW 4 - i » (".6) 
|/|<fca=l J 

Aqui (i) G N n representa o multiíndice com 1 na posição i e zero nas restantes posições. Pusemos 
ainda uf = ua, quando \I\ = 0. Note que a soma em (2.2.6), tomada apenas para \I\ < k - 1, 
depende apenas de 9 e não do 9' G Fg. Portanto, dado um outro ponto n G Fg, e a correspondente 
base {vi), para o ií-plano Lv, vemos que os vectores ó; = v? - v\ G TgJk{n), são verticais 
relativamente à projecção TT^-V 

m o 

*= E E [^«w-^^^^^^w 
|7|=fca=l í 

onde 0" = í r ^ ^ Ô ) . Os vectores {<9/du/}|/|=fc formam uma base para o espaço vertical Vg = 
Tg(Fgtf), onde 9" = 7r^_1(^). Inversamente, cada vector vertical ^ G Vg pode ser tomado como 

um vector da forma v"l - vf - basta tomar n G Fg, tal que todas as suas coordenadas, excepto 
uma, coincidam com as correspondentes coordenadas de 9', e uI+^{rj) = uI+^(9') + 1. Vem 
então que ó~i = v]1 — vf = -g-ã-

Estas considerações permitem-nos estabelecer o seguinte teorema: 

> Teorema 2.2.1 ... Seja C a distribuição de Cartan na variedade Jk{n). São válidas as 
seguintes afirmações: 

1. O plano de Cartan Cg C Tg(Jk(Tr)) é a soma directa do subespaço de vectores verticais, 
Vg, com um qualquer dos R-planos em 8: 

Cg = Vg® Lg. (2.2.7) 

onde Vg = Tg{Fgu), com 6" = 7r^_1(0), designa o espaço tangente à fibra da projecção 7T _̂j e 
LQI é o R-plano correspondente ao ponto 9' G Fg. 

2. O plano de Cartan Cg é formado pelos vectores tangentes no ponto 9 que se projectam em 
Lg através da aplicação (7i"fc_1)«: 

Cg = (4-í);\Lg) (2.2.8) 

D e m . A primeira afirmação resulta directamente das considerações anteriores. Quanto 

à segunda afirmação, basta-nos notar que, através da projecção (7rfc_1)í,, o subespaço Vg é 
levado no subespaço trivial de Tgn(Jk~l(n)), onde 9" = 7r^_1(6'), enquanto que o subespaço 
Lg* C Tg(Jk(-n)) é levado bijectivamente em Lg C Tgn(Jk~l(ir)). Logo, temos {irl^^Cg) = 
(^k-i)*(V9 © Le') = Lg, pelo que Cg C ( ^ . ^ V f c - i ) * ( C e ) = {^k-i)*l(Le)- Inversamente, 
temos que (7T^_1)~1(é>") = Vg C Cg. Portanto, temos Cg = (7T^_1)~1(Le). 

< . 

Vemos então que a distribuição de Cartan é determinada pelo conjunto de 1-formas: 

9f = f duf-JTu<}+{l)dx\ com a = 1 , . . . , m e \I\ < k - 1 (2.2.9) 
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denominadas formas de Cartan. Estas formas são linearmente independentes em cada ponto, 
são em número de: 

'n+i­1\ í n + k­l 
n ­ 1 = m fc­1 

fc­i 

i=0 

que é portanto a codimensão da distribuição de Cartan. A sua dimensão é: 

dim Ck = dim Jk (ir) ­ N = n + m 
n + k ­ l 

fc­1 

Temos ainda, como consequência, os seguintes corolários: 

> Corolário 2.2.1 ... Qualquer subespaço Ziorizoníaí (relativamente à projeção vrfc_1) do 
plano de Cartan Cg tem dimensão < n = d i m M . 

> Corolário 2.2.2 ... Qualquer subespaço P do plano de Cartan é horizontal relativa­

mente à projecção 7T^_1, se e só se é horizontal relativamente à projecção ir^ : Jk(ir) —> M, 
ou seja, se 7T^—1 : Jk(ir) —» Jk~1(ir) projecta difeomòrficamente P sobre a sua imagem, o 
mesmo acontece com as suas sucessivas imagens pelas projecções ire_1 : J (ir) —> J ~ (ir), com 
e = k-i, 1, e pe/a projecção TTQ : J°(ir) —> M. 

< ■ 

Podemos agora usar a decomposição dada no teorema para representar em coordenadas um 
campo de vectores X G T(Ch), i.e., um campo de vectores pertencente à distribuição de Cartan Ck 

em Jk(ir). Tomamos uma base de vectores do subespaço vertical Vg, num certo ponto 6, formada 
pelos vectores g^r, a = 1,... ,m, \I\ = k, e uma base de vectores do subespaço horizontal Lg> 
formada pelos vectores, denominados operadores truncados de derivação total, dados por: 

n(fc) def 9 r , ^ , d 
dxi 

| J |<fc­la=l duc. 
(2.2.10) 

Usando estas bases de vectores para Vg e Lgi, respectivamente, e atendendo a 2.2.7, podemos 
decompor o campo de vectores X G T(C) da seguinte forma: 

n m a 

* = £^í
fe) + E E ^ 

i=l a=l |/|=fc a W í 

(2.2.11) 

Pelo teorema de Frobenius, podemos concluir que a distribuição de Cartan não é completa­

mente integrável, uma vez que, por exemplo, o comutador: 

[
 d ,p« = 

d d [
 d ,p« = 

dvff.ns ' ÕX 

d 
duf 

+ E E 
j j |< fe ­ l /3= l 

d d 
, ■ " - , 

não é da forma (2.2.11), logo não pertence à distribuição de Cartan. Assim, as variedades 
integrais da distribuição de Cartan Ck terão, necessariamente, dimensão inferior à dimensão de 
Ck. 
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O teorema seguinte descreve de que forma são, localmente, as variedades integrais da dis­
tribuição de Cartan, usando o facto de esta poder ser determinada pelo conjunto de 1-formas 
6f = duf - YZ*\ U/+(i) dx\ com a = 1 , . . . , m e \I\ < k - 1: 

> T e o r e m a 2.2.2 ... Seja Q C Jk(iv) uma superfície n-dimensional que se projecta difeo-
mòrficamente no espaço M das variáveis independentes, numa vizinhança do ponto y <E Q. A 
superficie Q é uma variedade integral da distribuição C, na vizinhança considerada, se e só se 
puder ser definida por relações da forma: 

u1 = fl(x\...,xn) 

um _ / m ( x i ; . . . ! X " ) (2.2.12) 

..a .. g | f | / ° (xl xn\ 

para certas funções suaves fa, onde a = 1 , . . . , m, I — {i\,..., in) Ç. N n e | / | < k. 

D e m . O facto de, por hipótese, a projecção IT^Q ser não degenerada significa que, 

localmente, é possível representar a equação que define Q da seguinte forma: 

i« = ffx1 , . . . , !") 
q = ff{x\...,xn) 

para a = 1,... ,m, \I\ < k, onde fa e ff são funções suaves. Como, por hipótese, a superfície 
Q é uma variedade integral da distribuição de Cartan Ck, e esta é localmente definida pelas 
1-formas 9f, temos: 

0J\Q - dff - E ff^dx* 
i 

Logo: 

para todo a = 1,... ,m e \I\ < k. 

dx 
i 

= 0 

fOL _ J 
J l — d(x1)iK..d(xr' 

Podemos concluir então que uma solução de uma dada equação £ € Jk{ir) é uma variedade 
integral da distribuição de Cartan Ck contida em £, de dimensão n = dim M e que se projecta 
não degeneradamente sobre M. No entanto, este conceito de solução de uma equação diferencial 
£ de ordem k, pode ser definido sem usar o facto de £ ser uma superfície contida em Jk(ir), 
nomeadamente através da seguinte definição: 

> Definição 2.2.3 ... Uma equação diferencial de ordem k no fibrado n : E —> M, é 
uma subvariedade £ Ç Jk{ir), munida da distribuição de Cartan induzida: 

C(£) : 9 i—+ Cg{£) = f Cl n TeS, 0e£ (2.2.13) 
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Uma so lução (genera l izada) da equação diferencial £ C Jk(ir) é uma variedade integral ma­
ximal da distribuição de Cartan C(£). 

o. 

Ou seja, em vez de considerarmos a distribuição de Cartan Ck definida em todo o ponto 
9 G Jk(n), consideramos a distribuição de Cartan C(£) induzida em £ pela distribuição C , 
definida como sendo, em cada ponto 6 G £, a intersecção do subespaço Cg com o plano tangente 
à subvariedade £, Tg£. As soluções de £, sendo variedades integrais de Ck e estando contidas 
em £, são, obviamente, variedades integrais da distribuição C(£), que se projectam sobre M não 
degeneradamente. Considerando agora variedades integrais arbitrárias da distribuição C(£), 
obtemos aquilo a que designamos por soluções generalizadas da equação diferencial £. 

> E x e m p l o 2.2.2 ... Consideremos a equação £ dada por: 

u2 + {u'f = 1 (2.2.14) 

Temos que £ = {(x,u,p) G Jl(l, 1) ~ IR3 : p2 + v? - 1 = 0} é um cilindro em J x ( l , 1) ~ IR3 e, 
portanto, pode ser parametrizado por (f> : (B,x) H-> (:r,sin#,cos#). Nestas novas coordenadas, a 
forma de Cartan 6 é dada por 6 = du — pdx — d(sin#) - (cos#) dx = (cos 9)d6 - (cos 9) dx = 
(cos 9)(d9-dx), pelo que 6 = 0 <̂> (cos 6)(dB - dx) = 0 <̂> cos6> = OvdB = dx <̂> B = % + kir,k e 
Z v 9 = ï + o , a e E . No caso de ser 9 — x + a, obtemos a hélice circular parametrizada por 
x i—► (x,sin(x + a),cos(x + a)), com a G IR constante, que é uma solução da equação £ pela 
primeira definição, dado que se projecta não degeneradamente sobre IR. Se 9 = | + kir, k G IR, 
obtemos as soluções u = l , p = 0 para k par e t i = —l,p = 0 para k ímpar, cujos gráficos 
são rectas que também se projectam não degeneradamente sobre IR, logo também são soluções 
de £ segundo a primeira definição dada. Note­se ainda que estas duas útimas soluções são as 
envolventes das soluções anteriores. O­

2.3 Variedades integrais da distribuição de Cartan 

O teorema 2.2.2 permitiu concluir que os gráficos Fk, de fc­jactos de secções s do fibrado n : 
E —> M, são variedades integrais da distribuição de Cartan Ck. Nesta secção, vamos ver de que 
forma são as variedades integrais maximais. 

> Definição 2.3.1 ... Dado um plano V C Cg ­ 1 , 9 G Jfc_1(7r), de dimensão d < dimM, 
ao subconjunto: 

£(V) = {9eFe\LgDV} ç Fe = T r t r V ) (2.3.1) 

chama­se a v a r i e d a d e de ra ios correspondente ao plano V. 

Dado uma subvariedade N C Jfc_1(7r), o l e v a n t a m e n t o , ou p r o l o n g a m e n t o de N, é 
definido como sendo: 

L(N) = J £(TqN) (2.3.2) 
qeN 
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D> Exemplo 2.3.1 ... Consideremos o fibrado trivial ir : JRxy x IR^ —> lRxy e o espaço dos 
1-jactos J1^) = J 1 ( 2 , l ) = J1(IR2 ,IR), cujas coordenadas são as variáveis independentes x e y, 
a variável dependente u e a s variáveis p e q. 

Fixemos um ponto 9 = (x,y, u) G J°(vr). A fibra Fg do fibrado TTQ : J1^) —> J°{n) é o plano 
com coordenadas p, q. Seja V o subespaço gerado por um vector não nulo £ = X-^+Yg-+U-g-^ G 
TgJ°(n), e calculemos as equações que descrevem IÇP). 

Se 9 G Fg tem coordenadas (p0,q0), então o ií-plano L~C TgJ°(ir) é definido por: 

0\g = du — po dx — qo dy = 0 

Para que se verifique Lr D V, temos de ter: 

* (dz-PQdX-qody){x^ + Y^ + ul)^0 
o Xpo + Y po - U = 0 
<̂> Xpo + Yp0 = U 

Considerando agora pontos genéricos 9 G Fg com coordenadas arbitrárias p e q cujos respectivos 
ü-planos L-r contêm V, vemos que £(V) é dado pela equação Xp + Yq = U, estando os valores 
de X, Y e U fixos por £. Vemos pois que genericamente £("P) é uma recta no plano Fg S IRp9. 

No caso particular em que I = 7 = 0 e [ / / 0 , isto é, quando o vector £ é vertical, 
obtemos uma equação impossível, pelo que £{V) = 0. De facto, nenhum .R-plano contêm vectores 
verticais. 

< 

t> Exemplo 2.3.2 ... Consideremos agora uma subvariedade Â  C J°(2,1) = IR^U projec-
tando-se não degeneradamente sobre JRxy. Consoante a dimensão de N, temos 3 casos distintos 
para o levantamento L(N): 

1. Se dimiV = 0, então N é um ponto 9 apenas, pelo que L(N) = L({9}) = Fg = {TTO)~1(9)-

2. Se dim JV = 1, então N é uma curva parametrizada da forma í i—> 9(t) = (a(í),/3(i),7(í)), 
parametrizada por t. Logo, para cada ponto 9(t) = (a(í),/3(í),7(í)) G N, Tg^N é a recta 
gerada pelo vector (a'(t),(3'(t),^'(t)), pelo que, como vimos no exemplo anterior, £(Tg^N) 
é uma recta em Fgn\ determinada pela equação a'(t)p + fi'(t) q = -)'(t). Fazendo variar 
o parâmetro t, obtemos uma superfície regrada no espaço de dimensão 5, J (2,1), que 
resulta da reunião de todas estas rectas OTg^N), e que é dada pelo sistema de equações: 

x = a(t) 

y = W> (2.3.3) 
u = 7(í) 

[ a'(t)p + /3'(t)q = V(i) 

Considerando a curva JV como sendo o gráfico de uma função u(x,y) restricta à curva 
(x,y) = (a(í),/3(í)) em IR2, vemos que a última equação do sistema (2.3.3) é uma con­
sequência da relação existente na curva entre as derivadas parciais p = ux e q = uy, 
podendo ser obtida através da regra da cadeia: 

j'(t) = ju{a{t),(3{t)) = uxa\t) + uy(3'(t) = a'(t) p + f3'(t) q 
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3. Finalmente, se dim TV = 2, então TV é uma superfície da forma u = f(x,y). Um ponto 
9 G N, determina um único ponto 8 G Fg, tal que L~ D Tg(N), que é aquele cujas 
componentes p e q coincidem com os declives do plano Tg(N) relativamente aos eixos x 
e y, sendo neste caso L~ = TgN. Assim, temos que L(N) é o 1-gráfico Tlj do 1-jacto da 
função / . 

Em qualquer dos casos, L(N) é uma variedade de Legendre em J 1 (2 ,1) , munido da estrutura 
de contacto usual, definida pela 1-forma 6 = du — pdx, em coordenadas canónicas. < . 

A utilidade da definição 2.3.1, reside no facto de que, se N G Jfc_1(ff) é uma variedade 
integral da distribuição de Cartan, que se projecta não degeneradamente sobre o espaço das 
variáveis independentes M (uma tal variedade chama-se variedade horizontal), então o seu 
levantamento L(N) G Jfc(ff) é ainda uma variedade integral da distribuição de Cartan. Isto 
permite-nos construir variedades integrais em Jk(n) partindo de variedades integrais em J fc -1(ff). 

De facto, pelo teorema 2.2.1, o plano de Cartan Cj é formado pelos vectores tangentes no 
ponto 9 que se projectam em L~ através da aplicação (7Tfc_1)*: 

Logo basta ver que, para todo o ponto 8 G L(N) C Jfc(ff), a projecção {n^-i)* e n v i a TjL(N) 
em L~. Se assim fôr, T~L(N) C C-x e L(N) é variedade integral da distribuição de Cartan. 

Mas se 9 = 7r^_1(^) G N C Jk~l(ii), então, por definição de variedade de raios, TgN C L~. 
Por outro lado, como N é horizontal, a projecção 7r^_1 envia o espaço tangente T~L(N) em TgN. 
Logo T~(L(N)) C Cg. 

\> Proposição 2.3.1 ... Toda a variedade integral horizontal N C J (ff) da distribuição 
de Cartan em Jk(ir), localmente está contida no k-gráfico Th do k-jacto de alguma secção f. 

D e m . Seja r = dim TV < n = d imM. Dado um ponto 9 G N, vamos tomar coordenadas 

locais x1 , x2, . . . , xn, em torno de a = fffc(0) G M, que definam N — fffc(iV) através das 
equações: 

xr+l = xr+2 = = xn = Q 

A variedade N, sendo horizontal (i.e., projecta-se não degeneradamente sobre M), pode ser 
definida por equações da forma: 

Xi = 0, i = r + 1 , . . . ,n 
uf = f?(x\...,xr), a = l,...,m, \I\<k (2.3.4) 

e como Â  é variedade integral da distribuição de Cartan em J (ff), devemos ter: 

fr+(i) = -^(x\...,xr), a = l,...,m, | / |<fc- l , i = l,...,r (2.3.5) 

As funções / 1 , . . . , / m estão pois definidas em JV = fffc(AT), e os valores das suas derivadas 
tangenciais são dadas em TV. Logo, é possível arranjar funções / , / , . . . , / m tais que / a | jy = 
/ a , a — 1 , . . . ,m, e com os valores dados das derivadas tangenciais em N, pelo que N C Tk 

p a r a / = ( / 1 , . . . , / m ) . 
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> Proposição 2.3.2 ... Seja 7r : E —> M um fibrado de rank m, sobre uma variedade M 
de dimensão n, e seja N uma variedade integral horizontal da distribuição de Cartan em J (ir), 
de dimensão r — dim AT < n. Então a dimensão do levantamento de N é dada por: 

dimL(A0 = r + m( " l ^ ­ l ) (2'3'6) 

D e m . Dado um ponto 8 G N, vamos tomar coordenadas locais x1, x2,..., xn que definam 

N = TTk(N) através das equações xr+1 = xr+2 = ... = xn = 0. 

Pela proposição anterior, existe uma secção / = (f1,..., fm) tal que N C Tk
f. Seja af^ = 

g IQ i ■ Então, considerando no ponto 6 G N os vectores 

(2.3.7) 

vemos que {v\,V2,... ,vr} é uma base de Tg(N). Para que um ponto 9 G Fe pertença a £(TQN) 

as suas coordenadas p j deverão satisfazer as equações: 

ff+(i) = ali, i = l , . . . , r , ot = l , . . . , m 

Assim, enquanto que os multi­índices J de comprimento k + 1 tais que J = I + (i), i = 1 , . . . ,r 
estão determinados, os outros multi­índices J de comprimento k+1 podem tomar qualquer valor. 

Como, para qualquer a — 1 , . . . , m fixo, existem exactamente m ) multi­índices J 

de comprimento k + 1 com alguma componente r + 1 , . . . , n não nula, temos que a dimensão de 

L(A') considerado como fibrado sobre N é mi . J. Logo, como dim (A7") = r, temos 

. , . „ ( n — r + k 
que dim L(iV) = r + m 

> Corolário 2.3.1 ... Se N\ e N^ são duas variedades tais que dimA^i < dimA^ então 
dimL(A'i) > dimL(A^2). A igualdade ocorre apenas nos seguintes casos: 

(i). m = n = 1 
(ii). k = 0, m = 1 
(iii). m = l , dimJVi = n ­ l , dimJV2 = n (2.3.8) 

<. 

Vimos anteriormente que o levantamento de uma variedade integral horizontal Â  G Jk~1(­ir) 
é ainda uma variedade integral L(N) G Jh(ir) da distribuição de Cartan. Vamos agora ver que, 
se uma variedade integral é maximal, então é, em quase toda a parte, da forma L(N), para 
alguma variedade N. 
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> Proposição 2.3.3 ... Seja Q G Jk{ir) uma variedade integral da distribuição de Cartan 
em Jk(n). Então Q é maximal se e só se, localmente, puder ser escrita como o levantamento 
de uma variedade integral horizontal N G Jfc_1(7r), excepto possivelmente numa variedade de 
dimensão < d imQ. 

D e m . Consideremos uma variedade integral maximal Q. O conjunto dos pontos na 

vizinhança dos quais ir' = 7r^_1 : Jk(n) —> Jfc_1(7r) tem rank constante, é um aberto denso em 
Q. 

Tomando a subvariedade de Q formada por estes pontos, seja 6 um dos seus elementos e 
0' = 7r'(0). Consideremos uma vizinhança U de 8, cujos pontos pertencem à subvariedade dada, 
e seja N = ir'(U). Como consequência do teorema da função implícita, temos que N é uma 
subvariedade de J * " 1 ^ ) e Te.N = Tg,(n'{U)) = Tg,(n'(Q)) = K(MQ)) C <{Cg) = Lg. Logo, 
N C Jfc_1(7r) é uma variedade integral horizontal da distribuição de Cartan em J/c~1(7r), pelo 
que está contida no (k - l)-gráfico do (k- l)-jacto de alguma secção / . Como Tg>(N) C Lg, pela 
definição de levantamento de uma variedade, temos que 9 G L(N). Logo, como Q é variedade 
integral maximal e, localmente, Q C L(N), vem que Q = L(N). 

Reciprocamente, vejamos que todo o levantamento de uma variedade horizontal integral em 
Jfc_1(7r) é uma variedade integral maximal em Jk(n). Dada uma variedade da forma L(N), com 
N C Jfc-1(7r) variedade horizontal integral, ela estará contida em alguma variedade integral 
maximal que, como vimos, terá de ser da forma L(N±) para alguma subvariedade horizontal 
Ni c Jk~l(ir). Logo, como N = vr'(L(iV)) e Ni = n'(L(Ni)), temos que N C Ni, pelo 
que, pelo corolário 2.3.1, dimL(Ni) < dimL(N). Então, como L(N) c L(Ni), temos de ter 
necessariamente L(N) = L(Ni), sendo portanto L(N) uma variedade integral maximal em 
Jfc(7T). 

< . 

Note-se que, se N é o (k - l)-gráfico do (k - l)-jacto de alguma secção / , então L(N) 
é o fc-gráíico do /c-jacto da mesma secção / . Logo, como consequência deste teorema resulta 
que as variedades integrais maximais da distribuição de Cartan são exactamente os gráficos dos 
jactos de secções do fibrado ir. Outra consequência deste teorema e do corolário 2.3.1, é que, 
excepto em casos pontuais (quando m = n = 1 ou quando k = m = 1), as variedades integrais 
maximais da distribuição de Cartan em Jk{n) são o levantamento de variedades de dimensão 
nula (pontos) em Jfc_1(-7r), ou seja, as fibras da projecção ir' = 7T^_1 são variedades integrais 
maximais da distribuição de Cartan. 

2.4 Transformações de Lie 

Seja ir : E —> M um fibrado vectorial. Qualquer difeomorfismo $ : E —> E pode ser levantado 
a um difeomorfismo (local) $(fc) : Jk{Tr) —> Jk(ir), k > 1 da seguinte forma: dado um ponto 
6 G Jk(^), onde a = 7Tfc(0) G M e 6 = irk,o(Q) G E, tomemos uma secção s do fibrado ir tal que 
9 = [s]k. Então, o difeomorfismo <&, ao actuar sobre o 0-gráfico r s C E — J°(TT) da secção dada, 
vai levá-lo na subvariedade $(TS) C E. Se esta subvariedade fôr, para alguma vizinhança do 
ponto b' = &(b), o gráfico de alguma secção s', então tomamos: 

$(fc)(6) = [s']k., onde a' = ir(V) = TT(*(6)) 
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Esta transformação, assim definida, designa­se por fc­levantamento da transformação 
pontual <3? : E —> E. Note­se que, embora a transformação pontual <í> : E —> E esteja definida 
em toda a variedade E, o seu levantamento <&(fe), por construção, pode não estar definido em 
toda o espaço Jfc(V), pois a imagem do gráfico de uma secção pode não ser o gráfico de nenhuma 
secção em torno de vizinhanças de certos pontos de E. No entanto, é sempre verdade que <£>( ' 
está definida num aberto denso de Jk{n). 

Finalmente, note­se que, por construção, se tivermos um ponto 9 £ Jk(n) com a — 7Tfc(#), 9 = 

Wa. Õ = Is]a+1> e s e e x i s t i r s' t a l q u e $ ( r s ) = Ts', com 9' = [s']k+1, então d$f\L~) = L~. 
Mas, por definição, a distribuição de Cartan é gerada pelos i?­planos Lg, e estes são preservados 
pela transformação $ W , logo esta transformação preserva a distribuição de Cartan, ou seja, é 
uma simetria (finita) da distribuição de Cartan. Mais geralmente, temos a seguinte definição. 

> Definição 2.4.1 ... Uma transformação de Lie é um difeomorfismo $ : Jk(n) —> 
Jk(ir) tal que d$e(Cg) = C|(Én, para todo o ponto 9 £ Jk(ir). <■ 

\> Exemplo 2.4.1 ... Seja $ : IRXU —> E j y um difeomorfismo dado por: 

(x,u) i—> (X(x,u),U(x,u)) 

e 9 £ J1(TT) um ponto arbitrário de coordenadas (x,u,p), sendo p o declive da recta tangente ao 
gráfico de alguma secção que representa o ponto 9. Esta recta é gerada pelo vector ( l ,p) , e: 

d*(i,u)(l»P) = (Xx(x,íi) + X„(x ,u)p , [/x(x,íí) + [/„(x,u)p) 

Se Xa;(x,u) + X u ( x , u ) , p 7̂  0, então o difeomorfismo <£>, ao actuar sobre a recta de declive p, 
vai levá­la na recta de declive v Z„\^Y iSv.^­, e portanto: 

*(l)ra\ *(l)r \ ( v< \ TTI \ Ux(x,u) + Uu(x,u)p 

Por exemplo, se $ : H x u —* R x u é uma rotação de ângulo e, então: 

sine + cosep 
í ' 1 ' (x, u, p) = íx cos e — u sin £, x sin e + u cos £, 

cos e — sm ep 

<3. 

> Exemplo 2.4.2 (Transformação de Legendre) ... É a transformação L : J 1 ( l , l ) —> 
^ ( l j l ) dada, em coordenadas canónicas (x,u,p), por: 

£ : ( x , u , p ) i — > (p, xp — u, x) (2­4.1) 

É uma transformação de contacto uma vez que: 

£*(du — pdx) = d(u o £) — (p o C)d(x o £) 

= dU­PdX 
= d(xp — u) — xdp 
= pdx + xdp — du — xdp 
= —{du — pdx) 
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A transformação de Legendre transforma a 1­faixa de contacto1 : 

Fm : P1—> (a,b,p), p G M 

de suporte fixo m = (a, b) G IR^U, na 1­faixa C o Fm dada por: 

LoFm: p\—> (p, ap ­ b, a) 

cuja suporte, isto é, cuja projecção no plano de configuração, é a recta u — ax — b 

A transformação de Legendre transforma a equação de Clairaut u = xu' — f(u'), isto é: 

Z = {(x,u,p): u = xp­f(p)} C Jx{l,l) 

na equação obtida da seguinte forma. Calculamos primeiro C . 

C: < 
X = p f x = P 
U = xp­u =» £ ­ 1 : J u = X P ­ í 7 
P = x p = X 

Em seguida calculamos: 

0 = u — xp + / (p) 
= (XP­U)­PX + f(X) 
= ­U + f(X) 

e portanto £. transforma a equação de Clairaut, na equação: 

U ­ / p i ) (2.4.2) 

que não contem derivadas, e por isso está automaticamente resolvida. Note que a equação 
U = f(X) deve ser interpretada, no presente contexto, como uma equação diferencial do tipo 
F(X,U,P) = 0, onde P é arbitrário. As soluções de U = f(X) são as rectas verticais P \—> 
(a, / ( a ) , P ) , "por cima" de cada ponto (a, / ( a ) ) do gráfico de / , e podem ser interpretadas como 
1­faixas de contacto, de suporte A = (a , / (o) ) ! 

Por outras palavras, para cada X — a fixo, a curva parametrizada: 

fa:P^(a,f(a),P) 

é uma solução generalizada da equação (2.4.2). Com efeito, essa curva está contida em {(X, U, P) : 
U ­ f(X) — 0}, e F*(6) = F*(dU — PdX) = 0, uma vez que X = a está fixo. Ta ê a 1­faixa de 
contacto, de suporte A = (a, / ( a ) ) . 

Sob a transformação de Legendre, cada uma destas soluções transforma­se numa solução da 
equação de Clairaut: 

<t>a = C~loFa:P\—► [x = P,u = aP ­ f(a),p = a) 

cujo suporte é a recta u = ax — / ( a ) , no plano de configuração IRXU. 

'Por definição, uma 1­faixa de contacto é uma curva imersa T : / Ç IR ­̂> J1(M;]R), que é curva integral 
da distribuição de contacto: T* ! = 0 . Ver o exemplo 2.3.2. 
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Desta forma obtemos uma família a 1 parâmetro {^a}aeTR de soluções da equação de Clairaut: 

{u = ax - /(a)}a6]R (2.4.3) 

a que se chama o integral completo da equação de Clairaut. A envolvente desta família a 1 
parâmetro de rectas, obtem-se eliminando o parâmetro a, nas equações: 

u — ax + f(a) = 0 
-x + f(a) = 0 (2.4.4) 

Suponhamos por exemplo que f(p) = ^p2 . Então: 

I u - a z + a 2 /2 = 0 I a = x , , - , . 2 / 2 
\ - x + a = 0 ^ \ u = x 2 /2 =* u-x /2 

e a envolvente é a parábola u = x 2 /2 , que fornece a chamada solução singular da equação 
de Clairaut. Note que a solução clássica u = ax — a2/2 é a recta tangente à solução singular 
u = x 2 /2 , no ponto (a, a 2 /2) . 

< . 

Vimos já que, localmente, a distribuição de Cartan era determinada pelas formas de Cartan: 

1=1 

com | I | < fe — 1. Então, a definição 2.4.1 pode ser reformulada da seguinte forma: uma trans­
formação de Lie é um difeomorfismo tal que, localmente, temos: 

m 

*•(«?) = £ E A?,>i (2-4-5) 
/3=1 | J |< fc - l 

para a = 1 , . . . , m, \I\ < k — 1 e para A"'^ funções não nulas em C°°(Jk(n)). 

Assim, por exemplo, dado um difeomorfismo pontual $ : IR^ —> 1RXU definido por (x,u) \—> 
(X(u,tí) , {/(x,u)), então, se « ^ ( x ^ p ) = (X(x,u) , U(x,u), P(x,u,p)), devemos ter: 

(*W)*(du ~pdx) = dU -PdX = \{du -pdx) 

para alguma função A G C°°(J1(1,1)) não nula. Mas: 

dU - PdX = Í7x<ix + C4dtí - P X x d x - P Xudu = (Uu - PXu)du + (Ux - PXx)dx 

logo X = Uu — PXU e —Xp = Ux - PXX, isto é, -p(Uu - PXU) = Ux — PXX, donde vem 
P = vx%xV, o que está de acordo com o que vimos anteriormente. 

O procedimento anterior para construir o levantamento de difeomorfismos pontuais em E = 
J°(7T) , pode ser generalizado para qualquer transformação de Lie <& : J (ff) —+ J (ff), k > 1 da 
seguinte forma: como se viu anteriormente, um ponto 9 G Jfc+1(7r) pode ser considerado como 
um par ordenado formado pelo ponto 9 = ffk

+1(9) e pelo ií-plano L~ C T$Jk(ff). Se d<&e(L~) 
fôr ainda um Jí-plano, ou seja, se puder escrever-se na forma L~ para algum 9' e F$(e) = ^e'> 
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tomamos ^\9) — 9, ou seja, a imagem de 9 é o par ordenado formado pelo ponto 9' — §(9) 
e pelo i?-plano L~. Anàlogamento ao levantamento de transformações pontuais, embora &1' 
possa não estar definido em toda o espaço Jk+1(ir), é sempre verdade que &1) está definida num 
aberto denso em Jfc+1(7r). 

Vamos agora ver que só há dois tipos genéricos de transformações de Lie. 

> Teorema 2.4.1 (Lie-Backlund) ... Toda a transformação de Lie $ : Jfc(ír) -* Jk(ir), 
com k > 1, é de um dos seguintes tipos: 

1. se m = ranki? = 1 (uma só variável dependente), então $ é o (k — l)-levantamento de 
uma transformação de contacto em J1(7r). 

2. se m = rankjE > 1, então $ é o fc-levantamento de uma transformação pontual em 
E = J°(TT) 

D e m . Começamos por considerar o caso em que m > 1 ou n > 1. Neste caso, vimos 

que as variedades integrais maximais da distribuição de Cartan em Jk(ii) eram as fibras da 
projecção ^-1- Mas, se $ é uma transformação de Lie, então preserva a distribuição de Cartan, 
e, consequentemente, preserva as suas variedades integrais maximais. Logo, a imagem por $ de 
uma fibra da projecção 7r^_x é ainda uma fibra da projecção 7r^_1, O que nos permite definir uma 
aplicação <l : Jfc_1(7r) —> Jfc_1(-7r) da seguinte forma: dado um ponto 9 G Jfc_1(7r), se FQ é a fibra 
da projecção nk_1 sobre 9, tomo $(9) como sendo o ponto 9 tal que $(F$) = F~. Considerando 
agora $ ' = Í>W o çÉ>-1, obtenho uma aplicação em Jk(ir) que se projecta na identidade em 
Jfc_1(7r). Mas tal aplicação só pode ser a própria identidade em Jk(ft), pelo que $W = <£. 
Utilizando o facto do levantamento de transformações de Lie ser associativo, no sentido de 
verificar ($('))(s) = $('+s) para toda a transformações de Lie $ : Jk~1(ir) —> Jfc_1(7r) e para 
todos l,s G N, posso aplicar sucessivamente o raciocínio anterior e concluir que $ é o (fc - 1)-
levantamento de uma transformação de contacto em J1(7r), se m = 1, ou o fc-levantamento de 
uma transformação pontual em J°(n). 

Vamos agora considerar o caso em que m = n = 1 (uma variável dependente u e uma variável 
independente x apenas). Em Jk(^) = J f c ( l ; l ) , consideramos o sistema de coordenadas local 
dado por x,uç, = u,ui,U2,... ,Uk- Neste caso particular, a distribuição de Cartan, em J (1; 1), 
tem dimensão 2 e é gerada pelo campo de vectores vertical Z = g^- e pelo campo de vectores 

horizontal D = j | + Ei=o ui+l g ^ • 
Se demonstrarmos que $ preserva a distribuição gerada por Z, então, consequentemente, 

preserva as suas variedades integrais maximais, que são as fibras da projecção n^ : J (n) —•> M. 
Aplicando o mesmo raciocínio do caso anterior, chegamos à conclusão que $ é o fc-levantamento 
de uma transformação pontual em E = J (ir). 

Seja V a distribuição gerada por Z. Dada uma distribuição P, vamos designar por T(P) 
o conjunto dos campos de vectores pertencentes a P. Tomando C como sendo a distribuição 
em Jk(ir) gerada pelos comutadores de campos de vectores pertencentes a T(C), temos que, 
como C é gerada pelos campos de vectores Z e D, C é gerada pelos campos de vectores Z, D 
e Y = [Z,D] = [gj£, ã j + J2i=o «i+igsj] = [g^> s d + Si=o [d^^Ui+ld^l\ = tã^'M f c9u f c_J = 

0^—. Se tomarmos agora S(C) como sendo o conjunto dos campos de vectores S G T(Jk(ir)) 
que verificam [S,F(C')] C F(C), vamos agora ver que r (V) = T(C) n S(C). De facto, se S 
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é um campo de vectores de T(C), posso escrever S — aZ + (3D para certas secções a e j3 de 
Jk{n), dado que T(C) é gerado pelos campos Z e D. Logo, se <S G S(C) então, em particular, 
como Y G r(C") , devemos ter [F, 5] G r ( C ' ) . Mas [7, S] = [Y, aZ + (3D] = F ( a ) Z + a[7, Z] + 
Y(/3)D + (3[Y, D] = Y(a)Z + Y{/3)D + f3X, logo, para que [Y, S] pertença a T{C), devemos ter 
(3 = 0, dado que os campos de vectores Z, D,Y e X são linearmente independentes em todos os 
pontos de Jk(ft) e dado que C é gerada pelos campos de vectores Z, D eY. Temos então que 
S = aZ, ou seja, S G T(V). Como <t> preserva a distribuição de Cartan, temos d$(T(C)) = T(C) 
e, consequentemente, d*(r(C")) = T(C). Logo, d${T{V)) = d${T{C) n r(C")) = d$( r (C) ) D 
d$(r(C")) = r ( C ) n r(C") = r ( V ) , ou seja, $ preserva a distribuição V gerada por Z. 

< ■ 

Um exemplo, para m = 1, de uma transformação de Lie que é de contacto mas que não é 
o levantamento de nenhuma transformação pontual é dada pela transformação de Legendre em 
J 1 ( l , 1), que é definida por: 

(x,u,p) i—> (X(x,u,p) — p, U(x,u,p) = xp — u, P(x,u,p) = x) (2.4.6) 

Trata­se de uma transformação de Lie, como já vimos, mas, no entanto, é óbvio que não é o 
levantamento de nenhuma transformação pontual em TR,XU. 

2.5 Campos de Lie 

[> Definição 2.5.1 ... Um campo de Lie X em Jk(n) é um campo de vectores cujo fluxo 
(local) é constituído por transformações de Lie. Ou seja, se X e um campo de vectores em J (n) 
cujo fluxo (local) em Jk(n) é {$t}, X e um campo de Lie se e só $ t e uma transformação de 
Lie, para todo t. 

Vimos que, localmente, a distribuição de Cartan era determinada pelas formas de Cartan 
6J — duf — J2?=i uf­i­(i)dxl, com \I\ < k — 1. Então, a definição anterior pode ser reformulada 
da seguinte forma: um campo de Lie é um campo de vectores X tal que, localmente, temos: 

m 

p=\\j\<k-i 

para a = 1 , . . . , m, \I\ < k — 1 e para A"'^ funções de C°°(J (ir)). 
Na secção anterior, vimos que só havia dois tipos genéricos de transformações de Lie (levan­

tamentos de transformações de contacto em J1(7r) e levantamentos de transformações pontuais 
em E — J°(ir)). Vamos ver que o mesmo acontece com os campos de Lie. 

Dado um campo de Lie X G X(Jk(ir)), podemos definir o seu levantamento de ordem l 
da seguinte forma: tomando o respectivo fluxo (local) {&t} de transformações em Jk(n), uma 
vez que se t ratam de transformações de Lie podemos tomar o levantamento de ordem i de 
cada uma delas e obter um fluxo de transformações de Lie em Jk+£(7r), cujo respectivo gerador 
infinitesimal será o campo de vectores em X ( J + (71")) que designaremos por levantamento de 
ordem £ do campo de vectores dado e que notaremos por X^) . Note­se que, por construção, 
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XW é ainda um campo de Lie. Notemos ainda que, ao contrário do que acontecia com as 
transformações de Lie, o campo de Lie X^) está definido em toda a variedade Jk+Í{ix). De 
facto, dado um campo de Lie X € X(Jh(n)) e um ponto 9 G Jfc+1(7r), o respectivo i?­plano Lg, 
sendo horizontal, será enviado num plano também horizontal por uma transformação $ t com í 
suficientemente pequeno. Isto permite­nos definir o levantamento de ordem 1 do campo de Lie 
X G X( Jfc(­7r)) em toda a variedade Jfc+1(7r), pelo que, usando a associatividade do levantamento 
de campos de Lie, podemos definir levantamento de ordem ê do campo de Lie X G £( J (n)) em 
toda a variedade Jk+l(-K) para qualquer f e N . 

Temos, então, o seguinte teorema: 

> Teorema 2.5.1 ... Toda o campo de Lie X G X(Jk(ir)), com k > 1, é de um dos 
seguintes tipos: 

1. se m = ranki? = 1, então X é o (k — l)­levantamento de um campo de contacto em J1(K)-

2. se m — ranki? > 1, então X é o A;­levantamento de um campo de vectores em J°(vr). 

< ■ 

> Exemplo 2.5.1 ... Consideremos o fibrado trivial n : E = R^„ —> IRX = M, de rankE = 
1, e um campo de vectores X = a ^ + b-^ G X(E), com a, b G C°°(1R2), cujo fluxo é {$t}, com 
$t(x,u) = (X(t;x,u),U(t;x,u)) sendo X(t; -),U(t; •) G C°°(IR2),Ví G IR funções suaves tais 
que X(0;x,u) = x, U(Q;x,u) = u, ft X(t; •) = a e ft _ U(t; ■ ) = b. Então, para cada 

í = 0 í = 0 
t G IR, podemos considerar o levantamento a Jl(ir) do difeomorfismo: 

$ t : (x,u) i—> ( X ( Í ; X , I Í ) , C / ( Í ; X , U ) ) 

que, como vimos antes, é dado por: 

$ t . ( z , u , p ) ^ {XV>x>u)>UV'x>u>>xx(t;x,u) + Xu(t;x,u)P 

Temos agora um fluxo local em Jl{ir), cujo gerador infinitesimal é: 

XV(*,U,P} - í 
Y , , , , , v £ / X ( Í ; X , M ) + £/„(£; : r ,u)p 

a, 6, òx + (òu ­ ax)p - aup
2) 

isto é, os campos de Lie em J 1 ( l , 1) que são o levantamento de campos de vectores em J°{j) 
são dados por: 

d d d 
X

( 1 ) = a— + b— + (bx + (6„ - ax)p - aup
2
) — 

ox ou op 

sendo a e b as suas componentes em J°{TT). 

Por exemplo, o levantamento a J 1 ( l , l ) do campo de vectores X = ­ u ^ + x-^, em E — 
l
dx

 + X
du J » = ML, é X « = - « & + x * + (1 + p*

 ü 
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Vamos agora ver como podemos calcular as componentes do levantamento de um campo de 
Lie X, dadas as suas componentes. 

[> Teorema 2.5.2 ... Consideremos um campo de Lie dado por: 

Í = 1 l Q=l,...,m, |7|<fe l 

Os coeficientes bf podem ser calculados por recorrência através da seguinte fórmula: 

&/+(i) = A(6?) - X > / + ü ) A(aJ ') (2.5.2) 

onde j / | < fc — 1 e Di = A + £)a / u/+(j)ãf° e' ° °Perador de derivação total relativamente a 

Dem. Se X é um campo de Lie, temos que L-^QJ deve ser uma combinação linear de 

formas de Cartan. Como X(x l) = a1 e X(u°) = 6", temos que: 

LX0? = x L f - f w ^ á ^ 
n 

= d(Xvf) - ]T(X< + ( í ) )oV + uf^diXx*) 

n 

i=l 

Notemos agora que qualquer 1-forma 

us = y^ ai dxl + ^ ò£ du" 
i a=l,...,m,\I\<k 

em Jk(ii) pode ser escrita da seguinte forma: 

n 

U = Yl aidxí + X) Òa d u / 
i = l O:,/ 

n / n \ 

^aidx' + ^bi (0f + J2u?Hi)dxl) 
i=l a.J \ i=l / 

= f>*v+£*£*?+£ ( 5>?+(i) *>a ) ^ 
i=\ aj i=l \a,7 / 

= Ê U + Euj+wM^ + E 6 ^ / 
i=l y a,7 / a,7 

n 
= ^ < ^ U V + U>C (2.5.3) 

t= l 
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onde ipi — ÜÍ + ^2a i uf+a) &£ ® u m a função suave em Jfc+1(-7r) e wc é uma combinação linear 
de formas de Cartan. Em particular, uma 1-forma do tipo dip em que <p é uma função suave em 
Jk{ïï) pode ser escrita da seguinte forma: 

d(fi = y ^ i + y-p-dnf 
i = l a.,1 1 

i = l y a,I 1 J a,l 1 

i = l a,/ * 

Temos então: 
n n 

X(0?) = db?-,£lbJ+{i)dxi-YluJ+U)daJ 
»=i j = i 

n n n / n \ 

i=i i=i j=i V i=i / 

= E ( ^ ( Ò / ) - 6 / + « - Ê U / + Ü ) ^ ^ ) ) ^ + ̂  (2.5.5) 
i=i v J=I / 

onde u>c é uma combinação linear de formas de Cartan. Logo, para que X(0 j ) seja uma 
combinação linear de formas de Cartan, concluímos que tal acontece se e só se Di(bf) — bf+,^ — 
E"=i uf+^Di(aj) = 0, ou seja, se e só se bj+{i) = A(£>/) - E"=l uJ+(j)Di(aj) P a r a quaisquer 
i = 1 , . . . , n, a = 1 , . . . ,77i e |J| < fc — 1. 

<. 

> Exemplo 2.5.2 ... De que forma são os campos de contacto em J 1 (n , 1) ? Consideremos 
em Jx{n, 1) um campo de contacto X dado por: 

n o fl JL 8 
*-£«>£ + £ + ?>£ w 

i = i i = i 

onde designamos U^N por Ui. Vamos, em primeiro lugar, ver qual a relação entre as funções a1 

e a função b. Para que X seja um campo de contacto, temos de ter X(9) = \9 para alguma 
função suave A G C°°{Jl{n, 1)), onde 9 = du — YA=I Uidx1 é a forma de Cartan (ou de contacto) 
em J 1 (n , 1). Logo, vem: 

X(0) = X Í d u - E UidxA 
n n 

= d(Xu) - E (Xu*) da:< - E «id(Xif 

i = l i = l 

d6—E ci ̂  _ E tí^a"' 
»=i j = i 
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A daA^ídb A da?\, A / < 9 Ò A cV 

Portanto X(6) = \6 = À (du ­ £)£=! Uidï4) se e só se: 

§t­ZU­M = A (2­5.7) 
Ã ­ £ 3 U « i & = 0­ í = l,...,n 

isto e, se e so se: 

,n (2.5. 

JL/1 _ _^_ _ Y^n „.ggj Considerando a função / — b — YJj=\ Uj<x3, temos que g £ = g^­­Y^j=i u3~Ûl~~~a 
-a , i = 

EL i — 1 « 0 / , ­ f o . r n . „ : « i = f _ r n . , . ■ J i it,­1 , . . . , n, pelo que o i = ­ A , i = l , . . . , n e & = / + £™=1 " i« J = / ­ E"=i '"jgsj­

Quanto às funções c;, estas podem ser obtidas recorrendo ao teorema anterior. Sendo assim, 
temos: 

n d d 
Ci = Di(b) ­ J^UjDi^) onde A = —{ + u* — 

­ A ( / ) ­ Ê ^ , ( ^ ) + | : ^ , ( ^ ) 

= w ­ l?+­I (2­5­9) 

Chegamos então à conclusão que os campos de contacto em ^(n, 1) são da forma: 

A função / designa­se por função geradora do campo X / . 

Generalizando o exemplo anterior, vamos agora considerar em Jfc(7r) um campo de Lie X = 
2"=i ^W1 + S a ^ i kagf^ + . . . e uma secção arbitrária / do fibrado n. Sabemos que, como 
X é, por hipótese, um campo de Lie, para t suficientemente pequeno o fc­gráfico da secção de 
/ é transformado no fc­gráfico de alguma secção ft de n. Vamos, então, definir uma secção 
em Jfc(7r), denominada por secção geradora do campo X, que irá medir a velocidade ins­

tantânea de variação da secção / através das transformações locais geradas pelo campo X. 
Usando as coordenadas canónicas {xl,ua} de 7r, suponhamos que a secção / é definida por 
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ua = /"(x1,... ,xn). Então, o seu fc­gráfico Tk, em Jk(ir), é dado, nas coordenadas canónicas 
{x\ua,uf} de Jk{ir), pelas equações: 

[ ua = fa(x\...,xn), a = l,...,m 
) ..a _ dWf­ / 1 „N i IJKJfe (2.5.11) 

Como em Tj se tem que uj = d
dJr , \I\ < ^ vemos que os campos de vectores D] , dados 

por: 

D> " ã ? + A ; [p, U / + W Su? + , £ ­ dxidx* duf [ ' 
a=l \\I\<k 1 |J|=fc J / 

formam uma base do espaço tangente do fc­gráfico Tk. Sendo assim, podemos desprezar a acção 
destes campos em Tk

f, uma vez que esta é trivial. Vamos então considerar a acção da componente 
vertical X" do campo de vectores X, dada por: 

n 

t = l 

= EÍ^­Ea<<)~ + ... (2.5.13) 
a = l V i = l / 

A secção geradora ip = (ip1,..., pm) define­se então como sendo a secção cuja componente yj" 
coincide com a componente de X" em g^, ou seja: 

n 

íp
a = ba­J2alui' a = l , . . . ,m (2.5.14) 

i=i 

Note­se que a componente </?" pode também ser calculada através da seguinte fórmula: 

pa = X J 0° = 6»a(X), onde 6a = dua ­ £ L i u < W (2.5.15) 

Obtemos assim uma correspondência bijectiva entre os campos de Lie e as secções ip = 
(p1,..., pm)­ Esta bijecção permite­nos definir o parêntesis de Jacobi entre duas secções <p e ip 
de ir como sendo a secção {(p, ip} cujo respectivo campo de Lie é dado pelo comutador entre o 
campo de Lie associado a ^ e o campo de Lie associado a ip. Obviamente, obtemos assim uma 
estrutura de álgebra de Lie relativamente ao parêntesis de Jacobi. 

2.6 Simetrias clássicas 

> Definição 2.6.1 ... Uma simetria (finita) clássica de uma equação £ C Jk(n) é uma 
transformação de Lie $ : Jk{ir) i—> Jk(ir), que envia a equação £ nela própria, ou seja, tal que 
mc(£). 

> Definição 2.6.2 ... Uma simetria (infinitesimal) clássica de uma equação £ C Jk(n) 
é um campo de Lie X G X(Jfc(7r)); que é tangente a £, ou seja, tal que Xe G Tg(£), V# G £■ 
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O teorema seguinte decorre directamente das definições: 

> Teorema 2.6.1 ... 1. Seja 3> : Jfc(vr) —► Jfc(7r) uma simetria (finita) da equação £ C 
Jk(ir), e seja s uma solução de £, isto é, uma secção do fibrado ir, cujo k­gráfico Tk está contido 
em £. Então "£(1^) e uma solução generalizada da equação £. Em particular, se &(TS) é da 
forma I"*,, para alguma secção s' = <&*s, então s' é solução de £. 

2. Se X é uma simetria infinitesimal de £ e s é uma solução, então para qualquer ponto 
S G T J existe uma vizinhança U, de 6 em Tk, e e > 0 tal que V|í| < e, a variedade Flj (U) é 
localmente da forma T%*s. Por outras palavras, X determina um fluxo no conjunto das soluções 
de £. 

<. 

Por vezes, considera­se como simetria infinitesimal não o campo de Lie, mas a sua respectiva 
secção geradora. Tal pode ser feito, pois, como vimos, existe uma correspondência bijectiva 
entre ambos. Note­se também que, se X e Y são campos de Lie, então as formas X(0 j ) e 
Y(9f) pertencem ambas à distribuição de Cartan, pelo que [X, Y](0?) = X ( Y ( 0 ? ) ) ­ Y ( X ( 0 ? ) ) 
também pertence à distribuição de Cartan e, consequentemente, [X, Y] é também um campo de 
Lie. Além disso, se X e Y forem tangentes à equação £, [X, Y] também o é. Temos então que o 
conjunto das simetrias de uma equação £ tem uma estrutura de álgebra de Lie, a qual pode ser 
transportada para o conjunto das secções geradoras de campos de simetria de uma dada equação 
£, através da correspondência entre os campos de Lie e as suas respectivas secções geradoras. 

Uma das principais razões da utilização de simetrias infinitesimais em vez de simetrias finitas 
reside no facto de as primeiras poderem ser determinadas localmente através de sistemas de 
equações diferenciais lineares. Assim, dada uma equação £ = {9 G J (n) : Fa(6) = 0, a = 
1 , . . . , r} C Jfc(7i") de rank máximo, para que um determinado campo de Lie X seja tangente à 
equação £ é necessário e suficiente que X.(Fa) se anule em £ para todo a = 1 , . . . , r, ou seja, 
que se verifique a seguinte condição: 

r 

X(F
a
) = J2

 X
W

P (
2
­

61
) 

/3=1 

para a = 1 , . . . , r e para A2 funções de C°°(Jk(ir)). 

Vejamos um exemplo: 

> Exemplo 2.6.1 ... Em J 2 ( 2 , l ) , consideremos uma PDE de segunda ordem em duas 
variáveis independentes x1 e x2 e numa variável dependente u dada por: 

^ ( x
1

, ^
2

, ^ , ^ ! = U ( l i 0 ) , 1 í 2 =W(0,1),'"(210) !'"(1,1)'
U

(0,2)) = 0 (2 .6 .2) 

onde F é uma função suave em J 2 (2 ,1) . 

Como m = 1, qualquer campo de Lie em J 2 ( 2 , l ) é o 1­levantamento de um campo de 
contacto em J 1 (2 ,1) . Neste caso, temos que os campos de contacto são dados por: 

dip d dip d í dtp d<p\ d /dip d(p\ d 
* duidx1 du^dx2 \ du\ dui) du \dxl du) du\ 

/ dip dip\ d . . 
\dx2 du) du2 
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Logo: 

(1) dtp d dtp d f dtp dp \ d_ /dip dtp\ _d_ 
x ^ ~ ~d^1^~^2^ + V~Uldu~1~U2d~u~2)du' + \dxí + Uldu) dux

 + 

/dtp dip\ d d d d ,„ D À. 

\dx2 du) du2
 v ' !du(2,o) 5 u ( i , i ) <™(o,2) 

para certas funções suaves 6(2,0)> &(i,i) e &(o,2)- Portanto, a equação que define as simetrias de £ 
é: 

dip dF dip dF / dp dip\ dF í dp chp\ dF_ 
du\dxl du2dx2 \ du\ du2) du ydx1 du) du\ 

( dp dp\ dF , dF , dF , dF . _ , . c _. 
\dx2 duj du2

 K''du(2fi) v ^(1,1) #«(0,2) 

Note-se que, para calcular as funções 6(2,0)> 6(1,1) e (̂0,2)> basta utilizar o teorema ?. Temos, 
por exemplo, que: 

6(2,0) = £>i(6(i,o)) - w(2,o)-Di(oi) - W(l,l)-°l(a2) 

- * ( £ + - £ ) - w .(-&)-w> .(-£ 
av av #V aV ^ #V 2

|9V 

a v #V ^V #V 2 #V 

aV av d2p d2tp 2 av 

dip d2tp n a V „ 92p n d2p 2a2p d2p 

d2ip 2 d2p n a2p 2 a V 
2uiU^d^T2

 +u^d^ + 2u^u^ã^T2
 + u^a% 

(2.6.6) 

< . 

2.7 Cálculo das simetrias da equação de Burgers 

A equação de Burgers é a equação dada por: 

ut — uux + uxx (2-7.1) 

Trata-se de uma PDE de segunda ordem em duas variáveis independentes i e í e numa variável 
dependente u. Aqui estamos a usar notações clássicas com x1 = x,x2 = t, W(o,o) = ^1^(1,0) = 

ux,uç20) = UXX,UIQ2\ — uu- Com as notações multiíndice, a equação (2.7.1) escreve-se, em 
J 2 (2 ; 1), na forma: 

w(o,2) - u(pfl)u{ifl) - u{2fi) = ° 
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Aplicando o exemplo da secção anterior, temos que a equação que define as simetrias da 
equação de Burgers é: 

dip d F dwdF ( dip d<p\ dF (dip dip\ õF 
dux dx dut dt V xdux dut) du \dx du) dux 

(dip d<p\ dF , dF , dF , dF . _ , 0 _ . . 
V dt du) dut 9uxx duxt dutt 

onde F = uux + uxx -ute onde bxx = uxx-^ + -^ + 2UXQ^ + ^UXXQX-^; + 2uxtQx-^t+u2
x^ + 

2u*u™-& + 2u*uxtlËdk + u - £ f + 2u**u-tdSk +ult^-
r n m n 9F _ dF _ a£ _ aF _ n £E - „ M--v i£ - _i P J £ - - i vem-

ü o m o 97 - "97 - ÔlTJ - 957(7 ~ U' 9« ~ Uœ ' du* ~ u> dut ~ í e duX!C ~ l' v e m -

dip dip\ (dip dip\ (d(p dtp\ 

dip d2ip d2ip n d2ip n d2ip 2d2ip 
+U-^u- + dx^ + 2U*IxTu + 2u™dïdu~x + 2 t i * ã £ f t £ + "**? + 

d2ip d2ip o d2ip n d2ip 2 d2ip 
2UxUxxd^du-x

 + 2u*Uxtdu^u-t
 +U**duí+ 2UAtd^du~t

 + U*-dul 
— X(uux + uxx - ut) (2.7.3) 

Notemos também que ip é uma função suave nas variáveis x, t, u, ux e ut. Uma análise 
detalhada desta equação permite-nos concluir que, para que esta seja possível, a função A não 
pode conter as variáveis uxx, uxt e utt- Logo, não pode surgir nenhum termo em uxx no segundo 
membro da equação, pelo que o coeficiente de uxx no primeiro membro da equação deverá ser 
nulo. Então, -p% = 0 e <p é da forma: 

<p = a(x, t, u, ut)ux + f3(x, t, u, ut) 

Um raciocínio análogo permite-nos concluir que -^ = 0, logo Q$UX + -^ = 0, pelo que 

^-S = —-£ = 0 e <p é da forma: 

ip> — (0(x,t,u)ut + A(x,t,u))ux + B(x,t,u)ut + C(x,t,u) 
= 0(x,t,u)uxut +A(x,t,u)ux +B(x,t,u)ut + C(x,t,u) (2.7.4) 

Temos também que d% $ = 0, logo 0(x, t, u) = 0 e ip é da forma: 

ip = A(x, t, u)ux + B(x, t, u)ut + C(x, t, u) 

Substituindo na equação que define as simetrias da equação de Burgers, obtemos: 

Cux + {Axux + Bxut + CX + ux(Auux + Buut + Cu))u - (Atux + Btut + Ct + ut(Auux 

+Buut + Cu)) + uxx(Auux + Buiit + Cu) + (Axxux + Bxxut + Cxx) + 2ux ( Axuux 

+Bxuut + Cxu) + 2uxxAx + 2uxtBx + u2
x(Auuux + Buuut + Cuu) 

+2uxuxxAu + 2uxuxtBu = X(uux + uxx - ut) (2.7.5) 

. 
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Como ambos os membros são polinomiais de grau 1 em uxx, os seus coeficientes terão de ser 
iguais, pelo que A = Auux + Buut + Cu + 2AX + 2uxAu e vem: 

Cux + (Axux + Bxut + Cx + ux(Auux + Buut + Cu))u - (Atux + Btut + Ct + ut(Auux 

+Buut + Cu)) + uxx{Auux + Buut + Cu) + (Axxux + Bxxut + Cxx) + 2ux(Axuux 

+Bxuut + Cxu) + 2uxxAx + 2uxtBx + ux(Auuux + Buuut + Cuu) + 2uxuxxAu + 2uxuxtBu 

= {Auux + Buut + Cu + 2AX + 2uxAu)(uux + uxx - ut) (2.7.6) 

Simplificando, vem: 

Cux + (Axux + Bxut + Cx)u - (Atux + Btut + Ct) + 
+{Axxux + Bxxut + Cxx) + 2ux(Axuux + Bxuut + Cxu) + 2uxtBx + 
ux{Auuux + Buuut + Cuu) + 2uxuxtBu = {2AX + 2uxAu)(uux - ut) (2.7.7) 

Vamos agora ver de que forma são as funções A, B eC. O coeficiente de uxt é nulo no segundo 
membro e é 2BX + 2uxBu no primeiro membro, logo temos Bx — Bu — 0. Simplificando, vem: 

Cux + (Axux + Cx)u - (Atux + Btut + Ct) + 
~T\-<±XX!IX -\- Lsxx) -*r Zux\J\xuux -\- O x u J -r 

u2
x{Auuux + Cuu) = {2AX + 2uxAu){uux - ut) (2.7.8) 

Agora, o coeficiente de uxut é nulo no primeiro membro e é — 2AU no primeiro membro, logo 
temos Au = 0. Simplificando, vem: 

Cux + (Axux + Cx)u - (Atux + Btut + Ct) + 
~T\-™.xx1lx "T" ̂ xx) ~T~ ^ ^ i ^ x u i ^x^uu — 

= 2Ax{uux-ut) (2.7.9) 

Temos agora que o coeficiente de ut é —Bt no primeiro membro e é — 2AX no primeiro membro, 
logo, supondo Bt = 2AX, vem: 

Cux + (Axux + Cx)u - (Atux + Ct) + 
T ( J 1 M ^ I ^xx) ~r ^^x^xu T ^ x

 u u — 

= 2Axuux (2.7.10) 

Esta última equação é quadrática em ux. Logo, igualando os coeficientes dos termos de grau 
0, 1 e 2, vem: / , j _ v , ^ , 

^uu 0 
C + A^u — At + J4 I X + 2UXU -= 2Axu 

Gxu — Ct + Gx:r = 0 
(2.711) 
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Pela primeira equação do sistema, vemos que C — r(x,t)u + s(x,t). Substituindo na terceira 
equação, obtemos: 

rxu2 + sxu - rtu - st + rxxu - sxx = 0 

Esta última equação é quadrática em u. Logo, vem: 

rx = 0 
sx-n + rxx = 0 (2.7.12) 

st + sxx = 0 

Derivando a segunda equação deste sistema relativamente a x, vem sxx — rtx + rxxx. Mas, como 
rx = 0, temos sxx = 0, ou seja, s = wx + v, pelo que da terceira equação concluimos que st = 0. 
Derivando agora a segunda equação deste sistema relativamente a t, vem sxt — Tu + fxxt- Mas, 
como rx = st = 0, temos rtt, ou seja, r = mt + n. Notemos ainda que a segunda equação implica 
que w — m. Assim, temos: 

C = (mt + n)u + (wx + v) = (wt + n)u + wx + v 

Voltando ao primeiro sistema, vamos derivar a segunda equação relativamente a u. Como 
Au = Cuu = 0, obtemos Cu + Ax = 2Ax, ou seja, Cu = Ax. Logo, Ax = wt + n e, como Au = 0, 
vem A = (wt + n)x + q(t). Substituindo na segunda equação, vem: 

(wt + n)u + wx + v + (wt + n)u — (wx + qt) = 2(wt + n)u 
qt = v 
q = vt + k (2.7.13) 

Logo, A — (wt + n)x + vt + k. Finalmente, como Bu = Bx — 0 e Bt = 2AX = 2wt + 2n, vem 
B = wt2 + 2nt + l. Temos então que: 

A = (wt + n)x + vt + k, B = wt2 + 2nt + l, C = (wt + n)u + wx + v, com w,n, v,k,l G IR 

e (p é dada por: 

ip — ((wt + n)x + vt + k)ux + (wt2 + 2nt + l)ut + (wt + n)u + wx + v = 
= w(txux + t2ut + tu + x) 4- n(xux + 2tut + u) + v(tux + 1) + kux + lut (2.7.14) 

Assim, as funções txux + t2ut + tu + x, xux + 2tut + u, tux + 1, ux e ut formam uma base 
do espaço vectorial de simetrias da equação de Burgers, sendo que os correspondentes campos 
de Lie em J (2,1) são dados, respectivamente, por: 

d , d .d 
-tXd-x-tdl + {tU + X)ou 

d 
dx 

a d 
dt du 

d d 
dx du 

d 
dx 
d 
dl (2.7.15) 



Capítulo 3 

Geometr ia Formal e Simetrias 
Generalizadas das Equações 
Diferenciais 

Neste capítulo serão descritos alguns aspectos da teoria geométrica formal de sistemas de PDE's, 
que se devem essecialmente a Tsujishita e Vinogradov. Por teoria formal entende-se uma teoria 
cujo objectivo é o de descrever a estrutura das séries de potências formais das soluções desses 
sistemas, o que é equivalente a estudar os prolongamentos infinitos desses mesmos sistemas, 
num sentido que será explicado neste capítulo. Na categoria real analítica a teoria formal 
dá automaticamente a teoria "verdadeira", atendendo ao teorema de Cauchy-Kowalevskaya. No 
entanto, na categoria C°° a teoria formal é bastante débil em muitos aspectos, como por exemplo 
no que se refere à existência de soluções ou ao tratamento de singularidades. 

3.1 Os espaços de jactos infinitos J°°(7r) 

Seja 7T : E —> M um fibrado vectorial de rank m sobre uma variedade M de dimensão n, e 
consideremos a sucessão de projecções: 

M JL_ E = J°(TT) J Í - J\ir) S - J2(TT) « — Jk(n) Ü Jfc+1(vr) (3.1.1) 

O espaço de jactos infinitos J°°(^) define-se como sendo o limite inverso deste sistema. 
Portanto um elemento a^ G J°°(ir) é uma sucessão infinita a^ = {x,<Jk}, onde x G M e 
crfc G Jfc(7r), fc = 0 ,1 , •• -, tal que 7r£+1(<7fc+i) = ak e 7r(cr0) = x. Pelo lema de Borel, e usando as 
definições dos espaços Jfc(vr), podemos escolher sempre uma secção s G r(7r) tal Ofc = j s(x) = 
[s]^, Vfc > 1. Pomos então: 

<r = j<*>8(x) = [8]? 

Portanto, pontos de J°°(7r) podem ser pensados como classes de secções do fibrado ir, tangentes 
com ordem infinita, ou como séries de Taylor infinitas de tais secções. 

Dado um ponto a^ = {x,ak} G J°°(TT), pomos 7r£°(<7oo) = cfc e -^((TOO) = x, e, portanto, 
para k > i > 0 temos os seguintes diagramas comutativos: 

32 
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J°°M Jfc(7T) J°°(7r) J
k
M 

Tfc (3.1.2) 

M JV) 
O fibrado 7roo : J°°(ir) «­ M diz­se o flbrado de jactos infinitos do fibrado rr : E —> M. 0 
sistema inverso (3.1.1) dá origem a um sistema directo: 

C°°(M) Tü H "Ê+1 

fk ­ Fi fc+i 
(3.1.3) 

onde pusemos: 

^ = C ° ° ( J f c ( ^ ) ) , e I / ­ 7T* ,fc+l _ / V ^ + I N * 
w

+
r, fc = o,i,. 

Por definição, a álgebra de funções suaves em J°°(IT) é o limite directo do sistema (3.1.16) 
rief 

T-c 

? = Ufĉ fc 

Th h fc+i 

^ "fc+i 

Se </? E J­", então, por definição de limite directo, / deve factorizar­se através de uma função 
íp Ç. J-k, para algum k, isto é: 

ip = (pon%° (3.1.4) 

O menor desses k's diz­se o grau (de filtração) de y e nota­se por deg(</?). Se tp é de grau k 
então também será de grau > k. 

3 .1 .1 C a m p o s de v e c t o r e s 

Um vector tangente Xa, num ponto a = (x,ak) G J°°(7r), define­se como sendo uma sequência 
{Xx, Xak} de vectores tangentes a M e a cada Jk(ir), k = 0,1,2, • ■ ­, respectivamente nos pontos 
x = ­^(cr) e ok = 7rjf (CT), isto é, Xx G T^M e Xak € TCTfc Jfc(7r), e tais que: 

rfc+u 
'(­^o­fc+l) — ­ ^ (■Kk)*(Xak) = Xx 
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Se (U, xl) é um sistema de coordenadas locais em M, e se (x1, uf ) é o sistema de coordenadas 
canónico em TT^~{U), então Xa é representado simbolicamente na forma de uma soma infinita: 

n o m ~ 

i=i l-f|>° a = 1 

onde ai, í)" G IR. Também se tem que: 

n n k m o n ri 

xak = WTMX„) = E a ^ + E E ^ (-oo)̂ (̂ ) = E« lã? 
i = l | / |=0 a=l I i = l 

Seja Xo- um vector tangente num ponto a = (x,ak) G J°°(TT), e XUk = (irk
x')if(X(7) a sua 

projecção em TakJk{iï). Então XUk pode ser interpretado como uma derivação pontual na 
álgebra J~k, isto é, como uma aplicação X„k : ^ —> IR tal que: 

Xak((pijj) = f((Tk)XCk4> + ip(ak)Xakif, ip,ip€^k (3.1.6) 

A condição de compatibilidade dos vectores Xx,Xak com as projecções, significa que o diagrama 
seguinte é comutativo: 

IR 

e portanto o vector tangente Xa pode ser visto como uma derivação pontual na álgebra T: 

X0(<f»l>) = <p(<T)X01> + il>(a)Xa<p, nifieF (3.1.7) 

Se tivermos agora uma família X = {Xa}, parametrizada pelos pontos de J°°(7r), então 
(3.1.7) fica: 

Definimos pois um campo de vectores em J°°(ir), como sendo uma aplicação X : T —> T que é 
uma derivação da álgebra T e tal que: 

deg X(<p) = deg((fi) + k, <p G T 

onde k = deg(X) é um inteiro que não depende de <p. 

Seja X € X(M) um campo de vectores em M. Seja x G M e ak S (7rfc)_1(x) G Jk(n)- Então 
ok = [s]k para alguma secção s G r(7r). Seja ip uma função suave em Jfc(vr), definida numa 
vizinhança de <jk- Definamos um novo campo X através de: 

Xah<p d=!f Xx(<pojks) (3.1.8) 

o membro direito não depende da secção s que representa ak e, portanto, Jf^ representa um 
vector tangente a Jk{^) no ponto ak. Se cr = {x,ak} G J°°(IT) então (7rfc )*(Xak+1) — Xak 

e (7rfc)*(Xo-fc) = XX: o que significa que {Xx,Xak} determina um vector tangente a J°°(7r) no 
ponto a. 
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t> Definição 3.1.1 ... 0 campo X em J°°(7r) diz-se o levantamento do campo X G X(M) 
ao espaço de jactos infinitos J°°(ir). 

As propriedades seguintes do levantamento deduzem-se directamente da definição anterior: 

fX + gY = fX + g? (3.1.9) 

[X\Y] = [X,Y] (3.1.10) 
X(f<p) = X(f)<p + fX(<p) (3.1.11) 

onde / , g G C°°(M), y? G T e X , Y G £ ( M ) . As duas primeiras propriedades significam que o 
levantamento é um homomorfismo da álgebra de Lie X(M) na álgebra de LieJ£(7r) = X(J°°(ir)), 
enquanto que a terceira significa que a projecção em M do levantamento X é o campo inicial 
X. Portanto a correspondência: 

X » X (3.1.12) 

define uma conexão integrável em J°°(IT) a que chamaremos a distribuição de Cartan em 
J°°(7r). 

Qual o levantamento de £;? Seja y> = (p{x\uf) G T e s = (sa) G T(TT). Como uf(jks) = 
d„ f, vem, pela definição (3.1.8), que: 

d 
dx1 <P 

o"fe 

JL 
dxi 

_d_ 
dx1 

(tpofs) 

d\I\t 
<p\x', dx1 

dip dW+1sa 

dx*- r dvff dxtdxI 

a,l 1 

<P 

e portanto: 
o m oo d 

dx dx1 
i |/|=o °ui 

(3.1.13) 

onde Di é o operador de derivação total segundo xl. Note que D; transformam funções em 
fc-jactos em funções em (k + 1)-jactos e por isso não determinam qualquer campo de vectores 
em variedades de jactos finitos. Note ainda que: 

[ A , ^ ] = 0, \/i,j (3.1.14) 

pela segunda propriedade em (3.1.11). 

Um campo de vectores X G X(n) diz-se vertical se: 

X(*U) =0, V/ 6 C°°(M) I 3 - 1 ' 1 5 ) 
Em coordenadas canónicas, um campo vertical tem uma expressão da forma: 

d 
X = J2Xj 

a,I 
ÔUÏ 

Representamos por Xv{n) a subálgebra de Lie de X(ir) constituída pelos campos verticais. 
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3 .1 .2 F o r m a s Diferenc ia i s 

Consideremos, para cada i, o módulo ^(^(ir)), de i­formas em Jk(ir). Temos então um sistema 
directo: 

1 w^+i 

fii(M) ­^— Cl\E) ­^—~ U\Jk(?)) ­ ± ­ tf(Jk+1(*)) • ■ ■ (3.1.16) 

onde pusemos mais uma vez u = ir* e i/£+1 = (vr^+1)*, que nos permite definir Cl1 (ir) como o 
respectivo limite directo: 

oo 

ÍT(TT) = (J fi^W) 
fc=0 

Em particular $l°(7r) = T. Finalmente definimos o módulo de formas diferenciais em J°°(7r), 
através de: 

oo 

í í*(7r)=0íí
i
(7r) (3.1.17) 

*=0 
É possível desenvolver um cálculo de Cartan em Cl* (ir). Assim, s e l e X(n) e u> G Cl1 (ir), 

podemos definir o produto interior U w G íí í_1(7r), da seguinte forma: seja a = (x,ak) G 
J°°(vr) e Xa = {Xx,Xak} G T(TJ00(7r). Existe um k tal que w G ^(^(n)). Pomos então: 

(XJui)a = X<ykJuJ<yh 

W > k, sabemos que ir% (X^,) = Xak e portanto XayA ((?rf )*w)fffe/ = X f f fcJw f f t, o que significa 
que _J está bem definida. 

Podemos agora definir a derivada de Lie Lx^>, através da fórmula de Cartan usual: 

LXüJ = d(X J u) + XJ du 

> Definição 3.1.2 ... Uma forma diferencial u> G Cl*(ir) diz­se semi­básica ou horizon­

tal se X_Ato — 0 para todo o campo vertical X G X (ir). 
< • 

Como um campo vertical X G V(ir) tem uma expressão local da forma X 
forma horizontal tem uma expressão local do tipo: 

OJ — ^ 3 <Pn,­,ii dx11 A • • • A dxli 

onde V'ti,...,^ e ^ r(7r)­

3.1.3 A distribuição de Cartan em J°°(7r) 

Vamos agora definir com mais detalhe a conexão plana H = H(ir), em J°°(7r) —> M, chamada 
a conexão ou a distribuição de Cartan, que desempenha um papel essencial em todo este 
trabalho. 

Para cada a ­ (x,ak) G J°°(7r) define­se um subespaço Ha G TaJ°°(ir) da seguinte forma: 
consideramos uma secção s G T(7r) tal que a = j°°s(x) = [s]!f, onde x = ir00(a) G M, o que é 
possível, como já assinalamos, pelo lema de Borel, e pomos: 

Ha
 à^ im{(dj°°s)x:TxM­+TaJ°°(ir)} (3.1.18) 

onde (dj°°s)x : TXM ­> TaJ°°(TT) é a diferencial de j°°s em x. 

Za,l Xfjgz, uma 
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[> Lema 3.1.1 ... 1. Tia não depende de s. 

2. H = UaHa é um subfibrado de TJ°°(7r). 

D e m . Seja (xl,uf) um sistema de coordenadas canónico. Para cada função ip G !F, 

sabemos que tp G T^, para algum k. Portanto, para i — 1, • • • , n, tem-se que: 

Dap d= (àTsUd/dx^ = ^ 

_d_ 
dxi 

(ipojks) 

dx1 ip \x , 

dip ^ dp d ^ l + V 
dxi ^-í duf dx%dxl 

a.,1 J 

(é+2>w^>4)* 
e portanto: 

a= l |/|=0 J 

são independentes de s e H — span{Di}. 

<• 

A conexão H permite levantar um campo de vectores X G X(M) a um campo "horizon­
tal" X G T(H) C X(n), que não é mais do que o levantamento de X, definido já em 3.1.1. 
Representamos por: 

r : X(M) * £(TT) (3.1.20) 

esta aplicação de levantamento, que é, como já vimos, um homomorfismo de álgebras de Lie. 
Portanto a conexão H é plana. Podemos também ver isto, atendendo a que o anulador de H é 
localmente gerado pelas seguintes 1-formas de Cartan: 

Of = duf-Y,uCi+(i)dxi (3.1.21) 

i 

onde a = 1, • • •, m = r a n k £ , e / G W. De facto, 0 ? ( A ) = 0, Vi e dx^Dj) = ô). Além disso: 

dOf = diduf-Y.uJ^dx1) 

isto é: 

= -£ díi/+(i) A dx* 

- E 
i,k 

"/+({)+(*,) dx Acto* 

= 0 

drw±c TTi^ 

mod{B0?+(i)} 

(3.1.22) 
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3.2 Um exemplo 

Consideremos o seguinte sistema (não autónomo) de ODE's de primeira ordem £i, dado por: 

[£,}... ^ = f(x,u\...,um) = f(x,ua), a,/3 = l,...,m (3.2.1) 

onde as funções f@ são de classe C°° em IR™^. 

Para analisar este sistema do ponto de vista geométrico, podemos considerar o correspon­

dente sistema de equações de Pfaff: 

6a = f dua­ fa{x,u)dx = 0, a = l,...,m (3.2.2) 

definido no "espaço de fases estendido"1: 

^oo=ftoo(£i) =f H*x]R£L (3.2.3) 

No entanto, a descrição geométrica do sistema £\ ficará ainda mais clara se considerarmos a 
conexão Ti, de dimensão 1, definida no fibrado trivial: 

vr : 11^ = 1R,X x IR™ ­ IRX = M (3.2.4) 

pelo sistema de Pfaff {6a}, dada por (3.2.2). Se V é o subfibrado de TIZ^, formado pelos 
vectores verticais, i.e., tangentes às fibras de 7r, então: 

T f t o o ^ V © ^ (3.2.5) 

O campo de vectores Dx definido por: 

f) m ri 
^ = é + En*,«te (3­2­6) dx /—í duc 

a=l 

é um referencial do subfibrado Ti. 

Uma secção s : n ­ > ( i , n a = sa(x)) do fibrado ir, diz­se Tí­plana se e só se o plano tangente 
ao gráfico de s, em cada ponto s(x), coincide com o plano rrísix\, isto é: 

õ 
dx ds( — ) e n s { x ) , Vx (3.2.7) 

Como: 

"'(s)
e
«*> ~ £+£t^

E
<

D
­

A = l e ^ = fa(x,SP(x)), a = !,­■■, m (3.2.8) 

1 adiante se verá o porquê da notação 7Í.OO. Veremos que é natural considerar 7?.oo = IR­x X IR™», como o 
prolongamento infinito de E\, de acordo com uma definição geral que será então dada. 
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vemos que ua = sa(x) é uma solução de £\. Podemos então considerar o espaço das secções 
W­planas como sendo o espaço das soluções do sistema £\ e notá­lo por: 

Soi{£{) (3.2.9) 

Mas, pelo teorema de existência e unicidade das soluções, uma solução do sistema £\ fica uni­

vocamente determinada pelo valor que possui num determinado ponto b de M, espaço de base 
do fibrado ir. Assim, é natural identificar o espaço das soluções do sistema E\ como uma fibra 
de ir. No entanto, como não podemos escolher em princípio b de forma canónica, adoptamos o 
par (72.QO, H) como o substituto do espaço de soluções de £\. 

O campo vectorial Dx 6 T('H), definido anteriormente, pode ser encarado como uma derivação 
da álgebra de funções C°° definidas no espaço TZ^, o que nos permite obter uma álgebra diferen­

cial A — A{£\). Uma função <p € A, diz­se um integral primeiro de £\ se verificar a condição 
Dxip = 0, a qual se traduz numa equação diferencial parcial de primeira ordem. 

Quando tp £ A é um integral primeiro, a aplicação f<p definida por: 

fv: Sot{£x) * C°°(M) 
s '—► U(s) = S*(f 

é constante. De facto, como s £ So£{£\), temos que 

!(*.(x))). g(S(,))+E^(,)^(S(,)) 

= Dxip(s(x)) = 0 

Podemos então fazer corresponder, a cada integral primeiro (p € A, uma função real fv 

definida no espaço de soluções, que a cada s G Soi(£\) atribui o valor constante s*<p. Ou seja, 
temos que: 

{Integrais primeiros} = C°°{Soi{£{)) = C°°(fibra deTr) (3.2.10) 

Note­se ainda que o problema de resolver a equação £\ pode ser reduzido ao problema de 
encontrar m integrais primeiros funcionalmente independentes. 

3 .2 .1 O b i c o m p l e x o variac ional de E\ 

Vimos que o fibrado tangente TIZoo podia ser decomposto na forma TIZoo = V © H, isto é, 
7̂ ­QO tem uma estrutura quasi­produto. Um campo de vectores X G X(7?.00) diz­se horizontal se 
X e T(H) e vertical se X e T(V). Um forma diferencial ÜJ em 7̂ oo diz­se de t ipo (p, q) se cu tem 
grau p + q e se, para campos de vectores Xi e X(7?.0O) se tem: 

mais do que p dos Xi estão em I \V) 
UJ(XI, ■ • • ,Xp+q) = 0, sempre que : <{ ou: (3.2.11) 

mais do que q dos Xi estão em T(H) 
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Representemos o ,4­módulo de formas de tipo (p,q) em Tl^ por £F , 9(£i). Assim, por exemplo, 
u> G fi1,0(£i) se üj(Xi) = 0 sempre que Xi é horizontal, LÚ G í í0 , 1(£i) se u(X\) = 0 sempre 
que Xi é vertical, e u G ft2,3(£i) se w(Xi ,X2 ,X3,X 4 ,X 5 ) = 0 sempre que mais do que 2 dos 
Xi são verticais ou mais do que 3 dos X% são horizontais. Em coordenadas canónicas (x,ua) 
para T ^ = TR.X x IR£i, como {d:r,0Q = <iuQ ­ fa(x,u)dx} geram o módulo de 1­formas, onde 
os 0a = dua ­ fa(x,u)dx geram o anulador de H e dx o anulador de V, vemos, por exemplo, 
que LÚ G n 1 , 0 ( í i ) escreve­se na forma LÚ = ipaQ

a enquanto que LÚ G Çl0,l(£\) escreve­se na forma 
to = Lpdx. 

Toda a r­forma LÚ G í2r(7?.co) tem uma decomposição única como uma soma de formas de 
tipo (p,q), com p + q = r. De facto, a "componente" de tipo (p,q) de w, é a forma Lúpq que é 
igual a LÚ sempre que p dos Xi estão em T(V) e q dos Xj estão em T(H) e é zero em todos os 
outros casos. Portanto LÚ = Sp+g=r wpg e temos a decomposição: 

ttr(^oo)= 0 ftM(£i) (3.2.12) 
p+ç=r 

onde: 
íF'9(£i) ­ r (APV* ® A9W*) (3.2.13) 

Uma forma de tipo (p, <?) escreve­se localmente na forma: 

LÚ = J2 uai...apM...iq9
ai A ­ ­ ­ A ^ ® dx11 A • • • A dx** (3.2.14) 

Consideremos agora uma forma a de tipo (p, q) e calculemos da. Pela fórmula conhecida 
para da: 

p+g  
da(Xi,­ ■•fXp+q+i) = ^2(­iy+1Xia(Xi,­­­,Xi,­­­,Xp+q+i) 

i=i 

+ £ ( ­ l ) í + J a([X,X,] ,X 1 ; ■■■,Xi,­­,Xj,­­ ­,Xp+g+1) 
i<j 

(3.2.15) 

deduzimos que as únicas componentes eventualmente não nulas de da são as componentes de 
tipos ( p + l,q) e (p, q + 1), uma vez que H e V são ambas distribuições integráveis. Definimos 
pois, para a G i ip '9 : 

da = (da)p_|_i)(?, a (p+l,q)­componente de da 

5a = (da)Piq+i, a (p,q+l)­componente de da (3.2.16) 

Concluindo: tomando o complexo de de Rham {f2*(7?.00),d}, podemos decompor iîr(7?­oo) 
da seguinte forma: 

ttr(^oo)= 0 ttp,9(£i) (3­2­17) 
p+q=T 

onde: 
iîp­9(5i) = T(ApV* <g> AqH*) (3.2.18) 

Quanto à derivada exterior d, em üp'q, podemos decompô­la numa (l,0)­componente, ou com­

ponente horizontal d, e numa (0, l)­componente, ou componente vertical 5, uma vez que as dis­

tribuições definidas pelos subfibrados V eH são ambas integráveis. Obviamente que d2 = 0 = S2, 
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e como 0 = d2 = (d + ô)2 = d2 + ô2 + (d5 + 5d) = <9<5 + S3, deduzimos que 85 + ôd = 0 e portanto 
obtemos um bicomplexo {Ü*>*(£x),d,ô} que é denominado o bicomplexo variacional do sis­

tema £\. A sucessão espectral associada a esse bicomplexo chama­se a C-sucessão espectral 
de Vinogradov do sistema £%. O termo "variacional" indica que o operador d, de derivação 
horizontal, descreve como variam as formas diferenciais no espaço solução, quando as soluções 
são deformadas ... 

Este bicomplexo pode ser descrito usando o sistema de coordenadas locais x,ua, a — l,...m. 
Para isso, tomamos a 1­forma dx como uma base de H* e as 1­formas 9a = dua-fa(x, u) dx, a = 
1 , . . . , m como uma base para V*. Estas últimas geram um ideal, chamado o ideal de contacto 
de £\. Temos então que: 

w>(ei) = A ®m Ap
[e\ ■■■,em}® A«[dx] (3.2.19) 

e as diferenciais d e S são caracterizadas pelas fórmulas seguintes: 

Õ(6a) 

5{6a) 

6<p 

= d(dx) = S(dx) = 0 

(Dx(p) dx 

r *-> õua 

para todo cp € A. Assim, por exemplo: 

d6a = d{dua-fa{x,u)dx) 
df

a 

du? 
df

a 

ÕuP 

-^íle? Adx 

du13 A dx 

{O? + f dx) A dx 

(3.2.20) 

donde 69
a = ­ £ * WT°0 ® dx e fi(M) e d0a = °-

3 .2 .2 A C-sucessão e s p e c t r a l 

Consideremos a filtração por colunas (ou pelo grau de contacto) do complexo de deRham (para 
tudo isto ver a secção 4.5 do capítulo 4): 

(3.2.21) 
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Portanto o termo de ordem n de (FpÇl)* consiste na soma de todos os üp'q situados na recta 
p + q = n, à direita da linha vertical de abcissa p. 

Consideremos agora a sucessão espectral correspondente E{£\) = {EP'q (£\), dr}, que, como 
sabemos, converge para a cohomologia de deRham H*(R-oo)i e vejamos qual o significado dos 
termos desta sucessão espectral, relativamente à equação S\. 

Para facilitar a leitura, recordemos sumariamente os principais conceitos envolvidos. No 
capítulo 4 far-se-á uma exposição detalhada. Pondo Cl = {Clp'q = S7p,9(£i)}, temos então o 
seguinte bicomplexo: 

>1,2 a^ —d^ n1'2 —a~* &>z —d 2,2 

(3.2.22) 

ü 0,1 -d^n i , i -d-+n 2,1 -d-

O0,0 _ a _ n l ,0 _ Q ^ ü2fl _ Q ^ . . . 

Definamos, para cada p fixo, a cohomologia vertical da p-coluna, EP'q — Hg'*(ft), 
através de: 

Ker (S • QP>q >- Q.p>q+1) 
Ep'q = Hp'q(Ü) = Hq(ttp>*,6) = V • " . ^ — - 4 (3.2.23) 1 5 K J y ' ' im (ô : ftM-1 * ÍÍP>«) v ; 

A condição dò + Sd = 0 implica que a diferencial horizontal 9 induz uma aplicação: 

dl : Ep'q Ep+Í'q (3.2.24) 

que é ainda uma diferencial, isto é, (di) — 0- P ° r outras palavras, para cada q fixo, E1 

HpQ(fl) é um complexo "horizontal" com diferencial d\, induzida por d: 

*,Q _ 

El ,(),<; ^ 1 pl,9 ^1 ^2,9 dj_ 
# 

£0,1 d! | ^ M dl , E2,l _ A 

£' ,0,0 di i)0 di 2,o <h 
E E 

(3.2.25) 
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Mais concretamente, se a e a + 6/3, com 6a — 0, representam [a] G Hp'q(íl) = Ep'q, então 
9 a e da + dõ/3 estão no núcleo de 5, uma vez que õda = —dôa = 0 e ô(da + á/3) — 0, e diferem 
por elementos na imagem de 6. 

Para cada q fixo, consideremos agora a cohomologia do complexo horizontal (El'q,di) = 
(fÇ-Vx) (ver (4.5.8)): 

def 
E P , 9 uei HP(E*1'q,d1) = Hp{H*õ'q{n),d1) 

Existe uma maneira de produzir uma aplicação: 

àá Hp
d'qH5(Ü) (3.2.26) 

(3.2.27) 

como a seguir se explica. Seja [e] G EPA a classe de um cociclo e G £^'9 = Hq(Qp>*,5), isto 
é, die = 0. Mas este elemento e, é, ele próprio, a classe de algum cociclo vertical, isto é, 
e = [a] G HP'q(tt), com a G Í2P-9 e 5a = 0. A condição 0 — die = di[a] = [9a], significa que da 
é um (5-cobordo, isto é, da = 5/3 para algum (3 G O p + 1 ' 9 _ 1 . 

Podemos pois dizer que um elemento [e] G Ep'q é representado por uma soma: 

a + j3 G ÍF ' 9 © Üp+1'q-1, tal que 9 a = (5/3 (3.2.28) 

Consideremos agora o elemento d/3 G ÍF+ 2 , 9 - 1 . As relações anteriores implicam que: 

ôd(3 = -dô(3 = -dda = 0 

o que significa que d(3 é um cociclo vertical (ou um 5-cociclo) em üp+2'q~1 e determina por isso 
uma classe de cohomologia [df3] em Hq+1(üp+2'*,õ) = Ep+2'q~l. Calculemos dx[ 

Concluímos que 

üp>q 

d^d/3] = [d/3] = [dd/3] = 0 

é um di-cociclo e portanto determina um elemento: 

def doe em 
EP+2,q-l (3.2.29) 

d 
- ÍF+1>9 a 

d d 
—«- da — 6/3 

ÍF+1>' 
d 

Çlp+2'q' P 
d 

d(3 

Regressemos então à sucessão espectral correspondente E{£\) — {EP'q(£i),dr}, e vejamos o 
significado dos termos desta sucessão espectral, relativamente à equação £\. Em primeiro lugar, 
atendendo a (3.2.20): 

EfVií {</? G A\ 5<p — Dx(p dx = 0} 
{integrais primeiros de £{\ 

Por outro lado: 

EfiSx) = {LOGQP'°\ ÔÜJ = 0} 

= {invariantes integrais absolutos de grau p de £\} 

(3.2.30) 

(3.2.31) 
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De facto, seja x0 G IRX e DQ C 7r_1(x°) um subvariedade de dimensão p com bordo suave, 
contida na fibra 7r_1(x0). Movendo Do, ao longo das curvas solução, até uma subvariedade 
Di c 7T-1(:ci), obtemos subvariedades N e B, varridas respectivamente por Do e ÕDQ, no seu 
movimento de 7T_1(:EO) até 7r_1(a;i). Pelo teorema de Stokes: 

du) = ÜJ = u — / u) + / 
JN JdN JDQ JDI JE 

U 
B 

Mas du = du G ÍF+1 , 0 (porque ôu = 0) e TN D H|jv implicam que i*Ndu = 0 (ijv : N <-+ Tl0 

Analogamente, í^w = 0. Portanto: 

u = u 
Do JDi 

quando u G Í2P'° satisfaz ôu = 0, isto é, u é um invariante integral absoluto de grau p de E\. 

Analogamente: 

£?2~ ' (£i) = {invariantes integrais relativos de grau p de £1} (3.2.32) 

De facto, de acordo com (3.2.28) (ver também a secção 4.5 do capítulo 4), um cociclo u G 
E%~ ' (Si) pode ser representado na forma u — u>\ + u^, onde ui\ G QP~l>1 e ui G S7P,°, tal que 
duji = ÕLÜ2- Portanto, com a condição adicional ÕDQ = 0, temos que: 

u>2 — / w 2 

que depende apenas da classe de u. 

Finalmente, o espaço £'1 ' (Si) pode ser descrito da seguinte forma. Seja: 

Por definição: 

Su = 6(iüa6a) 
= 5ioaA6a + uaSea 

= Dxua dx A 6a - ua -TT-ZO13 ® dx 
duP 

= - ]T í Dxua + Y, up 0^5 ) $a ® dx ef i1 ,1 (3.2.33) 

Portanto w G £ \ ' (£1) sse <5o; = 0, isto é, sse: 

Dxua + 22u/3—-^, a = l , . . . , m (3.2.34) 

3 .2 .3 C a m p o s de v e c t o r e s . S imetr ia s 

Estamos agora interessados em saber que condição deve satisfazer um campo de vectores ar­
bitrário X G JCCJZOO), de modo a que o respectivo fluxo (ou grupo de transformações a um 
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parâmetro gerado por X) preserve o gráfico das soluções de S\. Como o gráfico de uma solução 
de £\ é uma curva integral do campo Dx, essa condição pode ser escrita na forma: 

[X,Dx]eA-Dx = T(H) 

Definamos então o espaço: 

S(£i) = {Xe£(ftoo)l [X,T(H)]cT(n)} (3.2.35) 
O fluxo de X preserva o gráfico das soluções de £\ se e só se X G S (Si). Notemos agora 
que, como todos os elementos de T(H) pertencem a S(£i), é natural tomar como espaço de 
transformações infinitesimais de £\ (simetrias) não o espaço S{£\) mas o espaço quociente: 

Sim(£i) = f S(£ i ) / r (W) (3.2.36) 

Uma vez que F(H) é um ideal de <S(£i), o espaço Sim(£i) fica munido de uma estrutura 
de álgebra de Lie denominada a álgebra de Lie das simetrias (infinitesimais) de S\. Um ele­
mento de Sim(£i) diz-se uma s imetria da equação £\. Note-se que esta álgebra é determinada 
completamente por H, independentemente da escolha do complemento V de 7í em TIZ^. 

Consideremos agora um elemento X de Sim(£i). Como TIZ^ = V®TL, X pode representado 
por um campo de vectores vertical: 

x = ^ + - + ^ ' ^ € r < v > < 3 - 2 3 7 ) 

Uma vez que os elementos de T(H) são da forma <pDx, com tp € A, a condição [X, T(H)] C T(H) 
reduz-se a [X, Dx] — <pDx para algum ip G A. Por outro lado, temos que: 

a=l \0=1 I 

e portanto a condição [X, Dx] € T( i í ) é equivalente a [X, Dx] = 0, isto é 

du? Dxe-Y,tí37fJ = 0> « = ! , . . . , m (3.2.38) 
0=1 

que é a chamada equação característica das simetrias de E\. 

Observemos também que, uma vez que [X, Dx] = 0, a acção da derivada de Lie Lx no 
bicomplexo variacional preserva o bigrau e comuta com ambas as diferenciais d e 5 e portanto 
induz uma acção em E(£\). Assim, as simetrias de £\ actuam não só no espaço das soluções 
de £\, mas também nos espaços dos seus integrais primeiros e dos seus invariantes integrais 
(absolutos e relativos). 

Vejamos agora alguns casos especiais do sistema 6\, dado por (3.2.1): -^- = f^(x, ua), a,/3 = 
1 , . . . , m, onde as funções f^ são de classe C°° em IR^i». 

[> Exemplo 3.2.1 (Equações triviais) ... Tomemos o caso especial em que f@ = 0, (3 = 
1 , . . . , m. Obtemos então o sistema trivial £2 dado por: 

dift 
[£2]... ^ - = 0 ' 0 = ! , • • • , m (3-2-39) 
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Neste caso, temos que Dx = gr e portanto: 

Ep'\£2) = í ^ ( IR m )®# 9 ( IR , IR) 
Ep/{£2) = íP(IRm,IR)<g>#9(IR,]R) 
Sim(£2) = X(IRm) (3.2.40) 

isto é: 

FP,O a, í IR­ se p = 0 
2 | 0 se p > 0 

I> Exemplo 3.2.2 (Equações lineares) ... Consideremos agora o seguinte sistema £3 

dx 
difi m 

N... x = E°2( ï)< /? = l,...,m (3.2.41) 

Neste caso, / " ( s , wa) = E « = i «£(*) « a =► l ê = aa(x)> l oS° a s simetrias X = £ a £ a(x, t / ) gg_, 
em Sim(£^3), terão de verificar a equação característica dada por: 

m 

Dx$
a­J2ap(x)^ = °> a = l,...,m (3.2.42) 

/ 3 = 1 

Em particular, se considerarmos um campo de vectores da forma X — Y^a £a(x)d^> onde 
£a(x) = sa(x), a = 1 , . . . , m, para alguma solução s do sistema £3, temos que esse campo de 
vectores é simetria de £3. De facto temos que: 

^ l = Yja%x)s^xl a = l,...,m 
ax 0=1 

Mas, como s,^x' = Dxs
a, obtemos de facto a equação característica (3.2.42). Assim, podemos 

fazer corresponder, a cada solução do sistema diferencial dado, uma simetria desse sistema, pelo 
que identificaremos Soí{£^) como um subconjunto de Sim(£s). 

Tomemos agora um elemento de Sim(£s) da forma 

x
» = £ b

: [XI U 
d 

e designemos por Sim&n(£3) o subconjunto de Sim(^3) formado por estes elementos. Então, 
Sim.£in(£s) 0 So£(£$) é uma subálgebra de Sim(Í3) cujo ideal é Sol{£z). É fácil ver que o 
parêntesis de Lie entre um elemento de S i m ^ ^ ) e um elemento de So£(£s) é calculado da 
seguinte forma: 

[Xb, s] = ­b(s) 

onde b(s)a = J2%=i bgS^. Finalmente, note­se que Xb será um elemento de S i m ^ ) se e só se 
b — (bg) verifica a equação dada por: 

—­ = [a, b] = ab — ba 
dx 

onde a = (a2). 
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3.3 O bicomplexo variacional livre. Exemplos 

Vimos já na secção 3.1.3, que o fibrado tangente TJ°°(ir) podia ser decomposto na forma 
TJ°°(ir) = Ti © V, isto é, J°°(7r) tem uma estrutura quasi-produto. De maneira completa­
mente análoga ao que foi feito na secção anterior, uma forma diferencial LO em J°°(7r) diz-se de 
t ipo (p, q) se LO tem grau p + q e se, para campos de vectores Xi G X(J°°(TT)) se tem: 

mais do que p dos Xi estão em T(V) 
ou: (3.3.1) 

mais do que q dos Xi estão em F(7í) 
LO(X\, • • • ,Xp + q) = 0, sempre que 

Toda a r-forma u> e Clr( J°°(7r)) tem uma decomposição única como uma soma de formas de tipo 
(p, q), com p + q = r. De facto, a "componente" de tipo (p, q) de LO, é a forma LOpq que é igual 
a LO sempre que p dos Xi estão em T(V) e q dos X; estão em F (Ti) e é zero em todos os outros 
casos. Portanto LO = S p + 9 = r W p 9 e tomando o complexo de de Rham {Í7*(7r) = Q*(J°°(ir)), d}, 
podemos decompor Í2r(7r) da seguinte forma: 

Çlr(ir)= 0 tt™{n) (3.3.2) 
p+q=r 

onde: 
ttp'q{ix) = T(APV* ® A9W*) (3.3.3) 

Quanto à derivada exterior d, em Qí,J', podemos decompô-la numa (l,0)-componente, ou com­
ponente horizontal d, e numa (0, l)-componente, ou componente vertical 5, uma vez que as dis­
tribuições definidas pelos subfibrados V e H são ambas integráveis. Obviamente que d2 — 0 = ô2, 
e como 0 = d2 = (d + 5)2 = d2 + ô2 + (dó + ôd) = dô + ôd, deduzimos que dS + Sd = 0 e portanto 
obtemos um bicomplexo {Q,*'*(TT), d, 6} que é denominado o b icomplexo variacional livre de 
J°°(7r). A sucessão espectral associada a esse bicomplexo chama-se a C-sucessão espectral de 
Vinogradov de J°°(ir). 

Em coordenadas canónicas (x,uf) para J°°(7r), como {dx\6f} geram o módulo de 1-formas, 
onde os Of = duf — J2i U<I+(Í) ^x% g e r a m ° anulador de H e os dxl o anulador de V, podemos 
descrever explicitamente o bicomplexo variacional, da seguinte forma. Consideremos os campos: 

d d 

(i = 1, • • •, n) e as formas de Cartan (de tipo (1,0)): 

i 

Então: 
np<q(ir) = T(n) ® Ap[0f] ® Aq[dx1} (3.3.4) 

e as diferenciais "horizontal" e "vertical" são caracterizadas respectivamente por: 

0 d(6f) = d(dx1) = ô(dxl] 
ô(9f) = Y.6Uí)®dx 

Ô(f = Y^ Ditp dxl 

dip V dlf 9a 

Z-i duf 1 
(3.3.5) 



3.3. O bicomplexo variacional livre. Exemplos 48 

onde (p e J~(TT)­

i 

d 

Ú 0,1 d 
Q i , i 

_ fi0,0 _ A _ ni,o 

d 

d 

­ f i 2 ­ 1 

O 2,0 

d 

d 
(3.3.6) 

> Proposição 3.3.1 .. Seja u> G Q°'r(­n). Então ÕLU = 0 se e só se u> é o pull­back por 
TToo : J°°(ir) «­ M de uma r­forma em M. 

D e m . Basta provar o resultado localmente já que o resultado global se obtém por um 

argumento usual de partições da unidade. Suponhamos então que: 

LÜ = fj[x,u]dxJ e fl°'r(ir) 

onde J = (jij2 • • • jr) e dx = dx^1 A ■ • • A dx^r. Então: 

du = Y ^± 6J ® dx
J £ nl

'
r (TT) 

t­L duf l K ' 

e isto anula­se se e só se os ­^ = 0, isto é, sse os ipj são apenas função das variáveis xl da base 
M. 

<. 

Todas as formas em Q.s,n são obviamente 5­fechadas. No entanto elas não são em geral 
5­exactas (mesmo localmente). Podemos pois introduzir os espaços de cohomologia: 

Es,n def ns>n 

ô(Çl s.n—1\ (3.3.7) 

Estes espaços são parte do E\ termo da sucessão espectral associada ao bicomplexo (3.3.6), e 
desempenham um papel essencial na teoria. 
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> Exemplo 3.3.1 (O bicomplexo variacional livre para it : IR x IR" 
mos considerar o fibrado trivial ir : E M: 

TT: £ = IRxffi,m 

(x,ua) 
m. = M 

X 

IR) ... Va­

(3.3.8) 

e o fibrado IÏÇ^ : J°°(7r) —► IR. Coordenadas em J°°(7r) são: 

onde: 

(x,ua,uf), com a — 1,2, ■ • • , m, e 1 — 1,2,­

<*<M?) = -& 
O ideal de contacto C(J°°(ir)) é gerado pelas formas de contacto: 

6a = dua ­ u\dx, Ql = dul ­ v%dx, • • •, Gf = duf ­ u?+1da:, (3.3.9) 

Seja ír(vr) = ír(J°°(7r)) o espaço das r­formas em J°°(7r) e üp>q(J°°(TT)) o espaço das 
r = (p + ç)­formas de grau horizontal (ou grau de contacto) p e grau vertical q. Assim, por 
exemplo, Ü°'°(TT) é muito simplesmente o espaço das funções reais C°° em J°°(7r), enquanto que 
f21,0(7r) consiste de formas do tipo (soma finita): 

(3.3.10) 

onde as funções rfa G C°°(J°°(TT)). Por outro lado íí0 '1(Joo(7r)) consiste de formas do tipo: 

\ = L(x,ua,ut,­­­,u1)dx (3.3.11) 

É claro que Qp'q(J°°(­ïï)) =■ 0, para q > 2, já que a base M = IR tem dimensão 1, e portanto, 
o bicomplexo variacional livre de n : E >­ M, é o bicomplexo (í2M(7r),<9,S), de formas em 
J°°(TT), seguinte: 

Q°'° 
d 

n 1,0 ^ f i
2

'
0 a 

(3.3.12) 

Temos pois a decomposição em soma directa: 

nr(n) = Q,r­1'1{w)®ílr'°(ir) 

relativamente à qual a diferencial d : í íp >­ Í P + 1 se cinde nas suas componentes (1,0), ou 
horizontal, e (0,1), ou vertical: 

d = d + ô 

onde: 

d : fiM(7r) ­ ftp+1>9(7r) 

S : n™(n) » ft
M+

V) (3.3.13) 
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Se ip — íp(x,ua,u", ■ ■ ■ ,uf) G ^"(TT)) então: 

1=0
 au

i 
5<p = (Dx<fi) dx 

* ' E < * « & I < < * <«■") dx f^Q
 1+L duj 

onde pusemos, por convenção, UQ = ua. Por outro lado tem­se que: 

66f = 0f+1®dx e d0? = O (3.3.15) 

e ainda ddx = 0 e ôdx = 0. 

> Lema 3.3.1 ... Se LO G Q1'1^), é da forma LO = ^2aLoaG
a ®dx, e se LO 5-exacta, isto é, 

se existe -q G Í21,0(7r) tal que 5rj — LO, então LO = 0. 

D e m . Com 77 = Yli a vL 6? € Í21,0 (soma finita), vem que: 

= õr, = õ(r£ef) 

= [(DxV
I
a)0? + rl

I
aOf+1]®dx (3.3.16) 

e igualando os coeficientes das formas de contacto, deduzimos que Loa = 0, Va, isto ê, LO = 0. 

t> Lema 3.3.2 ... As linhas do bicomplexo (3.3.12) são exactas. 

D e m . Consideremos o campo de Euler Z G Xv(J°°(ir)), isto é, o campo de vectores 

vertical em J°°(7r), dado por: 
2
=s>?4 <

3
-

3 1 7
> 

e definamos, para p > 1 e para cada q — 0,1 fixo, o operador de homotopia para a diferencial 
horizontal d: 

hp'q : Üp'q{ir) «­ Í F ­ ^ T T ) 

dado por: 

hp'q{to)= f tp-l{ZJiot)dt (3.3.18) 
Jo 

onde LOt é a (p, q)­forma obtida a partir de LO, calculando os coeficientes de LO em x, tua,tuf, ■ ■ ■, tuf. 
E possível mostrar que: 

(hp+1'qÕ + Õhp+1'^ 
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O complexo Q,*'q é pois nulo­homotópico (uma vez que a aplicação identidade Id é homotópica 
à aplicação nula: là = hd + dh), e portanto é acíclico (ver o capítulo 4). 

­* üp"l'q d 
çi™ d 

* n
p+1

'
q 

Id 0 hP'q IdO hP+1'q IdO 

I r\ T Y ' Í5 

(3.3.19) 

<• 

Seja A = L(x,ua,u±,­ ■ ■ ,u") dx £ íí0'1^), o espaço dos Lagrangeanos em E. Então, 
dada uma secção local s : [a, b] «­ E, podemos considerar o pull­back de A por j°°s : 
[a, b] <­ J°°(E) e integrar para obter um funcional: 

![*] = t Ü°°s)*\ (3.3.20) 

para um problema variacional em E. Para o Lagrangeano A = L(x,ua,uf, ■ ■ ■ ,uf) dx G fi0,1(7r), 
definimos a respectiva forma de Euler­Lagrange E(X) G Í21'1(7r), através de: 

E(X) d= Ea(L)6aAdx (3.3.21) 

dua — u\dx (ver (3.3.9)), e os coeficientes Ea(L) são as componentes do operador onde 6° 
clássico de Euler­Lagrange, dadas por: 

F (T\ def dL ÕL 2 ÕL 
(3.3.22) 

Analisemos o caso em que temos apenas uma variável dependente u, isto é, a = 1 (ver 
a secção 2.3 em [7], nomeadamente 2.3c, pág. 47). Neste caso temos coordenadas canónicas 
(x,u,u1,u2,­­ ■,«/,•■ ■) e: 

d v ­ d 

L>T. ­ — + 2 ^ uI+l ­dx 
I>0 ' dui 

Os jEi­termos da sucessão espectral, associada à filtração por colunas (ou grau de contacto) 
do bicomplexo variacional livre (3.3.12), são: 

Ef 0, para p > 0 
IR, para p — 0 

Ei 
El 

0,1 
através de [L dx] i—> [£,] 
através de [ip 0 ® dx] \—> 95 (3.3.23) 

0,1 Calculemos agora a diferencial d\ : Ex 

d(L dx) = dL A dx 

/>o dui 

E{ que é, como já vimos, induzida por d: 

E(L) OAdx+^Sl­J^ (­D, 
E{L) 9Adx + ôr] 

J ­ i 
\K 

K=0 

dL 
ÕUK 

9 J­K­X 

(3.3.24) 
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onde: 
áL def J2(_DX)K9L_ ( 3 3 2 5 ) 
5u ^ duK 

e: 
J'1 BT 

Portanto: 
dl [ Id i ] = [£(L)dx®0] (3.3.27) 

Incidentalmente, o cálculo anterior mostrou também o lema seguinte: 

> Lema 3.3.3 ... Se A G ÇI°<X{­K) é um Lagrangeano em E, então: 

d\ = E{\) + Sri (3.3.28) 

para alguma 1­forma rj G f21,0(­7r). 

< . 

Por exemplo, quando l = 1, de tal forma que A = L{x,ua,Ui) dx (usualmente põe­se uf — 
ùa), T) em (3.3.28) é dada por: 

' dua 

e quando l = 2, de tal forma que A = L(x, ua, uf, 11%) dx (usualmente põe­se u" = üa eu^ = üa), 
r\ em (3.3.28) é dada por: 

1 \ düa õüa) düa l 

3.4 O prolongamento infinito de uma equação diferencial 

Antes de dar uma definição geral, analisemos alguns exemplos: 

> Exemplo 3.4.1 (ODE's de ordem k) ... Consideremos agora uma ODE de ordem k, 
numa variável dependente u, do tipo seguinte: 

[Kk]... uk = f(x,u,ui,­­­,Uk­i) (3.4.1) 

ou: 
[nk\... F d^f ufc­/(ar,ii,ui,­•­,«*_!) = 0 (3.4.2) 

onde, como habitualmente, Uj = j&, j = 1 , . . . , k. A equação (3.4.1) define uma subvariedade 
fechada Hk em Jk{n), onde n : 1RX x IR^ *■ Mx é o fibrado trivial. Derivando (3.4.2) em 
ordem a x, obtemos uma equação da forma: 

[Kk+Í]... í i = DXF 
df, , ^ df 

= Uk+1 ­ —{X,U,Ui,­ ■■ ,Uk­\) ­ 2^UÍ+1Q~{X,U,UI,­ ■■ ,uk­l) 
i—0 

= 0 (3.4.3) 
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que se diz o 1­prolongamento da equação TZk­ É claro que as soluções de 1Z)~ também satisfazem 
TZk+i­ Mais geralmente, e de forma análoga, derivando r vezes (3.4.1) em ordem a x, obtemos 
o chamado r­prolongamento IZk+r C Jk+r(ir) da equação (3.4.1): 

[ftfc+r]... Dr
xF = 0 (3.4.4) 

Consideremos então o ideal Joo, de J­(n) = C°°(J°°(TT), gerado por: 

{Dr
xF: r = 0,1,2, •••} 

e representemos o respectivo anulador por TZ^. Portanto TZoo é o conjunto dos pontos de J°° que 
são zeros de todas as funções do ideal JQQ. Como em TZ^, Ukiuk+liuk+li • • • se podem exprimir 
apenas como funções de x,u,ui, ■ ■ • , Ufc_i, o conjunto ^oo é uma subvariedade de dimensão 
finita, dim7^oo = k + 1, em J°°(7r), com coordenadas (globais) [x,u,U\, ■ ■ ■, Ufc_i), que se diz o 
prolongamento infinito da equação IZk, dada por (3.4.1). 

Por definição o bicomplexo variacional {ÍÍ* '*(7?­0 0) , Í? , 6} da equação de ordem fc (3.4.1), é o 
pull­back pela inclusão i : IZ^ J°°(E) do bicomplexo variacional livre de J°°(E) a TZoo­

Como (x,u,ui, ■ • • ,iífc­i) são coordenadas (globais) em TZ^, uma p­forma u £ QPilZoo) é 
simplesmente uma p­forma nas variáveis (x,u,u\,< 
gerado pelas 1­formas: 

6 = du — u\ dx, Oi = du\ — u<i dx, 
e Ok-i — duk—i — f dx 

Ufe­i). O ideal de contacto em TZ^ é 

duk­2 ­ Uk­i dx e fe-2 

(3.4.5) 

As diferenciais horizontal e vertical de uma função p em IZ^ são dadas respectivamente por: 

dp 

õip 

fe­l o 

r = 0 

Dxpdx 
fc-2 5 V , v­> d(p dp 

9a; "C?tZr ôtífc-
cía: 

r = 0 " ~ r ­ ­ « ­ 1 

enquanto que as diferenciais das formas de contacto são dadas por: 

50r = dx A 6r+i, Õ6r = O 

ÔGk­i — dx Adf — dx A E^«, 
Lr=0 

cHír 

r = 0,1 , •••, fc­2 

e ainda dO^­i 

(3.4.6) 

(3.4.7) 

(3.4.8) 

Notemos que as funções / G ri0'°(7?.oo) tais que 9</? = O, são constantes ao longo das soluções 
de (3.4.1), e são portanto integrais primeiros de (3.4.1). 

De acordo com Tsujishita [7], se ir : E —* M é um fibrado (vectorial) sobre M, definimos uma 
equação diferencial de ordem < fc e m E, como sendo uma subvariedade fechada 1Z, num 
aberto de J (TT), tal que 7ifc|K '■ TZ —> M é uma submersão sobrejectiva. Uma secção s G r(7r) 
é uma solução da equação 1Z se e só se jks(M) C 1Z. O conjunto de todas as soluções de 72. é 
notado por Soi(JZ). 

Definamos agora o prolongamento infinito da equação 1Z C Jk{^)­ Por definição, TZ é 
uma subvariedade fechada num aberto U Ç Jk(n). Seja 3^ C ^ ( f ) o ideal que define 
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1Z. O prolongamento infinito da equação 1Z define-se como sendo o anulador IZ^, em 
{-nf)-l{U) C J°°(7r), do ideal gerado por: 

i>k 

onde, para i = k, k + 1, • • •: 

3i+1 = {x<p: XGX(M), <p<E3i} (3.4.9) 

Uma secção s G T(E) é uma solução de 1Z se e só se j°°s é solução de 7̂ oo (isto é, j°°s(M) C ftoo). 
De facto, como 3k C 3oo, j°°s(M) C 7̂ oo implica que s é solução de 7?.. Reciprocamente, 
suponhamos que s é solução, isto é, que jks(x) S K, Va; G M, ou ainda, (</? o jks)(x) = 
0, V<£> G Jfc, Va: G M . Por definição de X, sabemos que (X<p) o jes = X(ifiojes), W. Portanto 
(j°°s)*ni = 0 implica que (j°°s)*7^+i = 0, isto é, ( j ^ s ) * ^ = 0, Vi, ou ainda, ( j 0 0 * ) * ^ = 0. 

De aqui em diante, supõe-se que é válida a seguinte condição: 

Condição [R]... 7^00 -> M é um subfibrado de J°°(7r) -> M (3.4.10) 

no sentido em que irflZoc - » M é um subfibrado de Jl(ir) —» M, W > /c. Isto permite, como 
na secção 3.1, definir os objectos usuais em 7^00, funções suaves, formas, campos, etc. 

O fibrado TZ^ —» M está munido de uma conexão: 

riu = HíTlr^ 

onde H é a conexão plana em J°°(TT), definida na secção 3.1.3. Como X3oo C 3oo, VX G X(M), 
vemos que ?Í-R, C TIZ^. Mais ainda - a conexão 7^-^ é plana. De facto, seja i : IZ^ —> J°°(TT) a 
inclusão natural. Como TÇHJi) = i*T(Hj-) e como H é plana, isto é, dY{H^) = 0, modr(7^-L), 
vemos que: 

dT{HJi) = dí*r(HX) 
= i*dr(7i;1) = o modi*r(?í1) = r(7i:^) (3.4.11) 

O conjunto SoiÇJZ) das soluções de 7?., pode ser identificado com o conjunto das secções 
planas de IZ^ —> M, relativamente à conexão H-R. 

Como antes, a conexão H-R permite definir o b icomplexo variacional de 1Z. Se V-R é o 
subfibrado dos vectores verticais de IZ^ —> M, então TIZ^ = V-R 0 "H-R e portanto: 

11 /v-oo = vT7 72-
p+<j=r 

onde: 

A diferencial c! cinde-se nas suas componentes (1,0) e (0,1), respectivamente, d e õ, e obtemos 
o bicomplexo variacional (Í2^ = ® f ^ 9 , d , <5). 
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> Exemplo 3.4.2 [Equação de onda] ... Seja M = M n , n > 2, 7 r : £ = M x I R ­ > M o 
fibrado trivial e R c J^i^) a equação de onda: 

n 

i=2 

Aqui (i) = ( 0 , . . . , 1 , . . . ,0) E N n é o multiíndice com um 1 na posição i e 0's nas outras 
posições. Por exemplo, com n = 3, chamando t,x,y às variáveis independentes em M = IR , 
então n2(i) = "(2,0,0) = '"«,'"2(2) = "(0,2,0) = uxx e 1*2(3) = "(0,0,2) = "TO e a equação de onda 
escreve­se na forma: 

3 
# = "2(l)­XlU2(i) 

i=2 
= "(2,0,0) - "(0,2,0)

 _ "(0,0,2) 

— uu — uxx — uyy = 0, em notação usual (3.4.12) 

Sabemos que: 

n
 Õ d V^ ^ 

/€Nn J 

e portanto, se I = [i\Í2 .. .in) E N n , então: 

ui — Diu 

onde ui = "( i^ , . . . ,^ ) e £>j = DÎ1 ■ ■ ­D£ \ Mais geralmente D / u j = UI+J, VI, J G N n . O ideal 
Joo é pois gerado por {DiK : / e N n } = {uI+2{\) - YA=IUI+2(Í) '■ I £ N " } , e portanto T ^ é 
uma subvariedade em J°° parametrizada pelas coordenadas globais: 

x ,ujtJ = uj{i)+J 
n0 

onde j = 0,1 e J = (0,j2,... ,jn) ENn. 

Um referencial global para H^ar é dado por {6jtj : j = 0,1; J = (0, J2> ■■■,3n) G N n } , onde 
0 j j = 0j(i)+j • Usando as coordenadas anteriores para 7£oo, tem­se que: 

I /Voo 

n 
0o,j = duotj - uijdx1 - Y2uo,J+U)^xJ 

3=2 
n n 

Oi,j = duXj- [J2UO,J+U))
 dxl ~ (j2ui,J+U)dxJ) (3.4.13) 

j=2 ' 3=2 

Portanto: 
fi™ = „4(ft) <g> Ap[ejtj] <S> A ? [ ^ ] 

Os operadores Di = D ; ^ , que são os levantamentos de d/dxl, são caracterizados por 
Ã J dxj = ô{ e Ã J 0j}J = 0, isto é: 

2V = ó? 
­DI"O,J = " I , J 

n 
­Dl"l ,J = ^ U 0 , J + 2 ( j ) 

J=2 

Z ^ U J . J = n i i J + ( i ) , i > 2 (3.4.14) 
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A diferencial d é caracterizada por x% i—► 0, Uj^j i—> 0j_j e <5 por a;1 i—> da;1 e u ^ j i—> X3™=i ̂ iuj,J &x%■ 

> Exemplo 3.4.3 [Equação KdV] ... Seja M = 1R2, i r : Ê = M x E ^ M o fibrado 
trivial e 72. C J2(TT) a equação Korteweg­de Vries (KdV): 

#■ = [K = ii(3)o) +«11(1,0) + "(o,i) = 0 | c J 3 

Em notação usual, chamando x,y às variáveis independentes em M = IR , a equação KdV 
escreve­se na forma: 

l^xxx i LÍ Ü X ~r « y — ^ 

O ideal 3 ^ é gerado por {Di~K : I G N 2} = { I Í / + 3 ( I ) + £>/(uu( l i0) + U(o,i)) : J € N n } . 
Portanto em 7̂ oo tem­se, pondo / = (j, k) G N2: 

u(j+3,k) = D(j,k)F, onde F = -{uu{lfi) + u (0 ii)) 

e portanto IZ^ é uma subvariedade em J°° parametrizada pelas coordenadas globais: 

X ,Uj = U ( j ) 0 ) 
K0 

onde i = 1,2 e j € N. Os operadores D^ — D^ , que são os levantamentos de d/dxl, são 
caracterizados por: 

2V' = í? 
D\Uj = Wj_|_i 

P 2 = ­ ^ ( t i « i + u3) (3.4.15) 

Tí^ é gerado por {0j : j G N}, onde: 

Qj — ^iiol^oo — du3 2_] i = 1,2 DiUjdx1 

e portantO: 
Çl™ = 4( f t ) <8> Ap

[0j] ® A
9

^ ] 

A diferencial d é caracterizada por x% i—> 0, ÍÍJ \-^> 0J e S por x* i—> dx* e ttj i—> 5Zi £>ÍWJ dx\ 

< ■ 

3.5 Simetrias Generalizadas 

Consideremos um fibrado ir : E —> M e seja 1Z C J (TT) uma equação diferencial que satisfaz 
a condição de regularidade [R] (3.4.10). Vamos ver que o espaço das simetrias de 7Z, Sim(7£), 
pode ser considerado como o núcleo de um certo operador diferencial linear que iremos definir. 
Para já, vamos ver o que se entende por "simetria de W. De seguida Ti — Ti-n representa a 
restrição da conexão H a TZ^. 



3.5. Simetrias Generalizadas 57 

> Definição 3.5.1 ... Consideremos as seguintes subálgebras da álgebra de Lie X(7£oo) dos 
campos de vectores suaves em TZ^ : 

S(H) = {X G X ^ o o ) : [X, T(H)\ Ç T(H)} (3.5.1) 

Se notarmos por 3LV{Tl^) a subálgebra de X(7^oo) formada pelos campos de vectores verticais 
de TZao, temos a seguinte subálgebra de ^(71^): 

Sv(H) = S{TÍ)nXv(Tl00) (3.5.2) 

Note-se que T(H) é um ideal de S(Ti), logo temos a seguinte álgebra de Lie: 

Sim(ft) = S{H)/Y{H) (3.5.3) 

Os elementos de Sim(7£) dizem-se as simetrias de 71 e Sim(7£) diz-se a álgebra de simetrias 
deK. 

Obtemos assim a álgebra de Lie das simetrias (infinitesimais generalizadas) de Ti, cujos 
elementos são as simetrias da equação diferencial 71. 

Recordemos que é válida a decomposição TTZ^ = V © H. Portanto, dado um campo de 
vectores X G S(H), podemos decompô-lo na forma X = Xv + XH. Como XH G T(H) C S(H), 
concluímos que Xv = X - XH G S (H) e portanto Xv G SV{H). Deduzimos então que é válida 
a seguinte decomposição: 

S(H) = SV(H)®T(H) (3.5.4) 

e obtemos assim o seguinte isomorfismo de álgebras de Lie: 

Sim(ft) = SV{H) (3.5.5) 

que é muito útil, já que permite, ao calcular as simetrias, ignorar a respectiva parte horizontal 
(a parte trivial) o que simplifica bastante a situação. 

3 .5 .1 C á l c u l o de Sim(£' ) . S i m e t r i a s d a e q u a ç ã o tr iv ia l 

Consideremos o caso em que a equação diferencial é a trivial, isto é, 71 coincide com E = 
IR" x IRm —> M = IRn, o que corresponde a dizer que 71 é definido por um sistema de equações 
vazio. Vamos usar as coordenadas canónicas (xl,uf) para J°°(ir). 

Vimos antes que o espaço dos campos horizontais, T(7i), é gerado pelas derivações totais: 

A = ^ + X > / + « ^ > i = l , . . . , n dx^ ^ I+Wduf . , . . . , . 

Portanto um campo vertical X G T(V) pertence a S {Ti) se e só se [X, Di] G T(H) i 

Se X = 52 Xf A , com Xf G F (ir) = F[x\u% temos então que: 

[X,Di] = 
í 7 ô u f d x ^ ^ ^ d u - j 
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­ E 
a 

+ E X 
d d 

^­«ã^J+E 
ÔXf 

= E (̂ xJ+wã Ĵ " E ( ^ + E"j+«^y ^ | 

­E(<4)­E(Axf^) 

« 9XÏ d 
J+W 3 ^ ô„f 

d 

- E (*?+« (3.5.6) 

Consequentemente, [X, A ] 6 «5(H) se e só se Xf + m = A ^ f , V/3 = 1 , . . . ,m, I € N n . Em 

particular, pondo <pP = XQ, vem que X^s = Di((pP),/3 = 1,. . . , m, e aplicando sucessivamente 

os operadores A , devemos ter Xf = Djip13, V/3 = 1 , . . . , m , I G Nn, onde A = A;1 ■ ■ ■ A\n , P a r a 

/ = (ii,...,in) G N n , ou seja: 

X eSv(H), se e só se X — ̂ J A y 
d 

du
1
} 

(3.5.7) 

O campo da forma (3.5.7) diz­se o campo evolucionário determinado pela função vectorial 
ip = (ipP)p=i m, e nota­se por (Bip. 

Temos então as seguintes proposições: 

> Proposição 3.5.1 ... Seja ir : E = IR" x ]Rm —> M = IR". A seguinte aplicação é um 
isomorfismo: 

jrm „ Sim(E) 
def ^ n .a õ (3­5­8) 

f = (</)/3= l„..m Ê 
V E/3,/ £>/</ 

a«? 

< ■ 

[> Proposição 3.5.2 ... Dado um fibrado arbitrário ir : E —> M, um campo de vectores 
X G XV{E) pertence a Sv {H) se e só se [X,Y] = 0 para todo Y G X(M). 

D e m . Recordemos que Y G T(H) é o levantamento horizontal de y G 3C(M), determinado 

pela conexão H. Como o problema é local, podemos supor que o fibrado é trivial, ou seja, 
que -n : E = IRn x IRm —> M = IR". Então, para que X pertença a SV(H) devemos ter 
[X, A ] £ r (7 í ) , i — 1 , . . . ,n . Mas como vimos antes [X, A ] é um campo de vectores sem a 
componente em •$- (ou, seja, é vertical), pelo que X pertence a Sv(H) se e só se [X, A ] = 0,i = 
1 , . . . , n. Mas se /^ G C°°(M) temos que I f = 0 e portanto [X, E i / ' A ] = E fi[X, A ] ­ Como 
{ A , î = 1 , . . . ,ra} é um base do módulo (sobre C°°(M)) formado pelos campos de vectores da 
forma Y, com Y G X(M), temos [X, A ] = 0, Vi se e só se [X, Y] = 0 para todo Y G X(M). 
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3 .5 .2 Cálcu lo de C a r t a n apl icado à s s imetr ias 

Vamos agora ver como definir os conceitos básicos do cálculo de Cartan em Tico. Recordemos que 
uma p-forma LÜ E fip(7£oo) pode ser encarada como uma aplicação LÜ : XPÇIZ^) —> T multilinear 
sobre T e alternada. A derivada exterior pode ser expressa pela fórmula habitual: 

diü(Xx,...,xp+1) = ^(-iy+1xMXi,...,xl,...,xp+1) + 
i 

J2 (-l)l+Ju;([Xu XjlXu ...,Xi,...,Xj,...,Xp+i) 
í,i 

O produto interior é definido por: 

{X-Ju)(Xu...,Xp-l) = Lj{X,Xu...tXp) 

enquanto que a derivada de Lie é dada pela fórmula de Cartan: 

LXLÜ = XJdio + d(X_\ LÜ) 

para quaisquer X,Xi E X(7?-oo) e LÜ E ^(TZ^o). 

D> L e m a 3.5.1 ... Para qualquer X E Sv(Ti) e LÜ E n*(7í.0o), tem-se: 

LXLÜ = XAdiü + d{XAiü) 
X-AÔu) = - í ( X J w ) 

Dem. De facto temos que, se LÜ E ííp'9(R-oc), então: 

LXLÜ = XJdtü + d(XJ LÜ) 

= X-l(du + ôw) + (d(X-lw) + ô{X-}u)) 
= {X J du + <9(XJ LÜ)) + (X J ÔLÜ + 5 ( X J LÜ) ) 

Como X 3 vertical e LÜ tem bigrau (p,q), XALÜ tem bigrau (p — í,q), e portanto LX(LÜ) tem 
uma componente de bigrau (p, q) dada por X_A ÕLÜ + d(X_l LÜ) e uma componente de de bigrau 
(p — 1, q + 1) dada por X_ï 8LÜ + ô(X^i LÜ). Vamos ver que esta última componente tem de ser 
nula. Como Lx é uma derivação e Op '9 % localmente gerado por O1,0 e fi0,1, basta mostrar que 
Lxü1'0 Ç O1'0 e que Lxü^ Ç Q0-1. De facto, se LÜ E H 0 ' 1 ^ ) , temos que LXLÜ E O 0 ' 1 ^ ) , 
dado que Lxifdx1) = X(f)dxl E n0'1(7?.oo), uma vez que X 3 vertical por hipótese. Suponhamos 
agora que LÜ E n1'0(??-oo) e seja Y E T(TÍ). Temos então que: 

(LXLÜ)(Y) = {XJdtü + d(X_lLü))(Y) 
= dw{X, Y) + Y(XJ LÜ) 

= XLÜ(Y) - YLÜ(X) - LÜ([X, Y]) + YLÜ(X) 

= XLÜ{Y)-LÜ{[X,Y}) (3.5.13) 

(3.5.9) 

(3.5.10) 

(3.5.11) 

(3.5.12) 
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Mas como X G Sv(H) e Y G T{H) temos [X,Y] G T(7í). Portanto como LÜ G fi1'0(^oo). temos 
que ÜJ(Y) = w{[X,Y)) = 0, pelo que (Lxu)(Y) = 0. Concluindo, LxW'q C fi"­9 e, portanto. 
Lx{u) não pode ter componente de bigrau (p — 1, ç + 1). 

<• 

Vamos ver que podemos concluir algo de análogo se consideramos agora a derivada de Lie 
relativamente a um campo de vectores da forma Y, com Y G X(M). 

> Lema 3.5.2 ... Seja Y G X(M). Temos então que: 

L~LÜ = K J 5ÜJ + Í(Y_I u) 

YJduj = ­ Ô ( f j w ) (3.5.14) 

Dem. Observemos que, se / G C°°(M) e X G r (V) , então [ F , X ] / = F X / ­ XYf = 

Y{Xf)-X{Yf). Mas, como feYf estão ambos em C°°(M) e X G T(V), temos X / = X ( y / ) = 
0, pelo que [Y,X]f = 0, V/ G C°°(AÍ), isto é, [ f , X ] G T(V). Assim, de forma análoga ao que 
foi feito na demonstração do Lema anterior, temos que L~Qp'q C flp'q e, portanto, £ç(w) não 
pode ter componente de bigrau (p— 1, ç +1) . Podemos então concluir que y j 9w + 9 ( y j u) = 0 
e, consequentemente, Lço; = y j <5o; + 5(Y-1 UJ). 

< ■ 

Podemos agora enunciar a seguinte versão mais geral da proposição 3.5.2, válida para qual­

quer equação diferencial 1Z: 

O Proposição 3.5.3 ... Se X € SV(H) e Y G X(M), então [X,Y] = 0. 

Dem. Seja / G F(n). Temos então que: 

XYf = XL9f = X{YJÔf + ô(YJf)), pelo Lema 3.5.2 

= XÇYJSf) = L Y ( y j á / ) 
= X J d ( y J Í / ) + 0 ( X J ( Y _ l í / ) ) > pelo Lema 3.5.1 
= X J d(YJ 5f) = ­ X J Y J 88 f 
= x j YJ 5a/ = ­ Y J XJ ôdf = YJ Í (XJ a/) 

Por outro lado: 

Y X / = YLxf = y ( x j a / + a(x j / ) ) 
= y ( x j a / ) = L ? ( x j a / ) 
= Y J á(x j a/) + á(yj ( X J a/)) = Y J <5(XJ a/) 

Logo, XYf = YXf para todo / G F, ou seja, [X, Y]f = XYf ­ YXf = 0 para todo / e f e , 
portanto, [X, Y] = 0. 

< . 

Estes resultados também permitem concluir a seguinte proposição: 
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D> Proposição 3.5.4 ... Lx '■ fi*'* —* ^*'* e am homomorfismo de bicomplexos qualquer 
que seja X ESV(H), ou seja, [Lx,S] = [Lx,d] = 0. 

Dem. Tomemos X E SV(H) e w g ü**. Então, pelo Lema 3.5.1, temos que: 

Lx8u = X J d5u + <9(XJ Su) = X J d5u - 38{X-\ u) 

8Lxu = <5(XJ du) + ôd(XJ u) = -XJ Sdu + ôd(XJ u) 

Mas, como 88 = —8d, temos que [LX,8]UJ = Lx8u — 8Lxu = 0, logo [Lxt<5] — 0. Temos 
também: 

Lxdoj = X J ddu + d(X-l deu) = d{XJi deu) 

8Lxu = d ( X J du) + dd(XJ u) = d(X-l du) 

e portanto, [Lx,d]u = Lxdu - dLxu = 0, logo [Lx, d] = 0. 
<• 

3.5 .3 Automorf isrnos de fibrados 

> Lema 3.5.3 ... Dado um campo de vectores X E X(E), existe uma e uma só simetria 
X E SÇH) que coincide com X em AQ = Fa{it) — C°°(E). 

Dem. Recordemos que 5(W) = {Z e X(^oo) : [Z,T(H)] Ç TÇH)}. 

Unicidade: basta mostrar que se Y E S(H) é tal que Yf = 0, V/ E AQ, então Y — 0. 
Num sistema de coordenadas locais (x%, uf\U), podemos escrever que Y\u = J2ÍY1DÍ + Y', com 
Y* E F{K) e Y' E SV(H), atendendo à decomposição S(H) = Sv(Ti) © T(H) e devido ao facto 
de T(7i) ser gerado pelos campos Di, i — 1 , . . . ,n. 

Então, se Yf = 0, V/ € A , temos que YV = F ' = 0,t = l , . . . , n e F ' u a = 0, a = 1 , . . . , m. 
Pela proposição 3.5.1, isso significa que Y'\u — 0, logo temos Y — 0. 

Existência: Pela unicidade, podemos supor que E = IR" x K m —► Aí = H n . 

Dado X = £ X ^ + E ^ Q ã Í ^ e X(E), c o m ­ ^ ^ " S Ao, definamos X através de: 

x Aá E ^ A + E O I ( y a ­ E ^ H ) ) ã ^ (3­5­15) 

onde, D 7 = DJ1 • • -D%, para J = ( i x , ^ , . . . ,in) E N n . Então, é claro que E ^ A e r(W) e 
52 D1 (VQ ­ E **«$)) 9^r e SV{H), logo X G 5(W). Além disso, temos que: 

Xxi = X1 = Xxi 

xu° = E ^ A ^ + E Z ^ ­ E X ^ ) ^ 

= E*H) + ya­E*H) 
= Ya = Xua 

pelo que X E S(Tt) coincide com X em AQ. 
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<. 

O campo X G S (H), construído no lema anterior, diz­se o prolongamento do campo 
XGX(E). 

Note­se que esta definição de prolongamento, coincide com a ideia geométrica do que é o 
levantamento de um campo de vectores de X(E), ou seja, corresponde ao grupo a um parâmetro 
gerado por X quando considerado a actuar não em T(E) = J°(TT) mas em J°°(ir). X é então o 
correspondente gerador infinitesimal. 

Se 1Z é a equação trivial, definamos agora a aplicação: 

$ : X(E) — Sim(n) = S(H)/r(H) 
X H— [X] {ó j 

Em coordenadas locais (xl,uf), [X] pode ser identificado com o campo evolucionário (£<£>, onde 
ip — (ipa), dado pela segunda soma em (3.5.15), isto é: 

[*] = <V=£^VJL, onde <pa = Ya­J2XÍuh (3­5­17) 
I i 

Temos então o seguinte lema: 

\> Lema 3.5.4 ... <3> é um homomorfismo de álgebras de Lie. 

D e m . Dados X,Y £ X(E), temos que [X,Y] = [X,Y] — [X,Y] em Ao­ Logo, como 

[X,Y] £ SimÇJl), a unicidade de [XY] garante­nos que [X,Y] = [X,Y], pelo que $([X,Y]) = 
[$(X), $(Y)] e $ é um homomorfismo de álgebras de Lie. 

<• 

Supondo E = IR™ x IRm —> M = lRn, vimos que havia um isomorfismo ^ entre Tm e 
Sim(7£). Compondo A — \I/_ 1 com o homomorfismo $ , obtemos um homomorfismo entre X(E) 
e J­m dado por: 

A o $ : X = £ ^ A + ^ y a _ ? _ e X ( i ? ) — *■ = y ­ £ * < « ? „ e * ™ (3.5.18) 

i 

onde X \ 7 a G A0 = FQ{IT) = C°°(E). 

3 .5 .4 T r a n s f o r m a ç õ e s d e c o n t a c t o 

Vamos considerar agora o caso particular em que m = 1. Neste caso JXE tem uma estrutura 
de contacto natural definida pelo fibrado­linha L C T*JlE, localmente gerado pela 1­forma 
de contacto G = du — Y^i^dx1, onde abreviamos uu\ para m. 

Um difeomorfismo 4> : JXE —> J 1 ^ diz­se uma transformação de contacto se </>*L = L, 
ou seja, se (f>*(6) — X6 para alguma função A G ^ ( T T ) que nunca se anula. Um campo de 
contacto ou transformação de contacto infinitesimal é um campo de vectores X G JXE 
que verifica LxTL C TL, ou seja, LxO — XO para alguma função A G Fi(n). O espaço dos 
campos de contacto forma uma subálgebra de Lie de X^E) que iremos denotar por Xct. 
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O Lema 3.5.5 ... Dado um campo de contacto X G Xct, existe uma e uma só simetria 
X 6 <SÇH) que coincide com X em A\ = Ti^). 

D e m . Unicidade: basta mostrar que se y G <S(W) é tal que Yf — 0,V/ G AÍ, então 

Y = 0. Como já vimos, dado um sistema de coordenadas local (xl,u,uj;U), podemos escrever 
que Y\u = E i y* A + Y', com Yi G .F(TT) e f e <Sy(W). 

Então, se y / = 0, V/ G A , temos que Fa;1 = Y* = 0, i = 1 , . . . , n e Y'u = 0. Pela proposição 
3.5.1, isso significa que Y'\u — 0, logo temos Y = 0. 

Existência: Pela unicidade, podemos supôr que B = IRn x IRm —> M = M n . Seja X = 
^ I ' | j + V ^ + E ^ i ^ > c o m Xl,Y,Zi G «4i- Para que X seja um campo de contacto, 
devemos ter LxO = A0 para alguma função À G J-í(ir). Se definirmos W — Y — E j UjXJ, um 
cálculo fastidioso mostra que: 

LxQ = Lxjdu — y^Ujdx1) 
j 

= E ( fer+««-ãr - *<) *>' + E ( ^ + x í ) <** (3-5-19) 
módulo 0 = du — Yluidx%. Logo, X é um campo de contacto se e só se tivermos: 

dW ÕW 
dx% % du 

dW 
X% = - ^ - (3.5.20) 

atii 

Definamos então, para X = E - ^ ^ + ^ J ^ + E Zi^ G %-{JlE), o respectivo p r o l o n g a m e n t o , 
X G X(7r), através de: 

onde W = Y - EjUjXj. Então, é claro que £ X ; A G T(H) e E ^ ^ ã ê " £ <Sy(H), logo 
X G S (Ti). Além disso, temos: 

Xxi = Xi = Xxi 

Xu = {J2XÍL>i + Y,DlwJ-)u = Y,XÍui + W = Y = Xu 

e ainda: 

xUi = ( E ^ A + E ^ ^ ) " * 

dW dW ^ ÕW 
u 

= E X J ^ + ^ + E ^ ( - X Í ) ' por (3.5.20) 
= ZÍ = XUÍ 

pelo que X G 5(H) coincide com X em .4.1 
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Supondo que ir : E = IRn x IR —> M = IR", então, se definirmos \x : Xct —> A\ por: 

"=*­E:*5'+yl;+2>5i " w=i­­Ç­r»< (3.5.22) 

onde Xl,Y,Zi G Ai, temos o seguinte corolário: 

[> Corolário 3.5.1 ... /i é um isomorfismo. 

D e m . É óbvio que \i é um homomorfismo e que é injectivo. Para ver a sobrejectividade, 

note­se que, dadas as relações: 

dW ÕW 
oxl ou 

dW 
A i = — ~ ã — OUi 

Y = ^ + £V0 = ̂ ­ E ^ (3.5.23) 

podemos, a partir de W, encontrar X — ]T ^­g^+Y­g^ + ^Zi­J^­ que satisfaz as relações dadas 
e, portanto, a sua imagem por [Í é W. 

Se (5 : Xe* —> Sim(7?.) = S(H)/T(H) é dada por /3(X) = [X], então temos o seguinte lema: 

[> Lema 3.5.6 ... (5 e um homomorfismo de álgebras de Lie. 

D e m . Dados X, Y G Xc í , temos que [X,Y] = [­X\Y] = [X,Y] em Ai. Logo, como 

[X,Y] G Sim(^) , a unicidade de [X~X\ garante­nos que [X^Y] = [X,Y], pelo que (3{[X,Y}) = 
[f3(X),/3(Y)} e /3 é um homomorfismo de álgebras de Lie. 

Concluindo toda esta discussão, supondo que ir : E = IRn x IR —> M = IR", temos então 
definidos os seguintes homomorfismos: 

A : Sim(E) Tm 

Z^D^ ~ foVi....™ (3­5'24) 

$ : £(£) SimJE) /3 : Xcí SimJE) 
X —► [X] X ^ [X] 

/ J : Xc t Ai 
X = ZX^ + Y + J2Zi£­ —» Y­ZX^ 

(3.5.25) 

(3.5.26) 

Se definirmos ainda: 
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v : 
X 

X(E) 
— X^ Yi & _i_ V 9 

- 1^
 A dx

i+ 1 du 

►­

Y ­
­Al 

­ZuiX* 

então: 
A = pT1v : X(E) 

X^EX'é + Y A. 
du 

i > 

Xct 

{a~^){X) 

é dada por: 

d_ 
du 

Yx* - + Y- i y(
d
(

Y
-p

u
^

xl
) | .^(r­Etü** 

<9x* dx* ekt 

(3.5.27) 

(3.5.28) 

(3.5.29) 

e temos o seguinte diagrama comutativo: 

X(E) 

Sim(E) 
A 

­*A 

3 .5 .5 D e s c r i ç ã o de Sim(7£) 

Supondo que ir : E = lRn x IRm —» M = IR", seja Tl uma equação diferencial dada por 
TZ — {Fe = 0, í = 1 , . . . , k}, com F1 G JF, i = 1 , . . . , k, que satisfaz a condição de regularidade 
[R] (3.4.10), isto é, ftoo ­+ M é um subfibrado de TT^ : J°°£; ­> M. 

Consideremos o chamado operador de linearização universal, definido por: 

def 
lF{fp) W [ZtpF*) 

(3.5.30) 

onde F = (.F^)í=i,...,fc, isto é: 

(M' = ***- *> *■£* 
.a,I 

7
 9U

'I 
a.L

 1 

(3.5.31) 
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ou de outra forma, o operador £p é dado por: 

I 

dF1 dF1 

du] du2, 
dF2 dF1 

du] duj 

dFk dFk 

õv du 

dF1 

duf 
dF2 

du? 

dFk 

du? 

Dj (3.5.32) 

o que mostra que o operador £p pode ser restrito a TZ^. De facto, se 3oo é o ideal que define 
TZoo, temos que ^(5S>) c 3oo e> portanto, faz sentido considerar a referida restrição que notamos 
por: 

1F : T(TZ)m - T(1lf 

Fixemos agora um campo X G S (HK). Ponhamos uf — « j l ^ e / = Xüa G J-(71). E 
sempre possível escolher, para cada a, uma função / a e f tal que f^ln^ = / • Pela proposição 
3.5.1, sabemos que: 

def V ^ n m S ^ _ „y X E^/c 
duj €/a eSv(H) 

Vejamos que este campo de vectores é tangente a TZ^ e coincide com X em TZ^: 

> Lema 3.5.7 ... X é tangente a TZ^ e X ) ^ = X. 

D e m . Queremos ver que Xa = Xa para todo o ponto cr G Ti>oo- Para isso, basta ver 

que XŒuJ = Xauf, uma vez que X e X são campos verticais. Sabemos que, por hipótese, 
X é tangente a IZ^, logo, X^uf = XaüJ — (Xu_j)(a). Portanto, é suficiente mostrar que 
p(Xuf) = Xuf, onde p : T —> J-(7Z) é a projecção. Representemos ainda por Di a restrição de 

Di a 72-00, Di = DÍITI^. Temos que Di comuta com p. Logo, como X G Sv(H) e TJj = -Q-;, pela 
proposição 3.5.2 temos que [X,Di] = O, ou seja, XDi — DiX, pelo que p(Xuf) = p(XDiua) = 
PÍDTXU*) = Dip(Xua) = D^pT) = £>/(/Q) = D^Xu"*). Agora, como X G <Sy(7t) e A = 
g | í , pela proposição 3.5.3 temos que [X, Di] = O, ou seja, XDi = DiX, pelo que Dj(Xüa) = 
X(L»jüa) - l î Ç . Logo, p(Xu?) = Xü? . 

[> Lema 3.5.8 ... Seja (p = (tpa) G Tm. O campo de vectores (Stp = YlDnpa-^s é 

tangente a TZ^ se e só se tp^p G n^= 1^0 O . 

D e m . Uma vez que Zoo é gerado pelas funções da forma DiFt', 7 G N n , £ = 1 , . . . , k, o 
campo de vectores (£<£> = ^Dnpa-g^ é tangente a 72.00 se e só se <BípDjFe G 2oo, V7,^. Mas, 
pela proposição 3.5.3, (BipDjFe = Di<EipFe, e como 3oo é L>;-fechado, vemos que <Bip é tangente 
a 72oo se e só se <E(pFe G 3oo- Mas por definição: 

<V^ = £ W ^ F ¥ > y 
donde se deduz a proposição. 
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Podemos finalmente anunciar o resultado mais importante desta secção, que permite exibir 
Sim(7£) como núcleo do operador de linearização universal tp: 

> Teorema 3.5.1 ... A seguinte aplicação: 

P» — ^(Woo) ( 3 5 3 3 ) 

induz um isomorfismo entre Ker£p e Sim(72.). Por outras palavras: 

Sim(ft) S {€<^|Koo: c^G­F", e ^ = o} 

S {y, G ̂ ( ^ ) m : ZF(^ = O} (3.5.34) 

D e m . Definamos a seguinte aplicação í ' , através de: 

* : K e r £ F ► Sim(ft) 
(3.5.35) 

Se y> G K e r c ^ , temos que •C_FV? G 3£o, logo, pelo lema anterior, (£y> é tangente a Tí­oo, pelo 
que a aplicação $ está bem definida. Como Sim(7?.) = S (Ti), pelo lema 3.5.7, \I/ também é 
sobrejectiva. Para ver a injectividade, tomemos (p G Ker­c^ tal que ^(<p) = £ip\-n = 0. Então 
((£y>ua)|K = ^" ITC^ = 0 O U seja, ipa G 3oo>Q! = 1 , . . . ,TO. Reciprocamente, se ip G $ » e n t ão 
^(9?) = ÊyjL = 0. Logo, K e r ^ = J™. Assim, temos que (Ke rc^ ) / ^ 0 O = Sim(7£), e como, 
(Kev£F)/Zoo = Keiip, vem que K e r ^ F S Sim(ft). 

< . 

3.5.6 Campos de contacto em equações diferenciais 

O teorema 3.5.1 fornece um método de cálculo das álgebras de Lie dos campos de vectores em 
E, e se m = 1 dos campos de contacto em JlE, que deixam invariante a equação TZ. 

Consideremos então uma equação diferencial 1Z em TT : E = IR" x IR —> M — IR™, e ainda os 
seguintes campos: 

3to(R.) = {[X], XeX(E), X é tangente a K^} 

e para m — l: 
Xct(TZ) = {[X}, X G X C Í , X é tangente a ft^} 

Ponhamos ainda: 
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> T e o r e m a 3.5.2 ... 

(i). Xo(K)= T0nKerlF 

(ii). Xct(K) ^ F i n KeilF, se m = 1. (3.5.36) 

D e m . (i). Seja X G Xo(TZ). por definição X = [Y] para algum Y G X{E). Se Y = 

£ X l £ + £ ^ Q ã ^ , seja p = ( ^ ) , onde p " = 7 a - £ , < X \ Temos que X ^ = Y - £ X ^ A 

é um campo tangente a TZoo, logo, pelo lema 3.5.8, •cjp(</3a) € 3 ^ e (<£>") ITC ,̂ É f o ^ Ker£^ , 
sendo esta correspondência bijectiva. (ii). prova-se de forma análoga. 

> E x e m p l o 3.5.1 [Equação K o r t e w e g - d e Vries] ... Seja E = R 2 x IR —> IR2 e (X\UÍJ) 
as cordenadas canónicas em J°°(E), onde pusemos Ujtk = U(i,fc)- Seja TZ a equação KdV 
(Korteweg-de Vries): 

U = {F = f u3fi + uuh0 + «o,i = 0} C J3E (3.5.37) 

(ou em notação usual uxxx + uux + uy — 0). O ideal 3oo, que define 7£oo, é gerado por 

{DjF; I G N 2 } . Temos que {x%,Uj = ujfl\-ji ! * = 1,2, j G N} é uma carta global 

para T ^ . Representemos ainda por Di a restrição A|-ft = ^ r 

é tangente a T ^ e que é caracterizado por: 

; i = l , 2 . Sabemos que D; 

A ^ = 5/ , £>iUj = Uj+i, DïUj = -D{(uui + uz) 

Tijl é gerado por 6j onde: 

@j = Qjfilfi — diij — 2_, D{Ujdx% 

í=l,2 

Temos neste caso que m — 1, k — 1 e portanto: 

lFip = <E(pF 

= (p2 + uDx + D\ + ui) <p, ^ e f (3.5.38) 

e ainda: 
J7! = ^ r (x 1 ,x 2 ,u ,u i ,U3) C F (3.5.39) 

Um cálculo mostra que (K.ei£p) n í i é gerado por {«i,—(«3 + u « i ) , l — x2u\,—xxu\ + 
3x2(tí3 + utii) — 2u}. Isto corresponde a X\ — d/dx1,X2 — d/dx2,X% = x2d/dxl + d/du e 
X4 = x1d/dx+3x2d/dx2 - 2ud/du e X(E). Os seus comutadores são: [Xi,X2] = [Xi,X3] = 
0;[Xi,X4] = [X2,X3J = Xi;[X2,X4] = 3X2 e [X3,X4] = —2X3. Sucintamente, a correspon­
dência: 
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- Y^
aiXi '— 

é uma injecção de álgebras de Lie X
ct c—> gi^TR). 

a.4 «3 0 a i 

0 3(24 0 «2 
0 0 — 2d4 03 
0 0 0 0 

> Exemplo 3.5.2 [Equação de Burgers] ... Consideremos a equação de Burgers: 

ut = uux + uxx (3.5.40) 

Esta equação diferencial é da seguinte forma, mais geral: 

ut = f(u)ux + uxx (3.5.41) 

onde f(u) é uma função de u. 

Seja então £ uma equação desta forma e £°° o seu prolongamento ao espaço de jactos infinitos 
J°°(TT). Para obter um sistema de coordenadas intrínsecas em £°°, observemos o seguinte: 

Se Di e A são os operadores de derivação total dados por A = ^ + u(i,o)ãí + • • • + 
u(a+l,/3)5ïïJ^+­ ■ • el>2 = |+«(o,i)£+• • ■+u{a,0+i)õ4^+- ■ •' e n t ã ° D°D^ = D"(umï = 
u(a,(3) P a r a todos a, j3 € NQ. Logo, em £, vem: U(a?Jg+i) = A ? A j (v) = DfD^(w(o,i)) = 

' ( a . O ) ^ 0 como um sistema de A ? A C"(2,o) + f(u)u(i,o))- Assim, podemos tomar x, t e ua 
coordenadas intrínsecas em £°°, no qual a restrição dos operadores anteriores a £°° é dada por: 

A 

+ 2^ V i 
dx 

a€No 
<9tin 

<9 9 
A = D2\s°° = ^T+ 13

 u
(«,i) 0í 

a£No 
'3u (a,0) 

«6No 

(3.5.42) 

O ideal 3oo, que define £°°, é gerado por {D/F ; I G N 2 } , onde F — u2 + f(u)u\ - U(o,i)­

Como consequência do teorema 3.5.1, vemos que há um isomorfismo entre a álgebra das simetrias 
d e £ e a álgebra de Lie de soluções da equação £.F{V) — 0­ Neste caso, restringindo as soluções 
a £°°, temos: 

£F = ^Dl + ^-Dx + ^ + | ^ A = D* + f(u)Dx + / ' («)«! - A 
<9it2 <9ui <9it 3 U Í 

e portanto: 
£ F ( P ) = 0 <=> DlUp) + f(u)Dx(<p) + f'(u)Ulip ­ A(y) = 0 (3.5.43) 
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Designando por Tk o espaço das funções </> tais que ­j£­ — 0 para n > k, vamos agora supor 
que <p £ Tk e que ■*&­ ^ 0, ou seja, que ip é uma função das variáveis x, t, u, u\,..., uk. Então, a 
equação £.F(<P)

 = 0 n^° depende das variáveis un com n > fc + 2. De facto, também não depende 
da variável uk+2, pois temos: 

£F(<p) = D2
x(<p) + f(u)Dx(<p) + f(u)Ul<p­Dt(ip) 

= £>*( . . .+ w f c + i ^ ) + f{v)Dx{<p) + f'{u)uitp 

­ ^ ­ («2 + / ( t i ) « l ) ^ ­ («3 + f(u)u2 + f\u)u\)^ 

­{uA + f(u)u3 + 3/'(«)ui«2 + / > K ) j ^ ­■■■ 

­{uk+2 + f(u)uk+i + (k + 1)/ (u)uiuk + . . . ) ­ — 

= . . . + u f c + 2 ^ ­ + . . . ­ W f c + 2 ^ ­ ­ . . . e ^ f c + i (3.5.44) 

Note­se que a equação é polinomial de grau 2 relativamente à variável Uf.+i' 

£F(ip) = D2(v) + /(«)^(v) + //(«)t*iv­A(¥') 

= ^( • • •
+ u f c + i

3
+
­ ­ ' 

2 ^
2
V 

= ... + uk+1^ + ... 

sendo que não aparece mais nenhum termo de coeficiente u\+l. Logo, ­^ = 0 e tp = Auk + B, 
k 

com A,B £ J­k­i­ Relativamente aos termos com coeficiente Uk+i, temos: 

tF[S>) = D2
x(<p) + f(u)Dx(<p) + f'(u)uW­Dt(<p) 

= ^(l
+
^

+
­­­

+
^£)

+/
^(^

+ui
^

+
­­­

+ufc+ i
3 

+nu)Ul(p - ^ ­ («a+/(«)«i)^ ­... ­ K+i+-)g^r l 
­(Uk+2 + f(u)Uk+l + ■ ■ ■) ~ 

dip ( dp \ . . cfy 
duk­i duk 

= uk+1Dx (2jp) + . . . = uk+lDx(A) + ... (3.5.45) 

Fazendo £­F(<p) = 0, temos que DX(A) = 0, logo A — A(t), ou seja, A é uma função que 
apenas depende da variável t. Além disso, podemos ver que a equação também é polinomial de 
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grau 2 relativamente à variável uk: 

tF{y) = D2
x{v) + f{u)Dx{v) + f{u)uW-Dt{<p) 

V <9ufc_i 

sendo que não aparece mais nenhum termo de coeficiente u |+i ­ Logo, -^ = -g-j = 0 e B = 
k k 

auk-i + b, com a, b G J-k~2- Relativamente aos termos com coeficiente uk, temos: 

£F(<p) = DHy) + f{u)Dx{p) + f'(u)ulV> - Dt{<p) 

Dx(<p) = Dx(Auk + B) = Dx(Auk + aufc_i + 6) = Aufc+1 + aufc + Dx(a)uk-i + Dx(b) 

D2
x{(p) — Dx{Auk+i+auk+Dx(a)uk_i+Dx(b)) = Au f c+2+au f c+i+2Da ;(a)ii f e+D^(a)T/ f c_i+i)^(6) 

Dt(<p) = Dt(Auk + aufc_i + 6) = A(A)u f c + AD t(ufc) + A(a)«fc­i + a A K ­ i ) + A ( 6 ) 
= A'(í)tífc + AD*(«2 + / (« )« i ) + A(a)t*fc­i + a D * " 1 ^ + / ( u )« i ) + A(&) 
= A'(t)«* + A(uk+2 + f{u)uk+l + (k + l)/ '(«)«i«fc + . . . ) + 

+A(o)«fc­ i + a(ufe+i + / («)«* + . . . ) + A(&) (3.5.46) 

Logo, o coeficiente de uk é 2Dx(a) + f(u)a + f'(u)u\A - (A' + A(k + l)f'(u)u\ + af(u)) = 
2Dx(a) + kAf'(u)uí - A' = 2Dx(a) + kAf'(u)uy - A1 = Dx(2a - kAf) - A1. Assim, temos: 

Dx(2a - kAf) - A' = 0 «*=>■ Dx(2a - kAf) = A1 

2a - kAf = Áx + 7 

a=hkAf + A'x + ~Í) (3.5.47) 

onde 7 é uma função que apenas depende da variável t. Portanto, a função geradora ip é da, 
forma 

if = A(t)uk + ^{kA{t)f + A'(t)x + 7(*))«fc­i + b, be Tk-2 (3.5.48) 

Notemos ainda que o coeficiente do termo em u\uk_\ é um múltiplo inteiro de f"{u)-^-, sendo 
que, por hipótese, -^- ^ 0. Mas então, <p"(u) = 0 ei cp = au + j3, com a,/3 € IR, e apenas 
neste caso a equação £ admite simetrias. Podemos facilmente verificar que o caso a = 1 e (3 = 0 
corresponde à equação de Burgers. 

Esta descrição das simetrias da equação dada permite­nos também descrever a respectiva 
álgebra de Lie. Nomeadamente, dados ipi = A\ukl + òi e p>2 = A2Uk2 + 62, com Ai = Ai(t) e 
bi S J~ki i — 1) 2, temos que {y?i, </?2} é ainda uma função geradora, dada por: 

Wi,<P2} = -(k2A[A2 - k1A'2A1)ukl+k2_2 + c 

com c G ^ ^ ^ 2 ­ 3 ­ Finalmente, com esta descrição das funções geradoras, é possível mostrar que, 
embora a álgebra de Lie das funções geradoras das simetrias da equação de Burgers seja gerada, 
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como espaço vectorial, por todas as funções polinomiais em x,t,u,... ,Uk do tipo ip\ = tlUk + q, 
com q G Fk-l e i < k, ela, é gerada, como álgebra de Lie, apenas por certas funções do tipo <p\, 

i o tp\ e <̂ 3-



Capítulo 4 

Sucessões Espectrais 

4.1 Conceitos de álgebra homológica 

Um complexo diferencial é uma sucessão de espaços vectoriais1 e aplicações lineares, chamadas 
diferenciais: 

. i T ­ 1 d ' ~ 1 , Kl — i T + 1 . . . . (4.1.1) 

tais que d1 o dl~l = 0. Em geral omite­se o índice i nas diferenciais e escreve­se simplesmente 
d2 = 0. Por definição imcf ­ 1 Ç Kercf. A cohomologia do complexo (K*,d) é a família de 
espaços vectoriais: 

H\K*,d) áM ^ Â (4.1.2) 

Quando W(K* ,d) = 0, isto é, imdl~x = Keid1, o complexo diz­se acíclico (ou exacto) em grau 
i, O complexo K* diz­se acíclico se o fôr em todos os graus. 

Elementos de Z% = Kerd1 C Kl dizem­se i­cociclos e elementos de Bl = im cf_1 Ç K% 

dizem­se i ­cobordos . Dois cociclos «1,0:2 £ ^ dizem­se cohomólogos se <x\ — «2 6 Iva d1' . 
Neste caso, definem a mesma classe de cohomologia [ai] = [«2] G H%(K*,d). 

Um morfismo de complexos diferenciais F : K* L*, é uma família de aplicações lineares 
p : Kl «­ Ll que comutam com as diferenciais: 

di 
K i­l 

lK 
Kl 

dK ( Ki+1 dK 

K 

ci­l 

<­i dri 
Kl K 

i+1 

J t + 1 

(4.1.3) 

Um tal morfismo induz uma aplicação Hl(f) : Hl(K*,d) Hl(L*,d), definida por 
ÍP ( / ) [ a ] = [/(a)]. Claramente que i P ( / o j ) = #<( / ) o Í P ( 5 ) . Portanto #*(■) é um func­

tor covariante da categoria dos complexos diferenciais na categoria dos espaços vectoriais. 

Dois morfismos de complexos f,g : K* » L* dizem­se homotópicos se existem aplicações 
hl :Kl ■i-l 

tais: 
r -9

1 ti+1éK + éílti (4.1.4) 
1mais geralmente, de ií­módulos.. 

73 



4.1. Conceitos de álgebra homológica 74 

isto e: 
K i ­ i aK 

Kl hK K i+l UK $ï
l 

f-
1 g

1
'
1 h* f*g* ti

+í
f

i+1
g

i+1 

i ­ l 

(4.1.5) 

j í + 1 
K i­l K

l 
K i+\ 

As aplicações hl dizem­se uma homotopia. 

> Proposição 4.1.1 ... Se os morfismos de complexos f,g : K* *■ L* são homotópicos, 
então #*(/) = Wig), Vi. 

Dem. Seja [a] G W{K*,d). Então da = 0 e: 

f(a) ­ g{a) = (hd + dh)(a) = d{h{a)) [/(«)] = [5(a)] 

Dois complexos K* e L* dizem­se equivalentes se existirem morfismos / : K* ­ L* e 
g : L* >­ K*, tais que g o / é homotópico a Id^ e / o g é homotópico a Id^. E claro que 
complexos equivalentes têm cohomologias isomorfas. Um complexo K* diz­se nulo­homotópico 
se a aplicação identidade Id# é homotópica à aplicação nula, isto é: 

làx = hd + dh 

­ Kl~l. Um complexo nulo­homotópico é obviamente para alguma homotopia K1 : K% 

acíclico. 

Consideremos uma sucessão exacta curta de complexos diferenciais: 

ou mais detalhadamente: 

/ K* 

dL dK 

M* 

p+l J ( Ki+i 9 ^ A/fi+i Ml 

d­M 

V — ­ K{ — ­ M 

(4.1.6) 

(4.1.7) 

dL 

~ L i ­ i / 

dK 

*K
l 

dM 

­i _ ^ M'­1 
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Portanto cada linha é exacta e / e g são morfismos de complexos (todos os quadrados são 
comutativos). As cohomologias de L, K e M, estão relacionadas pelas aplicações seguintes: / e 
g induzem como habitualmente aplicações: 

H\L) 
HKf) H\K) H*(9) H\M) 

Mas existe uma aplicação menos óbvia: 

\é : H\M) Hi+1{L) (4.1. 

chamada o conector, que se define da seguinte forma: seja [a] € Hl(M), com a e M% tal 
que dua, = 0, e tomemos um elemento (3 G K% tal que g(/3) — a, o que é possível já que g é 
sobrejectiva. Temos que g(dxf3) = dM(g(/3)) — duot — 0, isto é, dxfi <E Kerg — i m / , e portanto 
existe um elemento 7 G Ll+1 tal que 7(7) = dxP-

7 e L' i + l - / (7 ) = d*/3 e # i + 1 A 

cfo 

/ ? € # ' 

du 

-* a eM* 

Mas 7 é um cociclo, i.e., àin = 0. Com efeito, f(dLj) = dx(f(j)) = d2
K(3 = 0, e portanto 

dLj = 0 já que / é injectiva. É fácil ver que 7 depende apenas da classe de cohomologia 
[a] G Hl(M) de que partimos, e assim fica definido o conector k% pondo: 

fc« : [a] H-> [7] € J T + i ( I ) [a] £ H\M) 

Portanto, dada a sucessão exacta curta de complexos diferenciais (4.1.7), obtemos uma 
sucessão longa: 

1-HM) 

(4.1.9) 

H^(L) 
HHf) 

Esta sucessão é exacta e diz-se a sucessão exacta longa associada à sucessão exacta curta 
de complexos diferenciais (4.1.7). 
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4.2 Sucessões espectrais 

> Definição 4.2.1 ... Uma sucessão espectral (de tipo cohomológico) é uma colecção 
de espaços vectoriais2 E = {E*!'q}r=olii2— e, para cada r, diferenciais de bigrau (r, l — r): 

El'' 
rP'1 

(4.2.1) 

tais que: 

• a?r = 0 (mais exactamente rfP+^+i-r- 0 ^ - o). 

• para todos osp,q,r, o espaço -E^-fi é isomorfo à cohomologia Hp'g(E*'*,dr), relativamente 
à diferencial dr: 

^!=HMrX), Vp,q,r (4.2.2) 

ET 

(p + r,q-r + l) 

Notemos que Er e dr determinam Er+\ mas não determinam dr+\. Para esclarecer o signifi­
cado desta definição, comecemos por (E2, efe) (para não sobrecarregar muito as notações vamos 
omitir provisoriamente a referência à bigraduação em E*'*). Representemos por: 

Z2 = Ker efe B2 — im efe 

A condição efe o efe = 0 implica que B2 Q Z2 Q E2, e, por definição, E3 = H(E2,d2) = Z2/B2. 
d3   

Seja Z% — Ker (E3 E3). Como Z3 é um subespaço de E3 = Z2/B2, pode ser escrito na 
forma Z^/B2) onde Z3 é um subespaço de Z2. Analogamente B3 = im(i?3 - E3) é isomorfo 
a Bs/B2 e portanto: 

£4 = Z3/B3 = (Z31'B2) I'(B31'B2) = Z3/B3 

(o último isomorfismo deve-se ao "terceiro teorema fundamental do isomorfismo"), o que pode 
ainda ser apresentado sob a forma de uma sucessão de inclusões B2 Ç _B3 C Z3 Ç Z2 Ç E2. 

Iterando este processo, obtemos a sucessão espectral sob a forma de uma torre infinita de 
subespaços de E2: 

B2ÇB3Ç---ÇBrÇ çZrç---çZ3çZ2çE2 (4.2.3) 

mais geralmente de .R-módulos. 
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com a propriedade de que Er+\ = Zr/Br. A diferencial d r + i pode ainda ser considerada como 
uma aplicação Zr/Br *■ Zr/Br, que tem núcleo Zr+i/Br e imagem Br+\/Br. A sucessão 
exacta curta induzida por dT+\: 

0 Zr+i/Br Zr/Br — Br+l/BT ­ 0 (4.2.4) 

dá origem a isomorfismos Br+\/Br = (Zr/Br) / (Zr+i/Br) — Zr/Zr+i, Vr. 

Diz­se que um elemento a G E2 é um r­cociclo, se a está em Z r (e portanto a está no 
núcleo das r — 2 diferenciais anteriores). Por outro lado, os elementos de Br Ç £2 dizem­se 
r ­ cobordos . Consideremos agora os seguintes subespaços de E2\ 

Zoo = f f i Zr = {a e E2 : dr(a) = 0, Vr} 
r 

Boo = f \jBr ^ {aeZoo­ a^ dr{(3) para algum (3 <E Er} (4.2.5) 
r 

Da torre infinita de inclusões (4.2.3) deduzimos que Boo Q Zoo, e finalmente definimos: 

-"00
 = Ax>/-°oo 

cujos elementos são os oo­cociclos, módulo cobordos de alguma ordem. 

Antecipando a noção de convergência, temos que, em geral, o objectivo do cálculo é o termo 
limite Eoo­ Sob certas condições favoráveis, o cálculo termina após um número finito de etapas. 
Vejamos um exemplo dessa situação. Diz­se que uma sucessão espectral colapsa na ordem N, 
se dr = 0, Vr > N. Da sucessão exacta: 

0 «­ Zr/Br­X Zr^i/Br­X — Br/Br­i 0 

e da condição dr — 0 deduzimos que Zr = Zr^\ e Br = Br­\, e portanto, a torre (4.2.3) fica: 

B 2 Ç B 3 Ç " ' Ç S J V _ I = BN = ­­­ = Boo<zZO0^­­­ = ZN = ZN^ ç ■ ■ ■ ç Z3 ç Z2 ç E2 

isto e: 
Eoo = EN = ZN/BN 

4.3 Pares exactos 

D> Definição 4.3.1 ... Sejam D e E dois espaços vectorais e i : D —» D, j : D —> E e 
k : E —> D homomorfismo>s. Diz­se que C = {D,E;i,j,k} é um par exac to se o diagrama 
seguinte é exacto: 

D i »D 

(4.3.1) 

E 
isto é, imi = Kerj,imj = Kerk e imfc = Keri. 

<. 
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Se definirmos d : E —> E através de d = j ok, deduzimos, como consequência imediata desta 
definição, que (E, d) é um espaço diferencial. De facto: 

d2 = [j o k) o (j o k) — j o (k o j) o k — 0 

A operação fundamental sobre um par exacto consiste na formação do respectivo par 
derivado. Para isso definamos: 

• E' — H(E, d) — Kerd/imd — Ker (j o fc)/im(j o k) 

• D' d= i(D) = Keij 

., def 
i\ :D=D ,: D' -> D ' 

• f : D1 —> E' define-se da seguinte forma: se x' = i(x) pertence a D', com x £ D, definimos 
j'(x'), através de: 

j'(x') = [j(x)]€H(E,d) = E' (4.3.2) 

onde [ ] representa a classe de cohomologia em H(E, d). É claro que precisamos de mostrar 
que j ' está bem definida, isto é, que: 

— j(x) é um cociclo. De facto d(jx) = jkj(x) = 0. 

- a classe de cohomologia [j(x)] não depende da escolha de x £ D. De facto, suponha­
mos que x' — i(y) para um outro y £ D. Então i(x — y) = 0 => (x — y) £ Keri = 
imfc =>• x — y = k(e) para algum e £ E. Portanto: 

jx - jy = jk(e) = d(e) =ï [j(x)j = [j(y)} 

• Finalmente define-se k!' : E' ->> D' da seguinte forma: se [e] £ H(E), então d(e) = jk(e) — 
0 => k(e) £ K e r j = imi => k(e) = i(x) para algum x £ D, i.e., k(e) £ i(D) = D'. Pomos 
então: 

k'([e]) á^ k(e) (4.3.3) 

e é fácil ver que desta forma k' está bem definida. 

Ao par C = {D1, E'\ i',f, k'} assim construído chamamos o par derivado de C: 

D' = i(D) Ï D' = i(D) 
\ / 

k< f (4.3.4) 

E' = H{E,d = jok) 

O resultado fundamental é o seguinte: 

t> Proposição 4.3.1 ... O par derivado C = {D1, E';i',j',k'} é um par exacto. 
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D e m . (i). i m j ' C Kerfc'. De facto k'j'(x') = k'j'i(x) = k'j(x) = kj(x) = 0. (ii). 

i m j ' D Kerfc': como k'[e] = k(e) — 0, vem que e = j(x) = j'{ix) G i m j ' . O resto da prova é 
análoga. 

<• 

O processo acima descrito pode evidentemente ser iterado. Assim, começando com um par 
exacto C = C\ = {D, E; i,j, k}, obtemos uma sucessão de pares exactos Cr = {Dr,Er;ir,jr, kr}, 
onde Ci = \P<i,E%\ií,h,ki} = {D',E';i',j',k'} = C, e Cr+\ é o par derivado de Cr. 

Para estabelecer a relação com sucessões espectrais, vamos introduzir uma bigraduação. 
Suponhamos então que o par inicial C — C\ é bigraduado, isto é, que D\ — D*{* = ® p g D \ , q e 
Ei = El'* = ($pqE

p'q, e ainda que h : Di ­> D% tem bigrau ( ­1 ,1 ) , j i : Dx ­> £à tem bigrau 
(0,0) e fci : Ei 4 Z^ tem bigrau (1, 0): 

iP.4 . jyp.1 „ £>p­i.a+i 

jP.9 ; £ ™ „ £*■« 

fcP.9 : Ef'9 * Dp+1'q (4.3.5) 

( ­1 ,1) 
D{ %i D{ 

ki Ji 
(1,0) \ / (0,0) 

£*' 

Nestas circunstâncias, di = jioki : E^* ►­ E*'* tem bigrau (1,0), isto é dv{q : Ep'q ►­ E\ ,q 

e EP'q = HP<I(EI, 

temos o seguinte: 

Jíex dp'q 
e Ep'q — Hp>q(Ei,di) = ­.— ,p­i,q e portanto, se Ci = {D2,E2;Í2,J2,k2} é o par derivado de Ci 

ímdf 

( ­1 ,1) 
D2 %2 JJ2 

k2 72 
(1,0) \ / ( i , ­ i ) 

E, *,* 
Ker<'g 

2 "im^r
1
'

9 

isto é, <Í2 tem bigrau ( 2 , ­ 1 ) . Mais geralmente, se Cr = {Dr,Er;ir,jr,kr} é o r­ésimo par 
derivado de C = C\, temos a seguinte proposição cuja prova resulta imediatamente das definições:: 

> Proposição 4.3.2 ... 

(i). ir tem bigrau (—1,1), j r tem bigrau (r — 1,1 — r) e kr tem bigrau (1,0). 

(ii). dr = j r o kr tem bigrau (r, 1 — r ) . 

(iii). E™ = Kerd^/imdP­^^­1. 

Portanto o par exacto bigraduado C dá origem a uma sucessão espectral {EP'q,dp,'q}r=it2,.­­­
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4.4 Complexos filtrados 

Suponhamos agora que temos um complexo K = (K*,d) = {Kn,d} munido de uma filtração 
decrescente {(i77 '­?0*}P=O,1,2,3­ : 

K* = (F°K)* D (F1K)* 2 • ■ • 5 (FPK)* D (FP+ÍK)* D ■ ■ ■ (4.4.1) 

ou mais detalhadamente: 

d 

Kn+1 D 

Kn D 

d 

Kn­\ 

d 

D 

D (FpK)n+1 D (Fp+lK)n+1 D 

2 (FpK)n 2 (Fp+1K)n 2 

2 {FpK)n"1 2 (Fp+1K)n'1 D 

(4.4.2) 

Para cada grau de filtração p fixo, temos uma sucessão exacta curta de complexos: 

0 ». (Fp+1K)* » (FpK)* » (FPK)*/(FP+1K)* ­ 0 (4.4.3) 

e portanto, quando aplicamos o functor de cohomologia, obtemos a correspondente sucessão 
exacta longa (para cada p fixo): 

► Hn^{FpK/Fp+lK) 

Hn(Fp FP+ÍK) (4.4.4) 

Hn+í(F^riK) 

onde k é o conector. É tradicional neste contexto pôr: 

n = p + q 



4.4. Complexos filtrados 81 

( p é o grau de filtração e n é o grau total) o que faremos de aqui em diante. Observemos que só 
existem dois tipos de termos : cohomologia de algum FPK ou cohomologia de algum quociente 
FPK/FP+1K. Portanto se definirmos os módulos bigraduados El'* e D\'* através de: 

def 
DP,q u« Hp+q{FpK) 

Hp+q(FpK/Fp+1K) Ep'' def (4.4.5) 

a sucessão exacta longa (4.4.4) escreve-se na forma (pusemos um índice 1 em cada aplicação, 
para melhor identificação com o que se fez na secção anterior): 

h . £)P+1.9-1 Íl . D™ 3i + E{'q ki 
- Dp+1' n 

Hp+q(Fp+1K) —+ Hp+q(FpK) -^* Hp+q(FpKIFp+1 K) —» Hp+q+1 (Fp+1 K) 

(4.4.6) 
ou ainda sob a forma de um par exacto bigraduado: 

D*> 
( -1,1) 

— k — u i 

(1,0) 
31 (0,0) 

(4.4.7) 

I 7 i * i * 

onde i\ : D —> D tem bigrau (—1,1), ji : D —> E tem bigrau (0, 0) e k\ : E —> D tem bigrau 
(1,0). 

O que é cii? Por definição d\ tem bigrau (1,0) e obtem-se através da seguinte composição: 

fc? P+1,9 
c/P* : Ep'q A _ * L)P+1>? £ i _ * £[+1'<7 

ou, atendendo a (4.4.5): 

dP,q . Hp+q{FpK/Fp+lK) - ^ 1 i P + 9 + 1 ( F p + 1 í Q ^ Í - I ffp+«+1(Fp+1tf/Fp+22iO (4.4, 

onde /c^'9 é o conector e j p , ? é a aplicação induzida pela projecção natural: 

Fp+lK -+ Fp+1K/Fp+2K 

Se i í* é um módulo graduado e filtrado, podemos examinar a filtração em cada grau, pondo 
(§pH)n = (§PH)* n Hn. Portanto o espaço graduado associado à filtração fica bigraduado 
pondo: 

def {§pH)p+q 

E%«(H;*) 
{§P+1H)P+I 

(4.4.9) 
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> Definição 4.4.1 ... Diz­se que uma sucessão espectral {£*'*, dr} converge para o módulo 
graduado H*, se existe uma filtração {($pH)*}p=oiií... de H* tal que: 

EPJ9*E*«{H;*)= fffjp, (4.4.10) 

onde E^ é o termo limite da sucessão espectral <\. 

Regressemos ao complexo K = (K*, d) = {Kn, d} munido da filtração decrescente {(FPK)*} 
(ver (4.4.1)). Como d preserva a filtração podemos calcular a cohomologia H*(FpK,d) da p­

coluna no diagrama (4.4.13), e como os diagramas são comutativos, cada inclusão induz uma 
aplicação em cohomologia H*(Fp+1K,d) —*—*■ H*(FpK,d), o que significa que obtemos uma 
filtração da cohomologia H*(K,d), pondo: 

FPH(K, d) = f im (H(FPK, d) —U H(K, d) 

\> Teorema 4.4.1 ... Seja K = (K*,d) — {Kn,d} um complexo munido de uma filtração 
decrescente {(FpK)*}p=otii2,3­­: 

K* = (F°K)* 2 {F1K)* D ••■ 2 {FPK)* D (FP+1K)* D • • • (4.4.11) 

Então (K*,d,F) determina uma sucessão espectral {E*'*, dr}r=i,2,­­, com dr de bigrau (r, 1 — r) 
e com: 

EP,g & Hp+q((FpK)*/{Fp+1K)*) (4.4.12) 

Suponhamos além disso que a filtração é l imitada, isto é, que, para cada dimensão n, existem 
valores s — s (ri) e t = t(n) tais que: 

Kn = (ptjjQn 2 (pt+1K)n D • • • D (F'­lK)n 2 (FsK)n 2 {0} 

Então a sucessão espectral converge para H(K*,d), isto é: 

(FpH(K,d))p+* 
EpJ^E™(H*(K,d),F) 

(Fp+1H(K, d))p+i 

D e m . Retomemos o diagrama (4.4.1) pondo mais uma vez n = p + q, onde p é o grau de 
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filtração: 

d 

fíp+q+l ­ , 

d 

Kp+q 2 

d 

d 

Definamos para cada r = 0,1,2, ■ 

D (FpK)p+q+1 2 (Fp+1K)p+q+1 D 

2 (FpK)p+q 2 (Fp+1K)p+q 2 

2 {FpK)p+q~1 2 (Fp+1K)p+q~l 2 

ZP,q def w G (ppKy+q t a i s q u e ^ e ( jpp+^)p+g+l 

(FP i f )P + «nd­ 1 ( ( i i , p + r A') p + ? + 1 ) 

B™ = f dw G (FPX)P+9 onde u € ( F ^ K ) ^ " ­ 1 

(F pK) p + 9 n d((Fp­ ríOp+*~1) 

Zp'q 

S?:
9 

def 

def 
Kerdn(FpK) <p rr\p+i 

imdn{FpK) <P K\P+1 

(4.4.13) 

(4.4.14) 

Como a filtração é decrescente e a diferencial preserva a filtração (ver (4.4.13), obtemos a torre 
de subespaços: 

Bp'q ç Bp'q Q-.-ÇBpJçZ™Ç---ÇZP'qQ Zl'q 

bem como: 

d(Zp -r,q+r—1^ = d{{Fp~rK)p+q~l n d-l{{FpK)p+q)) 
= (FpK)p+q n d{{Fp~rK)p+q~l) 
= BP'q (4.4.15) 

A hipótese de que a filtração é limitada implica que, p a r a r > s(p+q + l)—pe r > p — t(p + q—l), 
tem­se Zp'q = Z™ e BP'g = B™, o que assegura convergência. 

Definamos agora, para r = 0 , 1 , . . . : 

Zp'q 
£P,q 4|f 

zP+l,q-l + B M (4.4.16) 
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e seja r]P>q : Zpq —> EP,q a projecção canónica. Observemos que: 

d(Z
P
'
q
) = BP+r

'
q
'
r+1 Ç z

p+r
'
q
~

r+1 

e ainda que: 

d(zp+l,9­l + Bp,gj = á(ZP+l.?­l) + d(BM) 

Ç 5P+[.9­r+l + 0 

(­ yp+r+l,q­r , rip+r,q­r+l 
(4.4.17) 

Portanto a diferencial, como uma aplicação d : ZVA ►■ ZP+r'q r + 1 , induz um homomorfismo 
dr, que torna comutativo o diagrama seguinte: 

ZÏ'' 
d 

nrp+r,q—r+l 

El'
q ­*■ P P + r > 9 _ r + l 

Como d2 = 0 também d2. = 0. Para completar a prova resta mostar o seguinte: 

• H*{E*r>%dr)?áE*4x 

• Ef'
q = H

p+q
{F

p
K/F

p+1
K) 

p p , q ^ (FPH(K,d))P+" 

^ o o — (FP+lH(K,d)y+i 

o que pode ser visto em [3]. 

(4.4.18) 

< ■ 

4.5 Bicomplexos 

[> Definição 4.5.1 ... Um bicomplexo ou complexo duplo e um espaço vectorial bi­

graduado K = K*'* = {Kp'q} com duas aplicações lineares d e 5 de bigraus (1,0) e (0,1) 
respectivamente, e tais que: 

d
2 = o = s2 

dô + ôd = 0 

<. 
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j{p­l,q+l " ( ^ p , 9 + l , ^­p+1,9+1 

a d 
ftp­l.q „ ^­P.<? ,. J^P+I,9 

1.9­1 ^ ^■p­1 ,9 ­1 , J^P,9­1 „ ^ ­p+1 ,0 ­1 1 5 

(4.5.1) 

Note que cada linha e cada coluna é um complexo. Ao bicomplexo K = X*'* = {Kp'q} 
associamos um complexo Tot K = (Tot K)*, chamado o complexo total associado a K = K*'*, 
definido por: 

<W ff) KP>q 
p+q=n 

com a diferencial: 

dada por: 

(TotK)n 

dn: (Tot KY 

(4.5.2) 

(TotK) n+l 

dr, def 
0 d

p
<o + ôp

'
q 

p+q=n 

ou mais sucintamente d = d + 5. Portanto (Tot K)n é a soma de todos os Kp'q situados na linha 
p + q = n. Notemos que, se p + q = n, então lmdp,q C Kp+1,q e im õp'q C Kp'q+1. Portanto, em 
qualquer dos casos, a soma dos índices é p + q + 1 = n + l e i m d „ C (Tot K)n+1. Além disso 
d^ — 0 uma vez que: 

dd = ®{d + 5){d + 5) = @dd © {dõ + 6d) © 66 = 0 

[> Exemplo 4.5.1 ... Suponhamos que K = K*'* é um espaço vectorial bigraduado com 
aplicações d\,d2 de bigraus (1,0) e (0,1), respectivamente. Se os di, i = 1,2 são diferenciais que 
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comutam, isto é, d\d\ — 0 = d^di e d\dï = d^di, então pondo dp,q = d^'9 e 5p,q = {—\)pdp
2'q, 

obtemos um bicomplexo (K,d,5). 

De facto, é claro que dd = 0 = ôõ. Por outro lado: 

dP,Q+l5P,Q = (-l)Pdp
1^+1dp

2'q = {-l)pdP2
+1'qdp

1'g 

— (_i\p(—iy+lftp+lagp<<i = _§p+i,qQP,<i 

isto é, dõ + 5d = 0, como se pretendia. 

O Exemplo 4.5.2 ... Sejam {L*,di) e (M*,dM) dois complexos graduados. Podemos 
então construir um bicomplexo (K*'*,d, ô) pondo: 

Kp'q = LP® M\ dp'q = dp
L® Id9, ÔP'i = ( - l )P (W <g> 4 MJ 

O complexo ((TotK)*,^) , associado ao bicomplexo (ií*'*,ô, 5), diz-se o produto tensorial dos 
complexos {L*,di) e ( M * , Í Í M ) - Portanto: 

(Totií)"= 0 J7®M», 4 = 0 (4®Id*) + ( - in id p ®c^) 

Existem duas filtrações naturais de (Tot K)* = 0 „ ( T o t K)n = 0 n © p + ( ? = n ifp'9: a filtração 
por colunas (/FpTot.?r)*, e a filtração por linhas (nFpTot K)*, definidas respectivamente 
por: 

(IFpTotK)n def 

def 

0iT>"~ 
i>p 

{nFpTotK)n = 0 F " i J ' 
3>P 

(4.5.3) 

que se ilustram nas figuras seguintes: 

(nFpTot K)n 

6 

V 

\n 
\ 

Portanto o termo de ordem n de (^FpTot K)* consiste na soma de todos os Kp'q situados 
na recta p + q = n e à direita da linha vertical de abcissa p. Analogamente, o termo de ordem 
n de ( FpTot K)* consiste na soma de todos os Kp,q situados na recta p + q — n e para cima 
da linha horizontal de ordenada p. Existe uma confusão possível nas notações que acabamos de 
usar para a segunda filtração - p designa o primeiro índice, mas estamos a usá-lo para restringir 
o segundo índice, i.e., o índice p continua a designar o grau de filtração em (nFpTotK)*. 

É fácil ver que (^TotK)* e (nFpTotK)* são ambos subcomplexos de (TotK)*. 
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> Lema 4.5.1 ... (i). Se K* e um bicomplexo então ambas as filtrações (4.5.3) de 
(TotK)* são limitas se e só se em cada recta p + q — n existem apenas um número finito de 
Kp'q não triviais (^ {0}). 

bicomplexo de primeiro quadrante, como em (4.5.4), então ambas as íi). Se K* e um 
filtrações são limitadas. 

D e m . (i). Fixemos uma recta p + q — n. A filtração !F define­se movendo uma linha 

vertical para a direita e tomando todos os termos que se situam à sua direita. Se na recta 
considerada existem apenas um número finito de Kp'q não triviais, é possível desenhar uma 
linha vertical à direita de todos esses Kp'q ( o que dá o s{n)) e uma linha vertical à esquerda de 
todos esses Kp<q ( o que dá o í(n)). Analogamente, a filtração nF define­se movendo uma linha 
horizontal para cima e tomando todos os termos que se situam para cima dela. 

(ii). Óbvio pela parte (i). Neste caso s(n) = — 1 e í(n) = n. 

< ■ 

#0,2 _Q_^ #1,2 _ Q ^ #2,2 _Q_ 

(4.5.4) 

#0,1 Q^ #1,1 Q^ #2,1 Q_ 

8 

K[ 0,0 . 0 _ üfl.0 _ 5 ^ #2,0 _Q_ 

Como calcular H*(TotK,d) ? Definamos, para cada q fixo, a cohomologia horizontal da 
<?­linha, Hg'q(K), através de: 

def 
H$'q(K) = Hp(K*'q,d) 

Ker (d : K™ » Kp+1'q) 
im (d : Kp­^q Kp<q) 

(4.5.5) 

e analogamente, definamos, para cada p fixo, a cohomologia vertical da p­coluna, Hp' (K), 
através de3: 

Ker (ô ■ Kp'q ►■ Kp<q+1) 
Ep'q = HP

S'
9(K) = Hq(Kp'*,S) = ; " ' ~ 5 „ l (4­5.6) 

1 s \ > \ > ) i m (<5 : KT'i"1 ► Kp>q) 
A condição dô + 5d = 0 implica que a diferencial horizontal d induz uma aplicação: 

dl ; Ep'q Ep+1'q (4.5.7) 
3a notação E\'q é usada frequantemente nos outros capítulos. 
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que é ainda uma diferencial, isto é, (di)2 = 0. Por outras palavras, para cada q fixo, E\'q 

Hg'q(K) é um complexo "horizontal" com diferencial d\, induzida por d: 

Eo,q E\'q 
E{ '2,9 

É 0,1 di 
Ei i , i E 2,1 

(4.5. 

r­,0,0 dl ,­,1,0 d\ 2,0 dl 
ÜJI >­ El ►" E]_ ►■ ■ ■ • 

Mais concretamente, se a e a + 5(3, com ôa = 0, representam [a] G Hp'q(K) = Ep'q, então 
(9a e 5 a + dõ(3 estão no núcleo de 6, uma vez que 5da = — (9<5a = 0 e 5(da + 5(3) = 0, e diferem 
por elementos na imagem de ô. 

Para cada q fixo, consideremos agora a cohomologia do complexo horizontal (E\'q,di) — 
(H*s'

q,di) (ver (4.5.8)): 

EP,q def j ? P ( £ ; i M ) d l ) = _ H P ( f f * . 9 ( / f ) } d l ) djf HP,QHs(K} 

Existe uma maneira de produzir uma aplicação: 

d2 : £ ™  EP+2,q­l 

(4.5.9) 

(4.5.10) 

como a seguir se explica. Seja [e] G Ep'q a classe de um cociclo e G Ef'9 = Hg(Kp'*,5), isto 
é, die = 0. Mas este elemento e, é, ele próprio, a classe de algum cociclo vertical, isto é, 
e = [a] G Hp'q(K), com a G Kp '9 e 5a = 0. A condição 0 = die = di[a] = [da], significa que da 
é um <5­cobordo, isto é, da = 5(3 para algum (3 G Kp+ ,q~1. 

Podemos pois dizer que um elemento [e] G E^q é representado por uma soma a + (3 G 
Kp<q © KP+l'q~1 tal que da = 5(3. 

Considremos agora o elemento 5(3 G Kp+2,q~1. As relações anteriores implicam que: 

5d(3 = ­Ô5(3 = ­dda = 0 

o que significa que d(3 é um cociclo vertical (ou um á­cociclo) em Kp+2'q~1 e determina por isso 
uma classe de cohomologia [d(3] em Hq+1(KP+2'*,Ô) = £f+2 '9_1 . Calculemos di[d(3]: 

di[d(3} = [d(3] = [dd(3] = 0 

Concluímos que [õ(3] é um di­cociclo e portanto determina um elemento: 

def 
d2e em EP+2,q­l (4.5.11) 

Kp'q d 
* Kp+l'q 

j fP+l.9­1 „ ^P+2,9­1 

d 
a da = (5/? 

/3 9/3 
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Vamos considerar agora a primeira filtração (filtração por colunas) do complexo total Tot K 
(omitimos o índice / e representamos TFpTotK simplesmente por Fp). Fixemos n e recordemos 
que (FpTotK)n = © i > p K i ' " ~ í . Notemos agora que (Fp/Fp+1)n é muito simplesmente K™, 
com p + q — n: 

(Fp/Fp+1)p+q = Kp'q 

De facto, ( F p ) n consiste na soma de todc? ns Kp'q situados na recta p + q = n e & direita da 
linha vertical de abcissa p, enquanto que [Fp+Í)n consiste na soma de todos os Kp'q situados na 
recta p+ q = n e h direita da linha vertical de abcissa p + 1: 

p[fl n \ Xj-1 

Por outro lado, dPiq(Kp'q) C Kv+l'q © Kp'q+1, uma vez que apenas <9Pi9 e SPiq interferem. Mas 
Kp+1'q C Fp+1 e portanto apenas 5 sobrevive no quociente Fp/Fp+l. Concluindo, Fp/Fp+1 é a 
p-coluna com diferencial 5. Portanto, com as notações da secção anterior, temos que: 

1EPA def Hp+q(Fp/Fp+1,d), ver (4.4.12) 
Hq{Kp'\5) 
K e r O y : K™ -_ Kp<q+1) 

im (5Pig_i : ÜTP.9-1 , # P ) 9 ) 

Hfq{K) (4.5.12) 

Como calcular Etf 

Consideremos o diagrama seguinte: 

jj-p+q+líjpp+2 

jjp+q+l/pp+2 Ipp+l\ 

EP+1,Q = HP+1,1(K) 

. jjp+q(pv+i\ 

Jjp+q+l rpp+1 

d\= j ok 

jjp+g/pp 

jjp+Q ípp j pp+í\ 

Hfq{K) = Ep'' 
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Uma classe em Hp+q(Fp/Fp+1) pode ser escrita como [a + Fp+1], com a £ Fp e da em Fp+1, ou 
alternativamente, como uma classe [z] G Hp,q(K), com z G Kp>q. O conector k envia o elemento 
[a + F p + 1 ] em [da] G Hp+q+l(Fp+l). Tomando z como o representante, isto determina [dz] que 
está em Hp+q+l(Fp+l) uma vez que ôz = 0. O morfismo j associa uma classe em Hp+q+1(Fp+1) 
ao seu representante modFp+2. Portanto podemos considerar dz como um elemento de Kv+l^q. 
Isto implica que d\ — j o k é a aplicação induzida por d em HP'q(K) = E\p, q, isto é, d\ — d e 
portanto: 

'E™ = Hp
d'qH5(K) (4.5.13) 

Podemos também tomar a segunda filtração por linhas de Tot (K) e a correspondente 

sucessão espectral. Reindexando o bicomplexo para o seu transposto, isto é, tKp'q = Kp'q, 
*<9 = S e *<5 = 9 (a que corresponde uma relexão do bicmplexo relativante à linha p = q), tem-se 
que Tot (*K) = Tot (K) e 7 /F*Tot (K) = JF*Tot (ÍK). Portanto, relativamente a esta segunda 
filtração, temos que: 

nEp'q = Hp'q(K) (4.5.14) 

e: 
nEp'q = HP>qHd(K) (4.5.15) 

Rsumindo toda esta discussão temos finalmente o seguinte: 

> Teorema 4.5.1 ... Dado um bicomplexo {K*'*,d,5}, existem duas sucessões espectrais 
{^EfA^dr} e {^E^^dr}, associadas, respectivamente, às filtrações F e F de Tot if, tais 
que: 

IEp'q = Hp'q{K) e nEp'q = Hp'q(K) (4.5.16) 

e ainda: 
'E^^H^HsiK) e nE£* = H*s'* Hd(K) (4.5.17) 

5e o bicomplexo é de primeiro quadrante, ambas as sucessões convergem para H*(TotK,d). 

< . 
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