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Resumo

Este trabalho incide sobre conceitos matematicos aplicados em Astronomia e estd
dividido em sete capitulos. No primeiro e segundo capitulos mostra-se como a
geometria plana permite calcular distdncias e eclipses. No terceiro descrevem-se
matematicamente as Orbitas planetarias. No quarto referem-se a geometria ¢ a
trigonometria esféricas no contexto da Astronomia de posigdo. No quinto faz-se uma
referéncia aos fenémenos astrondmicos modelados matematicamente por fungbes
periddicas. No sexto sio analisadas algumas caracteristicas das estrelas com base em
modelos matematicos, nomeadamente com as fungdes exponencial e logaritmica. No
sétimo mostra-se como se pode estimar uma idade para o Universo a partir das
distancias s galaxias. A finalizar o trabalho descreve-se numa aplicagdo, a Matematica
associada aos relogios de Sol.

Abstract

This is a study about mathematical concepts applied to Astronomy, and is divided into
seven chapters. The first and second ones show how plane geometry is relevant for
measuring distances and eclipses. In chapter three a mathematical description of
planetary orbits is done. In chapter four the subjects are spherical geometry and
trigonometry in posicional Astronomy. The fifty one deals with astronomical
phenomena described mathematically by periodic functions. In chapter six some of the
star characteristics are analysed based on mathematical models, namely exponentional
and logaritmical functions. The seventh one shows how to estimate the Universe age,
based on galactic distances. At the end an application of mathematics to sundials is
described.

Abrégé

Ce travail porte des concepts mathematiques appliqués a la Astronomie et se divise en
spt chapitres. Dans les deux premiers chapitres on montre comment la géométrie plane
permet de calculer des distances et des eclipses. Dans le troisiéme on décrit
mathematiquement des orbites planétaires. Dans le quatriéme on se rapporte a la
géométrie et & la trigonométrie sphériques dans le context de I'Astronomie de position.
Dans le cinquiéme on parle des phendmenes astronomiques modelés mathematiquement
par des fonctions périodiques. Dans le sixiéme quelques caracthéristiques des étoiles
sont analysées en nous basant sur des modéles mathematiques particulierement les
fonctions exponentielle e logarithmique. Dans le septiéme on estime lige de I'Univers a
partir du calcul de la distance aux galaxies. A la fin du travail on décrit par une
application la mathematique associée aux cadrans solaires.
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Introdugio

A Astronomia sendo uma ciéncia que partindo do que observa tenta chegar por um lado, a
uma interpretagdo coerente de acordo com as observagdes estabelecendo modelos
explicativos (teorias) e por outro, quantifica e relaciona grandezas (por exemplo tempo ¢
distancia) através de ferramentas matematicas (geometria, funcdes, célculo diferencial etc)
permitindo estabelecer relagdes de causa-efeito e investigar o passado, conhecer o presente
e perspectivar o futuro.

Numa fase inicial, os fendémenos e acontecimentos astrondomicos acessiveis ao homem
eram aqueles que a vista humana alcangava tais como a sucessio dos dias e das noites,
movimentos aparentes do sol, eclipses, fases da Lua, variacdo da posigdo dos planetas
relativamente as estrelas, modificagdo das constelagdes visiveis ao longo do ano, etc.

Desde sempre que o homem se preocupou em perceber os fendmenos, pois cedo se
apercebeu, que os mesmos condicionavam as suas actividades (na época em que apareceu a
agricultura, foi determinante o conhecimento das estagdes do ano, para que ela se
desenvolvesse) portanto havia um lado pratico ligado a sobrevivéncia, que o levava a
querer tirar partido do conhecimento destes fenémenos. Numa fase ja mais avancada em
que apareceram as primeiras sociedades organizadas, comecgou a sentir a necessidade mais
metafisica, de perceber o Universo que o rodeava e condicionava, interrogando-se sobre
questdes para as quais ndo tinha e nalguns casos ainda nfio tem respostas, como por
exemplo, que forma e tamanho tem o Universo? Como comegou e como acabara?

Enquanto ndo desenvolveu capacidades no uso da razido socorreu-se de mitos, superstigdes
e divindades para explicar o que ndo percebia, mas logo que essas capacidades apareceram
comegou a poder explicar o que observava criando conceitos e modelos abstractos,
traduzidos simbolicamente numa linguagem (a Matematica) que se veio a revelar um
instrumento poderoso e universal para a compreensdo e resolugdo de muitos problemas que
a Astronomia colocou e continua a colocar actualmente.

Com o desenvolvimento da civilizagdo grega (séc. Il e II A.C) as respostas aos problemas
astronomicos, foram sendo obtidas fazendo uso da  geometria (uma ciéncia cujo
desenvolvimento a Astronomia potenciou) particularmente no conhecimento das

propriedades do circulo e dos tridngulos, permitindo nomeadamente:

e Criar um modelo de Universo ( modelo Geocéntrico)

e Medir o raio da Terra



e Medir o raio da Lua
e Medir as distdncias Terra — Lua e Terra — Sol em raios terrestres

e Explicar as fases da Lua

Com a evolugdo da Astronomia, a criagdo de observatorios que foram registando
sistematicamente as observagdes ao longo de séculos, o uso de instrumentos como O
astrolabio e o quadrante, e mais tarde o aparecimento do telescOpio, vieram alargar o
ambito dessas observagdes, e conduziram a necessidade de outras ferramentas
matematicas para a interpretacdo das novas realidades que se iam revelando.

A Matematica respondeu a essas necessidades (nalguns casos por antecipagdo)
desenvolvendo instrumentos (trigonometria, algebra, trigonometria esférica, calculo

vectorial, calculo diferencial) que a Astronomia aplicou entre outros, aos seguintes casos:

e Modelo Heliocéntrico

e Orbitas planetarias

e Distdncias no sistema Solar

e Distancia as estrelas

e Posicionamento dos astros através de coordenadas (o que facilitou a navegac@do

através da orientac@o astronomica).

Mais recentemente com o contributo da fisica e o avango da tecnologia, a Astronomia
(Astro-Fisica) vem alargando o seu horizonte de conhecimentos a dominios como
formagdo e evolugdo estelar, Astronomia galactica e extra —galatica, cosmologia, entre

muitos outros, onde a Matematica contribui com ferramentas cada vez mais complexas:

¢ Célculo integral

e Calculo tensorial

o Algebra das matrizes
e Analise complexa

o Equacgdes diferenciais

e Teorias Quantica ¢ da Relatividade

Esta interac¢fio permanente entre Astronomia e Matematica, de alguma forma pode ser

aproveitada para tentar ultrapassar as dificuldades que a maioria dos alunos experimenta,



quer na compreensdo dos conceitos matematicos quer na sua aplicagdo a realidade, tirando
também partido do facto da Astronomia por si s6 ser bastante motivadora pela curiosidade
que desperta nas pessoas, nomeadamente como actividade amadora bastante generalizada.

Estas dificuldades com varias explicagBes e causas possiveis, assentam a meu ver em trés

factores que se sobrepdem aos restantes:

e Um preconceito negativo, relativamente a2 Matematica, alimentado pela sociedade
em geral, que a ignora e desvaloriza sistematicamente, embora usufrua do conforto
e bem estar, que a tecnologia (logo a Matematica) proporciona cada vez mais.

e A dificuldade da escola ultrapassar essa situagdo, seja por falta de condigdes
objectivas, que ndo permite uma abordagem da Matematica como uma "ciéncia
experimental" que também o pode ser, limitando o desempenho dos professores a
uma abordagem "classica" com excessiva abstrac¢do e pouca aplicagdo concreta a
realidade

e Falta de cultura cientifica (na perspectiva de uma aprendizagem que enriquega e
estimule o conhecimento) que a escola continua a praticar, embora os programas e

as orientagdes ja comecem a dar um pouco de atengdo a essa questio .

A compreensdo dos conceitos sendo do dominio do abstracto, pode de alguma forma ser
facilitada aos alunos com o recurso a situagdes onde a sua aplicacdo seja determinante na
resolucdo de problemas concretos. Aqui a Astronomia fornece bastantes exemplos, como

0s que sao tratados neste trabalho:

1. Conceitos elementares de geometria
e  Angulos e arcos num circulo permitem medir o raio da Terra

e Tridngulos e razdes trigonométricas permitem calcular a distdncia Terra — Lua e

Terra — Sol

e A elipse permite representar as Orbitas dos planetas

2. Conceitos elementares de analise de fungdes
e O declive duma recta permite estimar a idade do Universo
¢ A derivada permite calcular a retrogradagio dos planetas

e O uso de fungdes trigonométricas permite calcular por exemplo a duragdo do

dia e a altura maxima do Sol num qualquer dia do ano.
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o A relagio entre a distdncia duma estrela e o seu brilho é uma fungao logaritmica

* A fun¢do exponencial permite calcular a temperatura dum estrela

Todos estes conceitos estdo integrados nos programas a nivel do secundario proposto pelo
Ministério da Educagdo, onde poderdo ser explorados com a devida contextualizacio,
promovendo a ja referida cultura cientifica assim como evidenciando o lado pratico da
Matematica.

Sendo estes os objectivos principais que este trabalho pretende alcangar e que estdo
subjacentes aos objectivos propostos para os referidos programas, far-se-4 de seguida uma

breve analise critica dos programas citados.

Considerando uma das finalidades da disciplina para o ensino secundério entre outras, o
"Desenvolvimento da capacidade de wusar a Matemdtica como instrumento de
interpretagdo e intervengdo no real e o confribuir para uma atitude positiva face a
Ciéncia" temos aqui dois campos onde a Astronomia pode e deve ser utilizada, seja como
suporte cientifico e pedagogico, seja como reflexdo filosofica no contexto da origem do
Universo.

Ao nivel dos objectivos e competéncias gerais sio em que ¢é proposto uma série de
valores/atitudes, assim como capacidades/competéncias a desenvolver pelos alunos a partir
de conhecimentos a adquirir na disciplina de Matematica (quadro I) serfio de destacar
aqueles que se enquadram nos objectivos a atingir com o uso da Astronomia,

nomeadamente em actividades onde seja relevante o papel da Matematica.

Esta caractenizagdo dos objectivos através de valores, capacidades e conhecimentos vem
realgar que o essencial da aprendizagem da Matemdtica deve ser procurada ao nivel das
ideias (segundo os autores desta proposta de programa) sem por em causa o ensino do
manejo das ferramentas matemdticas que devera ser feito no contexto das ideias e da
resolugdo de problemas interessantes concluindo pela inclusdo de caracteristicas tipicas
do ensino experimental nas aprendizagens significativas em Matemdtica contribuindo
assim para alicercar conhecimentos e formas de pensar sobre a ciéncia experimental ( a

Astronomia € uma ciéncia experimental: observa-se, mede-se, regista-se etc)



Quadro I - Objectivos e competéncias gerais para o ensino secundario

| Valores/Atitudes

| Capacidades/AptidGes

] Conhecimentos

|

Desenvolver a confianga em
si proprio:

« exprimir e fundamentar as
suas opinioes;

» revelar espirito critico, de
rigor e de confianga nos seus
raciocinios;

« abordar situagdes novas com
interesse, espirito de inicia-
tiva e criatividade;

« procurar a informacio de
que necessita.

Desenvalver interesses cul-
turais:

a manifestar
aprender e
pesquisa;

« interessar-se por noticias e
publicagées relativas 4 Ma-
tematica e a descobertas cien-
tificas e tecnologicas;

= apreciar o contributo da Ma-
tematica para a compreensio
e resolugio de problemas do
Homem através do tempo.

de
pela

vontade
gosto

Desenvolver habitos de tra-
balho e persisténcia:

« elaborar e apresentar os tra-
balhos de forma organizada e
cuidada;

« manifestar persisténcia na
procura de solugbes para uma
situagdo nova.

Desenvolver a capacidade
de utilizar a Matematica

na interpretacdo e inter-

vengao no real:
« analisar situacoes da vida
real identificando modelos

matematicos que permitam a

sua interpretacao e resolugdo;
» seleccionar estratégias de
resolucéo de problemas;

« formular hipéteses e prever
resultados;

» interpretar e criticar resulta-
dos no contexto do problema;
= resolver problemas nos
dominios da Matemdtica,
da Fisica, da Economia, das
Ciéncias Humanas, ...

Desenvolver o raciocinio e
o pensamento cientifico:

= descobrir relagoes entre con-
ceitos de Matemadtica;

« formular generalizacGes a
partir de experiéncias;

« validar conjecturas; fazer
raciocinios  demonstrativos
usando métodos adequados;
= compreender a relacdo en-
tre o avango cientifico e o pro-
gresso da humanidade.

(Dependente da discussio
piblica em curso)

Ampliar o conceito de
nlimero ({operagbes em R
e C, com expressdes polino-
miais, racionais, com radi-
cais, trigonométricas, expo-
nenciais e logaritmicas)

Ampliar  conhecimentos
de Geometria no Plano e
no Espaco (problemas de
incidéncia, paralelismo e per-
pendicularidade, operagoes
com vectores)

Iniciar o estudo da Anaélise
Infinitesimal (limites, taxas
de wvariagdo e derivadas
sobre fungbes polinomiais,
radicais,
exponen-

racionais, com
trigonométricas,

ciais e logaritmicas)

Ampliar  conhecimentos
de Estatistica e Probabili-
dades

Conhecer  aspectos da

Histéria da Matematica

ST L

Fonte: Programa para o ensino secundario proposto pelo Ministério da Educagdo.
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como se mostra no quadro seguinte.

Quadro Resumo

O programa do ensino secundario esta dividido em cada um dos anos em 3 grandes temas

Distribuigao dos temas em cada ano

[ 109 ano | 119 ano Il 122 ano

Tema I (Em discussdo) (Em discussdo)

Geometria no Plano e no || Tema I Tema I

Espago 1 Geometria no Plano e no || Probabilidades e Combi-
s Resolucdo de problemas de Espaco II natéria

Geometria no plano e no || o Trigonometria;  circulo

espago. trigonométrico

» Geometria Analitica.
O método cartesiano para es-
tudar Geometria no plano e

N0 espago.

Tema II
Fungdes e Graficos. Fun-
¢oes polinomiais. Fungio
maédulo.
= Funcao, grifico e represen-
tagio grifica.
» Estudo intuitivo de proprie-
dades da:

~ fun¢do quadratica;

- fungéo médulo.
« Fungdes polinomiais (graus
3ed).
« Decomposicio de poliné
mios em factores.

Tema III

Estatistica

« Estatistica - Generalidades
= Organizacdo e interpreta-
¢ao de caracteres estatisticos
(qualitativos e quantitativos).
» Referéncia a distribuiges
bidimensionais (abordagem
gréfica e intuitiva).

« Produto escalar de dois vec-
tores no plano e no espago;
definicdo de plano.

Tema 11
Fungdes Racionais. Taxa
de variagio.

Tema I1I

Sucessdes reais.

» Definicio e propriedades.
Exemplos (o caso das
progressoes)

« Convergéncia e divergéncia.

Tema I1
Fungtes exponenciais e
logaritmicas.

Limites e Continuidade.
Conceito de Derivada e
Aplicagdes.

Tema I1I
Fungdes trigonomeétricas.
Complexos

= Comunicagido Matematica
= Histéria da Matematica

Temas

[« S

Transversais

..+ = Aplicagdes e Modelagido Matemética
= Légica e Raciocinio Matemadtico

«» Resolugéo de Problemas e Actividades Investigativas ¢ —

= Tecnologia e Matematica

Fonte: Programd para o ensino secundario proposto pelo Ministério da Educagio




Além de temas transversais subjacentes aos conteudos programaticos a leccionar ao longo

dos trés anos, estdo contempladas neste programa as principais areas da Matematica:

¢ Geometria no Plano e no Espago
e Fungdes e Sucessdes

e Probabilidades e Estatistica

De notar o peso consideravel atribuido a Geometria, tentando recuperar as graves
insuficiéncias nesta area, devido ao esquecimento a que foi votada durante bastantes anos,
podendo aqui a Astronomia desempenhar um papel importante na recuperagdo desse
atraso, tirando partido da sua ligagdo historica com a Geometria (na época das grandes

civilizagdes - Babilonia Egipto e Grécia - a Astronomia era sinonimo de Geometria).

De entre as sugestdes metodoldgicas gerais destacaria a andlise de situagdes da vida real
e a identificagdo de modelos matematicos que permitem a sua interpreta¢do e resolucdo
constituindo uma oportunidade de abordar o método cientifico bem como a referéncia
numa perspectiva historico-cultural de actividades que ajudem a compreender a nossa
heranca cultural pelas aplicagdes que a Matemdtica tem tido e ainda tem, a Astronomia,
Fisica e outras Ciéncias.

Em concreto encontramos no programa proposto, uma série de indicagdes metodologicas
especificas para determinados temas, os quais podem ser associados com a Astronomia,

Neste trabalho essa associagfo € concretizada da seguinte forma:

Geometria no Plano e no Espaco

e Resolucio de Problemas de Geometria — E sugerida a utilizagdo de problemas que
sugiram outros e permitam abordagens segundo diferentes perspectivas (por
exemplo usando coordenadas e vectores) assim como a resolugio dum problema
historico.

e Geometria Analitica —Proposta de actividades em que haja necessidade e vantagem
do uso dum referencial quer no plano quer no espago.

e Vectores — Explorar ligagdes do calculo vectorial com outras areas.

e Resolugdo de problemas que envolvam tridngulos —Uso de situagdes em que sejam

aplicados métodos trigonométricos (navegacgdo, topografia, historicos etc)

13
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Nesta tema vamos encontrar:

e Medig8o do raio da Terra

e Calculo da Latitude e Longitude

e Distdncias no Sistema Solar

e Hclipses Solares e Lunares

¢ Forma e Inclinago das orbitas planetarias
e Relogios de Sol

o (eometria e Trigonometria esféricas

Funcdes

¢ Fungéo linear — Exemplos a partir de questdes concretas

e Fungdo exponencial e Logaritmica — Modelagio usando capacidades de
calculadoras graficas e por analise algébrica adequando modelos fornecidos.

e FungBes trigonomeétricas: seno, coseno e tangente — Investigar (em casos simples e

se possivel ligados a problemas de modelagdo) a influéncia da mudanca de

pardmetros na expressao que define a fungio.

Este tema € contemplado em:

e Lei de Hubble

e Lei de Pogson

* Radiagdo do Corpo Negro (Leis de Planck, Wien e Stefan - Boltzman)
e Sistemas de Coordenadas

e Movimentos aparentes do Sol

Calculo Diferencial

¢ Resolugdo de problemas envolvendo fungdes ou taxa de variagio — aprendizagem

intuitiva do conceito de taxa de variagdo num contexto de modelagdo matematica

A aplicagdo de derivadas surge nos seguintes casos:

o Lei das areas ( 2° lei de Kepler)
e Retrogradagdo dos Planetas

e Leide Wien (calculo da temperatura duma estrela)



A utilidade da Matematica para a Astronomia ndo se esgotando nestes casos, € possivel vir
a ser demonstrada quer ao nivel dos conhecimentos que sdo acessiveis aos alunos do
secundario, nivel que baliza este trabalho e cujos professores e alunos serdo os principais
destinatarios, quer ainda nos casos onde a Matematica usada (trigonometria esférica,
integragdo) vai além do nivel secundario numa perspectiva de estimular a curiosidade e o

conhecimento cientificos.

Em concreto este tese esta estruturada da seguinte forma:

e Sete capitulos, seguindo um estudo do que esta proximo (Terra e Sistema Solar nos
primeiros cinco capitulos) para o que esta distante (Estrelas e Galaxias nos sexto e
sétimo capitulos respectivamente) complementado por dois anexos, referentes o
primeiro ao Matematico Pedro Nunes, e o segundo & Matematica dos relogios de
Sol.

e Em cada capitulo é feita uma introdugdo situando os temas matematicos na
Astronomia e no contexto do programa do secundario.

e S3o introduzidas ao longo do texto, perguntas cujas respostas ficam a cargo do
leitor, € no final dos capitulos ¢ proposto um conjunto de questdes que permitem
aplicar a Matematica no contexto da Astronomia.

e Todos os calculos envolvidos sdo apresentados, sendo alguns (poucos) remetidos
para o leitor de forma a envolvé-lo na sua concretizagio .

e Ao longo do trabalho recorre-se frequentemente ao uso de software, quer de
Astronomia quer de Matematica que permite um tratamento mais eficiente e mais
sugestivo dos dados utilizados, nomeadamente na constru¢do de tabelas e na
obtengdo de graficos.

o Qs assuntos que ultrapassam o dmbito do ensino secundario, sdo referidos numa
perspectiva optimista de motivagio extra—curricular, assentes como estio em
conhecimentos de maior complexidade e profundidade, que poderfio estimular a

curiosidade cientifica dos alunos .

15



Capitulo 1

A Geometria plana no calculo de distincias em Astronomia

Ao observar no céu a forma esférica dos astros mais proximos, Lua Sol e alguns planetas
foi — se criando a ideia que o Universo (resumido ao que era observavel) teria uma
arquitectura esférica, com a Terra no centro envolvida por esferas concéntricas, uma por
cada astro (que rodariam em volta da Terra descrevendo circulos) exceptuando as estrelas
que estariam fixas numa unica esfera que fecharia o Universo. Esta concepgao de Universo
deve-se a Ptolomeu (séc II D.C) resultando claramente daqui uma concepgéio geométrica
do Universo, privilegiando a forma mais perfeita conhecida ou seja o circulo.
Nao admira pois que a Geometria tenha tido um papel determinante (¢ durante 2
milénios praticamente Ginico) na interpretagdo do Universo.
Os conhecimentos geométricos entretanto desenvolvidos (sendo a civilizagdo Grega

o0 expoente maximo desse desenvolvimento) vieram permitir fazer calculos e comegar a ter
a nogio das distAncias aos astros mais proximos (as estrelas a excepgdo do Sol eram
inatingiveis, quer geometricamente quer filosoficamente).
Neste capitulo serdo referidos conceitos de geometria plana utilizados no calculo de
distncias astrondémicas como:

¢ Semelhanca de tridangulos

e Razdes trigonométricas

e Dualidade dngulo — arco
fazendo uso de relacdes decorrentes das propriedades quer dos triangulos quer da
circunferéncia tais como:

e Teorema de Pitagoras

e Proporcionalidade nos tridngulos semelhantes

e Razdes trigonométricas

e Perimetro da circunferéncia

e Amplitude de angulos ao centro
mostrando-se como tirar partido dessa relagdes no calculo das referidas distancias,
aplicando métodos geométricos que poderdo ser explorados nos temas " Geometria no
plano ¢ no espago I e I ", quer como exemplo de aplicagdes concretas & resolugdo de

problemas, quer como proposta de actividades relacionadas com a Astronomia.
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1.1. Quanto mede o raio da Terra?

1.1.1. Cilculo de Eratéstenes

O primeiro calculo baseado em métodos geométricos, foi obra de Eratostenes de
Alexandria por volta de 230 A.C. Tendo observado que ao meio-dia no Solsticio de Verdo,
os raios solares iluminavam o fundo de um pogo situado em Siena (concluindo que os raios
solares incidiam perpendicularmente) e que a mesma hora em Alexandria, a sombra
projectada por uma vara permitia-lhe (a partir do comprimento da sombra e da altura da
vara) calcular a inclinagio dos raios solares. Eratostenes mediu um dngulo correspondente

a quinquagésima parte da circunferéncia ou seja 7,2° (fig.1.1)

Raios y
Raios

Solares
Solares

Vara
Poco
o
Sombra
Alexandria Siena

Fig.1.1 - O observado por Eratéstenes no Solsticio de Verfo

Com base nisto, o raciocinio utilizado pode ser traduzido geometricamente na figura

seguinte (fig.1.2)

Equador

Fig.1.2 - Determinagio do raio da Terra por Eratdstenes



Usando a correspondéncia entre angulos e arcos de circunferéncia:

Sendo p o perimetro da Terra
5 12°

P 360°

sabendo s ( distincia entre Siena e Alexandria) estimada em 5000 estadios

5.000  7,2°

p 360°

donde resulta p = 250000 estadios (admite - se que o estadio equivalia a 157,5 m) vindo
p=250.000x0,1575=39.375Km
Com base no perimetro da circunferéncia 2nR (assumindo a Terra como esférica)

Obtém-se para o raio terrestre:

39375
2

R= =6.270 Km

Actualmente o raioc médio da Terra esta em 6.378 Km pelo que o valor obtido por

Eratostenes difere do actual menos de 1,6% o que € notavel.

1.1.2. Estimativa de Possidénio

Outra estimativa para o raio da Terra, foi avangada por Possidonio com base na observagao
da estrela Canopos da constelagdo de Carina (fig.1.3)

Os Gregos desenvolveram um método
para medir o perimetro terrestre,
utilizando uma estrela fixa em vez do
Sol. O método atribuido a Possidonio,
baseia-se na observagdio de que
quando a estrela Canopos (C) se vé na

linha do horizonte na direcgio de

Rhodes, ela esta acima do horizonte

Fig.1.3 — Canopos vista de
Rodes e Alexandria em Alexandria da 24* parte dum

angulo raso.
Como Rhodes e Alexandria estdo sensivelmente num mesmo meridiano, e sendo HH' a
linha do horizonte em Rhodes (R) e II' a linha do horizonte em Alexandria (A) ambas
perpendiculares aos raios da Terra, nos pontos de tangéncia R e A respectivamente, tem-se

a igualdade dos dngulos 'AC e ROA e também dos angulos I'LH' e I'AC (fig.1.3).

19
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Sendo I'AC = ROA implica que o comprimento do arco AR seja a 48* parte do perimetro
do meridiano terrestre.

Faltava medir o comprimento do arco AR ligando Alexandria a Rhodes. Tomando um
valor atribuido a Eratostenes segundo o qual AR = 3.750 estadios, Possidonio calculou

para o perimetro terrestre:

48 x 3.750 = 180.000 estadios = 28.350 Km

menos de ¥ do valor obtido por Eratostenes. O erro de Possidonio pode estar na estimativa

; 180°
da elevagdo de Canopos, que devia ser de 5,25° em vez dos 7,5° [ 5 )

Este valor de 180 000 estadios, foi o preferido por Cristovao Colombo séculos mais tarde
para calcular a distdncia que teria de percorrer no mar, navegando para ocidente segundo o
paralelo(latitude de 23° Norte) que passa nas ilhas Canarias, onde a viagem seria iniciada.
Supondo Colombo, que teria apenas de percorrer 60° ao longo desse paralelo até encontrar
as Indias Orientais, calculou

ﬂ><180.000><157,5 = 4.725 km
360

Como a viagem seria feita ao longo do paralelo a latitude de 23° N, e ndo ao longo do

Equador(fig.1.4) a distincia calculada teria de ser corrigida dum factor de 0,92 pois:

Rp=R x0,92 Porgué?

Paralelo
das
Canarias

Equador

Fig 1.4 — Paralelo das Candrias versus Equador

Com esta correcgio, obtém-se um valor de aproximadamente 4.300 Km que Colombo
pensava cobrir em cerca de 30 dias. De facto demorou 33 dias a encontrar Terra 57° a

Ocidente do ponto de partida tendo chegado néo as Indias, mas sim & América do Norte.



1.2. Distancia Terra-Lua e Raio da Lua

1.2.1. Método de Aristarco de Samos

Partindo do raio da Terra, Aristarco de Samos duma forma simples e engenhosa

(combinando geometria com observagio) calculou a distdncia entre os dois astros, da

seguinte maneira:

Sabendo que o Sol estd consideravelmente mais longe da Terra que a Lua, considera o

cone de sombra projectada pela Terra praticamente cilindrico, pelo que a Lua ao atravessa-

lo tera de percorrer uma distancia igual ao dimetro da Terra (fig.1.5). Aproveitando um

eclipse lunar, constatou que o tempo gasto para mergulhar completamente na sombra, € Va

do tempo gasto para atravessar o cilindro de sombra, donde concluiu que o raio da Lua

mediria ¥ do raio da Terra.

Trajectoria da Lua

s \
—
g —p Sombra
0 Dy
L Terra
—> da
. Dy
4’

Q

Fig.1.5 - Determinaciio do raio da Lua

R, e B0 1 ssomen
4 4

Sendo o valor actual de 1,730 Km vemos que o erro cometido por Aristarco foi de 0,087

ou seja, inferior a 9% o que ¢ notavel.

1.2.2. Diimetro angular

O
observador Lua d

< »
OL=120xd

Fig. 1.6 - Distancia para um didmetro aparente ¢ . de 30
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Sendo ja conhecido (30 o didmetro aparente da Lua, e tendo os gedmetras da epoca
estabelecido que o afastamento necessario, para ver um disco segundo um angulo de 30" ¢

120 vezes o seu didmetro (fig.1.6):

Teremos
tea =
8 120xd
o =arct ~—1—
g 120
o =30

Assim sendo a distdncia Terra-Lua (Dy) sera:

- D, 2x1.5%0

o e - =362.100 Km
tg30' 87,3x10

1.2.3. A paralaxe no cdlculo das distincias astronémicas

Um outro processo de calculo, baseia-se na triangulagio através da chamada paralaxe .

O método mais comum para se medirem grandes distdncias a pontos inacessiveis, € a
triangulagfio. Na fig.1.7 estd esquematizado como exemplo, a maneira de medir a distancia

de uma arvore localizada do outro lado de um rio, sem atravessa-lo:

B

Fig.1.7 - Método da triangulagio

Tomando a arvore como um dos vértices, construimos os tridngulos semelhantes ABC e
DEC. BC ¢é a linha de base do triangulo grande, AB e AC sdo os lados, que sdo as direcgdes

do objecto (a arvore) vistas de cada extremidade da linha base. Logo

AB BC BCxDE
e o5 AB=—t
DE EC EC


file:///l20j

Como se pode medir BC DE e EC, pode-se calcular o lado AB e conhecer a distdncia da
arvore.

Vemos que a direcgdo da arvore vista de B, ¢ diferente da direcgdo da arvore vista de C.
Esse deslocamento aparente, na direcgdo do objecto observado devido a mudanga de
posicio do observador, é o chamado efeito de paralaxe. Em Astronomia, usa-se uma
quantidade p que corresponde a metade do angulo correspondente a esse deslocamento

como esta ilustrado na fig.1.8

O Suponha que o ponto O é o objecto cuja distancia se

quer medir (a 4rvore da figura anterior). 2D € a linha
de base do tridngulo, e os angulos A; e Az sdo 0s
&y A dngulos entre a direcgfio do objecto, visto de cada
L~ . 4 extremidade da linha base e a direcgdo de um objecto
muito mais distante tomado como referéncia (pode
ser uma montanha no horizonte, no exemplo

anterior).

D
Fig 1.8 - Angulo de deslocamento 2p

Recordando que num tridngulo de base D, altura d, diagonal B e dngulo 0 entre D e B,

temos

BcosG=D<:>B=—*D—

cosf

P Bser16=d<:>cfl:DS'ane
B cosd

=Dtgb

Como na paralaxe medimos o angulo p entre B e d, temos

D _, D_D
8 &P d tgp p(rad)

para dngulos p suficientemente pequenos.

Usa uma calculadora e verifica que tg p=senp=p com p em radianos e valores

inferiores a meio grau
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Regressando a fig. 1.8 sabemos que

D
tgp=—
gP="

Medindo A; e A (com teodolitos por exemplo) podemos calcular p pois no tridngulo

2p + (90— A;) + (90— Az) = 180

donde resulta

R
2 ?

Como D também ¢é conhecido, podemos medir a distdncia d. Para angulos pequenos, a

tangente do dngulo € aproximadamente igual ao proprio angulo medido em radianos.

Entdo:
D

d et
p(rad)

(1)

Como p € medido em radianos, d tera a mesma unidade de D.

1.2.4. Paralaxes astronémicas

O mesmo método de triangulagdo explicado acima, é usado para medir distancias de
objectos astronomicos. Mas como esses objectos estdo muito distantes, € necessario
escolher uma linha de base muito grande. Para medir a distdncia da Lua ou dos planetas
mais proximos por exemplo, pode-se usar o didmetro da Terra como linha de base. Para se
medir a distdncia de estrelas proximas, usa-se o didmetro da orbita da Terra como linha de

base.

1.2.5. Paralaxe geocéntrica
A fig.1.9 ilustra o problema para a determinagdo da distdncia da Lua, usando o didmetro da

Terra como linha de base.

Fig 1.9 - Paralaxe da Lua



A posigdo da Lua em relagdo as estrelas distantes, é medida duas vezes, em posi¢des
opostas na Terra, e a paralaxe corresponde a metade da variagdo total na direcgdo
observada dos dois lados opostos da Terra. Essa paralaxe é chamada paralaxe geocéntrica,
e € expressa por.

R
p(rad) - Terra o d — RTe,rra

d . p(rad)

Por observacdo verifica-se que o valor médio de p (média de valores de p obtidos com a

Lua em diferentes posicoes ao longo da sua érbita) é de 57" 0 que determina:

57 2w
rad)= —x—=0,166
p(rad) 60 360
d=237 334183 Km
0.166

3

Ou seja a distincia média da Lua a Terra € de aproximadamente 384.000Km

1.3. Unidades de medida em Astronomia

1.3.1. A unidade astronémica (U.A.)

Chama-se unidade astronomica a distincia média da Terra ao Sol e o seu valor €:

1 U.A. =149.600.000 Km
1.3.2. O ano-luz (AL)

O ano-luz é a distancia percorrida pela luz no vazio num ano.
Essa distincia equivale a:

1 AL = velocidade da luzx 1 ano

1 AL = 3x10° Km/s x3,2x107s = 9,6 x10" Km

1.3.3. Relacio entre ano-luz e U.A.

1U.A =1,496 x10°Km
Como
1AL =9.6x10" Km
vamos ter que:
9.6x10" .
- 22X _UA  ousea JAL = 64.171 UA
1.496 x10

25
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1.3.4. O Parsec

Um parsec ¢ a distdncia de um objecto, tal que um observador nesse objecto veria o raio da
orbita da Terra em torno do Sol, com um tamanho angular del" ou por outras palavras, € a
distancia de um objecto que apresenta paralaxe heliocéntrica del".

Como um angulo del" expresso em radianos vale

o) 2 ) - 4,848 %107 rad
3600 ) \ 360°

substituindo em (1) resulta:

1po=—192 506265 UA

4,848x107°

A distancia de um objecto, expressa em parsecs € dada por:

1104

Resumindo as trés unidades para uma estrela com paralaxe heliocéntrica qualquer, a sua

distancia sera:

d(UA) = 1 _ 206265
p(rad)  p(")

1

d T

(pc) o

3,26

d{ALY =2—

i p(")

Até ha poucos anos com os telescopios disponiveis na Terra, a maior distdncia as estrelas
que se podia medir com precisdo superior a 10% era 20 pc, o que corresponde a p = 0.05".
O uso de CCD e telescopios delicados baixou a incerteza das observagdes na Terra para 1

mili-segundo de arco, semelhante ao conseguido pelo satélite HIPPARCOS



(High-Precision Parallax Collecting Satellite) construido para medir com alta precisdo a
posicio e a paralaxe de 120.000 estrelas. Ele foi langado em Agosto de 1989, e operou com
sucesso durante 3 anos apesar de nio ter alcangado a Grbita geoestacionaria pretendida. E
importante notar que 1 mili-segundo de arco, é equivalente ao tamanho angular de uma
pessoa na superficie da Lua vista da Terra. Para atingir esta precisao, foi necessario corrigir
o desvio da luz devido ao efeito gravitacional do Sol previsto pela relatividade geral, e que

¢ de 1,7 segundos de arco na borda do Sol e 4 mili-segundos de arco a 90° do Sol.

1.4. Distincia Terra-Sol e Raio do Seol

A medigio da distdncia Terra — Sol sempre constituiu um desafio para os astronomos € as
formas de a fazer sdo variadas , sendo umas mais precisas que outras.

De seguida iremos descrever alguns métodos utilizados nessa medigdo.

1.4.1. Método de Aristarco
Aristarco propds o seguinte raciocinio: Considerou duas posi¢des na orbita da Lua, uma L

em quadratura com a Terra e o Sol (dngulo STL = 90°) e outra L' bastante proxima com o
angulo SL' T = 90° (fig.1.10).

Do tridngulo TL'S rectangulo em L' tirou a relagdo

TS 1
——t Mostrar que o = Q
TL' sena
L I
p
o
CJ [ S
Terra
Orbita da Lua

Fig.1.10 - Calculo da distincia Terra-Sol por Aristarco
O problemético da situagdo prende-se com a manifesta dificuldade de medir o angulo LTL’

(sobretudo devido a pouca precisdo dos instrumentos da época) tendo Aristarco avaliado o

e
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valor de 3 em 3° (em vez de 10') pelo que obteve

TL'

TS=TLx19=60xR; x19=1.140xR ;(em vez de 23 400x R ;)

Este valor apesar de bastante mau foi adoptado (por falta de alternativa durante cerca de

1.500 anos).

Hoje ¢ sabido que o Sol esta 400 vezes mais afastado da Terra que a Lua. Na ocorréncia

dum eclipse anular vemos da Terra, os discos lunar e solar sobrepostos o que permite

concluir pela quase igualdade dos raios aparentes (fig.1.11).

Fig.1.11 - Relagdo entre os raios do Sol ¢ da Lua

Da figura e por semelhanca de tridngulos

EL
TL R,

=400

TS =400xTL < 382.000x400=152.800.000 Km
donde se conclui:
R =400x RL < 1.600x400=640.000 Km

1.4.2. Método da paralaxe do Sol
Pela oposicio de Marte

Uma das possibilidades de calcular Drg (distdncia Terra-Sol) ¢ através do conhecimento da

sua paralaxe horizontal a (dngulo sob o qual o Sol vé o raio da Terra) uma vez conhecido o

raio terrestre r (fig.1.12).

Dys
Fig 1.12 - Paralaxe horizontal do Sol

Por defini¢do de tangente

Dpg =8



Uma das formas de obter essa paralaxe, é a partir da observagdo de Marte nas chamadas
grandes oposigdes (quando o planeta se encontra perto do peri€lio da sua Orbita,
aproximadamente a 55 milhdes de Km da Terra)

Vejamos como se pode obter geometricamente a paralaxe do Sol.

Consideremos para simplificar que o Sol Terra e Marte se encontram alinhados no

momento da oposigao(fig.1.13)

Fig 1.13 - Determinagio da paralaxe do Sol

o — Paralaxe horizontal do Sol

p— Paralaxe horizontal de Marte

a, — Distancia Terra-Sol ; a,= 1 unidade astronomica

A - Distancia Terra-Marte ; A=q - a,

q — Disténcia Marte-Sol no periélio; q = a (1 — ¢) sendo a o semieixo maior e ¢ a

excentricidade da orbita de Marte

Da figura tiramos

Ri=a,tg a (2)
Ri=Atgp=(q-a,)tgp=[a(l —e)—a] xtgp ()

Igualando os membros direitos de (2) e (3) e aproximando as tangentes dos dngulos aos

proprios angulos obtemos:

a0 =[a(l-e)—a] xp

o= {1(1—(3)—1};)
aD

donde tiramos:
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A razdo = calcula-se através da 3° lei de Kepler (ver 3.1.5) :
ag

3 2
a P
(—} = (ﬂ) comaeagem U A ePyePrem anos.
aO T

Sendo Py= 687 dias

P, = 089 1,88 anos
’ 365 :
P 1.88°
Bt M o/t L 15254
& VP 1

a0 passo que p e e se podem obter com base em observagdes astronomicas:
p="7"=0,00194°
e = 0,0934

Com estes valores obtém-se :
a=1,5234(1 - 0,0934) 0,00194° =0.00269° = 9,7"

A distancia Terra-Sol vem :

Drg = LS =13567881km

tgo  tg0,00269°

1.4.3. Transitos de Vénus

Uma outra possibilidade para a determinac@o da paralaxe do Sol, € a partir das observagdes
do transito de Vénus que consiste na passagem de Vénus entre o Sol e a Terra, sendo a sua
sombra projectada no disco solar, e vista da Terra durante o periodo de tempo que o
planeta passa diante do Sol (o chamado transito). Este acontecimento € pouco frequente e
vai ocorrer novamente em 2004, constituindo mais uma rara oportunidade para ser
observado e registado.

A 1% vez que este fendomeno foi observado e registado, aconteceu em 1639 por iniciativa de

Jeremiah Horrocks.

1.4.3.1. O transito de Vénus no cilculo da paralaxe do Sol por Horrocks

Em 1639 Jeremiah Horrocks projectou a imagem do disco solar do seu telescopio para uma

folha graduada de papel, onde registou o planeta em trés instantes distintos (fig.1.14).
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Fig.1.14 - Observagdes de Vénus em trinsito

Com base na figura fez algumas medigdes que estdo registadas na tabela 1.1

Distincia entre centros

Hotaleesl (em% do Diametro do Sol)
15.35 45.00
15.45 4333

Tabela 1.1 - Registos das observagdes de Horrocks

Com base nestas observagdes, estimou para o didmetro de Vénus 4% do didmetro do Sol
Tendo estimado 31' 30" para o Sol obteve 1' 16" para Venus.

A partir daqui Horrocks chegou a paralaxe da seguinte forma (fig.1.15)

Fig.1.15 - Didmetros aparentes de Vénus o(visto da Terra) ¢y (visto do Sol)

Considerando o didmetro de Vénus dv como um arco de raio EV (visto da Terra) sob o

angulo o e raio SV (visto do Sol) sob o angulo v :
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EV+SV=1UA
dv=aEV =vSV

LEV _a(1-8V)
SV SV

Da 3" lei de Kepler
SV? =P’ com SV (u.a)e P, (anos)

ouseja SV =3/P;

a(l-%fp?)

substituindo Py = 0,6083 anos e o = 1' 16" vem

y=30"

Com base neste valor, e assumindo que 30" é o angulo como a Terra € vista do centro do

Sol resulta para a distancia Terra —Sol, Drs:

L= %r . 18750R,
tgl5"

Este valor esta bastante longe do real, devido ao convencimento de Horrock que o Sol vé
todos os planetas sob o mesmo angulo, o que ndo acontece, devido as significativas

diferengas nas distancias.

1.4.3.2. O transito de Vénus no calculo da paralaxe do Sol por Halley

A distancia na perpendicular D entre cordas determinadas no disco solar pelo trénsito de
Vénus, permite estabelecer uma relagdo com d que ¢€ a distdncia na Terra entre os pontos

de observagio associados as cordas consideradas (fig.1.16).

Terra e Ly—>
H
]F: @}. "
d
Lg 4 4

Fig.1.16 - Método de Halley para calcular a paralaxe do Sol



Observando a figura podemos estabelecer o seguinte:

Da semelhanca de tridangulos

L : . .
arazdo —~- ¢ conhecida a partir da 3" lei de Kepler sendo
E

L ;
— =senf com O = 48° (max® elongagdo de Vénus, ver fig.1.18)
E

Assim sendo vamos ter

P —.
L.(1-sen@)  1-—senf

D . . . ..
A razﬁoﬁ pode ser obtida com base na fig.1.17 que regista as observagdes do trinsito de

Vénus , medindo os didmetros das projecgdes do Sol e de Vénus.

1761:- L Rodrigues 2.Paris 3. Tobakk
176%:- L, Tahiti 2. Batavia 3. Vardo 4. Paris

Fig.1.17 - Observagodes do transito de Vénus em 1761 e 1769
visto de diferentes lugares.

A partir de H (didmetro do Sol) e %

e aparalaxe do Sol p=
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1.5. Medicio de distincias planetarias no Sistema Solar

1.5.1. Para planetas inferiores (cujas 6rbitas sio interiores & da Terra)
Nicolau Copérnico (1473-1543) observando ao longo do tempo a posigio relativa do Sol
Terra e Vénus, medindo a elongagio de Vénus que € o angulo STV (Sol-Terra-Vénus)
verificou que o seu valor maximo ¢ de 48° (fig.1.18).
Sendo a distancia Terra-Sol (TS) igual a 1 U.A.

Do tridngulo STV rectangulo em V

tem-se:

sen 48°= E donde
TS

VS=1xsen 48°=0,74 U.A.
VT =4/1-0,74* =0,67 UA

na quadratura.

Este processo aplica-se também a

Mercurio, cuja elongagdo maxima €
Fig.1.18 - Posicdes do Sol Terra ¢ Vénus na quadratura de 28°

IDe;termina neste caso MS (distdncia de Mercurio ao Saz’)|

Conhecidos os raios das orbitas que sdo aproximadamente circulares, € possivel
geometricamente calcular as distdncias entre Vénus ou Mercirio e a Terra para quaisquer

posigdes relativas, desde que se conhega o angulo STV(a) como se mostra na fig.1.19

e SPILTV
Sabendo a (por observagio) obtemos
e TP=ST x cosa

1. Usando o teorema de Pitagoras em STP

obtemos
SP = /ST? - TP?
e em SPV obtemos
PV =+/SV? -SP?

donde finalmente tiramos

IV=TP+F¥

Fig.1.19 — Posigdo de Vénus
com uma elongacio o



2. Utilizando o Teorema de Carnot em STV:

SV? =ST? +TV? — 28T xSV x cosa
donde

TV =+/SV? —ST? +2ST xSV x cosa
3. Concretizando para Mercirio a partir da medigdo da elongagéo o .
Por observagdo a=7°
TP =1xco0s7°= 0,99 U A
SP =/1-0,99° =0,14
PM = /0,47 —0,02% = 0,45

TM = 0,99+0,47 =1,44 U.A.

[Determina TM aplicando o teorema de Carno

1.5.2. Para os planetas superiores (6rbitas exteriores a da Terra).
Agora a situagdo implica a determinagdo de angulos através dos tempos que os planetas
demoram a percorrer na sua Orbita os arcos correspondentes. Exemplificando com o

planeta Marte (fig.1.20).

ORBITA DE MARTE

ORBITA DA TERRA

Mz

Fig.1.20 — Posigdes do Sol Terra ¢ Marte em oposi¢io ¢ em quadratura

Partindo da oposigio de Marte (STM,) a quadratura seguinte (ST;M,) acontece quando se
véem da Terra, Marte e o Sol em direcgdes perpendiculares, 0 que ocorre passado t dias
medidos desde a oposi¢do. Nesse tempo t Marte moveu-se de M; para Mz e a Terra de T,
para T.

Teremos entdo a seguinte relagdo angular
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ZB= éTlst = £T1SM2

Sabidos os periodos de translagio de Marte (686,98 dias) e da Terra (365,24 dias) sabendo

que durante esse periodo qualquer planeta roda 360° em torno do Sol, ¢ notando que
T,ST, =M, SM,

pode-se usar as propor¢des seguintes:

e No caso da Terra :

t _TST, @
365,24 360°
e No caso de Marte:
t M, SM, 5)
686,98  360°

sendo t o tempo em dias desde a oposigdo a quadratura(de M; a Mz ou de Ty a Tz)
Este tempo t pode ser medido observacionalmente e corresponde a 105,4 dias

Resolvendo (4) e (5) obtém-se :

T,8T, = 36O°x£5—5%

2

=103,9°

" 1054
T, SM,, = 360°x ——2— = 55,2°
3 686,98

3

B =103,9°-55,2°= 48,7°

Do tridngulo rectangulo SM,T5 :

ST, =SM, xcos48,7°
SM, =1,5x8T,
SM, =1,5 T.A.

(A distincia de Marte ao Sol é1.5 U.A.)

M,T, = ST, x tg48,7°
M,T, =1,14x ST,
M,T, =1,14 UA.

(A distancia da Terra a Marte é 1.14 U.A. na quadratura).



1.6. Distancia as estrelas

1.6.1, Paralaxe heliocéntrica

d1, ¢ =90°

Fig.1.21 — A paralaxe heliocéntrica das estrelas

A paralaxe heliocéntrica absoluta pas (fig.1.21) ¢ usada para calcular a distdncia d as

estrelas mais proximas a partir da relagio

dtsiy
e Pass ()

A medida que a Terra se move em torno do Sol, podemos medir o desvio angular ¢; de
uma estrela S em relagdo a uma estrela de referéncia S' (a estrela S' € de paralaxe
supostamente conhecida, na pratica assume-se um valor que ¢ uma média estatistica das
paralaxes das estrelas mais distantes) quando a Terra esta de um lado do Sol em T; e
tornamos a fazer a medida ¢, seis meses mais tarde, quando a Terra esta do outro lado do
Sol em T».

Para desvios angulares pequenos (parte superior da fig.1.21) vé-se geometricamente que o
desvio visto da Terra 2 pass (dobro da paralaxe abscluta) se obtém a partir de ¢1e ¢2 que nos

da a paralaxe relativa

1
Pu = ‘2'(¢2 w¢’1)
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e de po (paralaxe da estrela de referéncia S') da seguinte forma

1 -
Pabs :E((PQ —(P1)+ Po Porgué?

Actualmente € possivel medir os desvios angulares ¢1e ¢» com bastante rigor, sendo no
entanto ainda bastante problematico medir p, (medigio feita por fotometria)

Para grandes desvios angulares proximos de 90°, que o satélite Hipparcos (langado pela
ESA Agéncia Espacial Europeia) ja permite medir (parte inferior da fig.1.21) a paralaxe

absoluta € medida directamente sendo

1
Pans = E((bz *d)l)

De notar aqui a irrelevancia da distdncia a estrela de referéncia S'.

A estrela mais proxima da Terra Proxima de Centauro apresenta uma paralaxe de 0,76"

portanto:

_ 076 2 _ 0,76

rad) = X =
plrad) 3.600 360 206.205
= 206205 . 71322 UA,
0,76

ou seja esta a uma disténcia da Terra que € aproximadamente 271.322 vezes a distancia a

que a Terra esta do Sol.

Exemplo:
Mediram-se com 6 meses de intervalo os desvios angulares de uma estrela tendo-se

registado os seguintes valores
b= 89° 12' 23" by = 89° 12' 23 2"

Vamos ter neste caso uma paralaxe

p — (d)i _¢)2) :0,]0”
2
vindo a distincia
1
d=—-—=10pc
0,10" #



Questdes sobre distincias no sistema solar

[ ]

Se em vez de Alexandria Eratostenes tivesse medido a sombra num local ao dobro
da distincia de Siena qual seria o angulo medido?

Qual o didmetro aparente da Lua no perigeu? E no apogeu?

Sendo o raio angular aparente do Sol de 0,5° qual a distancia Terra-Sol medida em
raios solares?

Determinar a distincia de Merctrio ao Sol e 4 Terra na posigdo de elongagdo
maxima que € de 28°.

Determinar a distdncia de Jupiter ao Sol e & Terra sabendo que o tempo que
decorre entre a oposicio e a quadratura é de 115 dias e que o periodo de Jupiter €

de 11,86 anos .

Questdes sobre paralaxes

Para o Sol a paralaxe média é de 8,79".Qual a distincia média Terra-Sol?

Os planetas exteriores Marte, Jupiter e Saturno distam em média do Sol de 1,524 ;
5,203 e 9,539 U.A. respectivamente. Qual o que apresentara maior paralaxe? E
menor? Calcula essas paralaxes.

O planeta Neptuno dista em média do Sol 6 vezes mais que Japiter? Qual a
paralaxe de Neptuno?

A estrela Sirio que é a estrela mais brilhante do nosso céu dista 8,7 anos-luz da
Terra. Qual a distancia em parsecs? E a Paralaxe?

Num registo fotografico mediu-se um deslocamento linear de 5 mm na posi¢do
duma estrela em dois instantes separados de 3 meses. Correspondendo 1mm a
0,005", qual a disténcia a que se encontra a estrela?

Sabendo que é bastante dificil a partir da Terra medir com rigor paralaxes inferiores

a 0,008, até que distincia este método se pode aplicar.
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Capitulo 2

A geometria dos eclipses

Neste capitulo tal como no 1, os conceitos de geometria plana ja referidos, sdo usados na
interpretagdo do fenomeno dos eclipses, que permitem em concreto determinar grandezas
que caracterizam os diferentes tipos de eclipses:

e Comprimentos de sombras

e Zonas de sombra e de penumbra

e Tempo de duragdo

e Posigdo angular nas orbitas
Tal como no capitulo anterior, os temas "Geometria no plano e no espago 1 e II "sdo os
adequados para uma abordagem dos eclipses, com um aspecto importante a ser destacado:
a possibilidade de simplificar matematicamente uma situag@o (que exige para maior rigor
geometria esférica) fazendo uso de geometria plana como aproximagdo, o que permite

neste particular usar Matematica ao nivel do secundario.

2.1. O que é um eclipse?

Um eclipse ¢ um fendémeno que ocorre sempre que a Lua entra na sombra da Terra
(eclipse lunar) e quando a sombra da Lua atinge a Terra (eclipse solar)

Se a érbita da Terra em tomo do Sol, e a orbita da Lua em torno da Terra, estivessem no
mesmo plano, ocorreria sempre um eclipse da Lua na Lua Cheia, quando a Terra esta entre
o Sol e a Lua, e um eclipse do Sol na Lua Nova, quando a Lua esta entre o Sol e a Terra.
Como o plano da érbita da Lua est inclinado 5,2 ° em relagio ao plano da orbita da Terra,
s6 ocorrem eclipses quando a Lua esta na fase de Lua Cheia ou Nova, e quando o Sol esta
sobre a linha dos nodos, que ¢ a linha de intersecgdo dos planos das orbitas da Terra e da

Lua.

Fig.2.1 — Lua Cheia e Lua Nova com eclipses ¢ sem eclipses
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O tempo de duragio dos eclipses, a extensdo das areas afectadas pela sombra no caso dos
eclipses solares e a posigdo orbital nos eclipses, € o que iremos tratar a partir do calculo das

sombras.

2.2. Como se calcula o comprimento da sombra?

Consideremos um corpo luminoso de raio R a uma distincia d de uma esfera opaca de raio

.

Por semelhanga de tridngulos temos que:

R R
L L+d
E portanto a altura do cone de sombra (L) €:
L=_Rd
R-R

Onde:

¢ L =comprimento da sombra
« d = distdncia da fonte a esfera opaca
¢ R'=raio da esfera opaca

¢ R =raio da fonte

2.2.1. Como se calcula o raio da sombra da Terra a distincia da Lua?.

e L =comprimento da sombra

e R'=raio da Terra

o 1(l) = raio da sombra a uma distancia | da Terra

Novamente por semelhanga de tridngulos temos que:



() R
It L

E o raio da sombra & distincia | da esfera opaca €:

L-1
() =R'—
) y

2.2.2. Exemplos de calculos de sombras

1. Calcular o comprimento médio da sombra da Terra, considerando-se:
e distancia Terra-Sol: 149.600.000 km
e raio da Terra: 6.370 km
e raio do Sol: 696.000 km

Como
. distancia da fonte x raio da esfera
comprimento da sombra = - -
raio da fonte — raio da esfera

Obtemos

; 149 600 .000 Km x 6.370 Km

comprimento da sombra =
696 .000 Km — 6.370 Km
ou seja
comprimento da sombra = 1.381.800 Km

2. Seja

e roraio da Terra,
e R =109r o raio do Sol
e d=23.680r a distancia entre o Sol e a Terra

a) Qual é o comprimento do cone de sombra formado?

2
L= dxr :23.680r 219261
R-—r 109r —r

b) Qual ¢ o raio deste cone a uma disténcia de | = 60r por onde passa a Lua?
Como

(1) T
L -1 L

vem

r
219,26

2

r(l) = %(L ~1)= (219,261 — 60r) = 0,726r

r
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i . " £
c) Sendo r, = =2 o raio da Lua, quantos didmetros lunares cabem nessa regio da

9

sombra?

r(l) _ 0,726r _

T.

=26
r/
L 36

2

Isto €, na distancia da Lua a umbra da Terra tem 9.200 km. A penumbra tem 16.000 km e
como a velocidade da Lua na sua orbita ¢ de 3.400 km/hr, um eclipse total da Lua dura

cerca de 1h 40 m e um eclipse parcial da Lua dura cerca de 6h

Sabendo que Mercurio tem um didmetro de 4.878 Km, dista 59,9 milhdes do Sol e Vénus
tem de didmetro 12.104 Km e esta a 108,2 milhdes Km do Sol, determina os comprimentos

das sombras respectivas, e avalia em que condicdes a sombra de Mercurio atinge Vénus.

2.3.Condicdes para a ocorréncia de Eclipses

2.3.1. Eclipses lunares
Na fig.2.2 apresenta-se esquematicamente, a posi¢do da Lua e da sombra da Terra que

propicia a ocorréncia dum eclipse.

Nodo Ri+tRgr=6.395 Km
............... ll“ - . Ecliptica
“Dpx = 70.269 Km Secihts
' da Terra

Fig.2.2 - Posigo limite da Lua para ocorrer um eclipse

Como se observa na figura a Lua toca apenas a sombra, € nesta posigdo o centro da Lua

dista da Ecliptica ce = Ri+Rst € entrard na sombra da Terra desde que esta distancia seja



file:////MWM

inferior a 6.395 km (1.770 do raio lunar mais 4.625 do raio da sombra da Terra, a distincia

da Lua) sendo a distincia ao nodo:

6395
tg 5,2°

=70.269 Km

LN

que corresponde a um afastamento angular o :

269
o =2xarctg s =10,46°
2 x384.000

Como a sombra da Terra se desloca

360°
365,4

~ 0,985°/ dia

significa que demora a percorrer o arco (centrado no nodo) de 20,92°(2x10,46°).

20,92

= 21,24 dias
0,985

6 meses depois

Fig.2.3 - Posicio possivel da Lua nos eclipses lunares

Sendo o periodo sinddico (tempo decorrido entre duas posigdes sucessivas iguais, por ex®
entre duas Luas Cheias) de 29,5 dias e acontecendo Lua Cheia a uma distancia superior a
10,6° a Oeste do nodo a Lua Cheia seguinte ocorrera a mesma distancia do nodo mas a

Este.
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Significa isto que ndo ocorrerdo eclipses nesse més nem no proximo, visto que o centro da
Lua passara pelo nodo 27,2 dias (més draconico) apos, enquanto a Lua Cheia acontecera
2,3 dias mais tarde.

Nesses 2,3 dias a Lua afasta-se 30° do nodo, € o seu centro passara ao lado da sombra da
Terra a mais de 56',5. O eclipse lunar seguinte s6 podera ocorrer passado um semestre nas
mesmas condig¢des perto do outro nodo. Significa isto que anualmente o nimero méaximo
de eclipses lunares serda de 3, isto no caso do 1° ocorrer logo apds o dia 1 de Janeiro
acontecendo o 2° no fim de Junho e o 3° no fim de Dezembro, 12 meses sinodicos (354

dias) apos o 1°(ver fig.2.3).

2.3.2. Eclipses Solares

Na fig.2.4 mostra-se a Lua na posi¢do limite para a ocorréncia dum eclipse solar. Para
simplificar vamos considerar os trés astros num plano perpendicular & Ecliptica e dada a
enorme distancia entre a Terra e o Sol (ST= 149.600.000 Km) também consideraremos 0s
raios solares praticamente paralelos , S; T, // ST. Com estas simplificagdes estamos em
condigdes de calcular o tamanho do disco solar a distdncia da Lua e a partir daqui

determinar a posi¢ao da Lua .

Fig.2.4 - Representagdo do Sol Terra e Lua considerando a Lua no mesmo plano (perpendicular 4 Ecliptica)

Da figura obtemos:
TL=S'T pois S,;T,//ST e SL=tga' xS'T
R, =SS, +S,L e SS =tgaxSs

Ry =tga xSS'+ tga'x S'T

ta—RT
Be=5T

-

tog'=
i ST



Ry z%;—x SS' + %%x ST

x 384.000 = 8.140 Km

m, S (149,6x10° —384.000) +

¥ 71496 x10° 149,56x10°

O disco solar 4 distincia da Lua € nyisto" da Terra com um raio de 8.140 Km o que

significa que a Lua entrara no disco, tapando-o, quando a distancia a Ecliptica for inferior a

1770 +8.140 = 9.910 Km (raio solar mais raio lunar) conforme se mostra na fig.2.5

& 8.140+1.770 Km

. Nodo ="
Ecliptica IX 52°

N 108 893 m(j

{ Projecgdo do disco Solar

4 distancia da Lua

Terra

Fig.2.5 - Lua.Terra e Sol num eclipse solar

Nesse momento a distdncia ao nodo:

ON = = =108.893 Km

tg5,2°

a que corresponde um afastamento angular o

108.89
08.893 ]:16’10

oa=2xarctg ———————
2x384.000

Nota:Com recurso a trigonometria esférica pode-se obter um valor mais exacto de 16,5°.
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Esta distincia obviamente ¢ a mesma se o Sol estiver posicionado do outro lado do nodo.
Como o Sol percorre diariamente em média 59' demora 34 dias a cobrir o arco de 33'(onde
podem ocorrer eclipses) centrado no nodo.

Nesse periodo de 34 dias ocorre pelo menos uma Lua Nova, podendo ocorrer duas (ja que
o periodo sinddico ¢ de 29,5 dias) pelo que havera necessariamente 2 eclipses solares (na
vizinhanga dos dois nodos da orbita Lunar).

Assim sendo ocorrerio no total 4 e no caso de o 1° ocorrer logo apos 1 de Janeiro
acontecerdo 5, sendo o 2° na Lua Nova seguinte, o 3° e 4° ap6s um semestre (pouco antes)

e 0 5° 12 meses sinddicos (354 dias) apds o 1°como se mostra na fig.2.6.

354 dlas epois
29,5 dias depcns

Janeiro

Lmha dos nodos

6 meses depois

Fig.2 6 - Posig¢Bes possiveis da Lua nos eclipses solares



2.4. Calculo de eclipses

2.4.1. Eclipses do Sol

e Eclipses anulares
Variando a distdncia Terra — Lua entre 450.500 km e 363.300 Km e tendo o cone de
sombra da Lua um comprimento médio de 384.413 Km acontece ndo ser a Terra atingida
pela sombra quando a distancia da Lua a Terra for superior (por exemplo no apogeu) o que
determina na superficie terrestre uma zona T;T, onde vai ocorrer um eclipse anular pois a

parte solar visivel tem a forma dum anel devido & interposi¢ao da Lua (fig.2.7).

Fig.2.7 Eclipse anular do Sol

O diametro desta zona pode ser calculado aproximadamente sabendo que:

DA (cone de sombra)

Dy xR, _ (149.600.000 —405.500)x 1.770

|, = 380.384 Km
R, -R, 696.000—1.770
o (raio angular da Lua)
R Wi
o = arctg] —= | = arctg el J =0,266°=16'
D, 380.384

Dat, =D1L— (Dra + Rr) = 40.5500 — (380.384 + 6.370) = 18.746 Km
donde resulta:
TiT2=2 x tg 0,266° x 18.746 =174 Km

Concluimos assim ser de 174 Km (didmetro da sombra) a largura da faixa terrestre onde €

visivel o eclipse.

Qual a distdncia da Terra a que teria de estar a Lua para o eclipse anular ser visto numa

Sfaixa com o dobro da largura?
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e Eclipse total do Sol
Estando a Lua a uma distincia inferior ao comprimento do cone de sombra (no perigeu

por exemplo) a Terra sera atingida pela sombra ocorrendo na zona T;T; um eclipse

total (fig.2.8).

Sol

e L Terra

Fig.2.3 - Eclipse Total do Sol

O comprimento desta zona pode ser calculado sabendo:

O comprimento do cone de sombra da Lua

D, xR .600.000 —363. .
_Dyx L _ (149.600.000-363300)x1.770 _ 30 4o ey
(I 696.000 1,770

O raio Rg do cone de sombra a distancia da Terra(na superficie):

R, x(D;, —Dy +R;) (380.493 - 363300+ 6.370)x 1.770
Dy 380.493

R. =

S

=110 Km

Como a distdncia T T, € praticamente o dobro do raio da sombra vem:
TiT; =2 x 110 Km =220 Km

Esta distincia corresponde ao tamanho (didmetro) da sombra na Terra, o que significa ser o

eclipse visivel numa faixa com 220 Km de largura.

(o]

Como a Lua se move

=12° por dia, para Este, em relagio ao Sol, implica uma

2

velocidade de:

120 x 21 % 384.000 = 56 Km/dia

A velocidade de um ponto da superficie da Terra devido a rotagdo para leste da Terra €:

2BX0.370 1 serRfh =28 Kiniatn



Como a velocidade da Lua no céu ¢ maior do que a velocidade de rotagdo da Terra, a
velocidade da sombra da Lua na Terra tem o mesmo sentido do movimento (real) da Lua,
ou seja para Este. O valor da velocidade da sombra (desprezando o &ngulo entre os

movimentos) €, grosseiramente:
56 Km/min — 28 Km/min = 28 Km/min

A duracdio da totalidade do eclipse, num certo ponto da Terra, sera o tempo desde o
instante em que a borda Este da sombra da Lua toca esse ponto até ao instante em que a
borda Oeste da Lua o toca. Esse tempo é igual ao tamanho da sombra dividido pela
velocidade a que ela se desloca.

Sendo o tamanho calculado para a sombra, de 220 Km, vamos ter:

portanto o tempo de duragdo total para um eclipse solar sera de aproximadamente 7 min e

54 seg.

2.4.2 Eclipses lunares

Orbita da

Fig.2.9 - Eclipse Lunar

Quando a Lua entra na sombra da Terra (L,Ls) ocorre um eclipse lunar (fig.2.9). Na zona

de penumbra (L;L4) o brilho da Lua diminui mas tdo pouco, que ¢ imperceptivel da Terra.

<3|
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¢ Vejamos qual o comprimento do percurso (LiL4) da Lua na Penumbra
Dados conhecidos:

e distancia Terra - Sol :149.600.000 Km

e raio do Sol : 696.000 Km

e raio da Terra: 6.370 Km

e raiodalua:1.770 Km
e distincia Terra — Lua : 384.000 Km

No tridngulo ABD conhecemos :
e AB=149.600.000 Km
e DB =696.000+6.370=672.370 Km
Podemos calcular :
DB
o = arctg—

672.370
149.600.000

a=0,258°

o= arctg

R, 6370
seno.  sen 0,258°

CT =

CT=1417317Km
CL=CT+TL = 1.417.317 + 384.000 =180.1317 Km

Daqui resulta

1.801.317x2x0,258x
180

L,Ls = 16222 Km

L1L4 =

Como a Lua se desloca a uma velocidade de 3400 Km/ hora demora

16.222
3.400

= 477H

ou seja decorrem aproximadamente 4 horas ¢ 46 minutos desde que mergulha até que sai

da penumbra.



e Quanto ao percurso(L,L;) da Lua na sombra :

Calculemos o comprimento do cone de sombra — TT;. Por semelhanga dos tridingulos
S,8Ts e DTT, temos:

sS DT
ST+TT, TT

5

T, = DT x ST
8,5-DT

5
1 = 8:370x149,6x10° _, 204 230 km

P 696x10° - 6370

Com base em TT, e DT calculamos:

ZDT.T = arcth—T
TT

B

6.370 .
= arctg————=0,
1.381.830
Sabido este angulo temos:
L,L, = 3% «(1.381.830— 384.000)

L,L, =9.195Km

o que permite determinar o tempo que a Lua demora a percorrer o arco Lyl3:

2L = 2.7 horas
3.400

e tendo a Lua um didgmetro de 3.540 Km significa que demora aproximadamente uma hora
desde que toca o cone de sombra em L até ficar completamente imersa, permanecendo
assim até atingir o outro bordo da sombra em L4, 0 que implica que a Lua est4 totalmente
mergulhada na sombra-eclipse total (2,7 — 1) ou seja 1,7 horas isto € aproximadamente 1 h

e 43 min.

|Qual seria a duragéo do eclipse total da Lua se o iamanho da Terra josse o dobro ’I
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2.5. A Frequéncia dos Eclipses . Saros
A frequéncia de ocorréncia dos eclipses depende:
e da posi¢do entre os planos orbitais lunar e terrestre.
Se o plano orbital da Lua coincidisse com o plano da Ecliptica, um eclipse solar
ocorreria a toda Lua nova e um eclipse lunar a toda Lua cheia, o que ndo acontece
pois o plano orbital da Lua, esta inclinado 5,2° relativamente ao plano orbital da
Terra.
e da posicdo da Lua ao longo de sua Orbita em termos da sua proximidade ou
coincidéncia com os nodos.
A Lua precisa estar proxima da linha de nodos para que um eclipse ocorra. A
distdncia angular da Lua do nodo precisa ser menor que 4,6° para um eclipse lunar
total, e menor que 10,3 © para um eclipse solar total.

e da sua disténcia para com a Terra.

O Sol e o nodo ascendente ou descendente da Lua estdo na mesma direcgdo uma vez cada
346,62 dias. Dezanove de tais periodos (6.585,78 dias = 18 anos 11 dias) estdo proximos
em duragdo a 223 meses sinddicos. Isto significa que a configuragdo Sol-Lua e os eclipses
se repetem na mesma ordem depois deste periodo. Este ciclo ja era conhecido pelos antigos
Babilonios, e por razdes historicas € conhecido como Saros, que significa repetigdo em
grego.

Esse intervalo de tempo ¢ denominado "Periodo de Sares", o qual contém 70 eclipses dos
quais 41 sdo solares e 29 sdo lunares. Nesse periodo ocorrem, no minimo dois eclipses
solares num ano e no maximo cinco eclipses solares, ou trés eclipses lunares e quatro
eclipses solares.

Ocorrem anualmente entre dois e sete eclipses. Habitualmente os eclipses acontecem em
conjuntos de 1 a 3, separados por 173 dias [(1 ano — 20 dias)/2].

Num conjunto; ocorre um so eclipse solar, ou uma sucessdo de eclipse solar, lunar e solar

novamente. Num ano; 2 ou 3 destes conjuntos podem ocorrer.



Capitulo 3

Descri¢iio matematica das orbitas planetarias

A observagdo dos planetas e a interpretagio dos seus movimentos, tem sido objecto de
estudo ao longo dos séculos, tendo evoluido do modelo Geocéntrico para o Heliocéntrico,
face is evidéncias observacionais (Galileu e Kepler) e as teorias fisicas (Gravitagdo
universal de Newton) que permitem com bastante fiabilidade tragar as suas orbitas, e
calcular a sua posigio orbital em qualquer instante.

Neste capitulo reservado aos movimentos planetarios vamos fazer uso de conceitos mais

diversificados dados as questdes que estes movimentos levantam:

e Geometria da elipse

e Declive da recta

e Derivadas

e Coordenadas de posi¢do

e Vectores

Qualquer das aplicagdes destes conceitos, tem cabimento em temas a leccionar.

A construgdo das orbitas e a verificagdo das respectivas caracteristicas sdo um exemplo
privilegiado de transversalidade que pode ser usado como sintese na aplicagdo de
conhecimentos adquiridos ao longo do secundario. Nesta perspectiva e dado incorporar
Geometria (analitica e vectorial) e Analise de fungdes, pode ser interessante explorar isto

no final do 12° ano, sob a forma de trabalho experimental:

e Recolha de dados observacionais sobre planetas ou satélites (Na internet por
exemplo)

e Tratamento matematico dessas observagoes

e Verificagio de modelos matematicos pré estabelecidos

e Analise e conclusdes
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3.1. O Modelo Heliocéntrico

No inicio do século XVI, a Renascenga, terminou com o obscurantismo reinante na Idade
Média ¢ trouxe um novo folego a todas as areas do conhecimento humano. Nicolau
Copérnico representou o Renascimento na Astronomia. Copérnico (1473-1543) foi um
astrénomo polaco que tal como Aristarco (/¢ 300 a.C.) considerou a hipotese heliocéntrica
com o Sol no centro do Universo, mais plausivel que a geocéntrica . Copérnico registou as
suas ideias num livro - De Revolutionibus- publicado no ano da sua morte.

Os conceitos mais importante colocados por Copérnico foram:

e introduziu o conceito de que a Terra é apenas um dos seis planetas (entdo
conhecidos) girando em torno do Sol

¢ colocou os planetas em ordem de distancia ao Sol: Mercurio, Vénus, Terra, Marte,
Jupiter, Saturno (Urano, Neptuno e Plutdo so foram descobertos posteriormente)

o determinou as distancias dos planetas ao Sol, em termos da distincia Terra-Sol

o deduziu que quanto mais perto do Sol esta o planeta, maior € sua velocidade orbital.
Dessa forma, o movimento retrégrado dos planetas foi facilmente explicado sem

necessidade de epiciclos

Copérnico manteve a ideia de que as orbitas dos planetas eram circulares, e embora o
movimento dos planetas ficasse simples de entender no seu sistema, as posigdes previstas
para os planetas ndo eram em nada melhores do que as posi¢Bes previstas no sistema de

Ptolomeu.

Fig.3.1 - Sistema de Copérnico



3.1.1. Movimento dos Planetas

A Teoria Heliocéntrica conseguiu dar explicagdes mais simples e naturais para 0s
fenémenos observados, como por exemplo o movimento retrogrado dos planetas (fig.3.2)
porém, Copérnico ndo conseguiu prever as posigdes dos planetas de forma precisa, nem

conseguiu provar que a Terra estava em movimento.

Fig.3.2 - Movimentos aparentes de Vénus e Marte onde sio visiveis as retrogradaces(5,6.7.8)

no caso de Vénus e (4,5,6) no caso de Marte

3.1.2. Tycho Brahe

Trés anos apos a morte de Copérnico, nasceu o dinamarqués Tycho Brahe (1546-1601) o
ultimo grande astronomo observacional antes da invengdo do telescopio. Usando
instrumentos fabricados por ele mesmo, Tycho fez extensivas observagdes das posigdes de
planetas e estrelas, com uma precisdo em muitos casos melhor do que 1 minuto de arco
(1/30 do didmetro do Sol).

Tycho Brahe ndo acreditava na hipotese heliocéntrica de Copérnico, mas foram as suas

observagdes dos planetas que levaram as leis de Kepler do movimento planetario.

3.1.3. Johannes Kepler
Kepler (1571-1630) ao ler os principios de Copérnico tornou-se um entusiastico defensor
do heliocentrismo, e quando Tycho morreu "herdou" os seus dados, a cujo estudo se

dedicou durante os 20 anos seguintes.
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O planeta para o qual havia o maior nimero de dados era Marte. Kepler conseguiu
determinar as diferentes posi¢des da Terra apds cada periodo sideral de Marte, e assim
conseguiu tragar a orbita da Terra. Verificou que essa orbita se ajustava muito bem a um
circulo excéntrico, isto €, com o Sol um pouco afastado do centro.

Kepler conseguiu também determinar a orbita de Marte, mas ao tentar ajustd-la com um
circulo ndo teve sucesso. Continuou a insistir nessa tentativa por varios anos, ¢ a dada
altura encontrou uma orbita circular que concordava com as observagdes com um erro de 8
minutos de arco. Mas sabendo que as observagdes de Tycho ndo poderiam ter um erro
desse tamanho (apesar disso significar um erro de apenas 1/4 do tamanho do Sol) Kepler,
com a integridade que lhe era peculiar, descartou essa possibilidade.

Finalmente, passou a tentativa de representar a Orbita de Marte por uma oval, e
rapidamente descobriu que uma elipse se ajustava muito bem aos dados. A posi¢do do Sol
coincidia com um dos focos da elipse. Ficou assim explicada também a trajectoria quase

circular da Terra, com o Sol afastado do centro.

3.1.4. Galileu

Uma grande contribuigdo para a destruigio do Modelo Geocéntrico foi dado pelo italiano
Galileu Galilei (1564 - 1642).

Galileu usou o telescopio para observar sistematicamente o céu, fazendo varias descobertas

importantes das quais referimos as seguintes:

o descobriu que Jupiter tinha quatro satélites ou luas, orbitando em torno dele com

periodos entre 2 e 17 dias. Esses satélites sio chamados "galileanos" e sdo:

Io, Europa, Ganimedes e Calisto. Desde entdo, mais 24 satélites foram descobertos
em Jipiter. Esta descoberta de Galileu foi particularmente importante porque
mostrou que podia haver centros de movimento que por sua vez também estavam
em movimento; portanto o facto da Lua girar em torno da Terra n3o implicava que

a Terra estivesse parada

 descobriu que Vénus passa por um ciclo de fases, assim como a Lua



HeliocBntrico

A 2
Geocentrico

P Tema

Fig.3.3 - Orbitas de Vénus nos modelos Geocéntrico e Heliocéntrico

Esta descoberta também foi fundamental porque, no sistema ptolomaico Vénus esta sempre
mais proximo da Terra do que o Sol (pois considera os planetas a moverem-se com a
mesma velocidade) € como Vénus esta sempre proximo do Sol, ele nunca poderia ter
toda sua face iluminada voltada para nés (fase cheia) e portanto, deveria sempre
aparecer cOmo nova ou no maximo crescente. Ao ver que Vénus muitas vezes aparece em
fase quase totalmente cheia, Galileu concluiu que ele viaja ao redor do Sol, passando as
vezes pela frente dele e outras vezes por tras dele, e nfio sempre do mesmo lado em relagdo

ao Sol o que contraria 0 modelo assente no geocentrismo.

3.1.5. As Leis de Kepler
Com base nas observactes e nos calculos efectuados, Kepler estabeleceu trés leis que

descrevem a forma como os planetas orbitam em volta do Sol.

1*-Lei das orbitas elipticas (1609): A 6rbita de cada planeta é uma elipse, com o Sol
num dos focos. Como consequéncia da oOrbita eliptica, a distancia do Sol ao planeta

varia ao longo de sua Orbita.

A distincia do Planeta ao Sol, em P; € maior (diferente) do que em P;

2°-Lei da dreas (1609): A recta unindo o planeta ao Sol (raio vector) varre areas iguais

em tempos iguais. O significado fisico desta lei é que a velocidade orbital ndo €
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uniforme, mas varia de forma regular: quanto mais distante o planeta estad do Sol, mais
devagar ele se move. Dizendo de outra maneira, esta lei estabelece que dreas iguais

sdo varridas em tempos iguais.

Sendo as areas dos sectores P;SP; e P3SP, iguais o planeta P move-se mais depressa de

P; para P4 do que de P, para P,

3"-Lei harmoénica (1618): O quadrado do periodo orbital dos planetas € directamente
proporcional ao cubo de sua distincia média ao Sol. Esta lei estabelece que planetas
com Orbitas maiores se movem mais lentamente em volta do Sol, e portanto isso

implica que a forga entre o Sol e o planeta decresce com a distdncia ao Sol.

Sendo P o periodo sideral do planeta, a o semi-eixo maior da orbita, que é igual a distancia

média do planeta ao Sol, e K uma constante, Podemos expressar a 3“lei como:

P?=Kq*
Planeta | T (anos) | Ry, (U.A.) | T2/R3, | Planeta || T (anos) | R, (U.A.) | T?/R3,
Merciirio 0.241 0.38 1.06 | Mercirio 0.241 0.387 1.00
Vénus 0.614 0.72 1.01 | Vénus 0.615 0.723 1.00
Marte 1.881 1.52 1.01 | Marte 1.881 1.523 1.00
Jipiter 11.8 5.2 0.99 | Jupiter 11.862 5.20 1.00
Saturno 29.5 9.2 1.12 | Saturno 29.458 9.54 1.00

Tabela 3.1 - Verificacdo da lei dos periodos de Kepler. Na tabela da esquerda indicam-se os valores
calculados por Kepler ¢ na tabela da direita mostram-se os valores actnais. T € o periodo de translacdo do

planeta em anos, R, € o raio medio da respectiva orbita em Unidades Astronémicas.

Como se pode comprovar comparando com os valores actuais os calculos de Kepler séo
bastante precisos o que mostra a fiabilidade das suas leis. O suporte matematico

(geométrico) destas leis, que Kepler estabeleceu empiricamente apenas baseado nas



observacdes, assenta na elipse (conica ja conhecida dos Gregos) e que Newton com a sua
teoria da gravitagdo explicou fisicamente, ser a forma orbital para os planetas.

No ponto seguinte vamos descrever as suas propriedades.

3.2. Propriedades das Elipses

Px.y

2a

« Em qualquer ponto da curva, a soma das distincias desse ponto aos dois focos é

constante. Sendo F e F* os focos, P um ponto sobre a elipse, e a o seu semi-eixo

maior, entio:
FP+ F P =constante = 2a

« Quanto maior a distincia entre os dois focos, maior é a excentricidade (e) da elipse.
Sendo ¢ a distdncia do centro a cada foco, a o semi-eixo maior, € b 0 semi-€ixo

menor, a excentricidade ¢ definida por;
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ja que quando o ponto estd exactamente sobre b temos um tridngulo rectingulo,

com & = b+

« Se imaginarmos que um dos focos da orbita do planeta € ocupado pelo Sol, o ponto
da orbita mais proximo do Sol chama-se periélio, e 0 ponto mais distante chama-se

afélio. A distancia do periélio ao foco (R ) €:

Rpy=a—-c=a-ae-a(l-e)
e a distdncia do afélio ao foco (R ,) é:

Ri=a+tc=a+ae=a(l-e)

3.3. Determinacio da érbita de Marte

Uma das conclusdes a que chegou Kepler com base nas observagdes recolhidas durante
anos das posigdes dos planetas foi de que as orbitas eram elipticas e ndo circulares como se
pensava, tendo sido as irregularidades nas posi¢des de Marte que o levaram a considerar a
elipse (estando o Sol num dos focos) em alternativa a circunferéncia e a oval como sendo a
forma mais adequada para descrever as Orbitas. Empiricamente concluiu também que a
area varrida pelo raio vector (vector definido pelo Sol e planeta) por unidade de tempo era
constante bem como da existéncia duma constante de proporcionalidade entre o cubo dos
semi-eixos maiores (em U.A.) e o quadrado dos periodos (em anos). Com base em dados
observacionais para Marte e Merctrio vamos "verificar experimentalmente” a validade

destas leis.



3.3.1. Método de Kepler
A tabela 2 mostra as longitudes heliocéntricas Ag € Az, da Terra e de Marte

respectivamente, e a elongacio 0 de Marte, para 24 datas.

Medidas das posicoes da Terra e de Marte
Data Dia Juliano | Longitude Heliocéntrica | Elongacio | Numero
2 400 000 Marte Terra Marte-Sol da
+ A %(graus) Aﬂ*(gmus) f(graus) | Oposicio

10.09.1956 35726 347 347 180 1
29.07.1958 36 413 347 125 25
16.11.1958 36 523 53 53 180 2
11.02.1959 36 610 o8 141 100
02.10.1960 37 209 53 9 93
30.12.1960 37 298 98 98 180 3
01.05.1962 37 785 347 220 31
04.02.1963 38 064 135 135 180
09.03.1965 38 828 168 168 180 5
25.05.1966 39270 53 243 6
10.11.1966 39 439 135 47 61
15.04.1967 39 595 204 204 180 6
31.05.1969 40372 250 250 180 7
29.10.1970 40 888 168 35 30
17.01.1971 40 968 204 - 116 60
19.04.1971 41 060 250 208 96
10.08.1971 41173 317 317 180 8
02.12.1972 41 653 204 70 29
25.10.1973 41 980 3l 31 180 9
07.07.1974 42 235 156 284 33
16.05.1975 42 548 317 234 59
15.12.1975 42 761 82 82 180 10
22.01.1978 43 530 121 121 180 11
25.02.1980 44 294 156 156 180 12

Tabela 3 2 — Posigoes da Terra e Marte ao longo de 24 anos (1956-1980)
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Marte

Fig.3.4 — Posigtes de Marte, Terra e Sol

A fig.3 4, permite a visualizagdo de Agp Az, € de 6. Quando B € de 180° os planetas estdo
em oposi¢do, e as suas longitudes sdo iguais. A tabela da os dados para 12 oposigdes desde
1956 até 1980. Em 1609 (as duas primeiras) e em 1618 (a terceira) a partir de observagdes
semelhantes também sobre um periodo de 24 anos, Kepler formulou trés leis para explicar

o movimento orbital de Marte, através do método grafico resumido abaixo.

3.3.1.1. Primeira Lei.
O problema consiste em tragar a Orbita de Marte a partir das varias posigbes na tabela.
Num calculo preliminar, Kepler encontrou que a Terra tinha uma Orbita quase circular com
excentricidade e = 0.017, e longitude no peri€lio de 101°:
o Desenha-se esta orbita, usando um circulo de raio . Coloca-se a posi¢do do Sol a
uma distancia ¢ - rdo centro do circulo na direc¢do do periélio

o Em seguida marcam-se as posicdes de Marte, como segue (fig.3.5)

Desenha-se a direcgdo (vamos chamar ¥ essa direcgdo) que € comum para Terra e Marte na
oposi¢do n° 1. Notar que neste ponto s6 sabemos a direcgdo em que esta Marte, mas nido
sabemos em que posi¢do ao longo desta direcgio ele estd. No entanto apdés 1 periodo
sideral P, em julho de 1958, Marte regressou a mesma longitude. A sua posigdo M, agora

pode ser encontrada marcando a posigdo da Terra no diagrama, e entdo desenhar a linha

(vamos chamar V) na direc¢do dada pelo dngulo 6. O ponto em que essa linha corta a linha

Y € a posigdo de Marte.



Fig.3.5 - Calculo

Ponto Vemnal

geométrico das posigdes T, da Terra e M; de Marte

Da mesma forma, as posi¢des My, M, ..., M, de Marte na sua Orbita podem ser encontradas

para as longitudes correspondentes as 12 oposigdes marcadas na tabela.

Com base neste processo e

usando o Sketchpad (programa de geometria dindmica)

obtemos a seguinte configuragio para as orbitas da Terra e Marte (fig.3.6)

Raio da orbita da Terra 5T= 2,885 cm
5T=1,000u.a

SPeriélio= 4,160 cm
SPeriélio
(Raio da 6rbita da Terra ST)

= 1,393

Distancia ao Periélio=1,393 u.a

SAfélio = 5,082 cm

SAfélio
(Raio da 6rbita da Terra ST) = 1,702

Distancia ao Afélio=1,702 u.a

P

el i A

SPeriglio = 4,160 cm
SAfélio = 5,082 cm
(SAF®-SPE®") _
resTeAr) 010

Excentricidade=0,100

Fig.3.6 - Orbitas da Terra e Marte
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Tirando partido do (Sketchpad) medem-se as distancias:
e Sol a Marte no periélio : SPE°
e Sol a Marte no afélio: SAF*
Com base nestas medidas obtemos a excentricidade :
€= ;ﬁ—;—% = 0,100
Directamente obtemos:
e Distincia ao Afélio=1,702 u.a.
e Distancia ao Periélio = 1,393 u.a.

e Longitude do periélio LPE® = 332,654°

3.3.1.2. Segunda Lei.
Kepler observou que o movimento longitudinal de Marte era irregular.
Entre duas oposigdes sucessivas, separadas por um intervalo P + At :
« Alongitude cresce de 360° +AA .
e A velocidade angular resultante € AA / At
Exemplo: entre 1a. e 2a. oposi¢do:
Aty =797 - 687 = 110 dias
AL = (53° - 347°) + 360°, e portanto
AA/ Aty =66°/110d = 0,60°/ dia

A velocidade angular resultante € irregular (ver fig.3.7 e tab.3.3).

Velocidade angular versus longitude
meédia para a 6rbita de Marte

o
~
|

o
(o))
L

o
(8]
|

Velocidade angular
(graus/dia)

_O
B

T e 3 T T T 1

0 50 100 150 200 250 300 350 400

longitude média (graus)

Fig.3.7 - Grafico da variagfio de AL/ At com Ag msdia ONde €

patente a irregularidade dessa variagio ao longo da 6rbita



Oposigdes

1-2
23
3-4
4-5
5-6
6-7
7-8
8-9
9-10
10-11
1119

Al

66
45
37
33
36
46
67
74
51
39
35

At

110
88
79
77
80
90
114
120
94
82
13

Ah [ At

Ao (média)
0,60 20
0,51 78,5
0,47 116,5
0,43 - minimo 151,5
0,45 186
0,51 227
0,59 283.5
0,62 - Maximo 354
0,54 56,5
0,48 101,5
0,46 138,5

Tabela 3.3 - Variagio de Ak ; AL / At & Az guedin) 30 longo do periode de observacio

e Representando a variagdo de AL/ At como uma fungdo da longitude e

usando a longitude média no intervalo podemos ver:

1. Que direcgdes correspondem aos valores de maximo e minimo.

2. Que a area varrida pela linha unindo Marte € 0 Sol na unidade de tempo € sempre

a mesma para estas duas direcges, lembrando que a velocidade areal (variagdo da

4rea por unidade de tempo) € dada por:

Consultando a tabela 3.3 verificamos que a velocidade angular média AA / At apresenta.

o minimo de 0,43%dia para

« Maximo de 0,62°/dia para

iié_rz dr

__X‘"_

dt 2 dt

Ao=159,5

Ag=354°

Que caracteristica da orbita determina esia diferenga assinaldvel das velocidades

médias, mdxima ¢ minima?

E a distancia Marte — Sol nestas direcgdes (ver fig.3.6):
SPE°= 1,393 UA.
SAF°=1,702 U.A.

« Do periélio

e Do afélio
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donde resultam velocidades por unidade de area :

2
No Periélio V. = L

a

x0,62=0,602 U.A’/dia

~

1,702

No Afélio N, =

a

x 0,43 = 0,623 U.4? / dia

praticamente iguais (diferenca inferior a 0,02)

3.3.1.3. Terceira Lei.
O periodo sinddico S, pode ser encontrado a partir do intervalo médio entre oposigdes
sucessivas. Calculando este valor para cada par de oposigbes marcadas na tabela 3.4.e

calculando o valor médio obtemos:

Oposigdes Periodo (dias)

134 At =T15
34 At =766
42-5¢ At =764
526" At =767
6*-7* At =777
7°-8* At =801
g82-9* At =807

9%-10° At =781

10°-11° At =769

112-12% At =764
Total - 11 ZAI =8.568

Tabela 3.4 - Intervalo entre oposi¢des

At
Periodo Sinddico  S: S = Z” = 8-]-‘_3]68 = 778,9 ~ 779 dias

e Periodo sideral de Marte
O periodo sideral ¢ o intervalo de tempo entre longitudes iguais sucessivas.

Exemplo: AT,= 687 dias.



Podemos também usar o periodo sinddico médio calculado anteriormente, e a relagao entre

periodo sinddico e sideral,

110 &
S P P,

sendo S o periodo sinodico, Py o periodo sideral de Marte, e P o periodo sideral da Terra .
Aplicando (1)

1t .1

779 365 P,
= T79x30 _ 686,799 ~ 687 dias
“ = 779_365

e Verificacio da3*lei: a’/P*=c"

Razdo entre os eixos maiores e os periodos:

a,, =1548 wa. ; a,=lua
687
P, =——=188 anos ; B =1 ano
M 365 T
3 3
1.548
o o sa R L
£ 138
3 3 3 3
1 .
a—];:—qzl ou seja —a%za—];
T Y

3.4. Orbita de Merciirio

Com base em observagdes regulares de 5 em 5 dias do planeta Mercirio cujo periodo € de

88 dias, vamos :
e construir a sua orbita

e verificar a sua forma eliptica e determinar a excentricidade (1* Lei de Kepler)

e verificar as 2° e 3" Leis de Kepler

Na tabela 3.5 apresentam-se os registos das observagdes em que os graus representam a
disténcia angular que Merctrio percorreu durante cada intervalo de tempo, e a distdncia ao

Sol refere-se obviamente a Mercurio para cada observagéo.
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observacdo graus distdncia ao Sol (U. A.)

1 4 0,35
2 31 0,32
3 61 0,31
4 92 0,31
5 122 0,32
6 149 0,35
7 172 0,38
8 192 0,41
9 209 0,43
10 224 0,45
11 239 0,46
12 252 0,47
13 266 0,47
14 280 0,46
15 295 0,44
16 311 0,42
17 330 0,40
18 350 0,37

Tabela 3.5 - Observagdes de Mercurio

3.4.1 Construcio da orbita

Com base nestes dados e usando um programa de Geometria (Sketchpad) obtemos a
seguinte representagdo (fig.3.8) num referencial com o Sol no ceﬁtro, e com os pontos de C
a T de coordenadas (distdncia ao Sol, posi¢do angular) correspondentes as diferentes
posi¢des de Mercurio.

Aparentemente a Orbita € circular, mas os elementos obtidos por medigdo directa que o
programa permite isto €, as distancias do Sol aos pontos E e M da orbita, revelam tratar-se

duma elipse como se mostra no ponto seguinte.



SE=287cm (SM-SE)

SM = 4,41cm E+sm) - 019
F:(0.31,92°)
G: (0,32, 122°) _ ;: . E: (0,31, 619
. H: (0,35, 149°) \, D: (0,32, 31°)

l:(0,38,172%) [/

J(041,-168) L T:(037,-107)

K: (043,-1519 % = 7 5: (0,40, -30°)
7e

L: (0,45, -136°) 9 7 R: (0,42, -49%)
M: (0,46, -121°) "

N: (0,47, -108°)

#0044, 657
s - (0,46, -80°)
0: (0,47, -94°)

Fig.3.8 - Orbita de Merciirio

3.4.2. Excentricidade

Embora parega uma circunferéncia com centro em O a sua excentricidade

_SM-SE _441-297

g = = =0,195
SM+SE 441+297

nfo sendo zero mostra tratar-se duma elipse. (1 Lei de Kepler)

3.4.3. Verificacio das 2* e 3" leis
Vejamos agora o que acontece com as areas dos sectores circulares definidos pelo Sol e
Mercurio em 2 posigdes observadas com intervalo de 5 dias (por ex® C,D e J.K).

Calculando estas areas usando o raio médio para cada sector temos:

0,32+0,35)°
A, :(—’—i_;mlﬁ-x(:sl*‘i) =152

0,41 3)* .
A & wx(ms _151)=1,50 ouseja
A = A, areas praticamente iguais

Nota: A area dum sector circular OAB ¢ dada por :

Oxr?

Wostrar como se obtém essa expresséid




Usando as capacidades do Sketchpad (fig.3.9) obtemos para as areas dos sectores:
Ascxp = 2,41 e’ ; Agrye= 2,42 em’

ou seja areas quase iguais (diferenca de 0,01)

F:(0,31,92%) .
‘ G: (0,32, 1@/“"\\3\ E: (0,31, 61%)
H: (0,35, 149“)//

I: (0,38, 172°) / Area SDXC &

[

J: (0,41, -168°) g

[l

. D:(0.32,31°)

B, c: (035,49

T:(0,37,-10%)

/j S: (0,40, -30°)
L: (0,45, -1367%_ R: (0,42, -49°)
R
/4,4 .

0,
M: (0,46, -121%)
o (046,807

N: (0,47, -108°)
010,47, -94%)

2,42 em?

K: (0,43, -151°)

Fig.3.9 - Sectores da rbita de Mercurio com Areas iguais
Como estas dreas sio varridas em tempos iguais verifica-se aqui a da 2% Lei de Kepler

Calculemos agora o comprimento dos arcos EF que contém o periélio e MO que contém 0
afélio, permitindo-nos obter a velocidade de Merctirio nessas partes da Orbita. Para isso

vamos usar o raio médio e o dngulo em radianos :

ArcEF = 2—>< 031=0,17 U.A
360

AreMO = L3 x0,465=0,22 U A.
360

Dividindo pelo tempo que demora a percorrer €sses arcos obtemos as velocidades orbitais medias

3 0,17><15><10T

e =———————=259,03km /s
5x24x3.600

_0,22x15x10’

g = =3819km/s ouseja Vi)V
K~ 10% 24 x 3.600 ja Vi) Vig

Constatamos pois que a velocidade orbital é maior quando o planeta estd mais proximo
do Sol e menor quando estd mais afastado como seria de esperar de acordo com a 2°lei.

Sendo o semieixo maior 0,32 U.A. e o periodo orbital 88/365 = 0,24 anos vamos ter

0.39°/0.24° = 1.029 3%Lei de Kepler



3.5. Retrogradacio dos planetas

Devido as diferentes velocidades com que os planetas se deslocam nas suas Orbitas, as suas
posicdes na esfera celeste relativamente as estrelas mais distantes (que para nds parecem
fixas) evoluem de maneira tal que para um observador na Terra, o movimento dos planetas
(fig.3.10) que na maior parte da Orbita € no sentido directo (visto da Terra) inverte o sentido
e passa a ser retrogrado durante algum tempo (Py a P») findo o qual, retoma o sentido

directo.

Fig.3.10 - Movimento retrogrado PP,

O movimento observado de cada planeta ¢ uma combinagdo do movimento do planeta em
torno do Sol com o movimento da Terra em torno do Sol, e é simples de explicar quando
sabemos que a Terra est4 em movimento, mas fica muito dificil de descrever num sistema
em que a Terra esteja parada.

Apesar da dificuldade de compreender e explicar o0 movimento observado dos planetas do
ponto de vista geocéntrico (a Terra no centro do Universo) o geocentrismo foi uma ideia
dominante na Astronomia durante toda a Antiguidade e Idade Média. O sistema
geocéntrico também € conhecido como sistema ptolomaico, pois foi Claudio Ptolomeu, o
ultimo dos grandes astronomos gregos (150 d.C.) quem construiu o modelo geocéntrico
mais completo e eficiente. Ptolomeu explicou 0 movimento dos planetas através de uma
combinagdo de circulos para conseguir ajustar o modelo as observagdes: o planeta move-se
ao longo de um pequeno circulo chamado epiciclo, cujo centro se move num circulo maior
chamado deferente. A Terra fica numa posi¢do um pouco afastada do centro do deferente
(portanto o deferente é um circulo excéntrico em relagdo a Terra). Para dar conta do

movimento ndo uniforme dos planetas,
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Ptolomeu introduziu ainda o equanto, (fig.3.11) que é um ponto ao lado do centro do

deferente oposto a posi¢ao da Terra, em relagdo ao
qual o centro do epiciclo se move a uma taxa
uniforme.

O objectivo de Ptolomeu era produzir um modelo

}’ que permitisse prever a posigdo dos planetas de
Equanto -
Eg%ﬂ?g‘ forma correcta, e nesse ponto ele foi

razoavelmente bem sucedido. Por essa razio esse

modelo continuou sendo usado sem mudanca

Fig.3.11-Modelo explicativo de Ptolomeu )
para os planetas substancial por 1.300 anos.

3.5.1. Pontos de viragem

Considerando que as oOrbitas s@o circulares e complanares (o que € aproximadamente

verdadeiro) vamos determinar os pontos de viragem no movimento dos planetas e calcular

o tempo de duragio em que o sentido do movimento € retroégrado. Apesar de no Modelo

Heliocéntrico ndo fazer sentido falar na retrogradacdo dos planetas, ¢ no entanto

interessante do ponto de vista do observador na Terra.

3.5.1.1. Para o planeta Marte:

Fig.3.12 - Posicdo da Terra ¢ Marte em 2 instantes distintos

A velocidade angular

de Marte

da Terra

o = 27/687 rad/dia
o' = 21/360 rad/dia



e a distancia angular percorrida no tempo t por

e Marte - - (2m/687) x trad

o Terra (2n/360) x t rad
Enguanto a Terra se desloca de Tp para T; Marte desloca-se de My para M;.Usando um
referencial com origem em O e os eixos assinalados (fig.3.12) podemos associar as
posigdes dos planetas as coordenadas X(t) e Y(t) em U.A. segundo o eixo horizontal e
vertical respectivamente.

Vamos ter entdo o seguinte:

e Para o planeta Terra

{X(r) = cosa't

Y{t)=sena't

JX(:‘) =1,52cosa''t

e Para o planeta Marte L V() =152 iy
=1,52seno

Com base nestas coordenadas podemos calcular

e Declive m (t) da recta Terra-Marte

; sena't —1,52senc''t
m(t) =
cosa't —1,52cosa''t
Os instantes em que ocorrem os pontos de viragem no sentido do movimento de Marte
podem ser determinados pela derivada de m(t) pois estes pontos coincidem com a mudanga
do sentido de variagio do declive desta recta .
Significa isto que ¢ para os instantes referidos sera obtido da equagao:

dm(t) b

= Porqué: )

(ct'cosart — 1,520 cosar''t) x (cos o't — 1,52cos 0’ 't).
(cosoc‘t ~1,52cosa't)’

¥ (1,52a'"sena''t —o'sen a't)x (sen o't —1,52sen o''t) N
(cosa't—1,52cosa't)’

0

efectuando os produtos e simplificando obtemos

dm(t) o'+1,52°a"-1,52(ct'+a' )(cosa't cos o't + sena't sena''1)
dt (cosa't —1,52cosa''t)’
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como
(cosa'tcosa''t + sena't sena''t) = cos(a't —a''f)
igualando a zero
, N a'+1,52%a"
gfeaf=areeng —— = — =
L52(a'+a'")

Cuja solugéo é:

o'+ 1,522 an
arcco T
1,52(c+a'")

(a'—a")

20 41592 28

360
152" 4 27
[ = 360 687 J_ 1365 dias
i
360 687

arcco

o Tempo de retrogradacdo de Marte

Porgué?)

Este ¢ o tempo que Marte demora desde a oposigdo (0) até retomar o sentido directo (1)

movimento aparente (My-M; na fig.3.13). Como o instante de viragem antes da oposi¢do

(Mz) quando Marte comeca a retrogradar ocorre simetricamente 4 oposigdo entdo

concluimos que Marte se desloca em sentido retrogrado (Mz-M,):

2x 36,5 dias = 73 dias.

Fig.3.13 - Retrogradagio de Marte



3.5.1.2. Para o planeta Mercurio

Fig.3.14 - Retrogradagfio de Mercurio

A velocidade angular de Mercurio
o = 2n/88 rad/dia
e a distancia angular
(27/88) x t
sendo t 0 tempo decorrido desde a conjungio dos planetas (posi¢do 3)

No caso de Mercurio vamos ter

sena't —0,39senc''t
m(t) =

cosa't —0,39c0sa''t

\Procede como no caso de Marte e calcula o tempo de retrogradacdio que deverd sej

2x11,4 dias = 23 dias aproximadamente
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3.6. Inclinaciio das Orbitas Planetarias

3.6.1. Estudo vectorial da inclinacfio relativamente a ecliptica

Como ¢ sabido os planetas descrevem Orbitas elipticas com o Sol num dos focos.Com base
nas coordenadas de posi¢do dum planeta P em momentos distintos do seu percurso orbital
P, e P, (fig.3.15) vamos definir vectorialmente a posi¢io nesses instantes e calcular a

inclinag@o o relativamente a Ecliptica.

Fig.3.15 - Posigdes da Orbita de P e da Ecliptica

Sabendo por observagido as coordenadas eclipticas de posigdo do planeta P (p,A,B);
(distancia ao Sol, longitude ecliptica e latitude ecliptica) em Pie P, podemos definir os
vectores de posigdo em coordenadas rectangulares (xy,z) mediante a seguinte
transformacio:

X = pcosicosP

y = pseni cosf
z = psenf

A partir daqui usando o produto externo dos vectores SP; e SP; obtém-se o vector SN'

g — g

¥ ¥ B
SN' =8P xSP, =ix, » z
Xy Yo Iy



perpendicular ao plano da oOrbita de P (ver fig. 3.15) e a partir deste vector e de SN
perpendicular a Ecliptica obtém-se o. que € o angulo formado pelos dois planos, bastando

para isso usar o produto interno de vectores:

WW:H@ X W”XCOS{I
L = arccos Srﬁ EE_,
1SN‘>< SN‘“

3.6.2. Inclinacio da 6rbita de Merciirio

Usando o Skymap verificamos que o planeta Mercurio em dois instantes distintos

P; (17 Margo 2002) e P; (9 margo 2002) apresenta as seguintes coordenadas:

Py P,
e Distancia ao Sol 0,443 UA. 0,463 UA.
e Latitude -6,5° -4,8°
¢ Longitude 295 2° | 27170

Fazendo a transformac@o para coordenadas rectangulares:
SP, = (0,443 c05295,2° x cos 6, 5°)x, + (0,443 x sen 295,2° x cos 6.5°)y, +(0,433sen(- 65°))z,
@ = (0,443 x c0s 271,7° x cos 4,30)37l +(0,443 x sen 271,7° x cos 4,80)}71' +(0,433sen(- 4,8"))%

S—Pl = 0,423x - 0,899y — 0,113z

@ = 0,035% — 0,996 — 0,084z

donde

X y z

SP. xSP, =|-0,423 -0,899 -0]113|=
0,035 -0,996 -0,084

y+

~0899 -0113|— |-0423 -0,113
x_
~0996 —0084 |0,035 —0,084

~0,423 —0899
0,035 —0,996

z=-0,037x +0,032y+ 0,389z
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Sendo SN'=SP, xSP, & SN =0x+0y+z

e fazendo o produto escalar de SN porgﬁ

SN'SN = 0,389 = J0,0372 +0,0322 103802 x02 +02 +12 xcosa
0,389
J0,0372 40,0322 +03892 x4/02 +0% +12

CL = arccos

o = arccos (0,992

o =717

Temos entdo uma inclinagio para a orbita de Merclrio de aproximadamente 7°

|/\/Ioslmr que o cdlculo de ¢ é independente das distdncias ao Soﬂ

3.6.3. Determinaciao dos nodos
Podemos também determinar os nodos (intercep¢do dos planos da orbita e da ecliptica)

definindo vectorialmente os planos:

¢ Para a Ecliptica — plano
cuja equagdo sera :
g>z=0

e Para a orbita de Mercurio — plano n:
sendo o vector—0,03 7;+0,032;+ 0,389; , calculado no ponto anterior, um vector
normal an e S— (0,0,0)e n
a equacdo sera:
N—> -0,037(x — 0) + 0,032(y — 0) + 0,389(z — 0) = 0
e A intercepgdo sera obtida resolvendo o sistema:

donde resulta

-0,037x+0,032y =0

que € a equagdo da recta de intersec¢do dos planos € e 1



Esta recta passa na origem do referencial € no ponto de coordenadas (0,86,1,0) e esta
identificada por s na fig.3.16 onde se mostram as posi¢des das orbitas de Mercurio e da

Ecliptica e se assinalam as longitudes A4 e A dos nodos ascendente N4 e descendente Ng.

e

""""""

... CHDEICA

N
.

il Np: | Orbita de Merciirio A

Fig.3.16 - Orbitas de Merciirio ¢ Ecliptica

Estas longitudes podem ser calculadas a partir do dngulo da recta s com o eixo dos x:

1
A, =arctg—— =49,3°
? 20,86

3

Ap =180°+49,3°= 229,3°
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3.7. Calculo da posicio orbital dum planeta.

3.7.1. Coordenadas
A posigio dum planeta na sua Orbita identifica-se atraves de duas coordenadas (r, f)

e A distancia r ao Sol — o chamado raio vector.

e O angulo fformado com a direcgdo do periélio — chamado de anomalia

verdadeira

O conhecimento da geometria da elipse ndo é suficiente para posicionar o planeta num
dado instante, j4 que ndo conhecemos r(#):0 raio vector r como fungéo do tempo ¢.
A variavel na equagio da orbita é o angulo f (anomalia verdadeira) medido desde o

periélio. Pela 2° lei de Kepler, sabemos que a variagdo de f com o tempo ndo € constante.

3.7.2. Calculo do raio vector

Vejamos como se podem obter 7 e f que nos dio a posi¢ao do planeta na orbita:

a asinE

Fig.3.17 — Posigdo orbital (r.f) 4 esquerda e drea varrida SQX 4 direita

Na fig.3.17 mostra-se um ponto da orbita eliptica identificado por r e E

O raio vector r pode ser expresso como :

? = a(cosE —e) I’+ bsenE ; (3)

- =

sendo ie ] vectores unitarios com a direcgdo dos eixos maior € menor respectivamente.



Nota: Dada a relagio de afinidade entre elipse e circunferéncia

22 onde y. € y. s30 as ordenadas de um
R ponto com a mesma abcissa, na elipse

e circunferéncia respectivamente.

: y, =asenE =y, :EasenE
No caso da Fig 3.17 a

resulta

y. =bsenE

O angulo E é a chamada anomalia excéntrica do planeta e corresponde ao angulo ao centro

definido pelo periélio e pela posi¢do do planeta, se a Orbita fosse circular.

Este dngulo E é particularmente importante em astronomia pois torna mais simples as
formulas que descrevem o movimento eliptico.

Quadrando (3) obtemos o modulo de r:
= a*(cos E —e)*+ (b sen E)2

c
* =a*(cos’ E 2ecos E +e7)+ b% sen E*sendob*=a’-c’ee= —:
a

? = a’cos? E -2 a.c.cos E + ¢ + a” sen E* — ¢? sen” E e como sen" E=1-
cos® E:

?=a>2accosE+c—ci+c’cos’E

donde resulta

?=a*2accosE+c*cos’ BE=(a—ac cosE)*

e finalmente

r=a(l — e coskE) raio vector

3.7.3. Equacio de Kepler

Para calcular E num dado instante t, vamos socorrer-nos da 2* lei de Kepler que nos diz ser

e ) dA
constante a variagio da area com o tempo ——.

dt
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Na fig.3.17 a area sombreada do sector SQX

t—1
A=mab g

(4)
sendo 7 — t; o tempo decorrido desde o periélio, e 7" o periodo orbital.
Por outro lado a area da parte da elipse pode ser obtida, através da area correspondente da

. o g ' o b .
circunferéncia circunscrita, multiplicando por —. Assim sendo:
a

A= b (areadeSQ'X)= E (&reado sector OQ'X - areado tridngulo OQ'S)
a a

A= E(laxaE—%aexasenE): %ab(E— esenkE) )
a

Igualando as equagdes (4) e (5)

t__
xabl :iab(E—esenE)
P 2

; : 2
eintroduzindo M= ?ﬂ (t—t,) resulta

M=E —esenE Equacio de Kepler

M € a chamada anomalia média do planeta isto € o angulo formado com o periélio, por
um corpo ficticio que se desloca com movimento médio (velocidade angular). Esta
equagdo onde para um tempo dado, M e e sdo dados sendo E a incognita, é uma equagio
transcendente e portanto ndo se pode resolver algébricamente.

O melhor método € o iterativo.

Sendo a excentricidade dos planetas e pequena, pode-se desprezar na aproximagio inicial:

E¢=M. Com esta solugéo inicial obtém-se um valor melhor:

E; =M+e sen Eg
E; =M+e sen E;4

E; =M+e sen E,

Terminando quando duas iteracées em E,(E, e Eni) se diferenciem duma quantidade
inferior ao erro assumido (g) ou seja | E, - En.q| <e.
O processo de calculo reduz-se a determinar a anomalia média M, e de posse desta

calcula-se a anomalia excéntrica E que satisfaz a equagdo de Kepler.



A partir de E podemos calcular r:
=a(l-ecosE)

e a partir das componentes de r podemos determinar f:

a(cosE —e) _ cose—e
= ecosE

- bsenE r—"—

1 ecose

osf =

3.7.4. Algoritmo para a resoluciio da equacio de Kepler

Este processo iterativo é facilmente realizado com calculadoras ou folhas de célculo. O

diagrama do processo iterativo € o seguinte:

M=nAt
E=M
< —A
h 4
E=M+esen E
Nio
E""“El
Sim

r=a(l-ecoskE)
cose —e
1-ecosE

E
sen f= 4/1—¢? ...

1- ecosE

cosf=
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3.7.5. Exemplo de aplicacido: Terra

a=lua  e=0,0167090 £< 0,00001

t=92 1 Abril de 2000

th=3 3 Janeiro 2000 (periélio)

At=t—t,=89

n= 36527;57 = 0,01720209 Terra,1 Abril 2000

b

M =n. At=1,530986 rad (87°,719058)

Eo =M =1,530986

Ei=M+esenE;=1,54768176102

E; - E =0,01669576102 > 0,00001

E;=M +esenE; =1,54769053653

E; - E; =0,00008775121 > 0,00001

E; =M + e sen E; = 1,54769053992 Passagem pelo perielio
3 Janeiro 2000

E; — E; = 0,000000003883 < 0,00001

E =E; =1,54769053992

r=a(l-ecosE) =1-0.0167090 cos(1,54769053992)

0,999 ua

r =0,999613959759 = 149.442.229Km

consultando uma tabela de efemérides temos 0,9999201 U.A. o que difere em menos de
0.0001 do valor calculado

_a(cosE—€)  cose—e _ c0s(1,54769053992) - 0.0167090

osf & =0,006397200564
r I-ecosE  1-0.0167090cos(1,54769053992)
S bsenE _ m senE _ ‘/1 ~0.01670907 sen(1,54769053992) _
r 1—-ecose 1-0.0167090cos(1,54769053992)
=0,999979537703

cosf )0
Como = f €1°Quadrante
senf )0

f = cos " (0,006397200564) = 1,5643990828 rad
f =89° 6334649069



Questdes sobre orbitas planetarias

Os planetas maiores do sistema solar, apresentam pequenos cOrpos e anéis em Orbita,
constituindo como que sistemas solares em miniatura. O planeta Saturno ¢ um desses

casos, sendo a tabela que se apresenta, um registo de dados observacionais das suas luas.

1. Dados os valores dos periodos orbitais, e das distancias a Saturno das suas luas, obter

graficos da distdncia vs periodo e da distancia’ vs periodo2.

Nome Periodo Orbital ~ Dist. média a Saturno
(dias) (km)
Atas T Toe02 137,640
Prometheus 0,613 139,350
Pandora 0,629 141,700
Epimetheus 0,694 151,422
Janus 0,695 151,472
Mimas 0,942 185,520
Enceladus 1,370 238,020
Tethys 1,888 294,660
Telesto 1,888 294 660
Calypso 1,888 294,660
Dione 2737 377,400
Helene 2,137 377,400
Rhea 4,518 527,040
Titan 15,945 1,221,850
Hyperion 21.277 1.481,000
Tapetus 79,331 3.561,300
Phoebe 550,480 12.952,000
Tabela 3.6

Vendo esta tabela que constata-se que as 3 luas Tethys, Telesto, e Calypso assim como as
7 luas Dione e Helene constituem dois grupos de satélites co-orbitais, pois estio 4 mesma

distancia de Saturno e tém o mesmo periodo.
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Isso deve-se ao facto, desses grupos de satélites ocuparem em cada uma das orbitas os
chamados pontos de Lagrange, que sdo pontos onde é possivel outro(s) satélite(s)
ocupar(em) a mesma érbita, além do satélite principal. Estes pontos foram previstos pelo
matemdtico Joseph Lagrange (1736-1813) que concluiu poderem existir 5 desses ponlos
numa dada érbita, sendo trés deles instaveis, e os restantes dois (localizados 60° adiante e

60° atrdas do satélite principal) perfeitamente estaveis.

Telesto e Calypso ocupam os pontos estdaveis de Lagrange na drbita de Tethys, o

mesno acontecendo com Helene, na orbita de Dione.

Este sistema de satélites ¢ uma miniatura dum sistema solar, e devera obedecer as leis de
Kepler. Em particular estes dados, prestam-se a testar a 3° lei, que relaciona a distancia dos

planetas ao Sol com o respectivo periodo orbital.

Recordando a obtenciio da 3" lei de Kepler.
Pela 2* lei de Newton, para um corpo com movimento circular uniforme influenciado pela
forga gravitacional

F=GMm/r2 = mv2/r ()
Porque a velocidade € constante

v =2nr/T (2)
onde T é o periodo da oOrbita em segundos, v € a velocidade do corpo em metros por
segundo, € 2mr ¢ a circunferéncia da orbita, considerada circular para simplificar os
calculos.
Eliminando a massa, m, do corpo na equagdo (1) e substituindo pela equagdo (2) a
velocidade na equagdo (1) vamos obter (apos algumas transformagdes algébricas) a 3% let
de Kepler relacionando a distancia, r, e o periodo T, dum corpo orbitando outro de maior

massa, M.

r3/T2 = GM/4n2 (3)
G ¢é a constante de Gravitagdo Universal, 6,67 x 10-11 Newton-metrosszgz; M € a massa
do corpo central que ¢ orbitado, neste caso Saturno, pelo que o membro direito da equagao

(3) é igual a uma constante!

Se designarmos essa constante por "k", entdo poderemos reescrever a equagdo (3) como:
P quag

3 = kT2 (4)



Sugestiio de trabalho:

Fazer um grafico de 3 vs. T2 para as luas de Saturno. Isto ¢, os valores de T2 serdo as

abcissas e os valores de r3 serdo as ordenadas.

Qual a forma que se prevé para o grifico S vs. T2 ?

Testar previsdes, usando um programa de computador, para obteres um grafico com 0s
dados da tabela das luas de Saturno. Introduzir primeiro, os dados para os periodos
(abcissas) e depois as distancias (ordenadas) tendo o cuidado de introduzir apenas um par

de valores, periodo / distincia, para as luas co — orbitais.

Correr o programa a fim de se obter o grafico.

Este grafico tem a forma esperada?

Imprimir o grafico numa folha de papel .
Voltar novamente ao programa, e modificar a entrada de dados de modo a que os valores

de x passem a ser T >¢ os valoresde y r>.
Imprimir o grafico junto ao anterior e verificar as previsdes. Que se pode concluir?

2. Considerar agora os periodos orbitais dos planetas do sistema solar, e as respectivas

distancias ao Sol (semieixo maior das orbitas). Ver tabela seguinte.

planeta Semieixo maior(u.a.) Periodo(anos)

Mercario 0,39 025
Vénus 0,72 0,62
Terra 1,00 1
Marte 152 1,88
Jupiter 5,20 11,86
Saturno 9,54 29,46
Urano 19,18 84,01
Neptuno 30,07 164,79
Plutéo 39,4 247,69

Tabela 3.7

Obter o grafico com rno eixo y e T no eixo x. Que forma tem o grafico?
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Modificar novamente usando r > ¢ T > como anteriormente. Que forma tem o grafico
agora?

A forma é comparavel 4 do grafico de r3 vs. T2 para as luas de Saturno?

O que nos diz isto acerca do comportamento do sistema das luas de Saturno e do sistema
solar? Se fizermos um grafico das distincias e dos periodos orbitais das luas de Japiter, o

que esperamos obter, comparando com os graficos de 3 vs. T2 do sistema solar e das luas

de Saturno?

3. Representa esquematicamente a retrogradagdo de Vénus, identificando os pontos de

viragem e calcula o tempo de retrogradag@o respectivo.

4. Procurar as coordenadas do planeta Jupiter (usando o Skymap por exemplo) e

determinar a inclinagfo da sua Orbita bem como a longitude dos nodos.



Capitulo 4

A geometria esférica na Astronomia de posi¢io

Um dominio onde os conceitos geométricos e as relagdes entre os elementos que
materializam esses conceitos (planos, &ngulos, arcos, tridngulos planos e esféricos) se
revelam imprescindiveis, € o da localizagdo dos astros na chamada Esfera Celeste, ¢ a
identificacio do seu posicionamento nessa esfera através de coordenadas. O uso de
coordenadas, facilita e permite resolver problemas relacionados com o posicionamento na
Terra, a partir da latitude e longitude, e na esfera celeste com os diferentes sistemas de
coordenadas através de transformagdes vectoriais.

Neste capitulo aborda-se a geometria esférica (incontornivel em Astronomia) que ndo
estando contemplada no ensino secundario, ndo deixa de ser uUtil e interessante pois 0s
conceitos que a sustentam, sdo uma extensdo dos usados na geometria plana, dai poderem
ser compreendidos a este nivel.

Os problemas que a geometria esférica resolve, podem assim ser utilizados como exemplo

de aplicacdes de :

e coordenadas

e vectores

integrados nos temas "Geometria no plano e no espago L e I1'", com a vantagem de alargar
horizontes e consolidar conhecimentos, o que estd subjacente em problemas como a
determinagio da latitude e longitude. A forma de introduzir a geometria esférica podera ser

através de aplicagdes, parecendo-me uma boa estratégia referir:

e Distancias segundo circulos maximos e menores na superficie da esfera
e Problemas de navegacéo

e Localizacdo dos astros

gl



4.1. Trigonometria Esférica

A astronomia esférica ou astronomia de posicdo, diz respeito fundam
direcgdes na qual os astros sdo vistos, sem se preocupar com a su
conveniente expressar essas direcgbes em termos das posi¢cdes sobre a sup
esfera - a Esfera Celeste. Essas posigdes sdo medidas unicamente em 2

forma, o raio da esfera, que € totalmente arbitrario, ndo entra nas equagdes.

4.1.1. Definic¢des basicas:

Se um plano passa pelo centro de uma esfera, divide-a em dois hemisfério
longo de um circulo mdximo. Qualquer plano que corta a esfera sem p
centro intercepta-a num circulo menor ou paralelo. Quando dois circult
interceptam em um ponto, formam entre si um angulo esférico. A medida
esférico ¢ igual a medida do angulo plano entre as tangentes dos dois arcos q
Um angulo esférico também ¢ medido pelo arco esférico correspondente,
um circulo maximo contido entre os dois lados do angulo esférico e distan
vértice. A medida de um arco esférico por sua vez, € igual ao dngulo que ele

centro da circunferéncia.

4.1.2.Triangulos esféricos:

Um tridngulo esférico ndo € qualquer figura fechada
sobre a esfera. Os seus lados devem ser arcos de circul

seja, arcos esféricos. lIdentificamos os angulos de

esférico por letras maiusculas (A,B,C) e os seus la

minusculas (a,b,c).

4.1.3. Propriedades dos triangulos esféricos
1) A soma dos angulos de um tridngulo esférico, sempre maior que 180
do que 540 graus, ndo € constante dependendo do tridngulo. De fac
entre a soma dos trés dngulos e 180° o chamado excesso esférico

(o=£ZA+ ZB + ZC - 180°) ¢ directamente proporcional a area do tr

2

sendo R o raio da esfera em cuja superficie esta o tridngu

o]

AFG;IR

2) A soma dos lados de um tridngulos esférico ¢ maior do que zero, e

180 graus.



3) Os lados maiores estdo Opostos aos ingulos maiores no tridingulo.

4) A soma de dois lados do tridngulo ¢ sempre maior do que o terceiro lado, € a
diferenga € sempre menor.

5) Cada um dos lados do tridngulo é menor do que 180 graus, e isso aplica-se também

aos angulos.

4.1.4. Solucio de triAngulos esféricos:

Tal como na trigonometria plana, € sempre necessario conhecer no minimo trés elementos
para resolver um tridngulo esférico: ou trés angulos, ou trés lados, ou dois lados € um
angulo, ou um angulo e dois lados. Vejamos (fig.4.1) como fazendo uso do produto escalar

de vectores, se pode estabelecer uma relagdo entre lados e dngulos num tridngulo esférico

Fig.4.1 - Tridngulo esférico. Os lados do tridngulo, a, b, ¢
sdo arcos de circulos mAximos

Considerando a esfera de raio unitario, temos que oS modulos dos vectores OA,0BeOC

sdo iguais a 1 e 0s angulos a b e ¢ quando medidos em radianos, correspondem aos
comprimentos dos arcos BC AC e AB respectivamente.

Assim sendo temos:
OB.OC = cosa OA.OB = cosc OAOC = cosb
B'e C' sdo as projecgdes de B e C no eixo AO pelo que podemos escrever
oBoc - (0B'+BB) o€ + 'C)

Sendo OB LCC e OC LBB
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Obtemos OB.OC =0OB'OC'+B'BC'C

OB'eOC' sdo colineares => OB'OC' = cosb cosc

e

€ como B'BCC' =senbsenc cosA

resulta

cos (a) = cos (b) cos (¢) + sen (b) sen (c) cos (A)
Formula fundamental da Trigonometria Esférica
Nota: Esta formula também chamada "formula dos cosenos", pde em evidéncia o calculo

de um lado do tridngulo a custa dos outros dois lados e do dngulo que se lhes opde.

QOutras formulas se podem deduzir como:
e formula dos senos

sena _ senb _ senc

senA senB senC
e formula dos cinco elementos
sen a cos B =cos b sen ¢c— sen b cos ¢ cosA
e formula dos quatro elementos consecutivos |

cos a cos C = sen a cotg b — sen C cotg B

4.2. A latitude e a longitude

4.2.1. A importincia destas medicdes

Meridiano do
lugar Meridiano de

Greenwich

Fig 4.2 — Latitude e Longitude

Localizamos um ponto P sobre a superficie terrestre (fig.4.2) via duas coordenadas:



o longitude geogrifica (A): ¢ o Angulo medido ao longo do Equador da Terra, tendo
origem em um meridiano de referéncia (o meridiano de Greenwich) e extremidade
no meridiano do lugar. Na Conferéncia Internacional Meridiana, realizada em
Washington em Qutubro de 1884, foi definida como variando de 0 a +180° (Oeste
de Greenwich) e de 0 a -180° (Este). Na convengdo usada em Astronomia, varia
entre -12h (Oeste) e +12h (Este).

-12h<Ai<12h

e latitude geogrifica (¢) : dngulo medido ao longo do meridiano do lugar, com
origem no Equador e extremidade no lugar. Varia entre -90 °¢ +90 °. O sinal
negativo indica latitudes do hemisfério sul e o sinal positivo hemisfério norte.

-90° < < 90°
Um grau de latitude corresponde a um arco cujo comprimento ¢ o mesmo em qualquer
local sobre a superficie terrestre (cerca de 110 Km) enquanto os graus de longitude dao
arcos cujo comprimento varia com o local (de 110 Km no Equador diminuem para zero
nos Polos)

Nota: A milha nautica usada na navegagdo corresponde a 1' de latitude.

lQuci o seu comprimento!]

O primeiro uso destas coordenadas ocorreu na feitura de mapas e isso foi feito ja por
Ptolomeu 150 DC. A necessidade de calcular estas coordenadas tornou-se bastante
importante quando o homem comegou a fazer viagens através dos oceanos. Até cerca de
1500 as viagens maritimas eram feitas ao longo das costas dos continentes, de modo a
possibilitar a localizagdo do navio. Com a descoberta do caminho da India e da a América,
foi preciso navegar em mar aberto e isso deixava como unica possibilidade de localizagdo

do navio (ou seja, a determinagdo da sua latitude e longitude) o uso dos astros celestes

E importante lembrarmos que naquela época, um navio que se perdesse ou mesmo se
desviasse da rota, corria o risco de perder a carga e a tripulagio (dizimada pelo escorbuto e
falta de 4gua) . O valor dessas cargas podia ser imenso. Estima-se em nada menos de 300
milhdes de dolares o valor da carga de especiarias, que em 1592 bucaneiros ingleses
roubaram do navio portugués Madre de Deus. Ndo eram menores os prejuizos com vidas
humanas, o mais famoso deles sendo o afundamento em 1707 de quatro navios ingleses
que perdidos, bateram nas rochas das Tlhas Scilly tendo morrido 2000 marinheiros neste

acidente.
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Como resultado por cerca de 1700, a maioria dos paises europeus envolvidos no comércio
maritimo, comegaram a oferecer vultuosos prémios a quem fosse capaz de descobrir um
modo pratico e exacto, de se determinarem as coordenadas de um navio em mar aberto. A
maioria desses prémios chegava a milhdes de dolares actuais. Na busca da solugdo para
esse problema, participaram matematicos e cientistas do maior calibre como Galileu

Huyghens Newton e Euler.

No que segue veremos alguns detalhes sobre a resolucio do problema. E importante,
contudo, que desde j& destaquemos duas coisas:
e adeterminagio da latitude, € um problema facil ao contrario da longitude.
e A determinagdo da latitude e longitude de pontos sobre os continentes, € muito
mais facil que no caso de pontos representando a posi¢do de um navio em mar

aberto.

4.2.2. O problema da latitude
e Latitude pelo método polar
Este método ndo usa trigonometria e baseia-se no facto que:
a latitude de um ponto P, € igual a altura do polo celeste visivel desde esse ponto conforme

se pode comprovar facilmente (fig.4.3).

polo.

1
1 [
|
I
i

{

N ali

A

eguador

™ horizonte de P

Fig.4.3 — Latitude versus altura do Polo
Com este método ha a vantagem de ser facilmente mensuravel a altura polar (basta usar
qualquer instrumento capaz de medir dngulos, um quadrante por exemplo) e sendo facil
localizar o Polo Norte celeste no Hemisfério Norte, o uso deste método torna-se bastante

comodo e simples



e A Estrela Polar praticamente coincide com ele (em verdade, hoje cla esta afastada
cerca de um grau da posigio polar, na época de Hipparchos estava a cerca de 3
graus).

No Hemisfério Sul niio havendo nenhuma estrela razoavelmente perto da posigdo polar, €

mais conveniente usar a seguinte variante:

e escolher uma estrela proxima a posi¢ao do pélo celeste visivel
e medir a altura dessa estrela em relagdo ao horizonte de P, em dois instantes
separados por 12 horas

e amédia dessas alturas é a altura do polo visivel.

A necessidade de esperar 12 horas pode tornar essa variante inviavel em mar aberto.

O método da altura da Estrela Polar foi o usado pelos Portugueses no inicio da época dos
Descobrimentos. Acontece que esta estrela nfio esta exactamente no Polo Celeste. Naquela
época ela estava afastada 4°. Aliado a esse facto, a precariedade dos instrumentos da época

e a oscilagio dos navios, faziam com que ndo fosse raro cometerem erros de 3 a 4° na

latitude (Que erro em Km isso produzia ?|

Outro método baseava-se na medida da altura do Sel no meridiano local. Tera sido esse 0
método usado pelos marinheiros de Pedro Alvares Cabral, para localizar a suposta ilha de
Vera Cruz em 27 de Abril de 1500:

.. descemos a terra...e tomamos a altura do Sol ao meio dia e achamos 56 graus, e sombra
era norte, pelo que, segundo as regras do astroldbio... julgamos ter o polo sul 17 graus de
altura...

O exacto local da medida corresponde ao actual IThéu da Coroa Vermelha, e segundo o
Prof. Joaquim F. Duarte a altura do Sol que deviam ter ai medido naquela data seria 14,7°.
Isso da um erro grosseiro, mas que por um acaso acabou por ser cancelado. Com efeito o

professor calculou 16,4° Sul a latitude desse ilhéu, em vez dos 17° do matematico de

Cabral. 10rmntos Km representa o erro cometido ?I

Um método alternativo baseado na medi¢o da altura do Sol em dois instantes diferentes,
foi proposto por Pedro Nunes' que para o efeito, concebeu um instrumento que permitia

medir directamente a altura do Sol num circulo graduado.

! Ver Anexo I no final
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4.2.3. O problema da longitude

Para este problema foi muito mais dificil achar um método, capaz de dar resultados exactos
no caso de navios em mar alto. Muitos factores dificultavam o problema, a oscilagdo do
navio, a impossibilidade de ancorar para fazer medidas, etc. A leitura do edital do famoso

Longitude Act formulado em 1714 pelo governo inglés, da uma boa ideia da problematica:

e oferecia prémio equivalente a 12 milhdes de dolares actuais por um método capaz
de achar a longitude com erro até meio grau
e prémio de 9 milhdes para método com erro ate 2 / 3 de grau

e prémio de 6 milhdes para método com erro até um grau

(Para se ter uma ideia mais concreta dessas exigéncias note-se que um grau de longitude no
Equador, equivale a cerca de 110 Km.)
A luta pela obtengdo desses prémios ocupou boa parte daquele século, com trés métodos a

disputarem o cobigado prémio:

e 0 método de Galileu que explorava o "relogio celeste" formado pelas luas de Jupiter

Por observagio, Galileu verificou que ocorriam eclipses nas luas de Jupiter cerca de 1000
vezes por ano, ou seja quase 3 vezes por dia. Seja o observador M que observa um eclipse
as 2h da madrugada, e que dispde de uma tabela que o informa de que esse eclipse ¢
observado em Londres as 23h 30m do dia anterior. Ele sabe que em termos horérios, a sua
diferenca em relagic a Londres é +2h 30 m, logo a sua longitude ¢ 37°,5 W (Oeste). Resta

o problema da determinagfo do tempo local que poderia fazer-se astronomicamente.

e 0 método que dependia da construgdo de um relogio, capaz de manter a hora

mesmo com as oscilagdes e intempéries de uma viagem oceanica

A ideia do método ¢ bastante simples:
O navegador leva um relégio que indica a hora Hg no meridiano de Greenwhich, usando o
Sol como estrela E resolve o trifingulo posicional (ver 4.5) obtendo a hora local Hy na
posi¢do do navio .

Sabendo que em 24 horas a Terra roda 360° de longitude, a diferenga Hg - Hi

multiplicada por 15° d4 a longitude do navio

e o método da distancia lunar



A solugdo astronomica para o célculo da longitude, baseia-se nas posigdes relativas da Lua
e do Sol ou da Lua e de outra estrela, ¢ na posicio destes astros em relagio a Terra ou seja,
através da medigdo dos trés angulos representados na fig.4.4 a altura da estrela, a altura da
Lua e a distdncia angular entre a estrela e a Lua. Estas medigBes podem fazer-se com um

sextante.

! distlnoin
i s, gatreba - Lua

Fig.4.4 - As trés distincias angulares fundamentais medidas

para determinar a longitude pelo método lunar

Admitamos os seguintes valores medidos:
Altura da estrela (o Sol por exemplo) — 25,2°
Altura da Lua—17,6°
Daqui resulta que:
Distancia angular Sol — Lua = 180° - (25,2° + 17,6°) = 137,2°
Consultando uma tabela de efemérides, 18-se a que horas esta distancia Sol — Lua acontece
em Greenwhich. Admitamos por exemplo as 14 h 30 m do mesmo dia .
Se a hora local do observador for por exemplo 17 h Sm entdo a longitude do local do
observador Oy, sera:
6, = (17,083 —14,5)x15°=38,75°

O acontecimento é visto mais tarde que em Greenwhich logo o observador estd a 38,75° W.

Na época dos Descobrimentos, os Portugueses usavam a posi¢do da Lua entre as estrelas
para achar a longitude. Como essa gira em torno da Terra a cada 27 dias, ¢ vista em
posigdes diferentes do céu conforme variar a longitude do observador terrestre. Essas
diferencas sdo muito pequenas e dificeis de constatar num navio. Na época, nido existiam

almanaques lunares fidveis. Mesmo com o famoso almanaque de Regiomontanus (1474) os

erros na determinagdo da longitude podiam chegar a 10°. lQuantos Km isso significa 7|
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4.2.4. Aplicacdes da latitude e da longitude

A necessidade do conhecimento, quer da latitude quer da longitude torna-se bastante til e

necessario na navegagdo, seja aérea seja maritima pois permite calcular e comparar as

distdncias, segundo rotas mais adequadas entre diferentes locais diminuindo o custo das

viagens e a sua durag@o.

Vejamos como se calculam as distancias usando como rota:

e O paralelo

™\ Paralelo

Equador

Neste caso temos os locais A e B
situados no mesmo paralelo, ambos com
latitude ¢ N.
A distdncia medida segundo o paralelo
ou seja o arco AB pode ser calculada da
seguinte maneira:

AC=BD=¢
Sejam as longitudes de A (Aa) e B (Ag).

Fig.4.5 — Distincia pelo paralelo Na figura vemos que

Como

CD=./COD = lA = 7\.3

AB = CD cos BD

Temos que a distincia entre dois pontos sobre o mesmo paralelo € dada pelo produto da

diferenga das longitudes pelo coseno da latitude.

e (O circulo maximo

P

7

Fig.4.6 — Distincia pelo circulo
maiximo

AB = (Aa - A) xcos ¢

Neste caso a rota € segundo o circulo maximo que passa
nos locais A e B. Vamos ter entfo definido um triangulo
esférico BPA sendo as amplitudes de BD e AC as latitudes
de A (¢4) e B (¢p) respectivamente.O £ BPA corresponde
a diferenca das longitudes de A (As) e B (Ag).

Resolvendo o tridngulo esférico aplicando a formula dos
COSENos:

cos AB = cos AP cos BP + sen AP sen BP cos APB



BP =90° - $a
AP =90° - ¢n
Z APB =\ - Ag
donde obtemos

cos AB = sen ¢p sen ¢a + cos o cos Ppa cos (A - As)

Exemplo
Dois locais A e B de latitude e longitude (35° 28' N, 44° 32' W) e (35° 28!, 13° 30'W)

respectivamente. Calcular a disténcia entre A e B:

e segundo o paralelo
Aa-Ap=44°32'-13°30"=31°2'

Considerando a Terra esférica com 6.370 km de raio vamos ter para a circunferéncia do

paralelo
21 x 6.370x cos 35° 28'
Donde tiramos o comprimento de AB

ont o W <] ]
Arc AB = 2mx 6.370x31°2"' xcos35°28 2805 Km

360

e segundo o circulo maximo

$a=fp=35° 28
hi-dn =44° 32 <137 30P=3172'
cos AB = sen’® 35° 28' + cos” 35° 28' cos 31°2'=0,91
AB = arc cos 0,91 = 25,2°

27x6.370% 25,2
360

Arc AB= =2.797Km

Constatamos que o percurso pelo circulo maximo € mais curto que pelo paralelo

Nota: Prova-se que numa superficie esférica a distdncia mais curta entre dois pontos
corresponde a0 arco de circulo mdximo que passa nesses pontos (equivalente ao
segmento de recta no plano) pelo que as rotas aéreas e maritimas sempre que possivel

seguem circulos maximos, para encurtar distancias.
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4.3. A Esfera Celeste

Observando o céu numa uma noite estrelada, ndo podemos evitar a impressdo de que
estamos no meio de uma grande esfera incrustada de estrelas. Isso inspirou nos antigos
gregos a ideia do céu como uma Esfera Celeste.
Com o passar das horas os astros movem-se no céu, nascendo a Este e pondo-se a Oeste.
Isso causa a impressdo de que a esfera celeste vai girando de Este para Oeste em torno de
um eixo imaginario, que intercepta a esfera em dois pontos fixos, os Polos Celestes. Na
verdade esse movimento, chamado movimento diurno dos astros, é um reflexo do
movimento de rotagio da Terra que se faz de Oeste para Este. O eixo de rotagdo da esfera
celeste é o prolongamento do eixo de rotagio da Terra, e os polos celestes sdo as
projecgdes no céu, dos polos terrestres.
Os antigos gregos definiram alguns planos e pontos na esfera celeste, que sio uteis para a
determinagio da posigdo dos astros no ceu. Sdo eles:
e Horizonte: plano tangente a Terra no lugar em que se encontra o observador.
Como o raio da Terra ¢ desprezavel face ao raio da esfera celeste, considera-se que
o Horizonte é um circulo maximo da esfera celeste ou seja, passa pelo seu centro.
e Zénite: ponto no qual a vertical do lugar (perpendicular ao horizonte) intercepta a
esfera celeste, (acima da cabega do observador).
e Nadir: ponto diametralmente oposto ao Zénite.
o Equador Celeste: circulo maximo em que o prolongamento do Equador da Terra
intercepta a esfera celeste.
e Polo Norte Celeste: ponto em que o prolongamento do eixo de rotagdo da Terra
intercepta a esfera celeste, no hemisfério norte.
e Polo Sul Celeste: ponto em que o prolongamento do eixo de rotagdo da Terra
intercepta a esfera celeste, no hemisfério sul.
o Circulo vertical: qualquer semi-circulo maximo da esfera celeste contendo a
vertical do lugar. Os circulos verticais comegam no Zénite e terminam no Nadir.
e Ponto Geogrifico Norte: ponto em que o circulo vertical que passa pelo Polo
Norte Celeste intercepta o Horizonte. E também chamado Ponto Cardeal Norte.
e Ponto Geografico Sul: também chamado Ponto Cardeal Sul, € o ponto em que 0
circulo vertical que passa pelo Polo Celeste Sul intercepta o Horizonte. A linha

sobre o Horizonte que liga os pontos cardeais Norte e Sul chama-se linha Norte-



Sul, ou meridiana. A linha Leste-Oeste ¢ obtida, tragando-se sobre o Horizonte
uma perpendicular a meridiana.

e Circulo de altura: qualquer circulo da esfera celeste paralelo aoc Horizonte. E
também chamado almucintarado,ou paralelo de altura.

e Circulo hordrio: qualquer semi-circulo maximo da esfera celeste que contem os
dois polos celestes. E também chamado meridiano. O meridiano que passa pelo
Zénite chama-se Meridiano Local.

o Paralelo; qualquer circulo da esfera celeste paralelo ao Equador celeste. E também

chamado circulo diurno.

ESFERA CELESTE

Fig™ 4.8 - Representacfio dos diferentes tipos de circulos na esfera celeste
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E qual ¢ a velocidade angular aparente diaria do Sol? Como um dia € definido como uma

volta completa do Sol isto ¢, o Sol percorre 360° em 24 horas, a velocidade aparente € de

vaparente = 3600/ 24 h = 150/ h.

4.3.1 Sistemas de coordenadas

Uma vez estabelecida a esfera celeste como representagdo do Universo visivel, torna-se
simples posicionar um astro no céu em qualquer instante do seu movimento (na fig.4.9
mostra-se 0 do Sol) através dum sistema de coordenadas. Nesse sistema, vamos utilizar
apenas coordenadas angulares sem nos preocuparmos com as distincias dos astros. A
posi¢do do astro sera determinada através de dois dngulos de posigao, um medido sobre um

plano fundamental e o outro medido perpendicularmente a ele.

Zénite

Polo Suil Celesis

Junho, ,’/ o Sy
¢ 7 . Ecliptica
A . . R ""-:?
Dezembro

Fig.4.9 - Movimento aparente do Sol na ecliptica (Latitude Sul)
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4.3.1.1. O Sistema Horizontal

Z

Fig.4.10 — Coordenadas horizontais

Esse sistema utiliza como plano fundamental o Horizonte celeste (NESW). As coordenadas

horizontais sdo azimute ¢ altura.

« Azimute (A): é o angulo medido sobre o horizonte, no sentido horario (NESW)
com origem no Sul e extremidade no circulo vertical do astro. O azimute varia entre
0° e 360°,

0°< A <360°

« Altura (h): é o 4ngulo medido sobre o circulo vertical do astro, com origem no
horizonte e extremidade no astro. A altura varia entre -90° e +90°. O complementar
da altura chama-se distincia zenital (z). Assim, a distincia zenital é o angulo
medido sobre o circulo vertical do astro, com origem no zénite e extremidade no

astro. A distincia zenital varia entre 0° e 180°:

(h+z = 90°)
-90° < h < 90°
0° < z < 180°

O sistema horizontal é um sistema Jocal, no sentido de que ¢ fixo na Terra. As coordenadas
azimute e altura (ou azimute e distincia zenital) dependem do lugar e do instante da

observagdo, e ndo sdo caracteristicas do astro.

105



106

4.3.1.2.

O sistema Equatorial Celeste

Fig.4.11 - Coordenadas equatoriais

Esse sistema utiliza como plano fundamental o Equador celeste. As coordenadas sdo a

ascensio recta e a declinacio.

ascensiio recta (oo ou AR): dngulo medido sobre o Equador, com origem no
meridiano que passa pelo ponto Vernal y e extremidade no meridiano do astro. A

ascensdo recta varia entre Oh e 24h (ou entre 0° e 360°) aumentando para leste.

0<a<24h
O Ponto Vernal, é um ponto do Equador ocupado pelo Sol no equindcio da
Primavera do hemisfério norte (mais ou menos em 22 de Margo de cada ano).
declinagiio(8): dngulo medido sobre o meridiano do astro, com origem no Equador
e extremidade no astro. A declinagdo varia entre —90° e +90°. O complemento da

declinagdo chama-se distancia polar (A).
6+ A =90
-90° <6 <90°
0°<A<180°

O sistema equatorial celeste ¢ fixo na esfera celeste e portanto em primeira aproximagao,

as suas coordenadas ndo dependem do lugar e instante de observagdo. A ascensdo recta e a

declinagdo de um astro permanecem praticamente constantes por longos periodos de

tempo.



4.3.1.3. Sistema Equatorial Horario

Nesse sistema o plano findamental é o Equador, mas a coordenada medida ao longo do
Equador ndo ¢ a ascensio recta, mas uma coordenada varidvel chamada dngulo horario. A

outra coordenada € a declinacéo (fig.4.11).

e angulo horirio (H): dngulo medido sobre o Equador, com origem no meridiano
local e extremidade no meridiano do astro. Varia entre -12h e¢ +12h. O sinal
negativo indica que o astro esta a Este do meridiano, e o sinal positivo indica que
ele esta a Oeste do meridiano.

-12h<t<12h

4.3.1.4. Sistema de coordenadas Eclipticas

Fig.4.12 - Sistema de coordenadas eclipticas

Neste sistema o plano fundamental é o da Ecliptica e as coordenadas sdo a Latitude e a

Longitude elipticas

o Latitude eliptica(A): 4ngulo medido no circulo de latitude do astro (circulo
maximo que passa pelos polos da Ecliptica e pelo astro) desde a Ecliptica até ao
astro. Varia entre +90° e -90°

90°= A = - 90°

e Longitude eliptica(f):angulo medido na Ecliptica a partir do ponto vernal at€ ao
circulo de latitude do astro no sentido do deslocamento aparente do Sol, isto € de
Oeste para Este. Varia entre 0° e 360°

360°= B = 0°
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4.4. Movimento Diurno dos Astros

O movimento diurno dos astros, de Este para Oeste, é um reflexo do movimento de rotagdo
da Terra de Oeste para Este. Ao longo do dia todos os astros descrevem no céu arcos
paralelos ao Equador. A orientagio desses arcos em relagdo ao horizonte depende da

latitude do lugar (fig.4.13).

Pdlo celeste Zénite z Equador celeste
Equador celeste
»

) w {/ Horizonte
z ’tcrilto celeste norte z : Polo celeste sul
e Y

D
fo=y

S S

) l\/Horizonle

Fig.4.13-a) Local de Lat = 40° N b)-No Equador c¢) No Pélo Norte d) No Pélo Sul
* 1.Nos pélos (¢ =+ 90): ¢) e d) na Fig.4.13
Todas as estrelas do mesmo hemisfério do observador, permanecem 24 h acima do

horizonte (ndo tém nascer nem ocaso) e descrevem no céu circulos paralelos ao

horizonte. As estrelas do hemisfério oposto nunca podem ser vistas.

¢ 2. No Equador (¢ = 0): b) na Fig.4.13

Todas as estrelas nascem e se pdem, permanecendo 12h acima do horizonte ¢ 12h
abaixo dele. A trajectoria das estrelas sdo arcos perpendiculares ao horizonte, Todas as

estrelas do céu (dos dois hemisférios) podem ser vistas ao longo do ano.

¢ 3. Num lugar de latitude intermédia: a) na Fig.4.13

Algumas estrelas tém nascer e ocaso, outras permanecem 24h acima do horizonte,
outras permanecem 24h abaixo do horizonte. As estrelas visiveis descrevem no céu

arcos com uma inclinagdo em relagio ao horizonte, que depende da latitude do lugar.
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4.4.1. Passagem meridiana dum astro

Chama-se passagem meridiana ao instante em que 0 astro cruza o meridiano local. Durante
o seu movimento diurno o astro realiza duas passagens meridianas, ou duas culminag3es: a
culminagio superior ou passagem meridiana superior ou ainda maxima altura (porque
nesse instante a altura do astro atinge o maior valor) e a passagem meridiana inferior, ou
culminagfio inferior. No instante da passagem meridiana superior, cumpre-se a seguinte

relagdo entre z, 0 e ¢ ;
z=+t(8-¢)

onde o sinal (+) vale se a culminagdo € feita ao norte do zénite e o sinal (-) se a culminagdo

é feita ao sul do zénite.

Exemplo
A distancia zenital duma estrela na culminagfio superior (a Sul do zénite) e na culminagdo
inferior sdo 24° e 74° respectivamente. Calcular a latitude do observador ¢ a declinagdo da

estrela.

Na fig.4.14 temos representada esquematicamente a situagdo descrita, donde tiramos:

PF=PZ+ ZF
90 -5=90 - ¢ + ZF
1) §-5=24° _
PG=2Z0G—P2 Horizonte
90-5=2G-90+¢
) b+5=180°-74°=106°

Somando (1) € (2) Fig.4.14
20 =130°0u=65°N
Substituindo em (1)
8=65°-24°=41°N
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4.4.2. Estrelas Circumpolares

Estrelas circumpolares sdo aquelas que ndo t€m nascer nem ocaso, descrevendo o circulo
diurno completo acima do horizonte.(fig.4.15). Portanto, as estrelas circumpolares fazem as
duas passagens meridianas acima do horizonte, Para uma certa estrela com declinagéo 9,

ser circumpolar em um lugar de latitude ¢, deve cumprir a relagdo:

151290°-]¢|

com & e ¢ do mesmo sinal.

N
Herizonle
Esnelas "\
DLICE VLsivels .1\
Z 2

Fig.4.15 - Estrelas circumpolares

Exemplo

No Funchal com 32,6° N e em Braganga com 41,8° N sdo visiveis estrelas como :
Sirio : 6 =16,7°
Vega : 0 =38,8°
Alkaid : 6 =49,3°

Qual ou quais serdo sempre visiveis?

No Funchal
90° - 32,6°=57,4°
Em Braganga
90° - 41,8°=48,2°
Como so Alkaid tem declinagio superior a 48,2° resulta que, so esta estrela é sempre

visivel mas apenas em Braganga.
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4.5. O Triangulo de Posi¢ao
Denomina-se tridngulo de posigdo (fig.4.16)o tridngulo situado na esfera celeste cujos

vértices s30 0 polo elevado Py, o astro E e o zénite Z.

Equador

Horizonte

Meridiano

Circulo da estrela

vertical da estrela

N
Fig.4.16 — TriAngulo de posigdo para a estrela E

Os lados e dngulos do triangulo de posigdo sdo:
e arco entre o zénite e o polo
PxZ=90°-|¢|
e arco entre o zénite e astro
EZ=z
e arco entre o pdlo e o astro
PNE=90°- |3 |
e dngulo com vértice no zénite
PNnZE =180- A
e angulo com vértice no polo
ZPnE=H
e dngulo com vértice na estrela
ZEPy
O tridngulo de posi¢do € usado para obter as coordenadas do astro quando ¢ conhecida a
poéigﬁo geogréfica do lugar, ou determinar as coordenadas geograficas do lugar quando

sido conhecidas as coordenadas do astro.
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Exemplo 1
Cilculo da latitude
Observando uma estrela E podemos:
e medir o dngulo ZEP ; por hipotese £ ZEP = 10°
e medir a altura h ; por hipotese h = 35°
¢ Consultando uma tabela de efemérides, podemos saber 8; por hipotese § = 57°
Obtemos
z=980° 1359 = 55°
E usando a relagdo dos cosenos obtemos
c0s (90 - ) = cos 55° cos 33° + sen 55° sen 33° cos 10°
cos (90 - ) =10,92
90 - ¢ =23,1°
¢ = 66,9° Latitude do lugar

Exemplo 2
Calculo da declinacio
Sabendo
e alatitude do lugar (¢); por hipdtese ¢p = 41°
Medindo
e adistdncia zenital da estrela E (z); por hipotese z = 15°
e o angulo EZP; por hipotese ~ EZP =21°
Usando a rela¢do dos cosenos obtemos
c0s (90 - 8) = cos 15° cos (90 — 41) + sen 15° sen (90 — 41) cos 21°
cos (90 - 8)=0,82
donde tiramos
0 =54,7° Declinagdo da estrela
Usando a relagdo dos senos obtemos
sen H sen 35,3° =sen 21° sen 15°
sen H=0,16
H=924°
H = 0,616 horas
donde tiramos

H=36"57° Angulo horirio da estrela
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4.6. Transformacdes vectoriais de coordenadas
Para se obterem as relagdes entre os sistemas de coordenadas sem usar o triangulo de
posigdo, podem-se transformar em coordenadas rectangulares e identificar nesta forma que

tipo de transformagio vectorial permite passar de um para outro.

4.6.1. Passagem de coordenadas horizontais para equatoriais
Como se pode observar na fig.4.17, o referencial XYZ do sistema horizontal transforma-se
no referencial X'Y'Z' do sistema equatorial rodando no sentido directo em torno do eixo Y

de (90° - )

Fig.4.17 - Referenciais horizontal e equatorial

Nota: Ambos os sistemas sdo retrogrados

Em coordenadas rectangulares vamos ter

X = cosAcosh x'= cosHcoso
y =sen Acosh e <{y'=senHcosd
z=senh zZ'=sen d
Em notagdo matricial
X cosAcosh x cosHcosd
y|=|senAcosh| e |y'|=|senHcosd
s senh z' sen O
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Aplicando uma rotagéo de (90° - @) teremos:
x' cos(90-¢) 0 sen(90—-1¢)
y' = 0 1 0
z' ~sen(90—-¢) O cos(90—-0)

o~ R

donde resulta

X'=sendx +cospz cosH cosd = send cosA cosH + cos¢ senh
y'=y &> < senH cosd = senA cosh (3)
2'= —coshx +sendz send = —cosd cosAcosH +sendsenh

a partir daqui resolvendo o sistema para 6 e H obtemos

{sen 5 =sen ¢psen h -cospcosh cos A 4@

cosH =senh secd csecd—tgdtgd

|Resolve o sistema (3) e obtém (4)|

No caso inverso de X'Y'Z' para XYZ teremos uma rotagdo de —(90-¢) em torno do mesmo

eixo Y.

Exemplo:

Calculo ded e H a partirde Aeh

Num local de latitude 25° N na observagdo duma estrela mediu-se
e altura h =42°
e azimute A=110°

Calcular a declinagdo e o angulo horario.

Aplicando (4)
sen & = sen 25°sen 42°-cos 25° cos 42° cos110°
42°
cosH = o SO tg30°tg25°
cos30°cos25°

send=10,5
cos H=0,58 = H = 54,55°= H = 3,64 horas

donde tiramos
6 =30° Declinagdo da estrela

H=3"38"12° Angulo hordrio da estrela




4.6.2. Passagem de coordenadas equatoriais para Eclipticas
Neste caso (fig.4.18) o referencial XYZ do sistema equatorial transforma-se em X'Y'Z do

sistema eliptico por rotagdo em torno do eixo X de & (obliquidade da Ecliptica).

Pg=2

P Py

X=X

Fig.4.18 - Referenciais Equatorial e Eliptico

Isto é:
(o, 8)—> (A,B) por rotagido de amplitude +&

(o, 8)« (A,B)por rotagdo de amplitude -&

Teremos entdo a seguinte relagdo matricial:

cosp cosi cose 0 seneg || cosdcosa
cosfseni |=| O 1 0 | cosdsena
sen —seng 0 cose send

ou seja

cosP cosh = cose cosd cosa + sene sena
cosPseni = cosd sena.

senf = —sene cosd coso + COSEsena

lDietennina a latitude e a longitude eclipiticas duma estrela de a=12h 31m 1ise 6=-57°7 J
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4.7. Calculo vectorial na posiciao dos astros

4.7.1. Cosenos directores

Consideremos(fig.4.19) um astro identificado pelas coordenadas equatoriais
e Ascensdo Recta o
e Declinacdo &

As coordenadas rectangulares serdo dadas por:

X =T1.Cc08 8cos o

y =1.cos dsen o

z=r.send

Fig.4.19 — Cosenos directores dum astro

Se designarmos por 7y, v, v, 0s angulos que formam o vector de posigdo do astro r(x,y,z)

com os eixos OX,0Y,0Z verifica-se

¥
cosY, =a=—=cosdcos o
F
1cosy, =b=2=cosdsena
r
z
cosy, =c=—=8end
r

sendo a, b, ¢ os cosenos directores em que :
cos®y, +cos’ v, +cos *y, =1

Os cosenos directores, como iremos ver podem ser utilizados no calculo da distancia

angular entre dois astros.
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4.7.2. Angulo entre dois astros.

90-5p

ESEB Vg

Fig 4.20 — Distancia angular d

A distancia angular d entre dois astros A e B cuja ascens@o recta o e declinagdo 0 €
conhecida, pode saber-se usando a expressdo obtida no tridngulo esférico (fig.4.20) em que
um dos lados € a distancia angular e os outros dois sdo as suas distancias polares.

Usando a formula dos cosenos
cos d = senda sendpt cosda cosdp cos (0La - Ap) (5)

Nota: Expressdo analoga obtém-se para coordenadas elipticas com a latitude e a longitude

elipticas no lugar da ascensdo recta e declinagdo
Também se pode calcular o dngulo (fig.4.21) a partir dos versores ae 5(cujas coordenadas

sd30 os cosenos directores (a,b,c) de cada astro) e do produto escalar de vectores a|b

Fig.4.21 - Distancia angular d
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Os cosenos directores de cada astro sdo:
a= x/r = cos dcos o
b= y/r = cos dsen a
c=z/r=send
O produto escalar €
alb=|all.Il6|l.cos d
usando coordenadas (a,b,¢) vamos ter

; IB = (aA ag+ bybgtcy CB).

;|B= COS SACOS Gy COS Spcos Op + cos Sasen aa cos Spsen op + sen S sen dp

ou seja
|[Zl |l.||5 Il.cos d=cos 8,408 ia cOs Spcos ap + cos Gasen ota cos dpsen o + sen &4 sen Op
sendo
lall=131=1

resulta

cos d= cos 8,c0s ota oS Scos op + cos dasen oua cos dpsen o t sen O sen Op

cos d = send, sendp+ cosda cosdp cos (0la - Op) Porqué

ou seja a formula dos cosenos (3).

Exemplo

Qual o tamanho da Constelagdo Cruzeiro do Sul, medido pelo eixo maior da cruz?

O eixo maior da cruz é formado pelas estrelas Gacrux (a=12h 31m 11s; 6= -57° 07°) e
Acrux (¢=12h 36m 37s; &= -63° 06’

O angulo (designemo-lo por d) formado por estas estrelas da-nos o tamanho angular do

eixo maior

cos d = cos 54COS 0Ly COS 8GOS Ol + COs dasen oLy cos g sen o + sen 8 sen dg
Sg=-57°07" =-57,11°
og= 12h 31m 11s = 186,65°
8a4=-63°06"=-63,10°
oa= 12h 36m 37s = 187,80°
Substituindo na expressdo acima obtemos

cosd = 0,99=>d =6°



Questdes sobre Geometria esférica

e Desenhar a esfera celeste para um observador de latitude 55° Sul, mostrando a
posigio de duas estrelas X (altura 40°, azimute 130° E do Sul) e Y (éngulo
horario 19", declinagio 40° Sul). Estimar a partir do diagrama o angulo horario
e a declinagiio de X e a altura e o azimute de Y

e Calcular o azimute da estrela Procyon (declinagdo 5° N) quando a sua distancia
zenital é de 80° vista por um observador de latitude 56° N.

e Calcular o azimute do Sol quando nasce, e a altura ao meio dia solar, no
Solsticio de Verdo para uma latitude de 41° N.

e Provar que o método dos cosenos directores conduzem a expressdo inicial.

e Se a separagio angular for pequena pode calcular-se a partir de:

d = %Aa c0sd)” +AS” Sendo claro que as diferengas na AR. e Declinagio se
expressam na mesma unidade.

e Se a diferenca na AR. se expressar em horas e a diferenga na declinagdo em

graus é Util para obter d em " de arco: d = 3600\/(15Aa c0sd)* + AS”

o Calcular a distancia entre Arturo (Alfa Bootes) e Spica (Alfa Virgen) . As
coordenadas s3o: oy = 14h 13m 22.8s e &;= 19°26'31" para Arturo
02=13h22m33.3s e &, = -10°54'03" para Spica.

e A posicio da Lua e Saturno em 26-1-1978 as 12h € respectivamente:

Lua; 8 =8°21'57" o = 10h3m10s, Saturno; d = 13°18' & =10h 5.5m
Mostrar que Saturno estava 5° a N da Lua. Solucdo: 4°56'

e Calcular a minima separagdo na conjuncdo de Marte e Jupiter ocorrida em 21
de Janeiro de 1998 a1h de TU. As coordenadas sdo: o,y =21h 56m 33s e
81 = -13°39'33" para Marte e op = 21h 57m 11s e 8,=-13°24'17" para Jupiter.
Solugdo: 0°17'50,6"

e Dois portos de mar situam-se no mesmo paralelo de latitude 42° 27'. A sua
diferenca de longitudes € de 137° 35". Dois navios A e B fazem a ligagdo entre
os dois portos, navegando A a velocidade de 20 milhas /h e seguindo a rota do
paralelo de latitude; o navio B navega & mesma velocidade mas segue a rota do
circulo méaximo. Calcula a diferenca de tempo com que os dois navios chegam

ao porto de destino se partirem ao mesmo tempo.
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Capitulo 5

Funcdes periddicas na Astronomia

Neste capitulo os movimentos aparentes do Sol sdo a principal fonte de fenomenos

periddicos, cuja descrigio matematica é explorada de forma a evidenciar fungdes como

¢ funcio seno
e fungio coseno

e funcdo tangente
assim como as suas caracteristicas

e Periodo
e Amplitude

" '

e que no ambito do tema " FuncBes trigonométricas " se podem tratar de forma a
exercitar e manipular este tipo de fungdes num contexto real de grande proximidade, ja
que os movimentos do Sol afectam-nos e condicionam-nos diariamente.

Isto pode ser conseguido por exemplo:

e Medindo sombras e azimutes ao longo dum dado periodo de tempo
e Modelando matematicamente os dados registados

e Interpretando os modelos e comparando-os com a realidade observada.

Uma das caracteristicas dos movimentos planetérios € a sua periodicidade.

Todos os planetas:

e Orbitam em volta do Sol (translagdo)

e (Giram em torno do seu eixo (rotagio)

com uma regularidade que se tem mantido estavel ao longo da existéncia do Sistema
Solar. Devido a esta regularidade, foi e é possivel observar determinados fenomenos
que se repetem diaria e anualmente e através do registo e analise dessas observagdes
estabelecer relagdes matematicas que reflectem essa regularidade, como iremos ver e

tratar.
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5.1. Movimento de Translaciao

Devido ao movimento de translagdo da Terra em torno do Sol, este parece deslocar-se
em relagdo as estrelas, descrevendo uma trajectoria na esfera celeste chamada Ecliptica
(fig.5.1). A Ecliptica é um circulo méximo que tem um inclinagdo de 23° 27" em relagdo

ao Equador Celeste, sendo esta inclinagio a causa das Estacoes do ano.

22 Jun

of
Celeste {,.-..\
—uif
u Equadar
Celeste
N
Sal
e 23 Set
]
22 Dez

Fig.5.1 - Posicdes da Terra em relagdo ao Sol

Uma observacio simples que permite "ver" o movimento do Sol durante o ano ¢ atraveés

do gnémon, que ndo € mais do que uma haste vertical cravada no solo (fig.5.2).

S.L Eé. SV

Fig.5.2 - Sombras 4 mesma hora nos Solsticios e equindcios

Durante o dia, a haste ao ser iluminada pelo Sol projecta uma sombra, cujo tamanho
depende da hora do dia e da época do ano:
e A direc¢do da sombra ao meio-dia real local dé- nos a direc¢do Norte-Sul.
e Ao longo de um dia, a sombra é maxima no nascer ¢ no ocaso do Sol, e é
minima ao meio-dia.
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e Ao longo de um ano (2 mesma hora do dia) a sombra é mixima no Solsticio
de Inverno, e minima no Solsticio de Verdo. A bissectriz marca o tamanho da
sombra nos equinocios (fig.5.2).

Foi observando a variagdo do tamanho da sombra do gnémon ao longo do ano que os

antigos determinaram o comprimento do ano das estagdes, ou ano tropical.

5.1.1. Declinagio
A posigio do Sol na Ecliptica (fig.5.3) determina a declinagdo:

21 Junho

23.5
0% 23 Setembro 21 Margo

21 Margo 0° 0°
23.5°

21 Dezembro
Fig.5.3 - Afastamento angular do Sol relativamente ao plano da 6rbita terrestre

e Varia entre —23,5° e 23,5° nos Solsticios de Inverno e Verdo respectivamente

e Vale 0° nos Equinocios.

Uma forma de a calcular, é através da

o

medi¢do da sombra de uma estaca / de
altura A (fig.5.4) ao meio-dia solar, o que
permite :

1.Calcular a altura maxima do Sol

O fatmnne e e

2.Através da relagdo w = d + 90 - ¢ obter
d (ver 5.3.1)

HHP

A

Fig.5.4 — Altura do Sol y

Da trigonometria ~ tgy = % Sy= arctg[%l—) & = [%] o8

Medigdo da sembra ao meio — dia solar em 21 Dezembro 2001,Braganca latitude 41.8°

e gnomon usado h=13,6 cm
e sombra medida 1=312cm
e Altura do sol arctg (h/1) = arctg(13,6/31,2) = 23,55°
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Célculo da declinagio
d = 41,8+23,55 - 90 = - 24,65°
Sendo o valor exacto - 23,5° o erro cometido

24,65-23,5 _ 0,048

inferior a 5%, o que dada a forma artesanal como foi obtida ¢ perfeitamente aceitavel.

Com base numa tabela de valores médios da declinagdo medidos que se apresenta, ¢
possivel ver a variagio ao longo do ano através dum grafico (fig.5.5) que sugere uma

fungdo trigonométrica.

Data Dec Data Dec
1° Jan -23,13 1° Julho 23,00
1° Fev -17,30 1° Ago 18,00
1° Margo -8,00 1° Set 8,50
1 Abril 4,25 1° Out -2,90
1° Maio 15,00 1° Nov -14,00
1° Junho 22,00 1° Dez -21,70
21° junho 23,44 21° Dez -23.44

Tabela 5.1 - Valores médios da declinagio

Variagdo anual da declinagéo
3017\,\.T.r.::‘.\!\.H”m.!.\“!‘”.‘..qi
: ; e 1 ;
o : E : : 1
540 Feeeeeeeiees R
3 r k: - ’ .
© + ; \i ‘ .
o F i ol 3 S 1
== r o / E o 8 & 1
g 0[eg'8" g e 8BNS TEE! ]
& L& @ g“ £ 212 = B piz g o 1
2 Il > /8 & '€ 3 o g 208 0! 4
= 8 4= T =E: 3 T 4 B O Z 0O 4
o -10 i : Nt T
(4] r /z; 5 5 i ]
.30 i . I IOOT SR SR N ST " (I B) O I 0 I BEETRe s e
0 50 100 150 200 250 300 350 400
tempao(dias)

Fig.5.5 - Evolugdio da declinagdo ao longo do ano (variagdo didria)
Sabendo que :
e Declinagio maxima =23°,5 (21 Junho)
e Declinagfio minima = -23,5 (21 Dezembro)
e Declinacio média = 0 (21 Margo e 23 Setembro)
o Amplitude = 47° d = -23,5 cos(2m/365 *t)
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5.2. Duracio do dia e da noite

Um dos fenémenos observaveis diariamente, € o nascer e o por do Sol e é perfeitamente
perceptivel que a duragdo do dia varia ao longo do ano, dependendo essa duragio da

posigio do Sol na Ecliptica (declinagdo) e da posi¢ao do local (latitude) do observador.

No dia 21 de Junho temos a situagdo ilustrada
na fig. do lado.
A duragio do dia é maior que a noite no hem.”

Norte e o contrario no Sul

Nos dias 22 Mago e 21 Setembro o Sol incide

perpendicularmente ao Equador EE' e ao eixo de

rotagdo terrestre PP'(fig ao lado)o que determina

LUZ SOLAR

que a parte iluminada € igual & parte ndo

iluminada, donde resulta serem os dias iguais as

noites em qualquer latitude.

No dia 21 de Dezembro (fig ao lado) temos o

LUZ SOLAR

reverso de 21 de Junho. A duragdo do dia €

menor que a noite no hem® Norte e o contrario

no Sul

= 5.2.1.Cilculo da duracio do dia

O calculo da duragdo do dia (tempo que o Sol esta
acima do horizonte) envolve relagdes de trigonometria
H  esférica no trifingulo esférico PFZ (fig.5.6).

Usando a formula dos cosenos vista em 4.1.4.

I o cos H=cos zsec h sec & -tg ¢ tg (1)
N

Fig.5.6 — Tridngulo de posigdo

para a astro F no horizonte
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Com base nesta relagdo € possivel calcular a
duragdo do dia, pois para um dado astro
(neste caso o sol) o arco EMW que descreve

acima do horizonte, tem uma amplitude

angular que ¢ 2 vezes a do angulo horario no

instante do nascimento ES ou do ocaso WS

quando z = 90° (fig.5.7)

Arc ESW = Arc EMW = 2 Are WS

Fig.5.7 — Arco diurmo do Sol

Como ja foi visto em 4.6.1:

h
cosH = ... - tgdtgd
cosdcosd

sendo h=0 (ao nascer e ao pdr do Sol) resulta

cos H = - tgd tgd donde

H = arc cos(- tgd tgd)

Como 1 hora corresponde a 15° basta dividir 2H por 15 para se obter o tempo em horas
que dura o dia T4 temos

Tq=2 arc cos(- tgd tgd)/15

Desta relagdo podemos obter para qualquer dia do ano, a latitude onde o dia dura 24
horas

Resolvendo em ordem a ¢

T = COS(,:;; 12) — @)
Exemplo
No Solsticio de Veréo 5 =23,5°
Aplicando (2) obtemos

¢ = arc tg (- ctg 23,5%) = 66,5°N

Ou seja, nos locais situados no paralelo de 66,5° no hemisfério Norte o dia dura 24

horas acontecendo o chamado Sol da meia noite

[Para que latitudes ¢ em que dias do ano acontece durar o dia 24 horas?)




5.2.2. Variagio da duracio do dia ao longo do ano

Usando um programa de computador Astrolab2, vemos a evolugdo ao longo do ano da
duragdo do dia para dois locais distintos, um no hem® Norte (fig.5.8) outro no hem® Sul
(fig.5.9)

Duracao do dia { 23°27° 88" N)
HEQ JSO SEQ DS0
2 - I
22 - ]
28 - —
18 - ]
16 |- &
! :
r 2 ~_,_~—'-"’H-/ M—R_—.#ﬁ
a - ]
a
s 8 _|
6 ]
N - ]
2 - -l
4] | | ! 1 1 1 i 1 1 1
1 2 3 i 5 6 Fi 8 Q 18 11 12
Mes
Fig.5.8 - Variagdo do dia para a latitude 23 27N
Duracgao do dia ( 68°808° 88" 3)
MEQ JS0 SEQ DS0
28 - | I | I ! 1ol a N
22 | -
20 -
18 _\ T
- 16N / |
B e a
. * g S
r 2r \\ / ]
a BF _
1 ’/,/ |
6 __.—/ =
y =
2 -
1] | [ | 1 | I | | L ]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 18 11 12
Mes

Fig.5.9 - Variagdo do dia na latitude 60° §

Com base nos graficos podemos estabelecer uma fung@o Ta(t) entre a duragdo do dia Ty

(em horas) e o tempo t (em dias)
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Da leitura do grafico 5.8:
e Mix =2 arc cos (- tg 23,5 tg 23,5)/15 = 13,48h ocorre no 172° dia
e Min =2 arc cos (- tg 23,5 tg - 23,5)/15 = 10,5h ocorre no 355°dia
e Médio = 2 arc cos (- tg 23,5 tg0)/15 = 12h ocorre nos 80° e 233°dias
e Amplitude = 13,48 — 10,5 =2,98
e Periodo = 365 dias Ta=12 + 1,94 cos(21/365*t -T)

Da leitura do grafico 5.9:
e Max = 18,5 h ocorre no 355° dia
e Min= 5,49 h ocorre no 172° dia
e Meédio = 12 h ocorre nos 80° e 233° dias
e Amplitude = 18,5-15,49=13,01h
e Periodo =365 dias Ta=12 + 6,5 cos(2m/365 * t)

5.3. Altura maxima do Sol
Outro dos fenomenos observaveis é o instante em que a sombra € minima, que 0corre
quando o Sol cruza o meridiano do observador (meio-dia solar) e que corresponde a

altura maxima .

5.3.1. Altura maxima versus declinacio e latitude

A inclinagio dos raios solares (fig
5.10) determina a altura (maxima)
que depende da posigdo do

observador (latitude) e da posi¢ao

do Sol na Ecliptica (declinagdo)

Sendo  (altura do Sol) o angulo

formado pelos raios solares com 0
Fig.5.10 - Altura do Sol ao meio-dia horizonte QP e sendo POLQP no

tridngulo PRO vamos ter :
/RPO=90° /PRO=vy <ZPOR=¢-d
angulos cuja soma é 180° donde resulta

y=d+90-¢

[Determina a altura mdxima nos Solsticios para a tua latitude|
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5.3.2. Variacio anual da altura maxima v

A variagio de y ao longo do ano pode ser obtida graficamente com o Astrolab, como se

mostra para dois lugares um a Norte (fig.5.11) outro a Sul do Equador (fig.5.12)

o og oo

ﬂg"‘ﬁﬂg

98°
8a8°
708°
68°
58°
48°
3e°
28°

187

HEQ

Alura maximado Sol  { 419487088 N)

JSO

SEQ
1 |

DS0
—

11

12

Fig.5.11 - Variagdo da Altura maxima para a latitude de 41° 48

PETRE PR TR

98°

g° [

a”

a°

a°

Altura maxima do sol

MEQ

J50
|

{ 58°80"088" 3)

SEQ
| I

9 18 11

12

Fig.5.12 - Variagfo da altura maxima para a latitude de 50° Sul
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Da leitura do grafico (5.11)

Altura maxima (21 de Junho) =23,5 + 90 - 41,8 =71,7°
Altura minima (21 de Dezembro) = -23,5 + 90 — 41,8 = 24,7°

Altura nos equindcios = 90 — 41,8 = 48,2

Amplitude = 71,7 — 24,7 = 47°

Periodo = 365 dias

Da leitura do grafico(5.12):
Altura maxima (21 Dezembro) = 23,5 + 90 — 50 = 63,5°
Altura minima (21 Junho) = -23,5 + 90 — 50 = 16,5°

Altura (equinécios) = 90 — 50 = 40°

Amplitude = 63,5 - 16,5 =47°

Periodo = 365 dias

5.3.3. Variaciio diaria da altura do Sol

An = 48,2 - 23,5 cos (2/365 *t)

A =40 + 23,5 cos(2m/365 *t - )

Devido ao movimento de rotagio da Terra, a altura do Sol cresce desde o instante do

nascimento (onde ¢ nula) até ao meio-dia solar (onde é maxima) e decresce até ao por

do Sol (onde volta a ser nula). Esta variagdo, pode ser constatada através da observagao

do comprimento da sombra duma estaca cravada na vertical, como a que eu efectuei e

cujos registos, se mostram na fig.5.13 e tabela 5.1.

IHora
3,33
0.5
10,5
11,5
12,5
13,5
13,66
14,5
15,5
16,5
17,5

19,1

Sombra
32.5
19,6
13,2
7.2
6,1
52
4,9
6,2
8.6
12,8
19,6
41,9

Altura
23,75
36,11
47,29
63,27
66,9
70,02
71,09
66,56
58,98
48,17
36,11
18,84

Tabela 5.2-Dados registados

Altura

Sombra (cm)

(graus)
8 & 8 d

-
w

0

Sombra e altura do Sol em 8 deJulho
Braganga lat. 41° 48’ N

| ] ,.F'— \ A 4":-_.
‘.
Sombra

S T T R i CS T G i R
8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

tempo (horas)

Fig.5.13-Variagdo da sombra e altura do Sol




Como a altura corresponde ao angulo, cuja tangente € a razio entre o comprimento da
estaca e o da sua sombra (ver fig.5.4) resulta que, quanto maior ¢ o comprimento da
sombra menor € a altura do Sol e vice-versa.

Na fig. 5.13 ¢ patente uma simetria em relagio ao maximo (no caso da altura) e ao
minimo (no caso da sombra) que € consequéncia da repetigdo dos mesmos valores antes
e depois do meio dia solar, bem como a relagéo inversa entre altura e sombra, quanto
maior é a altura menor é a sombra e consequentemente, o instante onde a altura ¢

maxima a sombra é minima, no caso isso ocorreu as 13h 40 min.

5.4. O azimute do Sol
5.4.1. Variacdo anual no nascimento (fig.5.14)
Outra das consequéncias da translagdo da Terra conjugada com a inclinagdo do eixo de

rotagdo, ¢ a variagdo ao longo do ano da posigdo do Sol no momento do seu nascimento.

Zenite Sol® Junho

g

PNceles_t__e

Horizonte W

Fig.5.14 - O Sol acima do horizonte nos Equinocios ¢ Solsticios

Por observagdo, verifica-se que o azimute do Sol ao nascer (distincia angular no
horizonte entre o Sul e o ponto onde nasce o Sol) é de 270° nos Equinocios (arc SNE)
cresce de Junho onde toma o valor minimo (arc SNE;) a Dezembro onde toma o valor
méximo (arc SNE;). Da trigonometria esférica, sabemos que o azimute do Sol (A) ao

nascer € dado por:

cosA = L < A= arccos[gﬁ)
cosd cosd
Considerando :
dp=41°  §=-23,5 cos(2m/365 *t)  ver5.1.1
Obtemos os valores da tabela
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t-Tempo 0 - Declinagdo A - Azimute

0 -23,13 301,37
30 -17.3 29321
60 3 280,63
90 4725 26436
120 15 249,94
150 22 240,24
171 23.44 238,19
180 23 238,82
210 18 245 83
240 8.5 258,71
270 -2.9 273,84
300 -14 288,70
330 =217 299,34
351 -23.44 301,81

Tabela 5.3 —Valores da declinacio e azimute
Usando um programa de computador (Kaleidagrph) obtemos A(t) na fig.5.15 que sugere

claramente uma fungio sinusoidal

Variagio anual do azimute para 41° Norte
‘i T ! L T v T T ‘ T 1 T T , 77T E S R T T T T
.j /.,,ﬂ ......... _i
5 29 S e ;
> C b ' i £
g 280 f_ ............ S ,/ .......... b
s F g\ . | £
E E = [ X 5 AN o
N 260 F- = N R L
< o :g \ @ : ,-/f © [1}]
T R T T Al &= g
o T : - 4 : T © 3
U PP TN L P UL TN 1 P PR
0 50 100 150 200 250 300 350 400
Tempo (dias)
Fig.5.15 — Variagio do azimute
Sendo :
e Valor minimo 240,24°
e Valor maximo 301,81
e Valor médio 270° Oeste
e Amplitude 301,81 — 240,24 = 61,57
e Periodo 365 dias A =270+ 30,79 cos (360*t /365)

5.4.2. Variacao diaria
Como a posigdo do Sol ao longo do dia, varia em relagdo a um dado observador devido

a rotagdo da Terra, isso implica que o seu azimute cresga desde o nascer ao pdr do Sol
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sendo de 360° ou 0° quando o Sol esta na direcgdo Sul (meio dia solar). Uma forma
simples de saber quanto vale o azimute, ¢ através da medi¢do do angulo A que o
prolongamento da sombra que aponta para o Sol, faz com a recta que aponta para o Sul.

Na fig.5.16 mostram-se as sombras € os azimutes para trés instantes distintos ao longo
do dia.

~

Sombra 3

Sombra 1
Sombra 2
Fig.5.16 — Sombras ¢ azimutes: ao meio-dia (2); antes (1) ; depois (3)

Com base em medigdes efectuadas em Braganga (41,8° N) cujos registos se apresentam

na tabela 5.3 obteve-se um gréafico (fig.5.17) que ilustra a forma como varia o azimute.

Azimute do Sol a 8 Julho 2002 Hora e
8,33 257
400 -
360° 05 168
- 350 o 10,5 278
S 300 s
20 12,5 318
& i 13,5 352
E e L 13,66 360
q 100 : g
= __ewd 145 4l
Y8 I . S 155 59
8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 16,5 73
tempo (horas) 17,5 88

Fig.5.17 - Variagio diaria do azimute (8 de julho) Tabela 5.3 — valores medidos

Com base no grafico observamos uma variagdo sempre no sentido crescente, sendo de
destacar uma descontinuidade para t = 13,66 h. Isto deve-se ao facto do azimute variar

entre 0° e 360° pelo que, quando atinge 360° (o que acontece ao meio-dia solar)

recomega a contagem a partir de 0°.
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5.5. Variac¢ao da Insolacio Solar

O facto da altura do Sol variar, tem como consequéncia uma variagdo na chamada

insolacio solar T (quantidade de energia solar que atinge uma unidade de area A)

Fig.5.18 — Incidéncia da radiagfio solar para alturas diferentes

Vejamos como se relacionam a area de incidéncia com a altura do Sol.
Sendo E; a energia solar no zénite e A a area atingida pela radia¢@o solar, vem:
1 Ez
A
e considerando que quando o Sol esta a uma altura 6 em relagdo ao horizonte, a mesma

energia ¢ espalhada por uma area maior A' (fig.5.19)

& s
PPN
24 4
! 1 i
i : i Hoa® :
b | A
5 1 W %
: | i \'\ A
po ! Y
i HES kY
4 ; Horizonte i
A &

Fig.5.19 — Variagio da drea com a inclinagio dos raios solares

U
senf

vemos que devido & variag@o da altura méxima do Sol para um lugar (causada pela
inclinagiio da orbita) acontece uma variagdo da area iluminada na superficie da Terra e
portanto uma variagdo na insolagdo, resultando

I=E,sen 8
Ou seja, a insolagdo é directamente proporcional ao seno da altura do Sol (admitindo E,

constante)
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Exemplo

Para Braganga cuja latitude € 41,8° N a altura maxima do Sol no Solsticio de Verdo

(=21 Junho) é Bv=71,7°, ja que a distancia zenital do Sol ao meio-dia (fig.5.20) €
Zv=18,3° (41,8° lat - 23,5° decl)

Horizonte

Fig.5.20 - Posi¢iio do Sol nos Solsticios ao meio-dia

Ao meio-dia no Solsticio de Inverno (=21 Dez.) a altura maxima do Sol é 6;=24,7°, ja
que a distancia zenital do Sol ao meio-dia €

Z; = 65,3° (41,8%lat + 23,5° decl).
Desprezando a variagdo da insolagdo solar com a distdncia da Terra ao Sol isto ¢,

considerando a energia do Sol no Zénite (E;) constante, temos:

I, senf, 095

2.27

2

i
I, senf, 0,42

isto €, a insolagdo em Braganga no Solsticio de Verdo (ao meio-dia) € duas vezes e um
quarto (aproximadamente) maior do que no Solsticio de Inverno 4 mesma hora.

Se considerarmos um local no Equador (latitude 0°) vamos ter que a altura maxima
ocorre nos Equinocios (8 = 0), sendo de 90°- 0 = 90° e a altura minima ocorre nos
Solsticios (6 = 23,5), sendo de 90 - 23.5° = 66,5°

0 que determina :

Ise  sen90° 1

1,09

3

I, sen66,5° 092

ou seja no Equador a variagdo do minimo para o méaximo traduz-se em apenas 9%
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5.5.1. Variacio anual da insolacio
Tomemos como referéncia Braganga de latitude 41,8° N e um local no Equador de

latitude 0°, onde a altura maxima do Sol y:

¢ Em Braganga w=3+90-¢
e No Equador W =90 -5
E a Insolagdo I= E; seny

Tomando como hipdtese E, = 40 ergs/cm’ (valor arbitrario) obtemos os seguintes
valores, que registamos na tabela 5.4

Valores calculados

t —(dias) b W W I 1
 (1Jan®-21Dez’)  (Brag®)  (Equa”)  (Brag)  (Equa”)
0 -23,00 25,20 67,00 17,03 36,82
15 -21,00 27,20 69,00 18,28 37,34
30 -17,50 30,70 72,50 20,42 38,15
45 -12,750 35,45 77,25 23,20 39,01
60 -7,500 40,70 82,50 26,08 39,66
75 -1,500 46,70 88,50 29,11 39,99
80 0 482 90 29 82 40
20 4 50 52,70 85,50 31,82 39,88
105 10,00 58,20 80,00 33,99 39.39
120 15,00 63,20 75,00 35,703 38,64
135 19.00 67,20 71,00 36,88 37,82
150 22,00 70,20 68,00 37,64 37,09
165 23,25 71,45 66,75 37,92 36
171 23,44 71,64 66,56 37,96 36,70
180 23,10 71.30 66,90 37,89 36,79
195 21.50 69,70 68,50 37.52 37,22
210 18,50 66,70 71,50 36,74 37,93
225 14,50 62,70 75,50 35,55 38,73
240 9.50 57,70 80,50 33,81 39,45
255 4.00 52,20 86,00 31,61 39.90
264 0 48,2 90 29,82 40
270 -2,00 46,20 88,00 28 87 39,98
285 -7,50 40,70 82,50 26,08 39,66
300 -13,00 35,20 77,00 23,06 38,98
315 -17,50 30,70 72,50 20,42 38,15
330 -21,00 27,20 69,00 18,28 37,34
345 -23,00 25,20 67,00 17,03 36,82
355 -23.44 2476 66,56 16,75 36,70

Tabela 5.4-Valores de declinagfo, altura e insolagdo calculados

Usando novamente o Kaleidagraph e com os dados da tabela, vamos obter os gréficos

(fig 5.21 e 5.22) onde se mostra a evolugdo das insolagdes a par da altura maxima do
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Sol. Como € ébvio a evolugio das

0S Minimos.

e Latitude 41,8°

curvas ¢ igual, coincidindo no tempo 0s maximos e

Latitude de 41,8°
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Fig.5.21-Variagio anual da altura ¢ insolagdo
Na tabela lemos:

Daqui resulta :

Podemos entdo estabelecer uma fungdo I (t) que aproximadamente reflecte estes dados

Comparando graficamente (fig.5.22)vemos que a aproximagdo € bastante aceitavel

Immin = 16,75 para t =355
Inax = 37,96parat =171

Tiaio= (379641675 )12 =27 36
Amplitude = 37,96 - 16,75 =21,21

I1=27,36 + 10,60 cos (t-171)

40
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N | . Insolagdo a #1,8°
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Fig.5.22 — Modelagiio da insolagfio
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e Latitude 0°

Latitude 0°
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Fig.5.23 — Insolago e altura no Equador
Neste caso vamos ter :
Imin = 36,70 parat =171 e 355
Tnax = 40 para t = 80 e 264
Daqui resulta :
Tmedio =76,70/2 = 38.35
Amplitude = 40 - 36,70 = 3,30
Vindo I (t) aproximado por:
I=38,35 + 1,65 cos (2*(t-80))
Na fig.5.24 mostram-se as duas curvas onde se observa uma quase coincidéncia, o que

demonstra ser uma aproximagao excelente.
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Fig.5.24 — Modelagiio da insolagdo (no Equador)



Comparando para as as duas latitudes, 41,8° e 0° (fig 5.25) verificamos promenores

interessantes, a saber:

40 i e g ; LS, I e Lo N B S FAEC AL "::
b : ; : YT T, ¢
~ 35 ﬁjnsgiagia.;,..._;_?_.-?’f ,,,,,, T SR Lot .
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% 30 } .................. :
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Fig.5.25 — Comparagdo das insolagGes

e Um periodo maior (aproximadamente duplo) para a insolagdo a 41,8°

e Uma significativamente menor amplitude na insolagdo no Equador.
A quantidade de energia solar por unidade de 4rea,varia pouco

e No Solsticio de Verdo quando a insolagdo é maxima a 41,8° é minima no
Equador

e Uma insolagdo média bastante maior (40%) no Equador

5.5.2. Variacdo da insolacio com a distancia Terra — Sol
Todas estas conclusdes omitem o facto de a insolagio variar com a distancia Terra- Sol,
que como sabemos nio ¢ constante. No entanto, sendo a érbita da Terra quase circular
este efeito nfio tem grande expressdo, como se pode ver pelo calculo seguinte.
O efeito da variagio da distancia entre a Terra e o Sol, pode ser calculado levando em
conta que a energia do Sol por unidade de area que alcanga a Terra ¢ dada por:

B = T8

“ 4nD}
ST

onde gy ¢ a disténcia da Terra ao Sol no momento.

A variagio da insolagdo solar devido a variagdio de 3% da distancia Terra-Sol entre o
afélio e o peri¢ho € portanto:

1.
_AFELIO () 97 = 0,94

IPER]ELIO
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isto ¢, em Janeiro (periélio) a insolagdo solar é 6% maior do que em Junho (afélio).Este

pequeno efeito € contrabalangado pela maior concentragdo de terra no hemisfério norte.

5.6. As manchas solares e o ciclo solar

Cada 11 anos a actividade Solar atinge um pico durante o qual , o Sol apresenta uma
quantidade maxima de manchas solares, cujos reflexos na Terra provocam
interferéncias nas comunicagOes e alteragdes nas condigdes metereoldgicas. Quanto

maior o namero de manchas solares, melhores sdo as comunicagdes a longa distancia

e
Fig 5.26 - Imagem do Sol com algumas manchas

A fig.5.27, mostra o numero de manchas solares observado durante os ultimos dois
ciclos.

N® de Manchas solares

2001 1

100t 7

a M
1980 4985 41990 1935 2000 2005

Fig.5.27 — Os dois hltimos ciclos solares

Ja que a actividade solar € ciclica, com ciclos de 11 anos, podem-se calcular previsdes

para um ciclo inteiro. Estamos agora no Ciclo 23, cuja previsdo se mostra na fig.5 28.

Ciclo 23 n® de manchas previsto

[

[ S |

o o
L

100 7

1986 1392 2000 2002 2004 2008

1n® de manchas
iy
¢h th
b o
;

o

Fig.5.28 — Previsdo parao 23° ciclo

Na fig.5.29 mostra-se a evolugdo das manchas solares desde que se comegaram a

registar em 1750
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SUNSPOT NUMBER

1950 1960 1970 1980 1590 IRIZIIJ 2010 2020 2030 240 2051
DATE

Fig.5.29 — Registos das manchas solares desde 1750

Como se pode ver a variagio do nimero de manchas ao longo dos anos € bastante
irregular, apresentando no entanto um padro no que toca a uma repeti¢ao ciclica (em

meédia 11 anos) dos maximos e minimos.

5.6.1. Analise matematica das manchas solares

Partindo dos dados registados entre 1986 e 1996 (tabela 5.5).

Numero médio mensal de manchas no ciclo solar de 1986 a 1996(11 anos)

Ano 1986 1987 1988 1989 1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996

Janeiro 25 104 590 1613 1773 1369 1800 §83 &18 242 119
Fevereiro 23,2 24 400 1651 1305 1675 1611 910 355 299 44
Margo 151 14,7 76,2 1314 1403 1419 1067 698 317 311 9.2

Abril 18,5 396 880 1306 140,3 1400 99,8 622 161 140 438
Maio 13,7 330 601 1385 1322 121,3 738 613 178 145 55
Junho 11 17,4 101,8 196,2 1054 169,7 652 498 280 156 118
Julho 18,1 33,0 1138 126,9 1494 173,7 857 579 351 145 8.2

Agosto 74 387 1116 1689 2003 1763 645 422 225 143 144
Setembro 38 339 1201 176,7 1252 1253 639 224 257 118 16
Qutubro 354 606 1251 1594 1455 1441 887 564 440 21,1 09
Novembro 152 399 1251 1730 1314 1082 918 356 180 90 179
Dezembro 68 27,1 1792 1655 129,7 1444 826 489 262 10,0 133

Tabela 5.5 -Dados registados de manchas solares

obtemos graficamente uma distribui¢do de pontos fig.5.30
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y= Nimero de manchas
-
o
o

(4]
o

t-meses (0a132)

Fig.5.30 — Distribui¢io das médias mensais

que pode ser aproximada por:
e uma curva sinusoidal .
e uma curva de Gauss (normal) que s6 é valida para um ciclo, pois ndo €

periodica como a sinusoidal

5.6.1.1. Como definir a curva sinusoidal.
Por leitura do grafico podemos admitir um valor minimo de 5 para 0 e 120 e um valor
méximo de 165 para 60 donde decorre um periodo de 120 meses.
Com estes valores podemos escrever:
y = 85 + 80 cos[(t-60)* 360/120]
cuja curva esta representada na fig.5.31, sendo y o nimero de manchas e representando t

os meses decorridos desde Janeiro de 1986 (més 0) até Dezembro de 1996 (més 132).

—+ Médias mensais(Jan® 1976 a Dez® 1986)
oL v e e B e N S e gt T

200 e e E ............. ;.7 ............ . ........... ; rrrrrrrrrrrrr : - ‘ e —

150 " ‘ T A e NS AR s 20

100

y = Numero de manchas

50

0 20 40 60 80 100 120 140
t - meses (0 a 120)

Fig.5.31 — Modelagdo da variagio do n° médio mensal de manchas




Fazendo uma representagdo com base nas médias anuais do niimero de manchas para o
mesmo periodo, obtemos uma distribuicdo de pontos relativamente a qual a curva ja

definida, também se ajusta duma forma equilibrada como se mostra na fig.5.32 onde se

apresentam em simultaneo as duas distribuigdes.

y= Nimero de manchas

Janeiro de 1986 a Dezembro de 1996

[ %]
(4]
(-]

]
[=]
[=]

b
[2,]
[=]

-
o
(=]

[+,]
(=]

T : R P R SAN (R =1 & & T T T

Médias mensais @ Médias anuais

t-meses (0a132)

Fig.5.32 — Comparagio da curva de modelagiio com as médias mensais ¢ anuais

" 5.6.1.2. Como definir a curva normal

Sendo esta curva parametrizada pela média, desvio padrio e valor maximo da

distribui¢@o associada através da equagio:

€ Como:

n,.. =165 (n° max de manchas solares)

teremos :

Jﬂﬁ)ﬁ]

e
y=165¢ 5%
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que resulta numa aproximagdo pouco satisfatoria (fig.5.33, curva a vermelho). Alterando

08 parametros (n para 57 e G para 33) obtemos uma outra curva satisfatoriamente

ajustada, como se mostra na mesma figura (curva azul).

Médias mensais
Jan® 1986 a Dez® 1996
250;||
“ [y = 165%exp(-(t-71.9)*2/58.542) e Cutva normal 1
2200 | y = 165%exp(-(t-67)12/3342) cesaenes Curva normal ]
g - : + o P i : i 1
g - # T i
P 150 e e ;,,,., ..................................
- L 4
o L : R o ! . L : :
g 100 P ............. ....... ‘..‘+,: G LR
= § 13 F T ¢
< i
e Bl frpalisaimomibamomn o
R
0 20 40 60 80 100 120 140
t-meses (0 a132)

Fig.5.33 — Modelagdo das médias mensais através de curvas normais

Na fig.5.34 apresentam-se as duas aproximagdes, observando-se uma diferenga pouco

significativa entre ambas.

Médias mensais
(Janeiro de 1986 a Dezembro de 1996)
250 T :

E e G \rva Sinusoidal mmmemmewe Cyryva normal i
200 - ¥ = 85+80*cos((t-60)*3) ... ¥ = 165*exp(-(t-57)"2/33*2). ]
L i +E o i ' : ' i
L i iy i

150 coeeeenes ............ . ,,,,,,,,, ......... .

100 R Lo TN e —

y= Nimero de manchas

t-meses (0a 132)

Fig.5.34 — Comparagdo das curvas de modelagao,sinusoidal ¢ normal.
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5.6.1.3. Previsio para o ciclo actual

Admitindo que o ciclo actual tenha uma evolugdo semelhante aos dois anteriores

podemos prever o que podera acontecer até 2006.

Consideremos os dados da tabela 5.6.

1977
1978
1979
1980
1981
1982
1983
1984

N° médio anual de manchas solares entre 1976 e 2001

27,5 1986 13,4 1995
92,5 1987 29,4 1996
155,4 1988 100,2 1997
154,6 1989 137.6 1998
140,4 1990 142,6 1999
1159 1991 145,7 2000
66,4 1992 94,3 2001
45,9 1993 54,6

17,5
8,6
21,5
64,3
93,3
119,6
111

Tabela 5.6-Manchas registados entre 1976 € 2001

Com base nestes dados podemos ver (fig.5.35) a evolugio das manchas ao longo de dois

ciclos completos 1976 — 1986 ¢ 1986 — 1996 e parte do ciclo actual 1996 — 2001.

y - N° médio de manchas

wegp= Ciclc 1975 - 2001 —s— Curva aproximada

T ‘ L T I T T T T I T T T T | T T T T ! ]

C : y =80 -77 *cos{(t-1975)*360/10.5) -

150 Foeeeeees o ,,,,,,,,,,, ........... ..... :

100 oo N A N
50 RS -] SR PR WA (RN . g o T PRI A
. X :

1975 1980 1985 1980 1995 2000 2005

t- Anos

Fig.5.35 ~Modelagdo para o ciclo actual.

Graficamente vemos uma distribuigdo algo irregular dos pontos, reflectindo a curva

associada (a vermelho) essa irregularidade, podendo aproxima-la a uma sinusoide com

um periodo 10.5 anos e amplitude 154 (curva a preto) e que corresponde a uma
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aproximagdo satisfatoria, pelo que podemos a partir dela fazer uma previsdo para o ciclo

actual através da relagio:

=80 T7x cos[(t -1975)><360]

10,5

sendo t a data do ano. Com isto podemos prever um méaximo em 2001 com um n° médio
de manchas de 155. Esta previsio como se pode ver ndo confirma os valores registados,
pois em 2001 registaram-se em média 111 manchas, o que significa um erro na ordem

dos 40% (por defeito), tratando-se portanto duma previsdo pouco fiavel.

5.7. Declinaciio geocéntrica da Lua

Tal como o Sol, também a Lua devido ao seu movimento de translacio em volta da
Terra, se posiciona relativamente ao Equador terrestre ora abaixo, ora acima, com um
afastamento angular (declinagdo) que apresenta um padrdo regular, embora ndo tdo
"linear" como o do Sol (os maximos e minimos variam ao longo do ano, o que ndo
acontece com os do Sol).

Na fig.5.36 representam-se as variagdes da declinagio do Sol e da Lua, obtidas com o
Skymap para o periodo de 1 Janeiro a 31 de Dezembro de 2002 com intervalos

quinzenais, ¢ cujos valores se mostram na tabela 5.7

Data Dechinagdo do  Declinagdo da Data Declinagio  Declinag@o
(quinzenal) Sol Lua (quinzenal) do Sol da Lua
. (graws) (graus) (graus) (graus)
0 -23,00 22,75 180 23,10 -13,50
15 -21,00 -18,00 195 21,50 7,50
30 -17,50 12,50 210 18,50 -0,50
45 -12,75 -6,50 225 14,50 9.00
60 -7,50 -3,00 240 9,50 13,00
75 -1,50 6,00 255 4,00 -22,00
90 4,50 17,25 270 2,00 23,00
105 10,00 19,00 285 750 25,50
120 15,00 -24,50 300 -13,00 25,50
135 15,00 25,00 315 -17,50 -19.25
150 22.00 -22.75 330 -21,00 17,50
165 23,25 20,75 345 -23,00 -7,25

Tabela 5.7-Declinacio do Sol e da Lua
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Variagdo anual da declinagéo

Declinagéo (graus)

PUE SR S T

0 50 100 150 200 250 300 350
Tempo(dias)

Fig.5.36 — Variagfo anual das declinagtes do Sol e da Lua

O comportamento algo irregular da Lua, implica uma relagdo mais complexa entre a sua
declinagdio e o tempo, que aqui ndo iremos tratar quantitativamente mas apenas referir
qualitativamente.

Esta situagdo, decorre do facto da Lua estar proxima da Terra (a disténcia média é de
apenas 384000 Km) o que permite detectar as perturbagdes que periodicamente a
afectam e que se reflectem na 6rbita, nomeadamente a sua inclinagdo bem como a
posi¢ao da linha dos nodos.

Isto acontece devido ao deslocamento simultineo da Terra e da Lua em torno do centro
de massa do sistema Terra-Lua (fig.5.37) e que leva a uma variagdo algo irregular nas
posicdes relativas, quer em distdncia quer na posigdo angular, relativamente ao plano da

Grbita terrestre ou seja, da declinagdo geocéntrica.

L Centro de
e o " L3

Fig.5.37 — Movimentos da Terra e da Lua em
torno do centro de massa
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Questoes sobre Fungdes Periodicas

1. Usando a relagdo que permite obter declinagdo a partir da altura maxima determina
para a latitude do local onde habitas: _
1.1A declina(;ﬁé num qualquer dia, medindo a altura méxima do Sol.

1.2 A altura maxima nos Solsticios e nos Equinoxios.

2. Estudar a variagdo da duragio do dia Tq:
2.1 Com a declinagiio para uma dada latitude (por ex® a do lugar de residéncia)

2.2 Com a latitude nos Equindxios e Solsticios

3. Determina o azimute do Sol ao nascer:
3.1 Nos Solsticios e nos Equinoxios (no teu local de residéncia)
3.2 Em dois locais com a mesma latitude (um no hemisfério Norte outro no Sul)

nos dias 21 de Junho e 21 de Dezembro.

4. Regista a altura do Sol através da medicdo da sombra:
4.1 Ao longo do dia numa qualquer data
4.2 Ao longo dum més medindo a sombra uma vez por dia sempre a mesma hora

4.3 Elabora os graficos respectivos e faz uma interpretagio critica dos mesmos

5. Estuda a varia¢do anual da insolagdo solar ao meio dia, para um local no Tropico de
Capricornio, estabelecendo uma fungo I (t) que descreva essa variagao.

5.1 Seré de esperar uma variagdo proxima da do Equador ?

5.2 O periodo € maior, igual ou menor que no Equador?

5.3 Que valores tomam a amplitude e o valor médio ?



Capitulo 6

Anilise matematica na radiacdo das estrelas

Neste capitulo relativo a fenomenos relacionados com as estrelas vamos encontrar

conceitos como:

e Logaritmos

e Exponenciais

e Derivadas

e Regressdo linear

¢ Integragao

sendo todos eles a excepcdo da Integragdo, objecto de estudo nos temas "Fungdes e
graficos" "Fungdo logaritmica " "Fungdo exponencial "Derivadas e aplicagdes". Estando
estes conceitos integrados em modelos que explicam matematicamente os fenomenos
em causa, a exploracio destes modelos pode ser feita quer grafica quer analiticamente,

nomeadamente:

e Estudando a relagio entre a magnitude e a distdncia como fungdo (logaritmica)
e Usando as leis de Planck, Wien e de Stefan-Boltzman e explorando graficamente
a variagdo de parametros como a temperatura .

e Calculando maximos de radiagdo através de derivadas

Esta abordagem pode revelar-se eficaz no sentido de dar a perceber como a Matematica
facilita a compreensdo e permite tirar conclusoes sobre a forma como acontecem
determinados fenomenos.

Apesar de inacessiveis fisicamente € possivel com a tecnoldgia actual, recolher dados de
grandezas (luminosidade e comprimentos de onda entre outras) cuja interpretagio
através de modelos matematicos, permite conhecer mais e melhor a "fisica” dessas

mesmas estrelas.
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6.1. O brilho das estrelas

Devido 4 grande distincia a que as estrelas se encontram da Terra o seu didmetro
aparente torna-se impossivel de medir pelo que o seu aspecto ¢ de um ponto brilhante
independentemente do seu tamanho real. Por exemplo Proxima de Centauro € uma
estrela que tem o mesmo raio do Sol mas que dista 271.300 vezes a distidncia do Sol o
que torna o seu didmetro aparente da ordem de 1/150 segundos de arco (0,006").Sendo
0,1" o limite que as capacidades tecnoldgicas actuais permitem para a medida do
didmetro aparente, esta estrela como todas as outras a excepgdo do Sol aparecem-nos

como pontos brilhantes.

6.1.1. Grandeza (magnitude)
Desde a Antiguidade que as estrelas foram repartidas em seis grandezas (magnitudes)
segundo o seu brilho:

e de grandeza | as muito brilhantes

e de grandeza 6 as menos brilhantes ainda observaveis a olho nu.
Tendo-se revelado claramente insuficiente "medir" o brilho desta maneira os astronomos
procuraram uma relagdo entre a grandeza e a energia recebida das estrelas . Os
resultados das observacgdes levaram a duas conclusoes: -

1. aescala de grandezas ndo era linear mas aproximadamente logaritmica.

2. A energia recebida de uma estrela de grandeza 1 era cerca de 100 vezes maior

que a recebida duma estrela de grandeza 6.

6.1.2. Equacio de Pogson
Em 1856 Pogson propds uma escala de grandezas caracterizada por :
1. A razdo do brilho de duas estrelas de grandeza consecutiva ser constante
Bi/Bi«1= a>1
2. A razdo entre o brilho de uma estrela de grandeza 1 e de outra de grandeza 6 ser
igual a 100
B1/B,=B1/B3=B3/B4=B4/Bs=Bs/Bs
=100 < a=10"=2.512
Considerando duas estrelas de grandezas m e n a razdo entre os brithos serd
Buw/B,= a"™= 107"
m—n=-2.5 Log (B./B,) Equacgdo de Pogson

De salientar que desta equagio resulta uma escala de grandezas relativas



6.1.2.1. Aplicacdes:
1. A magnitude aparente visual do Sol € -26.8 e a da Lua Cheia ¢ -12.7.

Quantas vezes o Sol brilha mais que a Lua?

B, =10 w . oy s
BSDI = 660’7 X BLIJQ

2. As estrelas mais fracas visiveis a olho nu sdo de magnitude 6.Comparar o brilho

do Sol com uma dessas estrelas.

1 A0,2(6-(~26,8))
B, =10 x B

estreta

By, =3 1630 TBDGR B, ...

3. A magnitude da estrela mais brilhante do céu, Sirius é —1.6.Comparar o seu

brilho com o duma estrela das mais fracas visiveis a olho nu.

o ~0.2%7,6
BSin'u.s =10 L Bes!rela

B = 337] X Besrre!a

Siriug
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6.1.3. Lei da Fotometria

A energia luminosa emitida por uma fonte (fig.6.1) espalha-se por uma area cada vez
maior (proporcional ao quadrado da distdncia) 4 medida que nos afastamos da fonte.
Dagqui resulta que a energia recebida por unidade de area (fluxo) varia com o inverso do

quadrado da distancia.

;t}“‘"‘ 1 / 2 [ 3
2 VEZES MAIS LONGE, 3 VEZES MAIS LONGE,
Y, DA LUZ Y, DA LUZ '

Fig.6.1- A mesma quantidade de luz que ilumina um quadrado em 1 dispersa-se
¢ ilumina 4 quadrados iguais em 2 e 9 quadrados iguais em 3

Assim sendo a energia da estrela que chega até nos por unidade de area (E) depende da
distancia a que ela se encontra (D) e da luminosidade (L) que ¢ a energia total que ela

emite ou seja:

E:£ sendo § = 4D*

A

oy’
47D?

A distdncia D, a radiacdo espalha-se por uma esfera de raio Dy ao passo que & disténcia

E

D, ela espalha-se por uma esfera de raio D; (fig.6.2).

Fig.6.2 — Raios para diferentes distincias
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Nestas circunstancias teremos:

L &
El = 2 € 1 2
4D, 4nD,
donde resulta
2
B _D: -
E2 D]

Exemplos:

1. Qual a relagdo entre os brilhos aparentes de uma estrela observada de dois locais

distintos estando um deles situado a uma distancia da estrela, dupla da do outro?

E D;

Usando a relacgéo (1): i T s
¢ao (1) LD

e sendo Dy = 2P
resulta By =4F,

ou seja o observador 1 vé a estrela quatro vezes mais brilhante que o observador 2.

2. Duas estrelas com a mesma luminosidade sdo observadas pelo mesmo observador

sendo uma delas 9 vezes mais brilhante que a outra. Qual a relagdo entre as distancias?

Sendo: Li=1,
Usando novamente a relagio (1)

vem DIE, =DJE,
€ Como Ei=9F,;
resulta Dy =3 D

Isto €, a que se apresenta nove vezes menos brilhante esta trés vezes mais distante.

Significa isto que o britho aparente (fluxo de energia que chega ao observador) sendo
afectado pela distdncia, nfio permite comparar a luminosidade (brilho intrinseco) de
diferentes estrelas. Para que isso seja possivel, é necessario coloci-las 4 mesma

distancia.
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6.1.4. Magnitude absoluta

Convencionou-se uma distincia de referéncia (10 pc) e define-se magnitude absoluta
(M) de uma estrela, a magnitude aparente (m) que ela teria se situada & distncia de 10
parsecs. Com o efeito das distdncias anulados, podem-se comparar as grandezas

absolutas e calcular a diferenca na quantidade de luz real emitida pelas estrelas (fig.6.3).

POLAR

MAIS DISTANTE DO QuE
10 pe, PAREGE MENOS
BRILHANTE DO QUE
fe) SE ESTIVESSE
§ A DISTANCIA-
-PADRAD

MAIS PROXIMA DO
QUE 10 pe, PARECE
MAIS BRILHANTE PO
QUE SE ESTIVESSE
A DISTANCIA-
-PALRAQ

sirio

A 1O pe, ~

A MAGNITUDE B~
APARENTE E I6UAL

A MAGNITUDE

ABSOLUTA

Fig.6.3.- Magnitude absoluta e aparente

Com base na relagdo (1) € possivel estabelecer uma correspondéncia entre a distancia de
uma dada estrela (D) e as suas magnitudes (aparente m e absoluta M).

Usando a equagio de Pogson podemos escrever

m-M=-25 Log[ﬁ]
E

m—-M=-25 Log[l—o—g]
b*

ou seja

m—-M =5LogD -5 (2)

A partir daqui, € possivel calcular distdncias as estrelas com base na determinacio das
magnitudes aparente e absoluta, usando métodos adequados como os que referimos em

seguida.



6.2. Calculo de distancias as estrelas e galaxias

6.2.1. Método da paralaxe espectroscopica

A partir de (2) pode-se calcular D, obtidas m por observagio, e M através do chamado
diagrama H-R (Hertzprung-Russel - fig.6.4) elaborado com base na analise espectral das

estrelas, diagrama no qual as estrelas ocupam uma posi¢cdo de acordo com a sua

temperatura e luminosidade.

Exemplo:

18 3888 3§ 3§ %
a2 2
S Bk ok e i T T T T T
-
gl + Rigel Belligeum
L : Denzo + + Cancpus
[ Cantaurn Antares
-2 ﬂCruci=1 + Acherna +
oica F Capelia .
+ :Regulus + + Aldebaran
e + Arciuna
802, ja 4 Poll
U TH +
2 Pracvon
al. Fomaiaul - T L i i
. :é."’ ‘.
6 Suon LT
- l|=
i
+5 r' ..“:‘:*
-
+10 L- ! s
e . . s.'
+12 r 4 -
14 = s 5
+16 if
+8
20 1 1 1 1 1 [l
[e] B A0 fo Go Ko Mo M6

Fig.6.4 - Diagrama H-R

Distéancia 4 estrela Vega situada na constelacdo de Lira

Por analise espectral trata-se duma estrela de classe A

e No diagrama H-R 1&-se M = +0,5 (ver fig.6.4)

e Por observagdo e comparando o brilho com estrelas vizinhas de magnitude

conhecida obtemos m = 0,14

Aplicando (2):

m—-M=5LogD-5
5 Log D = 0,14-0,5+5= 4,64

Log D = 0,928
D=8,5pc
D=276A4.L

tiramos

107

Luminosidade
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6.2.2. Paralaxe Fotométrica

Determinadas estrelas apresentam variagdo periddicas do brilho (luminosidade). Um
grupo de estrelas com esta particularidade, € o grupo das chamadas estrelas Cefeidas (de
Delta Cefeu) que se encontram quer na nossa Galaxia, quer noutras como na Pequena
Nuvem de Magalhdes, de cuja observagio se obtiveram os dados que iremos considerar.

Tipicamente o periodo varia entre 1 e 100 dias sendo de 5,4 dias para Delta Cefeu.

Brilho aparente

tempo(dias)
Fig.6.5 - Curva de luz tipica numa estrela

Cefeida variavel (periodo 3 dias)

Este fenomeno, permitiu aos astronomos descobrir uma relagdo entre o periodo e a
magnitude m. Concretamente essa relagio ¢ entre o brilho observado (magnitude
aparente m) e o logaritmo do periodo (p) sendo essa relagdo linear:

logp=km+c comk e c constantes

Na fig.6.6 mostra-se um registo de observagdes onde € evidente esta linearidade

-Bl- . . . g
= Periodo-Luminosidade
- |- -
E | I
W
= (]
3] il I
@ " -
3 z
£ @
[
on ]
A |
e '
£=
E 1
@

e — I L1 1 1

11 20 40 80 ED100
Periodo(dias)

Fig.6.6 - Relagio periodo - luminosidade
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Vejamos como se estabelece a relagio (periodo—luminosidade) a partir de dados
observados
6.2.2.1. Obtencio de p (m)

Na tabela 6.1 estdo registados os valores de m e log p (resultantes da observagdo de

Cefeidas na Pequena Nuvem de Magalhdes)

log p m log p m log p m
TR TS T T am— 7 S— 13,6 _____________

0,30 16,7 0,81 152 1,63 13,1
0,35 16,3 1,01 14,3 1,70 13,1
0,41 16,0 1,11 14,7 1.62 132
0,45 18,1 1.22 13,8 1,46 13,

0,50 16,0 1,44 13,8 1,16 15,1
0,63 15,6 1,52 13,4 1,06 14.4

Tabela 6.1- m versus log p para Cefeidas na pequena nuvem de Magalhdes

e Fazendo uma representagdo grafica, verifica-se que os pontos estdo dispostos de
forma tal, sendo possivel tragar uma recta que represente aproximadamente, a

variagdio da magnitude aparente (m) com o log p (fig.6.7).

Cefeidas na pequena nuvem de
Magalhaes

18
165\\
S L
" ’\
12 -
T -
0 05 1 1,5 2
periodo (log p)

magnitude
aparente (m)

Fig.6.7 — Aproximagao linear para os dados da tabela 6.1
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¢ Usando uma calculadora (TI-92) obtemos os seguintes pardmetros no modelo de
regressdo linear:
a=-2,448742
b=17,2123272
corr = -0,970769
R?=0,959948
Ou seja a equacao da recta de regressio sera:
logp=-25m+172 (3)
6.2.2.2. Obtencio de p(M)

Como estas estrelas estdo sensivelmente 4 mesma distincia a recta obtida serve também
para representar a variagdo da magnitude absoluta (M) mas com uma diferenga
constante nas ordenadas, pois para cada estrela m — M = 5 log D — 5 e sendo D igual
para todas as estrelas resulta m — M = C*.

A determinagfo desta constante é o que se chama calibrar o grafico, e para tal sera
suficiente determinar m e log p para uma Cefeida. Como nenhuma destas estrelas esta
suficientemente proxima para ser possivel determinar a distdncia por paralaxe
trigonométrica, € como estas estrelas tém propriedades comuns, € suficiente estudar
algumas que se localizem numa dada regido da qual se saiba a distincia, 0 que permitira
obter M.

Na tabela 6.2 estdo os resultados da observagdo dum grupo de Cefeidas localizadas

numa regidao da nossa Galaxia.

log p M logp M log p M
0,49 -2.4 0,73 -3,0 1,04 -4.1
0,56 3.4 0,81 3.4 1,17 -45
0,58 -2.8 0,83 -3,5 143 -5,3
0,64 -2.8 0,86 -3.5 1,34 -5,6
0,65 3.1 0,90 8.7 1,65 6,4
0,69 3.4 0,90 37

Tabela 6.2 — M versus log p para Cefeidas na nossa Galaxia.
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e Fazendo uma representagiio grafica verifica-se que os pontos estdo praticamente
alinhados, o que permite tragar uma recta representativa da variagdo da

magnitude absoluta (M) em funggo do log p.(fig.6.8).

-
Cefeidas na nossa Galaxia
0 0,5 1 1.8 2
— O : L 1 1 " 1 i i L L
s 1
PR BN
2 -4 e,
g‘ ] 75
@ 01 =Y
E E T,
-8
periodo (log p)

Fig.6.8 - Aproximagcio linear para os dados da tabela 6.1

e Aplicando novamente o modelo de regressio linear (TI-92) obtemos:

a =-3,516049

b =-0,60081
corr = -0,984513
R? = 0,969266

Donde a equagio da recta de regressdo

logp=-3,5M-0,6 (4)

6.2.2.3. Cilculo do médulo da distincia (m — M)

No grafico (fig.6.9) onde estio representados os dados de ambas as tabelas (a azul a
tabela 1 e a rosa a tabela 2) vamos obter rectas (vermelha e roxa) praticamente paralelas

em que a diferenga de ordenadas nos da (m —-A).
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Cefeidas ( peiodo versus magnitude)
20

10 -

magnitudes (me M|

0 0,5 1,6 2

1
periodo (log p)

Fig.6.9 - Rectas obtidas graficamente paras os dados das tabelas 1 e 2

Da fig.6.9 obtém-se aproximadamente 18,5 para a diferenca de ordenadas entre as duas
rectas isto €:

m—M=1856.

6.2.2.4. Calculo da distincia
1 Graficamente

Lendo as ordenadas na origem

na recta inferior —0,1

2

na recta superior 17,5
fazendo a diferenca obtemos

m- M=18)5

18,5=5logD-5¢

logD=1+0,2 x18,5

log D=4]7

D=50118 pc D =163 386 A.L.
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2 Usando o modelo de regressio linear

Com os valores obtidos em (3) e (4) obtemos

m-M=172+06=17.38

m—M=35log D -5

logD=1+0,2 (m-M)

log D =4,56

D =36.308 pc D =118 365 A.L.

A diferenga das distancias obtidas pelos dois métodos, sendo significativa ndo € de
admirar dada a ordem de grandeza da distancia que se quer medir.
Tendo a nossa Galaxia um raio da ordem de 50.000 A.L. constatamos que a Pequena

Nuvem de Magalhies estd situada para 14 da nossa Galaxia, e portanto € um objecto

extra galactico
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6.3. A radiacao das estrelas

A luz que as estrelas emitem é composta por radiagdes de varias frequéncias,
correspondendo a cada frequéncia uma dada intensidade, sendo a radiagiio mais intensa
a determinar a cor da estrela. No caso do Sol, a radiagdo mais abundante corresponde ao
amarelo.

Na radiagdo estelar, a forma como a intensidade varia com a frequéncia (ou
comprimento de onda) é aproximada daquilo que sucede no chamado corpo negro
(objecto ideal) em que a intensidade da radiacdo por ele emitida, depende apenas da
temperatura e da frequéncia v (ou comprimento de onda 1).

Na fig.6.10 estdo representadas as curvas de radiagdo do corpo negro, para 5000° e
6000° e também a do Sol onde se pode ver a semelhanga de forma entre as curvas.

A sombreado assinala-se a radia¢do visivel, que varia entre os 4000 e 8000 angstroms

aproximadamente.

, Curva de radiacao do Sol

[radiagiol ! |
1 4 visivel 8 10 15 20

A { X 1000 Angstroms)

Fig.6.10 — Curvas de radiacio do corpo negro e do Sol

O tratamento matematico que iremos fazer das leis que descrevem as estrelas,
contemplam ferramentas matematicas mais complexas como a integracdo e 0S
desenvolvimentos em série, bem como uma referéncia a fungdes especiais, que ndo
estando contempladas no ensino secundario, sio indispensaveis a compreensdo dos
fenomenos aqui considerados e dai o seu interesse em serem abordados, sempre na

perspectiva de mostrar o lado pratico da Matematica.



6.3.1. Lei de Planck
A relagio entre a intensidade da radiagdo /; e a frequéncia v € descrita pela Lei de

Planck

3
] :2hv 1

VETEE e
h =6.63x107J ( constante de Planck)

¢ ~3x10° Km/s ( velocidade da Luz)
k=138x10""JK  (constante de Boltzman)

v - frequéncia da radiagdo Hertz/ s

T - Temperatura em graus Kelvin K

Na Fig. 6.11 mostra-se para diferentes temperaturas, as curvas de radia¢do tracadas a
partir da Lei de Planck :
1,19x10%

= 1.44x108 /2.7
ls(e’ s —1)

. & ; doped -
Sendo A (comprimento de onda: & = =) em angstroms ¢ vindo /; em ergs s IK* em?
' v

Nota: 1 erg = 10"]

Lei de Planck
Curvas de radiagao
74
510 7 TR T i =] - T T MR T
\ |
LS 70 1
|8 410 eathacmans ® e P (Y R S N E SR &
3 L
o X ]
@ i ]
o© 3 107 o o e om i it e s g b TR . 5 b e e, e W N e e A N T B M 8 e S A -
3 L
V]
i i
© A TRVRSNY AN SN SN, R " P ISP S s ]
2210 | ]
c L -
o L 1
c " ]
1 10 T ........ : -.7 ................................... —
I | T=7000K | ]
o & LR IR S P
0] 2000 4000 6000 8000 110" 1210°
Comprimento de onda (Angstroms)

Fig.6.11 - Curvas de radiagdo onde se mostra numa recta como 0s maximos de radiagfo se deslocam para

a direita com o decréscimo da temperatura (Lei de Wien).
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Esta lei toma formas mais simples nos seguintes casos:

e Aproximagio de Rayleigh-Jeans (para comprimentos de onda longos, v bastante
equenos, isto € ﬂ«1 )
peq ) T

/ ;.
P em série de Taylor:

Y (Y
v\ kT kT
= b +

=l kT2 31

Desenvolvendo e

+ e

(i)
oM :i kT

hv ; :
Como —«1 podemos desprezar todos os termos a partir do grau dois, donde:

ehv,’kT :1+_@ &5 ein.-/kr -1 Eﬂ e-
kT kT '

[ - 2hv* kT

Yot by

e Aproximagdo de Wien — (para comprimentos de onda curtos, v bastante grandes
} h
1sto € %»1 ).
kT
: hv
Sendo e™ =1+— e —»1 resulta
k7

- Eﬁ‘i ou seja
kT

3 e 2hv’ o KT

v 2
C

6.3.2. Lei de Wien
Como podemos ver (fig.6.11) a frequéncia para a qual a intensidade € méxima, varia
com a temperatura. O méaximo (e 0 minimo) de uma fungdo ¢ dado para o ponto em que

a derivada é nula. Derivando a Lei de Planck I,(T) e igualando a derivada a zero:

= _he  hepkr
d, 10k’ . 2h¢? HEkT B 5)
dh ;\‘6 (ehc,f},kT _ 1) 15 (ehcﬂi?\"k’[‘ 3 1)2
logo
. he/ kT
he e _s )

kT ch/m" - 1)

MMostra como de (5) se obtém (6)




Fazendo-se em (6) a substitui¢do de varidveis

hc
X=—
AT
obtém-se uma equagdo transcendental:
xe'=5"-5 (7)

donde multiplicando por e*
e” (x €)=e" (5¢" - 5)
vindo
5¢"=5-x (8)
que pode ser resolvida numericamente (ver 3.7.3) obtendo-se:
x = 4,97
(resultado obtido com uma calculadora TI-85) dai resultando :

A 7ol 663x10% x3x10°
ke 138x1072 x 497

= 0,0029028 K m

Na figura seguinte (fig.6.12) mostra-se a solugio grafica de (8)

Y
N

Fig. 6.12 - Solugo grafica da equacio 5e* =5 -x

Calculos mais exactos estabelecem que
AmixT = 0,0028978 K m

Esta relagdo encontrada empiricamente por Wilhelm Wien (1864-1928) mostra que a
medida que 7 aumenta, Vmg aumenta ou Amg diminui. Isto permite determinar a
temperatura duma estrela, sabido o comprimento de onda do pico da radiagio e vice-
versa. Daqui resulta, ocorrer o pico de intensidade para um comprimento de onda que
varia inversamente com a temperatura. Graficamente "vemos" esse pico deslocar-se (dai

chamar-se lei do deslocamento) para a direita 4 medida que a temperatura desce.
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Desta maneira se explica, porque é que ao aquecer uma barra de ferro, ela se torna
primeiro vermelha , depois esverdeada e por fim azulada. O comprimento de onda para
a cor vermelho é superior ao da cor verde, que por sua vez ¢ maior que o da cor azul, a0
contrario das temperaturas. Esta relagdo entre Ams (comprimento de onda méximo) e I’

pode ser obtida também a partir de

2hv° —hv /KT : 5 i
I, st (aproximagdo de Wien):
e sendo Av=c¢ vem

I, =CA°e My (Cr=2hc’ e Cy = herk)
Derivando e igualando a 0

4 —S5C NS M +C N7 %e’cw =0
dh VT

y

o~C2/MT -5 PN foy A L?E_) =0
T

o e D
NT(SCA+=2) =0

34 g
_hc _6,63x10 " x3x10" _ 0,0028826 Km(Kelvin, metro)

L= == ﬂ
5k 5%138x107%

(&Y
5
Comparando esta relagdo AmaxT = 0.0028826 km com AmixT = 0.0028978km obtida

numéricamente, verificamos que a diferenga ¢ inferior a 0,00001.

6.3.3. Lei de Stefan — Boltzman

Integrando a fungio I, para toda s as frequéncias, obtemos a densidade de fluxo

52 hv ikl ﬁ]

2k’ 1
F=l"ms

Fazendo uma mudanga de variavel

> Uh

NF o 3 4 w 3
F:%x["i]jf PP A T
¢ e

daqui pode concluir-se que

i . 2%, T ox
F o T* pois —— ¢ uma constante tal como_f =
ch L g =




cujo valor ndo €é facilmente calculado, estando envolvidas no seu calculo fungdes

especiais, como a fungio gama I e a funcdo zeta de Riemman .

o 3 w 4

=1 T
Nota:[—— = [xe*(l+e™ +e +-- Y =T@)E@D) =4 — = 67—
| o )b =TAE()= 41315 = 67

Como resultado € possivel estabelecer uma relagéo entre o fluxo (quantidade de energia
produzida pela estrela por unidade de tempo e de area) e a sua temperatura efectiva, a
chamada lei de Stefan-Boltzman:

2kt 6n* i} b

F=06T" 6="—x——=107751x10 7" Js' K*m"

c‘h 15
Como o valor do integral coincide com o valor da area limitada pela curva de radiagéo,
vamos determinar duma forma aproximada através de rectdngulos (fig.6.13) as areas

limitadas pelas curvas para T=10.000 K T=9.000 K e T= 8.000 K usando intervalos para

A de 1000 A e tomando os valores de I, nos extremos superiores dos intervalos,

Curva de T=9000 K
Area aproximada

s10) ———m———m———+p—r 17—

7

W

N\
L/

7 ,' % /k
310 ............ 7 //V .......................................... ............. ]
210 | : ............. _‘
iy =
-

W =

Fig.6.13 - A soma das areas dos rectingulos dio-nos um valor aproximado da arca limitada pela curva

Na tabela 6.3 estdo registados os valores calculados com o Kaleidagraph, que nos déo as

areas para as curvas ja referidas.
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1000
1500
2000
2500
3000
3500
4000
4500
5000
5500
6000
6500
7000
7500
8000
8500
9000
9500
10000

ka]k —

?\,XI;L
T=10000 K

1,5922¢+10
5.5569¢+10
9.6299¢+10
1,2191e+11
13171e+11
1,3058e+11
1,2332¢+11
1,1324e+11
1,0231e+11
9,1609e+10
8.1647¢+10
7.2634e+10
6,4611e+10
5,7534e+10
5,1323e+10
4,5882e+10
4,1120e+10

3,6949¢+10

1,4348e+12

6,6329¢+08

AxI
T=90000 K

1,3392¢+08

5,4792¢+09
2,4958¢+10
5,0702¢+10
7,1273e+10
8,2879¢+10
8,6728e+10
8,5335¢+10
8,0909¢+10
7,4997e+10
6,8564e+10
6,2170e+10
5,6113e+10
5,0531e+10
4,5473e+10
4,0935e+10
3,6890e+10
3,3294e+10

KXI;L

T=8000K

3,0103e+10

9,8747e+11

1,8124e+07

1,4443e+09
9,1797e+09
2,2761e+10
3,6507e+10
4,6591e+10
5,2220e+10
5.4144e+10
5,3486e+10
5,1233e+10
4.8110e+10
4,4602¢+10
4,1013e+10
3,7523e+10
3,4229¢+10
3,1179e+10
2,8388e+10
2,5855e+10
2,3566et10
6,4205e+11

Tabela 6.3 — Arcas dos rectangulos (. % I,) e areas totais Z Axt %

Designando por [y, I, e I'; os fluxos correspondentes as temperaturas 71, 72 ¢ I3

respectivamente 10.000 9.000 e 8.000 teremos

F, =1,435x10" F, =9875x10"  F, =6,421x10"
pela Lei de Stefan-Boltzman
LI
YR N O

Substituindo pelos valores aproximados obtemos

3 = - 6,421x10" .
L s =1,435x10"* ——9’875“_0 =1,505x10% ———— X4 =1,567x10"*
10.000* 0* 8.000
ou seja
B o ts 05
/il A iy
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com diferengas pouco significativas, na ordem dos 4% 5% e 9%

1,505x107 s 5 1,567 x107% _ o 1,567 x107* -
1,435x107* 1,435x107* 1,505x107*

— 4, m—y

Em conclusdo, estamos perante uma confirmagio da Lei de Stefan — Boltzman dado que
estas diferengas acontecem pelo facto de as areas calculadas, serem aproximadas e ndo

exactas.

6.3.4. Luminosidade versus Raio e Temperatura

Sendo a luminosidade, o fluxo total emitido pela estrela de raio R e cuja superficie

é S = 4nR?, a partir da lei anterior podemos estabelecer que
L= 4nR’c T*

o que mostra a dependéncia da luminosidade com o raio e a temperatura, numa estrela.
Da lei de Stefan-Boltzman resulta claramente que a temperatura influencia bastante a
quantidade de energia produzida pela estrela. Comparando os fluxos /1 e [ de duas

estrelas do mesmo raio e temperatura s 77 € 73 vamos ter

o que significa que duplicando a temperatura, a energia produzida por unidade de area
aumenta 2 ou seja 16 vezes.

No caso da luminosidade, além da temperatura interfere o raio embora duma forma
menos acentuada. Para a mesma temperatura duas estrelas de raio s R; e R; terdo uma

relagdo entre as luminosidades 7, e /2

ou seja duplicando o raio a energia total quadruplica.
Com esta lei é possivel estimar o raio das estrelas comparado ao do Sol, uma vez

obtidas por observacdo quer a luminosidade quer a temperatura .
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Exemplo 1

« Sirius Temperatura 9.150K Luminosidade 23 x Ly

Smus sot‘

Sirius

()
[R ] 9150

R 5. 800
Rous _ 23)((5 sooj 19
R, 9.150
Exemplo 2
. Estrela polar Temperatura 6.150K Luminosidade 1629 Lgy

6.150
F, =|——-|xF
Polar [5 800} 5ol

LPOI"”’ s RPO.’(U' 2 X 6 1 50 J4
L R 5.800

sol sol
4
R _ 11620% [—5 ‘SOOJ =359
R, 6.150

Por outro lado verifica-se uma relagdo linear entre log L e log T para cada valor do raio

ou seja, com raio constante resulta
log L = log(4ncR*T™)
logL =log4noR® +logT*
log L = log4ncR* +4log T’

que corresponde a equagio duma recta num grafico de coordenadas(log L, log 7)

Isto tem como consequéncia a possibilidade de obter num diagrama H-R o raio duma
estrela sabida a sua posi¢do, como se mostra na fig.6.14 em que a escala da
luminosidade tem como unidade a luminosidade do Sol e em que no eixo das

temperaturas, 7" decresce para a direita



R=10RE

. S T 1 t 1
40000 20000 10000  S0C0 2500
T{K)

Fig. 6.14 — Diagrama H-R com valores para os raios, medidos em raios solares

Com base neste diagrama concluimos por exemplo, que uma estrela com uma
temperatura de 10.000K e 1 centésimo da luminosidade do Sol, tera um raio entre 100 e
10 vezes -menor que o do Sol, ou que uma estrela com raio 10 vezes maior que o Sol e
temperatura superior a 5.000K, terd seguramente uma luminosidade 100 vezes superior

a do Sol.
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6.3.5. Exemplos de aplicacio das leis de Wien e de Stefan-Boltzman:

1. Sendo a temperatura do Sol de 6.000 K e da Terra de 300 K calcular o comprimento

de onda da radiagdo mais abundante
e Parao Sol

. 0,0029  29x107°
6000 6x10°

=0,48x10"°m

e ParaaTerra

0,0029  29x10°

mdx a = 0,96 X-loism
300 3x10°

2. Qual a temperatura da Terra devido & energia Solar?
e Energia do Sol na Terra
A energia que atinge a Terra por unidade de area e de tempo, por defini¢do de fluxo, €:

Lz
B oS
T 4t

onde r é a distancia do Sol a Terra, de 1 unidade astronémica (UA) = 150 milhdes de
km, e

Ly =39x10% ergs/seg

e Poténcia luminosa

_ . . ” 2
Portanto a poténcia luminosa interceptada pela Terra, que tem uma secgdo recta TRy

onde Ry = 6370 Km € o raio da Terra, é dada por:

) , L
P =R Fy =Ry

)

e Fluxoe incidente

Devido a rotagio da Terra, o fluxo médio incidente é obtido dividindo a poténcia

interceptada na Terra pela 4rea total da Terra, 4nR;.

w_ P _ L

= - = —=35x10"ergs/s 'em™
4nR,. 16mr”

172




o Temperatura

A Terra absorve 61% da luz incidente, reflectindo os outros 39%. A energia absorvida
aquece a Terra, que irradia como um corpo negro a uma taxa & T4p0r unidade de area.
Logo

oT; = 061F,

o que resulta em uma temperatura para a Terra de 77 = 249 K.
De facto, devido ao efeito estufa do gas carbonico (CO;) e da agua, a temperatura da
Terra é de 290 K. Portanto o efeito estufa mantém a agua na superficie da Terra acima

do ponto de congelagio, de 273 K.

3. Considerando que o aumento da luz solar e os aumentos de luz reflectida e absorvida

pelo planeta ¢ constante (ignorando os efeitos sasonais)

e Qual a variacio da temperatura superficial de Marte da posigdo no peri€lio para
o afélio?

e Comparar com o que sucede na Terra, nas mesmas circunstancias.

Segundo a lei de Stefan-Boltzman, a temperatura ¢ proporcional ao fluxo elevado a Va.
Precisamos entdo de saber como varia o fluxo. A energia emitida pelo Sol que chega ao

planeta, decresce de acordo com o inverso do quadrado da distancia, pelo que:

Fluxo 6)
sieitio) _ [ 1,606 _ 4 453
Fluxosol(afého) 1,382

Com este resultado calculamos a razdo das temperaturas:

1
LT

T

afélio

Que mostra haver uma variagio de 10% na temperatura mesmo desprezando outros
efeitos.

Na Terra, sendo a excentricidade orbital de 0,0017, implica para o periélio uma
distancia de 0,983 UA e para o afélio 1,017 UA.

Assim sendo a razio entre os fluxos sera:
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FIUXO0 ) (periciioy _ [ L017 2 =1,034
Fluxo 0,983 ,

sol(afélio)

E a consequente variagio na temperatura:

1
T .. A
(1045 o

Tafé]io

Ou seja menos de 1% o que € pouco significativo.

4. Sem uma atmosfera a provocar o efeito de estufa, a temperatura de Vénus seria de
297 K, no entanto a temperatura actual ¢ de 737 K.

Usando a lei de Stefan-Boltzman, calcula a razio dos fluxos

o QO absorvido pela superficie de Vénus com efeito estufa

e O que absorveria sem efeito estufa.
A temperatura ¢ proporcional ao fluxo elevado a 1/4

T =737 6 =N"

Vénus, com efo.estufa

T =N"x297¢6

Vénus, sem ef®. estufa

\
N=[BT) _379
297

Conclui-se entdo, que a superficie de Vénus recebe 38 vezes mais energia (devido ao
efeito estufa da atmosfera) do que a que Vénus recebe do Sol actualmente. Visto doutra
maneira, a atmosfera de Vénus provoca um efeito equivalente ao de 38 Sois que

iluminassem Vénus simultaneamente.
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Questoes sobre estrelas

e Explicar por que ¢ que o Sol, nos parece mais brilhante do que a estrela Rigel da
constelacio de Orionte, sabendo-se que é 60 000 mais luminosa do que o Sol

e Estando o Sol 2150 milhdes de Km da Terra qual a distancia a que se situa
Rigel?

o Completar a tabela 6.4

Estrela m M Paralaxe(")
T TR T R R
Thuban 47 59 0,176
Estrela de Barnard 13,2 0,545
Altair 08 23 0,202

Tabela 6.4

Qual a estrela que parece mais brilhante ?E a que parece menos brilhante?
Qual a que apresenta maior luminosidade ?E a de menor luminosidade?
Qual a mais proxima ? E a mais distante?
Qual a magnitude M dum estrela que dista 15,2 pc e cuja magnitude aparente €
de 12,37

e Qual a distancia dum enxame de Galaxias cujas magnitudes aparente e absoluta
sdo respectivamente8,0 e 5,87

e Representa graficamente a fungio m — M =5 log d - 5 com m - M no eixo
vertical e d no eixo horizontal.
Para que valores de d a func@o € positiva? E negativa?
Para que distdncias o modulo da distdncia m — M cresce mais rapidamente?
Qual o significado fisico da fungdo ser crescente.

e O Sol tem um maximo de intensidade na regido amarela do espectro, para
A= 5600 Angstroms. Usando a Lei de Wien, estime no caso de uma estrela com
temperatura dupla da do Sol(Rigel por ex.) onde se situa o maximo da radiagéo.

¢ Qual sera o excesso de energia emitida por Rigel relativamente ao Sol

e Qual a frequéncia da radia¢do cujo comprimento de onda € igual a tua altura.

e Qual é a luminosidade duma estrela and branca de temperatura efectiva 12000 K
sabendo que o seu raio € aproximadamente o da Terra. Usar as seguintes

relagdes: L = 47k’ T, F=o T*
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Capitulo 7

O declive da recta e a idade do Universo

Neste capitulo, mostra-se como estimar uma idade para o Universo partindo de dados

observados e usando um modelo simples de regressao linear.

Qs conceitos chave sdo:
e Declive da recta

e Regressdo linear

Isto pode ser introduzido no estudo das " Fungdes lineares " para mostrar através do declive
a variabilidade e imprecisio das estimativas, conforme os dados sobre os quais se trabalha.

Uma forma de explorar este modelo sera fazer um estudo comparativo:

e Partir de dados diferentes
e Fazer as correspondentes estimativas

e Com base no modelo usado explicar o porqué das diferengas obtidas

Tratando-se duma questdo sempre em aberto e em constante evolugdo, a determinagdo da
idade do Universo, pode constituir um bom exemplo de motivagdo para os alunos se
interessarem no estudo e aplicagio de modelos matematicos, tomando simultaneamente

consciéncia das suas limitacdes e da necessidade do seu constante aperfeigoamento.
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7.1. Lei de Hubble

Em 1929 apo6s anos de observacio de vérias galaxias, Edwin Hubble encontrou uma
correlagdo entre a velocidade de afastamento (ou velocidade de recessdo das galaxias) e a
distdncia a que se encontram, na qual a velocidade é directamente proporcional & distancia.
Ou seja, quanto mais distantes estio as galaxias mais depressa se afastam. Essa correlagio

linear, a chamada Lei de Hubble ¢ traduzida da seguinte maneira:

V=HD sendo:

V= velocidade de recessdo (em km/seg)
D= disténcia (em megaparsecs)
H= constante de Hubble

Por esta relagdo, sabida a velocidade pode- se calcular facilmente a distincia resolvendo a
equagdo para D. E desta maneira que se podem obter distdncias as galéxias e aos enxames
globulares. O valor original calculado para H por Hubble foi de 550 km/seg/megaparsec.
Isto implica que uma galaxia ou enxame, se afasta de nos a uma velocidade de 55 km/seg
por cada milhdo de parsecs da sua distdncia. Intuitivamente isto faz sentido, quanto mais
rapidamente uma galéxia ou enxame se afasta de nds mais longe se encontrara. Contudo o
valor de H tem sido rederterminado, sendo actualizado sucessivamente para um valor

inferior ao anteriormente aceite (ver tabela 7. 1).

Ano Autor Ho(Kms'lMpc'l)
1936 Hubble 536

1950 Baade 200

1958 Sandage 100

1975 Sandage 55

1993 Sandage 45

1996 HST 30

Tabela 7.1 - Estimativas efectuadas ao longo dos anos para o valor da constante de Hubble HST ¢ a
abreviatura para Hubble Space Telescope.
A determinagdo precisa da distincia as galaxias ndo ¢ facil. Métodos que usamos

frequentemente no dia a dia revelam-se pouco eficazes para tdo grandes distancias.
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Distancias a algumas das galaxias mais proximas sdo afectadas de erros da ordem dos 10%
enquanto as distincias aos enxames mais distantes sdo estimadas com uma incerteza de
pelo menos 50%, o que ndo € de surpreender pois quanto mais longe se situa um objecto

tanto menos precisa se torna a medida da sua disténcia.

Os métodos pelos quais € possivel medir distancias galacticas, sfio indirectos e estdo
dependentes em larga medida das propriedades das estrelas mais brilhantes, presentes
nessas galaxias. De modo a tirar partido destas estrelas, assume-se que tanto nas galaxias
proximas como nas distantes, estas estrelas sdo basicamente semelhantes as da nossa

Galaxia.

7.1.1 O efeito Doppler

A determinacdo da velocidade baseia-se na medicdo do desvio para o vermelho (redshift)
que se observa no comprimento de onda da radiagdo emitida pelas galaxias, desvio esse
cuja componente principal ¢ devida a expansio do Universo (componente cosmologica) e
que pode ter uma componente devida ao chamado efeito Doppler !

Segundo este efeito, uma fonte de radiagio (neste caso uma galaxia) que se afaste dum
observador (nés aqui na Terra) apresenta a esse observador, uma radiagdo cujo

comprimento de onda € mais longo do que seria se a fonte fosse estacionaria (fig.7.1)

'

|
| REDSHIFT
i

/

/

Fig.7.1 - Efeito Doppler

' A componente devido ao efeito Doppler, ¢ apenas consequéncia de movimentos locais das Galdxias, e tanto
pode provocar um desvio para o azul como para o vermelho, ao contrrio da componente cosmolégica cujo
desvio € sempre para o vermelho.
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7.1.2. Velocidade de recessio”
Esta diferenca no comprimento de onda, deve-se a velocidade de deslocamento (chamada

de recessdo) em relagdo ao observador como se mostra na fig.7.2.

Ao A

\ awwa

Obs™

>

Vy

Fig.7.2 - Varia¢io do comprimento de onda visto pelo observador: quanto mais afastado maior é o

comprimento de onda A > A,

Como a radiagdo viaja 4 velocidade da luz ¢ e ¢ = Axv sendo v a frequéncia da radiagdo

vamos ter

sendo v e v as frequéncias respectivas. Assim sendo vem

¢ ¢ k=i,
V,—vV=— ——=——"x¢
7\.0 ?\. 7\.)(7\.0
AA

T Y il
(v, =¥)x cxk

onde AA=X-%, ¢ o desvio entre 0 comprimento de onda observado e o de referéncia

que € fixo, e (vo — v) xA € a velocidade de afastamento em relagdo ao observador fixo,

chamada velocidade de recessdo v,. Daqui resulta finalmente®

AL

Y, = EX—

0

* Esta velocidade ¢ independente do cfeito Doppler
? Isto é apenas valido para velocidades baixas, quando comparadas com a velocidade da Iuz, que ¢ o caso das
galdxias, sendo o efeito relativistico (contracgio do espago e dilatagdo do tempo) desprezavel.



Com base em observagdes registaram-se os seguintes dados relativos a alguns enxames ¢

galaxias que constam da tabela 7.2

Distancia Velocidade Disténcia Velocidade
(Mpc) (km/sec) (Mpc) (km/sec)
Pegasusl  S7 3810  PegasusI 218 12800
! 69 3.860 Gemini 450 23.400
Perseus 80 5.430 * 552 22.400
! 120 4.960 Leo 460 19.200
Coma 87 6.657 Ursa Majorll 685 40.400
" 180 7.200 " 830 40.000
Hercules 158 10.400

Tabela 7.2 - Distancias e Velocidades Aproximadas de Enxames ¢ Galaxias

Fazendo a média para as observagdes repetidas

Velodidade Yelodifade

Distancia (Mpc) Disténcia (Mpc)
(km/sec) (km/sec)
Pegasus | 63 3.835 Pegasus 11 218 12.800
Perseus 100 5.195 Gemini 501 22.900
Coma 133,5 6.9285  Leo 460 19.200
Hercules 158 10.400 Ursa Major I~ 7575 40.200

Tabela 7.3 - Distancias e Velocidades Aproximadas de Enxames e Galaxias

Com base nos dados recolhidos e registados na tabela 7.3 corrigida vamos usar o método

dos minimos quadrados que nos permite obter a equagdo da recta

V=aD+ b

que melhor se ajusta ao conjunto de dados. Para isso vamos construir a tabela 7.4
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Distancia Velocidade Distancia x Velocidade Quadrado da distancia

D Vv DxV

T

100 5.195 519.500

133,5 6.928.5 92495475

158 10.400 1.643.200

218 12.800 2.790.400

501 22.900 11.472.900

460 19.200 8.832.000

757,5 40.200 30.451.500
> D=2.391 > V=121.4585 > .DxV=56.876.059,75

10.000
17.822.25
24,964
47.524
251.001
211.600
573.806,25

Y D?=1.140.686,5

Tabela 7.4 - Somatorios dos dados necessarios ao modelo de regressio

e calcular a e b:

V-3 DSV
a:NZD 202 = 48,29

NS D' -3 D?

- -
b= ZVZD ZDZDI = 749,69
NS D*-3 D

Daqui obtém-se
H = 48,3 Km /s / Mpc

Grafico dos dados com a respectiva aproximagdo linear (fig.7.3).

50000 +
40000 %
30000
20000

10000 T—— 38

0 200 400 600 800
Distancia ( Mpc )

Velocidade ( Km/s )

Fig.7.3 - Velocidade versus distincia



Com base no grafico obtemos o declive da recta (usando os 1° € 3° pontos)

Declive esse que corresponde a constante de Hubble, H:

6. wr,
o= 028,55 -3.835

= 43,9 Km/se ¢
133,5-63 &/Mp

Comparando os valores obtidos pelos 2 processos, verifica-se uma diferenca de
aproximadamente 5 Km/s/Mpc que ndo é desprezavel dados os valores envolvidos. Como

é dbvio o valor mais fiavel corresponde ao obtido por regressdo (48,3)

7.1.4. Calculo da distincia as galixias

A fig.7.5 mostra-nos o espectro de 5 enxames de galéxias.

Na fig.7.4 ¢ mostrado para comparagio um espectro de Hidrogénio.

A determinagio do redshift (desvio para o vermelho) dos cinco enxames da fig.7.5 faz-se

de acordo com os seguintes passos:

e Calcula-se o intervalo de valores para o comprimento de onda na fig.7.4
e Mede-se em cm a distdncia dum padriio na fig.7.5. Determina-se o factor de escala
para o espectro da fig.7.5, dividindo o intervalo de valores do comprimento de onda

na fig. 7.4 pela correspondente distdncia em cm no padrdo da fig.7.5.

Intervalo de valores para o comprimento de onda na fig.7.4
(5015-3888) =1127A.
Medida em cm do mesmo intervalo na fig.7.5 - 8,8 cm.

Factor de escala 128.068 A /ecm .

fun] L WO (! o g % — M1 - I ]
oa LV I ¥ | ] ) [ e — LN I | —
oa [ O e —_—— — L = r- [T = 8 ]
e My < =< < 4 = = = = i}
I 5 ¥ B |

Fig.7.4 - Espectro de comparagio do Hidrogénio
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RED-SHIFTS

SO BERE A

Fig.7.5 - Red-shift de varios enxames.

e Agora mede-se o red shift que esta assinalado nos espectros pela seta. Primeiro
mede-se em cmi e depois usa-se o factor de escala e converte-se para A .
Medic¢do do red shift AA

Os valores obtidos estdo registados na tabela 7.5

Enxame (cm) Ak (A)
Vigo 01 1281

Ursa Major 1.5 192,10
Corona Borealis 2.4 307,36
Bootes 4 512,27
Hydra 6,2 794,02

Tabela 7.5 - Redshift medido
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e Calcula-se a velocidade v de cada enxame (tabela 7.6).

Para determinar a velocidade do enxame é usada a equagio de Doppler
¥ = onde :

v = velocidade de recessdo da galaxia.
C = velocidade da luz = 300 000 km/sec
AX= Desvio no comprimento de onda em angstroms (A)

A=13933 A (comprimento de onda de referéncia sem desvio em angstroms)

Enxame v (km/sec)
Virgo 976,89
Ursa Major 14.653,1

Corona Borealis 23 445
Bootes 39.075
Hydra 60.566,2

Tabela 7.6 — Velocidade de récessdo das galaxias

e Determina-se a distincia a cada enxame usando a Lei de Hubble e resolvendo para r
com H =483 (tabela 7.7)

Fe=Hxr
r= A
H
Enxame r (Mpc)
Vige 2023
Ursa Major 300,45
Bootes 809,19
Hydra 1.254,24

Tabela 7.7 — Distéincia as galaxias
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7.2. A constante de Hubble e a idade do Universo

Sendo a constante de Hubble a medida da velocidade de afastamento por cada unidade de
distancia (pc) dum dado objecto galactico, € possivel fazer uma estimativa do tempo que
demorou a percorrer essa distincia, admitindo que no instante da criagdo do universo toda
a matéria se encontrava concentrada num ponto, € em consequéncia da explosdo (o
chamado Big Bang) a matéria tera sido expelida em todas as direcgdes ndo mais parando
de se expandir. Significa isto que se uma galaxia esta neste instante a uma dada distancia r
de nds e se move a uma dada velocidade v, o tempo que demorou a percorrer essa distancia

(admitindo velocidade constante) sera:

,
== e  como
V

v=H xr Lei de Hubble
resulia
J

H=Y ou seja T:LZH’]
r H

sendo a unidade de H Km/seg /Mpc e 1 Mpc =3 x 10" Km.

Com base no valor de H obtido acima, a idade estimada para o Universo sera:

6 1074
=0,02x3x10" seg= <10 =19,5x10° anos
365%x24x3.600

P2
48,429

ou seja um valor na ordem dos 19,5 mil milhdes de anos.

O valor calculado da constante de Hubble depende de varios factores como :
1. Métodos utilizados na medigio das distdncias as galaxias e respectivas velocidades
de recessdo e que implicam uma maior ou menor fiabilidade dessas medidas
., 2. Grau de precisio e sofisticacdo da instrumentagdo utilizada na recolha dos dados.
3. Grupo de galéxias (ou outros objectos como Quasares) sobre o qual sdo feitos os

registos como se pode ver na fig.7.6.



Fig.7.6 - Valores da constante de Hubble para diferentes grupos de galdxias

Na figura aparecem trés valores para a constante de Hubble 50, 67 e 100, cada um deles
associado a um grupo de galaxias. Os valores de 50 e 67 para as galaxias que se
posicionam no grafico na parte inferior e superior respectivamente, e o valor de 100 para as
galaxias que ocupam a parte central.

Apesar destas diferengas € considerada como a mais aceitavel, uma idade para o Universo,
entre 8 e 15 mil milhdes de anos, sujeita a constantes actualizagdes, fruto de novos dados e

novas teorias da cosmologia actual.
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7.3. Uma actividade experimental sobre a Lei de Hubble

Extraida de : Schlumberger SEED — Site Educacional sobre Ciéncia
http://www.slb.com/seed/pt/index htm '

A Constante de Hubble:
O Efeito da Distancia sobre a Velocidade

Na década de 20, Edwin Hubble descobriu que, além de todas as galaxias do universo se
estarem a afastar de nés, quanto mais longe uma galaxia estivesse mais rapido ela se
afastaria. Um elastico de borracha pode ser usado como modelo unidimensional do nosso

universo e ajudar - nos a entender que a descoberta de Hubble faz sentido.
Ferramentas e Materiais

e Um Elastico de Borracha Grande (circunferéncia com cerca de 12 cm)
e Uma Régua

e Uma Caneta ou Marcador de Ponta Fina

e A Tabela de Dados abaixo (ou um papel) para anotar os resultados

e Tesoura
A Experiéncia:

1. Cortar o elastico de modo que forme duas extremidades.

2 Colocar o elastico de borracha proximo da régua de modo que uma extremidade
dele comece no zero e continue ao longo da régua.

3. Usando a caneta, fazer uma marca fina no elastico de borracha em cada centimetro.

OBS - Nio esticar o elastico de borracha ao fazer as marcas!

4. Assumir que a primeira marca no elastico de borracha ¢ a Via Lactea e que as
marcas seguintes sdo outras galaxias no universo que estdo alinhadas com a Via

Lactea.


http://www.slb.com/seed/pt/indexhtm

5 Alinhar a Via Lactea com a marca de 1 cm. O restante das marcas no elastico de
borracha deve coincidir com a coluna A na tabela de dados.
6. Esticar o elastico de borracha de modo que a Via Lactea permanega em 1 cm, mas

de tal forma que a marca mais proxima mude de 2 cm para a de 3 cm.

7 Anotar na tabela abaixo a nova posigdo de cada marca na régua apos esticar 0

elastico. Essa ¢ a coluna B.

Localizagdo na Distancia de Localizag@o na Distancia Velocidade
Régua Antes de Inicio a Régua Apds Movida (cm/s)
Esticar Partir da Esticar (cm)
(cm) Via Lactea (cm)
(cm)
S i T prr , “C/O,S' .
1 ¢m = Via Lactea 0
5 1
3 2
4 3
5 4
6 5

8  Calcular a distincia percorrida por cada galaxia subtraindo

Essa ¢ a coluna C.

a coluna A da coluna B.
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9. Calcular a velocidade de cada galaxia. Para fazer isso, assumir que ao esticar o
elastico de borracha, as galaxias se moveram para as novas posi¢des em 0,5
segundo. Entdo, como a velocidade € a distancia percorrida dividida pelo tempo, a
velocidade € simplesmente a coluna C dividida por 0,5Dados obtidos na

experiéncia:

Localizagdo na  Distancia de Inicio  Localizagdo na  Distancia Velocidade

Régua Antes de a Partir da Via  Régua Apos Esticar Movida (cm/s)

Esticar Lactea (cm) (cm)
(cm) (cm)
e S R B e o T T
1 cm = Via Lactea | 0 | 0 0 W:)
‘ 2 1_- _ 3 | 1 2 _
s 3 67 27 sa
s - 85 35 7

Dos dados registados pode-se constatar o seguinte:

e A Via Lactea nunca se move.

e Quanto mais distante a galaxia esta da Via Lactea, mais rapido ela se move.

A constatacdo esta de acordo com as descobertas de Hubble. E possivel ver isso no grafico

abaixo, que foi feito com os dados registados.



O Efeito da Distédncia Sobre 3 Velocidade

2 3 4
Distancia da Via Lactea {cm)

Analisando o grafico, verifica-se:

e Uma relagiio quase linear entre a velocidade e a disténcia

e Uma proporcionalidade directa entre velocidade e distdncia V = k.D sendo k o

declive da recta que neste caso vale 2.

e Quanto maior ¢ a distdncia maior € a velocidade, conclusdo retirada por Hubble

Exercicio

Escolher uma marca diferente no elastico para representar a galaxia de referéncia. Em

seguida, repetir a experiéncia :

e Comparar os dados novos aos originais. Que se pode concluir?

Quando se esticou o elastico de borracha, as marcas estavam a aproximar - se ou a

afastar - se da marca de referéncia?

o A relacio entre a velocidade e a distdncia alterou-se ou manteve-se? Qual o

significado disso?
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Conclusoes

Tendo como base a relagido da Astronomia com a Matematica na defini¢cdo de situagdes
exploratorias, procura-se ao longo deste trabalho desenvolver uma estratégia possivel a

ser adoptada na sala de aula, tendo como objectivos

» Explicar matematicamente determinados fendmenos
e [Usar a Matematica " experimentalmente "

e Fazer a ponte entre a Matematica e Astronomia

® Promover uma cultura cientifica de base

A explicagio matematica de fenomenos podera ser aproveitada para introduzir a
Astronomia na sala de aula, permitindo deste modo concretizar e consolidar os
concelitos matematicos associados a esses fenomenos.

A opgdo de estruturar o trabalho na base de uma associa¢do directa entre conceitos
matematicos e fenomenos astrondmicos, permitira expandir a ideia (pouco generalizada
mesmo em contexto escolar) que a Matematica também pode ser "experimental”,

Em concreto 0s modelos matematicos e os calculos associados na:

e Distancias aos planetas ou as estrelas,

e Previsio dos eclipses

o Estimacdo da idade do Universo

¢ Determinacio da temperatura duma estrela
e (Caracterizago das Orbitas planetarias

¢ Descrigdo dos movimentos aparentes do Sol

e Astronomia de posigdo

podem ser explorados na sala de aula, constituindo uma motivagdo suplementar que
estimule a curiosidade intelectual e cientifica de alunos e professores, para além do
programaticamente estabelecido.

Tendo em atengdo o contexto deste trabalho no ensino secundario, como forma de fazer
a ponte entre Matematica e Astronomia, optou-se pelo estudo de fendomenos

astronomicos conhecidos e observados naturalmente, por exemplo:

e Eclipses

e Movimentos aparentes do Sol
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ou por fenémenos sobre os quais € possivel aceder a informag8o actualizada e que pode

ser trabalhada matematicamente, como por exemplo:

e Movimentos planetarios
e Manchas Solares

e (Galaxias
Perspectivas

Tendo sido nosso propdsito ao longo deste trabalho constituir uma base de apoio e
inspiragdo/motivagdo quer para alunos quer para professores, isso poderd servir de
suporte a dinamizagio dum "Atelier de Astronomia” vocacionado para a realizacdo de

trabalhos interdisciplinares, como por exemplo:

e Simulagdo dos movimentos de rotagdo e translagdo da Terra

e Construgio dum relogio de Sol

A simulagdo dos movimentos da Terra pode ser usada para mostrar a influéncia da
posi¢ao da Terra relativamente ao Sol nas estagbes do ano e na definigio das zonas
climaticas terrestres, em colaboragdo com a Geografia, e através das leis fisicas
explicar as orbitas dos planetas em colaboragdo com a Fisica. |

Quanto ao relogio de Sol, o seu plancamento e construgdo constitui um desafio que
obriga ao estudo e aplicagdo da Matematica necessaria 4 sua concretizagdo, pelo que a
sua descri¢do ira ser referida em detalhe no Anexo 11 .

Por outro lado perspectiva-se também a utilizag@o deste trabalho noutros dominios

e Colaborar com outras escolas da cidade (Basicas e Secundarias) na elaboragdo e
proposta de actividades extra - curriculares.

e Dar continuidade ao trabalho desenvolvido no &mbito do programa "Ciéncia
Viva", propondo por exemplo um projecto relacionado com observagdes
astronomicas para recolhas de dados (posicdes estelares, brilhos e magnitudes ,
eclipses e movimentos planetarios entre outros) a serem posteriormente tratados
e interpretados matematicamente.

e Propor na area da formac@o de professores uma accdo sobre "Astronomia e
Matematica"

Esta ultima proposta materializa assim um dos principais objectivos deste trabalho, que

¢ "divulgar a Astronomia e mostrar o seu lado matematico”.
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Anexo 1

Selo comemorativo dos 500 anos do
nascimento de Pedro Nunes

Pedro Nunes



Pedro Nunes(1502-1578)

Nasceu em Alcacer do Sal em 1502, foi lente nas Universidades de Lisboa e Coimbra,
cosmografo do Reino, cosmografo — mor e perceptor dos Infantes D.Luis e D.Henrique.
Faleceu em Coimbra em 1578

Pedro Nunes foi um dos maiores e um dos mais influentes matematicos do séc XVI, autor

de uma obra notavel com destaque para:

e "Libro de Algebra'’ que tera escrito em 1524,

e "Q Tratado da Sphera' de 1537 onde refere a curva loxodromica por si
concebida.

e "De crepusculis liber unus' a sua obra mais considerada publicada em 1542
onde expde a teoria dos crepisculos e aborda problemas astronomicos
envolvendo a declinagiio e ascensdo recta dum astro e a latitude e longitude do
local, fazendo referéncia a um novo instrumento destinado a medir angulos com

grande precisdo: @ ndnio.

Entre outros assuntos preocupou-se com os problemas ligados a navega;do,. que nessa
altura os descobridores portugueses necessitavam de resolver, nomeadamente problemas
de orientagdo e de localizag@o.

Uma das suas contribuicdes com o objectivo de medir a altura do Sol necessria a
determinagdo da latitude, foi a engenhosa invengdo dum instrumento que permitia medir a
referida altura directamente num circulo graduado, instrumento esse que ele nomeou como
"instrumento jacente no plano’’ também conhecido como "instrumento de sombras',
pois o seu funcionamento qﬁe iremos descrever em detalhe, assenta na sombra projectada
por um gnémon triangular sobre uma base plana horizontal.

Este instrumento tal como outro da sua autoria "'e anel graduado'’ constam da obra

e "Petrii Nonii Salaciensis, De arte ratione navigandis libri duo,etc' publicado

em 1573.
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Instrumento jacente no plano ou instrumento de sombras.

Este instrumento (fig.1) € constituido por uma base plana normalmente quadrada onde se
inscreve um circulo, com a tangente HH' tragada no ponto G que é o vértice duma placa
SGO, com a forma dum tridngulo rectdngulo em G e cujos catetos sdo iguais ao raio do
circulo. Esta placa (funcionando como o gnémon nos relogios de Sol) serve para projectar

a sombra, que tera também a forma triangular.

Fig.1- Instrumento de sombras: SGO — Gnémon triangular; CG - arco graduado de 0° a 90°de C para G;
GPO - sombra projectada; HH' paralela ao didmetro BC

Neste instrumento tira-se partido da geometria dos tridingulos, o que permite transferir a
medida de h que ¢ a altura do Sol, para o dngulo o que se mede directamente no circulo
graduado. A forma como se consegue € bastante engenhosa.

Para medir a altura do Sol, coloca-se a base na horizontal e roda-se essa base até fazer
coincidir o bordo da sombra GP com a recta HH', como se mostra na figura 1. Nestas

circunstancias o dngulo h pode medir-se no circulo graduado pois é igual a o.



Vejamos porqué. Geometricamente temos:

e O A[SGP] e o A [GOP] sdo iguais . Porqué?
e Osangulosheh'sdoiguais.  Porqué’

e h=qa Porqué?

Como o se mede no arco CG do circulo graduado, a precisdo da medida depende da
graduagio da escala que na época era algo problematico, pois a tecnologia disponivel ndo
permitia grande perfeigdo o que hoje em dia é conseguido facilmente.

Este instrumento foi testado em varias viagens maritimas, nomeadamente por D. Jodo de
Castro, sempre com bons resultados que o levaram a tecer-lhe constantes louvores.

No entanto, para se obter a latitude do lugar eram necessarias duas medi¢des da altura do
Sol em instantes diferentes, seguidas de calculos morosos. Com o método habitual,
obtinha-se a latitude a partir da medigdo da altura do Sol ao meio-dia solar ou da altura das
estrelas, 0 que se tornava mais pratico pois exigia apenas uma medig@o e célculos simples
através do uso de tabelas. Dai o motivo porque tera sido pouco utilizado pelos pilotos da

época, apesar da sua comprovada eficacia.
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Anexo 11

Extraida do site www.cadrans solaires.org

Relogios de Sol


http://solaires.org

A matematica dos relégios de Sol

Desde cedo que o homem teve necessidade de conhecer com rigor as estagdes do ano de
forma a saber quando plantar e quando colher. Com o desenvolvimento das civilizagdes
tomou-se também importante saber o tempo ao longo do dia. Dois instantes eram 0bvios; 0
nascer ¢ o por do Sol. Observagoes mais atentas do Sol, mostravam que nascia a Este,
subia até ao seu ponto mais alto no céu (na direcgao Sul, no hemisfério Norte) e descia até
atingir o ocaso no Oeste. O instante em que 0 Sol atinge o seu ponto mais alto (quando a
sombra é minima) é o chamado meio-dia solar. O nascer, o meio-dia e 0 por do Sol,
definem a manhi, a tarde e a noite.

Todas as civilizacdes se interessaram pela maneira como se movimenta o Sol, ¢
Astronomia e Matematica sempre se desenvolveram complementarmente. Melhores
observagdes pediam métodos matematicos mais rapidos e eficientes e estes por sua vez

permitiam observagdes mais Tigorosas.

1. Porque deve ser o gnémon paralelo ao eixo da Terra i

O Sol no seu movimento diario aparente através do céu, mostra-nos como se pode medir e
dividir o tempo em intervalos adequados atraves dos relogios de Sol.

Os relogios de Sol foram usados no antigo Egipto ¢ muitas vezes ndo passavam de
pequenas estacas cravadas na areia, ou entdio pilares na vertical.

Estes nio eram muito fiaveis porque o Sol varia o seu trajecto no céu de acordo com 2
estagdo do ano. Uma vara espetada no chdo pode ser usado para mostrar estas variagoes
més a més, medindo o comprimento e a direc¢do da sombra que ela projecta devido a luz
solar. Niio podemos marcar no chio o angulo da sombra ou a hora sem tabelas ou calculos
matematicos, porque esse dngulo depende da declinagdo do Sol que varia com as estagdes
ao longo do ano, como ja se mostrou no capitulo 5.

Um grande avango em fiabilidade e comodidade, foi feito pelos Arabes que tiveram a
brilhante ideia de inclinarem o gnoémon de forma a apontar para o Polo Norte celeste - PNC
ficando desse modo paralelo ao eixo da Terra.

Para explicar o porqué do gnomon ser paralelo ao eixo da Terra, vejamos o caso onde

colocamos o gnomon com um dado angulo para o eixo terrestre.
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Quando o gnomon n#o € paralelo ao eixo da Terra:
1. A sombra projectada a uma dada hora aponta em diferentes direcgdes, dependendo
da altura do ano.
2. O éngulo varrido pela sombra durante um certo intervalo de tempo, depende da
altura do ano.
Estas inconsisténcias tornam impossivel calibrar o relogio de Sol com um gnémon ndo
paralelo ao eixo da Terra. Vamos ilustrar estas inconsisténcias para a latitude de 45° e

com o gnomon a 90° (na vertical)

Polo Norte
Celeste Solsticio

. 2 de Verido

Solsticio de

459 s %=~ Inverno

Fig.1 - Direcgio da sombra nos solsticios para dois instantes 1
¢ 2 (meio-dia solar)
Como se pode ver na fig.1 temos:
e direcgdes diferentes (A e B) para a sombra a mesma hora (posigdo 1)

e angulos varridos pela sombra diferentes, de A para C e de B para C.

O angulo varrido pela sombra de A para C no Solsticio de Verdo, com o Sol a ir de 1 para
2, e de B para C no Solsticio de Inverno (correspondendo ao mesmo intervalo de tempo,
estando C na direcgdo Norte-Sul, que € a direcgdo da sombra ao meio — dia solar, posi¢do

2) varia conforme o dia do ano .

2. Mudan¢a na direc¢iio da sombra de dia para dia 4 mesma hora.
Esta mudanga na direcgdo da sombra & mesma hora ao longo do ano, deve-se 4 variagdo da
posi¢do aparente (declinacdo) do Sol, ndo acontecendo essa mudanca se o gndmon for

colocado paralelamente ao eixo de rotagdo terrestre (fig.2) o que permite calibrar as linhas



horéarias no relogio de Sol, ja que em qualquer dia a uma determinada hora, a sombra

aponta sempre na mesma direcgdo.

Polo Norte
Celeste

Solsticio
de Verdo

Solsticio
de Inverno

Fig.2 - Direcgéio da sombra em dias diferentes para dois
instantes 1 € 2 (gnomon paralelo)

3.Varia¢do do angulo da sombra em diferentes dias

Observando a fig.1 vemos que
e No Solsticio de Verdo a sombra projectada com o Sol na posi¢do 1 aponta para A e
ao meio — dia (posi¢do 2) aponta para C.

e No Solsticio de Inverno a mesma hora (posi¢io 1) aponta para B e ao meio-dia
novamente para C.

Temos assim a sombra a deslocar-se de A para C em 21 de Junho e de B para C em 21de
Dezembro ou seja, varre um angulo maior em 21 de Junho do que em 21 de Dezembro
isto €

e uma maior velocidade angular em Junho do que em Dezembro.
Aplicando este raciocinio aos outros dias do ano, concluimos pela variagdo da velocidade

angular da sombra todos os dias, sempre que o gnémon fa¢a um angulo nfo nulo com o

eixo terrestre (fig.1).

Contudo isto ja ndo se passa com o gnémon colocado paralelamente ao eixo (fig.2).
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4. Relogio de Sol Horizontal

Direcgdo do
Sol ao meio Polo celeste /

dia no Solsticio ",
de VerSo .-~
Equindcios O— 1

Scrlsht:lo D A _-,-,,
et 2:5*5-"'
lm-erno \ o

Gnomon

Aftura ! \\ Prato do Relogio
< (angular L] a ™~ i
407 § g yEa L T

Fig.3 - Relogio de Sol Horizontal Fig.4 - Vista de perfil dum relogio de Sol horizontal

4.1 Caracteristicas

O reldgio horizontal ¢ orientado para o Polo Norte. E um dos mais usados porque pode ser
utilizado para ver as horas sempre que haja Sol e desde que o prato do relogio esteja
colocado na horizontal. Reldgios doutro tipo como 0s verticais s6 funcionam durante
algumas horas do dia.

4.2 Aspecto Geral

Um relégio horizontal consiste numa base horizontal plana com as linhas horarias radiais
partindo do vértice do gnomon que ¢ uma cunha triangular, como se mostra na fig.5. Se a
linha OA estiver orientada na direc¢io Norte-Sul, com O para Sul e A para Norte, a

sombra da aresta OB vai cair entre as linhas horarias, indicando a hora do dia.

Fig.5 - Base plana dum relogio horizontal.



4.3 A Matematica dum Relogio Horizontal
Vamos mostrar matematicamente como sdo marcadas as linhas horarias num relogio

horizontal.

Na fig.6, OP ¢ a aresta apontando para
o polo P. PNS € o meridiano, NPT € o
suplementar do angulo horario e TON

€ o angulo da sombra.

1° Usando trigonometria esférica no
triangulo NPT e aplicando a formula
do 4 elementos consecutivos (ver4.1.4.)
Fig.6

cos NP cos PNT = sen NP cot TON - sen PNT cot NPT
sendo PNT=90°, NP =@ e TON =Y

Como cos PNT =0 e sen PNT = 1 entdo

0=sen @ cot? —cot (180 —H)

tan ¥ = sen @ tan (180 — H)

Na tabela seguinte apresentam-se os célculos que permitem tragar as linhas horarias para a
latitude de 41,8° N

Hora solar  Angulo horario  Angulo da sombra

12 0° 0°
11/13 15° 169.87°
10/14 30° 158,95°
9/15 45° 146,31°
8/16 0° 130,9°
7/17 15° 111,9°
6/18 90° 90°
5/19 105° 68,1°
4/20 120° 49,1°
3/21 135° 33,69°

Tabela 1- Valores obtidos para uma latitude de 41,8° N (Braganga)
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4.4 Ajustamento para varias latitudes
Muitos relogios disponiveis no mercado ndo funcionam sem um ajustamento, devido a
inclinagdo do gnomon ser de 45° em relagdo ao plano da base e como tal adequado sé para

a latitude de 45°.

B) Latitude maior que a estabelecida

A) Latitude correcta

Fig.7 - Variagio da posicio de assentamento com a latitude

Como a aresta precisa de estar apontada para o Polo Norte celeste, isto significa que o
relogio tem de ser colocado de tal forma, que o angulo entre a aresta e a horizontal seja
igual 4 latitude do lugar. Por isso ele devera ser elevado no caso da latitude ser superior a

45° e o contrario no caso de ser inferior, como se mostra na fig.7.

5. Reldgio de Sol Vertical (virado a Sul)

5.1 Caracteristicas
O relogio € colocado numa parede virada a Sul, pois pode

medir o tempo durante a maior parte do dia.

5.2 Aspecto Geral
As linhas horarias num relogio vertical virado a Sul sdo
precisamente as mesmas dum relogio horizontal localizado &

latitude 90 - @ (colatitude de @). (Isto serd explicado

matematicamente mais abaixo). A linha horaria das 6 horas

Figura 7-Relégio vertical

esta no topo na horizontal, e a do meio-dia esta na vertical.
Nestes relogios nao € possivel medir o tempo antes das 6 horas da manha nem depois das 6

horas da tarde, pelo que ndo € necessario incluir linhas horarias fora destes limites.
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5.3 A Matematica do Relégio vertical

Da mesma forma que o relégio horizontal, para determinar as linhas horarias vamos usar a
fig.9.

" Equador

Fig.9

Na fig.9 Z é o zénite e Z' 0 nadir (Ponto da esfera celeste directamente por baixo do
observador, logo diametralmente oposto ao zénite) P é o Polo Norte celeste e P' o Polo Sul.

Usando trigonometria esférica:

Aplicando novamente a formula dos 4 elementos consecutivos ao tridngulo TZ'P'

cos Z'P' cos TZ'P' = sen Z'P' cot Z'T - sen P'Z'T cot ZP'T

como TZP'=90°, Z'T =Y | entdo

0=sen (90 - @) cot ¥ - cot (180 — H) (0)
tan ¥ =tan (180 - H) cos @

A equagdo (0) tem a mesma forma da do reldgio horizontal com sen (90 - @) no lugar do
sen . Significa isto que as linhas horarias do relogio vertical na latitude © sdo as mesmas

que as dum relogio horizontal para uma latitude de 90 - @ .
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6. Relogio de Sol analematico

6.1 O que € um relégio de Sol analematico?

Um relogio deste tipo € um relégio horizontal no qual o objecto que projecta a sombra €
vertical e a sua posi¢do no relogio ndo € fixa, dependendo da data ou mais propriamente da
declinagdo do Sol num dado dia. O tempo ¢ medido observando qual dos pontos horéarios
dispostos numa elipse ¢ alcancado pela sombra do objecto vertical. Se construirmos o
relogio suficientemente grande, por exemplo num jardim, podemos usar uma pessoa para
projectar a sombra.

Isto torna-o bastante diferente do tradicional relogio visto em jardins e parques onde a

sombra € projectada por uma cunha triangular

Relégio tradicional Relogio analemaitico
i ey

.""'?7 o

» !:;j »

L A

am% o L

Forma Linhas horarias radiam dum ponto Elipse de pontos horarios. -
' central.
-0bj ecto projector de Fixo, paralelo ao eixo da Terra. Varia de dia para?
sombra “dia,vertical. ‘

Num relogio de Sol normal, a sombra é projectada por um "gnémon" ou ponteiro que
aponta directamente para a estrela Polar (Polo Norte). Se um disco de cartdo estiver fixo ao
ponteiro perpendicularmente a ele, entdo a sombra projectada € de comprimento constante
ao longo do dia e move-se 4 volta do cart3o no sentido directo com o ponto extremidade da
sombra sobre um circulo. Um relogio como este (chamado relogio equatorial) € muito
simples de fazer e esta representado na fig. 10. Vendo onde esta a sombra podemos saber a

hora.



Fixar disco aqui

Fig.10 - Reldgio de Sol equatorial.

Num relogio de Sol analematico o ponteiro € vertical e a sombra projectada pelo Sol numa
superficie horizontal como o chdo, move-se no sentido directo a volta do ponteiro, mas
neste caso varia o comprimento durante o dia. O ponto extremidade da sombra ja ndo esta
sobre um circulo. Realmente quando o Sol se pde, a sombra tem um comprimento infinito.

Podemos mesmo assim obter a hora embora seja mais complicado.

6.2 Relogio de Sol Analemaitico

O relogio de Sol analematico esta baseado numa elipse, na qual sdo marcados os pontos
horarios. A elipse tem um eixo maior de comprimento M na direcgdo E-W e um eixo
menor de comprimento m=Msen(¢) na direcgdo N-S. O ponteiro que projecta a sombra esta
colocado no eixo N-S numa posigido que depende da data. Isto é dado por uma escala de
datas que se obtém duma forma descrita mais adiante.

O ponteiro projecta a sombra que intercepta a elipse num dado ponto. Na elipse sdo
marcados uma série de pontos horarios, podendo dizer-se a hora vendo em que ponto
horario esta a sombra. Como exemplo, temos na fig.18, um relogio de Sol deste tipo visto

de cima e localizado em Braganga.

6.3 A Elipse
Y

N
.

a

Fig.11 - Elipse

A elipse € fundamental para a compreensio dum reldgio analematico pelo que vamos

descrevé-la com algum detalhe. A elipse é o exemplo duma curva chamada secgdio conica
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pois resulta da secgdo que um plano inclinado relativamente 4 base, determina por
intercep¢ao na superficie dum cone. Outras secgdes conicas como o circulo a hipérbole e a
parabola, resultam da mesma maneira mas com posi¢des diferentes do plano em relagio a
base do cone. A Terra descreve uma elipse no seu movimento a volta do Sol

Se os pontos dum elipse tiverem de coordenadas (x,)) entdo x e y estdo relacionados da
seguinte forma

xl
L M)

Se a = b entfio temos simplesmente um circulo. Se y = 0 entio x* = a* logo x = a.
Assumindo que a > b entdo o eixo dos x-é o eixo maior da elipse € o eixo dos y-€ o eixo
menor. Uma forma particular de descrever a elipse passa por introduzir uma terceira
variavel ©. Fazendo x = acos(®) e y = hsen(®); vem

x'_.’ yl

—+2—=cos’ @ +sen’@® 2)
a b

Onde x e estdio numa elipse. Se variarmos ® de 0° a 360° entdo os pontos
Y p p

(acos(®),bsen(®)) tracardo uma elipse.

Consideremos agora uma régua com os pontos 4 B e C marcados de forma a que o
comprimento AC seja @ e o comprimento AB seja b. Ao colocar esta régua de modo que B
esteja no eixo dos x-e C esteja no eixo dos y, formard um angulo © com o eixo dos x. Se o
ponto A tem de coordenadas (x,y) e por construgdo x = acos(®) e y = bsen(®) entio o
ponto extremidade 4 devera tragar automaticamente uma elipse. Este processo permite-nos

tragar facilmente uma elipse e é mostrado na fig.12.

¥y

Fig.12 - Desenhando uma elipse.



Existem dois pontos /% e I no eixo dos x, chamados focos da elipse cujas coordenadas sdo

F =(a® —b0) ; F, = (Ja* - 5> 0) 3)

Uma propriedade notavel da elipse consiste no facto que para qualquer ponto 4 a soma das

distancias de 4 a Fy.e a F, é constante, tal que

AF;+ AF; = 2a 4

Usando a defini¢do da elipse mostra que a equagdo 4 é verdadeira.

6.4 Quio grande deve ser um relogio de Sol analematico?

u Consideremos que o relogio vai ser construido
B num jardim e que o objecto que projecta a
sombra é uma pessoa que se colocara no relogio.
Observa o diagrama da esquerda. A linha OH

representa o objecto vertical (uma pessoa) que

consideramos ter altura A A outra linha

e

g l > representa os raios solares com inclinagédow.

Fig.13 - A altura duma pessoa

Mostra que se a declinacdio do Sol num dado dia for d entdo o comprimento I da sombra

projectada pela pessoa ao meio-dia solar é dada por: 1 = h tan(¢ —d)

Consideremos o caso de Braganga onde ¢ = 41.8°. Ao meio-dia solar no equindcio, com
d = 0 uma pessoa de altura # = 1,8m projectara uma sombra

I=138 xtan(41.8%) = 1,61m
Em 21 de Junho com d = 23,44° a mesma pessoa no mesmo local projectard uma sombra

/=1,8 xtan(41,8° — 23,44°) = 0,60 m.

Podemos usar calculos semelhantes, para o caso duma pessoa média com altura A, cuja
sombra sera projectada no relogio ao longo do ano. Tomando como referéncia do tamanho
do eixo menor da elipse, o comprimento da sombra ao meio-dia solar no Solsticio de Verdo
quando d ¢ maior i.e. 23,44° (a sombra mais pequena durante 0 ano) teremos o valor que

correspondera a m para a construgdo seguinte.
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7. Como se constroi um relogio de Sol analematico?

Estas sdo as duas fases de construgio:

1.

Posicionar os pontos horarios

2. Desenhar a escala de datas.

7.1 Posicio dos pontos horarios

(O8]

<
‘TI [T
i
1
=
]
i

o]

Fig.14 - Construgiio dum relégio de Sol analemmatico.

Encontrar a direc¢do do Norte verdadeiro e marcar a linha meridiana Norte-Sul no
chéo. |
Marcar a linha Este-Oeste perpendicular & linha Norte-Sul no ponto que sera o
centro do relogio.
O eixo maior da elipse sera ao longo da linha Este-Oeste e o eixo menor na linha
Norte-Sul. Identificaremos o comprimento do eixo maior (isto € a distancia de O a
E na fig.14) por M. Em todos os calculos tomaremos M = 1. Uma elipse assim, €
mostrada na fig.16.
Para calcular o valor de m, o comprimento do eixo menor, precisamos de conhecer
¢ , alatitude do local do relégio. Podemos calcular m através da relagio

m=M sen(¢) (5)
Por exemplo, Braganca esta 41.8°N pelo que para M = 1, m = 0,76 (com 2 casas
decimais).
Para comegar a construgdo precisamos de desenhar uma elipse. Como mencionado
previamente, uma maneira ¢ pelo método do jardineiro mas na pratica, usando uma
régua € muito melhor.
Com uma régua marcar dois pontos 4 e C afastados de M . Marcar entdo o ponto B

a uma distancia M sen(¢p) de 4. A régua devera ter este aspecto:



Msin(g¢) =m

M

Fig.15 - Régua para desenhar a elipse.

Agora é desenhar pelo processo descrito anteriormente.

6. Ao construir um relogio de Sol é mais usual identificar as horas pelos seus dngulos
em relacdio ao meio-dia. Vinte e quarto horas fazem um dia, ou seja uma revolugéo
da Terra. Cada hora corresponde a 15° de revolugio da Terra pelo que meio-dia €
0°,13 h é 15° 14 h so 30° e 9 h sdo 45°%tc.

Seja © o dngulo da hora. A disténcia do ponto desde O na direcgdo WE ¢ dada por
x =M sen(®) (6)
Notar que depende apenas do instante e do tamanho do relogio e ndo da latitude. A

distdncia do ponto desde O na direcgio NS € dado por

vy =m cos(f) = M sen(d) cos(Q) (7
2 y: ol
= M (8)

Isto esta representado na fig. 16 e sera explicado porqué mais adiante.

N 3

Fig.16 - Relogio com os seus pontos horarios.

Notar que ® NAQ é o angulo desde a Linha NS ao ponto horidrio.

Mostrar gue o dngulo desde a linha vertical ao ponto hordrio é dado por:

arcig [ e )
send
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7. Para localizar os pontos horarios antes das 6 h ou depois das 18 h ¢ preciso ter em
conta que o relogio € simétrico. Desenhando uma linha desde um ponto horério ja
calculado a passar em O e a terminar na elipse do outro lado, obtemos qualquer um

desses pontos horarios como se mostra na fig. 17, para as 19 h.

o

Fig.17- Pontos horarios antes das 6 h e depois das 19 h

Exemplo: Braganca

Por exemplo, as posi¢des dos pontos horarios num reldgio em Braganga, estdo registadas

na tabela 3.

Hora ® % v Hora e X v

6 -90 -1 0 13 15 0,26 0,72
7 =75 -0,97 0,19 14 30 0.5 0,65
8 -60 -0,87 0,37 15 45 0,71 0,53
9 -45 -0,71 0,53 16 60 0,87 0.37
10 -30 -0,5 0,65 17 75 0,97 0,19
11 -15 -0,26 0,72 18 90 1 0

12-M°Dia. 0 0 0,75

Tabela 3 — Coordenadas dos pontos horarios

Calcula a tabela 3 para a tua latitude]

7.2 Desenho da escala de datas

A sombra projectada num relogio analematico por um objecto, é varidvel e a sua posi¢io
depende da data. Para vermos onde coloca-lo vamos calcular uma escala de datas, para
mostrar ao utilizador onde deve colocar-se a si ou ao ponteiro vertical, num qualquer dia
do ano. Supondo o nosso relogio colocado num jardim e que € uma pessoa a projectar a

sombra, teremos uma escala de datas no chio do jardim.
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O objecto vertical (tal como uma pessoa) coloca-se sempre na linha NS a uma disténcia Z
de O. Para calcular a distancia Z precisamos de saber a declinagéo d do Sol num dado dia.

Usando os valores de d da tabela 5.1(ver cap.5) e a relagdo (9).Esta relagdo sera explicada

adiante.

Z = M tg(d) cos(¢)

Em Braganca teremos 0s seguintes valores para Z

Data d

[ Jan® -23,13
1 Fev® -17,30
1 Mar® -8,00
1 Abr 4,25

1 Maio 15,00
1 Jun® 22,00
21 Jun 23.44

Z Data d
-0,32 1 Julho 23,00
-0,23 1 Ago® 18,00
-0,10 1 Set”® 8,50
0,06 1 Out® -2,90
0,20 1 Nov® -14,00
0,30 1 Dez® -21,70
0,32 21 Dez® -23.44

Z
0,32
0,24
0,11
-0,04
0,19
0,30
-0,32

Tabela 4 — Valores de Z para um reldgio analematico a 41,8 graus Norte.

Calcula os valores de Z para a tua latitude

A fig. 18 mostra o relogio analematico resultante em Braganga (41,8°N)

11 12 1

1 Julho —— 1 Junho

i = =—— 1 Maio 5
1 Setembro 1 Absil
1 Qutubro 1 Margp
1 Novembro — 1 Feverciro

1 Dezembro ~—— 1 Janeiro

Fig. 18 - Reldgio completo em Braganca
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8.Que espécie de tempo marca um relégio de sol?

A maioria dos relogios de Sol marca o que designamos por tempo local. Este difere do
chamado fempo médio standard que nos € dado pelos relogios de pulso que usamos no dia
a dia. Existem duas razdes para essa diferenca.

Primeiro, ter em conta que a Longitude é a distdncia angular Oeste do meridiano de
Greenwich. O globo terrestre esta dividido em 24 fusos horérios, cada um com o seu tempo
standard pelo que pessoas em fusos diferentes tém horas diferentes. Ao meio-dia no
meridiano de Greenwich em Braganga faltam 27 minutos pois esta a 6,75° Oeste. Um
relogio de Sol fixo num dado local, estd desenhado para marcar as 12 ao meio-dia solar
pelo que é necessario fazer a correcgio para o tempo legal (standard).

Em segundo lugar, os dias nio tém a mesma duragdo ao longo do ano. Quer isto dizer que
o tempo decorrido entre o meio-dia solar num dia, e o meio-dia solar no dia seguinte ndo é
constante. Se dividirmos cada dia em 24 horas iguais, o "comprimento "dum segundo varia
de dia para dia. Com os nossos relogios isso nfo acontece normalmente (a ndo ser por
imprecisdo de funcionamento) pelo que todos os segundos deverdo ser iguais. Esta
diferenga ndo ¢ significativa mas acumula-se ao longo do ano, o que implica que por
exemplo em 21 Margo um reldgio esteja 7 minutos adiantado, e em 1 de Novembro esteja
17 minutos atrasado, relativamente ao movimento do sol. O grafico da fig. 19 chamado de
Equagdo do Tempo, mostra como corrigir esta diferenga. Para usar a figura mede-se o

tempo num relogio de Sol e subtrai-se ao da figura na mesma data.

Eq®” Marco Sol® Junho Eq” Set” Sol® Dez"
260 | | u | | ol [

15
/N
10 . Fi

WeoMeE DT
=
>
.!"-’—‘

A
S

-15

-28 I l 1 L [ i L 1 | 1 1
1 2 3 Y 5 6 7 8 2 18 11 12

Fig. 19 - A Equacio do Tempo.



9. Porque funciona um relogio de Sol analemético?

Dissemos anteriormente que a extremidade dum ponteiro direccionado para a estrela Polar,
projecta uma sombra que se move a volta dum circulo num disco paralelo ao Equador
terrestre. Para recordar isto voltemos a fig.10.

O Sol parece mover-se em redor da estrela Polar num grande circulo. No equinocio quando
d = 0 este circulo é exactamente o Equador celeste. Podemos descrever a posi¢do do Sol
pelo seu angulo relativamente a um qualquer ponto fixo de referencia (fig.20). Por
conveniéncia tomemos o meio-dia, instante no qual o Sol atinge a sua altura maxima. O
angulo © do Sol relativamente ao ponto meio-dia € o chamado dngulo hordrio, com ©=0°

a0 meio-dia. De facto ® = 15°x, onde x é o tempo (em horas) apos o meio-dia.

Fig.20 - Determinagdo do dngulo hordrio.

Vejamos agora, qual a forma obtida se observarmos a sombra projectada por um ponteiro
vertical, numa superficie horizontal. Para isso vamos ter de projectar o circulo feito pelo
Sol . Se d = 0 este circulo faz um angulo de 90" - ¢ com a horizontal e intercepta-a as 6 e
as 18 horas. Se for R o raio do circulo descrito pelo Sol, com o eixo-x na direcgdo Este-

Oeste ¢ 0 eixo-y na direcgdio Norte-Sul, entdo as coordenadas (x,y) do Sol sdo dadas por
x = Rsen(®) , y = Rcos(@)sen(d) (10)

O angulo que a sombra do Sol faz com o eixo-y € o chamado azimute e representa-se por z

sendo obtido a partir de

cot(z) = -ii — sen () cot(®) (11)
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Durante o dia, z varia o que permite obter o tempo calculando z . Por exemplo 4s 15 h, © &

dado por 15°zx3 = 45% ¢ cot(®) = 1. O angulo formado pela sombra do Sol ¢ ento:

cot(z) = sen(d) (12)
N
Sombra projectada por um
J ponteiro
W E
h Coe

Fig.21 - Sombra.

Se a declinagdo d ndo for zero, o angulo z que a sombra faz com a linha N-§ pode ser
calculado usando Geometria Esférica. Neste caso a equagdo (11) serd modificada para

obter

cot(z) = sen () cot(®) — %g)@ (13)

Notar que se d = 0 entido tan(d)=0 e a equacio reduz-se a equagdo(11). Supondo que vamos

colocar o ponteiro na posicio M tan(d)cos(d) na linha N-S .

N

£
M tan(d) cos(¢) [

‘Sr

Fig.22 - Deslocamento do ponteiro.

A sombra sera a linha PQ comegando na base do ponteiro que esta em P. Esta recta tem de
equagdo

Y =M tan(d) cos(¢) + x cot(z) (14)



Ao mesmo tempo a sombra projectada num dia em que d = 0 passara na origem com um
dngulo z, dado pela equagdo (11). Isto é indicado na fig.22 pela linha que comega na

origem. Usando a equagdo (11) esta recta tem de equagao

y=1x sen(¢) cot(®) (15)

As duas rectas interceptam-se no ponto R se

xsen(d)cot(®) = M tg(d)cos() + x(sen (¢) cot(®) — %} (16)
Simplificando a expressdo resulta
x =M sen(®) (17)
E como y = xsin(¢)cot(®) vamos ter
y =M cos(®) sen() (18)

O que isto mostra € que num dado instante do dia, as sombras projectada por um ponteiro
localizado na origem num dia em que d = 0, e por um ponteiro localizado em M
tan(d)cos(¢p) num dia com a declinagio solar d, se interceptam sempre no ponto R de

coordenadas (x,y)

(x =M sen(®) , y = M cos(®) sen(¢)) (19)
e pertencente a elipse
2
¥ +—L =M (20)
sen” ()

Em conclusdo se desenharmos a elipse de equagdo (20) e marcarmos os pontos horarios
nos pontos dados pela equagdo (19) com ® = 15°xf sendo 7 0 nimero de horas apos o
meio-dia, e se 0 ponteiro estiver na posi¢do M tan(d) cos(p) entdo a sombra projectada
intercepta sempre a elipse no ponto hordrio correcto
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Na fig.23 apresenta-se o esquema completo para um relogio analematico tendo por base a

elipse identificada pela equagdo (20) e os pontos horarios correspondentes a equagao (19)

Msen®) 1 sen(b)cos(@) N4

5
M cos(¢p) e M sen(@)i
W Foco ¢— P M E
S Z=M tg(d) cos(¢) ¥+ 1 Fevereiro 7

vS

Fig.23 - Esquema Global

218



Referéncias Bibliograficas

Ferreira, Maximo e Almeida, Guilherme de — Introducdio & Astronomia e as
observacdes astronémicas, Platano Edigoes Técnicas, 1993

Rakulin, P. e Kononovitch, E. e Moroz, V. — Curso de Astronomia , Editora Mir
Moscovo, traducio de A Kutchmov e revisdo de Rita Lima e Ana Maria Pedro, 1998
Astronomie — Bulletin Inter-lrem n° 24/Maio 1984

Roy, AE e Clarke, D. — Astronomy Principles and Pratice, Institut of Phisics
Publishing, 1997

Costa, J.Félix — Génese da Revolugdio Astronomica, Escolar editora, 2000

Vanzyl, J.E. — Unveiling the Universe, Springer editor, 1996

Karttunen, H. e Kroger, P. e Oja, H. — Fundamental Astronomy, Springer editor, 2000
Filho, Kepler de Sousa Oliveira e Silva, Maria de Fatima Oliveira — Introdugdo d
Astronomia e Astrofisica, edigao on-line em http /astro.if ufrgs.br./index htm

Carvalho, Jodo Paulo Mauricio de — Historia da Astronomia, apontamentos do curso de
mestrado do CAUP., 2001

Lago, Teresa — Estrelas e meio Inter Estelar, apontamentos do curso de mestrado do
C.AUP, 2001

Lima, Jodo — Tdpicos fundamentais de Astronomia, apontamentos do curso de mestrado
do C.AU.P, 2001

Carvalho, Jodo Paulo Mauricio de — Cosmologia, apontamentos do curso de mestrado
do C.AUP., 2001

Moché, Dinah L. — Astronomia, Gradiva, 2002"

Oliveira, A Franco de e Ralha, Elffida e Bastos, Rita — Geometria — Brochura de apoio
a0 11° ano, editada pelo Ministério da Educagfo, 1998

Gazeta da Matemdtica n° 143 , Publicagdo da Sociedade Portuguesa de Matematica,
Julho 2002

Sites consultados
"hitp://athena. mat.u.f.r.s br/"
"http://www.mat.uc.pt/"
"http://plus.maths.org/"
"http:/archive.nasa.uiuc.edu/"

"http:// www.physics.csulb.edu /"

219


http://http./astro.if.ufrgs.br./index
http://athena.mat.u.f.r.s
http://www.mat.uc.pt/
http://
http://www.physics.csulb.edu

220

"http://astro.if ufrgs.br./index htm"

"http:// campus.houghton.edu/"

Schlumberger SEED; site educacional sobre Ciéncia
"http://www.slb.com/seed/pt/index htm"
"http://www.venus-transit.de/"

"http://www.sunspot .com”

Software de Astronomia

Astronomy Lab 2, versdo 2.02, Personal Microcosmos, 1994

Skymap 2.2, Skymap software, 1996

Software de Matematica

Geometer's Skethcpad, versio 3.01, Key Curriculum Press, 1997

Kaleidagraph, versio 3.09, Synergy Software ,1997


http://astro.if.ufrgs.br./indexhtm
http://
http://campus.houghton.edu/
http://vAvw.venus-transit.de/
http://www.sunspot

Origem das Figuras'

Capitulo]
Fig.1.2

Fig.1.20
Fig.1.7
Fig.1.8
Fig.1.9
Fig. 1.15
Fig 1.16
Fig. 1.17
Fig. 1.18

Capitulo 2
Fig. 2.1

Capitulo 3
317

Capitulo 4
Fig. 4.3
Fig. 4.4
Fig. 4.6
Fig. 4.7
Fig. 4.13
Fig 4.8
Fig. 4.9
Fig. 4.10
Fig. 4.11
Fig. 4.12
Capitulo 5
Fig. 5.1
Fig. 5.2
Fig. 5.6
Fig. 5.18
Fig. 5.19
Fig. 5.20
Fig5.4
Fig. 5.26
Fig. 5.27
Fig. 5.28
Fig. 5.29
Capitulo 6
Fig. 6.1
Fig. 6.3
Fig. 6.4
Fig. 6.5
Fig. 6.6
Fig. 6.10
Fig. 6.12

"Introducdo a astronomia e as observagdes astronomicas”

n L]

"http:/astro.if ufrgs.br/index htm"

"http:/www.venus-transit.de/Halley/index.html"

" Hn

"http:/astro.if ufrgs.br/index htm"
"Fundamental Astronomy"

"http://athena.mat.u.f.r.s br/~porto sil/curting htm"
"Jornal Helios ,"http://www.mat.uc.pt/~helios/"
"Astronomy: Principles and Practice"

"Introducdo & astronomia e as observagdes astronomicas”

"http:/astro.if ufrgs.br/index htm"

"Curso de Astronomia"

"

"http:/astro.if ufrgs br/index htm"

"http://plus.maths.org/"
"http://www.sunspot .com"

"Astronomia ,Dinah L. Moché"

LI]

"Apontamentos de Topicos de Astronomia"
"http://zebu uoregon.edu/~soper/MilkWay/Chepeid. html"

"Estrelas e meio interestelar”
"http:/astro.if ufrgs br/index htm"

! Todas as figuras mencionadas sio adaptagdes do autor

18
33
22
23
24
31
32
33
34

41

82

96

59

100
103
108
103
104
105
106
107

122
122
125
134
134
135
123
140
140
140
141

152
154
155
156
156
162
165

221


http://www.venus-transit.de/Halley/index.html
http://if.ufrgs.br/index
http://athena.mat.u.f.r.s
http://www.mat.uc.pt/~helios/
http://if.ufrgs.br/index
http://plus.maths.org/
http://www.sunspot
http://zebuuoregon.edu/~soper/MilkWay/Chepeid.html

Capitulo 7

Fig. 7.1 "http:/archive.nasa.uiuc.edu/Cyberia/Bima/Doppler Efect.htm" 179
Fig. 7.4 "http:// www.physics.csulb.edu /Galatic Distances and Hubble's
Law,htm" 183
Fig. 7.5 " " 184
Fig. 7.6 "http:/astro.if ufrgs br/index htm" 187
Anexo II
Fig. 3 "http://www.math nus.edu/aslak sem/projects/sundials” 202
Fig. 4 " ! 202
Fig. 5 " " 202
Fig. 6 " . 203
Fig. 7 " . 204
Fig. 8 . . 204
Fig. 9 ” " 205
Fig. 10 "http://plus.maths.org/issue 11/features/sundials7index html 207
Fig. 11 5 u 207
Fig. 12 d . 208
Fig. 13 " " 209
Fig. 14 " Y 210
Fig. 15 " ; 211
Fig. 16 " L 211
Fig. 17 ! i 212
Fig. 20 - > 213
Fig. 21 i " 216
Fig. 22 . § 216

222


http://
http://www.physics.csulb.edu
http://if.ufrgs.br/index
http://www.math.nus.edu/aslak
http://plus.maths.org/issue

~ Origem das Tabelas

' Capitulo 1
Tabela 1.1

Capitulo 3
Tabela 3.1
Tabela 3.2
Tabela 3.4

facultado pelo

Tabela 3.5
Tabela 3.6
Capitulo 5
Tabela 5.1
Tabela 5.5
Tabela 5.6
Capitulo 6
Tabela 6.1
Tabela 6.2
Tabela 6.4
Capitulo 7
Tabela 7.1
Tabela 7.2
Tabela 7.3

"http:/www.venus-transit. de/Halley/index html"

"Histéria da Astronomia”

"http:/astro.if.ufrgs.br/index htm"

"Remote Acess Astronomy Project;University of California”
Prof™ Jorge Carneiro do Obs® do Monte da Virgem.

"Introducdo & astronomia e as observagdes astrondmicas”

"http://plus.maths.org/issue 11/features/sundials7index html"
"http://www.sunspot .com"

1"

"Astronomie, Bulletin Inter-Irem N°24/mai 1984"

" n

"Astronomia, Dinah L. Moché , Gradiva, 2002"

"Apontamentos de Cosmologia"
"http:// campus.Houghton edu/personnel/labs/hubble pdf"

60

-

o

68
70
89

124
141
145

157
158
175

178
181
181

223


http://www.venus-transit.de/Halley/index.htmT'
http://plus.maths.org/issue
http://www.sunspot
http://
http://campus.Houghton.edu/personnel/labs/hubble

	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Abrégé
	Índice
	Introdução
	Capítulo 1 - A Geometria plana no cálculo de distâncias em Astronomia
	1.1. Quanto mede o raio da Terra?
	1.1.1. Cálculo de Eratóstenes
	1.1.2. Estimativa de Possidónio

	1.2. Distância Terra-Lua e Raio da Lua
	1.2.1. Método de Aristarco de Samos
	1.2.2. Diâmetro angular
	1.2.3. A paralaxe no cálculo das distâncias astronómicas
	1.2.4. Paralaxes astronómicas
	1.2.5. Paralaxe geocêntrica

	1.3. Unidades de medida em Astronomia
	1.3.1. A unidade astronómica (U.A.)
	1.3.2. O ano-luz (AL)
	1.3.3. Relação entre ano-luz e U.A.
	1.3.4. O Parsec

	1.4. Distância Terra-Sol e Raio do Sol
	1.4.1. Método de Aristarco
	1.4.2. Método da paralaxe do Sol Pela oposição de Marte
	1.4.3. Trânsitos de Vénus
	1.4.3.1. O trânsito de Vénus no cálculo da paralaxe do Sol por Horrocks
	1.4.3.2. O trânsito de Vénus no cálculo da paralaxe do Sol por Halley


	1.5. Medição de distâncias planetárias no Sistema Solar
	1.5.1. Para planetas inferiores (cujas órbitas são interiores à da Terra)
	1.5.2. Para os planetas superiores (órbitas exteriores à da Terra)

	1.6. Distância às estrelas
	1.6.1. Paralaxe heliocêntrica


	Capítulo 2 - A geometria dos eclipses
	2.1. O que é um eclipse?
	2.2. Como se calcula o comprimento da sombra?
	2.2.1. Como se calcula o raio da sombra da Terra à distância da Lua?
	2.2.2. Exemplos de cálculos de sombras

	2.3. Condições para a ocorrência de Eclipses
	2.3.1. Eclipses lunares
	2.3.2. Eclipses Solares

	2.4. Cálculo de eclipses
	2.4.1. Eclipses do Sol
	2.4.2. Eclipses lunares

	2.5. A Frequência dos Eclipses . Saros

	Capítulo 3 - Descrição matemática das órbitas planetárias
	3.1. O Modelo Heliocêntrico
	3.1.1. Movimento dos Planetas
	3.1.2. Tycho Brahe
	3.1.3. Johannes Kepler
	3.1.4. Galileu
	3.1.5. As Leis de Kepler

	3.2. Propriedades das Elipses
	3.3. Determinação da órbita de Marte
	3.3.1. Método de Kepler
	3.3.1.1. Primeira Lei
	3.3.1.2. Segunda Lei
	3.3.1.3. Terceira Lei


	3.4. Órbita de Mercúrio
	3.4.1. Construção da órbita
	3.4.2. Excentricidade
	3.4.3. Verificação das 2a e 3a leis

	3.5. Retrogradação dos planetas
	3.5.1. Pontos de viragem
	3.5.1.1. Para o planeta Marte
	3.5.1.2. Para o planeta Mercúrio


	3.6. Inclinação das Órbitas Planetárias
	3.6.1. Estudo vectorial da inclinação relativamente à ecliptica
	3.6.2. Inclinação da órbita de Mercúrio
	3.6.3. Determinação dos nodos

	3.7. Cálculo da posição orbital dum planeta
	3.7.1. Coordenadas
	3.7.2. Cálculo do raio vector
	3.7.3. Equaçãode Kepler
	3.7.4. Algoritmo para a resolução da equação de Kepler
	3.7.5. Exemplo de aplicação: Terra
	Questões sobre órbitas planetárias


	Capítulo 4 - A geometria esférica na Astronomia de posição
	4.1. Trigonometria Esférica
	4.1.1. Definições básicas
	4.1.2. Triângulos esféricos
	4.1.3. Propriedades dos triângulos esféricos
	4 1.4. Solução de triângulos esféricos

	4.2. A latitude e a longitude
	4.2.1. A importância destas medições
	4.2.2. O problema da latitude
	4.2.3. O problema da longitude
	4.2.4. Aplicações da latitude e da longitude

	4.3. A Esfera Celeste
	4.3.1. Sistemas de coordenadas
	4.3.1.1. O Sistema Horizontal
	4.3.1.2. O sistema Equatorial Celeste
	4.3.1.3. Sistema Equatorial Horário
	4.3.1.4. Sistema de coordenadas Eclípticas


	4.4. Movimento Diurno dos Astros
	4.4.1. Passagem meridiana dum astro
	4.4.2. Estrelas Circumpolares

	4.5. O Triângulo de Posição
	4.6. Transformações vectoriais de coordenadas
	4.6.1. Passagem de coordenadas horizontais para equatoriais
	4.6.2. Passagem de coordenadas equatoriais para Eclípticas

	4.7. Calculo vectorial na posição dos astros
	4.7.1. Cosenos directores
	4.7.2. Angulo entre dois astros
	Questões sobre Geometria esférica


	Capítulo 5 - Funções periódicas na Astronomia
	5.1. Movimento de Translação
	5.1.1. Declinação

	5.2. Duração do dia e da noite
	5.2.1. Cálculo da duração do dia
	5.2.2. Variação da duração do dia ao longo do ano

	5.3. Altura máxima do Sol
	5.3.1. Altura máxima versus declinação e latitude
	5.3.2. Variação anual da altura maxima \{/
	5.3.3. Variação diária da altura do Sol

	5.4. O azimute do Sol
	5.4.1. Variação anual no nascimento 
	5.4.2. Variação diária

	5.5. Variação da Insolação Solar
	5.5.1. Variação anual da insolação
	5.5.2. Variação da insolação com a distância Terra - Sol

	5.6. As manchas solares e o ciclo solar
	5.6.1. Análise matemática das manchas solares
	5.6.1.1. Como definir a curva sinusoidal
	5.6.1.2. Como definir a curva normal
	5.6.1.3. Previsão para o ciclo actual


	5.7. Declinação geocêntrica da Lua
	Questões sobre Funções Periódicas


	Capítulo 6 - Análise matemática na radiação das estrelas
	6.1. O brilho das estrelas
	6.1.1. Grandeza (magnitude)
	6.1.2. Equação de Pogson
	6.1.2.1. Aplicações

	6.1.3. Lei da Fotometria
	6.1.4. Magnitude absoluta

	6.2. Cálculo de distancias ás estrelas e galáxias
	6.2.1. Método da paralaxe espectroscópica
	6.2.2. Paralaxe Fotométnca
	6.2.2.1. Obtenção de p (m)
	6.2.2.2. Obtenção de p(M)
	6.2.2.3. Cálculo do módulo da distância (m-M)
	6.2.2.4. Cálculo da distância


	6.3. A radiação das estrelas
	6.3.1. Lei de Planck
	6.3.2. Lei de Wien
	6.3.3. Lei de Stefan - Boltzman
	6.3.4. Luminosidade versus Raio e Temperatura
	6.3.5. Exemplos de aplicação das leis de Wien e de Stefan-Boltzman
	Questões sobre estrelas


	Capítulo 7 - O declive da recta e a idade do Universo
	7.1. Lei de Hubble
	7.1.1 O efeito Doppler
	7.1.2. Velocidade de recessão 2
	7.1.4. Cálculo da distância às galáxias

	7.2. A constante de Hubble e a idade do Universo
	7.3. Uma actividade experimental sobre a Lei de Hubble

	Conclusões
	Anexo I - Pedro Nunes
	Anexo II - Relógios de Sol
	Referências Bibliográficas
	Origem das Figuras
	Origem das Tabelas

