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Resumo 

O coeficiente de correlação de ordens, pw, é uma estatística proposta 

recentemente (Costa § Soares, 2002) para dar resposta a determinados problemas em que 

o uso do coeficiente de correlação de Spearman, ps, não é muito adequado. Neste 

documento elaboramos um estudo sobre a distribuição de rw, estimador de pw, usando 

alguns métodos não paramétricos de estimação. Apresentamos o método "empirical 

bivariate quantile-partitioned" (EBQP) adaptado para a estimação da variância de rw em 

amostras finitas. São efectuadas simulações que nos permitem apresentar resultados para 

a variância de rw e intervalos de confiança a 90% construídos para pw. Comparamos os 

resultados fornecidos pelo método EBQP com os resultados fornecidos pelos algoritmos 

de bootstrap e jackknife. No caso de independência dos dados, estes resultados 

demonstram que a adaptação do método EBQP para a estimação da variância de rw é 

bem sucedida. Ao longo deste documento, paralelamente ao estudo desenvolvido para 

pw, enunciamos as conclusões de um estudo similar relativo ao coeficiente de correlação 

de Spearman (Borkowf, 2000). 



Abstract 

Weighted rank correlation, pw, has been proposed recently as a statistic (Costa § 

Soares, 2002) in order to answer some problems where the use of the Spearman rank 

correlation, ps, is not very adequate. We study the distribution of rw , estimator of pw 

, using some nonparametric methods. We propose the "empirical bivariate quantile-

partitioned" (EBQP) method adapted for estimating the variance of rw for finite 

samples. We present extensive simulations to study the estimation of the sample variance 

of rw. We compare the results for the EBQP method with those for the bootstrap and 

jackknife algorithms. In the case of independence of the variables, these results 

demonstrate that EBQP method can be successfully adapted for the estimation of the 

sample variance rw. We construct 90% confidence intervals for pw . Simultaneously to 

the study developed to pw, we also present conclusions of a similar study for the 

Spearman rank correlation coefficient (Borkowf, 2000). 
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INTRODUÇÃO 

Em dois artigos, (Spearman, 1904) e (Spearman, 1906), Spearman introduziu o coefi

ciente de correlação de ordens (rankings), ps, o qual veio a tornar-se uma das estatísticas 

não paramétricas mais usadas em estudos nas mais diversas áreas como a Medicina, 

Epidemiologia, Biologia, etc. 

Fundamentalmente os coeficientes de correlação de ordens são medidas da tendência 

para os valores de duas sequências de dados crescerem ou decrescerem conjuntamente 

(coeficiente de correlação positivo), ou para crescerem numa das sequências e decrescerem 

na outra (coeficiente de correlação negativo). 

Os coeficientes de correlação de ordens fornecem informação complementar e, por 

vezes, alternativa à que é fornecida pelo coeficiente de correlação teórico de Pearson. 

Utiliza-se quando os pares de variáveis apresentam medidas erradas, o relacionamento 

entre as variáveis tende a ser monótono mas não linear, as variáveis tomam valores de 

diferentes ordens de grandeza ou são de origem ordinal. 

Ao longo do século passado até aos dias que correm, o coeficiente de correlação de 

Spearman tem permitido resolver uma grande variedade de problemas, mas é uma es

tatística na qual todos as ordens (ranks) assumem a mesma importância. 

Nos últimos anos surgiram problemas em áreas como Meta-Aprendizagem, "Information 

Retrieval", Recomendação de Sistemas, entre outras. Nestes problemas é necessário 

atribuir maior importância às ordens mais baixas, o que faz com que a utilização do 

coeficiente de correlação de' Spearman pa possa ser questionada. Assim, Costa &; Soares 

(2002) propuseram um coeficiente de correlação, designado por pw, com funções lineares 

que constituem pesos para penalizarem os erros nas ordens mais baixas. 

A presente dissertação constitui, numa primeira fase, uma compilação de alguns re

sultados conhecidos e aspectos mais importantes relacionados com os coeficientes p3, pw, 

e as variâncias dos seus estimadores ra erw, respectivamente. Numa fase posterior, num 
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estudo baseado em simulações, estimamos a variância de rw e construímos intervalos de 

confiança a 90% para pw. Este estudo é similar ao realizado por Borkowf (2000) para o 

coeficiente de correlação de Spearman ps e do qual nós expomos algumas conclusões, de 

forma resumida, a finalizar os terceiro e quarto capítulos. 

Assim, no primeiro capítulo, é definido rs para a situação em que existem empates 

de ordens e para o caso contrário. Seguem-se, de forma resumida, algumas situações em 

que é conhecida a variância de ra. 

No início do segundo capítulo é dado um exemplo, no campo da Meta-Aprendizagem, 

em que se pretende a recomendação de uma sequência de algoritmos com vista a resolver 

determinados problemas. Neste exemplo, a aplicação do coeficiente pw é mais adequada 

do que a aplicação do coeficiente ps. Posteriormente, dedica-se especial atenção à dis

tribuição de rw sob a hipótese dos dois vectores de ordens serem independentes (f/o)-

Também é proposto o uso de um método para estudo da distribuição exacta de rw sob 

H0. Trata-se de um método já usado para estudo da distribuição de rs. 

O terceiro capítulo foi destinado à estimação não paramétrica da variância de rw. 

Inicialmente são descritas as distribuições bivariadas donde são provenientes os conjuntos 

de dados simulados. Também descrevemos os métodos de estimação não paramétrica 

usados: método EBQP e os algoritmos de jackknife e bootstrap. Posteriormente são 

apresentados os resultados e as conclusões obtidos em simulações efectuadas usando o 

software Gauss 5.0 (Aptech Systems). 

No quarto capítulo, descrevemos os métodos empregues na construção dos intervalos 

de confiança. Nestes métodos são usados os resultados do capítulo anterior, nomeada

mente, as variâncias de rw estimadas pelos diferentes métodos. 

As diversas conclusões tiradas ao longo do documento, são reunidas num capítulo 

final que resume o que se sabe a respeito do coeficiente de correlação pw e o que há para 

estudar. 
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Capítulo 1 

Coeficiente de correlação de 

Spearman ps 

0 coeficiente de correlação ps, introduzido por Spearman (1904, 1906), tornou-se numa 

das estatísticas não paramétricas mais usadas. Tem sido freqüente a sua utilização em 

estudos ligados à Medicina, Epidemiologia, Biologia, Psicologia e Ciências Sociais. A 

seguir é definido o seu estimador r s e é elaborado um resumo acerca do que se conhece 

sobre a variância de rs i a-

1.1 Definição da estatística rs 

Consideremos uma amostra de dados (xi,yi) bivariada de dimensão n. Se substituirmos 

os valores de Xi pela ordem Ri que lhe está associada tendo em conta os dados marginais 

relativos à variável X, e procedermos de igual modo, substituindo cada jfc pela respectiva 

ordem Qi, então rs é definido por: 

EÍRi-R) ÍQi - O) 
w V v ' (1.1) 

#>-*)yÊ>-*y 
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Considerando D = £ ( i ? i ~ @<)2> n o c a s 0 d e n ã o e x i s t i r e m ordens (ranks) marginais 
t = l 

repetidas obtém-se a partir de (1.1) 

GD 
n° n 

(1.2) 

No caso em que existem ordens marginais repetidas, a equação é ligeiramente mais 

complexa. Se fk é o número de empates no k-ésimo grupo de empates do vector formado 

pelos R{s, esegmêo número de empates no m-ésimo grupo de empates do vector formado 

pelos Qís então: 

i.3— r. 

r„ =-
D + ±J2(fl-fk) + T2^(93m-9rn) 

V 
E (fi - M 

k 
E (9m - 9m) 

n3 — n 

(1.3) 

n° — n 

Neste caso, para calcular D, as ordens das observações com valores empatados são 

dadas pela média das ordens que são atribuidas previamente. Por exemplo, consideremos 

n = 5 e os valores da variável X: 3.1, 4.6, 1.0, 2.3, 3.1. As ordens R{s associadas a 

esta amostra são: 3.5, 5, 1, 2, 3.5, respectivamente. A ordem das duas observações de 

valor 3.1 resulta da atribuição prévia da ordem 3 e da ordem 4 a estas observações e 

posterior cálculo da média: ^ = 3.5. 
Note-se que no caso em que não existem empates a equação (1.3) reduz-se a (1.2). 

A seguir apresentamos algumas situações em que é conhecida a variância de rs. 

1.2 Variância de rs 

Seja rs o estimador de ps e n a dimensão da amostra. Em determinadas condições 

especiais são conhecidas fórmulas para a estimação da variância de rs em amostras finitas. 

Se n = 2 , F(x, y) a função distribuição bivariada, então: 
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var(ra) = l-[E(r8)}
2. (1.4) 

No caso de independência dos dados, por Pearson (1907), temos: 

var(rs) =  . (15) 
n — l 

Assim, no caso de independência, a variância assimptótica de rs é dada por: 

n 
n~->oo Tl — 1 

TL 

a2Ars) = lim var(\/nrs) = lim = 1 (16) 

Neste caso, é de referir que, a partir de Randies & Wolf (1979), podemos concluir a 

normalidade assimptótica da distribuição de rs. 

Considerando agora o caso de não independência, para a distribuição normal bivari

ada (BVN) com correlação p , Moran (1948) ao escrever o estimador do coeficiente de 

correlação de Spearman rs da seguinte forma: 

12 (S - \n{n - l)2) 
rs = 7Õ—T\ ' *■ ' 

n (rr — 1) 

em que 

s = t £ E #(*« - *i)̂ (w - 2/-)' (
L8

) 
i=\ j—l m=l 

com H(t) tal que: 
i 0 se t < 0 ., 0 . 

H(t) = { , (1.9) 
1 se t > 0 

determina ^(rg) através do cálculo de E(S). 

Ainda para a distribuição normal bivariada (BVN), usando o mesmo método, Kendall 

(1949) determina uma aproximação para E(S2), que por sua vez, permitiu obter uma 

aproximação polinomial para a variância assimptótica al(rs). A aproximação ê um 

polinómio de grau 8 cujos monómios são potências de base p e expoentes pares. 
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Posteriormente, Fieller et ai. (1957) obtém uma melhor aproximação polinomial que a de 

Kendall para a2
a{rs). A aproximação é um polinómio de grau 12 cujos monómios são 

potências de base p e expoentes pares. 

Para outras distribuições bivariadas, Borkowf (2002) usa o método de Kendall (1949) 

para determinar a2
a(rs). A variância assimptótica de rs é escrita como função de cinco 

esperanças de funções distribuição conjuntas e funções distribuição marginais. 

Infelizmente, este método é de difícil aplicação pois envolve numerosos cálculos de 

valores esperados. Por outro lado, este método não pode ser usado quando a distribuição 

dos dados é desconhecida. Justifica-se assim o estudo e aplicação de alguns métodos de 

estimação não paramétrica da variância de rs que se encontram em Borkowf (2000). No 

capítulo 3 deste trabalho apresentamos um estudo idêntico para um outro coeficiente de 

correlação de ordens (rankings), o coficiente pw. 

No capítulo que se segue apresentamos motivação para o estudo do coeficiente pw e 

alguns resultados relacionados com a distribuição do seu estimador rw. 
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Capítulo 2 

Coeficiente pw 

Iniciamos este capítulo com um exemplo, na Meta-Aprendizagem. Para recomendação de 

algoritmos com vista a resolver determinados problemas, tem-se em conta os desempen

hos desses algoritmos na resolução de problemas do género dos que pretendemos resolver 

(tempo de resolução, potência do CPU). Esses desempenhos são avaliados previamente. 

Por vezes os algoritmos recomendados falham por falta de memória ou "bugs"de software, 

o que obriga a que seja recomendado um conjunto de alternativas. Por isso, a recomen

dação de algoritmos consiste em ordenar os algoritmos de acordo com os desempenhos 

esperados, formando sequências de algoritmos que constituem, cada uma, um método 

para a resolução do problema. 

Para avaliar o melhor método, a estratégia passa por considerar os vectores das ordens 

como um todo. Os coeficientes de correlação entre o vector das ordens dos algoritmos 

que compõe cada um dos métodos a propor e o verdadeiro vector das ordens permite 

concluir qual dos vectores está em maior conformidade com o verdadeiro vector das 

ordens. Contudo, o uso do coeficiente de correlação de Spearman não é o mais adequado 

pois assume que todos as ordens são igualmente importantes. Isso não é verdade na 

recomendação de algoritmos pois algoritmos cujas ordens são mais baixas têm maior 

probabilidade de serem experimentados. Portanto, os erros nas ordens mais baixas têm 

maior impacto do que os erros nas ordens mais elevadas. Daí resulta a necessidade da 
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utilização do coeficiente de correlação pw (Costa § Soares, 2002) para atribuir maior 

penalização aos erros em ordens mais baixas. 

Posteriormente apresentamos resultados conhecidos sobre a distribuição do estimador 

2.1 Exemplo de aplicação do coeficiente pw 

Suponhamos que temos um verdadeiro vector de ordens {r(Xx), r(X2), ..., r(Xi0)) de 

10 algoritmos (Ai a Aw) para resolver um determinado problema. Este vector de ordens 

(ranking) é obtido por ordenação dos desempenhos de cada algoritmo na resolução do 

problema (tabela 1). Queremos saber qual dos vectores fornecidos por dois métodos 

distintos (Mi e M2) mais se aproxima do verdadeiro vector das ordens. 

Tabela 1: O verdadeiro vector das ordens e os vectores a recomendar 

Mi M2 

Algoritmos r(X<) r(Yt) r(Zi) (r(Xi) - r(Yi))2 (r(X<) - r ( ^ ) ) : 

1 4 

1 9 

1 1 

4 9 

0 1 

9 4 

1 0 

1 0 

1 0 

9 0 

Ax 1 2 3 
A2 2 1 5 
A3 3 4 2 
AA 4 6 1 
A5 5 5 6 
A 6 3 4 
A7 7 8 7 
As 8 9 8 
A9 9 10 9 
Aw 10 7 10 
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Usando o estimador do coeficiente de correlação de Spearman rs, calculado a partir 

da seguinte expressão: 

obtém-se os resultados rs = 0,8303 para Mxers = 0,8303 para M2, o que significa 

que os vectores (r(Yx), r(Y2), ..., r(Yw)) e (r(Zx), r(Z2), ..., r{Zw)) são igualmente 

boas aproximações para o verdadeiro vector de ordens (r(Xi), r(X2), ..., r(Xi0)). 

Contudo, pela observação directa dos vectores de ordens fornecidos por Mi e M2, 

verifica-se que nas ordens mais baixas o vector associado a Mx aproxima-se melhor ao 

verdadeiro vector de ordens. Como algoritmos com ordens mais baixas têm maior 

probabilidade de serem experimentados, parece-nos que a melhor sugestão é o método 

Mi. Assim temos uma situação em que o coeficiente de correlação de Spearman não 

permite sugerir o melhor método. Para a resolução deste problema justifica-se a utilização 

de um coeficiente de correlação que penalize os erros nas ordens mais baixas. 

Costa & Soares (2002) propuseram um novo coeficiente de correlação , designado por 

rw , em que a distância entre duas ordens (ranks) é: 

WD\ = (r(Xi) - r (^)) 2((n - r(J&) + 1) + (n - r f a ) + 1)) (2.2) 

que é diferente da distância entre duas ordens considerada no cálculo do coeficiente 

de correlação de Spearman: 

DÏ = (r(Ai) - r W ) 2 (2.3) 

Observe-se que o termo ((n - r(X*) + 1) + (n - r(Yi) + 1)) em (2.2) representa a 

importância das ordens r{Xi) e r(Yi). 

Na tabela 2 são calculadas as novas distâncias entre a ordem r(Xi) e as ordens r(Yj) 

e r(Zi). 
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Tabela 2: Novas distâncias entre as ordens. 
Mx M2 

Algoritmos r(Xi) r(Yi) A2 WD} r(£) A2 WD\ 

A1 1 2 1 19 3 4 72 

A2 2 1 1 19 5 9 135 

As 3 4 1 15 2 1 17 

A4 4 6 4 48 1 9 153 

A5 5 5 0 0 6 1 11 

A6 6 3 9 117 4 4 48 

A7 7 8 1 7 7 0 0 

As 8 9 1 5 8 0 0 

A9 9 10 1 3 9 0 0 

Aio 10 7 9 45 10 0 0 

Com base nos dados registados na tabela 2 e usando o estimador do coeficiente pw, 

calculado a partir da seguinte expressão (Costa & Soares, 2002): 

6 JT (r(Xi) - r(yi))2((^ - r(Xi) + 1) + (n - r(l?) + 1)) 
r = 1 = 1 , (2.4) 
r<" n4 + n 3-n 2-n V 

obtemos os resultados r^ = 0,846832 para o método M1 e rw = 0,75978 para o 
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método M2. Isto significa que o vector de ordens (ranking) associado a Mi é melhor que 

o vector de ordens associado a M2, o que está em conformidade com a observação directa 

dos vectores. 
O teorema seguinte garante-nos que rw só toma valores compreendidos entre -1 e 1, 

tal como acontece com rs. 

Teorema 1 
n 

(Costa & Soares,2002): A soma £ > ( * ) - r ^ m ^ - r(X,) +1) + (n - r(lí) +1)) 

é máxima quando r(Fi) = n - r(X<) + 1 e assume o valor 

n4 + n3 — n2 — n 

A demonstração deste teorema (Apêndice A) encontra-se em Costa & Soares ( 2002) 

Na secção seguinte apresentamos alguns resultados conhecidos respeitantes à dis

tribuição de rw. 

2.2 Distribuição de rw 

Nesta secção vamos estudar a distribuição de rw. Este estudo reporta-se sobretudo à 

hipótese de independência entre os dois vectores de ordens (hipótese H0). No final da 

secção, tecemos algumas considerações sobre o comportamento da variância de rw para 

o caso da não independência dos dois vectores de ordens. 

Começamos por designar Ri = r{Xi) , Qt = rÇiQ , R = (Ri,-,Rn) o primeiro 

vector de ordens e Q = (Qx,..., Qn) o segundo vector de ordens. Para determinar o valor 

esperado e a variância de rw ê necessário recorrer a alguns resultados sobre estatísticas 

de ordens, apresentados em Randies & Wolf (1979) que passo a enunciar: 
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Se S = y^c(t)a(iÇ) é uma estatística de ordens (ranks) em que as constantes 

a(l),...,a(n) são scores , c(l),...,c(n) constantes de regressão e R* = (Rl,....,R^ ) é 

uma ordenação aleatória, então: 

i) E(S) = cnã 

ii) var(S) = £z D c W - ü ) 2 
i = l 

£ w ) - «)2 
J = I 

(2.5) 

MÍ) COINS', 5") = ^zi ^m-cww-c') 
i=l 

£(a(j)-ã)(a'(j)-ã') 
J'=I 

emque5' = E c ' ( í ) a ' ( ^ ) 
i = i 

Com estes resultados é possível provar o seguinte teorema: 

Teorema 2 

(Costa & Soares, 2002): Se R = (Ru ..., #„) e Q = {Qu - , Qn) são vectores de 

ordens independentes, então 

») E(rw) = 0 

ii) var(rw) = M 
31n2 + 60n + 26 

30(n3 + n2 - n - 1) 

A demonstração deste teorema (Apêndice B) encontra-se em Costa & Soares ( 2002). 
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Considerando 

Sin 
i=i 

S2n 

Ssn 

i = i 

1=1 

podemos escrever: 

n* + n3 -n2 — n 
[(n4 + n3  n2  n)  24^ ^ 

(2.6) 

(2.7) 

+12 n 2 ( n
4

+ 1)2 + 24(n + l)(Sln - E(Sln)) 

+24 ( n + 1 ) 3 n  Q(S2n - E(S2n)) - 6(53n  E{SSn)) - n(n + l)2(2n + 1)] 
4 

o que nos permite concluir (Costa & Soares, 2002): 

yjvar{rw) a. 
S^-Ejfrn) | ^ ^ W , ^3» ~g(gan) 

1 v / ü õ r ^ ) " y/var(S2n) y/var{S3n) 

em que: 
„ /30 

V 31 

(2.8) 

&n - » -

Cn 

J_ /30 
9ÕV 31 

J_ /3Õ 
9ÕV31 

quando n —*■ oo. 
Em Randies & Wolfe (1979) é provado que as distribuições das estatísticas: 

S\n ~ E(Sin) 
y/var(Sm) 
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^ n — E(S2n) 
^var{S2n) 

S$n — E{S$n) 
^var(S3n) 

se aproximam da distribuição N(0,1) quando n-* oo. 

Em Billingsley (1978, pág.288), encontram-se resultados que nos permitem garantir 

que: 
Sm - E(Sln) . 120 

^var(S2n) W 7 U 

Î 3 = Cn - * iV(U, — — J 
y/variSto) 8 á 7 U 

Portanto, r w escreve-se como combinação linear de estatísticas que são as-
y/var(rw) 

simptoticamente normais. Contudo, as estatísticas Ti, T2, T3 são dependentes entre si e, 

no caso de dependência, torna-se mais difícil concluir que a estatística . segue 

uma distribuição N(0,1). 

Existe uma conjectura, baseada em simulações, que aponta nesse sentido. Em Costa & 

Soares (2002) encontra-se estimada a distribuição de rw com base em amostras aleatórias 

de um milhão de permutações. Após a comparação entre os valores estimados para os 

quantis mais importantes e os da distribuição N(0,1) verifica-se que existem pequenas 

diferenças. As diferenças tendem a ser menores à medida que se aumenta à dimensão 

da amostra. No entanto, a demonstração teórica da normalidade assimptótica de rw não 

está ainda concluída (ver Costa & Soares,2002). 

Fizemos algumas tentativas para estender o estudo do comportamento da variância 

assimptótica de rw para além da hipótese de independência dos dois vectores de ordens 

(ranks). Para isso, usamos o método desenvolvido por Kendall (1949) para determinar 

uma aproximação polinomial para al(rs), no sentido de determinar uma aproximação 

para <J2
a(rw) em amostras provenientes da distribuição normal bivariada. Contudo os 
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cálculos tornam-se extremamente fastidiosos, devido ao facto, de a variância de rw ser 

igual à variância da combinação linear de estatísticas do tipo S (1.8). Refira-se que 

estas estatísticas são dependentes entre si, o que nos cria maiores dificuldades. O mesmo 

sucede quando se desenvolve o método de Borkowf (2002), no sentido de determinar uma 

aproximação para (T2
a(rw), para outras distribuições bivariadas. 

Na secção 2.3 propomos um método para estudar a distribuição de rw sob a hipótese 

de independência entre os dois vectores de ordens. 

2.3 Método para determinar a distribuição exacta de 

rw sob HQ 

Existem métodos para determinar a distribuição exacta de rw sob H0 baseados na con

tagem de permutações. Estes métodos caracterizam-se por serem exaustivos, o que os 

torna pouco razoáveis no que confere ao tempo necessário para obtenção de resultados. 

Seguindo o racíocinio descrito em Wiel et ai. (2001) para estudar a distribuição de 

rs, apresentamos um método que nos permite determinar a distribuição de rw sob H0 

numa amostra de dimensão n. Neste método, a função geradora de probabilidades da 

estatística em estudo representa-se através do permamente ('determinante sem sinal') de 

uma matriz cujas entradas são monómios. 

O permanente de uma matriz quadrada AnXn com entradas ay define-se: 

per(A) = J2 A <MÍ),Í (2-9) 
uGOn 

em que Sn denota o grupo de permutações em {1,2,...,n}. 

Tendo em consideração (2.4), para estudar a distribuição exacta de rw sob a hipótese 
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de independência (H0) é necessário estudar a distribuição de: 

Dwn = f > ( i ) - a(i))2(2n + 2 - a(t) - r(t)) (2.10) 

corn <r,T £ Sn. Sob a hipótese de independência dos vectores de ordens (rankings) a 

distribuição de Dwn coincide com a distribuição de: 

^n = E( í-aW)2(2 n + 2-CT(Í)-í) (2.11) 
i=\ 

Ao estudar a distribuição de D*wn basta ter em conta que (M.A. Wiel et al., 2001): 

f2p(D™ = k)-ak = riper{A) 
fc=0 

(2.12) 

corn 
Aij = ap-W^-i-fi V a > 0 (2.13) 

Exemplificando, para n = 4 temos: 

/ a0 a7 a24 a45 ^ 

a7 a0 a5 a16 

a24 a5 a0 a3 

V a45 a16 a3 a0 
/ 

(2.14) 

Através da 'Package Algebra' do Maple obtemos: 

per(A) = 1 + a6 + a10 + a14 + a20 + 2.a24 + a32 + 2.a36 + a48 + 2.a50 + 2.a60 + 2.a68 + 

2.a72 + a80 + 3.a90 + a100. 

Podemos então concluir que: 

P(D*wn = 0) = h P(D*wn = l) = 
P(D*wn = 6) = i,P(D*wn = 24) = 

... = P(D*wn = 5) = 0, 
= | , . . , p p ; n = 90) = | e P ( i ? ; n = ioo) 1 

4! 
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donde: 
P(rw = 1) = P(D*wn = 0) = J, P(r„ = 0.88) = P ( ^ n = 6) = J , P(r„ = 

0.52) = P(D; n = 24) = J,..., P(r„ = -0.8) = P(DL = 90) = J e P ^ = -1) -

p(D;n = íoo) = J. 
Para n > 10 não nos foi possível calcular o permanente de matrizes, com entradas 

monomiais, através da 'Package Algebra' do Maple. Em Wiel et al. (2001) é apresentado 

um algoritmo para cálculo de permanentes de matrizes de maiores dimensões. Devido às 

dificuldades enunciadas na secção anterior, o capítulo que se segue foi reservado para a 

estimação não paramétrica da variância de rw. 
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Capítulo 3 

Variância de rw e rs 

Neste capítulo abordamos alguns métodos de estimação não paramétrica e aplicamos 

esses métodos para estimar a variância de rw. Este trabalho é análogo ao realizado em 

Borkowf (2000) para estimar a variância de ra, e do qual apresentamos as principais 

conclusões extraídas na secção 3.5. Na secção 3.4 apresentamos os resultados obtidos nas 

simulações que efectuamos. Em ambos os estudos, os conjuntos de dados simulados são 

provenientes de diversas distribuições bivariadas que definimos na secção que se segue. 

3.1 Algumas distribuições bivariadas de interesse 

Para estudar o comportamento da variância de rw consideramos algumas distribuições 

bivariadas. São usadas amostras provenientes das distribuições: normal bivariada (BVN) 

de médias 0, variâncias 1, correlação p, com função densidade de probabilidade 

1 (x2+y2-2pxy) 

27iyi - p2 

qui-quadrado bivariada usual (BCS); normal contaminada bivariada (BCN) com 

parâmetros p,r, e; e "Three-Squares"(TS). 
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Recordamos ao leitor que, se (X,Y) segue a distribuição normal bivariada usual 

(BVN{p)) então (X2, Y2) segue a distribuição qui-quadrado bivariada usual (BCS) com 

correlação p2 (Kotz et ai., 2000), (ex, eY) segue a distribuição lognormal bivariada (BLN) 

com correlação p e (|X|, \Y\) segue a distribuição semi-normal bivariada (BHN) com 

correlação p. Se (X,Y) segue a distribuição BVN{p) usual e W é tal que: W = r ou 

W = 1, com P(W = r) = £, então (WX,WY) segue a distribuição BCN(p,r,e) (no 

estudo foram considerados p = 0.75 ; r = 2,4 e £ = 0.5 ). A função densidade de 

probabilidade desta distribuição é: 

g(x,y,p) = (l-e)f(x,y,p) + y2f(^,p); (3.2) 

em que f{x, y,p)éa função densidade de probabilidade da distribuição BVN(p) usual 

definida em (3.1). Note-se que esta distribuição corresponde a ter uma mistura de duas 

distribuições normais e permite-nos obter algumas conclusões acerca do comportamento 

de rw em distribuições de caudas pesadas. 

Foi ainda considerada a distribuição TS com densidade 3 em cada um dos três 

quadrados ( [0, §] x [0, §] , ] | , §] x ] §, l] e ] §, l] x ] §, §] ). Nesta distribuição, as variáveis 

marginais X eY seguem cada uma a distribuição uniforme em [0,1] e são dependentes 

com p = | . A distribuição TS (Borkowf et ai., 1997) é representativa de situações em que 

os dados podem ser agrupados (3 grupos) e observa-se frequentemente em estudos da Psi

cologia Experimental e em estudos epidemiológicos. Esta distribuição foi definida com 

o objectivo de demonstrar potenciais comportamentos estranhos de certas estatísticas 

calculadas a partir de dois vectores de ordens (ranks). Estes comportamentos estranhos 

reflectem-se no facto de as ordens (ranks) baixas, médias, e elevadas associadas as ob

servações de X corresponderem sempre a ordens baixas, elevadas, e médias associadas às 

observações de Y, respectivamente. 

Em consequência da distribuição de rw ser invariante por transformações monótonas 

das distribuições originais marginais dos dados, o estudo do comportamento de rw em 
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distribuições como BLN(p) e BHN(p) reduz-se ao estudo do comportamento deste coefi

ciente em amostras provenientes das distribuições BVN(p) e BCS(p2), respectivamente. 

Pelo facto de a2(rw) = a2(-rw) nós estudamos o comportamento de rw nas distribuições 

BVN e BC S para correlações não negativas (p > 0). 

A seguir é apresentado o método EBQP ("empirical bivariate quantile-partitioned") 

(Borkowf et ai., 1997) adaptado para a estimação da variância de rw em amostras finitas. 

3.2 Método EBQP para estimação da variância de 

Suponhamos que temos um conjunto de dados bivariados (Xh Yi) (i = 1,..., n) indepen

dentes e identicamente distribuídos cuja função de distribuição é F(x,y). Sejam G(x), 

H(y) funções de distribuição marginais; G(x\y), H(y\x) funções de distribuição condi

cionadas e F{x,y), G(x) e H(y) funções de distribuição empíricas. Note-se que: 

F(x,y) = -JTnXi < x,Yi < y}, (3.3) 

em que / {.} é a função indicatriz. 

Consideremos Ri e Si ordens (ranks) marginais das observações (XÍ,YÍ). Sejam 

iu,..., nr e vu —, vc ordens marginais distintas dos dados pQ, Yi), respectivamente. Note-
A 

se que quando não há dados marginais com valores repetidos temos: Ri = nG(Xi); 

Si = nH(Yi); fik = k; vi = /; r = c = n. Para o caso em que existem dados marginais 

com valores repetidos podemos ter r < n, c < n e, neste caso, pk e vx não são neces

sariamente inteiros. 
Definem-se as proporções marginais cumulativas como: 

7* «££*{*£/**> 
n *—? 

i = i 
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m n *ri 

Denote-se: os quantis populacionais d e l e Y correspondentes às proporções marginais 

cumulativas por £fc = G~\lk) e A = H^ivi)] as proporções cumulativas por <j>kl = 

Ffêfripi) e as proporções condicionais por 7 ^ = G(ffc|Ví) e *7x|Jk = ^Mtè*) -

A seguir são definidas as células da tabela EBQP {TTH} {k = 1,..., r ; l = 1,..., c) por: 

TTfc/ = <AfcZ - 0(fc-l)i - ^fc(l-l) + ^(fc-l)(/-l). 

Portanto, vrfc/ designa a probabilidade: 

P{(efe-i < x < U n (^-1 < Y < m-

As proporções cumulativas empíricas l ^ > e as células da tabela EBQP |7rfcZ| po

dem ser calculadas a partir das ordens das observações por: 

A 1 " 

<l>kl = -Yl{Ri<n'yk}I{Si<nril} 
n r-r 

1 = 1 

(3.4) 

TTfc* = <f>kl - 0(fe-l)i - 0fc(J-l) + 0(fc-l)(í-l). (3.5) 

Refira-se que as células {TTW} formam uma tabela EBQP esparsa de dimensão r x c. 

Podemos agora estimar as proporções condicionadas por (Borkowf, 2000): 

A 1 
lk\l — 9 

-1 k 1 k 

7T+/ i = i 7T+0+1) i= l 
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A 1 
Vl\k — 9 

1 « 1 ' 
1 v - ^ A 1 V - ^ A 

.7Tfe+ t= l 7r(fc+l)+ i= l 

com 
A V—V A 
7T+Z = 2 ^ ^ 

A V ~ > A 

7Tfc+ = 2^ 7 r f e^ 

Em Borkowf & al. (1997) encontra-se a prova de que: 

E{4>H) —► <f>ki 

A A 

Cov{y/n(j>kh Vnfaj) —► ^ki^ij 

em que n —► oo, A^ = (1, -rji\k> 7fc|/) > \j — (1> 77j|t>  7i | j ) e 

klij 

( (</>mn  0fci0<i) ('/'ml  <t>klli) (0fcn " <Mj) ^ 

{<t>mj - lk<t>ij) (7m  7fc7i) (<f>kj - IkVj) 

V ttin-Vlhj) (hl-Vlli) (Vn-VlVj) J 

(3.6) 

(3.7) 

com m = min {i, k}en = min {j, /} . Todas estas definições e fórmulas são necessárias 

para as estimações que se seguem. 

Estamos agora em condições de estimar var(rw) tendo em consideração que : 

D* 
n6 + r r — n — 1 

(3.8) 
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com 

D* = ±-Y(Ri-Si)
2(2n + 2-Ri-Si) (3.9) 

1=1 

A 

= Y^ Ho** - ^)
2
(

2n
+

2 ~ ̂  ~ i / ,
)

7 r w 
fc=i i= i 

Esta última igualdade e as duas fórmulas que se seguem foram obtidas da mesma 

forma como foi obtida a fórmula para estimação da variância de rs pelo método EBQP 

(Borkowf, 2000), ainda que, com as necessárias adaptações para rw. 

O valor esperado e a variância de rw calculamse por: 

r c 

6 Y H ^ f c " ^) 2 ( 2 n + 2 ~ Vk - ví)*u 
Eír ) = 1  fc=1 '=1 ■ (310) 
^Tw) L n3 + n 2  n  l V 

Í r \ n„ var(y/nLr) 
v (n3 + nz — n — ly 

r c r c 

= 36 

YJ2Y1 HO**  ^) 2 ( 2 n + 2 " V* - ^O*»  ^')2(2 n + 2  Mi  ^OctWÍVnTTfc,, V T̂Ty) 
fc=l 1=1 i=\ j = l  

(n3 + n2 - n  l)2 

(3.11) 

As covariâncias da expressão (3.11) são estimadas usando (3.6) e a relação (3.5). 
A

2 

Denotase a variância de rw fornecida pelo método EBQP por aE(rw). De acordo com 

Borkowf (2000), a estimação da variância de rs fornecida pelo método EBQP pode ser 

melhorada com uma correcção empírica. Segundo o mesmo autor, a correcção devese 

ao relacionamento entre a distribuição assimptótica normal para as tabelas EBQP e a 
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distribuição assimptótica hipergeométrica multivariada (MXH) (Borkowf et ai., 1997) , 

de onde é obtida a correcção exacta baseada no caso de independência dos dados 

(Borkowf, 2000). 

Para a estimação da variância de rw nós efectuamos a mesma correcção. Designamos 

por EBQP* o método EBQP com a correcção empírica e por aE*(s/nrw) a variância 

estimada pelo método EBQP*, que é dada por aE*(y/nrw) = o^y/nr^^. 

3.3 Algoritmos de bootstrap e jackknife para esti

mação da variância de rw 

Vamos considerar dois outros métodos para estimação da variância de rw em amostras 

finitas: os algoritmos de bootstrap e jackknife. O algoritmo de bootstrap envolve pro

cessos de reamostragens com substituição do conjunto de dados {(Xi, Yi)} por um novo 

conjunto {(Xf,Y*)}. 

O processo repetese B vezes {B = 250 é um valor razoável). Em cada repetição é 

gerado um conjunto { (x*(b), Yfa) }, onde é calculado r*w{b)- A seguir calculase a média 

e a variância de rw através das fórmulas (Efron & Tibshirani , 1993): 

1 B 

6=1 

ÃW = / r E W - "
r
í '

 (3
-
12) 

A
2 ■- • J 

aB(rw) é usado para estimar a variância de rw. 

O algoritmo de jackknife envolve a eliminação sucessiva de observações. Em cada 

repetição é criado um novo conjunto de dados com a zésima observação eliminada e 

calculase r*(i) (i = l,...n). A seguir determinase a média e a variância de jacknife por 
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(Efron &Tibshirani, 1993): 

i—l 

Assim, a2j(rw) pode ser usado para estimar a variância de rw. Na secção seguinte são 

apresentados os valores da variância de ,/nrw, fornecidos pelos algoritmos de bootstrap 

e jackknife e pelos métodos EBQP e EBQP*. 

3.4 Resultados da estimação da variância de rw obti

dos em simulações 

Nas simulações que efectuamos foi usada a linguagem de programação do software Gauss 

5.0 (Aptech Systems). Estimamos a variância de y/nrw em amostras finitas (n = 

5,8,10,12,15,20 e 25) provenientes das distribuições bivariadas apresentadas na secção 

3.1 e correlação p ca 0, 0.25, 0.5, 0.75, 0.9. As variâncias de y/nrw foram estimadas 

pelos métodos EBQP, EBQP*, bootstrap ( c o m B = 250) e jackknife. 

Para cada distribuição bivariada combinada com cada uma das dimensões da amostra 

foram simulados 40 000 conjuntos de dados (10 000 para n = 20,25), a que se seguiu a 
A 2 

estimação pontual de pw e as estimações da variância de y/nrw fornecidas por aE(y/nrw), 

£2
E.(Vnrw), <rAVnrw), e oB{y/nrv) com B = 250. Para a distribuição normal bivariada, 

no caso de independência dos dados, também calculamos o valor da variância correcta, 

v2{yjnrw). As variâncias estimadas foram aproximadas a duas casas decimais. Na tabela 

3 estão registados os resultados obtidos. 
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Tabela 3 

Variâncias de y/nrw estimadas em amostras provenientes de algumas distribuições bivariadas1 

Distribuição(p) 

BVN BVN BVN BVN BVN BCS BCS BCS BCS BCN BCN TS 

0.00 0.25 0.50 0.75 0.90 0.25 0.50 0.75 0.90 (a) (b) 0.44 

n Método 

5 EBQP 1.02 0.98 0.85 0.59 0.34 1.00 0.94 0.74 0.49 0.60 0.63 0.89 

EBQP* 1.27 1.22 1.06 0.74 0.42 1.26 1.17 0.93 0.61 0.75 0.79 1.11 

BOOT 1-08 1.03 0.90 0.66 0.42 1.05 0.97 0.79 0.55 0.66 0.68 0.97 

JACK 2.10 2.01 1.73 1.17 0.64 2.04 1.87 1.45 0.91 1.18 1.26 1.97 

a2{y/nrw) 1.27 

8 EBQP 1.07 1.02 0.84 0.51 0.24 1.06 0.96 0.71 0.41 0.55 0.61 0.90 

EBQP* 1.23 1.16 0.96 0.58 0.28 1.21 1.10 0.81 0.46 0.63 0.69 1.03 

1.12 1.06 0.90 0.60 0.33 1.09 1.00 0.76 0.48 0.63 0.67 1.01 

1.63 1.54 1.25 0.74 0.33 1.58 1.41 1.01 0.56 0.80 0.89 1.46 
BOOT 

JACK 

<x2(vW) 1.17 

10 EBQP 1.08 1.02 0.81 0.47 0.20 1.06 0.95 0.68 0.37 0.51 0.59 0.88 

EBQP* 1.20 1.13 0.90 0.52 0.23 1.17 1.06 0.75 0.41 0.57 0.66 0.98 

BOOT 1.12 1.07 0.88 0.56 0.28 1.09 0.99 0.74 0.44 0.59 0.65 1.00 

JACK 1.50 1.41 1.11 0.63 0.26 1.45 1.28 0.90 0.47 0.68 0.80 1.29 

a2(,/ïïrw) 1.14 

12 EBQP 1.08 1.01 0.80 0.45 0.18 1.06 0.95 0.66 0.34 0.49 0.58 0.85 

EBQP* 1.18 1.11 0.87 0.49 0.20 1.15 1.03 0.73 0.37 0.54 0.64 0.93 

BOOT 1.12 1.06 0.87 0.53 0.25 1.09 0.99 0.72 0.40 0.56 0.64 0.97 

JACK 1.41 1.32 1.04 0.56 0.22 1.37 1.21 0.83 0.41 0.62 0.74 1.17 

<72(v^rw) 1.12 
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Tabela 3: (continuação) 

Distribuição (p) 

BVN BVN BVN BVN BVN BCS BCS BCS BCS BCN BCN TS 

0.00 0.25 0.50 0.75 0.90 0.25 0.50 0.75 0.90 (a) (b) 0.44 

n Método 

15 EBQP 1.08 1.01 0.78 0.42 0.16 1.05 0.94 0.65 0.31 0.46 0.56 0.82 

EBQP* 1.15 1.08 0.84 0.45 0.17 1.13 1.01 0.69 0.34 0.50 0.60 0.88 

BOOT 1.12 1.05 0.84 0.49 0.21 1.09 0.98 0.70 0.37 0.53 0.61 0.94 

JACK 1.33 1.25 0.96 0.50 0.18 1.29 1.14 0.77 0.36 0.56 0.68 1.06 

a2{^rw) 1.10 

20 EBQP 1.07 1.00 0.76 0.38 0.13 1.05 0.92 0.62 0.29 0.44 0.55 0.77 

EBQP* 1.13 1.05 0.80 0.40 0.14 1.10 0.97 0.65 0.30 0.46 0.58 0.81 

BOOT 1.10 1.03 0.81 0.44 0.17 1.08 0.95 0.66 0.33 0.49 0.59 0.88 

JACK 1.25 1.16 0.88 0.44 0.14 1.22 1.06 0.71 0.32 0.50 0.63 0.94 

(J2{^ürw) 1.08 

25 EBQP 1.06 0.98 0.74 0.36 0.12 1.04 0.92 0.61 0.27 0.42 0.54 0.74 

EBQP* 1.11 1.02 0.77 0.38 0.12 1.08 0.96 0.63 0.28 0.43 0.56 0.77 

BOOT 1.09 1.02 0.78 0.41 0.15 1.07 0.95 0.64 0.31 0.46 0.57 0.84 

JACK 1.20 1.11 0.83 0.40 0.13 1.17 1.03 0.67 0.29 0.46 0.60 0.86 

<72(Vnrw) 1.07 
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Observação 1 : Distribuições: normal bivariada (BVN), qui-quadrado bivariada (BCS), 

normal contaminada bivariada (BCN), "three squares"(TS), (a) BCN (0.15,2,0.5), (b) BCN 

(0.75,4,0.5). Métodos: EBQP = variância EBQP, EBQP*= variância EBQP com correcção 

empírica, BOOT = variância bootstrap (B=250), JACK = variância jackknife. Os valores da 

tabela são as médias das variâncias calculadas para 4.0 000 conjuntos de dados (10 000 para 

n—20,25). a2(\fnrw) designa a variância correcta. 

Os dados registados na tabela 3 mostram que a variância estimada pelo método 
o 

EBQP, aE{y/nrw), é sempre inferior as variâncias estimadas pelos outros métodos. 

Para a distribuição normal bivariada usual (BVN(p)), se p < 0.5 observa-se que a 

variância estimada pelo método EBQP*, aE.(y/nrw), é quase sempre maior do que a 
2 

variância estimada pelo algoritmo de bootstrap, aB(y/nrw). No entanto, se p > 0.5 e 
2 A^ 

n > 10, <JE*{\/nrw) é quase sempre menor do que aB(yfnrw). 

Para a distribuição qui-quadrado bivariada usual (BCS(p2)), se p < 0.75 e n > 8 

verifica-se que aE,(y/nrw) é quase sempre maior do que aB(s/nrw). Contudo, se p > 0.75 

e n > 10 então aE*(y/nrw) tende a ser menor do que aB(y/nrw). 

Em amostras provenientes das distribuições bivariada contaminada normal (BCN 

com r = 2,4 e e = 0.5) e "three squares "(TS) a variância estimada pelo algoritmo de 
A2 

bootstrap é maior do que aE* (y/nrw) para n > 10. 
De um modo geral, a variância estimada pelo algoritmo de jackknife o-2j(y/nrw) é maior 

2 2 
do que aE*(s/nrw) e aB(s/nrw), com excepção de amostras com n > 8 e correlações altas 

A2 A2 

(p ~ 0.9), nas quais, aB(y/nrw) é ligeiramente maior do que (Tj(y/nrw). Também verifica-

se que, em amostras de pequenas dimensões (n < 8), o algoritmo de jackknife fornece 

valores para <r2(y/nrw) bastante superiores aos fornecidos pelos outros métodos. 

De referir, que na distribuição BVN, para o caso de independência dos dados (p = 0), 

se n < 12 então o método EBQP* produz melhores resultados que os outros métodos. 

Para 12 < n < 25 constata-se que as variâncias estimadas pelo algoritmo de bootstrap e 
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pelo método EBQP* são a que mais se aproximam de a2(y/nrw) por valores superiores. 

Neste caso, podemos afirmar que o método EBQP* foi adaptado com sucesso para a 

estimação de rw. Para as outras situações não nos foi possível comparar as variâncias 

estimadas pelos diferentes métodos com a variância correcta, a2{y/nrw), por esta não ser 

conhecida. 

A seguir enunciamos algumas das conclusões de um trabalho idêntico para estudo da 

variância do estimador do coeficiente de correlação de Spearman r3. 

3.5 Análise tios resultados obtidos na estimação xia 

variância de rs 

Em Borkowf (2000) é possível encontrar um estudo do comportamento da variância do 

coeficiente de correlação de Spearman ps, em amostras finitas. O estudo foi efectuado em 

amostras de dimensão n = 5,8,10,12,15,20,25, e correlação p ~ 0, 0.25, 0.5, 0.75, O.9. 

No estudo foram usadas amostras provenientes das distribuições apresentadas na secção 

3.1. 

As variâncias de rs foram estimadas pelos métodos EBQP, EBQP*, bootstrap (com 

B = 250) e jackknife nas mesmas condições em que foram estimadas as variâncias de rw 

na secção anterior. Este estudo é mais completo do que o apresentado para a variância 

de rw pois apresenta mais alguns resultados. Entre esses resultados destaca-se a média 

das variâncias simuladas baseadas em 10 repetições de 1 000 000 de conjuntos de dados 

simulados. 

Observou-se que o método EBQP* estima quase sempre com maior precisão a2(y/nrs) 
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em amostras finitas do que os algoritmos de bootstrap e jackknife. Os valores fornecidos 

pelo método EBQP* são aproximadamente iguais ou ligeiramente superiores aos valores 

correctos (T2(y/nra). Em amostras de pequenas dimensões, as variâncias estimadas a partir 

do método EBQP são inferiores as variâncias correctas a2{y/nrs). Contudo, para corre

lações altas ou n grande pode acontecer que o método EBQP estime melhor a2{^/nrs) 

que o método EBQP*. 

A estimação da variância obtida pelo algoritmo de bootstrap aproxima-se da variância 

correcta para p pequeno e n grande, mas fornece resultados bastante superiores à variância 

correcta quando p é grande e n pequeno. Isso é consequência do facto dos processos de 

reamostragens originarem muitas repetições nas ordens associadas aos dados marginais, 

o que faz diminuir o viés da estimação, aumentando assim, a variância estimada. 

A variância de r s estimada pelo algoritmo de jackknife, tal como sucede ao estimar a 

variância de rw, é quase sempre superior às variâncias estimadas pelo método EBQP* e 

pelo algoritmo de bootstrap (excepto em amostras com correlações altas). 

Em suma, na generalidade das amostras desse estudo, verificou-se que o método 

EBQP* fornece melhores estimativas para a variância de rs do que os algoritmos de 

bootstrap e jackknife. 

Não nos é possível afirmar que o método EBQP* fornece melhores estimativas para 

a variância de rw. No entanto é de salientar o facto de, à semelhança do que acontece 

para a variância de rs, os valores estimados pelo método EBQP* serem quase sempre 

inferiores aos valores estimados pelo algoritmo de jackknife e ligeiramente inferiores ou, 

por vezes, ligeiramente superiores aos valores estimados pelo algoritmo de bootstrap. 

No capítulo 4 abordamos alguns métodos de construção de intervalos de confiança em 

que usamos os valores da variância de rw estimados neste capítulo. 

32 



Capítulo 4 

Intervalos de confiança para pw e ps 

Numa primeira fase deste capítulo descrevemos alguns dos métodos que usamos para 

construir intervalos de confiança. Posteriormente, apresentamos intervalos de confiança 

a 90% para pw A finalizar o capítulo, analisamos os resultados obtidos num estudo 

similar para o coeficiente ps realizado em Borkowf (2000). Em particular, são analisadas 

as proporções do coeficiente de correlação de Spearman ps estar compreendido entre os 

limites inferior e superior de cada um dos intervalos de confiança. Estas proporções 

vamos designá-las por porporções de cobertura dos intervalos de confiança e podem ser 

interpretados como um indicador dos melhores métodos para construir intervalos de con

fiança para ps. Refira-se que não nos foi possível realizar um estudo idêntico para os 

intervalos construídos para pw por desconhecimento dos valores esperados para rw nas 

distribuições estudadas. 

4.1 Métodos para construção de intervalos de confi

ança para pw 

Neste capítulo são construídos intervalos de confiança a 90% para o coeficiente pw nas 

mesmas distribuições bivariadas para as quais estimamos a variância de rw na tabela 3. 

Um dos intervalos de confiança construídos é o assimptoticamente normal, simétrico, a 
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(1 - a) 100% que é da forma rw =p $_ 1(1 - f )cr(rw), em que $ é a função de distribuição 

de JV(0,1). Refira-se que ao construir estes intervalos estamos a assumir que rw segue 

uma distribuição que se aproxima da normal e embora haja indicações nesse sentido, a 

prova formal está por concluir (secção 2.2). 

Na construção dos intervalos assimptoticamente normais usamos os valores de o (rw) 

fornecidos pelo método EBQP*e pelos algoritmos de bootstrap e jackknife, abordados no 

capítulo anterior. 

Em amostras de pequena dimensão e valores de rw próximos de =Fl,os intervalos de 

confiança podem ter limites inferior ou superior não pertencentes ao intervalo [—1,1]. 

Este problema pode ser resolvido usando as transformações de Fisher. Ao aplicar essas 

transformações considera-se: 

ew = axctanh(pw) 

e 

ew = arctanh(r„,). 

O intervalo de confiança é da forma ew ± v/|o^>_1(1 ~~ f )a(£w)- Contudo, não foi 

possível aplicar este método devido ao desconhecimento do valor a(ew). Sempre que nos 

surgiram limites inferiores ou superiores não pertencentes ao intervalo [—1,1] adoptamos 

o procedimento usual para truncatura, ou seja, truncamos em 1 ou -1 , consoante o caso, 

e alteramos o outro limite. 

Em outro dos métodos aplicado na construção dos intervalos de confiança a (1 — 

a)100% é usado o conjunto das estimativas de bootstrap {C(ò)} 6 = 1 , . . . , B. Ordenam-

se as estimativas {r^(í>)}, b = 1, . . . ,£ e depois cálculam-se os percentis de bootstrap 

correspondentes a f e 1 — f (é usada interpolação linear), que são os limites inferior 
*(—) *(i——) 

e superior do intervalo, respectivamente. O intervalo é então: (rw
 2 , rw

 2 ) em que 

r£,(a) designa o percentil de ordem lOO.a das réplicas de bootstrap r£,(l), ...,r*w{B). Por 

exemplo, se B — 2000 e a = 0.1, então o intervalo é (r^ 6 ,TV° ), o qual contém os 

valores compreendidos entre o centésimo e o 1900-ésimo valores ordenados do conjunto 
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K ( 6 ) } , 6=1,.-,2000. 
Neste estudo são construídos intervalos de confiança através dos percentis de bootstrap 

viés corrigido BCa (Efron & Tibshirani, 1993). O intervalo é {r*w
{ai\r*w

{Q2)), com: com 

Q i 

« 2 

$<Zo + 

$<Zo + 

[ l -a(zb + *-i(f))] 
fr + g - i f r - f ) ] 

[ l - a ( z ô + * - i ( l - f ) ) ] 
(4.1) 

em que o valor para a correcção do viés z0 é obtido directamente a partir da proporção 

das réplicas de bootstrap menores do que o valor de rw estimado inicialmente, 

A «W±í: I K(b) < rw} + -I {r*w(b) = rw}\>, (4.2) 

e a, que representa a razão de variação do desvio-padrão de rw relativamente a pw, 

pode ser estimado por: 

A 

a = 
k=\ 

6 ±(rt(k)-?t)2 
,ifc=i 

3 ' 
2 

(4.3) 

Note-se que para estimar ZQ recorre-se às amostras de bootstrap e para estimação de 

a recorre-se às amostras de jackknife. 

4.2 Intervalos de confiança para p w 

Nesta secção apresentamos os intervalos de confiança a 90% para pw que se encontram 

na tabela 4. Estes intervalos foram construídos a partir dos resultados otidos nas 

simulações para estimar a variância de rw (capítulo 3). Os extremos dos intervalos foram 

aproximados a duas casas decimais. 
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Tabela 4 

Intervalos de confiança a 90% para pw construídos por diversos métodos2 

Distribuição(p) 

BVN BVN BVN BVN BVN 

0.00 0.25 0.50 0.75 0.90 

Método 

EBQP*-N | -0.77,0.77] | -0.55,0.95] [-0.33,1.00] [-0.20,1.00] [0.34,1.00] 

BOOT-N -0.75,0.74] | -0.52,0.92] [-0.29,1.00] [-0.20,1.00] [0.29,1.00] 

JACK-N -0.99,0.98] | -0.87,1.00] [-0.62,1.00] [-0.17,1.00] [0.24,1.00] 

BOOT-P -0.57,0.86] -0.44,0.93] [-0.27,0.97] [0.00,0.99] [0.30,1.00] 

BOOT_B -0.64,0.62] -0.55,0.77] [-0.43,0.88] [-0.24,0.96] [0.01,0.99] 

EBQP*-N -0.62,0.63] -0.39,0.82] [-0.10,0.97] [0.24,1.00] [0.52,1.00] 

BOOT-N -0.60,0.61] -0.37,0.80] [-0.10,0.97] [0.20,1.00] [0.45,1.00] 

JACK-N -0.71,0.72] -0.48,0.91] [-0.19,1.00] [0.16,1.00] [0.49,1.00] 

BOOT-P -0.53,0.67] -0.37,0.80] [-0.16,0.89] [0.16,0.97] [0.45,0.99] 

BOOT_B -0.59,0.58] -0.44,0.73] [-0.24,0.85] [0.07,0.95] [0.34,0.99] 

EBQP*-N -0.55,0.56] -0.32,0.76] [-0.02,0.91] [0.31,1.00] [0.60,1.00] 

BOOT-N -0.54,0.55] ;-0.31,0.75] [-0.03,0.92] [0.29,1.00] [0.53,1.00] 

JACK-N -0.62,0.62] -0.38,0.82] [-0.07,0.96] [0.28,1.00] [0.58,1.00] 

BOOT-P -0.50,0.59] -0.32,0.73] [-0.09,0.85] [0.23,0.94] [0.52,0.98] 

B O O T B -0.54,0.53] -0.37,0.69] [-0.14,0.84] [0.19,0.93] [0.47,0.98] 

EBQP*-N -0.51,0.51] -0.27,0.71] [0.02,0.87] [0.39,0.99] [0.65,1.00] 

BOOT-N [-0.50,0.50] -0.26,0.70] [0.02,0.88] [0.35,1.00] [0.58,1.00] 

JACK-N -0.56,0.55] -0.31,0.75] [-0.01,0.91] [0.36,1.00] [0.63,1.00] 

BOOT-P -0.47,0.53] -0.28,0.68] [-0.04,0.81] [0.29,0.92] [0.57,0.98] 

BOOT_B -0.50,0.49] -0.31,0.66] [-0.07,0.79] [0.26,0.91] [0.55,0.97] 
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Tabela 4 (continuação) 

n Método 

5 EBQP*-N 

BOOT-N 

JACK-N 

BOOT-P 

B O O T B 

8 EBQP*-N 

BOOT-N 

JACK-N 

BOOT-P 

BOOT_B 

10 EBQP*-N 

BOOT-N 

JACK-N 

BOOT-P 

BOOT_B 

12 EBQP*-N 

BOOT-N 

JACK-N 

BOOT-P 

BOOT B 

BCS 

0.25 

0.64,0.90] 

0.60,0.86] 

0.92,1.00] 

0.48,0.90] 

0.58,0.72] 

•0.48,0.75] 

-0.46,0.73] 

-0.57,0.84] 

-0.43,0.76] 

0.50,0.68] 

0.41,0.69] 

-0.40,0.67] 

-0.47,0.75] 

0.39,0.68] 

0.44,0.63] 

0.36,0.64] 

-0.35,0.63] 

-0.41,0.68] 

-0.35,0.63] 

0.39,0.60] 

Distribuição(p) 

BCS BCS BCS BCN BCN TS 

0.50 0.75 0.90 (a) (b) 0.44 

0.45,1.00] [-0.20,1.00] [0.14,1.00] [0.01,1.00] [-0.01,1.00] [-0.32,1.00] 

0.40,0.98] [-0.16,1.00] [0.13,1.00] [0.01,1.00] [-0.01,1.00] [-0.34,1.00] 

0.77,1.00] [-0.40,1.00] [0.01,1.00] [-0.17,1.00] [-0.20,1.00] [-0.65,1.00] 

0.36,0.95] [-0.14,0.98] [0.14,1.00] [0.01,0.99] [0.02,0.99] [-0.39,0.92] 

0.50,0.83] [-0.34,0.93] [0.12,0.98] [-0.22,0.96] [-0.21,0.96] [-0.49,0.80] 

•0.28,0.88] [0.04,1.00] [0.34,1.00] [0.21,1.00] [0.19,1.00] [-0.07,0.98] 

-0.26,0.87] [0.04,1.00] [0.29,1.00] [0.18,1.00] [0.16,1.00] [-0.11,1.00] 

-0.36,0.96] [-0.04,1.00] [0.29,1.00] [0.13,1.00] [0.11,1.00] [-0.20,1.00] 

0.28,0.84] [-0.01,0.93] [0.28,0.98] [0.14,0.96] [0.13,0.97] [-0.24,0.85] 

0.36,0.78] [-0.11,0.90] [0.17,0.96] [0.04,0.94] [0.03,0.95] [-0.31,0.79] 

0.21,0.83] [0.13,0.97] [0.42,1.00] [0.30,1.00] [0.26,1.00] [0.02,0.94] 

0.20,0.82] [0.12,0.97] [0.39,1.00] [0.27,1.00] [0.24,1.00] [-0.01,0.98] 

0.26,0.88] [0.09,1.00] [0.40,1.00] [0.25,1.00] [0.21,1.00] [-0.04,1.00] 

-0.22,0.79] [0.06,0.90] [0.35,0.96] [0.22,0.94] [0.20,0.95] [-0.14,0.81] 

-0.28,0.75] [-0.01,0.87] [0.30,0.95] [0.17,0.93]] [0.13,0.93] [-0.19,0.79] 

-0.16,0.78] [0.17,0.93] [0.49,1.00] [0.37,1.00] [0.32,1.00] [0.09,0.91] 

0.15,0.77] [0.16,0.94] [0.45,1.00] [0.34,1.00] [0.30,1.00] [0.05,0.94] 

0.20,0.82] [0.14,0.96] [0.48,1.00] [0.33,1.00] [0.28,1.00] [0.04,0.95] 

0.18,0.74] [0.10,0.87] [0.41,0.95] [0.27,0.92] [0.24,0.93] [-0.07,0.79] 

-0.22,0.71] [0.06,0.85] [0.38,0.94] [0.24,0.91] [0.20,0.92] [-0.10,0.78] 

37 



Tabela 4 (continuação) 

Distribuição (p) 

BVN BVN BVN BVN BVN 

0.00 0.25 0.50 0.75 0.90 

Método 

EBQP*-N -0.45,0.45] -0.30,0.74] [0.08,0.83] [0.43,0.96] [0.69,1.00] 

BOOT-N -0.45,0.44] -0.29,0.74] [0.07,0.83] [0.41,0.98] [0.65,1.00] 

JACK-N -0.49,0.48] -0.33,0.78] [0.05,0.85] [0.42,0.97] [0.69,1.00] 

BOOT-P -0.43,0.46] -0.31,0.70] [0.02,0.78] [0.35,0.90] [0.62,0.96] 

BOOT_B -0.45,0.44] -0.33,0.68] [0.00,0.77] [0.34,0.90] [0.63,0.97] 

EBQP*-N -0.39,0.39] -0.14,0.60] [0.14,0.78] [0.49,0.92] [0.74,0.99] 

BOOT-N -0.38,0.38] -0.14,0.60] [0.14,0.79] [0.47,0.94] [0.71,1.00] 

JACK-N -0.41,0.41] -0.16,0.62] [0.13,0.80] [0.48,0.93] [0.74,0.99] 

BOOT-P -0.37,0.39] -0.16,0.58] [0.10,0.74] [0.42,0.88] [0.68,0.95] 

BOOT_B -0.39,0.38] -0.17,0.57] [0.09,0.73] [0.42,0.88] [0.69,0.96] 

EBQP*-N -0.34,0.34] -0.10,0.56] [0.18,0.75] [0.52,0.90] [0.77,0.97] 

BOOT-N -0.34,0.34] -0.10,0.56] [0.18,0.75] [0.51,0.91] [0.75,0.99] 

JACK-N -0.36,0.36] [-0.11,0.57] [0.17,0.76] [0.51,0.91] [0.76,0.98] 

BOOT-P -0.33,0.35] ;-0.11,0.54] [0.15,0.71] [0.47,0.86] [0.72,0.95] 

B O O T B -0.34,0.34] -0.12,0.54] [0.14,0.71] [0.47,0.86] [0.73,0.95] 
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Tabela 4 (continuação) 

Distribuição(p) 

BCS BCS BCS BCS BCN BCN TS 

0.25 0.50 0.75 0.90 (a) (b) 0.44 

Método 

EBQP*-N [-0.31,0.58] [-0.11,0.73] [0.22,0.89] [0.54,0.99] [0.42,0.97] [0.37,0.97] [0.16,0.87] 

BOOT-N [-0.30,0.58] [-0.10,0.73] [0.21,0.90] [0.51,1.00] [0.40,0.98] [0.36,0.98] [0.13,0.90] 

JACK-N [-0.34,0.61] [-0.13,0.76] [0.20,0.91] [0.53,0.99] [0.40,0.98] [0.35,0.99] [0.12,0.90] 

BOOT-P [-0.30,0.57] [-0.13,0.70] [0.16,0.83] [0.46,0.93] [0.34,0.90] [0.30,0.91] [0.01,0.77] 

BOOT_B [-0.33,0.55] [-0.16,0.68] [0.13,0.82] [0.45,0.93] [0.32,0.90] [0.28,0.90] [0.01,0.77] 

EBQP*-N [-0.24,0.52] [-0.04,0.68] [0.28,0.85] [0.58,0.96] [0.46,0.93] [0.42,0.94] [0.23,0.83] 

BOOT-N [-0.24,0.52] [-0.04,0.67] [0.27,0.85] [0.57,0.97] [0.45,0.94] [0.41,0.95] [0.21,0.86] 

JACK-N [-0.26,0.54] [-0.05,0.69] [0.26,0.86] [0.58,0.96] [0.46,0.94] [0.40,0.95] [0.21,0.85] 

BOOT-P [-0.24,0.51] [-0.06,0.65] [0.23,0.80] [0.52,0.91] [0.40,0.88] [0.36,0.89] [0.12,0.74] 

BOOT_B [-0.26,0.50] [-0.07,0.64] [0.21,0.80] [0.52,0.91] [0.40,0.88] [0.35,0.88] [0.12,0.75] 

EBQP*-N [-0.20,0.48] [0.00,0.64] [0.31,0.82] [0.61,0.94] [0.50,0.91] [0.45,0.92] [0.28,0.81] 

BOOT-N [-0.20,0.48] [0.00,0.64] [0.31,0.82] [0.60,0.95] [0.49,0.92] [0.45,0.92] [0.26,0.83] 

JACK-N [-0.21,0.49] [-0.01,0.65] [0.30,0.82] [0.61,0.94] [0.49,0.92] [0.45,0.92] [0.27,0.82] 

BOOT-P [-0.20,0.47] [-0.02,0.61] [0.27,0.78] [0.56,0.90] [0.45,0.87] [0.41,0.87] [0.18,0.73] 

B O O T B [-0.21,0.47] [-0.03,0.61] [0.26,0.78] [0.56,0.90] [0.45,0.87] [0.40,0.87] [0.19,0.73] 

Observação 2 : Distribuições: normal bivariada (BVN), qui-quadrado bivariada (BCS), 

normal contaminada bivariada (BCN), "three squares "(TS), (a) BCN (0.75,2,0.5), (b) BCN 

(0.75,4,0.5). Métodos: EBQP*-N = I.C. assimptoticamente normal construído com a variância 

EBQP* com correcção empírica, BOOT -N = I.C. a. normal construído com a variância de 
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bootstrap (B=250), JACK-N =I.C. a. normal construído com a variância de jacknife, BOOT-

P = I.C. construído com o percentil de bootstrap, BOOT-B = I.C. construído com o percentil 

BCa. 

Os resultados registados na tabela 4 mostram que os intervalos assimptoticamente 
A 2 

normais construídos com a variância estimada pelo método EBQP*, aE,(rw), e com a 
A 2 

variância estimada pelo algoritmo de bootstrap, aB(rw), têm, de um modo geral, ampli

tudes bastante aproximadas. 
Em amostras de pequena dimensão (n < 10), os intervalos assimptoticamente normais 

A 2 

construídos com a variância estimada pelo algoritmo de jackknife, o-j(rw), têm amplitude 

bastante superior aos intervalos construídos pelos outros métodos. Esta diferença de am-
A 2 

plitudes já era esperada como consequência de aj(rw) ser bastante superior à variância 

estimada pelos outros métodos em amostras de pequena dimensão, como é possível ob

servar na tabela 3. 

Para amostras provenientes das distribuições BVN e BCS com correlação baixa 

(p < 0.25), os intervalos construídos com percentis de bootstrap com viés corrigido BCa 

têm menor amplitude que os intervalos construídos com percentis simples de bootstrap. 

Contudo, essa tendência inverte-se quando p > 0.25. 

Em amostras provenientes das distribuições normal contaminada bivariada (BCN 

com r = 2,4 e e = 0.5) e "three squares"(TS com n > 8) os intervalos construídos com 

percentis de bootstrap com viés corrigido BCa têm maior amplitude que os intervalos 

construídos com percentis simples de bootstrap. 

De um modo geral, em amostras de dimensão n > 10 verifica-se que as amplitudes 

dos intervalos assimptoticamente normais tendem a ser menores que as amplitudes dos 

intervalos construídos com os percentis de bootstrap 
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Em amostras com dimensão n = 25 já é possível observar que os intervalos construí

dos pelos diferentes métodos apresentam diferenças muito ligeiras de amplitudes, isto 

obviamente, considerando as aproximações a duas casas decimais. 

A análise a respeito dos intervalos construídos para pw fica-se apenas pela observação 

das suas amplitudes. Recordo que não nos foi possível estudar as proporções de pw estar 

compreendido entre os limites inferior e superior do intervalo de confiança construído. 

Em Borkowf (2000) foram calculadas as proporções de cobertura para os intervalos de 

confiança construídos para pa. A seguir apresentamos algumas conclusões desse estudo 

que, na globalidade, legitimam a aplicação dos diversos métodos usados neste trabalho 

para construção de intervalos de confiança para ps. De algum modo, essas conclusões 

convidam a aplicar estes processos de construção de intervalos de confiança para outras 

estatísticas não paramétricas como, por exemplo, o coeficiente pw. 

4.3 Intervalos de confiança para ps 

Em Borkowf (2000), encontram-se registados resultados de simulações realizadas para o 

estudo das proporções do coeficiente de correlação de Spearman ps estar compreendido 

entre os limites inferior e superior de cada um dos intervalos de confiança a 90% e 

95% construídos. Estas proporções designam-se de porporções de cobertura e foram 

calculadas com base em 40 000 conjuntos de dados simulados (10 000 para n = 20, 25). 

As amostras são provenientes das distribuições apresentadas na secção 3.1 e de dimensões 

n = 5,8,10,12,15,20,25. 

Os intervalos de confiança foram construídos pelos diversos métodos descritos acima 

(foram usadas as transformações de Fisher) combinados com o uso das variâncias esti

madas pelos métodos EBQP*, bootstrap e jackknife. 

Nas tabelas apresentadas em Borkowf (2000) é possível observar que em geral, em 

amostras de dimensão (n < 8), nenhum dos métodos produz bons resultados devido ao 

facto do viés da estimação de rs tender para zero e as distribuições serem discretas. 
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Em amostras de dimensão (10 < n < 25), os intervalos de confiança assimptotica-

mente normais construídos com a variância estimada pelos métodos EBQP*, bootstrap 

(p pequeno), e jackknife formam uma cobertura sub-nominal (proporção de cobertura 

inferior ao nível de confiança do intervalo), especialmente nos intervalos a 95%. Além 

disso, intervalos de confiança assimptoticamente normais construídos com a variância 

estimada pelo método de bootstrap para p grande formam uma cobertura supra-nominal 

(proporção de cobertura superior ao nível de confiança do intervalo), devido ao facto de, 

nesse caso, a variância de bootstrap ser maior que as variâncias estimadas pelos outros 

métodos. 

Em amostras de dimensão (10 < n < 25) com distribuição BVN e BCS, os inter

valos de confiança construídos com a transformação de Fisher e variância estimada pelo 

algoritmo de jackknife formam uma cobertura ligeiramente supra-nominal para qual

quer valor de p. Os intervalos construídos com a transformação de Fisher e variância de 

bootstrap tendem a formar uma cobertura supra-nominal com o crescer da correlação p, 

enquanto os intervalos construídos com a variância estimada pelo método EBQP* e com 

transformação de Fisher formam uma cobertura nominal (proporção de cobertura muito 

próxima do nível de confiança do intervalo) para todos os valores de p. 

Intervalos construídos com o percentil simples de bootstrap tendem a formar uma 

cobertura nominal para p pequeno e uma cobertura supra-nominal para p grande. Inter

valos construídos com o percentil de bootstrap BCa formam uma cobertura ligeiramente 

supra-nominal para qualquer valor de p. 

Para distribuições suaves ( BVN e BCS ), os intervalos de confiança construídos com 

as transformações de Fisher combinadas com variância estimada pelo método EBQP* ou 

pelo algoritmo de jackknife e os intervalos construídos pelo percentil de bootstrap BCa 

são os que têm maior proporção de cobertura. 

Para a distribuição TS ou distribuições com caudas pesadas (BCN), os intervalos 

construídos com o percentil simples de bootstrap e os intervalos construídos com o uso da 

transformação de Fisher e com a variância de bootstrap apresentam maiores proporções 
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de cobertura. 
De referir que os intervalos construídos com o uso da transformação de Fisher e com 

variância estimada pelo método EBQP* tendem a ter menor amplitude relativamente aos 

intervalos com proporções de cobertura comparáveis, especialmente em valores médios 

de p. 

43 



Capítulo 5 

Conclusões gerais 

Em determinados problemas, o uso do coeficiente de correlação de ordens pw pode ser 

mais adequado do que o uso do coeficiente de correlação de Spearman ps. 

Como o leitor se deve ter apercebido, pelo levantamento de resultados relacionados 

com a distribuição dos estimadores destes coeficientes efectuado nos primeiro e segundo 

capítulos, existem muitas dificuldades ao estudar o comportamento das suas variâncias. 

Essas dificuldades são maiores, sobretudo, quando não existe independência dos dados e 

quando a distribuição dos dados é desconhecida. Assim, justifica-se o recurso a alguns 

métodos de estimação não paramétrica com vista a determinar as variâncias de raerw, 

e a construir intervalos de confiança para ps e pw. 

No que diz respeito à estimação não paramétrica da variância de rs, Borkowf (2000) 

apresenta um estudo, baseado em simulações, em que usa o método EBQP e os algorit

mos de bootstrap e jackknife. Nesse estudo também foram determinadas as proporções 

de cobertura dos intervalos de confiança para pa construídos com as variâncias estimadas 

pelos diferentes métodos. Os resultados desse estudo mostram que o método EBQP pode 

ser adaptado com sucesso na estimação da variância amostrai para rs e sugerem a apli

cação deste método para estimação da variância de outras estatísticas não paramétricas 

calculadas a partir das ordens (ranks) de amostras bivariadas. 

Tendo em consideração as conclusões do referido estudo e as dificuldades enunciadas 
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no capítulo 2 para determinar a variância de rw, desenvolvemos um estudo idêntico em que 

usamos os mesmos métodos de estimação não paramétrica com as necessárias adaptações. 

Ao contrário do estudo desenvolvido por Borkowf (2000), no nosso estudo não nos foi 

possível observar quais os métodos que fornecem os melhores resultados (excepto no caso 

de independência dos dados) e quais os intervalos de confiança com maior proporção de 

cobertura. Contudo, no nosso estudo podemos observar que a variância estimada para 

rw pelo método EBQP* é quase sempre inferior à variância estimada pelo algoritmo de 

jackknife, tal como sucede na estimação da variância de rs. Ao contrário do que se verifica 

na estimação da variância de rs, a variância estimada para rw pelo método EBQP* nem 

sempre toma valores inferiores à variância estimada pelo algoritmo de bootstrap. 

Tendo em conta os resultados obtidos nas simulações para estimação da variância de 

rw no caso de independência dos dados, sugerimos o método EBQP* e o algoritmo de 

bootstrap como os melhores métodos para estimação da variância de rw. 

Na construção de intervalos de confiança para pw podemos ser tentados a concluir 

que, dos intervalos assimptoticamente normais, o intervalo assimptoticamente normal 

construído com a variância estimada pelo método EBQP* poderá ser o que apresenta 

maior proporção de cobertura. 

Como trabalhos futuros pensamos: concluir a prova formal da normalidade assimp-

tótica da distribuição do coeficiente rw; determinar uma aproximação para a variância 

assimptótica de rw em diversas distribuições bivariadas; testar as proporções de cobertura 

dos intervalos de confiança a 90% construídos para o coeficiente pw; estender a aplicação 

de pw a amostras multivariadas e propor outros coeficientes de correlação de ordens que 

se adaptem melhor na resolução de determinados problemas. 
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Apêndice A 



Teorema 1 
n 

(Costa & Soares,2002): A soma £ ( r ( X < ) - r(Yi)f((n - r{Xi) +1) + (n - r(T4) +1)) 

é máxima quando r(Yi) = n — r(Xi) + 1 e assume o valor 
n4 + n3 — n2 — n 

Demonstração: 

Queremos provar que a permutação (Ri,..., Rn) que maximiza a expressão 

£ ( t - Rif{{n - i + i) + (n-Ri + l))= f^(i - Rif{2{n + l)-i-Ri) (Al) 

é a permutação (n,..., 1), ou seja, r(XÎ) = Ri = n — i + 1. Note-se que estamos a 

assumir r(Yi) = i, sem perda de generalidade. 

Suponhamos que (Ri, ...,Rn) não é a permutação que maximiza a soma (Al) e que 

(R[,..., R'n) é essa permutação. Existem dois inteiros le m, I < n e m < n, tal que 

iîj 7̂  i?/ e'i?^ 7̂  iïni. Seja Z = mini=iv..in {i : R[^ n —i+ 1}. Note-se que Z é o primeiro 

inteiro tal que R[ ^ n — l +1. É óbvio que R[ < Ri = n — l + 1. Consideremos m tal que 

R'm = Ri = n — l + 1. Temos a seguinte situação: 

1 2 ... Z — 1 l ... m ... n 

R n n — l ... n — l + 2 n — l + 1 ... n — m + 1 ... 1 

R' n n-1 ... n-l + 2 R[ ... n-l + 1 ... R'n 

Vamos demonstrar que se trocarmos i?J com R'm na permutação R' obtemos uma 

permutação que faz com que a soma (Al) seja maior, o que é absurdo, visto que, por 

hipótese, R' é a permutação que maximiza a soma (Al). 

Se trocarmos R[ com R^ então Ri passa a ocupar a posição R[ e R\ passa a ocupar 

a posição R'm. Tendo em atenção que m — l > 0,R[ < Ri e Z,m,.Ri,i2| < n; podemos 

concluir que: 

(Z - Rif(n -l + l + n-Rl + l) + (m- R[)2(n - m + 1 + n - R[ + 1)-

(Z - R[)2(n -l + l + n-R'l + l) + (m- R{)2(n - m + l + n - ^ + 1) 



= -(m- Z)(HJ - i2,)(4n + 4 - l-m-Ri-I%)>0. 

Isto significa que a soma (Al) é maior quando efectuamos as trocas de R[ com R'm 

na permutação R', o que é absurdo, pois por hipótese R' é a permutação que maximiza 

a soma (Al). Como esta hipótese é falsa, a permutação J? = (n,..., 1) é que maximiza a 

soma (Al). 

Para obter o valor máximo da soma, basta substituir em (Al) R{ por n — i + 1. 



Apêndice B 
* 



Teorema 2 

(Costa & Soares, 2002): Se R = (Ri, ...,Rn) e Q = (Qx,...,Qn) são vectores de 

ordens independentes, então 

i) E{rw) = 0 
31n2 + 60n + 26 

ü) i)ar(r.„,) = —, » ,—5 77 
' v y 30(n3 + n2 - n - 1) 

Demonstração: 
Vamos começar por escrever rw como combinação linear de estatísticas lineares ordi

nais. 
n £ ( i - i?r)2(2(n +1) - i - JÇ) = £ ( i 2 - £*2 - KR?)(2(n +1) - * - JÇ) 

i= l *=1 

=2(n+i)è í2-è í3+2(n+i)é^2-è^3+è í2jR:+é í i?* 
i = l i = l i = l «=1 <=1 í = 1 

-4(n + l ) è ^ = 4 ( n + l ) ^ i 2 - 2 ^ i 3 + E ^ I + E ^ 2 
Í = I i = i i= i t=i »=i 

n 

-4(n + l )E í i ? *-

n n 

O termo C = 4(n + 1) V ] * 2 ~~ 2 E ^ é c o n s t a n t e P o i s n ã o d e P e n d e d e -R* 
i = l 1=1 

Sejam (ver 2.6) , 

Tl 

52n = E í i ? Í 2 e 

t=i 
n 

i= l 
A distribuição de rw sob H0 é a mesma de 



1 6C 24(n+l) 
n ( n 3 + n2 _ n _ !) i- n(n3 + n2 _ n _ !)

 D
m 

6 6 
n ( n 3 + n 2  n  l ) Ò 2 n n(n3 + tf - n 1)Ssn ^ 

Por (2.5 i)) temos, 

E(Sln) = «22*1*12=1* . n{n + lf 
n n 4 

E(S2n) = n S ^ S k f = ^ + l)n(n + l)(2n + l) = n(n + l)2(2n+ 1) 
ran 2 6n 12 : 

£7(5^) = n I 2 k i ! 2 2 k Í = n(»+l )w(n+l ) (2n + l) = n(n+ l)2(2n + 1) 
ran 2 6ra 12 

Assim, 

JE?(rw) = 1  6 C  6 ( n + l)3n + n(n+l)2(2n + l) = 
n(ra3 + ra2  n  1) 

Portanto, se dois vectores de ordens são independentes, o valor esperado de rw é 0. 

A expressão para a variância de rw sob H0 é obtida tendo em conta que: 

VarK) = (n(n» + J-n-l))
 w ( 4

^
 + W" ~ *» " « 

( 6 \ 2 

n(n3 + n 2 _ n _ 1 ) J (16(7i + l ) W ( S l n ) + wr(S2n) + ««■($„) 
8(ra + l)«w(5 l n , S2n)  8(n + l)coi;(Sln> Ssn) + 2cov(S2n, SZn)) (B2) 



Por (2.5 ii)), considerando c{ï) = í e a{i) = i : 

var(Sin) = 
n - 1 E> !- n 

{n + iy< 

i=l 
E ' 2 - n 

(n+1) 5 

i = i 

re2(n + l ) 2 ( n - l ) 
144 

considerando c(i) = i e a(i) = i2 

var(S2n) - var(S3n) = -—-
n - 1 

E 
i = l 

•2 (« + l)5 
i2 -n-——- E'1-

i = i 

;4 _ (n + l)2(2n + l) s 

36 

" > + l ) \ , e - 3 , ^ 2 
2160 

(16nd + 1 4 n 2 - 1 9 n - l l ) . 

Por (2.5 m)) , 

cov(Sin, S2n) = cov(Sln, S3») = TT-(ri4 + 2n3 - 2n - l)n2 1 
Í44' 

Í44' ctwíS^, S'a») = T-r(n5 + 3n4 + 2n3 - 2n2 - Sn - l)n2 

Finalmente, substituindo estes resultados em (B2), obtemos a variância de rw sob a 

hipótese de independência ente dois vectores de ordens: 

var(rw) = 31n2 + 60n + 26 
30(rz3 + rc2 - n - 1) ' 
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