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Resumo

O coeficiente de correlagdo de ordens, p,, € uma estatistica proposta
recentemente (Costa § Soares, 2002) para dar resposta a determinados problemas em que
o uso do coeficiente de correlagio de Spearman, p,, ndo € muito adequado. Neste
documento elaboramos um estudo sobre a distribuigéo de r,, estimador de p,, usando
alguns métodos ndo paramétricos de estimagio. Apresentamos o método “empirical
bivariate quantile-partitioned” (EBQP) adaptado para a estimagdo da varidncia de 7, em
amostras finitas. Sdo efectuadas simulagdes que nos permitem apresentar resultados para
a varidncia de 7, e intervalos de confianga a 90% construidos para p, . Comparamos os

resultados fornecidos pelo método EBQP com os resultados fornecidos pelos algoritmos
de bootstrap e jackknife. No caso de independéncia dos dados, estes resultados

demonstram que a adapta¢do do método EBQP para a estimagdo da varidncia de 7, ¢

bem sucedida. Ao longo deste documento, paralelamente ao estudo desenvolvido para

0, » enunciamos as conclusdes de um estudo similar relativo ao coeficiente de correlagdo

de Spearman (Borkowf, 2000).



Abstract

Weighted rank correlation, p,, has been proposed recently as a statistic (Costa §

Soares, 2002) in order to answer some problems where the use of the Spearman rank

correlation , p,, is not very adequate. We study the distribution of 7, , estimator of p,

w

, using some nonparametric methods. We propose the “empirical bivariate quantile-
partitioned” (EBQP) method adapted for estimating the variance of r, for finite
samples. We present extensive simulations to study the estimation of the sample variance
of r,. We compare the results for the EBQP method with those for the bootstrap and
jackknife algorithms. In the case of independence of the variables, these results
demonstrate that EBQP method can be successfully adapted for the estimation of the

sample variance 7, . We construct 90% confidence intervals for p,, . Simultaneously to
the study developed to p,, we also present conclusions of a similar study for the

Spearman rank correlation coefficient (Borkowf, 2000).
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INTRODUCAO

Em dois artigos, (Spearman,1904) e (Spearman,1906), Spearman introduziu o coefi-
ciente de correlacdo de ordens (rankings), p,, 0 qual veio a tornar-se uma das estatisticas
nao paramétricas mais usadas em estudos nas mais diversas dreas como a Medicina,
Epidemiologia, Biologia, etc.

Fundamentalmente os coeficientes de correlagao de ordens sao medidas da tendéncia
para os valores de duas sequéncias de dados crescerem ou decrescerem conjuntamente
(coeficiente de correlagao positivo), ou para crescerem numa das sequéncias e decrescerem
na outra (coeficiente de correlagio negativo).

Os coeficientes de correlagdo de ordens fornecem informacdo complementar e, por
vezes, alternativa & que é fornecida pelo coeficiente de correlagao teérico de Pearson.
Utiliza-se quando os pares de varidveis apresentam medidas erradas, o relacionamento
entre as varidveis tende a ser monétono mas nao linear, as varidveis tomam valores de
diferentes ordens de grandeza ou sao de origem ordinal.

Ao longo do século passado até dos dias que correm, o coeficiente de correlacdo de
Spearman tem permitido resolver uma grande variedade de problemas, mas é uma es-
tatistica na qual todos as ordens (ranks) assumem a mesma importancia.

Nos iltimos anos surgiram problemas em dreas como Meta-Aprendizagem,"Information
Retrieval", Recomendacao de Sistemas, entre outras. Nestes problemas é necessédrio
atribuir maior importancia 4s ordens mais baixas, o que faz com que a utilizacdo do
coeficiente de correlagdo de Spearman p, possa ser questionada. Assim, Costa & Soares
(2002) propuseram um coeficiente de correlagio, designado por p,,, com fungdes lineares
que constituem pesos para penalizarem os erros nas ordens mais baixas.

A presente dissertacao constitui, numa primeira fase, uma compilagio de alguns re-
sultados conhecidos e aspectos mais importantes relacionados com os coeficientes p,, p,,,

e as varidncias dos seus estimadores 7, € 7y, respectivamente. Numa, fase posterior, num



estudo baseado em simulacoes, estimamos a varidncia de r,, € construfmos intervalos de
confianca a 90% para p,,. Este estudo é similar ao realizado por Borkowf (2000) para o
coeficiente de correlagio de Spearman p, e do qual nés expomos algumas conclusoes, de
forma resumida, a finalizar os terceiro e quarto capitulos.

Assim, no primeiro capitulo, é definido r, para a situacao em que existem empates
de ordens e para o caso contrdrio. Seguem-se, de forma resumida, algumas situagoes em
que é conhecida a varincia de rs.

No inicio do segundo capftulo é dado um exemplo, no campo da Meta-Aprendizagem,
em que se pretende a recomendacdo de uma sequéncia de algoritmos com vista a resolver
determinados problemas. Neste exemplo, a aplicagdo do coeficiente p,, € mais adequada
do que a aplicacdo do coeficiente p,. Posteriormente, dedica-se especial atengao a dis-
tribuicio de 7, sob a hipétese dos dois vectores de ordens serem independentes (Hp).
Também é proposto o uso de um método para estudo da distribuigao exacta de 7 sob
H,. Trata-se de um método ja usado para estudo da distribuicao de .

O terceiro capitulo foi destinado & estimagdo nao paramétrica da variéncia de 1y,
Inicialmente sio descritas as distribuices bivariadas donde sdo provenientes os conjuntos
de dados simulados. Também descrevemos os métodos de estimacgao ndo paramétrica
usados: método EBQP e os algoritmos de jackknife e bootstrap. Posteriormente sao
apresentados os resultados e as conclusdes obtidos em simulagoes efectuadas usando o
software Gauss 5.0 (Aptech Systems).

No quarto capftulo, descrevemos os métodos empregues na construgao dos intervalos
de confianca. Nestes métodos sio usados os resultados do capitulo anterior, nomeada-
mente, as varidncias de r,, estimadas pelos diferentes métodos.

As diversas conclusoes tiradas ao longo do documento, sdo reunidas num capitulo
final que resume o que se sabe a respeito do coeficiente de correlagao p,, € 0 que h4 para

estudar.



Capitulo 1

Coeficiente de correlacao de

Spearman p,

O coeficiente de correlagio p,, introduzido por Spearman (1904, 1906), tornou-se numa
das estatfsticas ndo paramétricas mais usadas. Tem sido frequente a sua utilizagdo em
estudos ligados & Medicina, Epidemiologia, Biologia, Psicologia e Ciéncias Sociais. A
seguir é definido o seu estimador r, e é elaborado um resumo acerca do que se conhece

sobre a variincia de 7.

1.1 Definicao da estatistica r;

Consideremos uma amostra de dados (z;,¥;) bivariada de dimensao n. Se substituirmos
os valores de z; pela ordem R; que lhe est4 associada tendo em conta os dados marginais
relativos a varidvel X, e procedermos de igual modo, substituindo cada y; pela respectiva

ordem ();, entao rs é definido por:

P (1.1)




Considerando D = 3 (R; — @;)?, no caso de ndo existirem ordens (ranks) marginais
i=1

repetidas obtém-se a partir de (1.1)

6D
nd—n

re= 1— (1.2)

No caso em que existem ordens marginais repetidas, a equagao ¢ ligeiramente mais
complexa. Se fx € o niimero de empates no k-ésimo grupo de empates do vector formado
pelos R;8, e se gm, € 0 nlimero de empates no m-ésimo grupo de empates do vector formado

pelos Qs entao:

Lot [P+ AT (- S+ BT a0
3

> (fE = fr) > (g — gm)

1—’°3 1- 2
n'—n n'—n

Neste caso, para calcular D, as ordens das observagdes com valores empatados sao
dadas pela média das ordens que séo atribuidas préviamente. Por exemplo, consideremos
n = 5 e os valores da varidvel X: 3.1, 4.6, 1.0, 2.3, 3.1. As ordens R;s associadas a
esta amostra sdo: 3.5, 5, 1, 2, 3.5, respectivamente. A ordem das duas observagoes de
valor 3.1 resulta da atribuicio prévia da ordem 3 e da ordem 4 a estas observagoes e
posterior cslculo da média: 3% = 3.5.

Note-se que no caso em que nao existem empates a equacao (1.3) reduz-se a (1.2).

A seguir apresentamos algumas situacoes em que € conhecida a variincia de 7.

1.2 Variancia de 7,

Seja r, 0 estimador de p, e n a dimensdo da amostra. Em determinadas condigoes
especiais sdo conhecidas férmulas para a estimagao da variancia de r, em amostras finitas.

Sen =2, F(z,y) a fungdo distribuicdo bivariada, entao:
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var(rs) =1 —[BE(r,)]*. (1.4)
No caso de independéncia dos dados, por Pearson (1907), temos:

var(rs) = n—i_l (1.5)

Assim, no caso de independéncia, a variancia assimptdtica de 7, € dada por:

n

0%(ry) = lim var(y/nrs) = lim

Jim —— = 1 (1.6)
Neste caso, é de referir que, a partir de Randles & Wolf (1979), podemos concluir a
normalidade assimptética da distribuicao de 7.
Considerando agora o caso de nio independéncia, para a distribuicao normal bivari-
ada (BVN) com correlaio p , Moran (1948) ao escrever o estimador do coeficiente de

correlagdo de Spearman 7, da seguinte forma:

12 (S — gn(n — 1)?)

s = n(n?—1) ’ (1)
em que
n n L]
S = le:l ZIH(:::i—a:j)H(y@-—ym), (18)
=1 j=1m=
com H(t) tal que:
0 se t<0
H(t) = , (1.9)
1 se t>0

determina E(r,) através do célculo de E(S).

Ainda para a distribuigao normal bivariada (BV N), usando o mesmo método, Kendall
(1949) determina uma aproximagao para E(S?), que por sua vez, permitiu obter uma
aproximagdo polinomial para a variéncia assimptética oa(r;). A aproximagio é ym

polinémio de grau 8 cujos monémios sao poténcias de base p e expoentes pares.



Posteriormente, Fieller et al.(1957) obtém uma melhor aproximagio polinomial que a de
Kendall para ¢2(r;). A aproximacio é um polinémio de grau 12 cujos monémios Sao
poténcias de base p e expoentes pares.

Para outras distribuicdes bivariadas, Borkowf (2002) usa o método de Kendall (1949)
para determinar o2(r,). A varidncia assimptética de r, & escrita como funcdo de cinco
esperancas de fungdes distribuigao conjuntas e funcoes distribuigdo marginais.

Infelizmente, este método é de dificil aplicacdo pois envolve numerosos cdlculos de
valores esperados. Por outro lado, este método ndo pode ser usado quando a distribuicao
dos dados é desconhecida. Justifica-se assim o estudo e aplicagdo de alguns métodos de
estimacdo ndo paramétrica da varidncia de ry que se encontram em Borkowf (2000). No
capftulo 3 deste trabalho apresentamos um estudo idéntico para um outro coeficiente de
correlacdo de ordens (rankings), o coficiente p,,.

No capitulo que se segue apresentamos motivacao para o estudo do coeficiente p,, €

alguns resultados relacionados com a distribuigao do seu estimador 7.



Capitulo 2

Coeficiente p,,

Iniciamos este capitulo com um exemplo, na Meta-Aprendizagem. Para recomendagcao de
algoritmos com vista a resolver determinados problemas, tem-se em conta os desempen-
hos desses algoritmos na resolugio de problemas do género dos que pretendemos resolver
(tempo de resolugdo, poténcia do CPU). Esses desempenhos sdo avaliados previamente.
Por vezes os algoritmos recomendados falham por falta de meméria ou "bugs"de software,
o que obriga a que seja recomendado um conjunto de alternativas. Por isso, a recomen-
dagéo de algoritmos consiste em ordenar os algoritmos de acordo com os desempenhos
esperados, formando sequéncias de algoritmos que constituem, cada uma, um método
para a resolucao do problema.

Para avaliar o melhor método, a estratégia passa por considerar os vectores das ordens
como um todo. Os coeficientes de correlagio entre o vector das ordens dos algoritmos
que compde cada um dos métodos a propor e o verdadeiro vector das ordens permite
concluir qual dos vectores estd em maior conformidade com o verdadeiro vector das
ordens. Contudo, o uso do coeficiente de correlacio de Spearman nao é o mais adequado
pois assume que todos as ordens séo igualmente importantes. Isso nao é verdade na
recomendacao de algoritmos pois algoritmos cujas ordens sdo mais baixas tém maior
probabilidade de serem experimentados. Portanto, os erros nas ordens mais baixas tém

maior impacto do que os erros nas ordens mais elevadas. Dai resulta a necessidade da

9



utilizacdo do coeficiente de correlagio p, (Costa § Soares, 2002) para atribuir maior
penalizacdo aos erros em ordens mais baixas.

Posteriormente apresentamos resultados conhecidos sobre a distribuicao do estimador

¥iso

2.1 Exemplo de aplicacao do coeficiente p,,

Suponhamos que temos um verdadeiro vector de ordens (r(X1), r(Xs), ..., 7(X10)) de
10 algoritmos (A; a Ajp) para resolver um determinado problema. Este vector de ordens
(ranking) é obtido por ordenagdo dos desempenhos de cada algoritmo na resolugdo do
problema (tabela 1). Queremos saber qual dos vectores fornecidos por dois métodos

distintos (M; e M) mais se aproxima do verdadeiro vector das ordens.

Tabela 1: O verdadeiro vector das ordens e os vectores a recomendar

My M
Algoritmos  r(X;) r(Yi) r(Z) (r(X) —r(Y))? (r(X) —r(Z))?
A 1 2 3 1 4
As 2 i & 1 9
As 3 4 2 1 1
Ay 4 6 1 4 9
As 5 5 6 0 1
Asg 6 3 4 9 4
Aq 7 8 7 1 0
As 8 9 8 1 0
Ag 9 10 9 1 0
A 10 74 10 9 0

10



Usando o estimador do coeficiente de correlagdo de Spearman 75, calculado a partir

da seguinte expressao:

6 _(r(X) —r(¥))?

nd—n

7y= 1 " (2.1)

obtém-se os resultados r, = 0,8303 para M, e r, = 0,8303 para My, o que significa
que os vectores (r(¥1), 7(¥2), -, (Y1) e (r(Z1), 7(Z2), - r(Zy0)) sdo igualmente
boas aproximagoes para o verdadeiro vector de ordens (r(X31), r(X2), ..., T(X10))-

Contudo, pela observagio directa dos vectores de ordens fornecidos por M; e Ma,
verifica-se que nas ordens mais baixas o vector associado a M; aproxima-se melhor ao
verdadeiro vector de ordens. Como algoritmos com ordens mais baixas tém maior
probabilidade de serem experimentados, parece-nos que a melhor sugestdo é o método
M,;. Assim temos uma situagdo em que o coeficiente de correlacao de Spearman nao
permite sugerir o melhor método. Para a resolucao deste problema justifica-se a utiliza¢ao
de um coeficiente de correlacio que penalize os erros nas ordens mais baixas.

Costa & Soares (2002) propuseram um novo coeficiente de correlagao , designado por

rw , em que a distdncia entre duas ordens (ranks) é:

WD? = (r(X;) — r(¥2)*((n — r(Xa) + 1) + (n — r(¥) + 1)) (2:2)

que ¢ diferente da distancia entre duas ordens considerada no célculo do coeficiente
de correlacao de Spearman:

D} = (r(X;) - r(¥))? (2.3)

Observe-se que o termo ((n — 7(X;) + 1) + (n — 7(¥;) + 1)) em (2.2) representa a
importéncia das ordens 7(X;) e r(¥;).
Na tabela 2 sio calculadas as novas distancias entre a ordem r(X;) e as ordens r(Y;)

e T'(Zi).

11



Tabela 2: Novas distdncias entre as ordens.

M, M,

Algoritmos  r(X;) r(Y;) D? wWD?  r(Z) D? W D?
Ay 1 2 1 19 3 4 72
Ag 2 1 1 19 ] 9 135
As 3 4 1 15 2 1 17
Ay 4 6 4 48 1 9 153
As d ) 0 0 6 1 11
Ag 6 3 9 117 4 4 48
Ay T 8 1 7 7 0 0
Asg 8 9 1 5 8 0 0
Ag 9 10 1 3 9 0 0
Ajp 10 7 9 45 10 0 0

Com base nos dados registados na tabela 2 e usando o estimador do coeficiente p,,,

caleulado a partir da seguinte expressao (Costa & Soares, 2002):

6 (r(X:) —r(¥a)*((n — r(Xa) + 1) + (n —r(¥) + 1))

i=1
Tw =1- n4+n3—n2—n 3 (24)

obtemos os resultados 7, = 0,846832 para o método M; e 1, = 0,75978 para o

12



método M,. Isto significa que o vector de ordens (ranking) associado a M; é melhor que
o vector de ordens associado a M, o que estd em conformidade com a observagao directa
dos vectores.

O teorema seguinte garante-nos que ry, SO toma valores compreendidos entre -1 e 1,

tal como acontece com 7.

Teorema 1

(Costa & Soares,2002): A soma i(r(X,—) —r(Y))2((n—r(X:) +1) + (n—r(¥3) +1))
= nt+nd—n?2—-n

3

6 maxima quando r(Y;) = n — r(X;) + 1 e assume o valor

A demonstracio deste teorema (Apéndice A) encontra-se em Costa & Soares ( 2002)
Na seccao seguinte apresentamos alguns resultados conhecidos respeitantes & dis-

tribuicao de ry,.

2.2 Distribuicao de 7,

Nesta seccio vamos estudar a distribuicdo de 7. Este estudo reporta-se sobretudo &
hipé6tese de independéncia entre os dois vectores de ordens (hip6tese Hp). No final da
seccdo, tecemos algumas consideragdes sobre o comportamento da varidncia de 7, para
o caso da nao independéncia dos dois vectores de ordens.

Comecamos por designar R; = r(X;) , @i =r(Y;) , R = (Ry, ..., Rn) o primeiro
vector de ordens e Q = (Q1, ..., @n) 0 segundo vector de ordens. Para determinar o valor
esperado e a varidncia de 7, é necessario recorrer a alguns resultados sobre estatisticas

de ordens, apresentados em Randles & Wolf (1979) que passo a enunciar:

13



n

Se S = Zc(z’)a(R;) é uma estatistica de ordens (ranks) em que as constantes
i=1
a(1), ..., a(n) sdo scores , ¢(1),...,c(n) constantes de regressio e R* = LBY; wer il ] &

uma ordenacdo aleatéria, entao:

i) E(S)=rtna
i) wvar(S) = X [Z(C(ﬂ) - 3‘)2] [Z(“U) - 6)2] (2.5)

Jj=1

em que S’ = Zc’(z) a'(RY)

i=1
Com estes resultados & possivel provar o seguinte teorema:

Teorema 2

(Costa & Soares, 2002): Se R = (Ry,...,R,) e Q = (Q1,...,@n) sdo vectores de
ordens independentes, entao

i) E(ry)=0
31n? 4 60n + 26
30(n3 +n?—n—1)

i) var(ry) =

A demonstragio deste teorema (Apéndice B) encontra-se em Costa & Soares ( 2002).
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Considerando

n

Sin = Y iR} (2.6)

i=1
n

Son = Z ?'R:Q

i=1

n
B = 9 B
i=1

podemos escrever:

& 1 Faat PN e (n+1)*n(2n +1)
Ty = n4+n3—n2—n[(n +n*—n—n)—24 5 (2.7)
2 1 2
+12£Ef-—)— + 24(n + 1)(S1n — E(S1n))
1 3

248U (55, — B(S2n) — 6(5n — B(Sye)) = nln+ 1) (20 + 1)

o que nos permite concluir (Costa & Soares, 2002):
Tw _ Sln = E(Sln) b S2n. - E(S2n) San 5= E(S3n) (2.8)

var(ry) = vvar(Sia) e v/ var(San) i vvar(Ss,)

em que:
30
n 24/ ==
T
AL
o0V 31

1 /30

= "0\ 31

quando . — 00.

Em Randles & Wolfe (1979) ¢ provado que as distribui¢des das estatisticas:

Sln - E(Sln)
‘UGT'(Sln) ’

15



S?n - E(SZn) e
v var(San)
SSn - E(S3n)
Vvar(Ssy,)
se aproximam da distribui¢ao N(0, 1) quando n — oo.

Em Billingsley (1978, p4g.288), encontram-se resultados que nos permitem garantir

que:
Sin — E(S1n) 120
T =ap———————=—"— N(0,—),
' v/ var(Sin) ( 31 )
San — E(Son) 1
Ty =b,——r—=—" — N(0, 5=
’ \var(San) =M 8370) 5
San — E(Ssn) 1
Ty = cp———o-—"on— — N0, ==
R R T

Portanto, r—\/_—;__'"—— escreve-se como combinacgdo linear de estatisticas que sao as-
simptoticamentevgglggua?is. Contudo, as estatfsticas 71, Tz, T3 séo dependentes entre si e,
no caso de dependéncia, torna-se mais dificil concluir que a estatistica —\/_Tw: segue
uma distribuigio N(0, 1). ooy

Existe uma conjectura, baseada em simulagdes, que aponta nesse sentido. Em Costa &
Soares (2002) encontra-se estimada a distribuigéo de r,, com base em amostras aleatdrias
de um milhdo de permutagdes. Apés a comparagio entre os valores estimados para os
quantis mais importantes e os da distribuicio N(0,1) verifica-se que existem pequenas
diferencas. As diferencas tendem a ser menores a medida que se aumenta a dimensao
da amostra. No entanto, a demonstracio tedrica da normalidade assimpté6tica de ry, nao
est4 ainda conclufda (ver Costa & Soares,2002).

Fizemos algumas tentativas para estender o estudo do comportamento da varidncia
assimptdtica de r,, para além da hipétese de independéncia dos dois vectores de ordens
(ranks). Para isso, usamos o método desenvolvido por Kendall (1949) para determinar
uma aproximagio polinomial para oZ(rs), no sentido de determinar uma aproximacao

para o2(r,) em amostras provenientes da distribuicao normal bivariada. Contudo os
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calculos tornam-se extremamente fastidiosos, devido ao facto, de a variancia de r,, ser
igual 4 varidncia da combinagio linear de estatisticas do tipo S (1.8). Refira-se que
estas estatisticas sdo dependentes entre si, 0 que nos cria maiores dificuldades. O mesmo
sucede quando se desenvolve o método de Borkowf (2002), no sentido de determinar uma
aproximacao para 02(ry), para outras distribuicoes bivariadas.

Na sec¢do 2.3 propomos um método para estudar a distribuicio de r,, sob a hipétese

de independéncia entre os dois vectores de ordens.

2.3 Meétodo para determinar a distribuicao exacta de

ry SOb Hy

Existem métodos para determinar a distribui¢do exacta de r,, sob Hy baseados na con-
tagem de permutacdes. Estes métodos caracterizam-se por serem exaustivos, 0 que 08
torna pouco razodveis no que confere ao tempo necessério para obtengio de resultados.

Seguindo o racfocinio descrito em Wiel et al. (2001) para estudar a distribuicdo de
Ts, apresentamos um método que nos permite determinar a distribui¢ao de r,, sob Hp
numa amostra de dimensdo n. Neste método, a fungdo geradora de probabilidades da
estatfstica em estudo representa-se através do permamente (’determinante sem sinal’) de
uma matriz cujas entradas sio monomios.

O permanente de uma matriz quadrada Anx, com entradas a;; define-se:

per(4) = 3 [ avtrs (29)

O'Es'n.
em que S, denota o grupo de permutacdes em {1,2,....n}.

Tendo em consideracéo (2.4), para estudar a distribuicdo exacta de r,, sob a hipGtese
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de independéncia (Hp) & necessério estudar a distribuicao de:

Dun =Y _(1(8) = a())*(2n +2 — 0 (d) = 7(2)) (2.10)

i=1
com o, T € S,. Sob a hipétese de independéncia dos vectores de ordens (rankings) a
distribuicao de D,y coincide com a distribuicao de:
n
D= (i—0(:))*(2n+2-0(i) —9) (2.11)

i=1

Ao estudar a distribuicdo de D%, basta ter em conta que (M.A. Wiel et al., 2001):

o0
1
ZP(D;n =k).a* = —per(A), (2.12)
0 n:
COIIl
Ayj = al=3V(nt2--) - yg > 0 (2.13)

Exemplificando, para n = 4 temos:

a a a
a’? U,O (],5 alﬁ
A= (2.14)
G,24 a5 aU a3
(145 alﬁ 0.3 U,O

Através da ’Package Algebra’ do Maple obtemos:
per(A) =1 +a® +a + a* +a® + 2.6 + 0¥ + 2.0¥ + a® + 2.0 +2.a%0 + 2.0% +

2.7 + a8 + 3.a% + a'%.
Podemos entao concluir que:

P(D:, =0y =%, P(D4y=1) =...= P(D}, =5) =0,

1
4
P(D:, =6)= 4, P(D;, =24) = 2., P(D;, =90)= 2 e P(D;,, = 100) = 5
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donde:

P(ry, = 1) = P(D}, = 0) = 3, P(ry = 0.88) = P(D:, = 6) = 3, P(rw =
0.52) = P(D%y = 24) = 2,..., P(ry = —08) = P(Dyr = 90) = 2 e P(ry, = 1) =
P(D:,, =100) = 4.

Para n > 10 ndo nos foi possfvel calcular o permanente de matrizes, com entradas
monomiais, através da 'Package Algebra’ do Maple. Em Wiel et al. (2001) é apresentado
um algoritmo para célculo de permanentes de matrizes de maiores dimensoes. Devido as
dificuldades enunciadas na seccio anterior, o capitulo que se segue foi reservado para a

estimagao nio paramétrica da variéncia de 7.
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Capitulo 3

Variancia de ry € 75

Neste capitulo abordamos alguns métodos de estimacio ndo paramétrica e aplicamos
esses métodos para estimar a varidncia de r,,. Este trabalho é andlogo ao realizado em
Borkowf (2000) para estimar a varidncia de 7, € do qual apresentamos as principais
conclusdes extraidas na secgao 3.5. Na seccdo 3.4 apresentamos os resultados obtidos nas
simulactes que efectuamos. Em ambos os estudos, os conjuntos de dados simulados s&o

provenientes de diversas distribuigoes bivariadas que definimos na secgao que se segue.

3.1 Algumas distribui¢ées bivariadas de interesse

Para estudar o comportamento da varidncia de r,, consideramos algumas distribuicoes
bivariadas. Sdo usadas amostras provenientes das distribuigdes: normal bivariada (BV' N)

de médias 0, variancias 1, correlacdo p, com fungao densidade de probabilidade

1 _ =2+ 2—2 LY
f@,p,p) = — e (3.1)
27y/1 — p?

qui-quadrado bivariada usual (BCS); normal contaminada bivariada (BCN) com

parimetros p,7, €; e "Three-Squares"(7'S).
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Recordamos ao leitor que, se (X,Y) segue a distribuicao normal bivariada usual
(BVN(p)) entdo (X2,Y?) segue a distribuiio qui-quadrado bivariada usual (BC'S) com
correlacio p? (Kotz et al., 2000), (X, €¥) segue a distribuigéo lognormal bivariada (BLN)
com correlagio p e (|X]|,|Y|) segue a distribuigdo semi-normal bivariada (BHN) com
correlagio p. Se (X,Y) segue a distribuicho BV N(p) usual e W' & tal que: W = 7 ou
W = 1, com P(W = 7) = ¢, entdo (WX, WY) segue a distribuicao BCN(p,,¢€) (no
estudo foram considerados p = 0.75 ; 7 = 2,4 e ¢ = 0.5 ). A funcio densidade de
probabilidade desta distribuicao é:

oo,y 0) = (1= )f(@,,0) + 5. L p); BEE)

em que f(z, ¥, p) é a funcao densidade de probabilidade da distribuicao BV N(p) usual
definida em (3.1). Note-se que esta distribui¢do corresponde a ter uma mistura de duas
distribuicdes normais e permite-nos obter algumas conclusoes acerca do comportamento
de 1, em distribuicdes de caudas pesadas.

Foi ainda considerada a distribui¢io T'S com densidade 3 em cada um dos trés
quadrados ([0, 1] x [0,1],]3,2] x]2,1] e]2,1] x]3, 3]). Nesta distribuicdo, as varidveis
marginais X e Y seguem cada uma a distribuigdo uniforme em [0, 1] e sdo dependentes
com p = 3. A distribuigdo T'S (Borkowf et al., 1997) é representativa de situacoes em que
os dados podem ser agrupados (3 grupos) e observa-se frequentemente em estudos da Psi-
cologia Experimental e em estudos epidemiolégicos. Esta distribuicao foi definida com
o objectivo de demonstrar potenciais comportamentos estranhos de certas estatisticas
calculadas a partir de dois vectores de ordens (ranks). Estes comportamentos estranhos
reflectem-se no facto de as ordens (ranks) baixas, médias, e elevadas associadas as ob-
servacoes de X corresponderem sempre a ordens baixas, elevadas, e médias associadas as
observacoes de Y, respectivamente.

Em consequéncia da distribui¢do de r,, ser invariante por transformacoes mondétonas

das distribuicdes originais marginais dos dados, o estudo do comportamento de 7, em
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distribuices como BLN (p) e BHN (p) reduz-se ao estudo do comportamento deste coefi-
ciente em amostras provenientes das distribuicdes BV N(p) e BCS(p?), respectivamente.
Pelo facto de 02(ry,) = 0%(—7,,) nés estudamos o comportamento de r,, nas distribuigdes
BV N e BCS para correlagdes nao negativas (p > 0).

A seguir é apresentado o método EBQP ("empirical bivariate quantile-partitioned")

(Borkowf et al., 1997) adaptado para a estimacéo da variancia de r,, em amostras finitas.

3.2 Meétodo EBQP para estimacio da varidncia de
TT.U

Suponhamos que temos um conjunto de dados bivariados (X;,Y;) (i =1, ..., n) indepen-
dentes e identicamente distribuidos cuja funcdo de distribuigdo ¢ F(z,y). Sejam G(z),
H(y) funcdes de distribuido marginais; G(zly), H (y|z) fungdes de distribuigdo condi-
cionadas e ﬁ‘(.’c, Y), é\}’(a:) e ff (y) fungdes de distribuicdo empiricas. Note-se que:

A

1 n
F(z,y) =~ I{Xi<aYi <y}, (33)
i=1

em que I {.} ¢ a funcao indicatriz.

Consideremos R; e S; ordens (ranks) marginais das observagdes (X;,Y:). Sejam
[i1s ey fhy € V1, ..., Ve OTdens marginais distintas dos dados (X;,Y;), respectivamente. Note-
se que quando ndo hd dados marginais com valores repetidos temos: R, = né(X,;);
oy = nI/;’(Yi); p = k; vy =1; r = ¢ =n. Para o caso em que existem dados marginais
com valores repetidos podemos ter r < n, ¢ < n e, neste caso, y;, € v, Nao Sao0 neces-
sariamente inteiros.

Definem-se as proporcoes marginais cumulativas como:

1 n
’Yk=HiZ=I:I{RiSHk}
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1 n
==Y I{S;<w}.
nz‘:l

Denote-se: os quantis populacionais de X e Y’ correspondentes s propor¢des marginais
cumulativas por & = G 1(v,) e ¥, = H'(n,); as proporgoes cumulativas por ¢y =
F(&,,1,) e as proporgdes condicionais por vy = G(Exlt) e My = H(4|€x)-

A seguir sdo definidas as células da tabela EBQP {ru}(k=1,..,r;l=1,..,c) por:

Ti = P — D1y — Pr—1) T Pr-1)0-1).

Portanto, 7y designa a probabilidade:

P{&oy < X <&)N(a <Y < )}

A
As proporgoes cumulativas empiricas {¢>k,} e as células da tabela EBQP {1’1\-,‘,1} po-

dem ser calculadas a partir das ordens das observagoes por:

b=+ S T{Rs Smn} 1{S: < nm) (3.4

=1

A A A
Tt = ff’k: -1y — Pr-1) T Pr-1)0-1). (3.5)

Refira-se que as células {é\rk;}formam uma tabela EBQP esparsa de dimensao r X c.

Podemos agora estimar as proporgdes condicionadas por (Borkowf, 2000):

k
%u [ th-l- Z Ti(1+1)

T4l i=1 7F+(t+1 i=1
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111 l A 1 l A
A
Mk =5 [~ Thi + 77— Zﬂ(kﬂ)i]

Mg+ i=1 T(k+1)+ i=1
com
T
A N
T+ = § il
i=1
e

c
A A
T+ = E Tk -

j=1

Em Borkowf & al. (1997) encontra-se a prova de que:

E (gkz) — Py

A A
CO’U(\/’H%u \/ﬁqbij) — )\{1 k%)\ij (3.6)
em que n — 00, )\{; = [ =M —’qu) ) A?} =1L, T —”Yi|j) €
| oz = ¢5kl¢’ij) (Pt — Brrvi) (Prn — ¢kﬂ?j)

(¢’mj = 7k¢ij) (o = WT) (¢’kj - ’Yk“’?j) : (3.7)
(P, — mcbij) (i — nY:) (= 7?17?3;)

!
i

com m = min {i, k} en = min {j, !} . Todas estas definicbes e férmulas sao necessérias
para as estimacdes que se seguern.
Estamos agora em condigdes de estimar var(ry,) tendo em consideragao que :
D*

'w:l_ ) 5
" 6n3+n2—n—1 (3.8)
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com
* A —1 5  — . 2 —_— ' — .
D = ,,;Ezl (R; — S:))*(2n+2— R; S;) (3.9)

T c
= >3 (e —w)*@n+2— e — )T
k=1 l=1
Esta tltima igualdade e as duas férmulas que se seguem foram obtidas da mesma
forma como foi obtida a férmula para estimagdo da variéncia de 5 pelo método EBQP
(Borkowf, 2000), ainda que, com as necessdrias adaptagoes para 7.

O valor esperado e a varidncia de r,, calculam-se por:

6 Z Z(»u'k —v)*(2n +2 — = V)T

k=1 I=1

var(y/nD*)

n3 +n? —n—1)2

var(v/nry,)=36 (

™ c i c

Z Zz Z(P"k —u)?(2n+2 — e — ) (1 — vi)(2n +2 — p; — Vj)cw(\/ﬁ’:'\rkl, \/ﬁ%ij)

k=1 i=1 i=1 j=1

= 36
(n®+n? —n—1)=2

(3.11)

As covaridncias da expressdo (3.11) sdo estimadas usando (3.6) e a relagdo (3.5).

Denota-se a vari4ncia de r,, fornecida pelo método EBQP por 32E(rw). De acordo com
Borkowf (2000), a estimacio da varidncia de 7 fornecida pelo método EBQP pode ser
melhorada com uma correc¢do empirica. Segundo o mesmo autor, a correcgao deve-se

a0 relacionamento entre a distribuicio assimptética normal para as tabelas EBQP e a
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distribuicio assimptotica hipergeométrica multivariada (MXH) (Borkowf et al., 1997) ,
de onde & obtida a correccio exacta baseada no caso de independéncia dos dados
(Borkowf , 2000).

Para a estimacio da varidncia de r,, nds efectuamos a mesma correcgdo. Designamos
por EBQP* o método EBQP com a COITecgan empmca e por a;(\/ﬁrw) a variincia

estimada pelo método EBQP*, que é dada por crE.,(\/_ Nry) =0 E(f Wl

3.3 Algoritmos de bootstrap e jackknife para esti-
macao da variincia de 7y

Vamos considerar dois outros métodos para estimagao da varidncia de r,, em amostras
finitas: os algoritmos de bootstrap e jackknife. O algoritmo de bootstrap envolve pro-
cessos de reamostragens com substitui¢do do conjunto de dados {(X;,Y;)} por um novo
conjunto {(X},Y;*)}.

O processo repete-se B vezes (B = 250 € um valor razodvel). Em cada repeticéo é
gerado um conjunto {(X () ifb)) }, onde é calculado 7% (b). A seguir calcula-se a média

(]

e a variancia de 1, através das férmulas (Efron & Tibshirani , 1993):

B
2
0 g(Tw) = =5 12 ra(b) —7o]. (3.12)

b=1

2
A , . . .
0 p(rw) & usado para estimar a variancia de 7y

O algoritmo de jackknife envolve a eliminagéo sucessiva de observagdes. Em cada
repeticao é criado um novo conjunto de dados com a i-ésima observagdo eliminada e

calcula-se r#(i) (i = 1,...n). A seguir determina-se a média e a variancia de jacknife por
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(Efron &Tibshirani, 1993):
_# _ .1_ - s
= L3

i=1

n

Bre) = 2213 [t 7] (3.13)

1 i=1

. ' i T ~ . &
Assim, ¢ ,(rw) pode ser usado para estimar a variancla de r,. Na seccao seguinte sao
apresentados os valores da varifincia de /T, fornecidos pelos algoritmos de bootstrap

e jackknife e pelos métodos EBQP e EBQP*.

3.4 Resultados da estimacao da variincia de r,, obti-
dos em simulacoes

Nas simulagoes que efectuamos foi usada a linguagem de programacio do software Gauss
5.0 (Aptech Systems). Estimamos a varidncia de \/nr, em amostras finitas (n =
5,8, 10,12, 15,20 e 25) provenientes das distribuicdes bivariadas apresentadas na secgao
3.1 e correlacdo p ~ 0, 0.25, 0.5, 0.75, 0.9. As varidncias de /nr,, foram estimadas
pelos métodos EBQP, EBQP*, bootstrap ( com B = 250) e jackknife.

Para cada distribuicdo bivariada combinada com cada uma das dimensoes da amostra
foram simulados 40 000 conjuntos de dados (10 000 para n = 20,25), a que se seguiu a
estimacio pontual de p,, e as estimagdes da variéncia de v/nry fornecidas por 32_5(\/ﬁrw),
32. (v/nrw), Gi(ﬁrw), e 32B(ﬁrw) com B = 250. Para a distribuigao normal bivariada,
no caso de independéncia dos dados, também calculamos o valor da varidncia correcta,
o2(y/nry). As varidncias estimadas foram aproximadas a duas casas decimais. Na tabela

3 estdo registados os resultados obtidos.
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Tabela 3

Variancias de y/n7,, estimadas em amostras provenientes de algumas distribuigdes bivariadas®

n  Método
5 EBQP
EBQP*
BOOT
JACK

o*(v/nruw)

8  EBQP
EBQP*
BOOT
JACK

o?(v/nru)

10 EBQP
EBQP*
BOOT
JACK

o?(v/nrw)

12 EBQP
EBQP*
BOOT
JACK

o*(v/nrw)

BVN

0.00

1.02
1.27
1.08
2.10
1.27

1.07
1.23
1.12
1.63
1.17

1.08
1.20
1.12
1.50
1.14

1.08
1.18
112
1.41
1.12

BVN

0.25

0.98
1.22
1.03
2.01

1.02
1.16
1.06
1.54

1.02
1.13
1.07
1.41

1.01
1.11
1.06
1.32

BVN

0.50

0.85
1.06
0.90
1.73

0.84
0.96
0.90
1.25

0.81
0.90
0.88
L.11

0.80
0.87
0.87
1.04

Distribuigao(p)
BVN BVN BCS BCS
0.75 090 025 0.0
059 034 1.00 094
0.74 042 126 1.17
0.66 042 1.056 097
1.17 064 2.04 187
051 024 1.06 0.96
058 0.28 1.21 1.10
0.60 033 109 100
0.74 033 1.58 1.41
047 020 106 0.95
052 023 1.17 1.06
0.56 0.28 1.09 0.99
063 026 145 1.28
045 0.18 1.06 0.95
0.49 020 115 1.03
053 025 1.09 099
056 0.22 137 121

28

BCS
0.75

0.74
0.93
0.79
1.45

0.71
0.81
0.76
1.01

0.68
0.75
0.74
0.90

0.66
0.73
0.72
0.83

BCS BCN

0.90

0.49
0.61
0.55
0.91

0.41
0.46
0.48
0.56

0.37
0.41
0.44
0.47

0.34
0.37
0.40
0.41

(a)

0.60
0.75
0.66
1.18

0.55
0.63
0.63
0.80

0.51
0.57
0.59
0.68

0.49
0.54
0.56
0.62

BCN
(b)

0.63
0.79
0.68
1.26

0.61
0.69
0.67
0.89

0.59
0.66
0.65
0.80

0.58
0.64
0.64
0.74

TS
0.44

0.89
1.11
0.97
1.97

0.90
1.03
1.01
1.46

0.88
0.98
1.00
1.29

0.85
0.93
0.97
1,17



Tabela 3: (continuagio)

BVN
0.00

n Método
15  EBQP 1.08
EBQP* 1.15
BOOT 1.12
JACK 1.33

a?(y/nry)  1.10

20 EBQP  1.07
EBQP* 113
BOOT  1.10
JACK 125

o?(\/nry) 108

95 EBQP  1.06
EBQP* 111
BOOT  1.09
JACK  1.20

o?(y/nry) 107

BVN BVN
0.25 0.50
1.01 0.78
1.08 0.84
1.06 0.84
1.25 0.96
1.00 0.76
1.05 0.80
1.03 081
1.16 0.88
0.98 0.74
1.02 0.7
1.02 0.78
1.11 0.83

Distribuicao(p)
BVN BVN BCS

0.75

0.42
0.45
0.49
0.50

0.38
0.40
0.44
0.44

0.36
0.38
0.41
0.40
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0.90

0.16
Q.17
0.21
0.18

0.13
0.14
0.17
0.14

0.12
0.12
0.15
0.13

0.25

1.05
1.13
1.09
1.29

1.05
1.10
1.08
1.22

1.04
1.08
1.07
B

BCS
0.50

0.94
1.01
0.98
1.14

0.92
0.97
0.95
1.06

0.92
0.96
0.95
1.03

BCS
0.75

0.65
0.69
0.70
0.77

0.62
0.65
0.66
0.71

0.61
0.63
0.64
0.67

BCS
0.90

0.31
0.34
0.37
0.36

0.29
0.30
0.33
0.32

0.27
0.28
0.31
0.29

BCN
(a)

0.46
0.50
0.53
0.56

0.44
0.46
0.49
0.50

0.42
0.43
0.46
0.46

BCN
(b)

0.56
0.60
0.61
0.68

0.55
0.58
0.59
0.63

0.54
0.56
0.57
0.60

TS
0.44

0.82
0.88
0.94
1.06

0.77
0.81
0.88
0.94

0.74
0.77
0.84
0.86



Observagido 1 : Distribuicies: normal bivariada (BVN), qui-quadrado bivariada (BCS),
normal contaminada bivariada (BCN), "three squares"(TS), (a) BCN (0.75,2,0.5), (b) BCN
(0.75,4,0.5). Métodos: EBQP = varidncia EBQP, EBQP*= varidncia EBQP com correcgao
empfrica, BOOT = varidncia bootstrap (B=250), JACK = varidncia jackknife. Os valores da
tabela sdo as médias das varidneias calculadas para 40 000 conjuntos de dados (10 000 para

n=20,25). o?(\/nry) designa a varidncia correcta.

Os dados registados na tabela 3 mostram que a varidncia estimada pelo método
EBQP, 32(\/7_171[,), é sempre inferior As varidncias estimadas pelos outros métodos.

Para a distribuicio normal bivariada usual (BVN(p)), se p S 0.5 observa-se que a
variancia estimada pelo método EBQP*, 32}5 (v/nry), é quase sempre maior do que a
varidncia estimada pelo algoritmo de bootstrap, 323(\/51%). No entanto, se p 2 0.5 e
n > 10, S'ZE*(\/T_LTW) é quase sempre menor do que Si(ﬁrw).

Para a distribuigdo qui-quadrado bivariada usual (BCS(p?)), se p S 0.75 e n > 8
verifica-se que 325 (v/nry) € quase sempre maior do que 323(\/51‘10). Contudo, se p 2 0.75
e n 2 10 entdo 32}5 (v/nry,) tende a ser menor do que 323(\/5%).

Em amostras provenientes das distribuigdes bivariada contaminada normal (BCN
com 7 = 2,4 e ¢ = 0.5) e "three squares"(T'S) a variéncia estimada pelo algoritmo de
bootstrap é maior do que 325* (v/nry) para n > 10.

De um modo geral, a variancia estimada pelo algoritmo de jackknife o%(+/nr,,) é maior
do que 32',3 (v/nry) € 323(\/57'“,), com excepcao de amostras com n 2, 8 e correlagoes altas
(p =~ 0.9), nas quais, ng(ﬁrw) é ligeiramente maior do que gi(ﬁrw). Também verifica-
se que, em amostras de pequenas dimensdes (n < 8), o algoritmo de jackknife fornece
valores para o2(,/nr,,) bastante superiores aos fornecidos pelos outros métodos.

De referir, que na distribui¢do BV N, para o caso de independéncia dos dados (p = 0),
se n < 12 entdo o método EBQP* produz melhores resultados que os outros métodos.

Para 12 < n < 25 constata-se que as varidncias estimadas pelo algoritmo de bootstrap e
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pelo método EBQP* sdo a que mais se aproximam de ¢*(y/nr,,) por valores superiores.
Neste caso, podemos afirmar que o método EBQP* foi adaptado com sucesso para a
estimacdo de 7,. Para as outras situactes ndo nos foi possivel comparar as variancias
estimadas pelos diferentes métodos com a varidncia correcta, o*(y/nry,), por esta ndo ser
conhecida.

A seguir enunciamos algumas das conclusdes de um trabalho idéntico para estudo da

varidncia do estimador do coeficiente de correlacao de Spearman .

3.5 Andlise dos resultados obtidos na estimacgao da

varidncia de 7

Em Borkowf (2000) é possivel encontrar um estudo do comportamento da varidncia do
coeficiente de correlacio de Spearman p,, em amostras finitas. O estudo foi efectuado em
amostras de dimensao n = 5, 8, 10, 12, 15, 20, 25, e correlagao p ~ 0, 0.25, 0.5, 0.75, 0.9.
No estudo foram usadas amostras provenientes das distribui¢oes apresentadas na secgao
3.1.

As variéncias de r, foram estimadas pelos métodos EBQP, EBQP*, bootstrap (com
B = 250) e jackknife nas mesmas condi¢oes em que foram estimadas as varidncias de 7,
na seccao anterior. Este estudo é mais completo do que o apresentado para a variincia
de r,, pois apresenta mais alguns resultados. Entre esses resultados destaca-se a média
das varidncias simuladas baseadas em 10 repeticGes de 1 000 000 de conjuntos de dados
simulados.

Observou-se que 0 método EBQP* estima quase sempre com maior preciséo o%(y/nrs)
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em amostras finitas do que os algoritmos de bootstrap e jackknife. Os valores fornecidos
pelo método EBQP* séo aproximadamente iguais ou ligeiramente superiores aos valores
correctos o2(+/nirs). Em amostras de pequenas dimensdes, as varidncias estimadas a partir
do método EBQP silo inferiores as varidncias correctas o2(y/nrs). Contudo, para corre-
lagdes altas ou n grande pode acontecer que o método EBQP estime melhor o?(/n7s)
que o método EBQP*.

A estimacéo da varidncia obtida pelo algoritmo de bootstrap aproxima-se da variincia
correcta para p pequeno e n grande, mas fornece resultados bastante superiores 4 varidncia
correcta quando p é grande e n pequeno. Isso é consequéncia do facto dos processos de
reamostragens originarem muitas repetigdes nas ordens associadas aos dados marginais,
o que faz diminuir o viés da estimacao, aumentando assim, a varidncia estimada.

A varié,hcia de r, estimada pelo algoritmo de jackknife, tal como sucede ao estimar a
variéncia de 7, € quase sempre superior as varidncias estimadas pelo método EBQP* e
pelo algoritmo de bootstrap (excepto em amostras com correlagoes altas).

Em suma, na generalidade das amostras desse estudo, verificou-se que o método
EBQP* fornece melhores estimativas para a varidncia de rs do que os algoritmos de
bootstrap e jackknife.

N#o nos é possivel afirmar que o método EBQP* fornece melhores estimativas para
a variancia de r,. No entanto & de salientar o facto de, & semelhanca do que acontece
para a variancia de rs, os valores estimados pelo método EBQP* serem quase sempre
inferiores aos valores estimados pelo algoritmo de jackknife e ligeiramente inferiores ou,
por vezes, ligeiramente superiores aos valores estimados pelo algoritmo de bootstrap.

No capiftulo 4 abordamos alguns métodos de construgao de intervalos de confianga em

que usamos os valores da varidncia de r,, estimados neste capftulo.
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Capitulo 4

Intervalos de confianca para p,, e p,

Numa primeira fase deste capftulo descrevemos alguns dos métodos que usamos para
construir intervalos de confianca. Posteriormente, apresentamos intervalos de confianca
a 90% para p,, A finalizar o capftulo, analisamos os resultados obtidos num estudo

similar para o coeficiente p, realizado em Borkowf (2000). Em particular, sdo analisadas
as proporcoes do coeficiente de correlagio de Spearman p, estar compreendido entre os
limites inferior e superior de cada um dos intervalos de confianca. Estas proporgoes
vamos designé-las por porporcoes de cobertura dos intervalos de confianca e podem ser
interpretados como um indicador dos melhores métodos para construir intervalos de con-
fianca para p,. Refira-se que ndo nos foi possivel realizar um estudo idéntico para os
intervalos construidos para p,, por desconhecimento dos valores esperados para r,, nas

distribuigoes estudadas.

4.1 Meétodos para construgao de intervalos de confi-
anca para p,,

Neste capftulo sdo construidos intervalos de confianga a 90% para o coeficiente p,, nas
mesmas distribuicoes bivariadas para as quais estimamos a varidncia de r,, na tabela 3.

Um dos intervalos de confianca construfdos é o assimptoticamente normal, simétrico, a
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(1 — a)100% que é da forma r,, F ®~1(1 - %)é\r(rw), em que ® é a fungao de distribuicao
de N(0,1). Refira-se que ao construir estes intervalos estamos a assumir que 7., segue
uma distribui¢do que se aproxima da normal e embora haja indicagdes nesse sentido, a
prova formal estd por concluir (secgdo 2.2).

Na, construcio dos intervalos assimptoticamente normais usamos os valores de 32 i)
fornecidos pelo método EBQP*e pelos algoritmos de bootstrap e jackknife, abordados no
capitulo anterior.

Em amostras de pequena dimensio e valores de r,, préximos de F1,0s intervalos de
confianca podem ter limites inferior ou superior ndo pertencentes ao intervalo [—1, 1].
Este problema pode ser resolvido usando as transformacoes de Fisher. Ao aplicar essas
transformacoes considera-se:

£, = arctanh(p,,)

¢, = arctanh(ry,).

O intervalo de confianca ¢ da forma &, + \/%tb‘l(l — %)é\r(sﬁ,). Contudo, nao foi
possfvel aplicar este método devido ao desconhecimento do valor 3‘(5/:,,) Sempre que nos
surgiram limites inferiores ou superiores nio pertencentes ao intervalo [—1, 1] adoptamos
o procedimento usual para truncatura, ou seja, truncamos em 1 ou -1, consoante o caso,
e alteramos o outro limite.

Em outro dos métodos aplicado na construgiao dos intervalos de confianca a (1 —
a)100% é usado o conjunto das estimativas de bootstrap {r;,(b)} b =1, ..., B. Ordenam-
se as estimativas {r(b)}, b = 1,..., B e depois célculam-se os percentis de bootstrap
correspondentes a § e 1 — § (& usada interpolagao linear), que sdo os limites inferior

2
*(1—g))

. . ‘ s ; o *(5
e superior do intervalo, respectivamente. O intervalo é entéo: (rw("’),rw em que

2@ designa o percentil de ordem 100.r das réplicas de bootstrap r% (1), ..., r%(B). Por

*(0.05) T;(o.gs))

exemplo, se B = 2000 e a = 0.1, entdo o intervalo é (1w , 0 qual contém os

valores compreendidos entre o centésimo e o 1900-ésimo valores ordenados do conjunto
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{r:(®}, b=1,...,2000.
Neste estudo sao construidos intervalos de confianca através dos percentis de bootstrap

com viés corrigido BC, (Efron & Tibshirani, 1993). O intervalo é (ru wen) pre2)y com:

[Zo + (I)_l(%)]
Q{%+ﬂ—a%+® g]}

()
o — " [zo-i—(I) H1 - %)] } |
5 = ‘b{ o+ [ %))] ) (4.1)

1"‘(1(2?0'1"1) (1

03]

em que o valor para a correcgao do viés 2’0 é obtido directamente a partir da propor¢ao

das réplicas de bootstrap menores do que o valor de r,, estimado inicialmente,

20 =®! {; S {I {r(b) < o} + I{r (b) = r,,,}} } , (4.2)

b=1

A S . ~ . ~ .
e a, que representa a razao de variacdo do desvio-padrao de r, relativamente a p,,

Szt @
6| 2 () - rty] |

k=1

pode ser estimado por:

Q>
Il

Note-se que para estimar 20 recorre-se as amostras de bootstrap e para estimacao de

A " . "
a recorre-se as amostras de jackknife.

4.2 Intervalos de confianca para p,

Nesta seccio apresentamos os intervalos de confianca a 90% para p,, que se encontram
na tabela 4. Estes intervalos foram construidos a partir dos resultados otidos nas
simulacdes para estimar a varidncia de r, (capftulo 3). Os extremos dos intervalos foram

aproximados a duas casas decimais.
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Tabela 4

n

10

12

Intervalos de confianca a 90% para p,, construfdos por diversos métodos®

Método
EBQP*-N
BOOT-N
JACK-N
BOOT-P
BOOT B

EBQP*.N
BOOT-N
JACK-N
BOOT-P
BOOT B

EBQP*-N
BOOT-N
JACK-N
BOOT-P

BOOT B

EBQP*-N
BOOT-N
JACK-N
BOOT-P

BOOT B

BVN
0.00

:0.77,0.77]
[-0.75,0.74]
[-0.99,0.98]
[-0.57,0.86]
[:0.64,0.62]

[-0.62,0.63]
[-0.60,0.61]
[-0.71,0.72]
[-0.53,0.67]
[-0.59,0.58]

[-0.55,0.56]
[-0.54,0.55]
[-0.62,0.62]
[-0.50,0.59]
-0.54,0.53]

[-0.51,0.51]
[-0.50,0.50]
[-0.56,0.55]
[-0.47,0.53]
[-0.50,0.49)

Distribuicao(p)

BVN
0.25

[-0.55,0.95)
-0.52,0.92]
[-0.87,1.00]
[-0.44,0.93]
-0.55,0.77]

[-0.39,0.82]
-0.37,0.80]
[-0.48,0.91]
[-0.37,0.80]
[-0.44,0.73]

[-0.32,0.76]
[-0.31,0.75]
:0.38,0.82]
[-0.32,0.73]
[-0.37,0.69]

[-0.27,0.71]
[-0.26,0.70]
[-0.31,0.75]
[-0.28,0.68]
[-0.31,0.66)
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BVN
0.50

[-0.33,1.00]
-0.29,1.00]
[10.62,1.00]
[-0.27,0.97]
[-0.43,0.88]

[-0.10,0.97)
[-0.10,0.97]
-0.19,1.00]
[-0.16,0.89)]
[-0.24,0.85]

[-0.02,0.91]
[-0.03,0.92]
[-0.07,0.96]
[-0.09,0.85]
[-0.14,0.84]

[0.02,0.87]
[0.02,0.88]
[-0.01,0.91]
[-0.04,0.81]
[-0.07,0.79]

BVN
0.75

[-0.20,1.00]
[-0.20,1.00]
[-0.17,1.00]
0.00,0.99]
-0.24,0.96]

0.24,1.00]
0.20,1.00]
[0.16,1.00]
[0.16,0.97]
[0.07,0.95]

[0.31,1.00]
[0.29,1.00]
(0.28,1.00]
[0.23,0.94]
0.19,0.93]

0.39,0.99]
[0.35,1.00]
[0.36,1.00]
0.29,0.92]
[0.26,0.91]

BVN
0.90

[0.34,1.00]
[0.29,1.00]
[0.24,1.00]
[0.30,1.00]
[0.01,0.99]

[0.52,1.00]
[0.45,1.00]
[0.49,1.00]
[0.45,0.99]
0.34,0.99]

[0.60,1.00]
[0.53,1.00]
[0.58,1.00]
[0.52,0.98]
[0.47,0.98]

(0.65,1.00]
[0.58,1.00]
[0.63,1.00]
[0.57,0.98]
[0.55,0.97]



Tabela 4 (continuagao)

n

10

12

Método
EBQP*-N
BOOT-N

JACK-N
BOOT-P
BOOT_B

EBQP*-N
BOOT-N
JACK-N
BOOT-P

BOOT_B

EBQP*-N
BOOT-N
JACK-N
BOOT-P

BOOT_B

EBQP*-N
BOOT-N
JACK-N
BOOT-P
BOOT_B

BCS
0.25

[-0.64,0.90]
[-0.60,0.86]
[-0.92,1.00]
-0.48,0.90]
[-0.58,0.72]

[-0.48,0.75]
[-0.46,0.73]
[-0.57,0.84]
[-0.43,0.76]
[-0.50,0.68]

[-0.41,0.69]
[-0.40,0.67]
[-0.47,0.75]
[-0.39,0.68]
[-0.44,0.63]

0.36,0.64]
[-0.35,0.63]
[-0.41,0.68]
[-0.35,0.63]
[-0.39,0.60]

BCS
0.50

[-0.45,1.00]
[-0.40,0.98]
-0.77,1.00]
[-0.36,0.95]
0.50,0.83]

[-0.28,0.88]
-0.26,0.87]
[-0.36,0.96]
[-0.28,0.84]
[-0.36,0.78]

[-0.21,0.83]
[-0.20,0.82]
[-0.26,0.88]
[-0.22,0.79]
[-0.28,0.75]

0.16,0.78]
[-0.15,0.77]
[-0.20,0.82]
[-0.18,0.74]
[-0.22,0.71]

37

Distribuicao(p)

BCS
0.75

[-0.20,1.00]
[-0.16,1.00]
[-0.40,1.00]
[-0.14,0.98]
-0.34,0.93]

[0.04,1.00]
[0.04,1.00]
[-0.04,1.00]
[-0.01,0.93]
[-0.11,0.90]

[0.13,0.97]
0.12,0.97]
[0.09,1.00]
[0.06,0.90]
[-0.01,0.87]

0.17,0.93]
[0.16,0.94]
[0.14,0.96]
[0.10,0.87]
[0.06,0.85)

BCS
0.90

[0.14,1.00]
[0.13,1.00)
[0.01,1.00]
[0.14,1.00]
[0.12,0.98]

[0.34,1.00]
0.29,1.00]
[0.29,1.00)
[0.28,0.98]
[0.17,0.96]

(0.42,1.00]
[0.39,1.00]
[0.40,1.00]
[0.35,0.96]
0.30,0.95]

[0.49,1.00]
[0.45,1.00]
[0.48,1.00]
[0.41,0.95]
[0.38,0.94]

BCN
(a)

0.01,1.00]
[0.01,1.00]
0.17,1.00]
(0.01,0.99]
[-0.22,0.96]

[0.21,1.00]
[0.18,1.00]
[0.13,1.00]
[0.14,0.96]
0.04,0.94]

[0.30,1.00]
[0.27,1.00]
[0.25,1.00]
[0.22,0.94]
[0.17,0.93]]

[0.37,1.00]
[0.34,1.00]
[0.33,1.00]
0.27,0.92]
0.24,0.91]

BCN
(b)

[-0.01,1.00]
[-0.01,1.00]
[-0.20,1.00]
[0.02,0.99]
[-0.21,0.96]

[0.19,1.00]
[0.16,1.00]
0.11,1.00]
0.13,0.97]
[0.03,0.95]

(0.26,1.00]
[0.24,1.00]
[0.21,1.00]
[0.20,0.95]
[0.13,0.93]

[0.32,1.00]
[0.30,1.00]
[0.28,1.00]
[0.24,0.93]
[0.20,0.92]

TS
0.44

[-0.32,1.00]
[-0.34,1.00]
[:0.65,1.00]
[-0.39,0.92]
[-0.49,0.80]

[-0.07,0.98]
[-0.11,1.00]
[-0.20,1.00]
[-0.24,0.85
[-0.31,0.79]

0.02,0.94]
[-0.01,0.98]
[-0.04,1.00]
[-0.14,0.81]
[-0.19,0.79]

[0.00,0.91]
[0.05,0.94]
[0.04,0.95]
[-0.07,0.79]
[-0.10,0.78]



Tabela 4 (continuagao)

n

15

20

25

Método
EBQP*.N
BOOT-N
JACK-N
BOOT-P
BOOT_B

EBQP*-N
BOOT-N
JACK-N
BOOT-P

BOOT B

EBQP*-N
BOOT-N
JACK-N
BOOT-P
BOOT_B

BVN
0.00

[-0.45,0.45]
[-0.45,0.44]
[-0.49,0.48]
[-0.43,0.46]
[-0.45,0.44]

[-0.39,0.39]
[-0.38,0.38]
[-0.41,0.41]
[-0.37,0.39]
[-0.39,0.38]

[-0.34,0.34]
-0.34,0.34]
0.36,0.36]
[-0.33,0.35]
[-0.34,0.34]

Distribuicgo(p)

BVN
0.25

[-0.30,0.74]
[-0.29,0.74]
[:0.33,0.78]
[-0.31,0.70]
[-0.33,0.68]

[-0.14,0.60]
[-0.14,0.60]
[-0.16,0.62]
[-0.16,0.58]
[-0.17,0.57]

[-0.10,0.56]
[-0.10,0.56]
[-0.11,0.57]
[-0.11,0.54]
[-0.12,0.54]
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BVN
0.50

[0.08,0.83)
[0.07,0.83]
[0.05,0.85]
[0.02,0.78]
0.00,0.77]

[0.14,0.78]
[0.14,0.79]
[0.13,0.80]
0.10,0.74]
0.09,0.73]

[0.18,0.75]
[0.18,0.75]
[0.17,0.76]
[0.15,0.71]
[0.14,0.71]

BVN
0.75

[0.43,0.96]
0.41,0.98)
0.42,0.97]
[0.35,0.90]
[0.34,0.90]

[0.49,0.92]
[0.47,0.94]
[0.48,0.93]
[0.42,0.88]
[0.42,0.88]

[0.52,0.90]
[0.51,0.91]
[0.51,0.91]
[0.47,0.86]
[0.47,0.86)

BVN
0.90

[0.69,1.00]
[0.65,1.00]
[0.69,1.00]
[0.62,0.96]
0.63,0.97)

[0.74,0.99]
[0.71,1.00]
[0.74,0.99]
[0.68,0.95]
[0.69,0.96]

[0.77,0.97]
[0.75,0.99]
[0.76,0.98]
[0.72,0.95]
[0.73,0.95]



Tabela 4 (continuagio)

Distribuigéo(p)
BCS BCS BCS BCS BCN BCN TS
0.25 0.50 0.75 0.90 (a) (b) 0.44
n  Método
15 EBQP*N [-0.31,0.58] [0.11,0.73] [0.22,0.89] [0.54,0.99] [0.42,0.97] [0.37,0.97] [0.16,0.87]
BOOT-N [-0.30,0.58] [-0.10,0.73] [0.21,0.90] [0.51,1.00] [0.40,0.98] [0.36,0.98] [0.13,0.90]
JACK-N [-0.34,0.61] [-0.13,0.76] [0.20,0.91] [0.53,0.99] [0.40,0.98] [0.35,0.99] [0.12,0.90]
BOOT-P  [-0.30,0.57] [-0.13,0.70] [0.16,0.83] [0.46,0.93] [0.34,0.90] [0.30,0.91] [0.01,0.77]
BOOT B [-0.33,0.55] [-0.16,0.68] [0.13,0.82] [0.45,0.93] [0.32,0.90] [0.28,0.90] (0.01,0.77]
90 EBQP*N [-0.24,0.52] [-0.04,0.68] [0.28,0.85] [0.58,0.96] [0.46,0.93] [0.42,0.94] [0.23,0.83]
BOOT-N [-0.24,052] [-0.04,0.67] [0.27,0.85] [0.57,0.97] [0.45,0.94] [0.41,0.95] [0.21,0.86]
JACK-N [-0.26,0.54] [-0.05,0.69] [0.26,0.86] [0.58,0.96] [0.46,0.94] [0.40,0.95] [0.21,0.85]
BOOT-P  [-0.24,0.51] [-0.06,0.65] [0.23,0.80] [0.52,0.91] [0.40,0.88] [0.36,0.89] [0.12,0.74]
BOOT B [-0.26,0.50] [-0.07,0.64] [0.21,0.80] [0.52,0.91] [0.40,0.88] [0.35,0.88] [0.12,0.75]
95 EBQP*N [-0.20,0.48] [0.00,0.64] [0.31,0.82] [0.61,0.94] [0.50,0.91] [0.45,0.92] [0.28,0.81]
BOOT-N [-0.20,0.48] [0.00,0.64] [0.31,0.82] [0.60,0.95] [0.49,0.92] [0.45,0.92] [0.26,0.83]
JACK-N [-0.21,0.49] [-0.01,0.65] [0.30,0.82] [0.61,0.94] [0.49,0.92] [0.45,0.92] [0.27,0.82]
BOOT-P [0.20,0.47] [-0.02,0.61] [0.27,0.78] [0.56,0.90] [0.45,0.87] [0.41,0.87] [0.18,0.73]
BOOT B [-0.21,0.47] [-0.03,0.61] [0.26,0.78] [0.56,0.90] [0.45,0.87] [0.40,0.87] [0.19,0.73]

Observacio 2 : Distribuicées: normal bivariada (BVN), qui-quadrado bivariada (BCS),
normal contaminada bivariada (BCN), "three squares”(TS), (a) BCN (0.75,2,0.5), (b) BCN
(0.75,4,0.5). Métodos: EBQP"-N = I.C. assimptoticamente normal construido com a varidncia

EBQP* com correcgdo empirica, BOOT -N = I.C. a. normal construido com a varidncia de
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bootstrap (B=250), JACK-N =I.C. a. normal construtdo com a varidncia de jacknife, BOOT-
P = I.C. construido com o percentil de bootstrap, BOOT-B = I.C. construido com o percentil
BC,.

Os resultados registados na tabela 4 mostram que os intervalos assimptoticamente
normais construfdos com a varidncia estimada pelo método EBQP*, 32}5 (rw), € com a
varidncia estimada pelo algoritmo de bootstrap, 325(rw), tém, de um modo geral, ampli-
tudes bastante aproximadas.

Em amostras de pequena dimensio (n < 10), os intervalos assimptoticamente normais
construfdos com a variéncia estimada pelo algoritmo de jackknife, Si(rw), tém amplitude
bastante superior aos intervalos construfdos pelos outros métodos. Esta diferenga de am-
plitudes j4 era esperada como consequéncia de gi(rw) ser bastante superior & variincia
estimada pelos outros métodos em amostras de pequena dimenséo, como & possivel ob-
servar na tabela 3.

Para amostras provenientes das distribuigoes BVN e BCS com correlagdo baixa
(p < 0.25), os intervalos construidos com percentis de bootstrap com viés corrigido BC,
tém menor amplitude que os intervalos construidos com percentis simples de bootstrap.
Contudo, essa tendéncia inverte-se quando p 2 0.25.

Em amostras provenientes das distribuigdes normal contaminada bivariada (BCN
com 7 = 2,4 e ¢ = 0.5) e "three squares"(T'S com n 2 8) os intervalos construfdos com
percentis de bootstrap com viés corrigido BC, tém maior amplitude que os intervalos
construfidos com percentis simples de bootstrap.

De um modo geral, em amostras de dimensdo n 2 10 verifica-se que as amplitudes
dos intervalos assimptoticamente normais tendem a ser menores que as amplitudes dos

intervalos construidos com os percentis de bootstrap
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Em amostras com dimensdo n = 25 j4 é possivel observar que os intervalos construi-
dos pelos diferentes métodos apresentam diferencas muito ligeiras de amplitudes, isto
obviamente, considerando as aproximagcoes a duas casas decimais.

A anélise a respeito dos intervalos construidos para p,, fica-se apenas pela observagao
das suas amplitudes. Recordo que néo nos foi possivel estudar as proporgoes de p,, estar
compreendido entre os limites inferior e superior do intervalo de confianga construfdo.

Em Borkowf (2000) foram calculadas as proporgdes de cobertura para os intervalos de
confianga construidos para p,. A seguir apresentamos algumas conclusdes desse estudo
que, na globalidade, legitimam a aplicagéo dos diversos métodos usados neste trabalho
para construcdo de intervalos de confianca para p,. De algum modo, essas conclusoes
convidam a aplicar estes processos de construgio de intervalos de confianca para outras

estatfsticas ndo paramétricas como, por exemplo, o coeficiente p,,.

4.3 Intervalos de confianga para p,

Em Borkowf (2000), encontram-se registados resultados de simulagoes realizadas para o
estudo das proporcdes do coeficiente de correlagdo de Spearman p, estar compreendido
entre os limites inferior e superior de cada um dos intervalos de confianca a 90% e
95% construidos. Estas proporcbes designam-se de porpor¢des de cobertura e foram
calculadas com base em 40 000 conjuntos de dados simulados (10 000 para n = 20, 25).
As amostras sdo provenientes das distribuigoes apresentadas na sec¢ao 3.1 e de dimensoes
n=5,8,10,12, 15,20, 25.

Os intervalos de confianca foram construidos pelos diversos métodos descritos acima
(foram usadas as transformagoes de Fisher) combinados com o uso das variéncias esti-
madas pelos métodos EBQP*, bootstrap e jackknife.

'Nas tabelas apresentadas em Borkowf (2000) é possivel observar que em geral, em
amostras de dimensao (n < 8), nenhum dos métodos produz bons resultados devido ao

facto do viés da estimacao de r, tender para zero e as distribui¢oes serem discretas.
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Em amostras de dimensao (10 < n < 25), os intervalos de confianca assimptotica-
mente normais construfdos com a variancia estimada pelos métodos EBQP*, bootstrap
(p pequeno), e jackknife formam uma cobertura sub-nominal (proporcdo de cobertura
inferior ao nivel de confianca do intervalo), especialmente nos intervalos a 95%. Além
disso, intervalos de confianga assimptoticamente normais construidos com a varidncia
estimada pelo método de bootstrap para p grande formam uma cobertura supra-nominal
(proporgao de cobertura superior ao nivel de confianca do intervalo), devido ao facto de,
nesse caso, a varincia de bootstrap ser maior que as varidncias estimadas pelos outros
métodos.

Em amostras de dimensdo (10 < n < 25) com distribuicgo BVN e BCS, os inter-
valos de confianga construfdos com a transformagio de Fisher e variancia estimada pelo
algoritmo de jackknife formam uma cobertura ligeiramente supra-nominal para qual-
quer valor de p. Os intervalos construidos com a transformagao de Fisher e varidncia de
bootstrap tendem a formar uma cobertura supra-nominal com o crescer da correlacgao p,
enquanto os intervalos construidos com a variéncia estimada pelo método EBQP* e com
transformacio de Fisher formam uma cobertura nominal (proporgéo de cobertura muito
préxima do nivel de confianga do intervalo) para todos os valores de p.

Intervalos construidos com o percentil simples de bootstrap tendem a formar uma
cobertura nominal para p pequeno e uma cobertura supra-nominal para p grande. Inter-
valos construfdos com o percentil de bootstrap BC, formam uma cobertura ligeiramente
supra-nominal para qualquer valor de p.

Para distribuicbes suaves ( BV.N e BC'S ), os intervalos de confianca construidos com
as transformagcdes de Fisher combinadas com variéncia estimada pelo método EBQP* ou
pelo algoritmo de jackknife e os intervalos construidos pelo percentil de bootstrap BCa
sdo 0s que tém maior proporcdo de cobertura.

Para a distribuicdo T'S ou distribuicdes com caudas pesadas (BCN), os intervalos
construfdos com o percentil simples de bootstrap e os intervalos construidos com o uso da

transformacéo de Fisher e com a variancia de bootstrap apresentam maiores proporgoes
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de cobertura.

De referir que os intervalos construfdos com o uso da transformagao de Fisher e com
variancia estimada pelo método EBQP* tendem a ter menor amplitude relativamente aos

intervalos com proporcoes de cobertura compardveis, especialmente em valores médios

de p.
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Capitulo 5

Conclusoes gerais

Em determinados problemas, o uso do coeficiente de correlagdo de ordens p,, pode ser
mais adequado do que o uso do coeficiente de correlacéo de Spearman p,.

Como o leitor se deve ter apercebido, pelo levantamento de resultados relacionados
com a distribui¢do dos estimadores destes coeficientes efectuado nos primeiro e segundo
capftulos, existem muitas dificuldades ao estudar o comportamento das suas variancias.
Essas dificuldades sio maiores, sobretudo, quando nao existe independéncia dos dados e
quando a distribui¢do dos dados é desconhecida. Assim, justifica-se o recurso a alguns
métodos de estimaciio ndo paramétrica com vista a determinar as varidncias de 75 € T,
e a construir intervalos de confianca para p, e p,,.

No que diz respeito & estimagio ndo paramétrica da variéncia de s, Borkowf (2000)
apresenta um estudo, baseado em simulagoes, em que usa o método EBQP e os algorit-
mos de bootstrap e jackknife. Nesse estudo também foram determinadas as proporgoes
de cobertura dos intervalos de confianca para p, construidos com as varidncias estimadas
pelos diferentes métodos. Os resultados desse estudo mostram que o método EBQP pode
ser adaptado com sucesso na estimagio da variancia amostral para 7y e sugerem a apli-
cacdo deste método para estimacio da varidncia de outras estatisticas nao paramétricas
calculadas a partir das ordens (ranks) de amostras bivariadas.

Tendo em consideracio as conclusdes do referido estudo e as dificuldades enunciadas
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no capitulo 2 para determinar a variéncia de r,,, desenvolvemos um estudo idéntico em que
usamos os mesmos métodos de estimacdo nio paramétrica com as necessérias adaptagoes.

Ao contrério do estudo desenvolvido por Borkowf (2000), no nosso estudo néo nos foi
possivel observar quais os métodos que fornecem os melhores resultados (excepto no caso
de independéncia dos dados) e quais os intervalos de confianga com maior proporgao de
cobertura. Contudo, no nosso estudo podemos observar que a variéncia estimada para
rw pelo método EBQP* é quase sempre inferior & varidncia estimada pelo algoritmo de
jackknife, tal como sucede na estimagéo da varidncia de rs. Ao contrario do que se verifica
na estimacio da varidncia de 75, a varidncia estimada para 7, pelo método EBQP* nem
sempre toma valores inferiores & varidncia estimada pelo algoritmo de bootstrap.

Tendo em conta os resultados obtidos nas simulagdes para estimagao da varincia de
r, 10 caso de independéncia dos dados, sugerimos o método EBQP* e o algoritmo de
bootstrap como os melhores métodos para estimagao da varidncia de .

Na construgéo de intervalos de confianca para p,, podemos ser tentados a concluir
que, dos intervalos assimptoticamente normais, o intervalo assimptoticamente normal
construido com a varidncia estimada pelo método EBQP* poderd ser o que apresenta
maior propor¢ao de cobertura.

Como trabalhos futuros pensamos: concluir a prova formal da normalidade assimp-
tética da distribuicio do coeficiente r,; determinar uma aproximagao para a varidncia
assimptética de r,, em diversas distribui¢bes bivariadas; testar as proporcoes de cobertura
dos intervalos de confianca a 90% construidos para o coeficiente p,,; estender a aplicagao
de p,, a amostras multivariadas e propor outros coeficientes de correlagao de ordens que

se adaptem melhor na resolugio de determinados problemas.
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Apéndice A



Teorema 1
L

(Costa & Soares,2002): A soma Z(’F(X,;) —r(Y))2((n—r(Xi) + 1)+ (n—r(Yi) +1))
= nt4n® —n?

3

—-n

é méxima quando 7(Y;) =n — r(X;) + 1 e assume o valor

Demonstracao:

Queremos provar que a permutacao (R, ..., B,) que maximiza a expressdo

n n
Y E—RP((n—i+l)+(n-R+1)=) (i-R)P@2n+1)-i-R) (Al
i=1 i=1

é a permutacdo (n,...,1), ou seja, 7(X;) = R; = n — i+ 1. Note-se que estamos a
assumir 7(Y;) = i, sem perda de generalidade.

Suponhamos que (Ry, ..., R,) néo é a permutagao que maximiza a soma (A1) e que
(Ry,..., R;) € essa permutacdo. Existem dois inteiros I e m, I < n e m < n, tal que
R, # R, € R, # Rn. Seja | = min;—y . {i: R} # n—1+ 1}. Note-se que [ é o primeiro
inteiro tal que Rj # n— 1+ 1. E 6bvio que R, < R; = n— 1+ 1. Consideremos m tal que

Rl = Ry =n—1+1. Temos a seguinte situagao:

1 2 -1 l m e n
R nn-1 . n—-Il4+2 n-04+1 .. n—-m+1 .. 1
Rnn-1 .. n—-0l+2 R w m=Il4+1 .. R,

Vamos demonstrar que se trocarmos R] com R/, na permutacio R’ obtemos uma
permutacao que faz com que a soma (Al) seja maior, o que é absurdo, visto que, por
hipétese, R' € a permutagéo que maximiza a soma (A1).

Se trocarmos R; com R, entao R; passa a ocupar a posigao R] e R) passa a ocupar
a posicao R;,. Tendo em atencédo que m — I > 0,R} < R, e l,m,R;, R} < n; podemos
cqncluir que:

(—R)*n—I+14+n—-R+1)+(m—-R)*n-m+1+n—R +1)—

(I-R)?*n—-14+14+n-R+1)+(m—R)?(n—m+1+n—R+1)



=—(m—I(R—R)(4n+4—-1l-m—-—R —R) >0.

Isto significa que a soma (A1) é maior quando efectuamos as trocas de R} com R’
na permutagéo R', o que é absurdo, pois por hipétese R’ é a permutagéo que maximiza
a soma (A1). Como esta hipétese & falsa, a permutagio R = (m, ..., 1) é que maximiza a
soma (Al).

Para obter o valor méximo da soma, basta substituir em (Al) R;porn—i+1.
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Teorema 2

(Costa & Soares, 2002): Se R = (By,...Rn) ¢ Q= (Q1,-..,@n) séo vectores de

ordens independentes, entao

nais.
n

E(ry) =0
31n? + 60n + 26

T 30(m+n2—n-1)

var(ry)

Demonstragao:

Vamos comeqar por escrever T, como combinagao linear de estatisticas lineares ordi-

Y (- ER)*2n+1) —i—R) = zﬂ:(iz — R - 2iR})(2(n+1) —i— RY)
i=1 i=1
=2(n+ 1)iz‘2 = Zn:z'3+ 2(n+ 1)iR;;2 - iRﬁ +Zn:i2R2‘ +Zn:7:R:2
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
—4(n+ 1)zn:z'R;r =4(n+ 1)Xn:z"2 - 2ii3+i121{; +§ﬂ:m;2
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
—4(n + 1) i iRy, |
=1

n n
O termo C = 4(n+1) Z 2 —2 Zi” é constante pois nao depende de R*.
i=1 i=1

Sejam (ver 2.6) ,

Sin=) iR},

i=1

S2n = i’iR:d €

=1
n
Son =Y 2R
3n — gie
=1

P
A distribuicao de 7y, sob Hp é a mesma de



6C 24(n+1)
nnP+n?—n—1)  n@md+n2—n-1)

6 6
“n(n3+n2——n—1)32n_n(n3+n2—n-1)

Sln,

i

San (B1)

Por (2.5 1)) temos,

i1t n(n+1)?
n 4 7

B(Syn) = ni= 2

_ o2t n(n+1)n(n+1)(2n+1) _nn+1)22n+1)
Bifia) =n= S s 6 - 12

H

no .9 n

B(Sgn) = n2im® 2t _ nln+ n(n+1)(@n+1) _ n(n+1)%(2n +1)
3n) = 5 . = 2 o = T

Assim,

={);

6C —6(n+1)°n+n(n+1)(2n+1)
w)=1-—
Bra) n(n® +n?—n—1)

Portanto, se dois vectores de ordens sio independentes, o valor esperado de r,, & 0.

A expressao para a variéncia de 7, sob Hpy é obtida tendo em conta que:

6 2
var(ry) = (n(ns - e 1)) var(4(n 4+ 1)Sip — Son — Ssy)

= ('n(n3 T n26_ i 1)) (16(n + 1)*var(Sin) + var(San) + var(Ss,)

=8(n +1)cov(Sin, San) — 8(n + 1)cov(Sin, Ssn) + 2¢00(San, Ssn)) (B2)



Por (2.5 ii)), considerando c(i) =i ea(i) =1i:

= (n+1)2
[Zzﬂ_n___r

i=1

n—1

var(Sin) = " - {Z i — n(”""TW

i=1

_n*(n+1)*(n-1)
B 144 ’

considerando c¢(i) = e a(i) = i* :

var(San) = var(Ss,) = :r'z_ii [Z o n(n —Z 1) } [Z 4 — n(n +1) 3(:?1 +1)

i=1

_ n*(n+1)?

5 (16n° + 14n® — 19n — 11).

Por (2.5 iii)),

il

o (n* + 2n® — 2n — 1)n?

CO’U(Sln, Szn,) = CO’U(Sl'mS3n) =

1

144(71,5 +3n* + 2n3 — 2n% — 3n — 1)n?.

CO'U(S2m SSn) =

Finalmente, substituindo estes resultados em (B2), obtemos a varidncia de 7, sob a

hipétese de independéncia ente dois vectores de ordens:

31n? 4 60n + 26
30(nP+n2—n-1)

var(ry) =
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