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Resumo

Um operador implicito n-drio sobre uma pseudovariedade V é um n-uplo de operagdes
implicitas n-arias sobre V. A interpretagdo de um operador implicito numa algebra
pré-V é a transformagdo n-dria cujas componentes sao as interpretacoes das operagoes
implicitas que definem esse operador.

Abordamos dois temas envolvendo a relagdo entre a dindmica de operadores implicitos
e a estrutura de grupos finitos. O primeiro desses temas debruga-se sobre operado-
res implicitos invertiveis; neste caso somos levados a um estudo prévio de algumas
propriedades aritméticas do limite projectivo dos anéis dos restos modulo um nimero
natural, o qual é um anel onde o anel dos inteiros estd mergulhado. Por exemplo,
mostramos que um elemento desse limite projectivo é invertivel se e s6 se ndo for
divisivel por nenhum primo inteiro.

O segundo tema incide sobre os comutadores de Engel. A primeira componente da
n-ésima iteracio do operador ([z,%],y) é um comutador de Engel. Uma questao que
acaba por revelar-se importante reside na escolha de uma defini¢ao para o comuta-
dor [z,y] entre as opgdes zyz~'y~' e z7'y~'zy. Se adoptarmos a primeira opgao
entdo os grupos finitos onde o operador ([z,y],y) é aperiddico sao precisamente 0s
grupos nilpotentes finitos. Se adoptarmos a segunda defini¢ao entao encontramos
exemplos de grupos finitos ndo nilpotentes onde ([z,y],y) é aperiédico (por exemplo,
0 grupo simétrico em trés letras); mostramos que esses grupos sao divisiveis pelo grupo
simétrico em trés letras. Entre outras questdes relacionadas com o comportamento
dinamico do operador ([z,y],y), destacamos o estudo dos grupos diedrais.



Abstract

An n-ary implicit operator over a pseudovariety V is an n-tuple of n-ary implicit
operations over V. The interpretation of an implicit operator on a pro-V algebra
is an m-ary transformation whose components are the interpretations of the implicit
operations which define that operator.

We study two subjects concerning the relationship between the dynamics of implicit
operators and the structure of finite groups. The first of those subjects concerns
invertible implicit operators; in this case we first study some arithmetical properties
of the projective limit of the rings of integers modulo a natural number, which is a ring
where the ring of the integers is embedded. For instance, we prove that an element of
that projective limit is invertible if and only if it is not divisible by any prime integer.

The second subject falls upon Engel commutators. The first component of the n-th
iterate of the operator ([z,y],y) is an Engel commutator. A question that becomes
important is that of the choice of definition for the commutator [z,y] between the two
options zyz~'y~! and z~'y~!zy. If we adopt the first one then the finite groups in
which the operator ([z,],y) is aperiodic are precisely the finite nilpotent groups. If
instead we adopt the second definition then we find some examples of finite groups
that are not nilpotent and where the operator ([z,y],y) is aperiodic (for example,
the symmetric group on three letters); we show that such groups are divisible by the
symmetric group on three letters. Among other questions related with the dynamical
behavor of the operator ([z,y],y), deserves special mention our study of dihedral
groups.



Résumé

Un opérateur implicite n-aire sur une pseudovariété V est un n-uple de opérations
implicites n-aires sur V. L’interprétation d'un opérateur implicite dans une algebre
pro-V est la transformation n-aire dont les composantes sont des interprétations des
opérations implicites qui le définissent.

Nous voulons approcher deux thémes concernant la relation entre la dynamique des
opérateurs implicites et la structure des groupes finis. Le premier de ceux thémes
s'occupe des opérateurs implicites invertibles; dans ce cas nous sommes emportés a
une étude préliminaire de quelques propriétés arithmétiques du limite projectif des
anneaux des restes module un nombre naturel, qui est un anneau ol l'anneau des
entiers est plongé. Par exemple, on prouve qu'un élément du limite projectif est
invertible si et seulement s’il n’est pas divisible par aucun premier entier.

Le second sujet s’occupe des commutateurs d’Engel. La premiére composante de la
n-iéme itération de l'opérateur ([z,y],y) est un commutateur d’Engel. Une question
importante dans ce sujet est celle qui se rapporte & la définition du commutateur [z, y]
entre les options zyz~'y~' et z7'y 'zy. Si on adopte la premiére option alors les
groupes finis dont I'opérateur ([z,y],y) est apériodique sont précisément les groupes
nilpotents finis. Si on adopte la deuxiéme option alors on trouve des groupes finis
non nilpotents o1 ([z,y],y) est apériodique (par exemple, le groupe symétrique en
trois lettres); on montre que ces groupes sont divisibles par le groupe symétrique en
trois lettres. Parmi d’autres questions rapportées avec le comportement dynamique
de 'opérateur ([z,y],y), nous détachons I'étude des groupes diédraux.
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Introducao

A primeira motivagio para este trabalho surgiu do artigo [16]. O ponto de partida
de tal artigo é o conceito de grafo de comutagio de um grupo. Dado um grupo G,
o seu grafo de comutagdo é o grafo cujos vértices estdo indexados pelos elementos de
G diferentes de 1, e onde dois vértices z,y € G\ {1} estdo unidos por uma aresta
se e 56 se £ e y comutam e sdo distintos. Dito de outro modo, dois vértices do
grafo de comutagdo estao ligados por uma aresta se e so se estao na relacao bindria de
comutacio, na qual dois elementos estao relacionados se e sé se comutam. Tal como nos
é dito pelos seus autores, o grafo de comutagao revelou-se um instrumento muito util na
resolugdo de alguns problemas que sdo referidos no inicio do artigo. B. Plotkin sugeriu
que se generalizasse o conceito de grafo de comutagao, nomeadamente considerando
grafos orientados de nilpoténcia e de solubilidade. De acordo com esta proposta,
escolhida uma relacdo binaria R adequada & definicao do grafo, dois elementos z e
y de G\ {1} ficam unidos por uma aresta orientada de z para y se e s se TRy e
¢ # y. A orientagdo do grafo deve-se a possibilidade de R nao ser simétrica.! O
primeiro exemplo que ai nos é dado é o de um grafo de nilpoténcia construido a
custa das palavras ou comutadores de Engel. Tais palavras generalizam o conceito de
comutador. Se definirmos o comutador entre z e y como sendo

] =
[z,y] = a7y 2y,
entdo os comutadores de Engel sao os termos

Ul(x’y) = [l‘,y], U2($)y) = ['UI(:E,y),y], . :Un(x:y) = [Un—l(xay)}y]: s

A relacdo R que consideramos neste caso é aquela em que dois elementos distintos z
ey de G\ {1} estdo relacionados se e s6 se existe algum n € N tal que wale ¥) = 1
Esta relacdo pode ser considerada como uma relagdo de nilpoténcia, quer pela forma
como se definem os subgrupos da série central descendente, quer pelo Teorema de Zorn
[35, 30], o qual nos diz que um grupo finito G é nilpotente se e s6 se existe algum
n € N para o qual a lei v,(,y) = 1 é vilida em G. Isto quer dizer que um grupo finito
é nilpotente se e s6 se o grafo associado a relagdo R tem diametro 1. Observemos que
se vn(z,y) = 1 entdo para m maior do que n também se verifica tha (2, ) = 1.

10s autores do artigo também mostram interesse pelo grafo ndo orientado subjacente, obtido pela
retirada de orientacfio as arestas e pela indentificagao de cada par de arestas multiplas numa tnica
aresta.
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Para obter grafos de solubilidade com o maximo de paralelismos com o grafo de
nilpoténcia que acabamos de definir, coloca-se naturalmente o problema de encontrar
uma sequéncia de palavras (w, (2, y)).en em duas varidveis z e y tal que se w,(z,y) = 1
entdo para m maior do que n também se verifica w,,(z,y) = 1, e tal que um grupo
finito G é soliivel se e sé se existe algum n € N para o qual a lei wy(z,y) = 1 é
valida em G. B. Plotkin propds trés sequéncias que conjecturou que satisfizessem
esta tltima condicdo. A mais simples dessas sequéncias define-se recursivamente do
seguinte modo:

eo(2,y) = [z, 4], - enl2,y) = [len-1(z,y), 7], [en-1(z,9), 4], .-

Notemos que a igualdade e,(z,y) = 1 é verificada se G tiver grau de solubilidade
menor ou igual a n + 1, e que ela de facto implica a igualdade e,,(z,y) = 1 para
m > n. Uma vez que um grupo satisfaz uma identidade com n varidveis se e sé se
todo o subgrupo gerado por n elementos satisfaz essa identidade, uma consequéncia
imediata da validade da conjectura de B. Plotkin sobre a sequéncia e,(z,y), ou
mais geralmente, da existéncia de uma sequéncia (wn(z,¥))sen com as condigoes
anteriormente mencionadas, é a de que um grupo finito é soltivel se e s6 se todo o
subgrupo gerado por dois elementos é solivel. Ora este é um dos mais importantes
coroldrios da classificagao realizada por J. Thompson dos grupos finitos simples cujos
subgrupos préprios sdo soliveis [33]. A tarefa de classificagdo realizada por Thompson
¢ bem conhecida pela sua extraordinaria dificuldade e extensao (mais de 400 pdginas).
Uma demonstragao independente de que um grupo finito é solivel se e s6 se todo o
subgrupo gerado por dois elementos é soliivel foi feita recentemente por P. Flavell [14].
Trata-se de uma demonstragao de poucas paginas e elementar, no sentido em que nao
depende de nenhum resultado da ordem de complexidade do mencionado trabalho de
Thompson. No entanto, nem Thompson nem Flavell nos deram leis em duas varidveis
que permitam caracterizar os grupos soliveis finitos.

Em [16], o primeiro artigo que menciondmos, podemos encontrar varias referéncias
a resultados anteriormente publicados que relacionam identidades em duas varidveis
envolvendo os comutadores de Engel v,(z,y) e a estrutura de grupos finitos: se um
grupo finito satisfaz uma identidade vy (z,y) = vu(z,y), com n > 1, entdo é Abeliano;
se satisfaz uma identidade vy(z,y) = v,(z,y), com n > 2, entdo é solivel; se satisfaz
uma identidade v,(z,y) = vpk(z,y) com k impar entdo é soliivel. Estes resultados,
bem como o Teorema de Zorn e a conjectura de Plotkin sobre a sequéncia de palavras
(en(Z,Y))nen, podem ser vistos de um ponto de vista dindmico. A prépria definicio
dos termos v, (z,y) e e,(z,y) tem um cardcter dinimico. Se considerarmos o operador
binério
&z, y) = ([=,y),9)
e o operador ternério
?/)(‘,L" y? Z) = ([[z’ y]? [.T;‘., z]]’ y’ Z)

verificamos que v, (z,y) é a primeira componente de £*(z,y) e que e,(z, y) é a primeira
componente de ¥"([z,y], z,y). Assim, o Teorema de Zorn estabelece uma relacdo entre
a nilpoténcia ou nao de um grupo finito e o tipo de érbita de £ nesse grupo: os grupos
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finitos nilpotentes sdo precisamente os grupos finitos em que todas as drbitas por £
caem num ponto fixo cuja primeira coordenada é 1. Do mesmo modo, podemos dizer
que a conjectura de Plotkin estabelece uma caracterizacdo dos grupos soliveis finitos
em termos do comportamento dindmico de 1): os grupos finitos soliveis sao os grupos
finitos onde as érbitas por ¥ dos pontos ([x,y], z,y) caem no ponto fixo (1,z,y). Esta
perspectiva dinidmica desenvolveu-se no autor apés a leitura dos artigos 3, 5,2]. A
sua leitura sensibilizou-o para o problema mais geral da relagdo entre certo tipo de
operadores algébricos n-drios — os operadores implicitos n-arios — e a estrutura de
grupos finitos. Pretende-se que esta relagao seja feita ao nivel das pseudovariedades
de grupos finitos. Uma das razdes para isto é que as classes dos grupos finitos com
determinadas propriedades estruturais relevantes como a dos grupos Abelianos finitos,
a dos grupos nilpotentes finitos e a dos grupos soltveis finitos sao pseudovariedades,
isto é, sdo classes fechadas para imagens homomorfas, produtos finitarios e subgrupos
dos seus elementos. Qutra razdo para fazermos o estudo ao nivel das pseudovariedades
é que assim podemos aproveitar a maquinaria da Algebra Universal Finita, a qual tem
o conceito de pseudovariedade como um dos mais fundamentais.

Esta monografia estd organizada em quatro capitulos e um epilogo. Procurdmos fazer
um texto que fosse auto-contido nos resultados demonstrados.

O primeiro capitulo é dedicado & introdugdo de alguns tdpicos preliminares sobre
Algebra Universal. A énfase é posta nos conceitos de algebra, termo, identidade,
homomorfismo, variedade, pseudovariedade e dlgebra livre.

No segundo capitulo sio desenvolvidos alguns temas do dominio da Algebra Universal
Finita a partir do conceito de operagdo implicita. A exploragdo dos assuntos € feita
tendo como horizonte o estudo que seréd realizado nos dois tltimos capitulos acerca
da relacio entre algumas pseudovariedades de grupos finitos e a dinamica de certos
operadores implicitos. Ao longo do capitulo véo surgindo conceitos adequados ao
estudo de pseudovariedades, conceitos esses que sao paralelos a alguns dos que foram
introduzidos no primeiro capitulo: os conceitos de operagao implicita, dlgebra pré-V
e algebra pré-V livre, em contraponto aos de termo, dlgebra e algebra livre. Na
tltima seccdo deste capitulo preocupamo-nos em detalhar algumas das propriedades
do grupo profinito livre monogénico, enquanto anel das operagoes implicitas undarias
sobre a pseudovariedade dos grupos finitos.

O terceiro capitulo comeca com um pequeno apontamento sobre comutadores, prosse-
gue com a recapitulacio de algumas definicoes e resultados bem conhecidos da Teoria
dos Grupos, e termina com uma secgao sobre operadores implicitos invertiveis, com
destaque para aqueles que sdo invertiveis na pseudovariedade dos grupos nilpotentes
finitos.

O quarto e tltimo capitulo é dedicado ao estudo de igualdades envolvendo os comu-
tadores de Engel, numa perspectiva dindmica. Af mostramos que se um grupo nao
nilpotente satisfaz para algum n € N a igualdade v, (z,y) = vny1(z, y) entdo é divisivel
por Ss; julgamos que este resultado é original. Um dos objectivos deste capitulo € o
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estudo das implicagoes da mudanca da definicio de comutador entre dois elementos
z ey (de z7ly~tzy para zyz'y~!) nas questdes relacionadas com os operadores de

Engel.

O desenvolvimento de cada um dos capitulos é precedido por uma introducio mais
detalhada, onde sdo mencionadas as referéncias bibliograficas mais significativas.

18



Capitulo 1

Preliminares

E notéria a semelhanca entre os Teoremas do Isomorfismo para grupos, anéis e moédulos.
A Algebra Universal é uma éarea de estudo que providencia a unificacdo nao sé destas
trés séries de teoremas como também de um importante leque de conceitos fundamen-
tais de varias teorias algébricas. Ao longo deste capitulo abordaremos alguns conceitos
bdsicos da Algebra Universal, com o duplo objectivo de adquirir uma capacidade de
abstraccdo que permita a compreensdo dos aspectos essenciais de problemas que serao
estudados mais tarde e de preparar o terreno para o posterior desenvolvimento de
algumas ferramentas da A_lgebra Universal Finita (que é o ramo da Algebra Universal
que se ocupa do estudo das estruturas algébricas finitas). A redacgao deste primeiro
capitulo baseou-se em [1, 12].

1.1 Algebras

1.1.1 Definicoes

Um tipo algébrico, ou linguagem algébrica, é um par ordenado 7 = (F, ) formado
por um conjunto F e uma fungio « : F — Ny. Os elementos de F sao os simbolos
funcionais ou operagées fundamentais de T; o é a fungdo de aridade de T, sendo, para
cada f € F, o inteiro a(f) a aridade de f. Se a(f) = n dizemos que f ¢ uma operagao
fundamental n-dria. No caso particular em que n = 0 também podemos dizer que f é
uma operagdo fundamental nuldria ou que f é um sémbolo constante, ou simplesmente
uma constante; paran = 1,2 ou 3 adoptamos, em vez do atributo n-dria, os adjectivos
convencionais undria, bindria e terndria. O conjunto das operagoes fundamentais
n-arias é denotado por F,.

Uma dlgebra de tipo T é um par ordenado A = (A, F') constituido por um conjunto nao
vazio A, dito o universo de A, e uma familia F = (f4: A°) — A) ser de operagdes
fundamentais de A. A fun¢do f4 é a interpretagdo de f em A. O significado de A% ¢
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aquele que encontramos na Teoria dos Conjuntos: A° = {()} é o conjunto das funcées
) — A. Portanto, se f é um simbolo constante podemos identificar f4 com f4(0).

Uma dlgebra diz-se infinita, finita, ou trivial conforme o cardinal do seu universo seja
infinito, finito, ou um, respectivamente.

Por simplicidade, e sempre que nao haja perigo de confusao, adoptamos as seguintes

convencoes:

e a mencao do tipo pode nao ser feita, e se nos referimos a varias dlgebras em
simultineo entao estamos a admitir que sdo todas do mesmo tipo;

e a interpretacao f4 pode ser abusivamente denotada por f;

e se o conjunto F for finito e fi, fa, ..., fx forem os seus elementos, em vez de desig-
narmos a algebra A pelo par (A, F'), designamo-la pela expressio (A; f1, fa, ..., fi);

a referéncia a uma dlgebra A4 = (A, F') pode ser feita com omissao do conjunto
F', identificando-se .A com o seu universo A.

se - for uma operagdo bindria, em vez de -(a, b) escrevemos a - b ou mesmo ab.

Diremos que uma &lgebra (4; fi, fa, ..., fx) tem aridade (ny,ne, ..., 1) se a(f;) = n;
(8 =1,.. . )

1.1.2 Alguns exemplos

Um grupdide é uma algebra (Gj;-) de aridade (2). A estrutura de um grupdide pode
ser bastante complicada. Fixado um tipo com apenas uma operagdo fundamental -,
bindria, importa portanto considerar classes mais restritas de grupdides. A mais
elementar de entre as mais estudadas dessas classes é a dos semigrupos. Um se-
migrupo caracteriza-se por satisfazer a propriedade associativa, expressa pela seguinte
identidade:

(zy) z=z-(y-2)
Os mondides e os grupos podem ser definidos como membros de subclasses da classe
dos semigrupos: por exemplo, a classe dos mondides pode ser definida como a classe
dos grupodides satisfazendo as férmulas

(z-y)-z=2z-(y-2)

de: z-e=e-8=%

No entanto, para que aproveitemos eficentemente alguns dos resultados cldssicos da
Algebra Universal, preferiremos férmulas que sejam simplesmente identidades. Assim,
para nos libertarmos dos quantificadores, adoptamos a perspectiva alternativa de
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considerar um mondide como uma algebra (M;-, 1) de aridade (2,0) satisfazendo as
identidades
(z-y)-z=2-(y-2)
z-l=1z=2

De modo semelhante, um grupo é uma algebra (G;-, ~!,1) de aridade (2,1,0) que
satisfaz as identidades
(z-y) z=2z-(y-2)
z-l=1-z=1

z-z =zt =1

A classe dos grupos Abelianos é uma subclasse dos grupos cujos elementos se carac-
terizam por satisfazerem adicionalmente a identidade z -y =y - z.

Um anel' é uma dlgebra (R;+,-,—,0, 1) de aridade (2,2,1,0,0) com as seguintes
propriedades:

1. (R;+,—,0) é um grupo Abeliano;
2. (R,-,1) é um mondide;

3.2-(y+2)=(z-y)+(z-2)e(z+y) z=(x-2)+ (y-2) (distributividade de -
relativamente a +).

As estruturas de semianel [6] e de semianel com zero constituem variagoes da estrutura
de anel. Um semianel é uma slgebra (R;+,,1) de aridade (2,2,0) tal que (R;+) é
um semigrupo e que verifica as propriedades 2 e 3 de um anel.? Um semianel com zero
é uma élgebra (R; +,-,0,1) de aridade (2,2,0,0) tal que (R;+,0) é um mondide ¢ que
também verifica as propriedades 2 e 3. Por exemplo, para a adicdo e multiplicagao
usuais, N é um semianel e Ny é um semianel com zero. Sao ambos comutativos (a
multiplicagdo é comutativa).

Dado um anel R, um R-médulo é uma algebra (M;+,—,0,(r),cz)° tal que + é
bindria, 0 é nuldria, e as restantes operagoes sio undrias, e que satisfaz as seguintes
propriedades:

1. (M;+,—,0) é um grupo Abeliano;

2. 1og = o

. r-(z+y)=r-z+r-y, VreR;

1Nesta monografia anel serd sempre um sinénimo de anel com unidade.

2Na defini¢io dada em [6] ndo se exige que a operagéo - tenha um elemento neutro.

3Reparemos que, de certo modo, estamos a estender a um caso em que o conjunto das operagdes
fundamentais pode ser infinito a convengiio de escrita que tinhamos adoptado para quando esse
conjunto era finito.
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4. (r+s)-z=r-z+s-z,Vr,s € R;
5. 7-(s-z)=(rs) -z, Vr,s € R.

Nao obstante nao necessitarmos da estrutura de R-modulo para os nossos propdsitos,
a sua presenca aqui tem o mérito de fornecer exemplos simples e familiares de dlgebras
com uma infinidade de operacgoes fundamentais, no caso de R ser infinito. Para mais
exemplos de algebras de grande importancia mas que nao serdo invocadas neste tra-
balho, veja-se [12].

1.2 Termos e Identidades

Fixemos um tipo algébrico 7 = (F, ). Consideremos agora dois outros conjuntos X
e P com as seguintes caracteristicas: F, X e P sdo disjuntos dois a dois, o cardinal
de P é trés e X U Fy # 0. Os elementos de X serdo a partir de agora referidos como
as varidvess. Cada um dos elementos de P tem uma designagdo especial: parénteses
esquerdo, parénteses direito e virgula; os simbolos que representam cada um deles, e
que a seguir apresentamos pela ordem respectiva e entre aspas, estdo de acordo com
a sua designagdo: “(” , “)”, e “,”. Seja S(X) o conjunto das sequéncias finitas de
elementos de X U F U P; o conjunto S(X) é sugestivamente referido como o conjunto
das palavras no alfabeto X U F U P. Identificando as sequéncias de comprimento um
com os elementos que as definem, podemos considerar X U F U P como subconjunto
de S(X). :

Definimos indutivamente uma sequéncia (7,(X)), oy, de subconjuntos de S(X) pela
seguinte formula de recorréncia:

T(](X) =XU .70

Tn1(X) = T(X) U (Upen {7ty s t) € S(X) : F € Fis ta,. .t € To(X)})
O subconjunto T'(X) = U, e, Tn(X) de S(X) é o conjunto dos termos de tipo 7 em X.
De forma muito natural, podemos fazer de T'(X) o universo de uma édlgebra 7 (X),

a algebra dos termos de tipo 7 em X, dando a cada elemento f de Fy a interpretacao
frixy = f, e a cada elemento f de F,, n > 0, a interpretagao

(b1 e tn) — ft1,.. ., tn)

Dado p € T(X) podemos escrever p = p(z1,...,%,) Se o conjunto das varidveis
que ocorrem na sequéncia constituinte de p estiver contido no conjunto de varidveis
distintas {z1,...,Z,}, (n > 0). Diremos que um termo p é um termo n-drio se o
nimero de varidveis distintas que nele ocorrem for menor ou igual a n (n > 0).*

*Obviamente, se m > n entdo um termo n-ario é um termo m-ario, mas se m < n tal pode nio
acontecer.

22



Sejam p(z1, ..., Tn) € Tx(X) um termo n-drio, A uma 4lgebra de tipo 7 e (ig; + -5 G0)
um elemento de A™, sendo p, A e (ai,...,a,) arbitrrios. Vamos definir um elemento
palai,...,a,) de A por recursividade sobre k, do modo que se segue:

esep=uz; € X(i=1,...,n), entdo pa(ar,...,a,) = a;, e se p = f € Fy, entdo
pa(ay, ..., an) = fa;

e se p € Ti(X)\ Tiea(X), & > 0, entdo existem r € N, f € Fr, p1,...,pr €
Te-1(X) tais que p = f(p1,...,pr), € assim, supondo feita a definicdo para
inteiros menores que k, definimos

palag,...,a,) = fa((pr)alay, ... a5), .-+, (B al@ise « 080 )

Temos portanto a seguinte operagdo n-aria em A:

pA: A" A
((11, B an) I——’-pA(a.l, i % an)

O conceito de termo n-ario generaliza o de operagdo fundamental n-dria. Com efeito,
se 1y,...,Z, forem varidveis distintas, f for uma operagdo fundamental n-aria e p o
termo f(z1,...,Zn), entdo para qualquer dlgebra A temos py = o

Vimos como algumas classes de dlgebras se caracterizam por satisfazer determinadas
identidades. Temos agora uma oportunidade para dar um significado matematico pre-
ciso a esta utilizagdo do verbo “satisfazer” e do substantivo “identidade”. Uma identi-
dade de tipo 7 num conjunto X define-se como sendo um par ordenado (p, q) de termos
de tipo 7 em X. O par (p,q) ¢ usualmente denotado pela igualdade formal p = g.
Dizemos que uma &lgebra A satisfaz uma identidade p(z1,.. 5l ) = B @igen « 5Ty
e escrevemos A = p = ¢, se pa(ay,...,an) = ga(as,...,a,) para todo o elemento
(ay,...,an) de A™; se K for uma classe de dlgebras de tipo 7 entao K &= p = ¢ significa
que todos os elementos de K satisfazem a identidade p = g; e se & for um conjunto de
identidades de tipo 7 entdo K = ¥ significa que todos os elementos de K satisfazem
todas as identidades de ©. A classe das algebras que satisfazem um conjunto de
identidades ¥ ¢ denotada [Z]; ¢ claro que para & = {p = ¢} estaremos a vontade para
omitir as chavetas, escrevendo apenas [p = ¢|.

Exemplo 1.1. Consideremos um tipo algébrico com wma tunica operagao bindria -.
Sejam z, y e z trés elementos distintos de um conjunto de varidveis X. Aplicando a
convencio de simplificacio fizada para as operagées bindrias, p = (z-y)-z €q = z-(y-2)
sGo termos terndrios nas varidveis z, y e z. A classe dos semigrupos é a classe [p = q|.

Sejam 1, ..., I, varidveis distintas de X. Um operador polinomial n-drio® de tipo
T nas varidveis z,,...,Z, é um elemento (py,...,pn) de T({z1,...,z.})". Dados

5Esta defini¢do e as que a seguir lhe ddo sequéncia sao da responsabilidade do autor, embora com
base em [3].
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elementos f = (p1,....pn) ¢ 9 = (q1,...,qn) de T({zy1,..., 2, })", a identidade de
operadores polinomiais f = g € o conjunto de identidades p; = ¢; (i =1,...,n).

Dada uma dlgebra A de tipo 7, podemos considerar a seguinte funcao de T'({z1, ..., z,})"
no mondide (A™)4" das fungbes A™ — A™ (a operagio do mondide é a composicao de
fungoes, evidentemente):

Bt T fasos 1 § B P He———3- LA
f = (pla cee ;pn) "_"_"'f/l = ((pl)Aa Ceey (pn)A)

A imagem de €4 é um submonéide de (A™)A". A funcao €T({z1,...,.zs}) Permite-nos
definir em 7'({z1,...,z,})" uma operacao de composicio que o torna num mondide:
se f e g sao operadores polinomiais n-arios em z1, ..., Z,, entio a sua composta f o g

¢ €T({z1,..., n:n})(f)(g)

1.3 Homomorfismos

Um homomorfismo ¢ : A — B entre duas élgebras A = (A, F) e B = (B,G) do
mesmo tipo é uma funcdo ¢ : A — B que torna o diagrama (1.1)® comutativo, para
todo f € F,, e para todo n € Nj.

AnTAs 4 (1.1)

I
bz}

Jr—=p

Exemplo 1.2. Se G = (G;-) e H = (H;-) sdo dois grupdides, entdo um homomor-
fismo ¢ : G — H € uma fungio ¢ : G — H tal que ¢(a-b) = p(a) - p(b), quaisquer
que sejam os elementos a e b de G.

Exemplo 1.3. Se G = (G;-, “',1) e H = (H;-, ~1,1) sdo dlgebras de aridade (2,1,0),
entdo um homomorfismo ¢ : G — H € uma fungdo ¢ : G — H tal que

1. p(a-b) = pla) - p(b), Va,b € G;
g.op(l)=1;

8 pla)=¢pa),Vae G .

Como € bem sabido, as condigoes 2 e & sdo surpérfluas se G e H forem grupos.

5K possivel que o simbolo cp(”) cause alguma estranheza; assim convém esclarecer que se h é uma
fungio ¥ — Z, entdo h{™ designa a fungéo (y1,...,yn) € Y™ = (h(y1), ..., h(yn)) € Z™.
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Exemplo 1.4. Se R = (R;+,-,—,0,1) e S = (S;+,-,—,0,1) sdo dlgebras de aridade
(2,2,1,0,0), entdo um homomorfismo ¢ : R — S € uma fungdo ¢ : R — S tal que

1. @ é um homomorfismo entre (R;+,—,0) e (S;+,—,0) (ver exemplo 1.3);
2. p(a-b) = p(a) p(b),Va,b € G,

3 w(l) = 1.

Dizemos que uma &lgebra B é uma imagem homomorfa de uma éalgebra A se existir
algum homomorfismo sobrejectivo ¢ : A — B.

Usando um argumento indutivo baseado no modo recursivo como definimos o conjunto
dos termos num conjunto de varidveis, podemos mostrar que se p € um termo n-ario
entao

o(pala, ..., a.)) =pple(ar), ..., vla)), Via,.. Lag) € A"

ou seja, o diagrama (1.2) comuta:

ArEAs 4 (1.2)

B

B"——1B

O diagrama (1.2) tem o diagrama (1.1) como caso particular.

Um isomorfismo é um homomorfismo bijectivo (a inversa de um isomorfismo ainda
¢ um isomorfismo), um endomorfismo é um homomorfismo cujo dominio é igual ao
conjunto de chegada, e um automorfismo é um endomorfismo bijectivo. As algebras
A e B sao isomorfas, e escrevemos A ~ B, se existir algum isomorfismo entre elas.

Podemos considerar a classe das algebras de tipo 7 = (F,a) como a classe dos
objectos de uma categoria &,, a categoria das dlgebras de tipo T, cujos morfismos
sao os homomorfismos entre algebras.

Seja T = (.7:", &) um outro tipo algébrico. Suponhamos que 0s conjuntos F, e Fn
tém a mesma cardinalidade para todo o n € Ny. Isto é equivalente a dizer que existe
uma bijeccdo p : F — F tal que, para todo o n € Ny, p(Fn) = F,, ou seja, tal que
&op = a. Dada uma dlgebra A = (A, F) de &, se F = (. Axlf) —>A)p(f)ef-

entdo A = (4, F) é uma algebra de ;. A dlgebra A caracteriza-se portanto pela
interpretacao (p(f)) s = fa, para cada f € F. Ficou assim definido o functor

Hp: pr.,-——>(gf
A— A
B——B
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Este functor é um isomorfismo de categorias (H, o H,-1 = lg,, Hy-1 0 H, = 1g).
Esta propriedade expressa o facto, que ja tem estado presente neste texto, de que o
que verdadeiramente caracteriza um tipo algébrico 7 = (F, @) é a cardinalidade dos
conjuntos F, de operagoes fundamentais n-arias. Assim, por exemplo, todos os tipos
algébricos que consistem numa tnica operagao bindria sao, para efeitos do estudo de
algebras, essencialmente o mesmo, o que torna legitimo o uso do artigo definido ao
referirmo-nos a um desses tipos como o tipo algébrico dos semigrupos. O nome que
atribuimos a este tipo é um pouco falacioso, pois uma algebra do tipo dos semigrupos
nao tem que ser um semigrupo; o nome reflecte a importancia que atribuimos a
uma determinada classe de algebras desse tipo. De modo anélogo, podemos dizer
que na subseccdo 1.1.2 foram introduzidos, além do tipo dos semigrupos, o tipo dos
mondides, o dos grupos, o dos anéis, o dos semianéis, o dos semianéis com zero, e o
dos R-médulos.

1.4 Operadores de classes

1.4.1 Subalgebras

Dizemos que B é um subuniverso de uma algebra A se B for um subconjunto nao
vazio de A tal que f4(B™) C B para qualquer operagdo fundamental n-dria f, onde n
é um elemento arbitrario de Ny.

Exemplo 1.5. Seja ¢ : A — B um homomorfismo. Entdao Im ¢ € um subuniverso de
B, e se U for um subuniverso de B entdo ¢~ (U) é também um subuniverso de A.

Uma subdlgebra B de uma algebra A é um subuniverso B de A munido da estrutura
de dlgebra obtida pela restricao a B das operagoes fundamentais de A. Notemos que
se B é um subconjunto da dlgebra A munido de uma estrutura de algebra, entdo B é
uma subdlgebra de A se e s6 se a inclusdo j : B —+ A é um homomorfismo.

Seja X um conjunto infinito numeravel de varidveis. Dada uma algebra A, se S for
um subconjunto tal que S U Fy # @), entao o subconjunto

(S) = U {pa(ai,...,an) € A:p éum termo n-drio de T(X); (ay,...,a,) € S™}

neNp

é um subuniverso de A e qualquer subuniverso de A que contém S também contém (S);
munido da respectiva estrutura de dlgebra, (S) é a subélgebra de A gerada por S. Se
(S) = A entdo dizemos que A é gerada por S e que S é um subconjunto gerador de A.
Por exemplo, para qualquer conjunto de varidveis X, a algebra dos termos T'(X) é
gerada por X.

Lema 1.6. Sejam A e B duas digebras (do mesmo tipo) e seja S um subconjunto
gerador de A. Sejam ¢ : A — B en: A — B homomorfismos tais que s = ns.
Entao v =n.
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Demonstragdo. Decorre imediatamente da definicdo de subalgebra gerada e da comu-
tatividade entre homomorfismos e termos, expressa no diagrama (1.2). O

1.4.2 Produto directo de algebras

Seja (4;)ier uma familia de algebras (do mesmo tipo); o seu produto directo ¢ a ilgebra
cujo universo é o produto cartesiano Hie ; A, e onde a interpretacio de cada operagao
fundamental é feita componente a componente:

fH-_‘e; Ai(a‘l! cons ) = (fa,((@n)s - - -, (an)i))iel: V(C"I, sy an) = (HieIAi)n , | € Fn,

onde (ay); representa a i-ésima componente de ay.

1.4.3 Algebras quocientes

Uma congruéncie # numa algebra A é uma relagio de equivaléncia em A compativel
com as operacoes fundamentais em A, no seguinte sentido:

sea; 0b; (i=1,...,n), entdo fa(ar,...,an) @ fa(br,...,bn), Vai, b € A, f € Fn.

O conjunto quociente A/f fica, de modo natural, munido de uma estrutura de algebra:
como 6 é uma congruéncia, a interpretagao fasa(a1/8,...,0./0) = falas,- .- ,a,)/0 de
um simbolo f € F, estd bem definida.

Exemplo 1.7. A relagdo de equivaléncia total V e a relagdo de igualdade A consti-
tuem exemplos triviais de congruéncias; a dlgebra A/V ¢ trivial e a dlgebra A/A €
isomorfa a A.

Exemplo 1.8. Se G é um grupo, entdo podemos estabelecer uma correspondéncia
biunivoca natural entre congruéncias em G e subgrupos normais de G: se 6 € uma
congruéncia em G, entdo 1/6 é um subgrupo normal de G, reciprocamente, se K é
um subgrupo normal de G entdo a relagio definida por g Ok g2 & K = @K
¢ uma congruéncia, e K = 1/0k; e como g/f = h/0 < gh™ € 1/0, se ¥ e ¢
forem congruéncias tais que 1/9 = 1/p entdo ¥ e p sdo iguais. Situagoes semelhantes
ocorrem com 0s ideais de um anel e os submddulos de um mddulo, onde as congruéncias
sdo determinadas por uma das suas subclasses.

Se ¢ : A — B for um homomorfismo de dlgebras, entdo o conjunto
Kerp = {(a1,a3) € A x A: ¢(a1) = plasz)},

referido como o nicleo de ¢, é uma congruéncia em A. A tradigdo da Teoria de Grupos
j4 se apropriou da denominagao e da notagdo desta congruéncia, o que faz com que
no caso do tipo algébrico dos grupos a defini¢do que acabdmos de fazer seja ambigua.
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No entanto esta ambiguidade fica resolvida pela correspondéncia que assinalamos no
exemplo 1.8: o nicleo do homomorfismo ¢ segundo a defini¢ao usual da Teoria de
Grupos é a classe de 1 na relagio de equivaléncia que definimos.

Uma congruéncia # numa algebra A é o nicleo do homomorfismo canénico
v: A—A/8
ar—sa/
Portanto, toda a congruéncia numa dlgebra é o niicleo de algum homomorfismo.

Estao agora reunidos os ingredientes para enunciar e demonstrar os Teoremas do
Isomorfismo para algebras arbitrarias, o que permite a unificacdo dos ja conhecidos
Teoremas do Isomorfismo para grupos, anéis e médulos. Nesta monografia realiza-
remos esta tarefa apenas para o primeiro desses teoremas, também conhecido como
Teorema do Homomorfismo, por ser o unico que nos aproveitard. Para o estudo dos
restantes teoremas remetemos, por exemplo, para [12]

Teorema 1.9 (Teorema do Homomorfismo). Se ¢ : A — B é um homomorfismo
entdo A/Kerp ~ Imy. :

Demonstra¢do. Seja

¥ A/Kero ——Imgp

a/Ker o — (a)

Vamos demonstrar o teorema provando que ¢ ¢é um isomorfismo. Uma vez que
a/Kero = b/Kerp se e s6 se p(a) = o(b), a fungdo 1 estd bem definida e é in-
Jjectiva; por outro lado, ¢ é claramente sobrejectiva. Resta-nos mostrar que ¥ é um
homomorfismo. No diagrama (1.3) (onde v é 0 homomorfismo canénico e f é uma
operagio fundamental n-dria) o trapézio exterior, o rectangulo e os tridngulos laterais
comutam;

P\ — (1.3)

Juo J»

(A/Kercp)’}—»A/Ker(p 4

A/Keryp
% \

B ™ B

(’g(")

logo, como v{™ é sobrejectiva, o trapézio interior também comuta, i.e., ¥ é um
homomorfismo. O

Provdmos a existéncia de um Gnico homomorfismo ¢ : A/Ker ¢ — B tal que ¢ov = pe
vimos que 1 é um homomorfismo injectivo. A préxima proposigio é uma generalizacao
deste resultado.
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Proposiciao 1.10. Sejam v : A = Q e ¢ : A — B dois homomorfismos, sendo v
sobrejectivo.

1. A existéncia de um tunico homomorfismo ¢ : Q@ — B tal que Yov = @ é
equivalente & inclusdo Kerv C Ker .

2. A eristéncia de um 1inico homomorfismo injectivo ¢ : Q — B tal que yov =
¢ equivalente d igualdade Ker v = Ker .

%]

A

B

\ 54
/
v // alw

Q

Demonstragio. A implicacio directa de 1 é imediata. Mostremos a implicagao reciproca.
Se Ker v C Ker ¢ entdo fica bem definida a fungao

v @

v(a) —¢(a)

B

Temos de facto ¢ o v = . Se agora no diagrama (1.3) substituirmos A/Ker ¢ por @,
obtemos ainda um diagrama comutativo, pelo que % é um homomorfismo. Uma vez
provada a parte 1, ndo hd qualquer dificuldade em demonstrar a parte 2. O

1.4.4 Variedades e Pseudovariedades

Parafraseando Burris e Sankappanavar [12], um dos assuntos mais importantes da
Algebra Universal é o estudo de classes de algebras fechadas para certos géneros de
operadores sobre classes de dlgebras. Um operador undrio de classes de dlgebras
O é simplesmente uma correspondéncia de classes que associa a cada classe K de
4lgebras do mesmo tipo uma outra classe de algebras O(K) desse mesmo tipo. Num
encadeamento 16gico com as subsecgdes anteriores, temos como exemplos cruciais de
operadores undrios de dlgebras os operadores S, H, I e P que a cada classe K associam,
respectivamente:

e a classe S(K) das subalgebras de elementos de KC;
e a classe H(K) das imagens homomorfas de elementos de K;
e a classe I(K) das élgebras isomorfas a elementos de K;

e a classe P(K) dos produtos directos de familias de elementos de K.
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O operador P nao satisfaz as necessidades da Algebra Universal Finita, uma vez que,
em geral, transforma classes de dlgebras finitas em classes com algebras infinitas.
Consideramos por isso o operador Pg, que a cada classe K associa a classe Py, (K) dos
produtos de familias constituidas por um nimero finito de elementos de K (os quais
nao tém que ser finitos!).

Se O; e Oy forem dois operadores unarios de classes de algebras, O;0, denota a sua
composigdo: O;02(K) = 0;(02(K)). Reparemos que a composi¢ao de operadores é
associativa. Escrevemos O; < O, se para qualquer classe K tivermos O;(K) C 0,(K).

Um operador O é idempotente se 0% = Q.

Lema 1.11. As desigualdades SH < HS, SI < IS, OS < SO e OH < HO sao vdlidas
para O € {P, Py, }, e os operadores H, S, IP, HP e HS sdo idempotentes.

A demonstragao das desigualdades e das idempoténcias mais nao sao do que exercicios
rotineiros. Nesta monografia s6 sera utilizada a desigualdade SH < HS e a idem-
poténcia de HS. Por essa razao, demonstramos somente estes dois resultados:

Demonstracdo. Seja A € SH(K); entao existem uma algebra C' de K e um homo-
morfismo sobrejectivo ¢ : €' — B tais que A é uma subdlgebra de B; é claro que
A é imagem homomorfa de ¢~!(A), que por sua vez é uma subalgebra de C; logo
A € HS(K).

Uma vez que toda a dlgebra é subdlgebra e imagem homomorfa de si mesma, HS <
HSHS. Pela mesma razao, os operadores S e H sdo idempotentes. Por outro lado, pela
desigualdade SH < HS e pela idempoténcia de S e H, HSHS < HHSS = HS. O

Dizemos que uma algebra B é um divisor da dlgebra A se B for imagem homomorfa
de uma subdlgebra de A, ou seja, se B € HS{A}. Nesse caso dizemos também que B
divide A e que A é divisivel por B. Podemos deste modo definir uma relagiao “divide”
entre algebras do mesmo tipo; pela idempoténcia de HS, esta relagdo é transitiva.
A dlgebra B é um divisor préprio de A se B dividir A mas A néao dividir B. Se
A e B forem é&lgebras finitas tais que B divide A, entdo as seguintes condigdes sdo
equivalentes:

1. B é um divisor proprio de A;

2. B e A nao sio isomorfas;

3. o cardinal de B é menor do que o de A.

As implicagdes 1 = 3, 2 = 3 e 2 = 1 podem nio ser validas quando as algebras A
e B nao sao finitas. O grupo Z é um divisor préprio do grupo Q e no entanto Z e Q
tém o mesmo cardinal. Temos como exemplo da impossibilidade de estender a tltima
implicagio a dlgebras infinitas arbitrarias os grupos ZN e Z, x ZN. Estes grupos nio
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sio isomorfos, uma vez que ([1]z, (0)nen) é um elemento de ordem dois de Z; x ZN e
ZN nao tem elementos de ordem finita diferente de um; por outro lado, o grupo ZN
divide o grupo Z, x Z¥, bastando para tal considerar a projecgio canénica do segundo
no primeiro, e Zy x ZN divide ZY, pois a fungio

ZN ——— 7y x ZN

(an)nen — ([a1]2, (@nt1)nen)
¢ um homomorfismo sobrejectivo.

Uma variedade de tipo 7 é uma classe de algebras de tipo 7 fechada para os operadores
S, He P. Se & for um conjunto de identidades de tipo 7, entdo [X] é uma variedade.
Na verdade, todas as variedades se obtém deste modo:

Teorema 1.12 (Birkhoff). Seja X um conjunto numerdvel. Se V € uma variedade

e Ly é o conjunto das identidades em X wvdlidas em V, entiao V = [Zy].

A inclusio V C [Zy] é trivial, o que ndo acontece com a demonstracao da inclusao
reciproca. O lugar mais indicado para essa demonstragio seria no final da proxima
seccdo, no entanto vamos omiti-la, preferindo apenas assinalar a estreita relagdo entre
os conceitos de variedade e de identidade.

A classe 8, das 4lgebras do tipo o dos semigrupos que s&o grupos nio é uma variedade
do tipo o: por exemplo, Z é um grupo e N é um subsemigrupo de Z que nao é grupo.
J4 a classe ®., das dlgebras do tipo 7 dos grupos que sao grupos ¢ uma variedade do

tipo -y, pois
G, =[(z-y) y=x-(y 2,z 1=z, l.z=z,z-z =127 - z=1]
De seguida, apresentamos mais alguns exemplos importantes de variedades do tipo 7.

A propésito das classes apresentadas, veja-se [23, 31, 30]. Voltaremos a falar com mais
detalhe dos grupos nilpotentes e dos soliveis, a partir do capitulo 3.

A: classe dos grupos Abelianos;
2,: classe dos grupos Abelianos de expoente n;
MN,: classe dos grupos nilpotentes com classe de nilpoténcia menor ou igual a ¢;

Gy classe dos grupos soliiveis com grau de solubilidade menor ou igual a d.
Em contraste, ndo sao variedades do tipo 7:

2M: classe dos grupos nilpotentes;

G: classe dos grupos soliveis.
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Para 7 € {0,7}, onde o é o tipo dos semigrupos e « é o tipo dos grupos, consideremos
a classe &, como a classe dos objectos de uma subcategoria plena’ 4, de %.. O functor

(A, =11 —— (4;)

Pk

(B;, ~11) —— (B;")

que preserva a interpretacao da operacao bindria é um isomorfismo de categorias.

Uma pseudovariedade de tipo 7 é uma classe de dlgebras finitas fechada para os
operadores S, H e Pg,. A classe G das algebras finitas de tipo v que sdo grupos ¢ uma
pseudovariedade de tipo . Embora nédo seja fechada para o operador S, a classe &, é
fechada para os operadores H e P; e como um subsemigrupo de um grupo finito ainda é
um grupo, a subclasse F'(G) de &, dos grupos finitos é uma pseudovariedade de tipo o.
Em geral, se V é uma subpseudovariedade de G entdo F'(V) é uma subpseudovariedade
de F(G). Isto torna legitimo que em geral se possa fazer a identificagio de V com F(V)
e dizer que V é uma pseudovariedade sem explicitar se é do tipo ¢ ou 7. Podemos
estabelecer um tipo de relacdo semelhante entre o tipo dos mondides e o tipo dos
grupos. Tal jd ndo é possivel entre o tipo dos semigrupos e o tipo dos monéides, uma
vez que um subsemigrupo de um mondide finito ndo é necessariamente um mondide.

Temos os seguintes exemplos de pseudovariedades de grupos:

G: classe dos grupos finitos;

Ab: classe dos grupos Abelianos finitos;

Ab,,: classe dos grupos Abelianos finitos de expoente n;

Gpii: classe dos grupos nilpotentes finitos;

Gso: classe dos grupos soliiveis finitos;

Gr: classe dos m-grupos finitos (onde 7 é um conjunto de primos);

Grit,r = Gt N Gy;

Gsol,r = Gsot N Gy
Dada uma classe K de dlgebras do tipo 7, existe uma variedade que a contém (por
exemplo, a variedade de todas as dlgebras de tipo 7). Como a intersecgéo de variedades

ainda é uma variedade, a interseccao de todas as variedades que contém X ainda é uma
variedade que contém K. Essa variedade designa-se como variedade gerada por K e é

"Uma subcategoria 2 de uma categoria ¢ diz-se plena se o conjunto de morfismos de 2 entre
dois objectos de Z for igual ao conjunto de morfismos de % entre esses dois objectos.
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denotada por V(K). Deste modo definimos um novo operador unario V de classes de
algebras do mesmo tipo. Analogamente, como toda a classe K de dlgebras finitas esta
contida nalguma pseudovariedade e como a interseccio de pseudovariedades ainda ¢
uma pseudovariedade, a interseccio das pseudovariedades que contém K ainda é uma
pseudovariedade, justamente denominada pseudovariedade gerada por K e denotada
Vin(K). Ficou assim definido o operador Vy, de classes de élgebras finitas do mesmo
tipo. O lema 1.11 faz da demonstra¢io das seguintes igualdades entre operadores um
exercicio facil:

e V = HSP;
e Vi, = HSPy, (apenas para classes de dlgebras finitas).

Exemplo 1.13. Consideremos o tipo dos grupos. Para cada primo p de N, a pseu-
dovariedade Vg, ({Z,}) € a pseudovariedade Ab, dos p-grupos Abelianos elementares
finitos. Os grupos Zy, n € Ny, sao representantes das suas classes de isomorfismo.
Um outro paralelismo entre as variedades e as pseudovariedades diz respeito ao Teo-
rema de Birkhoff. Com efeito, existe um anélogo do Teorema de Birkhoff para
pseudovariedades, o Teorema de Reiterman. Voltaremos a este assunto num momento
mais apropriado, na secgao 2.6.

1.5 Algebras livres

Fixemos um tipo algébrico 7 e um conjunto de varidveis X. A dlgebra T'(X) dos termos
em X tem a seguinte propriedade: se ¢ : X — A for uma fungao cujo conjunto de
chegada é uma 4lgebra de tipo 7, entdo existe um tnico homomorfismo ¢ : T(X)— A
cuja restricio a X é a fungio ¢ (ver diagrama (1.4)). Com efeito, a funcao

¢ T(X) A

p= p(ﬂ&'l, e afEn) i—>'pA(C,D(£L‘1), sy QD(:IIH))
é um homomorfismo, pois se f € Fp e (p1,-..,Pn) € T(X)", entdo

Qb(f(pl: A EE ,Pn)) = fA((pl)A(‘p(Il), SRR (P(In)): T (pn)A(W(xl)a k5 ‘p(mn)))
= fA((:a(pl): B (aa(pn))'

E ¢ imediato que a restricio de ¢ a X é ¢ e que ¢ é o Unico homomorfismo nestas
condigdes, ilustradas no diagrama (1.4):

X T(X) | (1.4)
N
A
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Esta propriedade de T'(X) leva-nos a um modo alternativo de descrever a operacio

n-dria py : A" — A. Dado um vector (ai,...,a,) € A" e uma qualquer funcio
@ X — A tal que p(z;) = a;, temos pa(ay,...,a,) = $(p): ou seja, “substituir” em
p as varidveis T, ..., T, POTI G, ..., Gy, respectivamente, mais ndo é do que aplicar a p

um homomorfismo T'(X) — A que respeite a correspondéncia z; — a;. Ao adoptarmos
esta perspectiva, ressalta desde logo a propriedade de que uma algebra A de tipo 7
satisfaz a identidade p = ¢ se e s6 se para todo o homomorfismo ¢ : T(X) — A

tivermos ¢(p) = ©(q).

Facamos, no contexto das algebras de tipo 7, a abstraccdo da propriedade de T(X)
que acabamos de descrever. Seja K uma classe de algebras (de tipo 7). Sejam F(X)
uma algebra (ainda de tipo 7) e ¢ : X — F(X) uma funcao geradora, i.e., tal que +(X)
gera I'(X). Diremos que o par (F(X),:) tem a propriedade universal para K sobre
X se para toda a algebra A de K e para toda a fungao ¢ : X — A existir um tnico
homomorfismo ¢ : F(X) — A tal que p ot = .8 Poderemos abusar da notacio e
falar da dlgebra F'(X) no lugar do par (F(X),¢).

XC.__L)F(X)

[
=R
\ :

A

Se K contém alguma algebra ndo trivial, entdo ¢ é injectiva. Se F(X) é um ele-
mento da classe K, entao é a menos de isomorfismo o 1nico elemento de X com a
propriedade universal para X sobre qualquer conjunto de cardinal igual ao de X (ver
diagrama (1.5)).

AGE
X d Y = X (1.5)
[bx |Ly ILX
X '_‘___'1},
F(X) —== F(Y) 25 & F(X)
R

Exemplo 1.14. Se j : X — T(X) € a funcgdo de inclusdo, o par (T(X),7) tem a
propriedade universal para a classe de todas as dlgebras de tipo T e sobre X. Logo se
| X| = Y| entao T(X) =~ T(Y).

8Ao falarmos de um tnico homomorfismo estamos a ser enfiticos, pois se 9 e 1 sdo dois
homomorfismos F(X) — A tais que ¥ o ¢ = 1 o entdo, como +{X) gera F(X), pelo lema 1.6
temos ¥ = 7.
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Ainda nio garantimos a existéncia de uma dlgebra F' com a propriedade universal
para uma classe arbitrdria K e sobre um conjunto X tal que X U Fy # (). Vamos fazer
uma construcio que vai dar-nos essa garantia. Associemos a K a congruéncia O (X)
em T(X) constituida pelas identidades satisfeitas por K. Notemos que K satistaz uma
identidade p = ¢ se e s6 se para toda a algebra A de K e para todo o homomorfismo
@ : T(X) — A tivermos ¢(p) = ¢(q). Logo:

Ox(X) ={(pg) eT(X)xT(X): Kl=p=4q}
= ﬂ{Kertp :T(X) % A é um homomorfismo e A € K}.

Denotemos por P o quociente p/©x(X), e por X o conjunto de quocientes X/Ox(X).

Lema 1.15. Se K contém alguma dlgebra ndo trivial entdo x € X — T € X € uma
bijeccdo; se K for uma classe vazia ou com apenas dlgebras triviais, entdo X tem um
s0 elemento.

Demonstra¢do. Se A é uma 4lgebra néo trivial de K entdo, para quaisquer dois elemen-
tos z e y distintos de X, A ndo satisfaz a identidade z = y, pelo que (z,y) ¢ Ox(X),
ou seja, T # §. Por outro lado, se K for uma classe vazia ou com apenas algebras
triviais, entdo todas as identidades sdo satisfeitas por K, e portanto ©(X) ¢ a relacao
de equivaléncia total. O

A 4lgebra quociente T(X)/Ox(X) é denotada Fi(X) e é referida como a K-digebra
livre sobre X.

Teorema 1.16. A dlgebra Fi(X) tem a propriedade universal para K sobre X.
Demonstragio. Sejam v : T(X) — Fic(X) o homomorfismo candnico e ¢ : X+ A

uma funcio arbitrdria numa 4lgebra arbitréria A de K. Pela propiedade universal de
T(X), existe um homomorfismo ¢ : T(X) — A cuja restricdo a X é p oy x.

A (j ¢ a inclusdo)

Como A € K, temos Ker¢ 2 Ox(X) = Kerv. Pela proposicao 1.10 (1), existe um
homomorfismo ¢ : Fic(X) — A tal que ¢ = ¢ ov. Donde, se z € X entao

¢(T) = pov(z) = ¢(z) = pov(z) = ¢(T),
ou seja, f,él“)"(' = . O
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Pelo lema 1.15, o par (Fi(X),j o »x) tem a propriedade universal sobre X.
Lema 1.17. Se | X| = |X'| entdo Fic(X) ~ F(X').
Demonstragio. Como observamos no exemplo 1.14, existe um isomorfismo ¢ : T(X) —

T(X'). Sejam v : T(X) — Fg(X) e v : T(X') — Fx(X') os homomorfismos
canénicos.

T(X) - Fie(X) (1.6)

UIOC P e Hl"j"
Fie(X")
A igualdade Kerv = Ker (v o () mostra-se de forma rotineira. Pela proposicio
1.10 (2), as algebras Fic(X) e Fi(X') sao isomorfas (ver diagrama (1.6): o homo-
morfismo 1 é injectivo, e como a funcao v é sobrejectiva, 1 é uma bijec¢io). 0

Lema 1.18. A dlgebra Fic(X) é isomorfa a uma subdlgebra de um produto de elemen-
tos de K.

Demonstragdo. Consideremos o conjunto de congruéncias em T'(X)
A={Keryp:T(X)% A éhomomorfismo e A € K}

Para cada 6 € A, sejam Ap um elemento de K e @y : T(X) — Ay um homomorfismo
tais que Ker ¢y = 6. Consideremos agora o homomorfismo

Y1 T(X)——[lgep Ao
Pr——— (w0(p)) e

Temos Kery = [ Kerypy = ()6 = Ox(X). Logo F(X) ~ Im. O
e e

Corolédrio 1.19. Se K € uma variedade entdo Fic(X) € um elemento de K, e é, a

menos de isomorfismo, o unico elemento de K com a propriedade universal para K

sobre X.

Proposigao 1.20. Se V € uma pseudovariedade gerada por um tnico elemento e se
X for um conjunto de vartdveis finito entao Fy(X) € um elemento de V.

Demonstragdo. Seja A uma algebra que gera V. Consideremos o conjunto A dos
homomorfismos que tém 7'(X) como dominio e A como conjunto de chegada. Um
elemento de A fica completamente determinado pela sua restrigdo a X, pelo que o
cardinal de A é menor ou igual ao conjunto das fun¢des de dominio X e conjunto de
chegada A. Como X e A sdo finitos, A também é finito. Consideremos o seguinte
homomorfismo:

i T(X) —> [T en Imo

P———((P))eer
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Como A é finito, o produto HweA Im ¢ é um elemento de V, bem como a respectiva
subdlgebra Im . Temos ¥(p) = ¥(q) seesdése A |Ep=¢. Como AgeraV,AE=p=yq
se e s6 se V = p = q. Logo Kery = Oy(X) e portanto Fy(X) é isomorfo a Im+. O

A préxima proposigao diz-nos que Fi(X) satisfaz precisamente as identidades em X
satisfeitas por K. Logo se X for um conjunto infinito, um tnico objecto, Fi(X),
retne toda a informacdo sobre K que pode ser codificada por identidades satisfeitas
por todos os elementos de K.

Proposicdo 1.21. Para cada p,g € T(X), K =p=q se e sd se Fx(X) Ep=gq.

Demonstra¢do. Para a implicacdo directa basta invocar o lema 1.18. Seja v : T'(X) —
Fi(X) o homomorfismo canénico. Se Fx(X) k= p = ¢, entdo ¢(p) = ¢(g) para todo o
homomorfismo ¢ : T(X) — Fi(X); em particular v(p) = v(g). Ora Kerv = Ox(X) =
{lp,q) e TX)xT(X): K Ep =g} O

Consideremos no tipo dos semigrupos um conjunto de varidveis X. Seja ¥ o conjunto
das identidades em X satisfeitas pelos semigrupos. Para cada z € T(X) e n € N,

designemos por z" o termo definido recursivamente pelas regras z* = z e "1 = 2" -1.
O conjunto R(X) das sequéncias finitas da forma
= Miy Tig Tig iy
B (o (g ~ B ) vl ) 7 74 ;. *)s m; € N, my, € X, my, # By,

é um sistema completo de representantes das classes de equivaléncia da congruéncia X
(i.e., todo o elemento de T'(X) ¢ equivalente a um tinico elemento de R(X)). A omissdo
em w dos parénteses e do simbolo funcional produz uma nova sequéncia

S Ty g g n,‘k
i = 331_ Lo "2 "8 L.
1 12 i3 (33

ni;, ’ =5 3
onde agora %-J é uma abreviatura para a repeticao de z;; consecutivamente por

n;; vezes. O conjunto X S das sequéncias finitas de elementos de X ¢é constituido
por elementos da forma w®, w € R(X). Em X, existe uma operagdo bindria de
concatenacao de sequéncias:

(1 @) - (U1 Ym) = Z1- - Tali " Ym

Esta operacdo é obviamente associativa, fazendo portanto de X S um semigrupo.
Trata-se de um semigrupo livre, o que se pode concluir observando que a fungéo

i TX)/=

XS
W (w € R(X)) —wS
é um isomorfismo de &lgebras.

Acrescentando a X a sequéncia vazia, denotada por 1, obtemos um conjunto X .
que é um mondide livre para a operagdo que estende a de X S da seguinte forma:
w-l=1l-w=w,weR(X)el-1=1

37



Finalmente, considerando o tipo dos grupos, vamos também exibir um modelo suges-
tivo para o grupo livre sobre um conjunto X de varidveis. Seja entdo ¥ o conjunto das
identidades em X satisfeitas pelos grupos. Para cada z € T'(X) e n € N, designemos
por z" o termo definido pelas regras z! = z e 2"t = 2™ . z; e por 27" o termo (z71)"
(note-se que nao ha ambiguidade entre o inteiro —1 e o simbolo unério ~!). O conjunto
R(X) formado pelo simbolo 1 (também denotado por z°) e pelos termos da forma,
w= (- ((33:211 33::2) : 1"212) “““ i iy € Z\ {0}, w3 € X,y F Tiy,

¢ um sistema completo de representantes de T'(X)/X (veja-se, por exemplo, [30, 31]
para uma justificagdo). A omissdo em w dos parénteses e do simbolo bindrio produz
uma nova sequéncia

ni, Mg, 14 n;
- St 3Lk

w 31 22 13 123

T

i, , . i A e
onde agora z; ’ € uma abreviatura para a repeticao de z;; ou xijl (conforme n;; > 0
ou n;; < 0) consecutivamente por |n;;| vezes. Designando a sequéncia vazia por 19,
consideremos o conjunto X9 das sequéncias da forma w9, com w € R(X). A funcio

PP T(X)/Z

XG

w(w € R(X)) — 9

é uma bijecgdo, deste modo definindo em X9 uma operacao bindria que faz dele um
grupo livre. Esta operagdo nao é a simples concatenagao: o produto de dois elementos
de X9 ¢ a sequéncia que se obtém da sua concatenagio e das sucessivas cancelacdes
de termos consecutivos mutuamente inversos. O elemento neutro de X9 é a sequéncia
vazia 19.

Na prética, quando passamos a lidar apenas com classes de grupos (respectivamente,
semigrupos, mondides), em vez de trabalharmos com os termos em X torna-se mais
simples trabalharmos com elementos do grupo livre X9 (respectivamente, semigrupo
livre X9, mondide livre X™). Deste modo, se I for um conjunto de identidades nas
varidveis z e y tais que [I'] é a variedade dos grupos, entdo, por exemplo, [y~ !zy = yz]
designa a variedade [{(y™' - z) -y =y -z} UT].

A frequéncia da varidvel z num termo p do tipo dos grupos (respectivamente, semi-
grupos, mondides) tal que p?(p) (respectivamente, p®(p), p™(p)) é igual a

Ni, MNi, N4 i
1 2 3 k

i TR g

é o inteiro E ni;, 0 qual é igual a 0 se 13 Ty; =T} = 0.

11T, =T
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Capitulo 2

Operagées implicitas

O conceito fundamental que unifica os tépicos abordados ao longo deste capitulo € o
de operacdo implicita. A primeira secgdo tem um duplo objectivo: a motivagao para
a introducéo deste conceito e, até como meio de fazer esta motivagao, a apresentagao
da nocio de poténcia émega de um elemento de um semigrupo finito. Serdo também
abordadas outras operacdes unarias relacionadas. Ao longo desta monografia iremos
apercebermo-nos do modo como a ideia de poténcia émega surge naturalmente no
contexto do estudo de fenémenos de periodicidade de operadores implicitos sobre
4dlgebras (pro)finitas. A primeira secgdo servird por isso também como plataforma
de preparacio do estudo de tais fendmenos em alguns operadores, estudo este que sera
efectuado nos dois capitulos seguintes.

Na segunda secgdo serdo concretizadas de forma abstracta as ideias entretanto esboga-
das na primeira secgio. Embora o nosso interesse ultimo se circunscreva a um leque
muito restrito de tipos algébricos, julgamos que se neste caso nos mantivermos sob
um registo razoavelmente abstracto entdo a compreensao dos conceitos abordados serd
facilitada. Isto porque a especificacio do tipo algébrico e da pseudovariedade nao serd
relevante, nem a sua abstracgao causara dificuldades adicionais de compreensao, uma
vez assimilados os conceitos expostos no primeiro capitulo. No entanto, teremos a
preocupagdo de exibir exemplos concretos, alguns dos quais serao retomados poste-
riormente. Como o titulo desta seccdo indica, as operagdes implicitas n-drias serao
apresentadas como elementos de uma dlgebra. Veremos algumas propriedades desta
4lgebra, nomeadamente de natureza categérica e topoldgica.

A seccio seguinte, a terceira, ¢ o prolongamento natural do estudo topoldgico da
4lgebra das operages implicitas. Nesta seccdo introduziremos a nogao de algebra
topolégica, bem como a nogdo mais restrita de dlgebra pro-V.

Nas quarta e quinta secgdes exploramos a propriedade universal da dlgebra das opera-
coes implicitas n-drias. Esta propriedade comega por ser abordada na segunda secgao,
mas agora estendemos o imbito da sua aplicacdo a todas as dlgebras pro-V. Isto
permite-nos fazer uma reinterpretagéo do conceito de operagao implicita, alargando a
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sua aplicabilidade as algebras pré-V, tornando deste modo possivel a composicao de
operagoes implicitas, como veremos.

Na sexta seccdo damos finalmente uma definicdo de pseudoidentidade e precisamos a
razdo (ja aflorada na primeira sec¢do) pela qual as pseudoidentidades sdo uma forma
de descricao de pseudovariedades mais adequada do que as identidades.

Na sétima secgao introduzimos a nog¢ao de operador implicito, para logo a utilizarmos
como processo de constru¢ao de mais exemplos de operagoes implicitas. Nesta seccao
vamos lidar com mondides profinitos de (interpretagdes de) operadores. Esta é mais
uma razao para unificarmos o estudo dos diversos tipos algébricos. Ainda encontramos
mais uma outra razao para esta unificacdo na oitava e dltima seccdo, dedicada as
dlgebras das operagoes implicitas undrias sobre as pseudovariedades dos semigrupos,
monoides, grupos finitos, respectivamente; elas sao, respectivamente, um semianel, um
semianel com zero e um anel profinito. O conhecimento de alguns aspectos aritméticos
do anel profinito {2,G das operacdes implicitas unérias sobre a pseudovariedade dos
grupos finitos, e que é uma extensdao de Z, serd necessario para o posterior estudo
(a realizar no terceiro capitulo) de operadores implicitos invertiveis em determinadas
pseudovariedades de grupos. O trabalho efectuado na sétima seccdo permitird que
na iltima sec¢io possamos dar alguns exemplos interessantes de elementos de Q;G,
e de relacoes aritméticas entre eles. Estaremos entao motivados para analisar alguns
aspectos bdsicos da aritmética do anel O;G, de que destacamos uma condiciio ne-
cessaria e suficiente para a invertibilidade de um elemento e a exibi¢do de um sistema
completo de primos nao associados entre si. Esta andlise de ;G foi feita sem o auxilio
de uma bibliografia (para além daquela que trata dos anéis em geral), ndo obstante
na pesquisa efectuada terem-se encontrados apontamentos sobre outras propriedades
relevantes de Q;G, mas que nio tinham o pendor aritmético que procurdvamos. Esta
situagdo parece indiciar que a aritmética de QG j4 foi estudada hd muito tempo, tendo
entretanto caido no esquecimento. Ao fazermos o estudo de £,G também retiraremos
algumas conclusdes a respeito dos semianéis (2,5 e ;M das operacdes implicitas sobre
as pseudovariedades dos semigrupos finitos e dos mondides finitos, respectivamente. A
sustentacao bibliografica de parte da tltima sec¢éio é portanto um problema por cuja
resolucao humildemente aguardamos, numa espera activa.

As referéncias bibliogrdficas mais significativas para a sustentagdo deste capitulo sao:
[1, 27] para a primeira sec¢lo; [4] para as quatro secgbes seguintes; [3, 5, 2] para as
duas ultimas. Outras referéncias pontuais serao dadas na devida altura.

2.1 A poténcia émega

Como seria de esperar, no estudo de algebras finitas ganham particular relevo as
propriedades combinatérias dos conjuntos finitos [1]. Vamos dar a seguir um exemplo
disso.
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Proposicao 2.1. Seja S um semigrupo. Dado um elemento a de S que gera um
subsemigrupo finito, existem inteiros positivos n e k tais que a™ = a™** e que verificam
as segquintes propriedades:

1. Para todol € Ny, o resto r da divisdo de | por k € o unico elemento do conjunto
£, 15 & « ok == 1} 4l que o™ =2d®7)

2. Para todos m € N, I}, 1, € Ny, se a™ = o™ entio ) =l (mod k);

3. Para todos os inteiros m, | positivos, a™ = a™ se e s6 se m € maior ou igual a
n e k divide [;

4. O subsemigrupo (a) tem n+k — 1 elementos e (a) = {a,a?,. .., grerely,

Demonstragdo. Como o subsemigrupo gerado por a é finito, existem inteiros positivos
m e [ tais que a™ = a™*. Seja n o menor desses inteiros positivos m, e seja k 0 menor
dos inteiros positivos | tais que a® = a™*'. Se | > k, entdo [ = gk + r para alguns
inteiros g e r tais que ¢ > 1 e 0 < r < k. Entao,

n4l n+qgk+r

TR e o n+k-+(g—1)k+r

n+(g—1)k+r — n+r

= g =
Em particular, se k divide [ entdo a"™ = @". Para a demonstragao da alinea 1 ficar
completa, falta apenas provar a unicidade de r, o que serd feito em simultaneo com a

demonstracao da alinea 2.

Suponhamos entdo que a™ = o™, m € Ny, I > [, > 0. Seja ¢t € N tal que
n+tk > m + [,. Multiplicando ambos os membros da igualdade o™ = ™"
por a@"tt*=(mth) obtemos a"t% = gnttHe=h Seja r o resto da divisdo de I — [
por k. Entdo, pelo que ji demonstrdmos no pardgrafo precedente, a® = a™*". Pela
minimalidade de k, » = 0. Isto termina a demonstracdo das alineas 1 e 2.

A implicagéo directa da alinea 3 resulta da minimalidade de n e da alinea 2; a reciproca
resulta da alinea 1.

A igualdade (a) = {a,d? ...,a"** '} é uma consequéncia imediata da alinea 1.
Suponhamos que i e j sdo elementos de {1,2,...,n+k—1} taisquei < je at=al.
Pela minimalidade de n, ¢ > n. Como a0~ = a"t0=") pela alinea 2, k divide 7 —1.
Masn<i<j<n+k—1=0<j—i<k, peloque k ndo divide j — ¢, 0 que ¢ uma
contradicdo. Logo |[(a)| =n+k —1. O

Se S é um semigrupo e a € S gera um subsemigrupo finito, entdo os menores inteiros
positivos n e k tais que a” = a™t* sio referidos como o indice e o periodo de a,
respectivamente. Vamos agora supor que S também tem uma estrutura de mondide.
O menor elemento m de Ny para o qual existe [ € N tal que o™ = a™tt & igual
a0 indice de a se o elemento neutro 1 de S ndo pertencer ao subsemigrupo de S
gerado por a, e é igual a 0 se 1 pertencer a esse subsemigrupo.! O inteiro m serd
referido como sendo o pré-periodo de a. Notemos que o menor inteiro positivo [ tal
que a™ = o™t é precisamente o periodo de a: no caso em que m = 0 isto é verdade

1Como é usual, a poténcia de expoente nulo a° designa o elemento neutro 1.
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porque 1 = a! & a = a'™; com efeito, se r € N for tal que a” = 1, entdo temos
a=a"=a"1a=0a"1d"" = 1 =a. Observemos também que as trés primeiras
propriedades da proposi¢ao 2.1 permanecem validas mesmo quando n = 0 ou m = 0,
e que, -pela mesma proposigao, o submonodide de S gerado por a tem n + k elementos
(se o elemento neutro de S nao pertencer ao subsemigrupo gerado por a entio basta
acrescentar uma unidade a ordem desse subsemigrupo; se, pelo contrario, pertencer,
entao basta observar que nesse caso o indice é igual a 1).

Os fenémenos de periodicidade que temos vindo a descrever podem ser vistos como
fenémenos de periodicidade de transformagoes de um conjunto nele préprio. Aquilo
que nos permite fazer a passagem para este ponto de vista é o facto de que, dado um
mondide M, se MM designar o mondide das funcoes M — M, entdo a funcio

om: M MM

G—>pg: T €M — azx

¢ um homomorfismo injectivo de monodides. Neste sentido, todo o mondide é um
submondide de um mondide de transformacoes.? A funcio gpr permite concretizar a
descricdo dos fenémenos de periodicidade do submondide de M gerado por um seu
elemento a enquanto fenémenos de periodicidade de uma fun¢do, ou de uma drbita de
um ponto por uma funcao, pois

m m—+!

a = am+i & Pam = Pamt p;n = Fa
e a sucessao das sucessivas poténcias de a é precisamente a orbita de 1 por p,.

Este tipo de consideragoes pode ser alargado ao dmbito mais geral dos semigrupos
através da seguinte construcao tipica. Dado um semigrupo S, consideramos um
mondide S’ cujo universo é constituido por S e por um elemento 1 que nio estd
em S, e cuja operacao bindria estende a de S e tem 1 como elemento neutro. Como
0s1 € um homomorfismo injectivo de mondides, e portanto de semigrupos, o semigrupo
S é isomorfo ao subsemigrupo pg:(S) de (S')5'. Neste sentido, podemos dizer que
todo o semigrupo é um subsemigrupo de um semigrupo de fungdes.

Dada uma fungao f : A — A e um elemento a de A, os elementos da érbita de a por
f formam um monéide O,(f) para operagio * seguinte:

f'(a) * f(a) = f(a), 4,5 € No,
A i-ésima poténcia de f(a) em O,(f) é precisamente f'(a). O elemento neutro deste

mondide é a. Se O,(f) for finito, entdo o pré-periodo e o periodo da érbita de f por
a sdo, respectivamente, o pré-periodo e o periodo de f(a) em O,(f).

Lema 2.2. Consideremos um conjunto finito A e uma fungio f : A — A. Sejamn e
k o pré-periodo e o periodo de f, respectivamente. Para cada a € A, sejam n, e k, 0
pré-periodo e o periodo da orbita de a por f, respectivamente. Entao,

n=max{n,:a € A} e k=m.m.c{k,:a€ A}.

2Trata-se de um analogo do Teorema de Cayley da Teoria dos Grupos, o qual nos diz que todo o
grupo é um subgrupo de um grupo de permutagdes.
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Demonstracdo. Sejam entdo ng = max{n, : a € A} e kg = m.m.c.{k, : a € A}.
Fixemos a € A. Em O,(f) temos a igualdade

fla)™ = fla)™**,

ou seja,

f"O(a.) = fno+ko(a)_
Como a é arbitrario, f* = frotke pelo que n < ngy e k divide ky. Por outro lado,
para qualquer a € A temos

f*(a) = f"**(a),

ou seja, em O,(f) verifica-se a seguinte igualdade:
Fla)" = Flay™*.

Logo n, < n e k, divide k. Como a é arbitrario, ng < n e ko divide k. Logong=ne
ko= k. O

Um outro exemplo da importancia da Combinatéria no estudo das dlgebras finitas,
e que vem na sequéncia da proposi¢do 2.1, é o da existéncia de idempotentes em
semigrupos finitos. Um idempotente de um semigrupo S é um elemento e tal que
82 =Ec.

Proposicdo 2.3. Se S é um semigrupo gerado por um dos seus elementos, entdo S €
isomorfo a (N, +), ou entdo € finito e tem um iinico idempotente.

Demonstracio. Seja a um gerador de S. Se todas as poténcias de a forem distintas,
entdo é claro que a® € S — n € N é um isomorfismo. Senao, S ¢ finito. Nesse
caso, sejam n o indice e k o periodo de a. O conjunto G = {a™ : i € No} é um
subsemigrupo de S. Pela proposigao 2.1, a fungao

G Ly

a”“,i € Ny —— {?’L + Z]k

est4 bem definida. Esta funcio é um homomorfismo de semigrupos, e segue directa-
mente da proposi¢do 2.1 que se trata de uma bijecgdo. Logo G é um grupo, e o seu
elemento neutro e é um idempotente de S. Se b é um elemento de S, entdo b* € G;
em particular, se f ¢ um idempotente de S, entdo f = f" € G e portanto Fe=p 0O

Notemos que na proposi¢io 2.3 a condigio de finitude ¢é crucial para a existéncia de
um idempotente: o semigrupo aditivo N ndo tem idempotentes.

Ainda sob a hipétese de que o elemento a gera um subsemigrupo finito do semigrupo S,
denotemos por a* o tnico idempotente de (a), literalmente a poténcia émega de a. Seja
t € N tal que a* = a'. Como a“ é um idempotente, a¥ = a' = (a')" = a” para todo
r > 1. Em particular, a¥ = a™ se m > t. Logo a sucessdo (a™)men é quase-constante
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igual a a¥, o que é equivalente a dizer que converge para a” na topologia discreta de
S. Decorre da demonstragao da proposicao 2.3 que o conjunto

G = {a™ : m é maior igual ao {ndice de a}
é um grupo® cujo elemento neutro é a*. Se k € N, entdo a“a® é um elemento de G;
designamo-lo por a“**, e ao seu inverso em G por a“~*. Esta convencio de notagdes
estende-se naturalmente a k = 0: a“* designa a*. Para qualquer k € Z, a sucessio

(a™*F) 5y converge para a“** na topologia discreta de S.

Notemos que se S for um grupo entdao ¢ = 1, uma vez que o elemento neutro é o
linico idempotente de um grupo. Em geral, a invertibilidade* de um elemento de um
mondide finito estd relacionada com a sua poténcia émega:

Lema 2.4. Sejam M um mondide finito e x um elemento de M. As sequintes
condigoes sao equivalentes:

1. x € invertivel,

2. existe y € M tal que yz = 1;

3. existey € M tal que zy = 1;

4oz =1
Demonstragao. As implicagoes 1 = 2 e 1 = 3 sédo triviais. Suponhamos que existe
y € M tal que yz = 1. Entdo a funcdo z € M — zz € M é injectiva, pois

TH =Y SYpu= yre=k a=1n

Como M ¢ finito, essa mesma funcado é sobrejectiva, pelo que existe z € M tal
que zz=1. Ora z = (yz)z = y(rz) = v, o que mostra a implicacio 2 = 1. A
demonstracao da implicacdo 3 = 1 é andloga.

Suponhamos agora que existe y € M tal que zy = yz = 1. Como z e y comutam,
zFy* = (zy)* = 1, para qualquer k € N. Entdo, e como z¥ é um idempotente,

¥ = Iwﬂ:wyw — _,L_wyw 1

o que mostra 1 = 4. Finalmente, se 2 = 1 entdo z¥~! ¢ inverso de z. a

Se o semigrupo S for finito, entao para cada k£ € Z podemos considerar em S a
operacao unaria
#nls? §—8

S —> gutk

*Todo o subsemigrupo de {a) que é um grupo estd contido em G, o qual, por essa razio, é
normalmente designado como o subgrupo mazimal de (a).

“Um elemento = de um mondide M é invertivel se e s6 se existe y € M tal que zy = yz = 1. O
elemento y, que facilmente se mostra ser tinico, é o inverso de .
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Se ¢ : S — T for um homomorfismo entre semigrupos finitos, entao

wtky : mi+ky —  1; mitky _ 13 mitk _ wt+k
p(a***) = o lim ™) = lim (™) = lim e(a) pla)*™"
Ou seja, o diagrama (2.1) é comutativo.
g s g (2.1)
¢ 0
T (7)) T

A comutatividade do diagrama (2.1) impde a seguinte questdo: existird algum termo
unério p do tipo dos semigrupos tal que ps = (mx)s para todo o semigrupo finito 57
No caso particular da operagao m, é facil fazer a ligacao entre esta questao e o conceito
de pseudovariedade equacional. Uma pseudovariedade V de tipo 7 diz-se equacional
se existir alguma variedade V de tipo 7 tal que V é a classe VF das 4lgebras finitas
de V. Pelo teorema de Birkhoff, uma pseudovariedade é equacional se e s6 se existe
um conjunto ¥ de identidades para o qual, qualquer que seja a dlgebra finita A, nds
temos A € V & A |= X. Se existisse algum termo undrio p do tipo dos semigrupos tal
que pg(a) = a* para todo o elemento a de todo o semigrupo finito S, entdo, encarando
p como um termo do tipo dos mondides, a pseudovariedade do tipo dos mondides dos
grupos finitos seria equacional: com efeito, pelo lema 2.4 terfamos G = [p = 1}¥,
Vamos ver que tal nao acontece:

Lema 2.5. Seja T o tipo algébrico dos grupos, dos mondides ou dos semigrupos.
Sejam p e q termos de tipo T num conjunto de variavéis X. Se existir uma infinidade
de grupos finitos de ordem prima onde a identidade p = q € vdlida, entdo todas as
varidveis de X tém a mesma frequéncia em p e q.

Demonstragio. Para cada i € {1,...,n}, sejam ¢; e 6; a frequéncia de z; em p e g,
respectivamente. Seja k um primo tal que Z; = p = ¢. Entao, substituindo em p
e ¢ as varidveis distintas de z; por [0]x e a varidvel z; por [1], obtemos a igualdade
[eilk = [6i]k- Ou seja, k divide g; — 6;. Como &; — 6; € divisivel por uma infinidade de
primos, &; = 9;. a

Coroldrio 2.6. Seja 7 o tipo algébrico dos grupos, dos mondides ou dos semigrupos.
Sejarn p e q termos de tipo T num conjunto de variavéis X. Se ezistir uma infinidade
de grupos finitos de ordem prima onde a identidade p = q € vdlida, entao todas as
dlgebras comutativas de tipo T satisfazem a identidade p = g.

Como existem mondides comutativos finitos que nio sao grupos, a pseudovariedade do
tipo dos monéides G ndo é equacional. Consequentemente, G também nao é equacional
enquanto pseudovariedade do tipo dos semigrupos. Concluimos também que nao existe
nenhum termo unério p do tipo dos semigrupos tal que ps = (7)s. Podemos alids da
forma que se segue concluir directamente que, para qualquer £ € Z, nao existe nenhum
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termo undrio p do tipo dos semigrupos tal que pg = (m)s. Com efeito, se existisse,
um tal p seria da forma z", onde z é uma varidvel e n € N. Consequentemente, para
qualquer elemento a de um semigrupo finito terfamos a“** = a*. Mas tal nio se
verifica se a tiver indice maior do que n.

Apesar da pseudovariedade dos grupos finitos nao ser equacional nos tipos dos semi-
grupos e dos mondides, ela fica completamente caracterizada a custa da operacao m,
pela igualdade z* =1, a qual, no caso do tipo dos semigrupos, é uma abreviatura da
cadeia de igualdades ¥y = yz¥ = y, onde y é uma varidvel distinta de z; observemos
também que a operagao my comuta com homomorfismos. Este exemplo mostra-nos
como os conceitos de termo e de identidade sio de certa forma inadequados como
meio de descricao de pseudovariedades.

Terminamos com mais um exemplo desta falta de adequagio, com a diferenca de
que agora vamos estar perante uma operagao bindria. Este exemplo é de particular
interesse para a segunda parte desta monografia. Dado um grupo G, consideremos a
funcéao

f: @G? G*
(2, y) —(zyzy 7, 9)

Esta funcdo é um elemento do monéide (G2)S* das funcdes G2 — G2. Se G for
finito, entdo (G?)¢" também o é, pelo que f admite uma poténcia émega. Seja [z, .y]
a primeira componente de f“(z,y). A operacdo bindria (z,y) ~ [z,.y], definivel
em grupos finitos, comuta com homomorfismos. Iremos mostrar no capitulo 4 que a
pseudovariedade G, dos grupos nilpotentes finitos caracteriza-se pela propriedade
[z,,y] = 1. Contudo, G, ndo é equacional no tipo dos grupos, pois Baumslag
demonstrou em [7] que se uma identidade do tipo dos grupos é valida em todos os
p-grupos finitos, entao é vdlida em todos os grupos.

2.2 A algebra das operacgoes implicitas n-arias

A seccao anterior deu-nos a motiva¢ao para o percurso que vamos efectuar ao longo
do resto deste capitulo.

Fixemos uma pseudovariedade V. Como cada membro de V é finito, podemos formar
um conjunto Vj que seja um sistema completo de representantes das classes de isomo-
morfismo de elementos de V (i.e., todo o elemento de V é isomorfo a um tnico elemento
de V). Para cada n € N, também podemos formar o conjunto Imp,, V, de todas as
familias (74)acv, de fungdes w4 : A — A que tornam o diagrama (2.2) comutativo
para qualquer homomorfismo ¢ : A — B entre elementos de V.

A Seg, (2.2)

A b

B"&B
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Lema 2.7. Cada familia (74)aev, € uma subfamilia de uma dnica familia (74)sev
de funcées T4 @ A™ = A que tornam o diagrama (2.2) comutativo para quaisquer
elementos de V.

Demonstragdo. Se A € Ve : A — Ay € Vy é um isomorfismo, entdo 74 tem uma
tinica definicio possivel, como se constata no diagrama (2.3).

TTAO

A" Ag (2.3)
pm 11&
Mmoo = == A

Esta definicdo nio depende de . Se : A — A também for um isomorfismo, entao
como 1 o1p~! é um automorfismo de 4y e Ay € Vy, o quadrado exterior do diagrama
(2.4) comuta, e como tal também acontece com o rectangulo superior, ainda acontece

com o inferior:
‘JTAU

Ap" Ay (2.4)
pn) Pt
n
A 'gb‘lmerow(“) A
(n=1)m n
e Ao

Finalmente, seja B outro elemento de V e sejam By a dlgebra de Vp isomorfa a Be
n: B — By um isomorfismo. Entéo, para todo o homomorfismo ¢ : A — B, sefforo
homomorfismo 1o o9~ o quadrado exterior do diagrama (2.5) comuta, pois todos
os poligonos interiores comutam:

An A A (25)

XL

TAqg
A"

o) g(n)l Le "

B()n —,NTO-" BO
A N
B — B

a

Uma familia (m4)aecy que comuta com homomorfismos é denominada de operacdo
implicita n-dria sobre V. Pelo lema 2.7, podemos formar o conjunto Imp,, V de todas
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as operagoes implicitas n-arias sobre V e afirmar que
(ma)aev € Imp, V = (74) aev, € Imp, Vo
é uma bijecgao.

Se p for um termo n-ario, entdo (pa)aev € Imp, V e se ¢ também for um termo n-ario
entdo (pa)aev = (ga)aev se e s6 se V = p = ¢. A uma operacao implicita n-dria
(pa) aev obtida a partir de um termo n-ario p (que, como vimos, nio é necessariamente
tinico), chamamos operacdo ezplicita n-dria. Podem existir operacoes implicitas que
nao sio explicitas. Exemplos disso sdo as operacoes unarias 2% k € Z, na pseudo-
variedade dos semigrupos finitos, ou a operagao binaria [z, ,y| na pseudovariedade dos
grupos finitos.

Fixemos um conjunto X = {z,,...,2,} de n varidveis distintas. Podemos identificar
o conjunto A™ com o conjunto AX das funcdes X — A, identificando o vector
d=(a,...,a,) € A" com a fun¢io o : z; € X — a; € A. Reparemos que ao fazermos
esta identificagdo entre AX e A™ estamos de certo modo a ordenar os elementos de X.
Dadas fungbes f : A — A e ¢ : A — B usaremos as notagdes f(a) e g o« para f(a)
e o™ (), respectivamente.

Vimos como uma operagao implicita n-dria 7 = (m4) 4ev fica determinada se conhecer-
mos as fungoes m4 : A" = A, A € V. Por outro lado, quando A é uma dlgebra de V, a
fungio m4 : A® — A fica determinada se para cada o € AX conhecermos 74(); além
disso w4 (@) = ma(x)y () pois T comuta com o homomorfismo de incluséo (e (X)) — A.
Isto leva-nos a considerar o conjunto I dos pares (A, &) formado por édlgebras de Vj e
funcoes geradoras o : X — A. Ao pormos em evidéncia a propriedade que caracteriza
a familia (74) ey como operagao implicita n-aria, verificamos que m = (74(c))(4,0)ez
é elemento dos conjuntos

Fsaem = {(@ua)amer € [[ A:bcs@cy)) =15
(A,@)erl

se 0c,p : C' — B é um homomorfismo tal que fc 5oy = 3}

e que portanto é elemento da sua interseccio

ﬁ.X'\/O == ﬂ F({B,ﬁ):(cﬁ))'

(B,B) eI
(C.m el

Pelo lema 1.6, como +y gera C', o homomorfismo ¢ g se existir é inico. E um exercicio
de rotina mostrar que Q2xVy é uma subdlgebra de H(A wer 4

Lema 2.8. A funcao

Cv - Imp,V DxVy
(Ta)aev — (WA(Q))(A,Q)EI
€ uma bijeccao.
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Demonstragao. Seja (Z(a.0))(Aa)er € QxVo. Vamos definir uma familia (74)4ev de
funcoes w4 : A® — A através dos seguintes dois passos:

1. Se (A, ) € I entdo ma(a) = T(a,q)-

2.8 AeV,ae AX m A" e : (a(X)) = Ay € V, for um isomorfismo, entao
Ta(e) =¥~ (ma (¥ 0 0)).°

Esta definicio nio depende da escolha de 1, como ilustra o diagrama (2.6), o qual
é uma emulacio da comutatividade do diagrama (2.4)%: o quadrado exterior comuta
porque (Ag, Yoa), (Ag, noc) € I e (ZT(a,a))(A0)el € QxV,, e como o rectingulo superior
comuta, tal também acontece com o inferior, ou seja, n(v (74, (Y 0 @) = Ta(noa).

’tp o E Aonl i TAp (’¢ O__O{) e AQ (26)
w(n) "p—l
— AR, -1
i ™ "V‘oferoxb(")w (Tar( o)) € A
(=)™ 1
1 rag r
noa € A" Ta,(noa) € Ay

Dados um par de dlgebras A, B € V, um homomorfismo ¢ : A — B, e um elemento o
de AX ~ A™, sejam ¥ : (a(X)) — Ay € Vo e n: (poa(X)) = By € Vg isomorfimos.
Para 6 = no ot o diagrama (2.7) comuta, logo (m4)aev € Imp, V.

o€ A" 2 Tala) € A

Yoa € A —2> g, (10 a) € Ap

o™ B(MI Is @

nowpoa € By"—=mg,(noywoa) € By
T8 0
4]

poo € B™y

Por construcao, C\jﬂl({(s:(A,a})(A,a)ef}) = {(74)aev}- O

Se V, for um outro sistema completo de representantes das classes de isomorfismo de
elementos de V, a bijeccio (Jll oy, : QxVo = QxV,; é um isomorfismo. Estamos

5 A, depende portanto de a.
5A dependéncia de Ay em relagio a « impede uma utilizagio directa da comutatividade do.
quadrado exterior do diagrama. (2.4).
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entdo justificados para denotar QxV, por QxV e designar os seus elementos como
operagoes implicitas n-arias, identificando-os com os elementos de Imp,, V através da
bijeccao (y,. A algebra 2xV é a dlgebra das operacées implicitas n-drias sobre V.

O conjunto I admite a ordem parcial < se estipularmos que (A4, a) < (B, () se e 86
se existe um (dnico) homomorfismo fg 4 : B — A que torne comutativo o diagrama

(2.8).
X
S X
A~— B

Dados (A4, «), (B, ) € I, se P for a subélgebra de A x B gerada pela fun¢io o x 3 e
se p : P = C € Vg for um isomorfismo entdo v = p o (a x §) é tal que (C,v) € I,
(A,a) < (C,7) e (B,B) < (C,v), como se depreende do diagrama (2.9) (onde pr4
e prp sao as projeccoes candnicas). Concluimos que o conjunto ordenado (I, <) é

dirigido, ou filtrante [21].
P
\(\ l‘r"/
pracy praocp

Somos levados a considerar o seguinte functor F' da categoria .# do conjunto ordenado
(1, <) na categoria %, das algebras de tipo 7:

(2.8)

(2.9)

g L%,

(A,@) — A

g

(B,8) —— B

O functor F' constitui um sistema projectivo, e a algebra QxV é o limite projectivo de
F:
QxV = @1 A
(A,a)el

Exemplo 2.9." Na pseudovariedade G dos grupos finitos, consideremos um sistema
de representantes que inclua o0s grupos ciclicos Z,, n € N. A dlgebra das operagies
implicitas n-arias sobre G € o grupo @(zn,a)ef Zn. Como a escolha dos geradores de
Ly, € simétrica, € natural que consideremos o subconjunto J de I formado pelos pares
constituidos por um grupo Z, e pelo gerador (1], de Z,. Este subconjunto é cofinal’

"Um subconjunto J de um conjunto ordenado (I, <) é cofinal em I se Vie I,3j € J:i < j.
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em I, pelo que a projecgdo candnica € um isomorfismo entre o grupo @( e L, € 0

grupo 7 L(Z (1])es Zn. Notemos que existe um homomorfismo O, ,, de Zn para Ly,
tal que O m([1]n) = [Lm se € s6 se m divide n. Se m divide n entdo Onm([k]n) = [k]m-

Em [28] podemos encontrar algumas informagdes interessantes sobre Z. O cardinal
deste grupo é 2%°.

Exemplo 2.10. Seja p um primo de N. Os grupos Zy, n € Ny, formam um sistema de
representantes das classes de isomorfismo da pseudovariedade dos p-grupos Abelianos
elementares finitos Ab,, gerada pelo grupo Z,. Todos os grupos desta pseudovariedade
que sdo gerados por n dos seus elementos sao imagens homomorfas de Zy. Logo, se e;
for o0 i-ésimo vector candnico do Zy,-espago vectorial Zy, entdo o conjunto constituido
apenas pelo par (Z7, (e1,...,en)) € cofinal em I, pelo que a digebra das operagoes
implicitas n-drias sobre V € isomorfa ao grupo Z.

Sejat : X — QxV afuncao cujas componentes sdo as fungdes geradoras das respectivas
componentes, i.e., . define-se pelas igualdades ¢(z;) = (@(:))(a,a)er- Consideremos em
qualquer algebra finita a topologia discreta e em QxV a topologia induzida da topologia
produto de H( Aalerl A. Entdo a projeccio candnica na coordenada (A, a) € o 1inico

homomorfismo continuo & : QxV — A que torna o diagrama (2.10) comutativo para
qualquer (A, ) € I. Trata-se evidentemente de um homomorfismo sobrejectivo. Nem
todo o homomorfismo QxV — A tem que ser continuo: é o caso do exemplo 6.3 de [4].

X —=Q0xV (2.10)

X\ &
¥

A
Constitui um pequeno passo adicional mostrar que o diagrama (2.10) também comuta
para qualquer algebra de V (e ndo apenas de V), e para qualquer fungio a: X — A
(ndo necessariamente geradora). Daqui resulta imediatamente que se QxV for a
subdlgebra gerada por ¢(X), entdo (2xV, 1) tem a propriedade universal para V sobre
X. E natural que nos perguntemos se QxV é a V-algebra livre sobre X. A resposta é
afirmativa:

Lema 2.11. Fy(X) ~ QxV..

Demonstracdo. Consideremos o homomorfismo sobrejectivo

v:  T(X) QxV

p(E1, .o, Z0) — Doy (4(1); - < - 1{Tn))
Temos

Py (e(z1), o ¢@n)) = pa,v((alz 1)) (A)els - - - &(Tn)(4,0)er)
= (pa(@))(a,)er = (Pa) aev,
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onde o simbolo & serve para significar a identificagdo que ji assinaldmos.

Logo (p,q) € Kerp & (pa)aev = (q4)aev © VEPp=q & (p,q) € Ov(X). O

Uma forma alternativa de mostrar que QxV e Fy(X) sdo dlgebras isomorfas consistiria
em provar que estas algebras tém a propriedade universal sobre X para a variedade
gerada por V.

Como resulta da demonstragao do lema 2.11, os elementos de §2xV sdo as operagoes
explicitas n-arias. Por isso (2xV é referida como a dlgebra das operacdes explicitas
n-drias sobre V. Se V contém dlgebras nao triviais, entdo ¢ é injectiva, pelo que
podemos abusar da notacdo e designar a operagdo «(z;) por z;; com esta identificagéo,
QxV é gerada pelas varidveis z,...,%,. Devido ao modo como é interpretada numa
qualquer dlgebra de V, a operacao explicita x; é designada como a projec¢dao na i-€sima
componente.

Se 7 é uma operacio implicita n-aria entdo, considerando = como elemento de QxV,
temos ma(a) = &(m). E claro que se 7 e p forem elementos distintos de QxV,
existem uma algebra A sobre V e um homomorfismo continuo ¢ : QxV — A tais
que @(m) # p(p), bastando para tal tomar A € Vg e o € A" tais que m4(e) # pa(e)
e considerar a projeccio de QxV sobre (A, @). Esta simples propriedade é da maior
importancia. Iremos aproveita-la mais adiante para o estudo de pseudovariedades de
grupos finitos. No entanto para que o possamos fazer precisamos conhecer algumas
caracteristicas topoldgicas de Qx V.

Proposigao 2.12.

1. QxV é um espaco topoldgico Hausdorff:
2. QxV € um subconjunto fechado de H(A,a)er A;
3. QxV é compacto;

4. A subalgebra QxV € densa em Oy V.

Demonstracio. 1: QxV é subespaco do produto H(A’a)el A de espagos Hausdorff.

2: Os subconjuntos de [] 4 4)e; 4 que tém um nimero finito de coordenadas fixa-
das® e as restantes coordenadas livres® formam uma base b da topologia de
[I(a,mer 4 O subconjunto Fi(z,pg, ) de [[4,0er A € unido de um nimero

8Um subconjunto S de um produto [] acA X tem a coordenada A fitada se a imagem de S pela
rojeccao canénica S — X, tiver um tunico elemento.
projecg S Xt 1 t
*Um subconjunto S = [T, Sx de um produto X = [],c, X tem a coordenada A livre em X
se S5, = Xuy-
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finito de elementos de b, uma vez que existem subconjuntos By de B e Cp de C
tais que

Fuap)cm) = ( H A) X By x Cj.

(A,a) €T
(A, a) #(B,8),(C,7)

Como os elementos de b também séo fechados, o conjunto FB,p),c,y) € fechado.
LOgO QXV = m (B,B)e I F((B,ﬁ),{c,'y)) é um feChadO de H(A,Q)EI A

(Cnelrl
3: O Teorema de Tychonoff diz-nos que o produto de espagos topolégicos compactos é
ainda compacto. Logo H( An)el A é compacto, e portanto o subconjunto fechado

QxV também o é.

4: Seja U um qualquer elemento de b tal que U N QxV # 0. Queremos mostrar
que UNQxV # 0. Como U N QxV # 0, existem (Ay,a1),...,(Ar, o) € T e
a1 € Ay, ...,ax € Ag tais que

UNQxV = {(= Aa)(Aa) € QxV: T(Ay o) = oy T Ay ) = gt

Sejam P a subdlgebra de A; x - - - x Ay gerada por ag X---xag e @ : P — Ay € Vo
um isomorfismo. Se g = po(ay X+ -xay) entdo (Ao, ap) € I, (Ai, ;) < (Ao, )
8 B a; =praog™ (B8 {Lives 5 }), onde pra, : P — A; é a projecgao canonica.
O conjunto

ﬂ {CL = AO : QAU,Ai(a) = ai}

ik

é nio vazio, pois ¢(ai,...,ar) € A. Temos

U (@) e € QxV & 20,00 = a} SUNOXV.

aEA

A projecgdo canénica da,v : QxV — Ap na coordenada (Ap, ag) € sobrejectiva,
pois dipjn, v © ¢ = a (ver diagrama (2.10)). Logo, para todo a € Ay,

{(x(Ava))(A»a) = QXV : ',L-(Ag,ao) = ﬂ.} 72 @ D
(_30r01ério 2.13. A dlgebra QxV ¢ finita se e s6 se a subdlgebra QxV € finita. Se
QxV e QxV forem finitas entao sdo iguais.
Demonstragdo. Num espago Hausdorff os conjuntos finitos sao fechados. Pela sua
densidade em QxV, se xV for finita entdo ¢é igual a QxV. O
Corolario 2.14. Se A € V, entdo para qualquer = € QxV existe p € QxV tal que

TA = PA-

Demonstracido. Sejam € QxV. Consideremos a pseudovariedade W gerada por A e se-
jam ¢ e k as fungdes geradoras de QxV e QxW, respectivamente. Pela proposicao 1.20,
a &lgebra QxW é um elemento de W, e portanto também de V. Pelo corolario 2.13,
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QxW = QxW. Assim existe um tinico homomorfismo continuo ¢ : QxV — QxW tal
que @ ot = k. Temos entdo

p(xV) = k(X)) = QxW = QW = 5(X) = p(QxV).

Logo existe p € Q2xV tal que p(7m) = ¢(p). Seja a um qualquer elemento de A*.
Sabemos que existe um tinico homomorfismo continuo 3 : QxW — A tal que fok = a.
O homomorfismo o ¢ é o dnico homomorfismo continuo ¥ : QxV — A tal que
PYoi=aq.

TN
ﬁxv TQ-XWTA
Logo
mala) = Bop(r) = Ble(r)) = B(e(p)) = Bop(p) = pala).
Como « é arbitrario, 74 = pa. O

Com a proposigao 2.12, podemos justificar a barra que surge no simbolo QxV, pois
ela adquire o significado topolégico da densidade de QxV em QxV.

Retomemos o exemplo 2.9. Pela compacidade de ](iLn(z el Z, e pela propriedade

Hausdorff de Z = L
além de ser um isomorfismo de grupos é um homeomorfismo de espagos topoldgicos.

Ly, a projec¢ao canonica do primeiro grupo no segundo,

2.3 Algebras pré-V

A parte final da seccao anterior leva-nos a focar a nossa atengdo na interacgao entre
propriedades algébricas e topoldgicas de determinados objectos. Os conceitos que se
seguem tornam precisas as caracteristicas que pretendemos para esses objectos.

Uma dlgebra topoldgica é uma algebra munida de uma topologia para a qual as
operagoes fundamentais sdo continuas. Os morfismos entre algebras topolégicas sio
os homomorfismos continuos. Logo, os isomorfismos de dlgebras topoldgicas sao os
isomorfismos de algebras que sdo homeomorfismos. Uma funcédo geradora de uma
algebra topolégica A é uma funcao ¢ : X — A tal que a subdlgebra (.(X)) é densa
em A. Os conceitos de funcdo geradora de uma dlgebra e de funcdo geradora de uma
dlgebra topoldgica sdo distintos, embora andlogos. A algebra topoldgica A é finitamente
gerada se existir alguma funcao geradora de A que tenha dominio finito.

Uma dlgebra compacta é uma algebra topolégica compacta e Hausdorff. Uma dlgebra
pro-V é uma algebra compacta A com a seguinte propriedade: dados quaisquer dois
elementos distintos u, v € A existem uma dlgebra F' de V e um homomorfismo continuo
w : A — F tais que ¢(u) # ¢(v). Uma dlgebra topoldgica (ndo necessariamente
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compacta) com esta propriedade diz-se residual em V. Observemos que os conjuntos
o (p(u)) e v~ (p(v)) sdo abertos e disjuntos: sao abertos porque {¢(u)} e {p(v)} séo
abertos!? de F' e  é continua, e sio disjuntos porque {¢(u)} e {¢(v)} tém interseccdo
vazia. Como u € ¢~ ip(u)) e v € ¢~ (p(v)), isto implica que as componentes conexas
de A sejam os conjuntos singulares (i.e., s6 com um elemento). Recordemos que
um espaco topolégico cujas componentes conexas sdo 0s conjuntos singulares diz-se
totalmente desconezo. Ora, um espaco topoldgico compacto e Hausdorff é totalmente
desconexo se e s6 se possui uma base constituida apenas por abertos-fechados'! [34].
Um espaco topolégico com uma tal base diz-se zero-dimensional. Evidentemente, os
espacos topoldgicos discretos sio totalmente desconexos e zero-dimensionais. Assim, as
propriedades das algebras pré-V aproximam-nas das algebras de V. Alids, as dlgebras
de V munidas da topologia discreta sao exemplos de dlgebras pré-V. A dlgebra QxV
também é um exemplo de uma &lgebra pro-V, nao necessariamente finita. Quando V
¢ a pseudovariedade de todas as dlgebras finitas, usamos o atributo profinito no lugar
de pro-V.

A propriedade da residualidade em V das dlgebras pré-V implica uma outra proprie-
dade que a generaliza, a qual expressamos no préximo lema.

Lema 2.15. Seja A uma dlgebra pré-V. Se K e L forem subconjuntos compactos
disjuntos de A, entdo existem uma dlgebra F' de V e um homomorfismo continuo
w: A— F tais que p(K)Np(L) = 0.

Demonstracdo. Seja v € L. Para cada u € K existem uma élgebra F, .y de V e um
homomorfismo continuo @,y @ A = Fiuuy tais que @) () # @uep(v). A familia
Pla, v}(go{u v} (1))uek é uma cobertura aberta de K. Pela compacidade de K, admite

uma subcobertura finita cp{u o} (@0} (U))us,...unexc- Consideremos o homomorfismo
continuo

Py = H?:l P {us,v} ¢ A—F, = H?:l F{ui,v}
Qg ((:01.65,11 (a'))'izl,...,n

Sejau € K. Existei € {1,...,n} talque u € Lp{_lfw}(go{m,u} (u;)), pelo que @y, 3 (u) =
0 () () 7 @i} (V). L0go pu(u) # @u(v) e portanto o, (K) Ny ({v}) =

Por sua vez, a cobertura aberta o7 (¢, (v))ver de L também admite uma subcobertura
finita go;l(cpﬂi(w))m,_,_,vmg 7. O homomorfismo continuo

p=IIZ 00 A—F=][L F,
ar— ((101),' (a'))'iZI,.“,m

e a algebra F' estdo nas condicoes pretendidas. -

W Também sio fechados.
11Como o nome indica, um aberto-fechado é um conjunto aberto e fechado.
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Corolario 2.16. Seja A uma dlgebra pro-V. Qualquer que seja o subconjunto aberto-
-fechado K de A, exziste algum homomorfismo continuo ¢ : A — F de A numa dlgebra
F deV tal que K = ¢~ (p(K)).

Demonstragio. Seja entao K um subconjunto aberto-fechado de A. A inclusio nio
trivial é o' (p(K)) C K. Como K e A\ K sdo subconjuntos fechados de um espaco
compacto, sao também eles mesmos subespacos compactos. Pelo lema 2.15, sabemos
que existem uma 4algebra /' de V e um homomorfismo continuo ¢ : A — F tais que
e(K)Np(A\K) =0. Logo A\ KNy (¢(K)) =0 e portanto o~} {p(K)) C K. O

Vamos terminar esta seccdo com um resumo de algumas das mais relevantes pro-
priedades topoldgicas das dlgebras pré-V finitamente geradas. Seja A uma algebra
topolégica com topologia 7. Fixada a pseudovariedade V, consideremos para cada
(u,v) € A x A o conjunto € dos cardinais de algebras F' de V para as quais existe
algum homomorfismo continuo ¢ : A — F' tal que ¢(u) # ¢(v). Definimos o elemento
r(u,v) de NU {+o0} como sendo igual ao minimo de € se este conjunto for ndo vazio
e igual a +oo caso contrdrio. Observemos que 7(u,v) nunca pode ser igual a 1 e que
A é residual em V se e s6 se u # v = r(u,v) # +oc. Consideremos agora o niimero

d(u, v) = 2770)

considerando 27°° = (). Verificam-se as seguintes propriedades:

L. dlww) = 0;
2. = w=b diu,v)=0

3. d(u,w) < max{d(u,v),d(v,w)}.

As propriedades 1 e 2 sao triviais, e mesmo a ultima propriedade é quase imediata:
dados u,v,w € A, se ¢ : A = F € V for um homomorfismo continuo tal que p(u) #
@(w), entdo p(v) # p(u) ou p(v) # w(w), pelo que r(u,w) > min{r(u,v),r(v,w)}.
Conforme ja observamos, se A for uma &lgebra pré-V entio a implicagao reciproca de
2 também é vélida, pelo que nesse caso d é uma ultramétrica.'* Como veremos, se A
for finitamente gerada entao a topologia 7 é metrizavel por d.

Dizer que a algebra topoldgica A é finitamente gerada é o mesmo que dizer que existe
um subconjunto finito X' de A tal que (X) = A. Para cada F' € V scja Homc(A4, F)
o conjunto dos homomorfismos continuos de dominio A e conjunto de chegada F.
Os elementos de Home(A, F') ficam completamente determinados pela sua restricao
a &. Como & é finito, concluimos que Homc(A, F') também é um conjunto finito (de
cardinal menor ou igual ao de X).

Um tipo algébrico finito ¢ um tipo com um numero finito de operacgoes fundamentais.

12Uma ultramétrica é uma métrica que verifica o axioma mais forte d(u,w) < max{d(u,v), d(v,w)}.
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Proposigao 2.17. Consideremos uma pseudovariedade V num tipo algébrico finito.
Seja A uma dlgebra pré-V para a topologia T. A topologia T € metrizdvel por d.

Demonstracio. Consideremos um elemento v de A. Para a métrica d, a bola aberta
de centro v e raio € > 0 é o conjunto

B(v;e) = {u€ A:d(u,v) <e}
={ue A:27W <¢}
={ue A:r(u,v) > —logye}.
Portanto, os elementos do conjunto das bolas abertas de centro v sdao os conjuntos

Bu(v) ={ue€ A:r(u,v)>n}, neN

Vamos comecar por mostrar que By, (v) é um elemento de 7. Seja Vo um sistema com-
pleto de representantes das classes de isomorfismo dos elementos de V. Consideremos
o conjunto

I={(F,¢) €VoxIlgey, Homc(A,G) : |[F|<negpe Homc (A, F)}.

Como o tipo algébrico é finito, o conjunto {F € Vy : |F| < L} é finito. Como A ¢é
finitamente gerada, Home(A, F) é finito, para qualquer /' € V. Entdo o conjunto J
também é finito. Logo o produto

P = H F
(Fup)el

é um elemento de V. A fungao

é um elemento de Home(A, P). Se r(u,v) > n entdo ¢(u) = ¢(v) para todo (F,p) € I,
pois |F| < n se (F,p) € I. Logo ®(u) = ®(v). Por outro lado, se r(u,v) < n entdo
existe uma 4lgebra F de cardinal menor ou igual a n e um homomorfismo continuo
0 A — F tais que p(u) # ¢(v). E claro que podemos supor F' € Vg, ou seja,
(F, ) € I. Entao ®(u) # ®(v). Resumindo,

r(u,v) > n < d(u) = (v).
Como ®(u) = ®(v) & u € &7H(®(v)), daqui se retira que
Bn(v) = @7 (2(v)).

Pela continuidade de ®, o conjunto B,(v) é um elemento de 7. A topologia T4
definida pela métrica gerada por d é a topologia gerada pela familia de conjuntos
(Bn(v))veanen- Logo T4 € T

Como a algebra topolégica A é zero-dimensional, existe uma base b de 7 constituida
por abertos-fechados. Vamos mostrar a inclusdo 7 C 73 provando a inclusdo b C 7.
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Consideremos entdo um elemento K de b. Pelo corolario 2.16, existem uma dlgebra F
de V e um homomorfismo continuo ¢ : A — F tais que K = ¢ !(p(K)). Sejav € K.
Se r(u,v) > |F| entdo ¢(u) = ¢(v), donde

Bir|(v) € ¢ (o)) € ¢ p(K)) = K.

Como v é um elemento arbitrario de K, o conjunto K é um aberto para a métricad. O

De agora em diante, em todos os resultados que envolvam a utiliza¢io da ultramétrica d
estaremos a assumir implicitamente que o tipo algébrico é finito.

Lema 2.18. Uma dlgebra pré-V é uma dlgebra topoldgica isomorfa a uma subdlgebra
topoldgica de um produto de dlgebras pré-V.

Demonstragio. Dada uma 4lgebra A pré-V, consideremos o conjunto Py(A) dos sub-
conjuntos de A com cardinal igual a 2. Entdo, para cada {u,v} € Py(A) existem
uma algebra Fy,,} de V e um homomorfismo continuo Pluw) * A = Fi,) tais que
©fuw} (1) # Vquwy(v). Consideremos a fungio

Pr= H{u,u}epz(,q) Plupy + A— H{u,v}e'Pz{A) Fluu
0> (P1u2}(2)) fuv)epa(a)
Esta func¢ao é um homomorfismo continuo e injectivo.'® Entdo a funcio

ac A8 pla) e Imyp

¢ uma bijeccao continua. Pela compacidade de A e pela propriedade Hausdorff de Im ¢,
0 homomorfismo ¢y é um homeomorfismo. O

Decorre da demonstragdo do lema anterior que uma algebra pré-V finita é isomorfa
a uma subdlgebra de um produto de um ntumero finito de elementos de V. Logo as
algebras de V sao as unicas dlgebras pré-V finitas.

O lema 2.18 tem dois corolarios enunciados a seguir e cuja utilidade é ilustrada no
exemplo subsequente.

Corolario 2.19. Sejam A uma dlgebra pré-V e (u,), uma sucessio de elementos
de A. A sucessio (uy)n converge em A se e sd se para todo o homomorfismo continuo
p:A— F de A numa dlgebra F de V a sucessio (p(u,))n € quase-constante.

Demonstracao. A implicacdo directa é imediata. Pelo lema 2.18, para algum con-
junto V, de dlgebras de V, a algebra topolégica A pode ser considerada como um
subespago fechado do produto HBEVU B. Ora num produto [[,.; X; de espagos to-
poldgicos X; uma sucessdo (f,),en converge se e s6 se as sucessoes (fn(i))nen con-
vergem em X;, qualquer que seja o elemento ¢ de [ [34]. Assim para mostrarmos
a implicacdo reciproca os homomorfismos continuos que nos basta considerar sao as
restricoes a A das projeccoes candnicas de [] pev, B em elementos de Vy. O

muav EAeutuv= ‘P{u.v}(u) 7 ‘P{u,w}('”) = p(u) # p(v).
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Corolario 2.20. Sejam A uma dlgebra pré-V e (un)n uma sucessdo de elementos
de A. A sucessdo (un)n converge em A para u se e s0 se para todo o homomorfismo
continuo ¢ : A — F de A numa dlgebra F' de V a sucessio (p(un))n € quase-constante

igual a p(u).

Demonstracdo. A demonstragio deste coroldrio é analoga a do coroldrio anterior; neste
caso a observagiio a fazer é a de que num produto ], X; de espagos topolégicos X;
uma sucessao (fn)nen converge para g se e s6 se as sucessoes (fn(i))nen convergem em
X, para g(i), qualquer que seja o elemento i de I [34]. O

Exemplo 2.21. Consideremos a pseudovariedade S dos semigrupos finitos. A suces-
sdo de operagies explicitas undrias (z™F),5k converge em Qz}S para a operagio
implicita 2%, uma vez que para qualquer homomorfismo continuo ¢ : QS =+ 5
num semigrupo finito S temos

n.!+k:) = .’L'w+k).

lim @(z™*) = p(lim z o(

n—0o0 n—roo

2.4 ),V enquanto dlgebra pré-V livre

O préximo teorema generaliza para qualquer dlgebra A pré-V a comutatividade do
diagrama (2.10).

Teorema 2.22. Para toda a dlgebra A pré-V e para toda a fungdo oo : X — A, existe
um tdnico homomorfismo continuo & : QxV — A tal que &ov = a.

Demonstragio. Sejam A uma élgebra pré-V e @ : X — A uma fungao. Considere-
mos o conjunto Py(A) dos subconjuntos de A com cardinal igual a 2. Entao, para
cada {u,v} € Py(A) existem uma algebra Fi,,) de V e um homomorfismo continuo
Oruwy + A = Fluy) tais que o) (u) # Oupy(v). Seja Oy @ QxV — Flyyy 0 tinico
homomorfismo continuo tal que 8y} © t = @} © -

-
X —QxV
|
a 18{u,v}
Y

A W}F{“’”}

Sejam agora F' = H{u,u}ePQ(A) Fpuuy, @ : QxV — F o homomorfismo H{u,v}e?’:(A) Bru vl
e @: A— F o homomorfismo []y, ,1ep,(a) Plup)- Temos o =poa.

X —=QxV
b
A—p > F
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A fungao
a€AR pla) € Imyp

€ uma bijecgao continua e portanto, pela compacidade de A e pela propriedade Haus-
dorff de Im ¢, é um homeomorfismo. Basta-nos pois mostrar que Im# C Imy e
tomar ¢ = ;' o para completarmos a demonstracdo. Como Im ¢ é um subconjunto
compacto do espaco Hausdorff F

Imp =Imyp 2 p((a(X))) = (p(a(X)))
= (0(«(X))) = 0((c(X))) = 0(Qx V)
= 0(QxV) = 0(QxV) = Im#.

Demonstrada a existéncia do homomorfismo &, a unicidade é quase imediata: se @
e 1 forem homomorfismos QxV — A tais que ¢ ot = % o ¢, entdo pelo lema 1.6
Piaxv = Yjaxv; se além do mais ¢ e 1 forem continuos, entdo, como {2xV é denso em
va, QL = '([) D

Vamos abstrair a propriedade descrita no teorema 2.22. Se F' for uma dlgebra pré-V
et: X — F for uma func¢io tal que (¢(X)) = F, dizemos que F é uma dlgebra
pro-V livre sobre X, relativamente a ¢, se para toda a algebra pré-V e para toda a
funcio o : X — A existir um tnico homomorfismo continuo & : QxV — A tal que
& ot =a. Se X for um conjunto finito ndo vazio'®, entdo QxV é uma é&lgebra pré-
V livre sobre X. Mimetizando um raciocinio ja utilizado no capitulo 1, concluimos
que, a menos de isomorfismo de algebras topolégicas, existe uma tunica algebra pro-V
livre sobre um conjunto de cardinal n. Escolhemos o conjunto n = {0,...,n — 1},
para falarmos na algebra pré-V livre 2,V das operacbes implicitas n-arias sobre V,
e na subdlgebra densa €1,V das operagoes explicitas n-arias sobre V. Em geral, por
simplicidade, continuamos a denotar por z; a imagem de ¢ — 1 pela fun¢do geradora

de Q,V.

2.5 Operacoes implicitas em algebras pré-V e com-
posicao de operacoes implicitas

Libertemo-nos do modelo que construimos para {1,V (e que permitiu provar a sua
existéncia), tirando proveito da definicdo de dlgebra pré-V livre, expressa no dia-

14Na verdade esta é uma condigio supérflua. Apesar de termos construido Q1xV partindo do
pressuposto de que X é um conjunto finito nao vazio, a finitude de X nao foi relevante para essa
construgdo. A opg¢ao por supor X finito deveu-se a trés razdes: apenas nos serd 1til o estudo de
operagdes implicitas com aridade finita, se X for finito entéo, como vimos, QxV tem propriedades
topoldgicas muito 1teis, e ainda sob a hipdtese da finitude de X a aquisi¢io de conceitos é, na nossa
opinié,o,ife%ta. com menos esforgo e maior apoio da intuigdo (nomeadamente através da identificagio
AX =~ AKX,
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grama (2.11).

Q,V (2.11)

|
\ | 31 homomorfismo continuo &

Y
A pré-V

n

Seja m um elemento de Q,V. A existéncia e unicidade do homomorfismo & torna
possivel a interpretacio de m numa qualquer élgebra A pré-V como a operagao n-dria

Ta: AP—A
o — G(m)

Ainda pela unicidade dos homomorfismos &, esta interpretacdo comuta com homo-
morfismos continuos:

¢ homo.

continuo

p(ma(@)) = p(&(r)) = oa(r) = ms(poa).
Dito de outro modo, o diagrama (2.12) comuta para qualquer homomorfismo continuo
¢ : A — B entre dlgebras pro-V.

Ar T2 A (2.12)

AT

Br 2. B

J4 sabiamos que a familia m = (m4)acv tornava o diagrama (2.12) comutativo para
qualquer homomorfismo entre dlgebras de V. A novidade reside em 7 admitir uma
interpretacio nas algebras pré-V que estende naturalmente o conceito de operagao
implicita sobre V ao de operagdo implicita na classe das algebras pro-V.

Exemplo 2.23. Num semigrupo profinito S, a poténcia a“t* define-se como sendo a
imagem de a pela interpretacdo em S da operagdo implicita undria ¥tk Jd tinhamos
visto no exemplo 2.21 que a sucessdo de operagdes explicitas (z™+F) 5k converge para
z“t%. Logo, se p for o unico homomorfismo continuo Q.S — S que envia®® z em a,
entao

= o( lim z"%) = lim @(z)"* = lim o™+

$w+k)
n—+00 n——+00 n—r+00

a“*" = ¢

O préximo lema, que generaliza o lema 2.4, vem no seguimento deste exemplo.

15Em conformidade com a convengdo geral que adoptimos, denotamos por z a imagem de 0 pela
funcédo geradora ¢ : 1 = {0} = Q1 V.
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Lema 2.24. Sejam M um mondide profinito e x um elemento de M. As segquintes
condigdes sdo equivalentes:

1. z € invertivel;
2. enistey € M tal que yx = 1;
3. existe y € M tal que zy = 1,

4. ¥ =1.

Demonstragdo. Com excepcao das implicagoes 2 = 1 e 3 = 1, a demonstragao é
inteiramente andloga & do lema 2.4. Suponhamos que yz = 1. Seja ¢ : M — F
um homomorfismo continuo num mondide finito F. Entdo ¢(y)p(z) = 1. Decorre
da demonstragao do lema 2.4 que ¢(z)p(y) = 1, ou seja, que p(zy) = »(1). Como
@ e F sao arbitrarios e M é profinito, zy = 1, o que mostra a implicagio 2 = 1.
Analogamente, se zy = 1 entdo x é invertivel. a

A interpretagao em algebras pré-V de operagoes implicitas sobre uma pseudovariedade
V tem como aplicacao importante o facto de ser um meio expedito de as compor.
Se w € Q,V for uma operacgio implicita n-iria sobre V e vy,...,v, € Q,,V forem
operagoes implicitas m-drias sobre V, entao definimos a operagao implicita composta
w(v1,...,vn) como sendo a operagdo implicita m-aria u = wg _y(v1,...,v,). Esta
definicao é adequada, pois se A é uma &algebra pro-V e a: m — A é um elemento de
A™, entdo ua(c) é igual a wa((v1)a(a@),..., (vn)a(e)), como a seguir se deduz:

= @(wg (o0 ¥a))

= el Gl ) s o0 GlTR))

=wa((v1)ala), ..., (vn)a(a))
Como exemplo muito particular, temos a igualdade m = w(zy,...,z,), para todo
™€ Q,V. ;

Se n < m, a &lgebra Q,V pode ser mergulhada em Q,,V, do modo que a seguir
descrevemos. Sejam j : n — m a inclusdao de n em m, e s : m — n uma funcao tal que
soj =Id,. Sejam ¢ e s as funcdes geradoras de O,V e Q,,V, respectivamente. Se j
e § forem os unicos homomorfismos continuos que tornam comutativos os quadrados
interiores do diagrama (2.13), entdo, pela sua unicidade, o homomorfismo continuo §oj
¢ a identidade, como ilustra o mesmo diagrama (2.13). Logo 7 é um homomorfismo

62



injectivo.

Notemos que se m = n entdo j é a identidade. O homomorfismo j envia a operagao
implicita n-aria 7 € €1,V na operagio implicita m-dria sobre V que transforma um
m-uplo (a1, . .., 8n, Gni1, - - - Gm) de elementos de uma dlgebra A pré-V em ma(as, . .. o s
como a seguir se deduz:

Verifica-se, como consequéncia imediata da injectividade de j, a seguinte propriedade,
valida para elementos 7 e p, de {2,V e para m > n:

T, v = Pa,v <= T =P

2.6 Pseudoidentidades

Uma pseudoidentidade em V é um par ordenado (7, p) de operagdes implicitas sobre
V com a mesma aridade. O par (7, p) é usualmente denotado pela igualdade formal
7 = p. Dizemos que uma Algebra A pré-V satisfaz a pseudoidentidade m = p, e
escrevemos A = m = p, se m4 = pa; se K for uma classe de dlgebras pré-V entdo
K |= 7 = p significa que todos os elementos de K satisfazem a pseudoidentidade 7 = p;
e se & for um conjunto de pseudoidentidades em V entdo K |= X significa que todos
os elementos de K satisfazem todas as pseudoidentidades de . A classe das algebras
de V que satisfazem um conjunto de pseudoidentidades £ em V é denotada [Z[y; caso
seja ¥ = {m = p} estaremos & vontade para omitir as chavetas, escrevendo apenas

[x = o]y

Exemplo 2.25. Consideremos, no tipo algébrico dos mondides, as pseudovariedades
M dos mondides finitos e G dos grupos finitos; temos G = [z¥ = 1]

Consideremos o tipo algébrico dos semigrupos e a pseudovariedade S dos semigrupos
finitos. Se X é um conjunto de n — 1 varidveis, m € QxS e y é uma varidvel que ndo
ocorre em X, entdo usamos a igualdade formal 7 = 1 como abreviatura da cadeia
™y = yn¥ =y de pseudoidentidades entre operagdes implicitas n-arias.
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Exemplo 2.26. Se G for a subpseudovariedade de S constituida pelos grupos finitos
entdo G = [[z¥ = 1]s.

Como as operagdes implicitas comutam com homomorfismos entre elementos de V, a
classe [Z],, é uma subpseudovariedade de V. De facto, em flagrante analogia com o
Teorema de Birkhoff, todas as subpseudovariedades sao desta forma:

Teorema 2.27 (Reiterman). Se W € uma subpseudovariedade de uma pseudova-
riedade V e se Lw € o conjunto das pseudoidentidades em V wdlidas em W, entdo

W = [Zw]y-

Em [4] podemos encontrar uma demonstragao do Teorema de Reiterman que, na nossa
opinido, se enquadra bem no modo como nesta monografia temos abordado o conceito
de operacgdo implicita.

De agora em diante, caso fique claro que as pseudovariedades com que trabalhamos
sao subpseudovariedades de V, escrevemos [X] em vez de [Z],,. Em geral V serd a
pseudovariedade das dlgebras finitas.

O Teorema de Reiterman permite-nos dizer que as pseudoidentidades sdo um ins-
trumento adequado para descrever pseudovariedades, colmatando a insuficiéncia das
identidades, manifestada pelo facto de nem todas as pseudovariedades serem equacio-
nais. O poder descritivo das pseudoidentidades confere grande importincia e poder
de sintese as dlgebras pro-V livres finitamente geradas: se ¥ for um conjunto de
pseudoidentidades constituido por operagoes implicitas n-drias sobre V (i.e., se ¥
estiver contido em 2,V x Q,V), entdo O,V = L se e s6 se V = L.

2.7 Operadores implicitos

Um operador implicito (respectivamente, ezplicito) n-ario sobre uma pseudovariedade
V é um elemento de (Q,V)" (respectivamente, (Q,V)"). Os operadores implicitos
unarios sao portanto precisamente as operagoes implicitas undrias. O conceito de
operador implicito encontra-se desenvolvido em [3, 5]. Em [3] os resultados sobre
operadores implicitos que entretanto sao ai alcancados desempenham um papel im-
portante no estudo de questoes relacionadas com a decidibilidade de pseudovariedades
de semigrupos finitos.!® Uma parte do conteddo destes dois artigos serviu de base
para o que vamos fazer até ao final deste capitulo.

Se f = (71,...,m) e g = (p1,...,pn) forem operadores implicitos n-drios sobre V,
entdo a pseudoidentidade de operadores f = g é o conjunto das pseudoidentidades
™ = 04 (’£=1,,n)

16Uma pseudovariedade de semigrupos finitos diz-se decidivel se existir algum algoritmo que
permita testar se um semigrupo finito pertence a ela ou nao [1].
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Dados um operador implicito n-ario f = (my,...,m,) sobre V e uma dlgebra A pré-V,
a interpretacdo de f em A é a fungdo fa = ((m1)a,..., (7)a) de A™ em A™. E claro
que se g for um outro operador implicito sobre A entdo f4 = ga se e s6 se A satisfaz
a pseudoidentidade de operadores f = g. O conjunto &(A") das interpretagoes em
A de operadores implicitos n-drios sobre V é um submonéide do monéide das fungoes
A" — A" para a operacao de composi¢do. Um elemento de &(A") é um operador
implicito sobre A. A ultramétrica natural de Q,V induz a ultramétrica em €(A™)
definida do seguinte modo:

d(T,U) =Y inf{d(r,p) : m,p € BV, 74 = T, pa = Ui}

i=1

onde 7} e U; sdo as funcdes componentes de T' e U, respectivamente. O monoide
€ (A™) é topolégico, um facto que enunciamos sob a forma de lema, demonstrando-o
de seguida:

Lema 2.28. Seja A uma dlgebra pré-V. A composigio de operadores implicitos sobre
A € uma operacdo continua.

Demonstracdo. Sejam u,u’,vy,. .., Vs, v}, ..., v, elementos de Q,V. Comecemos por
supor que r(u(vy, . . ., vn), w(v), ..., o)) € N, ou seja, que w(vy, ..., ) # W' (v], ..., V)
Sejam entdo F um elemento de V tal que r(u(vy, ..., vn), u'(v1,. .-, v;)) = [F| €  um
homomorfismo continuo 2,V — F' tal que @(u(vy, ..., vn)) # ©(w'(v],...,v,)). Ora
(s - 00)) # P () & Dt (1, v)) 7 (g y (05 ¥8))
& up(p(vr), .-, o)) # up(e(vl), - P(vn))-

Se up # 'y, entdo existe & € F™ tal que up(a) # wp(a) e portanto é(u) # &(u').
F F

Por outro lado, se up = ujp entdo existe i € {1,...,n} tal que p(v;) # w(v5).
Assim, mesmo que 7(u(vy,...,v),u'(v],...,v,)) = +oo, verifica-se a desigualdade
ming_; o {r(u, o), r(v;,vj)} < rulv,.. coUn), w (v, ..« UL)), ou seja,
d(u(ve, ... o), W (V] .o, vp)) <  max {d(u u'), d(vi, ;) }.
Consideremos agora os elementos f = (15 ¢ 55T )s § = (pl,. Py | = (A0 7,
e g = (p),...,p,) de (V). Sejam tambem u;, vy, uh, vl € Q,V tais que (ui)a =
(7)a, W)a = (), (Wi)a = (p)ae (vj)a = (p)a (i =1,...,n). Consideremos em

O(A™) x O(A™) a métrica da soma. Entao,
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d(fA © g, f;l @ g:i) < Z d(ui(vla $iiin 'Un),'Uv;('U’]., tawy ’U,n))
i=1
3 ;jgfegﬂ{d(ui, u)), d(v;, v})}
n n
< Z (d(ui, u;) + Z d(vj, U;))
=1 g=1

= Zn: d(u,;, U;) +n i d(via U;)
1=l i=1

Logo
d(fae ga, fiaoga) < d(fa, fa) +nd(ga, ga) < nd((fa, 9a), (f4s 1),
pelo que a composicao é uma operacao uniformemente continua em &(A™). O

Seja B uma éalgebra pré-V que é imagem da algebra A pré-V por um homomorfismo
continuo.!'” Entdo a funcio

€AB - ﬁ(An) ﬁ(Bn)

fa(f € (QuV)*)—f5

estd bem definida e é um homomorfismo de mondides. De facto é um morfismo
de dlgebras topoldgicas. Com efeito, o conjunto {r € @,V : m4 = pa} estd con-
tido no conjunto {m € Q,V : mp = pg}, pelo que a funcio e4p é contractiva
(d(fB,98) < d(fa,94)) e portanto continua. Daqui resulta facilmente que &(A")
¢ um mondide profinito: se f = (m,...,m) e ¢ = (p1,...,ps) sd0 operadores
implicitos n-drios sobre V tais que f4 # ga, entdo existem i € {1,...,n} e o € A"
tais que (m)a(ce) # (pi)a(c); como A é pr6-V, existe um homomorfismo continuo
w: A— F eV tal que p((m)a(e)) # ¢((pi)a(@)), o que é equivalente & desigualdade
(mi)p(poa) # (pi)r(woa); logo ear(fa) # €ar(ga). A funcao

Eq !l (ﬁn\/)ﬂ' ﬁ(An)

f=(m,...,m)—fa=((71)a,...,(7n)a)

1"Uma 4lgebra B que é imagem de uma &lgebra A pré-V por um homomorfismo continuo pode nio
ser profinita; contudo, se acrescentarmos a condi¢io de que B é profinita, entéo ji temos a garantia
de que B é pré-V: veja-se a proposi¢io 4.3 de [4] e o comentério que se lhe segue.
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também é contractiva (considerando em 0,V a métrica da soma), e é um homeomor-
fismo no caso em que A = ,V. Como tal, ey induz no espago métrico (§2,V)" uma
operagio de composicio que o torna num mondide topolégico isomorfo a & (L0

Explicitemos essa operagdo de composicao: se (71, .., 7Ta) € (p1,- .., pn) sd0 elementos
de (Q,V)", a composta (71, ...,Ta)o(p1,. .., pn) € 0 operador cuja i-ésima componente
é ﬂ-i(pla R :pﬂ)'

Como @(A™) é um mondéide profinito, os seus elementos admitem uma poténcia 6mega.
No caso particular em que n = 1 e V é a pseudovariedade dos semigrupos finitos,
levanta-se logo um problema: z“ representa a operagdo implicita “poténcia émega”
ou é a poténcia émega do operador explicito 7 O dois conceitos néo coincidem,
pois a poténcia émega do operador = é z. Para contornar este problema, no caso em
que f é um operador undrio sobre uma pseudovariedade de semigrupos, denotaremos
a poténcia émega de f por f°“, pondo-se assim em destaque o facto de estarmos a
considerar a operagao de composigao.

Se f € (2,V)", e A é uma algebra pré-V, entio pela continuidade de €4 temos
(f*)a = (fa)¥. Logo (zi)g v(f*) é a operagio implicita (z; o (f4)“)aev-

Exemplo 2.29. Seja S a pseudovariedade dos semigrupos finitos. Dado n € N,
consideremos o operador implicito undrio w(z) = z™ sobre S. Aplicando a poténcia
dmega ao operador m, obtemos a operagdo implicita

o (@)= Limn ™
k—+o0o
a qual é naturalmente denotada por =™ . Pelo pequeno Teorema de Fermat, se o
primo p ndo divide n, a pseudoidentidade ™ =z é vdlida na pseudovariedade G, dos
p-grupos finitos. Por outro lado, G, = [2?" = 1].

Exemplo 2.30. Ainda na pseudovariedade S dos semigrupos finitos, consideremos o
operador implicito bindrio f(z,y) = (zyz*~'y*~',y). Para cada k € N, denotemos
por [z, xy] a primeira componente de f*. Observemos que [z, k9] = [z, kY], ¥]. A
primeira componente da poténcia dmega do operador f € a operagao implicita

[:L': wy] = kEI-Poo[x’ k!y]'

Notemos que [z,,x] = 2¥, e que, por indugdo, [z, x] = 2. Logo [z, 2] = 2¥. Daqui
se retira que se um semigrupo satisfaz a pseudoidentidade [z,.y] = 1 entdo € um
grupo. Iremos mostrar no capitulo 4 que os grupos que satisfazem a pseudoidentidade
[z,,y] = 1 s@o precisamente os grupos nilpotentes finitos. Este resultado deve-se a
M. Zorn [35].

Estes exemplos ilustram o papel desempenhado pelos operadores implicitos enquanto
meio de obtencdo de novas operagoes implicitas a partir de outras que sao previamente
dadas.
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2.8 Operacoes implicitas undrias nas pseudovarie-
dades S, M e G

A composigio o de operagdes implicitas unarias é uma operacio biniria em Q,V. A
consideracao de uma operacao de composi¢ao vai permitir-nos enriquecer a estrutura
de €2,V de uma forma que é particularmente interessante nos casos em que V é a pseu-
dovariedade S, M ou G dos semigrupos, mondides ou grupos finitos, respectivamente.

Proposigao 2.31. Interpretando em .S, 4 M e Q.G a operagio bindria - do corres-
pondente tipo algébrico como uma adi¢do e a composi¢io o como uma multiplicagdo,
temos sucessivamente:

1. em S uma estrutura de semianel comutativo profinito;
2. em UM uma estrutura de semianel com zero comutativo profinito;

3. em Q.G uma estrutura de anel comutativo profinito;

Além disso,

1. o subsemianel S de ;S ¢ isomorfo a N;
2. o subsemianel com zero M de QM € isomorfo a Ny;

3. o subanel G de Q.G ¢ isomorfo a Z.

Demonstragdo. Seja entdo V € {S,M,G}. Seja R o semianel N, o semianel com zero
Np ou o anel Z, conforme V=S5, M ou G.

o O grupdide (Q;V;-) é comutativo. Como £,V é um subespaco denso do espaco
métrico ,V, para cada 7, p € Q,V existem sucessdes (%), e (z°*), de elementos de
2,V convergentes para 7 e p, respectivamente (a,, b, € R). Logo, da continuidade da
operacao - resulta o seguinte:

7 - p=limz®* - limz® = lim (2% - 2%) = lim g% o

= limalet i = lim (o <) =lim g™ - lim x®

=p.T
Uma justificagdo igualmente simples para a comutatividade de - é a de que o modelo
que construimos para {3,V é um limite projectivo de dlgebras comutativas. No entanto
a demonstracao que demos usa uma técnica que vamos continuar a aplicar.

o A operacio de composicdo é continua em V. Este facto mais nio é do que um
caso particular do lema 2.28.
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o O mondide (Q;V;o0,z) € comutativo. Para cada 7,p € 0.V, sejam (z°), e (z%),
sucessoes de elementos de €2,V convergentes para 7 e p, respectivamente (a,, b, € R).
Pela continuidade da composigdo em Q,V,

70 p=limz® olimz® = lim (2** o z%) = lim z%*®»

b

= lim z%*% = lim (2% 0 2°*) = lim z* o limz®"

:po'ﬂ'

o A operagdo o é distributiva relativamente & multiplicacdo - do grupdide Q;V. Sejam
u,v,w € 0,V e seja (z°), uma sucessdo de elementos de 2,V convergente para u
(an € R). Entao,

o(v-w)=lim(z® o (v-w)) (por o ser continua)
=lim (23, (v - w))
= lim (v - w)*"
= lim (v** - w") (por - ser comutativa)
= limv*" - lim w®" (por - ser continua)

= lim (z% o v) - lim (2% o w)

= (uow)- (uow) (novamente por o ser continua),

ficando assim provada a distributividade & direita. Gragas & comutatividade de - e de
o, a distributividade & esquerda resulta imediatamente da distributividade a direita.

o O semianel £,S, o semianel com zero ;M e 0 anel G sdo profinitos. Na verdade,
vamos provar um resultado mais geral: os homomorfismos continuos sobrejectivos de
semigrupos, monéides ou grupos (conforme V seja igual a S, M ou G) de dominio O,V e
conjunto de chegada numa algebra pré-V sao homomorfismos de semianéis, semianéis
com zero, anéis, respectivamente. Sejam A uma algebra pré-V e ¢ um homomorfismo
continuo e sobrejectivo 2V — A. Sejam (u,u'), (v,v') € Kerp. Entéo

p(uov) = p(u(v)) = ua(p(v)) = ua(p(v) = p(uov).
Pela comutatividade de o, e por simetria,
pluov) = p(v' ou) = p(t 0 w) = p(u ov),

pelo que p(uov) = p(u ov'), o que mostra a compatibilidade de o com Ker ¢. Logo
a algebra A, isomorfa a (2, V/ Ker ¢, admite uma estrutura de semianel, semianel com
zero ou anel (conforme V seja igual a S, M ou G), a qual torna ¢ num homomorfismo
de semianéis, semianéis com zero, anéis, respectivamente.

oV ~ R. A funcédo



é um isomorfismo entre R e Q,V (de facto, este isomorfismo é tinico). a

Torna-se muitas vezes mais cémodo considerar R como subalgebra de O,V através
do isomorfismo ¢. Esta identificacao de R com 2,V da-nos a motivacao para fazer
a seguinte convencio: se dada uma operacio implicita 7 de Q;V adoptarmos algum
simbolo v para denotar = por z", diremos que v é um ezpoente profinito de . Por
exemplo, em G, —5 é um expoente profinito de £, e 2 é um expoente profinito de
%, Estendemos formalmente a adicdo e a multiplicacdo em R a todos os expoentes
profinitos de elementos de Q;V, fazendo corresponder a adicdo & multiplicacdo - de
operacoes implicitas, e a multiplicacdo & composi¢ao: se v e u forem expoentes
profinitos, entdo v + u é o expoente profinito de =¥ - z* e vy é o de ¥ o z#. Por
exemplo, em 4V, w4+ w = w e w x w = w. Os expoentes profinitos sdo uma forma
pratica de representar operagoes implicitas unarias e de com elas efectuar operagoes
aritméticas. Ha que ter cuidado com o simbolo 1: pode significar o expoente profinito
de z ou o elemento neutro de ;M ou de £,G (cujo expoente profinito é 0).

Exemplo 2.32. Consideremos o operador implicito undrio w(z) = =™ sobre S. Mais
atrds jd haviamos estabelecido a notagdo ™ para 7°“(x). Em geral, convenciona-
mos denotar por z™ a opera¢do implicita = (z), para qualquer expoente profinito v
em QM. Sob a representagio de expoentes profinitos, eis alguns exemplos de relagdes
aritméticas entre operagoes implicitas undrias sobre S:

wHw 2 nw;

# xnY =n
nw—k x ¥ = n(w—k)+w = nw~k’ k€ N:

nf x nvk = pFte-k = pv keN,

Exemplo 2.33. Dois ezemplos em Q,G:

(% 1% B2 g B B e 0 B

(297 —1)(2¢ + 1) =297t x 2 4207t - 2¥ — ]
= gU=ltw g gw=l W1
= PR g 9 o 9P
=2x 1 -2¥ =1
=2 -2 ~1
=-1.

O exemplo precedente mostrou que o anel Q;G nio é um dominio de integridade, e
que tem outros invertiveis além de 1 e de —1.

J4 QS e QM tém 1 como tnico elemento invertivel. Para vermos que assim é, vamos
supor que 7 ¢ uma operacdo implicita em S (em M) distinta de z; entao existe uma
sucessio (an), de elementos de N\ {1} (respectivamente, de Ny \ {1}) tal que (z%*),
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converge para 7 em (1S (respectivamente, em (3;M); logo se M for o mondide de 3
elementos gerado por um elemento s tal que s? = s° entdo my (1) = 1 e mu(s) =

mar(8?) € {1, 5%}, e portanto my néo é invertivel.
Também é facil justificar que se em ;M tivermos vu = 0 entdo v = 0 ou pu = 0.

Para cada n € N, existe um tnico homomorfismo continuo @, : o0V -5 Z, tal
que @,(z) = [1],. Trata-se de um homomorfismo de semianéis, semianéis com zero
ou anéis, conforme V = S, M ou G. Com justiga, podemos dizer que este ¢ o
homomorfismo canénico entre $,V e Z,. Escreveremos por vezes 7 = p (mod n)
quando @, (7) = @,(p). Pelo argumento de unicidade habitual, se m divide n entao
Om = Opm © Pn, onde b : Ly, — Ly € O homomorfismo ja apresentado no exemplo

2.9 e que, recordemos, associa [k], a [k]m.

No caso da pseudovariedade dos grupos finitos, as imagens pelos homomorfismos
¢, determinam completamente uma operagdo implicita: com efeito, se m e p forem
operacoes implicitas unarias sobre G distintas, entdo existe um homomorfismo continuo
sobrejectivo ¢ : ,G — F € G tal que ¥(m) # 1(p); sendo F' um grupo ciclico, existe
um isomorfismo n : F — Zy,, para algum n € N; pela sua unicidade, ¢, ¢ igual a
n o1, pelo que @, () # wa(p). O que acabdmos de descrever ndo pode ser estendido
as pseudovariedades S e M: nesses casos, a operagao implicita z¥T! ¢ distinta de z, e
no entanto @, (z**!) = ,(z) = [1]» para todo n € N.

De agora em diante, até ao final deste capitulo, V designard uma das pseudovariedades
S, Mou G.

Lema 2.34. Para cada n € N, o conjunto dos miltiplos de n em QV ¢ o nicleo de
P

Demonstragdo. O nicleo de ¢, é um fechado de 0.V, donde Ker g, NV C Ker ¢,,.
Por outro lado, o niicleo de ¢, também é um aberto de 0.V, pelo que, como a
subalgebra Q,V é densa, Ker ¢, C Kerg, N ;V. Tendo em atencao a continuidade
da composi¢io, concluimos que

Ker ¢, = Ker o, N2V =Kergp gy = 2" o UV =2"0V = z" o (V.

Ou seja, para toda operacdo implicita 7 de Q,V, 7 é um miiltiplo de z" se e s6 se
Yn(m) = 0. 0

Definimos um primo de um anel, semianel, ou semianel com zero A como sendo um
elemento 7 de A ndo invertivel e diferente de zero tal que

7 divide ab implica que 7 divide a ou que 7 divide b, Va,b € A.

Uma vez munidos desta defini¢io, podemos enunciar o seguinte corolario do lema 2.34:

Corolédrio 2.35. Os primos de N sdo primos de V.
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Demonstragdo. Seja p um primo de N. Suponhamos que 7 e p sdo elementos de $;V
tais que p divide o seu produto. Entdo, 0 = @,(7 0 p) = 9,(7),(p). Como Z, é um
dominio de integridade, @,(m) = 0 ou @,(p) = 0, isto é, p divide = ou p. Resta-nos
observar que p nio é invertivel: com efeito, se existisse p € Q,V tal que z = 2z o p,
entdo teriamos [1], = (pep(z))w(p) = [0],. O

Num anel, semianel ou semianel com zero, dois elementos a e b dizem-se associados
se existir um invertivel u tal que a = uwb. A relagao “associado” é uma relagdo de
equivaléncia. Um elemento é primo se e s6 se todos os seus associados sdo primos.
Veremos mais & frente que nem todos os primos de Q;V sdo associados de primos de N.

No préoximo exemplo representaremos as operagdes implicitas sob a forma dos seus
expoentes profinitos. Parece-nos assim que obtemos uma maior transparéncia dos
conteidos. Até ao final deste capitulo, a regra serd a representagdo de operagoes
implicitas sob esta forma. A excepcao a esta regra ficara patente quando, por exemplo,
usarmos o sinal de composicio o para a multiplicacdo em 0, V.

Exemplo 2.36. Seja p um primo de N. Consideremos em Q,V a operacdo implicita
p¥ + (w — 1) (recordemos que se V = G entdo w = 0). A sucessdo (p* + (k! — 1)),
converge para p“ + (w — 1). Pelo pequeno teorema de Fermat, para todo o primo q de
N distinto de p e para k > q—1 a operacdo implicita p¥' — 1 é divisivel por q, pelo que
p* + (k! — 1) € divisivel por q se k > q. Como o conjunto dos mailtiplos de q em Q,V
¢ fechado, p* + (w — 1) € divisivel por todos os primos de N distintos de p. Logo, a
operagdo implicita p*+ + (w — 1)p € divisivel por todos os primos de N. E no entanto
Pt + (w = 1)p € diferente de zero, pois pp2(p**! + (w — 1)p) = [—plp2 # [0],2.

Dada uma operacao implicita v sobre V e um primo p de N, consideremos o conjunto

nao vazio
E,p ={n e Ny : p" divide v}.

Vamos definir o expoente profinito
ord, v € N U {w}

do seguinte modo:

e se [, , for limitado superiormente, entdo ord, v € o maximo de E,, p;

e se F, , nao for limitado superiormente, ou seja, se for igual a Ny, entao ord, v = w.

O expoente profinito ord, v serd uma ferramenta muito util para organizarmos uma
breve descricdo de algumas propriedades aritméticas elementares de ,V. No que diz
respeito a este desiderato, o nosso objectivo serd o de obter propriedades que estejam
proximas de algumas das propriedades basicas de um dominio de factorizagao unica.

Lema 2.37. Dados v € 1V e um primo p de N, eziste o € 0,V tal que v = ap°d»?
e p ndo divide .

72



Demonstracio. Sejan € Ny tal que p™ divide v. Entao existe o € Q,V tal que v = ap™.
Se p dividir o entdo p™*! divide v, pelo que n # ord, v. Isto mostra o lema no caso em
que ord, » € N. Suponhamos agora que ord, » = w, o que é equivalente a dizer que
qualquer poténcia p* (n € N) divide v. Entao existe uma sucessao (un), de elementos
de O,V tal que
v =up™.

Como Q;V é um espago métrico compacto, a sucessdo (u,), admite uma subsucessao
(un, )k convergente para algum u € Q,V. Assim se mostra que p* divide v:

v= lim u,p™ =up”. (2.14)

k—+co

Se u nao for divisivel por p, entdo tomamos o = u e a demonstragao termina aqui.
Caso contrério, consideramos a operagdo implicita

a=u+p’+w-1).

" Seja s um elemento de um qualquer semigrupo finito. Entao, para & suficientemente

grande,
§oPY — glutp*!+(k!-1))p

oo Supkr ) Spk'.pic! ) S(k!_l)pk!

. Supk! . Spk! . Skfpk!-—p’“

— gupk!+p* ki

S Sl (2.15)

Ora sP° é um elemento do subgrupo maximal do subsemigrupo gerado por s. Logo Ul
também é um elemento desse subgrupo maximal, cujo elemento neutro ¢ s*, donde
por (2.15) e por (2.14) concluimos que s**° = s*. Como s é arbitrério,

ap” = v.
Ora,
pp(a) = pp(u) + Pp(p” +(w—-1)) = wp(p” + (w — 1)) = [=1] # [0lp,

pelo que a ndo é divisivel por p. O

Decorre da demonstragio do lema 2.37 que ord, v = w se e s6 se p” divide v. De forma
inteiramente analoga, para qualquer k € Z, concluirfamos que ord, v = w se e SO se
p*tE divide v.

Exemplo 2.38. Para qualquer k € Z, temos ord, p*th = w. Em Q.G as operagdes

implicitas
gy = pw+k B2 (pw _ 1) e = pu—k & (,pw _ 1)
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sGo mutuamente inversas (uv = 1) e sdo tais que

pPE=up? e p? = opUtt,

Logo p* e p“** sdo elementos de 4G associados. Considerando v = pt* e o = u,
a igualdade p*** = up® exemplifica o lema 2.37: uma vez que a relacdo “divide”
¢ transiliva, um elemento que divide um invertivel também divide 1, logo u ndo é
divisivel por p. Por sua vez, a igualdade p* = vp“t* permite-nos concluir que, no
caso em que ord, ¥ = w, o lema 2.37 permanece vdlido se tivermos w + k no lugar de
ord, v; isto porque v = ap” implica v = avp“** e av ndo ¢ divisivel por p se a ndo
for divisivel por p, uma vez que p é um primo de £,G e o invertivel v também ndo €
divisivel por p.

O proximo lema afirma a validade do reciproco do lema 2.37.

Lema 2.39. Sejam v € S,V e p um primo de N. Se e for um elemento de Ny U {w}
para o qual eziste o € 4,V tal que v = ap® e a ndo € divisivel por p, entdo e = ord, v.

Demonstracdo. Consideremos o conjunto nao vazio
E,, ={n €Ny :p" divide v}
a partir do qual definimos ord, v. Se e = w entdo E,, = N e portanto ord, v = w =e.
Suponhamos agora que e € Ny. Seja n € E, ,. Consideremos também um elemento a
de N tal que @, (a) = [a],». Entao,
[0]pe = opn (V) = @ (@) pn (P°) = [alpn [P]pn = [ap®]pm,
ou seja, p" divide ap®. Por hipétese, ¢p(c) # [0],. Ora
[G]P = 9?“,;0([61}}3“) = .p”,p((Pp" (o)) = ‘Pp(a)s
pelo que p nao divide a. Como p" divide ap®, isto implica n < e. Logo e majora E, ,.
Como e € E, ,, concluimos que e = ord, v. O
Em Ny U {w} vamos considerar uma operagdo binaria @ que estende a adigao usual
de Ny e onde w é um elemento absorvente (isto 6, wde = eBw = w, Ve € Ny U {w}).
Lema 2.40. Seja p um primo de N. Entdo
ord,(vp) = ord, v & ord,

para quaisquer v, € V.
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Demonstracdo. Pelo lema 2.37, existem o, B,u € 0,V nao divisiveis por p tais que
- apordpu, o= ﬁpordp,u e pordp v+ordp b — upord,, véordp 4 18 Entio

b = a!lg,!“!lpord;,J v@ord, ’

Como «a, 3 e u ndo sio divisiveis por p e como p é um primo de Q,V, o produto afu
também nao ¢ divisivel por p. Do lema 2.39 deduzimos que

ord,(vu) = ord, v @ ord, . O

Coroldrio 2.41. Se p é um primo de N entdo p* é um primo de OV que ndo é
associado de nenhum primo de N.

Demonstracgo. Sejam v, u € Q;V tais que p* divide vu. Pelo lema anterior,
ord, v ® ordy p = w.

Esta igualdade implica ord, v = w ou ord, 4 = w, ou seja, p* divide v ou divide ,u
Logo p* é um primo de QlV Um assomado de p* ¢ divisivel, por exemplo, por p?,
pelo que p* nio é associado de nenhum primo de N. O

Segue-se uma proposigdo que podemos encarar como uma espécie de teorema de
factorizacdo tnica dos elementos de £2;V num produto de primos de N.

Proposicao 2.42. Seja (pn)nen wma sucessdo injectiva constituida por todos os primos
de N. Dado v € 1V, consideremos em 4V a sucessao

n

ordy, v
Zn = Hp,i A

=1

Para qualquer ponto de acumulagdo z de (zn), existe um elemento v de LV tal que
v =uz e u ndo é divisivel por nenhum primo de N.

Para cada primo p de N seja e, um elemento de No U {w} e suponhamos que a sucessao

em OV
i

tem um ponto de acumulacdo y para o qual eriste um elemento v de 4V tal que v
ndo é divisivel por nenhum primo de N e v = vy. Entdo, para qualquer primo p de N
temos e, = ord, v.

A propésito deste enunciado e antes de passarmos a sua demonstracao, convém recor-
dar que qualquer sucessao em 0,V tem um ponto de acumulagdo, uma vez que QV é
um espago métrico compacto.

18Se (ordy, v, ordy, 1) € Ng x Ng U {(w,w)} entdo tomamos u = 1.

75



Demonstragao da proposicao 2.42. Vamos mostrar por indugao sobre n que, para cada
n € N, existe u, € (;V tal que

V = UpZp € Uy ndo é divisivel por p;, 1 =1,...,n. (2.16)

O passo inicial é apenas o lema 2.37. Suponhamos que temos (2.16). Entéo, pelo lema
2.40,

n rdp, v
Ordpn“(”') = Ordpn+1(un) & (@i:l ordp, ., (p? )) : (2.17)

Se p e ¢ sdo primos distintos de N entdo para qualquer e € Ny U {w} a poténcia p®
nao é divisivel por ¢ (para o caso em que e = w basta invocar o exemplo 2.36: temos
p¥ =1 (mod ¢)). Logo se i < n entdo ordpwl(p?rd”i “) = 0. Por (2.17),

ordy,,, (v) = ordy, ., (un).

Dai que, pelo lema 2.37, existe um elemento u,; de 2,V que nio é divisivel por p,.

e tal que

ordp_, ,(¥)
&= +1
Un = Unt1Ppy1 ‘

Substituindo em (2.16) obtemos
V = Up412p+1 € Uny1 DAO € divisivel por p;, 1 =1,...,n,n+ 1.

[sto conclui o passo indutivo.

Seja (z,, ), uma subsucessio convergente de (z,),. Como 0,V é um espaco métrico
compacto, a sucessao (un, ), tem uma subsucessdo (un, )i convergente para u € ,V.
Entao,

v= lim u,, z, =u lim z,,.
400 Tl Eetbog

Seja p um primo de N. Provado (2.16), podemos dizer que existe uma ordem a partir
da qual os termos da sucessdo (un), estdo contidos em @ *(Z, \ {0}). Como este
conjunto ¢ fechado, u pertence-lhe. Logo u nao é divisivel por nenhum primo de N.

Concluida a demonstragao da primeira parte da proposi¢ao, passemos a segunda parte.
Fixemos um primo p de N. Seja k£ € N tal que p, = p. Entao

n > k= ordyy, = @, ordy(p;”) = e,.

Ou seja,
0> ko Y € cp;%, (0)N (p;ei,H(Zpepu \ {0}) see, €Ny
Yn € Nsen (Pi;l(o) BE Ey =il
Pela continuidade de ¢, para qualquer m € N, os conjuntos

Gpin (0) N (Zyeors \ {0} € ()0 (0)
seN
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sao fechados, pelo que

Y € 0pep (0) N @i (Zyeor \ {0}) se ey €N
Y € Nyen ¥ (0) se e, = W

ou seja, ord, y = e,. Por outro lado ord, v = ord, v & ord, y = ord, y, uma vez que v
nao é divisivel por p. Logo ord, v = ep. O

Exemplo 2.43. Em O, G, para qualguer primo de N temos ord, 0 = w. A sucessio
2=, =228 Z=PxRFxP, H=2"xI %I X1l

cujo n-ésimo termo € o produto das poténcias dmega dos n primeiros primos de N
converge para 0, pois um grupo finito de ordem k satisfaz a pseudoidentidade T =1
sen > k.

Mais geralmente, em ,S e em 4M a sucessio z, converge para w. Com efeito, se s
é um elemento de um semigrupo finito entdo s> é um elemento do subgrupo mazimal
G do subsemigrupo gerado por s, pelo que

n > |G| = s" = (s*")*" = elemento neutro de G = s”,
DOiS Z, X Zn = 2y, isto mostra que (s**), é quase-constante igual a a*.
Exemplo 2.44. Consideremos em ,\V a sucessio
=3 »=3x5 y3=3x56xT7, y=3x3xTx1l,...

cujo n-ésimo termo € o produto dos m primeiros primos {mpares de N. Se v for
um ponto de acumulagio de (y,)n entdo ordyv = 0 e ord,v = 1 para qualquer
primo impar p de N. A sucessio (yn)n € a subsucessio (zn41)n da sucessdo (zn)n da
proposicdo 2.42 que se obtém a partir de v e da sucessdo de numeros primos cujo
n-ésimo termo ¢ o n-ésimo nimero primo de N. Vejamos agora que (y,)n diverge.
Para qualquer primo fmpar p de N temos a congruénciap = £1 (mod 4). Mais do que
isso, existe uma infinidade desses primos que verificam p = —1 (mod 4), facto este
que é um caso particular do bem conhecido teorema de Dirichlet sobre primos numa
progressao aritmética'® [20]. Logo, a sucessdo (yn)n tem uma infinidade de termos no
conjunto ;' ([—1]4) e uma infinidade de termos no conjunto w0 ([1]4). Como estes
conjuntos sdo abertos disjuntos, concluimos que a sucessao (Yn)n € divergente em V.

Estes exemplos ilustram alguns dos limites das nossas tentativas de aproximagdo de
0,V aos dominios de factorizacio tinica: o nimero de factores primos distintos de
um elemento diferente de zero pode ser infinito, e a sucessdo z, da proposigao 2.42
pode nédo ser convergente. Um outro angulo do problema da procura de semelhancgas

197)i5-nos este teorema gue se a e b forem inteiros primos entre si, entdo existe uma infinidade de
termos da progressao aritmética an + b que sdo primos. A demonstragao para o €aso em que a = 4e
b =3 (que é o que nos interessa neste momento) é um exercicio simples.
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entre 2,V e os dominios de factorizacio tnica consiste em saber em que medida é
possivel ir mais além no enunciado da proposicao 2.42 substituindo a condigdo de u
nao ser divisivel por nenhum primo de N pela mais forte de u ser invertivel. A préxima
proposicao di-nos uma resposta completa a esta questdo no caso V = G, resposta essa
que efectivamente vai no sentido da aproximacgio aos dominios de factorizagao tnica.

Proposigiao 2.45. Um elemento de Q,G € invertivel se e s6 se nio é divisivel por
nenhum primo de N.

Demonstragao. A implicagdo directa resulta do simples facto de um elemento de um
anel dividir um invertivel se e sé se for ele mesmo um invertivel. Reciprocamente,
suponhamos que m nao € divisivel por nenhum primo de N. Arbitrado n € N, seja
a € N tal que w,(7) = [a],. Seja p um qualquer primo de N que divide n. Como
lalp = Onp(0n(T)) = @p(7) # [0]p, 0s inteiros a e n sdo primos entre si. Logo o conjunto

An = {2 € Zn: pa(m)z = [Un}

¢ nao vazio.?® Consideremos k elementos n,...,n; de N, e seja m o seu produto.
Uma vez que A,, é nao vazio e ,, ¢ um homomorfismo sobrejectivo, podemos con-
siderar um elemento p,, de ¢ '(A4,,). Aplicando a ambos 0s membros da igualdade
Om(7)om(Pm) = [1]m 0 homomorfismo 8y, », obtemos @n, (7)@n, (om) = [1]n;. Logo om
¢ um elemento de N, @ (An,). Entdo a intersecgdo de qualquer subfamilia finita da
familia de fechados (,'(A,)). é nao vazia, e portanto pela compacidade de ,G,

ﬂ 99;1("411) # 0.

neN

Existe portanto p € ;V tal que para todo n € N se tem ¢, (7)@n(p) = [1]a, ou seja,
tal que

(Pn(ﬂ' 8 P) = (Pn(x)) vn € N.
Ora, como j4 observamos na pagina 71, os elementos de ;G ficam completamente
determinados pelas suas imagens através dos homomorfismos ¢, pelo que 7o p = z.
Logo 7 é invertivel. ' O

Exemplo 2.46. Como vimos no erxemplo 2.56, se p for um primo de N entdo a
operagio implicita undria p**' — p sobre G é divisivel por todos os primos de N.
Assim, p**! — p+ 1 = 1 (mod q), para todo o primo q¢ de N. Logo, a operacio
implicita p*T' —p+ 1 é um invertivel de 0,G distinto de +1.

Coroldrio 2.47. Seja (pn)nen uma sucessao injectiva constituida por todos os primos
de N. Dado v € (1G, consideremos em £0,G a sucessdo
n

ordy, v
Zn = I Ipi .

=1

*00u seja, a equagio pn(7)z = 1 em Z, tem solugio na varidvel z, para qualquer n € N. Em [4]
J. Almeida mostrou um teorema geral de compacidade do qual resulta a existéncia de solugdes da
equacio 7z = 1 em (2;G (estamos a referirmo-nos ao primeiro teorema da oitava seccio desse artigo).
No entanto preferimos utilizar um argumento mais elementar para demonstrar esta proposigao.
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Para qualquer ponto de acumulagdo z de (2,)n esiste um elemento u de 4G tal que
v =uz eu é invertivel.

Para cada primo p de N seja e, um elemento de Ny U {w} e suponhamos que a sucessdo

em -61 G
- [Tt

tem um ponto de acumulacdo y para o qual existe um elemento v de 0G tal que v é
invertivel e v = vy. Entdo, para qualquer primo p de N temos e, = ord, v.

Demonstragdo. Resulta imediatamente das proposigoes 2.42 e 2.45. O

Corolario 2.48. Se v é um primo de Q,G, entdo existe um primo p de N tal que v €
associado de p ou de p“.

Demonstragdo. Seja v um primo de {,G. Pela proposigdo 2.45, existe um primo p de

N que divide v. Pelo lema 2.37, existem e € N U {w}eaeQGtaisquev =ap®ep
nao divide a. Suponhamos que existe um primo g de N que divide a. Necessariamente,
q # p. Como v é primo, v divide a ou v divide p®. Se v divide a, entdo p divide a, 0
que é contraditério; se v divide p® entdo ¢ divide p®, o que é absurdo porque g # p.
Logo a ndo é divisivel por nenhum primo de N e portanto, pela proposicao 2.45, é
invertivel. Concluimos assim que v é um elemento associado de p® em Q,G. Entdo p°
é um primo de £,G, pelo que e = 1 ou e = w. a

Embora a implicacio directa da proposi¢ao 2.45 seja vélida em Q.S e em OM, a
reciproca ji nio o 6. Um exemplo é dado pela operagéo implicita w + 1. Como em
;S e ;M esta operacdo é diferente do expoente profinito 1, ela ndo é invertivel nem
em ;S nem em ;M. Ora, para todoon € N, aimagem de w + 1 por ¢, : G\ = Z,,
V € {S,M} é [1],, pelo que w + 1 nao é divisivel por nenhum elemento de N.

A operacédo implicita w + 1 também serve para mostrar que o coroldrio 2.47 deixa de
ser verdadeiro se nele substituirmos ;G por ©,S ou Q;M. Com efeito, para v = w+1,
como ord,(w + 1) = 0 para todo o primo p de N, o elemento u da proposi¢ao 2.42 éa
prépria operacgao implicita w + 1, a qual ndo é invertivel nem em ©,S nem em QM.

Pelo lema 2.40, se p é um primo de N entdo as poténcias p*** (k € Z) sdo primos
de ,V, V € {G,5,M}. Se V = G entdo essas poténcias de p sdo associadas entre
si (exemplo 2.38, ou entdo coroldrio 2.48). Pelo contrario, quaisquer dois elementos
distintos de ;S e de ©;M nio sio associados entre si, pois o expoente profinito 1 é o
tinico invertivel de ©;S e de £;M. Deixamos em aberto a seguinte questdo: quais sao
os primos de ;S e de 2,;M? Existe algum primo de ©,S ou de Q1M que nio seja um
primo p de N e que nfo seja da forma p“t*?
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Capitulo 3

Relance sobre a pseudovariedade
dos grupos nilpotentes finitos

No presente capitulo, cruzam-se os temas desenvolvidos no capitulo anterior e aqueles
que serdo desenvolvidos no préximo, onde estudaremos a dindmica de uma familia
muito particular de operadores, e onde as questdes relacionadas com a nilpoténcia de
um grupo finito desempenhardo um papel alargado. Na terceira e ltima secgao deste
capitulo veremos uma condi¢io necesséria e suficiente para que um operador implicito
seja invertivel na pseudovariedade dos grupos nilpotentes finitos. Em contraste, os
operadores implicitos sobre grupos finitos de que nos ocuparemos no préximo capitulo
apenas sao invertiveis no grupo trivial. Dada a relevincia dos grupos nilpotentes
na terceira seccio deste capitulo e, mais ainda, no préximo capitulo, temos a pre-
cedé-la uma seccio onde se dio algumas informagdes bem conhecidas e dteis sobre
grupos nilpotentes e também sobre grupos soliveis. A primeira sec¢ao ocupa-se do
comutador (ou, como veremos, dos comutadores) entre dois elementos, uma operagao
bindria essencial (até para a elaboragdo de algumas definigdes basicas) em questdes
de nilpoténcia e solubilidade. A questdo da definigio de comutador, aflorada nesta
seccio, sera posteriormente desenvolvida no préximo capitulo.

Resumindo, estamos perante um capitulo que ocupa uma posicao de centralidade nesta
monografia, enquanto ponto de cruzamento entre os capitulos adjacentes (0 que, ha
que dizé-lo, porventura lhe confere um certo caracter heterogéneo).

3.1 Comutadores

A definicio do comutador [z,y] de dois elementos z e y de um grupo nao estd
estabilizada na literatura da Teoria dos Grupos. Enquanto que nalguns livros e artigos
a definicdo é

[2,4] =2~y By
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j4 noutros é
[z,y] = zyz~y ™"

E claro que segundo qualquer uma destas defini¢des, z e y comutam se e s6 se o seu
comutador é 1. Estaremos interessados em confrontar estas duas defini¢oes, pelo que
nos convém distingui-las na nomenclatura e na notacgao. Assim, definimos o comutador
cldssico [z,y]. de z e y pela ignaldade

[Q’I, y]c = xulyilxy

e 0 comutador transposto [z,y], pela igualdade
[z, y); = zyz~ 'y !

A relacao entre estes dois tipos de comutadores é muito simples:
[z, 9] = &7, y7]e.

A definicdo de conjugado de um elemento também varia na literatura conforme a de-
finicao de comutador adoptado. Adoptaremos aquela que estd associada ao comutador
classico: ou seja, para nés o conjugado z¥ de z por y é y~'zy. Se n € Z entdo g™
designa o elemento (z¥)". A proposi¢ao seguinte exibe algumas das propriedades do
comutador classico e as correspondentes do comutador transposto.

Lema 3.1. Se z, y e z sdo elementos de um grupo entdo:

L[z, y)e = (v, 2l 5 [z,yle =y, 2l

2 [z.yle= ey = 574 0l% 6. [yl = o,y =Lyl
3. oy, 2le = [z, 2] [y, 2)e; 7 (zy, 2l = [y, 25 [z, 2

4 [z y2e = [z, 2ela, ]l 8. (2,2} = [z, ylilz, 2]

Sejam H e K subgrupos de um grupo G; o subgrupo comutador de H e K é o subgrupo
[H, K] de G gerado pelo conjunto dos comutadores cldssicos de elementos de H com

elementos de K:
[H,K] = {{[h,klc: he H, k € K}).

Como [h, k]; = [}, k™)., podiamos ter escolhido para a definicio de [H, K] o comu-
tador transposto no lugar do cldssico:

[H, K] = ({[hk];: he H, ke K}).
Além disso, como [h, k], = [k, h]. ", temos [H, K] = [K, H].

A distin¢do que fizemos entre comutador cldssico e transposto é da nossa exclusiva
responsabilidade, e deve-se ao facto de nao existir uma uniformidade de definigoes
entre diversos artigos estudados, cujos conteudos serdo abordados no capitulo 4. Esta
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situacao surpreendeu o autor, pois, como verificaremos, a escolha do tipo de comutador
nio é inocente; e, no entanto, a leitura cruzada de apenas alguns dos artigos leva-nos
a pensar que o era. Por exemplo, R. Brandl em [10] utiliza a defini¢do do comutador
cléssico (sem no entanto o explicitar); de forma independente, D. Nikolova em [26]
estuda o problema que ocupou R. Brandl em [10], mas agora sob a forma do comutador
transposto, e no artigo conjunto [11] estes dois autores juntam esforcos e utilizam
de forma nao explicita a definicio de comutador cldssico, sem que no entanto seja
explicado o que se mantém e o que se altera se mudarmos a definicao de comutador.

3.2 Alguns resultados tteis sobre grupos nilpoten-
tes ou soluveis

Nesta sec¢do vamos fazer um sumdrio de algumas definicdes e resultados bem conhe-
cidos sobre grupos nilpotentes e grupos soliveis. Para mais detalhes, remetemos o
leitor para [30, 31].

Uma série subnormal de um grupo G é uma sequéncia de subgrupos

tal que Giy1 <Gy, i € {0,...,n—1}. Se G; <G, i € {0,...,n}, entdo estamos perante
uma série normal. Os factores da série (3.1) sdo os grupos quocientes G;/Gi1. O
inteiro n é o comprimento da série (3.1).

Sejam H e K subgrupos normais de G tais que K é um subgrupo de H. Dizemos
que H/K é um factor central de G se H/K esté contido no centro de G/K, o que é
equivalente a [H,G] < K. Um grupo G nilpotente é um grupo que possul uma série
central, que é uma série normal cujos factores sdo centrais. O menor inteiro que é
comprimento de alguma série central de G é a classe de nilpoténcia de G. Assim, o
grupo trivial é o tinico cuja classe de nilpoténcia é 0, e os grupos Abelianos nao triviais
sdo precisamente aqueles que tém classe de nilpoténcia igual a 1.

A série central ascendente de G é a sequéncia
1=((G) £G(G) £ GG)<... (3.2)

cujos elementos se definem recursivamente pela regra de que (i41(G)/G(G) € o centro
de G/¢(G). Reparemos que (;(G) é igual a Z(G), o centro de G. O conjunto

(@ =@

1EMp

é um subgrupo de G que é igual a G se e s6 se G ¢ nilpotente. Se G for nilpotente,
entdo a classe de nilpoténcia de G é o menor inteiro ¢ tal que (.(G) = G.
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A série central descendente de G é a sequéncia
G =7(G) 2 7(G) 2 (G) > ... (3.3)

cujos elementos se definem recursivamente pela regra v;41(G) = [v:(G), G]. Reparemos
que v2(G) = G’, o subgrupo derivado de G. O conjunto

7(G) = [ %(G)

iEN

é um subgrupo de G que é igual a 1 se e s6 se (G € nilpotente. Se GG for nilpotente,
entdo a classe de nilpoténcia de G é o menor inteiro ¢ tal que v.41(G) = 1.

Recordemos que o normalizador de um subgrupo H de G é o subgrupo
Ng(H)={9€ G: H=H}.

O nimero de subgrupos de G conjugados de H é o indice de Ng(H). Um subgrupo
K normaliza H se K < Ng(H), o que ¢ equivalente a [H, K| < H. Um grupo satisfaz
a condicdo do normalizador se todo o subgrupo préprio estiver estritamente contido
no seu normalizador.

Proposigao 3.2.

1. Se G é um grupo nilpotente e 1 # N < G, entdo NN Z(G) # 1.
2. Todo o grupo nilpotente satisfaz a condi¢do do normalizador.

3. Todo o subgrupo mazimal de um grupo nilpotente é normal.

Como caso particular da condicdo 1, um grupo nilpotente nao trivial tem centro nao
trivial. O reciproco de qualquer destas trés condig¢oes ndo é verdadeiro. Tal no entanto
nao acontece com as duas ultimas se nos restringirmos & classe dos grupos finitos. Os
grupos nilpotentes finitos estao bem caracterizados pela préxima proposicao:

Proposicao 3.3. Seja G um grupo finito. As sequintes propriedades sdo equivalentes:

1. G é nilpotente.
2. G satisfaz a condi¢cdo do normalizador.
3. Todo o subgrupo mazimal de G é normal.

4. G € o produto directo dos seus subgrupos de Sylow.!

INeste texto, subgrupo de Sylow serd sempre sinénimo de p-subgrupo de Sylow, para algum
primo p.
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Dado um grupo G, o subgrupo gerado pelos seus subgrupos normais nilpotentes
designa-se por subgrupo de Fitting de G e é denotado por Fit(G). Evidentemente,
Fit(G) é um subgrupo normal. Se G for finito entdo Fit(G) é nilpotente.

Um grupo solivel é um grupo que possui uma série solivel, que ¢ uma série subnormal
cujos factores sdo Abelianos. Trivialmente, todo o grupo nilpotente é soldvel; por outro
lado, o grupo S; das permutagdes em trés letras é solivel mas ndo é nilpotente. O
menor inteiro que é comprimento de alguma série solivel de um grupo solivel G € o
grau de solubilidade de G. Assim, o grupo trivial é o tnico cujo grau de solubilidade
é 0, e os grupos Abelianos nio triviais sdo precisamente aqueles que tém grau de
solubilidade igual a 1. Um grupo diz-se metabeliano se o seu grau de solubilidade for
menor ou igual a 2.

A série derivada de G € a sequéncia
G=00>Y3a%>._,. (3.4)

cujos elementos se definem recursivamente pela regra GU+Y) = (G, GY)]. Reparemos
que G = G, o subgrupo derivado de G. O conjunto

el ) ﬂ GG

1ENg

é um subgrupo de G que é igual a 1 se e s6 se G é solivel. Se G for soluvel, entao o
grau de solubilidade de G é o menor inteiro d tal que G = 1.

Apesar das classes dos grupos nilpotentes e soliveis nao serem variedades, elas sdo
fechadas para os operadores H e S. No caso da solubilidade, este facto tem uma espécie
de reciproco:

Proposicdo 3.4. Se H é um subgrupo normal de G tal que H e G/H sdo ambos
soltveis, entdo G € soldvel.

A transcricido da proposicdo 3.4 para grupos nilpotentes nao é possivel: Az e S3/A;
s3o ambos Abelianos, e no entanto S ndo é nilpotente. O critério de P. Hall dd-nos
uma condicio analoga & da proposicdo 3.4 e que, embora um pouco mais fraca, é de
grande importancia:

Proposi¢io 3.5 (Critério de P. Hall). Se H é um subgrupo normal de G tal que
H e G/H' sdo ambos nilpotentes, entdo G ¢ nilpotente.

Como assinala J. Rotman em [31, pdg. 111], num comentdrio a uma demonstragao,
muitos teoremas da Teoria dos Grupos tém a estrutura légica “a classe de grupos
finitos /C est4 contida na classe de grupos finitos £”, sendo a sua demonstragao feita
por reducdo ao absurdo do seguinte modo: se X ¢ L, entdo existe um elemento G de
K\ L que tem ordem minima; procuramos entdo produzir uma contradi¢cdo a partir
das caracteristicas de G decorrentes da minimalidade da sua ordem. Por exemplo,
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suponhamos que £ é a pseudovariedade G,; dos grupos nilpotentes finitos e que K
é fechada para o operador S. Entdo G nao ¢é nilpotente e todos os seus subgrupos
sao elementos de KC; como G é um elemento de ordem minima de K\ Gy, todos os
seus subgrupos proprios sao nilpotentes. Neste ponto, torna-se util o conhecimento
da estrutura dos grupos finitos que nao sao nilpotentes e cujos subgrupos préprios
sao todos nilpotentes; sao os chamados grupos ndo-nilpotentes minimais. A préxima
proposicao da-nos informagoes valiosas sobre a sua estrutura:

Proposicao 3.6 (O. J. Schmidt, [30]). Suponhamos que G é um grupo ndo-
-nilpotente minimal. Entao:

1. G € solivel;
2. |G| = p™q¢™, onde p e q sao primos distintos;

3. existe um unico p-subgrupo de Sylow, e todo o g-subgrupo de Sylow € ciclico.

Como todos os subgrupos de Sylow com a mesma ordem sio conjugados entre si, dizer
que o p-subgrupo de Sylow P de G é o seu tnico p-subgrupo de Sylow é o mesmo
que dizer que P é um subgrupo normal de G; e dizer que todo o g-subgrupo de Sylow
é ciclico, é o mesmo que dizer que algum g-subgrupo de Sylow @ é ciclico. Note-se
também que G = PQ.

Voltemos ao exemplo genérico que antecedeu e motivou a exposicao da proposicao 3.6.
Uma situagao tipica com que nos defrontaremos é aquela em que a classe K além de
ser fechada para o operador S também é fechada para o operador H. Ou seja, dito de
outro modo, em que X contém os divisores dos seus elementos. Nesse caso, se G é um
elemento de ordem minima da classe K\ Gu, entdo todos os seus divisores préprios
sao nilpotentes. Dai o nosso interesse pela proxima proposigao:

Proposicao 3.7. Suponhamos que G € um grupo finito ndo-nilpotente cujos divisores
proprios sao nilpotentes. Entdo:

1. G € um grupo nao-nilpotente minimal;

2. todo o subgrupo normal préprio de G € Abeliano;

3. todos os subgrupos de Sylow de G sdo Abelianos,

4. Z(G) = 1.

Demonstragao. 1: Trivial.

2: Seja H um subgrupo normal préprio de G. Tal como qualquer subgrupo préprio,
H ¢ nilpotente. Suponhamos agora que H' # 1. Entdo G/H' é um divisor préprio
de G, sendo por isso nilpotente. Mas entdo, pelo critério de P. Hall (proposicdo 3.5)
o grupo G ¢é nilpotente, o que é contraditério. Logo H é Abeliano.
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3: Pela proposicdo 3.6, G = PQ, onde P é um p-subgrupo de Sylow normal e () é um
g-subgrupo de Sylow ciclico. Pela alinea anterior, P é Abeliano.

4: Se Z(G) # 1, entdo G/Z(G) é um divisor préprio e portanto nilpotente, o que
implica a nilpoténcia de G. Logo Z(G) = 1. a

Exemplo 3.8. O grupo S3 é um grupo que ndo € nilpotente mas cujos divisores
préprios sdo nilpotentes. O grupo T de ordem 12 gerado por dois elementos a e b
tais que a® =1 e b* = a® = (ab)? [31] é um grupo ndo-nilpotente minimal que tem um
divisor proprio que ndo € nilpotente: Ss.

Uma outra situacdo frequente é aquela em que estamos perante a necessidade de
demonstrar que uma determinada classe K de grupos finitos fechada para os operadores
H e S estd contida na pseudovariedade Gso dos grupos soluveis finitos. Vamos supor
que K\ Gy # 0. Entdo existe um elemento G de K\ Gso de ordem minima.
Como K ¢ fechada para os operadores H e S, todos os divisores proprios de G
estdo em K e portanto, pela minimalidade da ordem de G, sdo soliveis. Mas entao
G é um grupo simples, pois se tivesse algum subgrupo normal préprio nao trivial
entdo, pela proposicao 3.4, o grupo G seria soluvel. Por esta razao, mostrar que
a classe K estd contida em Gg é 0 mesmo que mostrar que nenhum grupo finito
simples ndo solivel? cujos subgrupos préprios sio soliveis estd contido em K. A
lista dos grupos finitos simples ndo soliveis cujos subgrupos proprios sao soluveis,
grupos esses geralmente designados como grupos simples minimais, ¢ um dos mais
importantes produtos do famoso artigo em 6 partes ([33] é a primeira parte) de
Thompson onde é feita a classificacio dos grupos finitos simples nao Abelianos cujos
subgrupos locais sio soliveis (um subgrupo local é o normalizador de algum subgrupo
nao trivial soliivel). Este trabalho de Thompson, além de ser considerado de inusitada
dificuldade, tem a particularidade de prolongar-se por mais de 400 piginas. Em
[15] encontramos comentarios, referéncias e um enquadramento tedrico das técnicas e
resultados presentes no artigo mencionado.

3.3 Operadores invertiveis

Esta seccio assenta estruturalmente em dois resultados: o primeiro deles dé-nos
condigdes necessarias e suficientes para que um operador implicito sobre a pseudo-
variedade dos grupos finitos seja invertivel na pseudovariedade dos p-grupos finitos;
o segundo resultado é um coroldrio do primeiro, e di-nos condigdes necessirias e
suficientes para que um operador implicito sobre a pseudovariedade dos grupos finitos
seja invertivel na pseudovariedade dos grupos nilpotentes finitos. Em ambos os casos,
uma dessas condicbes é de grande utilidade prética, pois permite-nos saber se o
operador é invertivel ou nio na pseudovariedade em causa apenas com o calculo de um

Qs grupos finitos simples soliveis sdo os grupos finitos simples Abelianos, ou seja, os grupos de
ordem prima.
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determinante. A dificuldade da demonstracio do primeiro dos resultados mencionados
reside essencialmente na suficiéncia das condicoes, o que serd possivel apds a demons-
tragdo de um lema bastante geral que relaciona a invertibilidade de um operador
implicito n-4rio sobre uma pseudovariedade V com a subdlgebra de 0,V gerada pelas
componentes desse operador. Este lema é por si 86 deveras interessante. Os resultados
que surgem ao longo desta seccao sao fruto do labor que deu corpo ao capitulo 2. Eles
encontram-se expostos em [2], onde antecedem alguns resultados acerca de operadores
implicitos sobre a pseudovariedade dos grupos finitos cuja poténcia émega tem as duas
coordenadas iguais em certas pseudovariedades de grupos finitos.

Mas comecemos entao por fazer uma caracterizagao bdsica dos operadores invertiveis.
Um operador implicito n-ario diz-se invertivel se admitir inverso no mondéide profinito

@,V)".
Lema 3.9. As seguintes condigoes sao equivalentes para um qualquer operador implicito
n-drio f:

1. f € invertivel;

2. para toda a dlgebra A pré-V, a transformagdo fa € invertivel;

3. para toda a dlgebra A de V, a transformacdo fa € invertivel;

4. eziste g € (V)™ tal que gf = 1;

5. existe g € (V)™ tal que fg = 1;

g e,

Demonstracdo. A cadeia de equivaléncias 1 & 4 & 5 & 6 é uma consequéncia do
lema 2.24. Recordemos que a fungao

€qa: (Q V)" —= O(A")
ht——hy
é um homomorfismo (continuo) de mondides, qualquer que seja a algebra A pré-V. Este
facto justifica a implicacdo 1 = 2. A implicagdo 2 = 3 é trivial. Vamos concluir com a
justificacao da implicagao 3 = 6. Seja A uma algebra de V. Como o homomorfismo €4
é continuo, (f“)4 = (f4)*. Ora o operador f é invertivel em A se e s6 se (f4)¥ = Ida.

Logo 3 é equivalente a
(f*)a=1da, VAEeV,

ou seja, é equivalente a que f“ seja o operador identidade. O

Observemos que se f ¢ invertivel entdo o seu inverso é f*“~1.
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Gostarfamos de sublinhar na demonstracido do lema anterior a invocacao do argu-
mento de que os elementos de 2,V ficam completamente determinados pelas suas
interpretacoes nos elementos de (um sistema de representantes de) V. O préximo
lema evidencia esta possibilidade de sintetizar num sé objecto — a algebra Q.V —
informacio que diz respeito a todos os elementos de uma pseudovariedade, tirando
depois proveito das caracteristicas desse objecto.

Lema 3.10. Um operador implicito (wy,...,w,) sobre V € invertivel se e so se a
subdlgebra (wy, ..., wy) € densa em Q,V.

Demonstragdo. Seja ¢ o unico endomorfismo continuo de Q,V que envia z; em w;.
Temos (w1, ..., wn) = 9({z1,...,2n)) = »(2nV), donde (Wi, ..., wn) = (V).
Mas se 7 € (,V, entdo 7 = 7(z1,...,2,) e portanto o(r) = w(p(z1),...,9(2a)) =
m(wy, ..., w,) pelo que

<w11--->wn> ={7r(w17-":wn) :WEﬁnV}' . (35)
Pela alinea 4 do lema 3.9, o operador (wy,...,w,) é invertivel se e s6 se existem
T, ..., Tn € QuV tais que (my,...,m,)(wy, ..., wn) = (21, ..,%n), OU SEja,
z; = m(wy, ..., Wn)- (3.6)
Se (wy,...,w,) for invertivel, entdo qualquer que seja p € Q,V, existem my,..., T, €
0,V tais que

p=p(®1, - s Zs) = Py, « oy Wa)(Wrsi o yWa)) = p(my, oy mn) (wr, ., wy)

pelo que se m = p(my,...,T,) temos p = 7w(wy,...,w,). Tendo em conta (3.6),
concluimos que (wy, ..., wy) é invertivel se e s6 se para todo p € Q,V existe T € Q,V tal
que p = 7(wy, ..., w,). Logo pela igualdade (3.5) o operador (wy, ..., wy) € invertivel
se e 86 se (wi, ..., wy) = V. O

Seja V uma pseudovariedade de monéides. Dada uma operagao implicita n-dria w
em V, a frequéncia da varidvel z; é a operacao implicita unaria

|ty = W, g {Ly vonnds B Lis s 4 5 1)
-1

Esta definicio esté de acordo com a definigao de frequéncia de uma varidvel num termo
do tipo dos monéides, ou dos grupos: se p for um termo de um desses dois tipos, entao a

frequéncia da varidvel z; no termo p é o tinico inteiro & tal que lpg,v(T1, s i) |y = B2
(encarando agora zy, ..., %, € T como operagdes implicitas sobre V).
Seja f = (wy, ..., w,) um operador implicito sobre V. A matriz de frequéncias de fé

a matriz n X n cuja entrada (i,7) é a operacao implicita undria |w;|;. Esta matriz é
denotada por A(f).
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Exemplo 3.11. Consideremos na pseudovariedade G dos grupos finitos o0s seguintes
operadores implicitos:

L fi=(yz’y’aty, 'z~ s 7h);

2 fr=(a"y,yzy);

3. fo= (e yr Ty, 3y e y),

4 fo= (yla2yPa?222%27), 25 2 a5 ).

A suas matrizes de frequéncias sdo, respectivamente,

am =% }) 2 4= (7 3)

2¢=1 —1 15% +2 6 1 1
A(ff‘*)_( 0 2“’+1) 4. A(f)=11 0 &
1 547t —1

Lema 3.12. Seja f um operador implicito sobre a pseudovariedade dos grupos finitos.
Para todo o primo p de Z, o operador fg, é uma transformagdo linear cujo deter-
minante é a imagem do determinante de A(f) pelo homomorfismo candnico de anéis
Pp Q_lG d Zp.

Demonstragdo. Sejam wy, ..., w, as componentes de f. A linearidade de fz, é equi-
valente & linearidade de (w;)z,, para todo ¢ € {1,...,n}. Pelo coroldrio 2.14, existe
u; € ;G tal que (wy)z, = (ui)z,- A linearidade de (u;)z, ndo oferece dificuldades.

Como g, é um homomorfismo de anéis,

wp(det A(f)) = pp(det(|wil;)iy) = det(wp(lwils))s
= det(wp(|wil;(2)))iy = det((Jwil;)z, (0p(z)))iy
= det((|wil;)z,([1]p))s; = det fz,

sendo a ultima igualdade véilida simplesmente porque (|w|;)z,([1],) é a imagem por
(w;)g, do j-ésimo vector canénico do espago vectorial Zj. O

Teorema 3.13. Sejam f um operador implicito sobre a pseudovariedade dos grupos
finitos e p um primo de N. As sequintes condicdes sdo equivalentes:

1. f é invertivel em Gp;
2. f € invertivel em Ab,;
3. f € invertivel em Z,;

4. det A(f) £ 0 (mod p).
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Demonstracdo. A validade da cadeia 1 = 2 = 3 decorre imediatamente da cadeia de
inclusdes G, 2 Ab, 2 {Z,}.

Diz-nos o lema 2.34 que os miiltiplos de p em ;G sdo os elementos do niicleo do
homomorfismo candnico ¢, : ;G — Z,. Donde, pelo lema 3.12, o determinante de
A(f) é divisivel por p se e s6 se fz, ndo ¢ uma transformagao linear invertivel.

Falta-nos mostrar 3 = 1, o que faremos na versdao do contra-reciproco. Suponhamos
entio que f = (wy,...,w,) ndo é invertivel em Gp,. Pelo lema 3.10, encarando
wi, ..., W, como operacoes implicitas sobre G,, sabemos que H = (W, ..., Wy) é
um subgrupo topoldgico préprio de ﬁnGp. Entao do lema 2.15 resulta a existéncia de
um p-grupo finito F' e de um homomorfismo continuo e sobrejectivo ¢ : .G, » F
tais que @(H) é um subgrupo préprio de F. Por ser proprio, o subgrupo o(H) estd
contido num subgrupo maximal K de F. Os subgrupos maximais de p-grupos finitos
sao0 normais e tém indice p. Sabemos entdo que existe um homomorfismo n : F' — Z,
cujo niicleo é K. Detenhamo-nos no diagrama (3.7):

n—=>0Q,G, (3.7)
now
(now)or l
Ly

Como no é um homomorfismo continuo, da comutatividade do diagrama (3.7) resulta
que
(wi)z,((n o) o) =mnow(w) =n(0) =0

sendo a penultima igualdade justificada por ¢(w;) € @(H) < K = Kern. Logo
fz,((now)or) = 0. Se fz, for injectiva, entdo (no) ot = 0. Como o homomorfismo
nulo 9,G, — Z, ¢é continuo, pela sua propriedade de unicidade noy é o homomorfismo
nulo. Mas entdo 7(F) = (50 )(Q,V) = {0}, o que é absurdo pois Kern = K < F.
Logo a transformacdo fz, nao € injectiva. O

E de assinalar o paralelismo da condigio 4 do teorema anterior com a condigdo de
invertibilidade de uma transformacio linear num espago vectorial de dimenséo finita
em termos do valor do respectivo determinante. Como vimos durante a demonstragao
do teorema, este paralelismo surge do lema 3.12. O préximo coroldrio também é muito
sugestivo do ponto de vista do valor do determinante da matriz de frequéncias.

Corolario 3.14. Sejam f um operador implicito sobre a pseudovariedade dos grupos
finitos. As seguintes condigoes sGo equivalentes:

1. f é invertivel em G,
2. f € invertivel em Ab,

3. det A(f) € invertivel.
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Demonstracdo. Vamos fazer a demonstracao através da cadeia 1 = 2 = 3 = 1. A
implicacao 1 = 2 resulta da inclusdo G,y 2 Ab. Pela mesma ordem de ideias, se [ é
invertivel em Ab entdo, para todo o primo p de N, é invertivel em Z, e portanto, pelo
teorema 3.13, temos as seguintes condicdes equivalentes:

a) det A(f) #0 (mod p) , para todo o primo p de N;

b) f é invertivel em G,, para todo o primo p de N.

A proposi¢io 2.45 diz-nos que a condigdo a) (e portanto também b)) é equivalente a
invertibilidade de det A(f), o que mostra 2=-3. Por outro lado, como todo o grupo
nilpotente finito é o produto directo dos seus subgrupos de Sylow, a condigao b)
permite-nos concluir que f é invertivel em G,j. Como b) & a) & 3, isto mostra
3=r1. O

Exemplo 3.15. Consideremos os operadores do exemplo 3.11:

1 fi=(ys*y’s?y, 2y,

2. fa=(z"y,yzy);

3. fz= (" e Ty, 2y e ly);

4. fi= (y‘lxzyzxzzzxzz‘l, 222, ysw—1$2—1)'

Como det A(f1) = 35, pelo teorema 3.13 o operador fi ndo é invertivel nem em Zs
nem em Zy, mas é invertivel em G, para todo o primo p de N diferente de 5 e de
7. Logo se m for o conjunto dos primos de N diferentes de 5 e de 7, o operador f €
invertivel em G r, que € a pseudovariedade gerada pela familia de pseudovariedades

(Gp)pEﬂ'-

As matrizes de frequéncias dos operadores fa, fs e f4 tém determinante igual a 2971 —1,

—~1 e 1, respectivamente. Vimos no exemplo 2.46 que a operacdo implicita 241 — 1 ¢
invertivel. Logo estes trés operadores sdo invertiveis em Gy .

Exemplo 3.16. O operador bindrio f = (z 'y lzyz,y) € invertivel em Gny, uma vez

que o determinante da sua matriz de frequéncias € 1. No entanto ndo € invertivel
em Ssy: a drbita do par de transposicées ((1,2),(1,3)) cai no ponto fize ((1,3),(1,3)),
logo na primeira iteracao.
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Capitulo 4
Operadores de Engel

Os operadores de Engel sao os seguintes operadores polinomiais bindrios de grupos:
EC: ([xay]my)a gt = ([$:y]t1y)’

‘Sc,d = (.Z', [$: y]c): ét,d — (.’E, ['Tay]t)

Os operadores &, &, &4 € & 4 580 referidos como operador de Engel cldssico, transposto,
cldssico direito e transposto direito, respectivamente.

O Teorema de Zorn [35] é um dos resultados mais significativos desta monografia, e
serd demonstrado neste capitulo. O Teorema de Zorn estabelece uma relagio entre a
nilpoténcia de um grupo finito e o comportamento dindmico dos operadores de Engel,
fornecendo uma caracterizacdo dindmica da pseudovariedade dos grupos nilpotentes
finitos. Esta caracterizacdo exprime-se através de uma pseudoidentidade com duas
variaveis. Nos anos sessenta, quase trés décadas depois do aparecimento do Teorema
de Zorn (1936), N. D. Gupta e H. Heineken contribuiram com novos resultados sobre
a influéncia da dindmica dos operadores de Engel em aspectos estruturais dos grupos,
de que destacamos a solubilidade em grupos finitos [18, 17, 19]. Posteriormente, com
preocupacdes semelhantes, salientam-se nos anos 80 os trabalhos de D. B. Nikolova e
R. Brandl [24, 25, 26, 10, 8, 11].

Devemos chamar a atencio para o facto de que os trabalhos mencionados surgem sob
uma aparéncia que, na nossa opinio, em maior ou menor grau, esconde a perspectiva
dinamica com que o autor desta monografia os vé (o artigo conjunto de N. D. Gupta e
H. Heineken pode ser apontado como aquele que mais se aproxima desta perspectiva).
Também nio encontramos neles conceitos basicos da Algebra Universal Finita, como os
de pseudovariedade ou de operagao implicita, o que em alguns dos artigos se justifica
pelo simples facto do desenvolvimento e divulgagio destes conceitos ser posterior a
sua publicacio. No entanto, parece-nos que a utilizagdo da linguagem da Algebra
Universal Finita facilita a apresentagao e compreensao do seu conteudo.

Algum do trabalho recente de J. Almeida ([2, 5, 3]) chamou a atencdo do autor para
o cardcter dindmico de vérios dos resultados dos artigos atrds mencionados.
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A préxima seccao pode ser considerada como um preambulo abstracto ao estudo dos
fenémenos de periodicidade dos operadores de Engel. Poderiamos ter dispensado esta
abstrac¢ao, mas somos da opiniao de que nao ganhariamos nada com isso, nem sequer
em compreensibilidade. Pelo contrério, julgamos que a nossa abordagem permitira
focarmo-nos no que é essencial, estabelecendo também uma ligagdo com os capitulos
anteriores, especialmente o precedente.

4.1 Operadores pré-periédicos

A invertibilidade da interpretacao de um operador implicito m-ario f numa algebra
A pro-V é apenas um dos possiveis comportamentos interessantes que o sistema
dindmico (A™, f4) pode ter. Como acontece com qualquer sistema dindmico num
conjunto finito, se a algebra A for finita entdo o subsemigrupo de (A™)4™ gerado
por fa é (tal como (A™)4™) finito e portanto o sistema (A™, f4) é periédico ou
pré-periédico. Ainda sob a hipdtese da finitude de A, notemos que a periodicidade de
fa é equivalente & sua invertibilidade. Mesmo que a algebra A pré-V nao seja finita, se
a interpretagao de f em A for uma transformagao pré-periédica, entdo o par (na, ka),
constituido respectivamente pelo pré-periodo e pelo periodo de f,, é um invariante
por isomorfismos de dlgebras topoldgicas: se B é uma dlgebra topoldgica isomorfa a
A, entdo (ng, ka) = (np, kg). Por esta razao dizemos que o par (na, k4) € o invariante
de f em A.

De acordo com o que vimos na primeira sec¢ao do capitulo 2, uma algebra A pré-V
satisfaz a pseudoidentidade de operadores f* = f*** (comn > 0ek > 0)seesd se f4 é
uma transformacao pré-periédica com pré-periodo menor ou igual a n e periodo divisor
de k. Naturalmente surge uma questao que terd um papel importante quando nas
seccoes seguintes concretizarmos o estudo dos operadores de Engel: qual a influéncia
dos paridmetros n e k na estrutura dos elementos da pseudovariedade [f" = f"**]? A
proxima proposi¢ao permite-nos organizar a procura de uma resposta a esta questao.
Com efeito, ela diz-nos nas suas partes 1 e 2 como colocar adequadamente o problema
da influéncia que isoladamente cada um dos parametros tem, e diz-nos na sua parte 3
que fazer o estudo de ambos os parametros separadamente é o mesmo que fazé-lo em
simultaneo.

Proposigao 4.1. Seja f um operador implicito sobre V. Verificam-se as seguintes
igualdades (n € Ng e k € N):

. == = 54

neNg

2. JUr =11 =1 = 1

keN

9 [[fn p fn+k]] - "_‘fw o fw+k]] 2l IIfn = fn+w]]_
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Demonstracao.

1e 2 E imediato que [f* = f**] C Upew If™ = f***] e que [f* = f**] C
Uenlf™ = f***]. Reciprocamente, suponhamos que A € [f* = f***]. Entdo
A f' = f* para todo I > n; em particular, A | f* = f*** para todo [ > n, donde
A= f¢ = fotk. Por outro lado, A = f* = frtke para todo ¢ > 1; em particular,
A= f* = f*+9 para todo ¢ > k, pelo que A = f* = frH.

3: A inclusdo directa resulta de 1 e 2. Reciprocamente, se A pertence & pseudova-
riedade [f* = f“**] N [f* = f***] entdo f4 tem periodo divisor de & e pré-periodo
menor ou igual a n, pelo que A | f* = frtk, O

Concluimos que a pseudovariedade [f¥ = f“*+*] (respectivamente, a pseudovariedade
[f» = f~*“]) é a pseudovariedade das dlgebras de V nas quais o perfodo (respectiva-
mente, o pré-periodo) da interpretagio de f ¢ divisor de k£ (respectivamente, menor
ou igual a n).

Em analogia com o caso dos operadores implicitos, se f for um operador m-ario
polinomial e A for uma &lgebra qualquer onde f4 seja pré-periddico, entdo o par
(na, k4), formado respectivamente pelo pré-periodo e periodo de f4, € um invariante
por isomorfismos de 4lgebras. Dizemos que o par (n4,ka) é o tnvariante de f de A.
Também é verdade que a algebra A satisfaz a identidade de operadores polinomiais
fm = otk se e 56 se fa é uma transformacao pré-periédica com pré-periodo menor ou
igual a n e periodo divisor de k.

4.2 Comutadores de Engel

Para cada n € Ny, sejam [29]:

[z, ny]. & primeira componente de £7;

[z, ,y]: a primeira componente de &f';

[2,y]. a segunda componente de £ ;

[nz,y]: a segunda componente de £2,.

A segunda componente de £F e de & é o termo y e a primeira componente de &4
e de &y € o termo z. Logo, o estudo do comportamento dindmico de & e de &
(respectivamente, &4 e &.4) reduz-se ao estudo da primeira (respectivamente, segunda)
componente das suas iteracdes. Os termos [T,nYle, [Z,a¥lts [nZ, 9] € [22,Y]: s80
o0s n-ésimos comutadores de Engel cldssico, transposto, cldssico direito e transposto
direito, respectivamente. Cada um destes termos satisfaz uma relagao de recorréncia
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que decorre imediatamente da sua definigio: paral € {¢,t},

{[:r,oy]a =& . {[OI, yh=y
[, w9l = [Zn1yl ¥l sen >1 [nz, Yl = [z, [nrz, 9l sen > 1.

A préxima proposicio apresenta seis relagoes entre estes quatro tipos de comutadores.

Proposicao 4.2. As sequintes identidades sao vdlidas em qualquer grupo:

1. [x:ny]c = [ny_l,ﬂi]yn n > 0;'

2. [m,nyle = [y 2l n>0;

B [ utlle = [lpi¥ 58 et un2 L

4o [ty W= [ T et ) B 2 1

5. 15, a9l = [T ey ™ " n > 1
b [z gh= by T, a s L

1

Demonstracao. A demonstragao das quatro primeiras alineas faz-se por inducao, sendo
o0 passo inicial trivial. Facamos o passo indutivo de cada uma delas:

* [I: ny}c = [ny—l,l']gn, n = U:

[3:: n+1y]c = [[33: ny]c: y]c

= [y~ 2l vl

= [y~ 2le Y1

=y, oy, zlJ7¥"  pela alinea 1 do lema 3.1

= [y [y 2l pela alinea 2 do lema 3.1
= [n+1y_1s3:]gn+l

b [Z‘:Ry]t = [‘n.y_l:x]ty-n: mn 2 O:

[$:n+ly]t = [[Ia ny]ta y]c
= [y~ 2l vl
= [[ﬂy—lv *’L']h y]g_"

= [y, [ny_ls m]t]g_y—n pela alinea 5 do lema 3.1

= [ [, m]z]i"_{nm pela alinea 6 do lema 3.1
v ~(n+1)

= [n+1y lrx]ty ’
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b [‘I?ﬂy}t = [[n—ly_lam—l]CJy_l]ca n 2 1:

[l‘:n+1y] [[ ﬂly]ta }
= [[ any]t ' ]
= [[[n- 1y o P T P T
=y~ [n. 1w 2 ele, e pela alinea 1 do lema 3.1
= [y 27 ey e

o ['ﬂ-x!y]t = [‘r—la [yﬁlan—lx_l]c]m n 2 1

(412, 9l = [, [n2, Yl
= oL bl
= [~ [ [ i elz e
=z [y ne12" e, 37 el pela alinea 1 do lema 3.1

=™, [ o™ el

A quinta alinea demonstra-se directamente a partir da terceira e da primeira:

—(n-1) - = —(n-1)
AT s,

[Iw ny]t = [[n—ly_lz I_I]C: ygl]c = Hx_lzn—ly]g — [[x_l:ﬂ—ly}cv Y

Analogamente, a sexta alinea demonstra-se directamente a partir da quarta e da
primeira:

z—(n=1)

_1= [n—lxvy_l]C]c

-1

= | _(“ 1)] -

il e = N iy )2 [z

[ﬂm% y]ff = [‘T ) [y

O

As igualdades da proposigdo 4.2 permitem-nos facilmente demonstrar a seguinte pro-
posicao:

Proposicio 4.3. Sejan € Ny. Verificam-se as sequintes igualdades entre variedades
de grupos:
[z, nyle = 1] = [z, nyle = 1] = [, yle = 1] = [z, 9]s = 1]

Demonstracio. Seja n € N. Se n = 0 entdo a proposigao € trivialmente verdadeira.
Suponhamos que n > 1 e seja G um grupo. Pela alinea 1 da proposigao 4.2,

G\=[$my]c=1@G|=[ny_l ]3 =
®G|=[ny
<:>G}=[n$y

L_Au
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tendo a ultima equivaléncia resultado da substitui¢do de z e y por y e 7!, respecti-
vamente.

Analogamente, pela alinea 2 da proposicao 4.2,
GEEwr=1aG =heyk=1.

Finalmente, pela alinea 3 da proposigao 4.2,

B = lmaglies L8 G =iy e wtl e =1
&Gk [y e =1
&G ™ a™ =1
&G E [nfcay]c =L

1 -1

tendo a ultima equivaléncia resultado da substituigio de z e y por y~' e z

tivamente. O

, respec-

Um grupo da variedade [[z,,y]. = 1] é um n-grupo de Engel [30, 29].

O conceito de n-ésimo comutador de Engel admite uma generalizacdo profinita natu-
ral. Seja v um expoente profinito da pseudovariedade dos mondides. As operacdes
implicitas [z,,y]. e [z,,y]: sAo as primeiras componentes dos operadores implicitos
((€)m,6)” e ((&)m,c)”, respectivamente; e as operagdes implicitas [,z,y]. e [, y]; sdo
as segundas componentes dos operadores implicitos (£.4)” € (§.4)°, respectivamente.

Em qualquer grupo G, se n > ¢ entdo os comutadores [z, nyle, [Z,n¥]ts [nZ) Yles [n2Z, Y
sao elementos de v;+1(G). Se G for um grupo profinito, entdo [z,,y]. = lim[z, ny).;
uma, vez que os elementos da série central descendente de G sdo fechados, [z, ,y]. é um
elemento de 7, (G). Do mesmo modo, [z, ,¥]:, [wZ,¥]c € o2, y]: pertencem a v,(G).

4.3 Identidades de Engel

Ao longo desta sec¢do devemos ter bem presente o conteido da seccio 4.1.

De forma muito sintética, podemos dizer que os trabalhos [18, 17, 19, 24, 25, 26, 11, 10,
8] preocupam-se com a influéncia dos invariantes dos operadores de Engel na estrutura
dos grupos onde sao pré-periédicos (especialmente nos grupos finitos), no que diz
respeito & nilpoténcia e a solubilidade. Os dois primeiros itens da préxima proposi¢do
reduzem o estudo dos invariantes dos quatro operadores de Engel aos invariantes de
apenas dois deles: &, e &;.
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Proposi¢ao 4.4. Sejam n,k € N. Verificam-se as seguintes igualdades entre varie-
dades de grupos:

b~

. [[Iany]c = [$:n+ky]6] = [[nmuy]t = [ﬂ+k551y]t] ’

s}

- [[Z‘,ny]z = [$7n+ky]t] = [[nxa y]c = [ﬂ+k$: y]c] 1

Lo

N8l = (2 asvle) = [0 9l = [aasz, le];

4 [2ay) = [@nskl] = [ vl = s,y -

Demonstracdo. Seja G um grupo arbitrario. Aplicando a igualdade 4 da proposigao
4.2, temos:

G # {n:E,y]f = [n+k$,’y]a -

&G E [y e de = 27 1 nee1zT e

—1

- G l: [y_lan—lx_l]glmdl[y_lu n-—lm_l]c = [y419 n-l-k—lm_l]c—l-r_l[y an-Hc—lx_'l]c

A G i: ([?:"41:71—13"—1]c_1$_1[y_1:;n—l-jcgl]c:)_1 - ([y_lyn-}—k—lmkl]c—lx_l[y—l:n+k71$_1]c)_1

=G IZ [y_lJ HWII—I}C_lx[th? ﬂ~1$_1]6 = [y—lu n+k—1$_1];1$[y_la n+k—1$_1]c

1 -1

&G = [y 1 2y g e = [y_lxn+k-1$—1]c_lm[yr1:n+k—1$_1]c$
=4 G %: [y_lrﬂ.z—l]c == [y_lin-#k‘r_l]t?
&G k:' [I'n ny]c — [Iyn+ky]c-

Ficou assim provada a primeira igualdade de variedades. A segunda demonstra-se
a partir da igualdade 3 da proposigao 4.2 de forma andloga. Mostremos a terceira.
Aplicando agora a igualdade 1 da proposigao 4.2, temos:

G E [a2,9]c = [0tk Yl &

- G I: [ny_lax]c = [n+ky_17 $]c

—(n+k)

&G |: [H:any]g-n = [371 n+k'y]y

&G E (o)

n+k 4(n+k))yn+k

= ([m, ﬂ+ky]g
&G }: {g:, ny]gk = [xm-i-ky]c-.

A Wltima igualdade também se demonstra de forma andloga a terceira. d

a9



Feita a reducao do nosso estudo aos operadores . e &, designemos o invariante de
& num grupo G como invariante cldssico de Engel de G, e o invariante de & como
invariante transposto de Engel de G.

A proposicao 4.4 tem a seguinte versao profinita como coroldrio:

Proposicao 4.5. Sejam n, k € N. Verificam-se as sequintes igualdades entre pseudo-
variedades de grupos finitos:

1. (o) [[z,0¥le = (2 wsx¥le] = (o, vl = lwsrz, Y]],
(6) [z, wy)t = %, wsr¥]e] = [lwz, ¥ = [w+lc$a ?J}c]]f
(¢) [zl = (3 wirtle] = o2, Yle = [orsz, yle];
(@) [z, ol = 2wl = [, vl = [oraz, y1d;

2. [[#,nyle = [#, n+w¥le] = [[n7: ¥]e = [nsw, Y]] =
[lz, nyle = [z, ntwyle] = [z, yl: = [n+wz, yli].

Demonstragdo. A parte 1 resulta trivialmente da proposi¢ao 4.4, e a parte 2 surge
também imediatamente da proposicado 4.4 e do facto de que num grupo finito a poténcia
6mega de um elemento qualquer ser o elemento neutro. O

Coroléario 4.6. Num grupo finito, o pré-periodo de &, € igual ao pré-periodo de &;.

Demonstragio. Sejam G um grupo finito, e n, o pré-periodo de (&)g, [ € {c,t}.
O grupo G satisfaz a pseudoidentidade [z,,.y]. = [Z, n+w¥)e- PEntdo pela alinea 2
da proposigdo 4.5 também satisfaz a pseudoidentidade [z,,.y]: = [#,n,+w¥]:. Logo
ny < n.. Analogamente, n, < n;. O

Nao obstante num grupo finito G o pré-periodo de &, ser igual ao de &;, as 6rbitas por
& e por & de um ponto de G x G podem ter pré-periodos distintos. Obtivemos alguns
exemplos deste fendmeno fazendo calculos num computador com o GAP [32]. Neste
programa a composicdo de permutacgoes é feita aplicando primeiro a permutacao da
esquerda: se 7 e p sao permutacdes do grupo simétrico S,, em n letras entdo 7p envia
i em p(m(i)). A permutagao ciclica de S, que envia um elemento #; do subconjunto
{t1,...,%,} de cardinal 7 de {1,...,n} em 4;4; (com ¢4, = 1;) e deixa fixos os restantes
elementos de {1,...,n} é denotada no GAP por (i1, 3, ...,%,). Os cilculos efectuados
deram-nos como exemplo o grupo Sy e o ponto ((2,3,4),(1,4,2,3)) de Sy x Sy, cuja
érbita por & tem pré-periodo igual a 1 (e periodo igual a 4), enquanto que a drbita
do mesmo ponto por & tem pré-perfodo igual a 2 (e periodo igual a 2).

Como consequéncia do coroldrio 4.6, o pré-periodo de £, num grupo finito (igual ao
de &) serd designado apenas como pré-periodo de Engel. O grupo S; é um exemplo
de um grupo finito cujo invariante classico de Engel difere do invariante transposto de
Engel: o primeiro é igual a (2,1) e o segundo é igual a (2, 2).
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Resumindo, a pseudovariedade [z, n¥]c = [T, n+w¥]c] é a classe dos grupos finitos com
pré-periodo de Engel menor ou igual a n, a pseudovariedade [[z, ,y]c = [z, w4xy]c] € 2
classe dos grupos finitos onde o perfodo de &, é divisor de k e [[z,.y]: = [z, w1x¥):] €
a classe daqueles onde o periodo de & é divisor de k.

4.4 Invariantes de Engel de alguns grupos

Se, para [ € {c,t}, no grupo G a transformacdo & é periddica, entdo existe n € N tal
que

(&)e(z,y) = (z,y)

para quaisquer z,y € G. Em particular,
Vs € G, (2,3) = (&)3(x,7) = ([£,n2), ) = (1,2).
Ou seja, 0 grupo trivial é o tinico grupo onde os operadores de Engel sdo periddicos.

Na tabela 4.1 (ver pagina 103) estdo indicados os invariantes de Engel de alguns
grupos, que sio identificados de acordo com as seguintes notagdes [31]:

e S, para o grupo simétrico em n letras;

A, para o grupo alternado em n letras;

Dy, para o grupo diedral de ordem 2n;

@ para o grupo dos quaternides;

T para o grupo de ordem 12 gerado por dois elementos a e b tais que B=1g
b2 = a® = (ab)?%;

PSL(n,q) para o grupo projectivo unimodular (ou grupo projectivo especial
linear [15]) de dimensdo n sobre o corpo de Galois de ordem ¢ = p', onde p é um
primo.

O grupo projectivo unimodular PSL(n,q) é simples se e s6 se n = 2 e ¢ > 4 ou se
n > 3. O grupo alternado A, também é simples quando (e apenas quando) n # 4.

Nio existern na tabela 4.1 pares de grupos finitos isomorfos entre si e nela estao
representadas todas as classes de isomorfismo dos grupos finitos de ordem menor do
que dezasseis.! Na sequéncia destas observa¢des, convém assinalar os seguintes isomor-
fismos, os quais esgotam todos os isomorfismos envolvendo apenas grupos projectivos
unimodulares ou grupos alternados [31]:

PSL(2,3) ~ Ay;  PSL(2,4) ~ PSL(2,5) ~ As;  PSL(2,9) ~ Ag;
PSL(2,7) ~ PSL(3,2); PSL(4,2) ~ As.

1Recordemos que existe uma tinica classe de isomorfismo de grupos ndo Abelianos de ordem seis.
Nesta classe estdo Si, Dg e PSL(2,2).
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A inclusdo de alguns grupos projectivos unimodulares na tabela 4.1 vem a propdsito
de [11], onde é calculado o invariante transposto de Engel de PSL(2,q) até ¢ = 13,
inclusivé. Ainda em [11] é mostrado que o pré-periodo de Engel de PSL(2,q) é igual
a3seesdseqe {4,58}.

O célculo dos invariantes de Engel dos grupos finitos da tabela 4.1 foi feito num
computador utilizando o GAP [32], tendo sido confirmados os calculos efectuados
em [11]. O algoritmo que utilizdmos é bastante simples e baseia-se no lema 2.2:

engt :=function(g)
local n, k, x, y, nxy, kxy, c, list, stop, 1i;
n:=0;
k:=1;
for x in g do
for y in g do

ldst:=T] ¢
stop:=0;
nxy:=0;
C:=X;

while stop = 0 do
list[nxy+1]:=c;
c:=c*y*c” (-1)*y~(-1);
for i in [0..nxy] do
if ¢ = list[i+1] then

stop:=1;
kxy:=nxy+1-i;
break;
fi;
od;
nxy:=nxy+1;
od;
if nxy-kxy > n then
n:=nxy-kxy;
fi;
k:=Lem(k, kxy);
od;
od;
return [n, kJ;

end;

Recordemos que o grupo diedral de ordem 2m é o tnico grupo desta ordem gerado
por dois elementos a e b tais que

" =1,a°=1, e aba =b""L.
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Grupo | Ordem [ Transposto | Cléssico
Trivial 1 (0,1)
Abeliano
ndo trivial # 1 (1L,1)

Ss 6 2,2 | (2,1

T g 2.1)

Q 8 (2,1)

o 10 2,4)
D 12 (2,2) (2,1)

T 12 (2,2) (2,1)

Ay 12 (2,3)

Dy 14 (23) [ (26)

A 60 (3,60)

As 360 (4,120)

A, 2520 (15,35280)

Sy 24 (2,12) | (2,6)

Ss 120 (3,60)

P 720 [4,1320)

5 5040 (21,388080)
PSL(2,7) | 168 (4,169)
PSL(2,8) | 504 (3,126)
PSL(2,11) | 660 (6,1080)
PSL(2,13) | 1092 (7,2184)
PSL(2,16) | 4080 (5,2040)
PSL(2,10) | 3420 (9,17100)

PSL(2,23) | 6072 (8,121440)
PSL(3,3) | 5616 (21,34320)

Tabela 4.1: Invariantes de Engel de alguns grupos
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Em [16] é feita uma referéncia ao calculo feito na tese de Doutoramento [24] de
D. Nikolova dos invariantes de Engel dos grupos Dy, no caso em que p é um primo.
No entanto, ndo encontramos nenhuma referéncia ao conteiido, na sua maxima forca,
da préxima proposicao.

Proposigao 4.7. Para cada inteiro positivo m maior do que 2, sejama € Ny e € N
tais que B é impar e m = 2°(3. FEntdo o pré-periodo de Engel de Ds,, € igual a
max{2, a}, e os periodos de & e de & em Doy, sio iguais & ordem de 2 e de —2 em
Zj, respectivamente.

Demonstragdo. Seja n o pré-periodo de Engel de Dy,,. Para cada | € {¢,t}, desig-
nemos por k; o periodo de &, e para cada ponto P de D, x Dy, designemos por
np; € kpy o pré-periodo e o periodo da drbita de P por &, respectivamente. O nosso
proposito sera utilizar o lema 2.2.

Sejam a e b dois elementos de Dy, tais que
Dl =, 0, =1, 0 = 1, e mbg = §*
Todos os pontos de Dy, sao da forma
a’h’, e € {0,1},1 € {0,1,...,m — 1}.

Vamos estudar separadamente as érbitas dos pontos de cada um dos trés seguintes
subconjuntos de Doy, X Doyt

L. El = {(agbé,bj) 1EE {031}: Z'.'.? £ {0911"'7m - 1}}'.'
2. By = {(ab',ab") : 1€ No} U{(1,ab") : i € No};
3. By ={(a°t',at’) : e € {0,1},4,7 € {0,1,...,m = 1}} \ Es.

Estes trés conjuntos formam uma particido de Ds,, X Doy,.

A érbita por £ dos pontos do conjunto E) tem pré-periodo menor igual a 2 e periodo
igual a 1: uma vez que (b) < Dy, temos [a®b*, b]; € (b), e portanto

[ab', b)), = 1ser > 2.
Determinemos em particular o pré-periodo da érbita de (a,b). Temos

[a,b]; = aba™'b™! = abab™! = b~%;
[a, ] = a" 107 ab = ab~'ab = b*.
Se [a,1b]; fosse igual a [a, .b]; para algum r > 2, entdo teriamos b = 1. Mas tal ndo

acontece porque a ordem de b é igual m, que por hipétese é maior do que 2. Se, por
outro lado, [a, 1b]; fosse igual a [a, ob];, entdo terfamos a = b?, contradizendo o facto
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de que a ¢ (b). E como para r > 2 também nao podemos ter [a,ob]; = [a,b]i(= 1),
concluimos que o pré-periodo da érbita de (a, b) por & ¢é igual a 2. Logo, fixado I,

max np; = 2.
PeE, 4

Os dados sobre as 6rbitas dos elementos de E, extraem-se quase imediatamente: o
pré-periodo de n 1) é zero; se P € Ey \ {(1,1)} entdo npy = 1; e kpy = 1 para todo
Pe B

Fixemos agora um ponto P = (a®t%,ab’) do conjunto E3, com ¢ € {0,1}, i €
{0,1,...,m — 1}, e estudemos a sua Orbita por . Comecemos por mostrar por
inducao sobre r € N que

[afb, pabl], = ¥ T, (4.1)
Vamos dividir o passo inicial em dois casos. No primeiro, supomos que £ = (:
(b, abl], = brab’ b (ab!) ™!
= b (ab’b""b)a
= B, (4.2)
No segundo caso, supomos que € = 1:
[abl, ab’]; = ab'ab? (ab*) ' (abl) ™!
= ab'(ab’b"'a)ba
= abib 7t g
= ab® g

— p2li—i)

Apgora o passo indutivo:
(@%b, py10t7), = [[a°F', rab ]y, ab];
oy [b2’“(5j+(—1)“"i), abj]t
= pP*¥ (1)) por (4.2)

— 2 G H-R),

Uma vez provada a igualdade 4.1, temos:

[aabi’rabj]t - [aabi,r“abj]t &y b2’(sj+(—l)5i) — b2’+s(ej+(—1)5i)
& 52””(Ej+(—1)‘i)—2r{€j+(—1)si) =1

e pZEHEDT@ - —

Como a ordem de b é igual a m, esta dltima igualdade é equivalente a

9 (ej + (—1)%)(2° —1) =0 (mod m). (4.3)
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Suponhamos que £j + (—1)% = 0. Temos duas possibilidades: e =0ei=0,oue =1
e j = i: em qualquer dos casos isto implica que P seja um elemento de Fy, o que é
contraditério. Logo €5 4+ (—1)% # 0. Existem portanto Ap € Ny e pp € N tais que
pp € impar e |ej + (—1)%| = 2’ up. Por (4.3), atendendo a que m = 2%43 e a que § é
impar, temos entdo a seguinte a equivaléncia:

Gl il 27+ =0 (mod 2%)
E(P) =& (P) & {MP(2S “1)=0 (mod g) Vr,s € N (4.4)

Logo,

np; #0=np; =min{r e N: 27" =0 (mod 2%)} = max{l,a— A\p}; (4.5)
kpy =min{s € N: up(2° —1) =0 (mod 8)}. (4.6)

De (4.5) resulta

< : ’
max npy < max{1l, a} (4.7)

O pré-periodo de P pode efectivamente ser igual a zero: com efeito, se 7 > 1, entdo
[a°8, rab’], = b e b¥(ETHL) = fpf o pPEIHED D = g oy g = g @ HE-DE = 1,

sendo a ultima equivaléncia valida porque a ¢ (b). Logo um ponto P de E; tem
pré-periodo igual a zero se e s6 se € = 0 e existir r € N tal que m divide (2" — 1)i.2

Se 0 for a ordem de 2 em Zj, entdo up(2°—1) = 0 (mod 3), donde, pela equivaléncia
(4.4),

VP € Ej3, kp; divide o,. (4.8)

Consideremos em particular o ponto Py = (a,ab) € E3. De acordo com a observagio
que atrds fizemos sobre os pontos de E3 que tém pré-periodo igual a zero, ng,; # 0.
Por outro lado, Ap, = 0 e up, = 1, pelo que np,;, = max{1l,a} e kp,; = 02, por (4.5)
e (4.6), respectivamente. Logo, por (4.7) e (4.8),

maxnp; = max{l,a} e m.m.c kp; = 0s.
PEE; ' {1,a} PEEs ’

*No caso em que 7 = 1, pelo conhecido teorema de Euler sobre congruéncias, um tal r € N existe
se e sO se m é fmpar.
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Entao, pelo lema 2.2,

n =max{np;: P € Dy X Doy}

= max{maXnp;, MaxXNp;, MaXNp;
{Pe& " PeE; ' PeEa o}

= max{2, 1, max{1, a}}
= max{2, a};

kt = m. m. C.{kp,t Pe ng X ng}

=m.m.c.{m.m.c.kps, m.m.c.kpy, m.m.c.kp;
{ PEE; " peE, M PeE, )

=m.m.c.{1,1,00}

= O9.

Falta-nos analisar o periodo das érbitas por &, dos elementos de F3. De modo anélogo
ao que foi feito quando liddmos com o operador &, podemos mostrar sucessivamente
que

(@b, ab’], = b2~ yr e N (4.9)

que para todo o ponto P = (a°b', ab?) de Ej
E(P)=€(P) & (-2 (i—ej)((-2)°-1)=0 (modm), Vr,s€N

e que
VP € Ej;, kp, divide a ordem o_; de —2 em Zg.

Finalmente, P = (a,ab) = i —€j = —1 = kp, = 0_9, € portanto k. = 0_. O

Uma consequéncia interessante da proposi¢io 4.7 é que para qualquer elemento n
de Ny existe um grupo finito cujo pré-periodo é igual a n. Em contraste, ndo exis-
tem grupos finitos onde & tenha perfodo igual a dois, ou seja, as pseudovariedades
[z, u¥)e = (2 ws1¥)e] e [[2,0¥]e = [#,w+2v]] sBo iguais [8]. No entanto, para cada
I € {c,t}, existem grupos finitos de periodo arbitrariamente grande, como a partir da
proposicao 4.7 se mostra na proposicao seguinte.

Proposicao 4.8. Seja | € {c,t}. Para qualquer r € N eziste k > r tal que k € tgual
ao periodo de & em algum grupo finito diedral. O inteiro k pode ser escolhido tanto
entre 0s pares como entre os {mpares.

Demonstragdo. Sejam p um primo impar, k,; a ordem de 2 em Zj e k, . a ordem de
—2 em Z;. Para qualquer e € N,

(£2)*=1 (modp)=2*=4°=1 (modp)=4°>p.
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Logo,
p>4" =k >r, L€ {ct}, (4.10)

0 que mostra a primeira parte da proposigao. Vamos agora mostrar que para cada
[ € {c,t} podemos escolher p > 4" tal que k,,; tem uma paridade pré-fixada. Como a
ordem de Z; é p — 1, o inteiro kp, divide p — 1. Se k, for impar entao k,; divide s
Logo,

kp impar = 9 =1 (mod p); (4.11)

kp. impar = (—2)?_5_I =1 (mod p). (4.12)

No quinto capitulo de [20] podemos encontrar a demonstragio das seguintes equi-
valéncias, para qualquer primo impar p:

27 =1 (modp)ep=1lou7 (modS8); (4.13)
(—2)%1 1 (modp)ep=1lould (mod8). (4.14)

Entao, por (4.13) e (4.11) e por (4.14) e (4.12), temos:

p=5 (mod 8) = k,,; par. (4.15)

Se p = 8n + 7 para algum n € N entdo &% = dn + 3 e portanto, por (4.13), 2"+ =1
(mod p). Logo &, divide o impar 4n + 3, pelo que

p=7 (mod 8) = k,; impar . (4.16)
Analogamente, por (4.14),
p=3 (mod8) =k, impar . (4.17)

Pelo teorema de Dirichlet sobre primos numa progressao aritmética, para cada uma
das progressoes aritméticas 8n+ 3, 8n+ 5 e 8n + 7 sabemos que existe uma infinidade
de primos entre os seus termos. Podemos portanto escolher primos que sejam maiores
do que 4" entre os termos de cada uma destas sucessdes. Logo, fixado [ € {¢,t}, por
(4.10) e (4.15) o inteiro k(= k,;) pode ser escolhido entre os niimeros pares; por (4.10)
e por (4.16) ou (4.17), também pode ser escolhido entre os nimeros impares. O

O grupo D =[],y D2m é um exemplo de um grupo onde nenhum dos operadores de
Engel é pré-periédico: se, para [ € {c,t}, a transformacao (§)p fosse pré-periddica,
entdo, para qualquer m € N, o pré-periodo de (§)p,,, seria menor ou igual do que o
de (§)p, contradizendo o facto de que o conjunto dos naturais que sdo pré-periodo de
algum grupo finito diedral é o conjunto N.

Um outro exemplo de um grupo que nao satisfaz nenhuma identidade de Engel é o
grupo diedral infinito [30]. O grupo diedral infinito Dy, pode ser descrito do seguinte
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modo: se no grupo livre Fg(z,y) considerarmos o fecho normal® N dos termos z?
e zyzy entdo Dy =~ F(z,y)/N. O grupo Dy é um grupo infinito gerado por dois
elementos u e v tais que

gt = 1, e wvu = vt
As igualdades (4.1) e (4.9) que surgem na demonstracao da proposigdo 4.7 foram
deduzidas apenas & custa das relacdes a? = 1 e aba = b~!. Logo essas igualdades
também sdo validas para os geradores u e v de Dy,. Em particular,

[v, uv] = 0¥, [v,,uv]e = v Ve e No. (4.18)

Como a ordem de v nfo é finita, isto implica que para | € {¢, ¢} tenhamos
(v, puv]; # [V, ppsuv];, Vr € No,Vs € N, (4.19)

Logo em D ndo é valida nenhuma identidade de Engel.* Este facto ¢é referido de
passagem em [9], sem que no entanto se dé qualquer justificagao, o que nao surpreende,
pois somos facilmente levados as igualdades (4.18). Foram estas igualdades que
motivaram a demonstragao que aqui fizemos da proposicao 4.7.

Para n > 2 ndo se conhece até ao momento uma caracterizagiao completa da estrutura
dos elementos da pseudovariedade [[z,,y]l. = [, nt+w¥]c] dos grupos finitos onde o
pré-periodo de Engel é menor ou igual n. E para ¥ > 2 também nao se conhece
a estrutura das pseudovariedades [[z,.¥): = [T, wk¥]e] € [[2 w¥]e = [T wsrvle], 38
quais sdo, respectivamente, as classes dos grupos finitos onde & e & tém periodo
divisor de k. Os grupos finitos onde estes operadores tém periodo igual a 1 serdo o
tema da préxima secgio. Veremos que os grupos finitos onde &; tem periodo 1 estao
bem caracterizados (sdo precisamente os grupos nilpotentes finitos), e, embora néo
dispondo de uma caracterizagao completa, daremos algumas caraterizagdes parciais
muito restritivas sobre aqueles onde &, tem perfodo 1. Estes desconhecimentos sobre a
influéncia dos invariantes de Engel na estrutura de um grupo finito pode ser atestado
no artigo mais recente [16]. No entanto, até ao final deste capitulo veremos mais
alguns casos onde existem algumas caracterizagbes parciais interessantes dos grupos
finitos onde os operadores de Engel tém uma determinada din&mica.

4.5 Operadores de Engel aperiodicos

Comecemos por esclarecer o significado do titulo desta secgao. Uma transformagio
aperiédica é uma transformacio pré-periédica de periodo um.

3Num grupo G, o fecho normal {X) de um subconjunto X ¢ a intersecgio de todos os subgrupos
normais de G que contém X. O conjunto (X)© é ele préprio um subgrupo normal de G, sendo por
isso também designado como o subgrupo normal de G gerado por X. Se X # 0, entdo (X V¢ =
{$191 coegppIn otz € X g € G,n € N}

4Este exemplo é realmente distinto do exemplo anteriormente dado, o grupo D = [], cx D2m:
enquanto que Do, é numerével, D tem cardinal 2%.
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O lema que se segue foi obtido pelo autor e por J. Almeida, em colaboracao. Tendo
em conta as proposicoes 3.6 e 3.7, o proximo lema é ja um indicio da importancia
que terd mais a frente o conhecimento da estrutura dos grupos finitos que nao sao
nilpotentes mas cujos divisores préprios sao nilpotentes.

Lema 4.9. Suponhamos que G € um grupo finito com um subgrupo normal e Abeliano
P e um subgrupo ciclico Q tais que Z(PQ) = 1. Seja y um gerador de Q. Para
| € {c,t}, se ky for um mailtiplo do periodo de (&), entio [z, Y| = z, para todo o
z € P.

Demonstragdo. Como P <G, para todo o z € P temos [z, y], € P. Portanto fica bem

definida a transformacao
Cn!,y | JPesesame D

L [.’L‘, y]l
Sejam z,z € P. Entao

[z,9]e = [2,4]e & 27y lzy = 27y Ty
= s':_ly_la: =z ly" 1z
& zz ly gy =y
ez e ) =07

1 1

Logo, se (ey(z) = (.y(2) entdo zz7! comuta com o gerador y~! de @, donde zz~
¢ um elemento de P que comuta com todos os elementos de ). Sendo P um grupo
Abeliano, concluimos que zz7' € Z(PQ). Ora Z(PQ) =1, pelo que z = z e (¢ ¢
injectiva, e mesmo bijectiva, pela finitude de P.

Por outro lado,
Ct,y(x) — Ct,y(z) 2 4 [-T:y]t = [z:y]:
3 [‘T_l:y_l]c = [z—l;y_l]c
33 Cc,y—l(m_l) = CC,y‘l(Z_l)
s gl 1
T =2z

=

Portanto também (; ,, € bijectiva. Por ser uma transformacao invertivel, ¢; , é periddica.
Seja p; o periodo de (;,. Como &'(z,y) = ((}(z),y) = (,y), o periodo p; de (i,
divide o periodo k; de &. Logo, paratodoo z € P, (;f;(a:) =, ouseja, [T,y =z O

O proximo teorema diz-nos que os grupos nilpotentes finitos sao precisamente os
grupos finitos onde o operador & é aperiddico [25].

Teorema 4.10. Gy = [[z, Y]t = [, ws1¥])e]-

Demonstragao. Como Gy E [z,.y]: = 1, a inclus@o G C [[z,w¥]t = [Z,wt1y]e] é
imediata.
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Suponhamos, por reducdo ao absurdo, que Gu € [[z, 0¥]t = [, w+1¥]:]. Entdo a classe
% = [z, Y]t = %, w+1¥]e] \ Gnil é néo vazia e possui um elemento G de ordem minima.
Todos os divisores de G estdo em [[z,.y]:=[Z,w+1¥]: |, € portanto, pela minimalidade
da ordem de G, aqueles que sdo préprios também estdo em Gp. Pelas proposicoes 3.6
e 3.7, existem primos distintos p e ¢ tais que P é um p-subgrupo de Sylow normal e
Abeliano, @ é um g-subgrupo de Sylow ciclico e G = P(@). Ainda pela proposicao 3.7,
Z{G) = 1.

Podemos agora aplicar o lema 4.9. Como por hipdtese o periodo de & em G € 1,
concluimos que se y é um gerador de @) entao

Yo g P, {0 =2

Ora

1

[z,yi=zayz Yy =z yrly=1a2z=1

pelo que P =1 e G = @, um grupo nilpotente, o que é uma contradigao. O

Exemplo 4.11. Pela proposi¢io 4.7, num grupo diedral Doy, 0 operador & € apericdico
se e s0 se m for uma poténcia de 2. Aplicando o teorema 4.10, concluimos que um
grupo diedral finito é nilpotente se e sé se a sua ordem for uma poténcia de 2.

Como um grupo finito satisfaz uma pseudoidentidade com n varidveis (no mdximo)
se e s6 se todo o subgrupo gerado por n elementos satisfaz essa pseudoidentidade, o
teorema, 4.10 tem o seguinte coroldrio:

Corolério 4.12. Um grupo finito é nilpotente se e sé se todo o subgrupo gerado por
dois elementos € nilpotente.

Proposigdo 4.13. [[z,ay]: = [z, n+1¥]:] = [[#a¥): = 1].

Demonstragao.

[:C:ny}t = [93, n+1y]t — [CC,n?ﬂt = [[Im’y]t, y]t
& 1=ylz,ayl y
~ [:E,ny]t = 1.

Corolario 4.14 (Teorema de Zorn).
Grit = [z, w¥le = 1] = [[z, 0]t = 1]] = wa:yIC =1] = ﬂ[wl‘ay]l‘ =1].

Demonstragdo. As igualdades [[z,,y]. = 1] = [[z,wyle = 1] = [z, 9] = 1] =
[lwz,]. = 1] decorrem da proposicio 4.3. A igualdade Gui = [[7,.¥]c = 1] resulta do
teorema 4.10 e da proposicao 4.13. =
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Para sermos um pouco mais precisos, a proposi¢ao 4.13 permite-nos concluir que o
teorema 4.10 e o Teorema de Zorn podem ser deduzidos um a partir do outro.

O Teorema de Zorn nao pode ser generalizado para grupos infinitos: para n > 2,
existem grupos infinitos que satisfazem a identidade [z,,y]. = 1 mas que nao sao
nilpotentes [30]. Contudo, qualquer grupo que satisfaga a identidade [z,5y]. = 1 é
nilpotente de classe menor ou igual a 3 [30].

Para cada grupo G, seja L(G) o conjunto {y € G :Vz € G,In € N: [z,,9]. = 1}. A
demonstracdo da préxima proposicdo pode ser encontrada em [30].

Proposigao 4.15. Se G é um grupo finito e y € L(G), entdo o fecho normal (y)¢ é
nilpotente.

O resultado seguinte deduz-se facilmente a partir do anterior:

Proposicao 4.16. Seja G um grupo finito. Entdo Fit(G) = L(G).

Demonstragdo. Sejam y € Fit(G) e x € G. Como Fit(G) é um subgrupo normal,
[z,v]. € Fit(G). Entao, como Fit(G) é nilpotente, existe n € N tal que [[z, y], ny]c = 1,
ou seja, [z, n+1y]e = 1. Logo y € L(G). Reciprocamente, suponhamos que y € L(G).
Pela proposiciio 4.15, o subgrupo (y) estd contido em Fit(G). O

A demonstracao dada em [30] da proposi¢ao 4.15 ¢ independente do Teorema de Zorn.
Deste modo temos uma demonstragao alternativa do Teorema de Zorn: dado um grupo
finito G, por um lado G ¢ nilpotente se e s6 se Fit(G) = G, e por outro lado G satisfaz
a pseudoidentidade [z, ,y]. = 1 se e s6 se L(G) = G.

Nao se sabe ainda se para qualquer grupo G o conjunto L(G) é um subgrupo de G.
Um grupo G tal que L(G) = G diz-se um grupo de Engel. Em [30, 29] podemos
encontrar uma sintese do que se sabe (e do que néo se sabe) sobre os grupos de Engel,
o conjunto L(G) e outros conjuntos aparentados.

Passemos agora ao estudo da pseudovariedade [z, Y] = [%,w+1¥]c]. Tenhamos bem
presente que esta pseudovariedade é distinta da pseudovariedade [[[z, uy]: = [z, wr1¥]e],
ou seja, de Gny. Com efeito, como jé assinaldmos, S; & [7,.9]c = [7,wi1¥]e. Mais
precisamente, S3 = [z, 29]c = [, 3]

Para os nossos propositos ser-nos-a util o seguinte resultado auxiliar:

Lema 4.17. Seja G um grupo finito que nao € nilpotente mas cujos divisores proprios
sao nilpotentes. Sejam P um p-subgrupo de Sylow normal e Abeliano e @@ um q-
-subgrupo de Sylow ciclico Q tais que G = PQ. Se para qualquer gerador y de @ e
para qualquer elemento x de P se verificar a igualdade [z,y]. = z, entdo G é isomorfo

a Sg.
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Observemos que, pelas proposicoes 3.6 e 3.7, os grupos P e () nas condicoes do enun-
ciado existem. Notemos também que o grupo Sz efectivamente verifica as condigoes
do lema 4.17 (com p=3 e ¢ = 2).

Demonstracdo do lema 4.17. Comecemos por observar que
[, 4], = 5& 2° =y 2. (4.20)

Notemos também que qualquer gerador de um g-subgrupo de Sylow é conjugado de
algum gerador y de Q). Sejam z € G e x € P. Entao

o gy == (Z"ly‘lz)w(Z‘lyZ)

=z Wy Yzzz  )yz

=z (zzz7Y)%2 por (4.20) e porque zzz~' € P, uma vez que P 1 G
=z Y(ex’2z V)2

= g?

Logo, para qualquer gerador y de um qualquer g-subgrupo de Sylow continua a ser
vélida para todo z € P a igualdade 2% = y~'zy.

Sejam a € P\ {1} e y um gerador de Q). Mostremos por indugao que
o =y ey, YneN (4.21)
O passo inicial é valido por (4.20). Eis o passo indutivo:

a2n+1 _ (az)zn —(ﬂ.+1)

= (ylay)? =y ¥y =y (y ey )y =y~ " ey

Se r é um primo distinto de ¢ entdo y" tem a mesma ordem de y, ou seja, y" é um
gerador de um q -subgrupo de Sylow de G. Logo também a? = y~ ay Mas por
(4.21), ¢ =y "ay", pelo que a* =a’ e a¥ % = = 1. Entdo, como a?”' "1 ¢ P, temos
1=a""2%= (aT_l‘l) = y~1a¥ ' ~1y, pelo que a* ' ~! = 1. Uma vez que a ordem de
a é uma poténcia positiva de p, concluimos que p divide 27~ ! — 1, para todo o primo
r distinto de ¢q. Se ¢ # 2, entdo podemos tomar 7 = 2, 0 que conduz ao absurdo de
p dividir 1. Logo ¢ = 2. Podemos pois tomar r = 3, pelo que p divide 22 -1 =3, e
portanto p = 3.

Como para todo o z € P, z = [z,y]., temos P < [P,G]. Por outro lado, G/P =~ Q
é um grupo Abeliano, pelo que G' < P. Em resumo: [P,G] < G' < P < [P,G], e
portanto P = [P,G] = G'. Mostremos agora por indugdo que 7,(G) = P se n > 2.
Para tal, falta-nos apenas o passo indutivo: v,41(G) = [w(G),G] = [P,G] = P.
Portanto ,(G) = P.

Seja agora ¢ um elemento arbitrario de G. Como G = P(y), existem 2 € Pe k€ N
tais que ¢ = zy*. Entdo
g lag =y Fz lazy®
=y *ay*  uma vez que P é Abeliano
= o por (4.21).
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Logo (a) 9 G. O grupo G/(a) é um divisor proprio de GG, donde, por hipdtese, é

nilpotente. Entao
1 =7(G/(a)) = 7.(G){a)/{a)

e portanto v,(G) < {(a). Mas vimos que 7,(G) = P, pelo que P = (a). Ora a é
um elemento arbitrario de P\ {1}, e P é um 3-grupo. Pelo Teorema de Cauchy, ou
simplesmente por P ser um 3-grupo ciclico, podemos escolher a de ordem 3. Logo
|| =3

Seja n € N tal que |Q] = 2". Seja X o conjunto dos conjugados de @, e consideremos
0 homomorfismo

Y G Sx

g——1, : R— RY

entre G e o grupo das permutagoes de X.> Sabemos desde ja que Ker) < Ng(Q).
Se @@ < Ng(Q) entdo, como |G| = 3 - |Q)|, temos Ng(Q) = G, ou seja, @ < G. Mas
tal implica que G seja o produto directo de P e @), dois grupos Abelianos, e que por
isso G seja ele préoprio Abeliano. Como G nem sequer é nilpotente, @ = Ng(Q) e
portanto kery é um 2-grupo. Seja m € Ny tal que |kery| = 2™, Como @ néo é
um subgrupo normal de G, temos Kery < 2, ou seja, n — m > 0. Pelo Teorema do
Homomorfismo, a ordem de G/ Ker, que é 3 x 2™, divide a ordem de Sy, que é
|X|'. Ora |X| =[G : Ne(Q)] = [G : Q] = 3, pelo que 3 x 2*™™ divide 6. Como
n —m > 0, s6 podemos ter n —m = 1, e portanto a ordem de G/ Kerv é 6. A menos
de isomorfismo, os tnicos grupos de ordem 6 sdo Zg e S3. Se G/ Ker 1 for Abeliano,
entdo P = G' < Ker) < @, o que é absurdo. Logo G/ Ker1y ~ S;, e portanto Sy é
um divisor de G. Mas como S3 nao é nilpotente, nao é um divisor préprio, pelo que
G é isomorfo a S3. O

Os resultados auxiliares de que dispomos permitem-nos uma demonstracao expedita
da seguinte caracterizagio parcial da pseudovariedade [[z, ,y]. = [z, vr19]]:

Teorema 4.18. Seja G um grupo finito. Se G = [z,,Y|c = [%,w+1Y]e, entdo G €
nilpotente ou € divisivel por Sj.

Demonstragdo. Seja 9 a classe dos grupos que sdo divisiveis por S;. Reparemos
que, nao sendo S3 nilpotente, Z e G,; sdo classes disjuntas. Consideremos a classe
€ = [[z,09]c = [%wr1y)e] \ (Gai U 2). Pretendemos mostrar que se trata de uma
classe vazia. Suponhamos que % nao é vazia. Entao existe um elemento G de ¥
de ordem minima. Pela minimalidade de G, se K ¢é um divisor préprio de G, entio
K € Gy U 2. Como a relagdo de divisao entre dlgebras é transitiva, se K pertencesse
a % entao S; seria um divisor de G. Logo K € G,;. Pelas proposigoes 3.6 e 3.7,
existem primos distintos p e ¢ e subgrupos P e @ tais que P é p-subgrupo de Sylow
normal e Abeliano de G, @) é g-subgrupo de Sylow ciclico e G = P(). Ainda pela

SEste homomorfismo é habitualmente designado como representagdo de G nos conjugados de Q.
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proposicao 3.7, Z(G) = 1. Se y for um gerador de () entdo, pelo lema 4.9, para todo
o z € P temos [z, y]. = z. Logo, pelo lema 4.17, G ¢é isomorfo a S;: absurdo! O

Baseando-nos na pesquisa efectuada, julgamos que este teorema (juntamente com o
lema que o precedeu) é um resultado original.

Exemplo 4.19. O grupo D, ndo € nilpotente e é um elemento da pseudovariedade
[[z,n¥]e = [z, n+1¥]c]- Este grupo € isomorfo a S3 X L.

Exemplo 4.20. O grupo T de ordem 12 gerado por dois elementos o e b tais que
ab =1 ¢eb? = a® = (ab)? € um elemento da pseudovariedade [[z,ny]c = (%, ny1yle]-
Este grupo néo é nilpotente. Tem S3 como divisor, mas ndo tem subgrupos isomorfos

a 53.

Exemplo 4.21. Os grupos Sz x Dy e Sy sdo divisiveis por S3 mas ndo sdo elementos
da pseudovariedade [z, Y] = [z, nt1y]c] (ver tabela 4.1).

Recordemos mais uma vez que o problema da caracterizagdo completa da pseudova-
riedade [[2,ny]e = [2,n419]c] continua em aberto. A variedade [[z,nyle = [, n+19]c]
foi estudada em [17], onde se comega pela demonstracio da seguinte proposigao:

Proposigio 4.22. Se um grupo satisfaz a identidade [z, ny. = 2, n11Yle, para algum
n € N, entdo também satisfaz as identidades [z,,y)° =1 e [z, n-1¥]c, ¥**]c = 1, para
qualquer k € N.

Demonstracio. Seja G um grupo onde a identidade [z, Y] = [T, np1y]e € vélida. A
hipétese sobre G é equivalente a

G = [z, nyl2 = [z, nylt- (4.22)
Por sua vez, a validade em G da identidade [z, ,y]? = [z,y]? é equivalente & validade
da identidade [z,,y™")? = [£,,y~}¢ . Substituindo nesta dltima z por [z,.y].,
concluimos que X
G ’: [[ﬂ:sny]c-: ny$1]2 = [[ZL': ny]c:nygl]y . (423)
Vamos agora mostrar, por indugao sobre 2, que
G E [[#, atlerny ™Yo = (2, 9] ey, i€ {1, 0} (4.24)

A validade de (4.24) para ¢ = 0 é ébvia. Suponhamos que (4.24) é vélida para
i € {0,....,n — 1}. Entdo, para quaisquer z,y € G,

[[37, ny]c: ny_l]c = [[113, ﬂy]‘(:—l)*’ n—z‘yﬁl]g_i
= [llz, 91,y esnicay
= [z, )Y, Y7 sy YT pela alinea 2 do lema 3.1

= [lzsatd P u)s Lty (4.25)
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Suponhamos que 4 é par. Entao o comutador de (4.25) é igual a

([R5 7 et T (4.26)
Por hipétese, [z, ,41y]. = [T, ny]. Logo (4.26) é igual a

(-1t '

L =1y~ G+
yn—(i+1)Y ]g .

[z, ny

Vamos supor agora que ¢ é impar. Entdo, voltando ao ponto em que ficamos em (4.25),
temos:

=-i~1

[[[LL‘, ny]gls y]:?la n—i—ly_l]g
Aplicando a alinea 2 do lema 3.1 vem

—i=1

-1
[HI, ny]m y]E:xmy]C 3 n—i——ly_l]g ’
Pela hipétese [z, n+1Y]c = [Z, n¥]es

-1 o =(i+1)
[z, )l gy

3

ou seja,

—1)i+1 . —(i+1)
i y R s

[[‘T’ﬂy y n—(i+1)

Fica assim provada a validade de (4.24), independentemente da paridade de ;. Em
particular, para i = n,

G ': [[3’," ny]ca ny“l]c = [:[;’ ny]gfl)ny-“ )

Substituindo em ambos os membros da identidade que surge em (4.23) o termo

[{:E: ny]c: nyyl}c pEIO termo [IL‘, ny]g”‘l)"y_"

, concluimos que
G E [z, ]V = [, 0y )T

Simplificando, fica
G E [2,29] = [z, nYle- (4.27)

Ora, elevando ao quadrado ambos os membros da identidade de (4.22), obtemos
G ’: [l‘my]ﬁ = [-T,ny]fy,

donde, por (4.27),
G [, nlt = 1.

Finalmente, vamos provar por indugdo que se k& € N entdo, para quaisquer z,y € G,
[[-T: n—ly]m ka]c = 1.
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Primeiro o passo inicial:

(2, n-19e; Y - Yle
12, n_1¥]es Ylel[T n—-1Y]e, ¥]¥  pela alinea 4 do lema 3.1

[[:E: n—ly]CJ y2]c [
[

[1:; ny]c[xa n.y]g

[z, n3]c  por (4.22)
1.

Agora o passo indutivo:

(58l 525 = (12l -
= ([, n-19]es 4]l n-18es yz‘“]Zz pela alinea 4 do lema 3.1
= 1,
Isto completa a demonstracao. 0

O mesmo artigo [17] termina com uma demonstragio simples da solubilidade dos
elementos da pseudovariedade [[z,,y]c = (2, w+1Y]c], possivel gragas & proposigao que
acabamos de demonstrar.

Teorema 4.23. A pseudovariedade [z, ,y]. = [2,w+1V]c] estd contida na pseudova-
riedade dos grupos soliveis finitos.

Demonstragio. Seja G um grupo da pseudovariedade [[z,.y]c = [#,w+19]c]. Seja y
um elemento de ordem fmpar de G. Entao existe £ € N tal que y* = y. Pela
proposicio 4.22, [z,,y]. = 1, para todo z € G. Logo, pela proposi¢ao 4.16, o conjunto
dos elementos de ordem impar de G estéd contido em Fit(G). Dado qualquer elemento
z de G, sejam n € Ny e m um inteiro positivo impar tais que a ordem de z é 2"m.
Como z2" tem ordem impar, igual a m, 22" é um elemento de Fit(G). Logo G/Fit(G)
é um 2-grupo, e portanto é solivel. Pela proposicao 3.4, o grupo G € soluvel. O

Em [8] foi provado que um grupo da pseudovariedade [[z,.,ylc = [z,u419]c] € super-
soluvel® e que é o produto directo de um grupo nilpotente de ordem que é prima com 6
por um grupo H com um 3-subgrupo de Sylow normal N tal que H /N é um 2-grupo.
Este subgrupo H pode entdo ser descrito de forma mais abreviada como sendo um
produto semidirecto” de um 3-grupo por um 2-grupo. Pelo teorema 4.18, se H nao
for nilpotente entdo é divisivel por S;.

§ Um grupo supersolivel é um grupo que possui uma série normal ciclica, que € uma série normal
cujos factores sdo ciclicos [30]. O grupo diedral Da, é supersolivel: ele possui um subgrupo ciclico H
de indice 2 (razio pela qual se conclui que é normal), pelo que Dz, > H > 1 é uma série normal ciclica.
Os grupos nilpotentes finitamente gerados sdo supersoluveis, e 0s grupos supersoliveis sdo soliveis.
Encontramos entre os grupos diedrais exemplos de grupos supersoliiveis que ndo sio nilpotentes nem
pertencem & pseudovariedade [[z,,y]c = [, w+1¥]c]; © grupo A4 é um exemplo de um grupo solivel
que nio é supersolivel.

"Um grupo G é um produto semidirecto de K por @, denotado por G = K x Q,se KaGe
se existir um subgrupo Qo de G tal que K N Qo = 1, KQo = G e Qo = Q. Consequentemente,
G/K ~ Q.
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4.6 Outros valores do periodo de um operador de
Engel

Pouco depois de ter demonstrado em [17] o teorema 4.23, N. D. Gupta participou,
em conjunto com H. Heineken, na elaboracdo do artigo [19], onde se fez um estudo
mais sistemdtico da influéncia do periodo de Engel na estrutura de um grupo. Nesse
artigo, os seus autores demonstraram um resultado que generaliza de modo muito
abrangente o teorema 4.23: se &k for um inteiro positivo impar, entdao os elementos
das pseudovariedades [[z,.y]. = (%, wsi¥lc] € [[#,w¥]: = [T, wsxy]:] s80 soliveis. A
proposi¢ao 4.8 garante-nos que existe uma infinidade de cada um destes dois tipos
de pseudovariedades. A demonstragido de que elas estao contidas na pseudovariedade
dos grupos soliveis finitos ¢ elaborada e depende da classificacao dos grupos simples
minimais, cuja extraordindria dificuldade j4 assinaldmos. A primeira parte da demons-
tracao de Gupta e Heineken consistiu em provar que qualquer grupo de ordem fmpar
das pseudovariedades [[z,,y]. = [2,wk¥]c] € [[7,w¥]t = [T, wery]:] é nilpotente.® No
caso em que k = 1, este facto é uma consequéncia imediata dos teoremas 4.10 e 4.18.
O grupo Djy é um exemplo de um grupo solivel onde tanto &, como & tém periodo
par, € que portanto ndo estd em nenhuma das pseudovariedades anteriores. O artigo
de Gupta e Heineken contém mais alguns resultados sobre as variedades que tém vindo
a ser o objecto de estudo deste capitulo (recordemos que &, designa a variedade dos
grupos metabelianos):

([, 29]c = [z, 3y]c] = [[z, 29)c = [z, ayle]; (4.28)
[[x’ ny]c = [.'L‘, n+1y]CJ NGy = H"Tr ny]c = [.’17, n+2y]c] N Gy; (4'29)
[, n¥le = [, n+19le] = [z, a)e = [, nt2y]d)- (4.30)

A demonstracdo de (4.28) que nos é dada em [19] é algo magadora. A igualdade
(4.29) foi largamente generalizada por R. Brandl, o qual mostrou em [8] a igualdade
de pseudovariedades

|I[:E, ny}c = [x:nHMCH = H["‘T:Ry]c = [I: n-i—ﬂl]ﬂ]]
e em [9], a igualdade
[[3:: ny]c & [$:n+1y]c] NG = [[37, ny]c = [IL', n+2y]c] neG

onde, recorde-se, & designa a classe dos grupos soluveis. Dito de outro modo, nao
existem grupos finitos nem grupos soliiveis onde o periodo de & seja 2. De seguida, e
para terminar este périplo pelo artigo de Gupta e Heineken, faremos a demonstragao
da igualdade (4.30).

Teorema 4.24. [z, nY]e = [T, n+1Y]e] = [[Z:nY]t = [Z, 2]

8A solubilidade de um qualquer grupo finito de ordem fmpar era ji um celebrado resultado de
Feit e Thompson [13].

118



Demonstragdo. Seja G um grupo.
G }: [I, ny]c[%n-ﬁ-l@']i =1&G i: [xsny]c[x:n+1y]g[[$an+1y}m y]c = [xa n+2'y]c
&G |: [m:ny]c[m1n+1y]c y_l[man+1y]cy = [I: n+2y]c

& G E [z, ny)el[z, n¥), ¥]e vy HIZs n¥le Y]e ¥ = [Ty nt2¥le

& G E [z, = [z, ne2tle
Entao, pelas alineas 2 e 3 da proposicao 4.4,
G = [, nyle[zinr1y] = 1 € G | [2, 0]t = [2, nt29]:-
Logo, o teorema fica demonstrado se provarmos a equivaléncia
G |: [m:nylc[munﬂy]g =1eGkE {xany]c = [Ivn-ﬂy]c-
Comecemos pbr supor que
G E (2, n¥]e = [2, nt1¥]e- (4.31)

Ent3o, pela proposicao 4.22,
Gk [z,.92 = 1. (4.32)

Combinando (4.31) e (4.32), obtemos G | [z, ,y]c[z, ns1y]? = 1. Reciprocamente,
suponhamos que
G |= [waﬂy]c{$1n+ly]g =L

Acontece o seguinte:
G E [z, Y@ nn1yls = 1 & Gy [2,nY]e Y[z, nryle = 1
& G [, nyleylz, nnyley™ =1
& G = (@, nyleylz, 9]y [z 0yl = 1

&G }: [35: ny]c[y‘ls ['T": ny]c]c = 1.

A nossa hipdtese é portanto equivalente a

G |: [xvny]c = [[Eany]c:ay-l]c- (433)
Substituindo em (4.33) a varidvel y por y~', obtemos
G = [z,0y e = [£, 08 e Ule- (4.34)
Substituindo agora em (4.34) a varidvel z por [z, ,y|;, obtemos
G ': [[37: 'n.y]c: ny_I]c = [[[m) n'y]c: ny_l]ca y]c- (435)
Por (4.33), podemos substituir em (4.35) o termo [[2, n¥]e, ny']c pelo termo [z, nylc,
concluindo-se assim que a identidade [z, ,¥]. = [Z, n+1Y]. € Vélida em G. O

Esta demonstracio deixa transparecer a sua proximidade com a da proposigao 4.22.
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4.7 Influéncia do pré-periodo

Os grupos cujo pré-periodo de Engel é igual a 1 sao precisamente os grupos Abelianos
néo triviais. Este facto é um caso particular de um resultado mais geral de [18]. Iremos
enunciar e demonstrar esse resultado. Necessitamos de uma defini¢do prévia.

Dados elementos z,. .., z, de um grupo G, seja [zy, ..., Z,]. 0 elemento de G definido
por recorréncia do seguinte modo: [r1]. = ;1 e [T1,...,Znle = [[Z1, - - - Zno1]es Zn)e €
w3 0. Em pacticular, [%:75,: . s¥le= (&, ¥

Lema 4.25. Se um grupo G satisfaz uma identidade [z,y]. = [21,...,Zn)c em que

n>3 e,z € {z,y, 27,y '}, entdo para quaisquer z,y € G o comutador [z,y|, é
um elemento de v,(G).

Demonstrac¢ao. Seja G um grupo onde é valida a identidade

[mle = [Bipuses Euke (4.36)
onden >3exy, 73 € {z,y, 27",y }. Se (z1,z3) for um dos pares

el lea™), @ a), @ e, e N 0l )

entdo [z, xs). = 1, donde [z,y]. = 1, por (4.36). Vamos agora supor que se verifica
alguma das restantes possibilidades para o par (z, z3):

(z, ), (z,y7"), ("5 ), a7y ™), (v, 2), (w,27), (v 2), (™). (4.37)

O lema fica demonstrado se provarmos por induc¢ao sobre k& que para qualquer k£ € Ny
existem £ € {—1,1} e g;,g € G, comi € {1,...,(k+1)(n — 2)}, tais que

[Eve = [meini s « « s Dibpiitn=53]5" (4.38)

Designemos por t; o ntmero (k + 1)(n — 2). O passo inicial é apenas a igualdade
(4.36). Suponhamos que temos (4.38). Aplicando a cada um dos sete ultimos casos
de (4.37) a alinea 1 e/ou a alinea 2 do lema 3.1, concluimos que existem ¢ € {—1,1}
e h € G tais que [z1, Z2). = [z, y]?". Por (4.36), [x1, To]. = [71, - . ., Z,)®". Substituindo
em (4.38) o termo [zy, T3], por [z1,...,2,|" obtemos

U2 Wle = [[Bostnsass s « mn]ﬁ, gf'—l, . ,g&_l]zhg_ (4.39)

Se 6 = 1, isto conclui o passo indutivo sobre k, uma vez que a sequéncia

=1 -1
$3:"':$n:g{1 7"':9{1
tem tx + (n — 2) = tx41 elementos. Suponhamos agora que d = —1. Seja (Zm)_1<m<t,

a sequéncia definida recursivamente do seguinte modo:

Z_1 =1
20 = [$11$2J$3J" - 13;11.](:

_1 Y
Zms1 = [Zmy G i ™Y, se 0<m <t — 1
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Pela alinea 2 do lema 3.1, para 0 < m <t — 1,

=1 Vet K13 g i {—a? gt
[ m !gm+l ' 1]C . [Zm, gm+1 ' l]c ¢ = zm:—l ‘ (440)
Vamos mostrar por inducgao sobre m que, para 0 <m < {; — 1,

-1 h™lz_i2m-1 h~lz_1-zm-—r h=tz_1zm-1 52;1—1--"‘:11’19
[I? y]c = [ Zm :gm+1 agm+2 g :gt;c ]C ' (441)

O passo inicial é a igualdade (4.39). O passo indutivo justifica-se através de (4.40):

_ h=lz_ 1 Zm—1 h‘lz-1---zm_1 h’lz_l--'z;-nA; Ez;l_l---z:%h'g
[z 4l = [[zm » Im+1 Jes Im+2 ERRER ) ¢
k
- -1
- [z—zml e T h—lz_l...zm_l]gzml_l...z_ hg
- m+119m+2 a---:gtk c
[ h=lz_1-zm_12m e IC Ul R T T
zm+l! gm+2 3 e :gtk ]c .

Tomando em (4.41) m igual a ¢; — 1 e novamente por (4.40),

-1 -1 -1
hlz_1zp21- 2t -2 EZtk 2--221hg (=€)zg,_ 24, —a2_1hg
[z, 9] = [55,21, 95, Je = : (4.42)
Para cada 1 < m <t seja f = gl "0 N0 2 = (81,1 Zas firooo Frl

Logo, tomando m igual a t e por (4.42),

(—e)e5 Ly 22 thg

[;r;,'y]C: [:Ch"':anflJ"'sftk

Isto conclui o passo indutivo sobre k, uma vez que a sequéncia

$31---:In:f1:---:ftk
tem tg + (n — 2) = tx41 elementos. O
Corolério 4.26. Um grupo nilpotente que satisfaz uma identidade [z,y]c = [z1, ..., Tnlc

em quen >3 ex,zy € {x,y, 27",y '} € um grupo Abeliano.

Teorema 4.27. Um grupo solivel que satisfaz uma identidade [z,y]c = [T1,. .., Tulc
em quen >3, T1,29 € {z,y,z7Y, ¥y} e z3 € {zF,y* : k € Z} € um grupo Abeliano.

Demonstracdo. Seja G um grupo solivel onde a identidade
[ yle= [£4;Bay BayWiims » s Fnle (4.43)

é vélida e seja d o grau de solubilidade de G. Suponhamos que d > 2. Entao podemos
considerar o subgrupo H = G2, Sejam a € H' e b € H. Se z3 = z*,k € Z,
substituindo em (4.43) a varidvel = por a e a varidvel y por b obtemos

[a, b]C = [[[“‘Tla x?]ca ak]ca Tg---y mn]c (4.44)
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e se T3 = y*, k € Z, substituindo z por b e y por a obtemos
[6, a)e = [[[z1, Z2)e, @F)c, 24 - . ., Zn]e- (4.45)
Ora [[z1, T3]., a*]. € [H', H'] = H". E como H" é um subgrupo normal,
[l D)oy estbasanss 2ale € B,
Assim, em qualquer dos dois casos (4.44) e (4.45), [a,b]. € H". Mas
H' = (@42 =g =

pelo que [a,b], = 1. Logo v3(H) = 1. Entao, pelo coroldrio 4.26, o grupo H é Abeliano
e portanto G¢~1) = H' = 1. Mas isto contradiz a minimalidade de d. Logo d <1. O

Teorema 4.28. Um grupo finito que satisfaz uma identidade [z,y]. = (21, ..., Za]. em
quen >3, 1,29 € {z,y,z7 Yy} e zz € {zF, 4% : k € Z} ¢ um grupo Abeliano.

Demonstragao. Suponhamos que o teorema é falso. Entdo existe um grupo G de

ordem minima na classe [[z,y]. = [z1,...,2s)] \ Ab. Como todo o seu subgrupo
proprio é Abeliano, pela proposi¢ao 3.6 o grupo G é solivel. Logo, pelo teorema 4.27,
G é Abeliano: absurdo! O

Ainda em [18], entre outros resultados similares, N. D. Gupta demonstra que os grupos
que satisfazem alguma das identidades [z, y]. = [z,,y7 "], n > 2, ou [z, Y] = [z, n¥]e,
2 < n < 3 sdo precisamente os Abelianos.

De modo independente, D. Nikolova e R. Brandl demonstraram que os grupos finitos
cujo pré-periodo de Engel é 2 sdo soldveis [26, 10]. Em ambos os casos, a demonstracao
depende da classificagdo dos grupos simples minimais. Em [10] sdo descritas algumas
caracteristicas dos grupos finitos com pré-periodo de Engel igual a 2: se G é um
desses grupos entdo G/Fit(G) é supersolivel, metabeliano e os seus subgrupos de
Sylow sao Abelianos. Também siao dadas condigoes suficientes para que um grupo
tenha pré-periodo de Engel menor ou igual a 2: uma delas é a de que seja o produto
semidirecto de dois grupos Abelianos finitos de ordens primas entre si.

Se subirmos mais um patamar na nossa pesquisa, encontramos grupos finitos nio
soliveis cujo pré-periodo de Engel é 3: por exemplo, As.
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Epilogo

No decorrer do trabalho que apresentdmos pudemos apreciar as vantagens da lingua-
gem e da teoria da Algebra Universal Finita, tanto sob o ponto de vista descritivo
como sob o ponto de vista da obtencgdo de resultados. Um bom exemplo disto s&o as
proposicoes acerca da invertibilidade dos operadores implicitos sobre grupos finitos: em
primeiro lugar aquela que trata dos operadores que sio invertiveis numa determinada
pseudovariedade de p-grupos finitos (teorema 3.13), e em segundo lugar aquela que diz
respeito aos operadores que sdo invertiveis na pseudovariedade dos grupos nilpotentes
finitos (coroldrio 3.14). Do ponto de vista descritivo, estdo 14 as nogoes de operador
implicito e de operagio implicita. Mas mesmo que restringissemos o enunciado destas
proposicoes a operadores explicitos (e a nogdo de operador explicito, sinénima da
n0gao de operador polinomial introduzida no primeiro capitulo, é uma nogéo da
Algebra Universal que extravasa a Algebra Universal Finita), os métodos utilizados
nio deixariam de ser “implicitos”, isto é, do dominio da Algebra, Universal Finita.
E alids natural que assim seja, pois a 1nvert1b111dade de um operador implicito esta
relacionada com a sua poténcia émega na medida em que esse operador é invertivel
se e s6 se a sua poténcia 6mega for o operador identidade, e a poténcia émega de um
operador explicito é um operador implicito que pode ndo ser explicito. Em geral, o
comportamento dinimico de um operador implicito est4 estreitamente relacionado com
a sua poténcia émega, como vimos na secgdo 4.1. Deste modo foi possivel organizar
o material do tltimo capitulo, tornando a sua apresentagio clara e escorreita (pelo
menos esperamos ser este o julgamento do leitor).

Em [2], na sequéncia do estudo sobre operadores implicitos invertiveis, Almeida mos-
trou um interesse particular pelas pseudoidentidades entre as componentes da poténcia
6mega de um operador bindrio. Dado um operador implicito bindrio f = (wy, wa),
seja 7 o conjunto dos primos de N que dividem o trago de A(f), e seja (v1,v2) = f*.
Almeida mostrou que se Ab satisfaz a pseudoidentidade wy = ws e se o determinante de
A(f) for igual a zero (como o tinico grupo Abeliano onde f ¢ invertivel é o grupo trivial,
esta segunda condicdo é redundante se f for um operador explicito, pelo teorema 514
entdo a pseudovariedade Guy * Gso1 » gerada pelos produtos semidirectos de elementos
de G, por elementos de Gso » satisfaz a pseudoidentidade vy = va:

Gnil * Gsol,'rr = [['Ul = 'U2]] (*)
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Logo, uma condi¢ao necessaria para que tenhamos a igualdade
Gnit = [[v1 = v1] (+)

é que 7 seja o conjunto vazio. Pela proposicao 2.45, esta condicdo é equivalente
a invertibilidade do trago de A(f). Trata-se de uma condigdo necessdria, mas que
evidentemente nao é suficiente, como se conclui pelo operador (z,y). No entanto,
a condi¢do imposta sobre o trago de A(f) para que a igualdade (%) seja vilida
nao ¢ demasiado restritiva, pois no teorema 6.1 do mesmo artigo é-nos dito que se
f for o operador (b~'ab,a) entdo (#*) verifica-se. Logo podemos deduzir a partir
daqui que um grupo finito é nilpotente se e sé se todo o subgrupo gerado por dois
elementos é nilpotente. Este, recordemos, é precisamente o corolario 4.12 do teorema
4.10, teorema esse que nos diz que os grupos nilpotentes finitos sdo precisamente os
grupos finitos onde o operador & = (zyz~'y~!,y) é aperiédico. A demonstragao da
validade da igualdade Gy = [[u; = v5] no caso do operador (b~'ab,a) foi comunicada
pessoalmente por Almeida ao autor deste trabalho, e é independente dos resultados
sobre os operadores de Engel. O operador (b~'ab, a) constitui portanto uma alternativa

a demonstracdo do corolario 4.12.

Como dissemos na introdugao desta monografia, um dos corolarios da classificagao
de Thompson dos grupos simples minimais é o de que um grupo finito é solivel
se e 86 se todo o subgrupo gerado por dois elementos é solivel [33]. A conjec-
tura de B. Plotkin estd relacionada com esta questao: usando agora a linguagem
da Algebra Universal Finita, recordemos que essa conjectura afirma que se 7« for a
primeira componente da poténcia émega do operador ternério ([[z, v, [z, 2]c]c, ¥, 2)
entdo Gso = [7([z, Y], z,y) = 1. A conjectura de Plotkin propde portanto uma pseu-
doidentidade em duas varidveis como forma de caracterizagdo da pseudovariedade
Geo. Sera que também poderemos encontrar entre os operadores binarios estudados
por Almeida um para o qual se verifica a igualdade Gso = [v1 = v2]? Por (%), uma
condigdo suficiente para que tenhamos a inclusio Gs C [v; = ] € que 7 seja o
conjunto de todos os primos de N, além da pseudoidentidade w; = w; ser valida em
Ab e do determinante de A(f) ser nulo. O operador ([a, b]., [a, b];) estd nestas condigoes
(o trago da sua matriz de frequéncias é nulo). Para este operador Almeida conjecturou
a igualdade Ggo = [u; = wo]; tal como é referido em [2], os cdlculos com o GAP [32]
até agora efectuados nao detectaram qualquer contra-exemplo entre os grupos simples
minimais. Constitui um problema interessante encontrar uma pseudoidentidade em
duas varidveis que caracterize a pseudovariedade G, demonstrando-o sem o recurso
a classificacao dos grupos simples minimais.

O problema de, fixado n, encontrar uma pseudoidentidade de operadores n-arios que
caracterize uma pseudovariedade dada nem sempre tem solugao. Eo que acontece com
a pseudovariedade dos grupos metabelianos finitos quando n < 3: em [22] é exibido
um grupo finito de ordem 2! que ndo é metabeliano mas cujos subgrupos gerados por
3 elementos (ou menos) sdo metabelianos.

Um problema que é de certo modo o inverso do anterior é o de caracterizar uma
pseudovariedade definida por uma determinada pseudoidentidade. No capitulo 4
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vimos diversos problemas em aberto deste tipo. Destacamos aquele que diz respeito
a pseudovariedade [[z, ,yle = [, w+1¥]c], para o qual contribuimos mostrando que os
seus elementos nao nilpotentes sdo divisiveis por Ss.
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