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Resumo 

0 método de classificação por máquinas de suporte vectorial surge na sequência do 
desenvolvimento da Teoria de Aprendizagem Estatística introduzida por Vapnik no 
final dos anos 70. Este método de classificação, desenvolvido a partir dos anos 90, 
produz fronteiras lineares num espaço de dimensão superior ao original usando funções 
kernel de Mercer. 
As máquinas de suporte vectorial têm sido aplicadas em diversas áreas com resultados 
positivos. São frequentes os casos em que este método ultrapassa outros mais con
ceituados. Esta é uma das motivações para este trabalho: explorar a capacidade das 
máquinas de suporte vectorial na classificação de imagens multi-espectrais. 

Inicialmente são apresentadas algumas ideias da Teoria da Aprendizagem Estatística, 
avançando-se depois para o método de Máquinas de Suporte Vectorial. A sua aplicação 
numa imagem de satélite ASTER, com 9 bandas espectrais, é feita de uma forma 
especial. A classificação é orientada a objectos e não a pixels como tradicionalmente. 
Esta é uma abordagem que reflecte melhor a realidade. Os objectos são o resultado 
da segmentação da imagem. Existem vários trabalhos de classificação de imagens 
de satélite com máquinas de suporte vectorial, mas estes usam apenas a informação 
espectral do pixel. A classificação de imagens segmentadas permite ter em conta 
aspectos relativos à textura, morfologia e vizinhança dos pixels que doutra forma 
seriam ignorados pela classificação tradicional. Para além de que, permite a redução 
do número de indivíduos a classificar. 
Também o método dos K vizinhos mais próximos e discriminação logística são uti
lizados neste trabalho. É feita uma breve descrição destes métodos e uma análise dos 
resultados. A introdução destes métodos visa a comparação com os resultados obtidos 
pelas máquinas de suporte vectorial. 
Estes três métodos de classificação foram testados nos dados originais, nas suas com
ponentes principais e nas variáveis canónicas. Sendo que, estas últimas demonstraram 
ser as mais adequadas. 

Finalmente, é apresentado o método de análise de componentes principais usando 
funções kernel de Mercer. Este método permite calcular uma versão não linear das 
componentes principais. A semelhança das máquinas de suporte vectorial, isto é feito 
usando funções kernel. 
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Abstract 

The Statistical Learning Theory developed by Vapnik at the end of the 70's, gave 
arise to support vector machines. Developped in the 90's, these techniques produces 
nonlinear boundaries by constructing a linear boundary in a large, transformed version 
of the feature space by means of Mercer's kernel functions. 
There are many fields were the support vector machines have been applied with positive 
results. In most of these cases, this method outperforms more accredited ones. This 
is one of the motivations for this work: explore the ability of support vector machines 
in classification of multi-spectral data. 

In this work some of the main ideas of the Statistical Learning Theory are presented 
initially, and then move on to the support vector machines method. Its application to 
an ASTER image, with 9 spectral bands, is made in a special way. Object oriented 
classification is made instead of traditional pixel classification. This approach is more 
adequate to extract real world objects. Objects are the result of a segmentation task. 
There are some works using support vector machines in multi-spectral images, but 
they use only the pixel spectral information. The classification of segmented images 
takes into account aspects relative to texture, morphology and neighborhood of pixels. 
The traditional pixel classification ignores these characteristics. Furthermore, the 
segmentation allows the reduction of the number of elements to classify. 

The method of the K nearest neighbors and logistic discrimination are also used in 
this work. One brief description of these methods and an analysis of the results is 
made. The aim of the introduction of these methods is to compare their results with 
the results from the support vector machines. These three classification methods have 
been tested in the original data, its principal components and in the canonical variâtes. 
These last variables produced the best results. 

Finally, Kernel Principal Component Analysis is presented. This is a non linear form 
of principal component analysis. By the use of Mercer kernels, one can efficiently 
compute principal components in high-dimensional feature spaces, related to input 
space by some nonlinear map. 
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Capítulo 1 

Introdução 

Nas últimas décadas têm-se dado avanços extraordinários em tecnologias de informação 
e computação. Na sequência destes avanços, cresce também a quantidade de in
formação nas mais variadas áreas. A necessidade de estudar, compreender e apren
der com estes dados levou ao desenvolvimento de novas ferramentes estatísticas que 
resultaram em novas áreas, sendo uma delas a aprendizagem estatística (statistical 
learning). A construção de máquinas capazes de aprender a partir de experiências 
tem vindo a ser desenvolvida à medida que se avança a nível tecnológico. 

Uma das áreas da aprendizagem estatística é a classificação. Existem imensas áreas 
onde a classificação é usada, por exemplo, detecção remota, em medicina, processa
mento de sinais digitais, reconhecimento de caracteres, biologia, etc. 

Neste trabalho é apresentado um método de classificação relativamente recente: Máqui
nas de Suporte Vectorial (SVM - Support Vector Machines). Este método foi desen
volvido por Vapnik [24] na sequência da sua teoria de Minimização do Risco Estrutu-
tral. Antes de proceder à descrição do método, pode ler-se no capítulo introdutório 
algumas noções da Teoria da Regularização e da Aprendizagem Estatística, úteis para 
perceber alguns dos fundamentos das Máquinas de Suporte Vectorial. A descrição do 
método de SVMs é feita no capítulo 2. Nesta sequência, é apresentada a aplicação deste 
método numa imagem multiespectral no capítulo 3, com a particularidade de se tra
balhar a nível de objectos e não a nível de pixels. No capítulo seguinte são comparados 
os resultado obtidos com o método dos k vizinhos mais próximos e com discriminação 
logística. No capítulo 5 descreve-se brevemente a análise de componentes principais 
usando funções kernel, isto é, um método não linear de transformação dos dados. No 
capítulo final são apresentadas as conclusões. 

No trabalho foi usado o eCognition [9] (uma ferramenta de análise de imagens multi-
espectrais direcionada a objectos) para o pre-processamento da imagem multi-espectral 
(segmentação), o PCI [16] para a análise das classes consideradas (distância de Jeffries-
Matusita), e o R-project [18] para o estudo e comparação dos métodos de classificação. 
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1. INTRODUÇÃO 2 

1.1 Metodologia de Aprendizagem 

0 uso de exemplos para sintetizar programas é conhecido como metodologia de apren
dizagem, no caso particular de os exemplos serem pares entrada/saída denomina-se 
análise discriminante (aprendizagem supervisionada). Esses exemplos entrada/saída 
são chamados conjunto de treino [6]. No caso de classificação supervisionada, as 
entradas correspondem a características de um indivíduo (ou observação) e a saída 
à classe a que esse indivíduo pertence. A relação entre as entradas e saídas pode, 
normalmente, ser descrita por uma função; no caso de classificação essa denomina-se 
a função de decisão. O algoritmo que toma o conjunto de treino e com ele constrói 
a função de decisão é chamado de algoritmo de aprendizagem (ou máquina de apren
dizagem). Um algoritmo de aprendizagem com saídas binárias é referido como um 
problema de classificação binária, um com um número finito de categorias como um 
problema de classificação multi-classe, enquanto que para valores reais o problema é 
conhecido como regressão. 

O objectivo da aprendizagem estatística é então construir uma função que identifique 
correctamente as classes dos elementos do conjunto de treino. Existem dois problemas 
associados a este objectivo: o primeiro é que a função em causa pode não ter uma 
representação muito simples e portanto não ser fácil verificar se os resultados são os 
correctos; o segundo tem a ver com o ruído frequentemente presente no conjunto de 
treino não garantindo da existência de uma função que represente correctamente esse 
conjunto. 

1.2 Teoria da Regularização e Teoria da Apren
dizagem Estatística 

1.2.1 Teoria da Regularização 

Na teoria de Regularização Estatística consideram-se técnicas que conduzam a soluções 
da forma: 

i 

f(x) = J^clK(x,xi) (1.1) 
1=1 

onde Xi são as observações de entrada, K uma determinada função simétrica positiva 
chamada kernel1, e c; um conjunto de / parâmetros a ser determinados a partir das 
observações. A função / é calculada minimizando funcionais do tipo: 

1 Í = I 

*0 termo correcto a atribuir a esta função seria núcleo. No entanto, para evitar confusões com as 
funções núcleo usadas para estimar funções de densidade de probabilidade, opta-se, neste trabalho, 
por usar o termo inglês kernel para fazer referência a estas funções. 
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onde / pertence a um espaço de Hubert H, V é uma função de perda que mede a 
qualidade da saída prevista, | | / | | | - um termo de amaciamento que pode ser visto como 
uma norma no espaço de Hubert definido pela kernel K e parâmetro positivo A que 
controla o peso relativo entre o amaciamento e a qualidade das previsões. 

A escolha de V conduz a diferentes técnicas de aprendizagem, cada uma levando a 
diferentes algoritmos para o cálculo dos coeficientes q. Doravante, considerar-se-á 

V{lH,f{Xi)) = \\Vi-f(*i)\ 

por ser esta a função de perda usada para máquinas de suporte vectorial. A inclusão 
do termo de amaciamento assegura que a solução tem boas capacidades predictivas. 
Este assunto precisa, contudo, de um tratamento probabilístico que não é estudado 
pela Teoria da Regularização[ll]. 

1.2.2 Teoria da Aprendizagem Estatística 

Considere-se um conjunto de l observações Li.d.. Cada observação consiste num par: 
um vector x» € X, i = 1,.., I e a classe associada yi € Y relacionados por uma relação 
probabilística P(x,y). O problema da aprendizagem consiste em definir uma função 
/ : X —> Y que prevê o valor de y para um determinado x. 

Na Teoria da Aprendizagem Estatística, a forma de resolver este problema consiste 
em definir uma função de risco que meça o erro médio ou o risco associado com o 
estimador e depois encontrar o estimador com menor risco. 

A dimensão de Vapnik Chervonenkis. Uma máquina de aprendizagem pode ser 
vista como um conjunto de funções (que a máquina tem à sua disposição), um princípio 
de indução, e um algoritmo para implementar o princípio de indução no conjunto de 
funções dado. Várias vezes o termo máquina de aprendizagem é usado para referir o 
seu conjunto de funções - neste sentido, fala-se na capacidade ou dimensão de Vapnik 
Chevonenkis (VC) das máquinas de aprendizagem. 

A dimensão de VC é uma propriedade de um conjunto de funções {/(x, a)} que permite 
medir a sua complexidade. A dimensão de VC da classe de funções {/(x, a)} é definida 
como o maior número de pontos (em qualquer disposição) que pode ser separado por 
membros de {/(x, a)}. Um conjunto de pontos diz-se separável por uma classe de 
funções se, qualquer que seja a atribuição binária de uma classe a cada ponto, um 
membro da classe de funções é capaz de os separar. 

Note-se que se a dimensão de VC é h, então existe pelo menos um conjunto de h pontos 
que são separáveis, mas de uma forma geral, não é verdade que todos os conjuntos 
de h pontos possam ser separáveis. Do teorema 1.1 tem-se um corolário que permite 
definir a dimensão de VC de uma família de hiperplanos em Rn. 
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Teorema 1.1 (Burges, 1998) Considere-se um conjunto de m pontos em Rn. Esco
lha-se qualquer um dos pontos como origem. Então os m pontos podem ser separados 
por hiperplanos orientados se e só se os restantes pontos são linearmente indepen
dentes. 

Corolário: A dimensão de VC de um conjunto de hiperplanos orientados em Rn é 
n + 1, uma vez que se pode sempre escolher n + 1 pontos, e escolher um dos pontos 
como origem, de forma a que os restantes n pontos sejam linearmente independentes. 
No entanto é impossível escolher n + 2 pontos uma vez que é impossível ter-se n + 1 
pontos linearmente independentes em Rn (ver exemplo em R2 na fig. 1.1). 

O 

o 

Figura 1.1: Um exemplo da dimensão de VC em R2: a dimensão de um conjunto de hiperplanos 
orientados em ií2 é 3. Figura adaptada de [3] 

Minimização do Erro Empírico. Suponha-se que se tem uma máquina cuja 
função é "aprender" a relação Xj i—> U{. A máquina é definida por um conjunto 
de funções {/(x, a)} que descrevem essa relação, onde cada / (x , a) é determinística 
e ajustável pelo parâmetro a. Uma escolha particular de a resulta numa "máquina 
treinada". O valor esperado para o erro de teste é então: 

R(a) = J^\y-f(x,a)\dP(x,y) (1.3) 

Na prática, não é possível calcular esta função uma vez que se desconhece P(x,y). 
R(a) é chamado risco (ou erro) esperado, ou erro teórico. Uma solução para este 
problema é o principio de minimização do risco empírico (ERM - Emprirical Risk 
Minimization) [24]. O método ERM consiste em usar o conjunto de treino para 
construir uma aproximação do risco esperado R(a). Essa aproximação é o chamado 
risco emprírico, Remp(a), e não é mais do que o erro médio no conjunto de treino: 

i 

Remp(a) = —{ ^2 \Vi - /(X*> a)\ (1.4) 
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A minimização directa do risco empírico pode ser problemática por duas razões. 
Primeiro, porque é um problema "ill-posed"2[ll], uma vez que admite um número 
infinito de soluções. Segundo, porque apesar do erro empírico poder ser muito próximo 
de zero, o erro esperado pode ser muito grande (note-se que Remp(a) é calculado apenas 
com os valores de treino). 

A Teoria de Aprendizagem Estatística apresenta limites probabilísticos para a distância 
entre o erro empírico e o erro esperado. Este limite é função do número de elementos 
do conjunto de treino / e da capacidade da máquina h. A capacidade da máquina é 
uma medida da complexidade do espaço onde se encontram as funções de decisão, e é 
dada pela dimensão de VC. O limite é da forma: 

R{a) < Remp{a) + ip l \Jj,v) (1-5) 

com probabilidade 1 — 77, onde ip é uma função crescente de j e 77. Intuitivamente, 
se a capacidade da máquina (h) for muito grande e o número de elementos de treino 
pequeno, a distância entre o risco empírico e o risco esperado pode ser grande. Torna-
se assim necessário encontrar um compromisso entre o risco empírico e a dimensão do 
espaço. Se h for conhecido, o risco limite (membro direito de Eq. (1.5)) é facilmente cal
culado; assim, dadas várias máquinas de aprendizagem, i.e., vários conjuntos {/(x, a)} 
e fixando um 77 suficientemente pequeno, escolhe-se a máquina que resulta num menor 
majorante do erro esperado. Esta é a ideia da minimização do erro estrutural. 

Minimização do Erro Estrutural. Como já foi referido, no lugar de procurar 
minimizar apenas o risco empírico, torna-se necessário encontrar um compromisso 
entre o risco empírico e a complexidade do espaço para obter um limite mais realista 
para o risco esperado. 
A ideia da minimização do erro estrutural (SRM - Structural Risk Minimization) é 
definir uma sequência de espaços encaixados 

HXCH2C...CHM (1.6) 

em que cada um deles tem capacidade finita h\ < h2 < . . . < hm e escolher a função 
/ (x , a) minimizadora do risco em HM* para o qual o limite do risco estrutural (lado 
direito da Eq. (1.5)) é minimizado. 
Conforme se pode observar na figura 1.2, uma máquina de aprendizagem com maior 
complexidade, i.e, com maior conjunto de funções Hn, permite um erro de treino 
menor; uma máquina menos complexa, com um Hi menor tem a dimensão de VC 
menor e portanto resulta num termo de confiança tp menor. A minimização do erro 
estrutural encontra o melhor compromisso entre estes dois casos escolhendo a função 
da máquina de aprendizagem / (x , a) tal que o limite do erro definido na Eq.(1.5) é 

2Um problema well-posed, é um problema cuja solução (a) existe, (b) é única e (c) depende 
continuamente dos dados. Um problema para o qual pelo menos uma destas condições não é verificada 
é ill-posed. 
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Figura 1.2: Descrição gráfica da Eq. (1.5), para um l fixo. Figura adaptada de [22] 

mínimo. 
As máquinas de suporte vectorial, apresentadas no capítulo seguinte, são construídas 
tendo em conta esta teoria de minimização do erro estrutural. (Ver Proposição??) 

1.3 Funções Kernel de Mercer 

Nesta secção são introduzidas as funções kernel de Mercer, essenciais para as máquinas 
de Suporte Vectorial e para a Análise em Componentes Principais com funções kernel 
de Mercer. 

A complexidade da função a ser aprendida depende da forma em que está repre
sentada, e a dificuldade da tarefa de aprendizagem pode variar de acordo com essa 
representação. Idealmente, deve ser escolhida uma representação que se adapte ao 
problema de aprendizagem. Assim, uma tarefa comum de pré-processamento envolve 
modificar a representação dos dados: 

x=(xi,...,xd)\—> <j> (x) = (<£i ( x ) , . . . , 4>N (x)) 

Este passo é equivalente a transformar o espaço original X num novo espaço, Y = 
{0(a;)|x G X} - o espaço final. 
O objectivo da introdução das funções kernel de Mercer é permitir a transformação 
dos dados no espaço original num espaço de dimensão superior (até infinito) onde a 
separação linear é possível. 
Por definição, uma função kernel K é tal que, para todo o x, z 6 X 

K(x,y) = 0(xW(y) (1.7) 
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+ Ri 
X $ 

o 

X X 

► 

Figura 1.3: Fazendo uma transformação não linear (via 0) dos dados originais (esq.) num espaço de 
dimensão superior F (neste exemplo R 3 ) , e construindo um hiperplano lá, temse no espaço original 
uma fronteira não linear. 

onde (f) : X i—> Y é uma função não linear do espaço original X no espaço final Y 
onde está definido um produto interno [6]. 

Condição de Mercer. A questão que se coloca é, para que funções kernel K existe 
o par {Y, </>}? Isto é, será que, para qualquer função kernel, existe sempre uma função 
4> que transforme o espaço X num espaço Y1 A resposta é dada pela condição de 
Mercer [3]: 

Existe uma função <fi e uma expansão K(x,y) = ^2i(f>(y)i • <t>(x-)i se e só se, para 
qualquer g(x) com norma Li finita (J* g(x)2dx < oo), se tem 

yK(x ,y ) 5 (x ) s (y )dxc iy>0 (1.8) 

Esta condição nem sempre é fácil de se verificar. Contudo, provase que potências 
inteiras da forma K(x, y) = (x • y)p verificam sempre a condição de Mercer. Provase 
também que qualquer Kernel que possa ser expressa da forma 

oo 

K(x,y) = y£cp(x-yy 
p=0 

onde cp são coeficientes reais e a série uniformemente convergente, satisfaz a condição 
de Mercer [3]. 

Mas o que é que acontece quando uma kernel não satisfaz a condição de Mercer? 
Por vezes, para funções kernel que não satisfazem a condição de Mercer é possível 
encontrar conjuntos de treino nos quais essa função converge perfeitamente [3]. 

Exemplos de funções de kernel. A funções kernel mais usadas em máquinas de 
suporte vectorial para tarefas de classificação são do tipo: 

R> RJ 

X <5> 
X ; X 

Kernel Polinomial: K(x, y) = (x • y + l )p 
(1.9) 
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Kernel Gaussiana: K(x,y) = e-ll*-yll2/2«r2 ^ 1Q) 

Kernel Sigmoidal: K(~x., y) = tanh(«x • y — 6) (1-H) 

Como já foi visto, a kernel polinomial verifica sempre a condição de Mercer para todo 
o p inteiro positivo, assim como a kernel Gaussiana (ou RBF). A kernel sigmoidal 
satisfaz a condição de Mercer apenas para certos valores de K e 5; contudo, actualmente 
já se conhecem condições necessárias sobre estes parâmetros para que se verifique a 
condição de Mercer [3]. 



Capítulo 2 

Classificadores e Máquinas de 
Suporte Vectorial 

O algoritmo de Máquinas de Suporte Vectorial é baseado nos resultados da Teoria 
de Aprendizagem mencionada na secção 1.2. Usando as funções kernel (Secção 1.3) 
tem-se diferentes tipos de classificadores. 

Este capítulo descreve o método de máquinas de suporte vectorial (SVM - Support 
Vector Machines). A descrição deste método será feita considerando primeiro, o caso 
de classificadores de suporte vectorial lineares, tendo em conta o caso separável e 
não separável, avançando depois para classificadores de suporte vectorial não lineares 
(máquinas de suporte vectorial), com duas classes. Mais tarde será feita a generalização 
para o caso de classificação com mais do que duas classes. 

O problema de classsificação por SVMs resume-se a um problema de optimização; 
assim, será feita referência a alguns métodos de resolução de problemas de optimização. 

2.1 Classificadores de Suporte Vectorial 

Como base para o método SVM, é necessário descrever o algoritmo de suporte vectorial 
(SV) com algum detalhe. Este método aplica-se a observações linearmente separáveis. 
O algoritmo de suporte vectorial pode ser descrito em quatro passos. Primeiro é 
criada uma estrutura para as funções de decisão suficientemente simples, de forma 
a ser possível a formulação de uma fronteira no espaço correspondente à respectiva 
dimensão de VC. Baseando-se neste resultado, o algoritmo de margem óptima mini
miza a dimensão de VC para esta classe de funções de decisão. Este algoritmo é então 
generalizado em dois passos de forma a obter as máquinas de suporte vectorial: o 
caso dos problemas de classificação não separáveis e o caso de funções de decisão não 
lineares, tendo em conta o limite da dimensão de VC. 

9 
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2.1.1 Estrutura das funções de decisão 

A escolha particular de uma estrutura, idêntica à definida na expressão (1.6), resulta 
num algoritmo de aprendizagem. Este é obtido a partir da aplicação da teoria da min

imização do erro estrutural (Secção 1.2) num dado conjunto de funções. O algoritmo 
de vectores de suporte é baseado numa estrutura construída com base num conjunto 
de funções hiperplanas. 

Considerese uma amostra em que a cada observação está associada uma classe: 1 
(negativa) ou 1 (positiva): 

{XÍ, Vi}, i = 1,..., I, Vi € {1,1}, x G Rd. 

O objectivo do classificador de suporte vectorial é encontrar um hiperplano óptimo 
que separe estas duas classes, isto é, um hiperplano que maximize a separação entre 
as classes. Este hiperplano é formado pelos pontos x que satisfazem: 

w  x + ò = 0 

onde w é o vector normal ao hiperplano, |ft|/||w|| a distância perpendicular do hiper

plano à origem, e | |w|| a norma euclidiana de w (fig. 2.1). 

J 

* 

* . z) + b <0 

L S 

\ (w.z) + b>0 

\ ■ 

\ ■ 

• \ 
• 

*
 l(Sl(W

f
+Ò = W 

Figura 2.1: Um hiperplano separador, definido em termos de um vector director w e um desvio b. 
Figura adaptada de [22] 

Seja d+ (d-) a distância mais curta do hiperplano separador à observação positiva 
(negativa) mais próxima. A margem do hiperplano separador será definida por d++d-. 
O algoritmo de suporte vectorial procura o hiperplano que maximiza esta margem. 
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Este problema pode ser formulado da seguinte forma: suponha-se que as observações 
satisfazem as condições1 

Xj • w + b > +1 para yi = +1 

Xi • w + 6 < — 1 para yi = — 1 
Estas duas condições podem ser descritas numa só: 

Í /Í(XÍ-W + 6 ) - 1 > 0 Vz 

(2.1) 

(2.2) 

(2.3) 

Sejam Hi e H2 os hiperplanos definidos pelos pontos para os quais as inequações (2.1) 
e (2.2) verificam a igualdade, isto é, 

Hi : Xf • w + b — 1 

com distância perpendicular à origem |1 — 6|/||w|| e 

H2 : Xi • w + b — - 1 

com distância perpendicular à origem | — 1 — &|/||w||. Ambos têm como vector 
normal w. Assim, d+ = eL = l / | |w| | e portanto, a margem é 2/| |w|| (fig. 2.2). 
Note-se que Hi e H2 são paralelos (têm o mesmo vector normal) e que não existem 

\{z\(w.z) + b=+l}\ 
\{z\(w.z) + b=-lj] V \ 

\ \ " > 

F igu ra 2.2: Um hiperplano separador com margem 2/| |w||. Figura adaptada de [22] 

pontos de treino entre eles. Então o problema de encontrar o par de hiperplanos 
que maximiza a margem resume-se a um problema de optimização. A introdução de 
uma estrutura do tipo 1.6 no conjunto de funções de hiperplanos é possível graças ao 
seguinte resultado [24]: 

1É comum formular-se um problema de SVMs com estas condições[12]. O facto de ser usar a 
constante 1 para definir os hiperplanos em nada restringe o problema. Poderia usar-se uma qualquer 
constante 7 desde que para isso se estabelecesse ||w|| = 1. 
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Proposição 2.1 (V. Vapnik) Seja R o raio da bola mais pequena 

BR{SL) = {x e X : ||x  a|| < R} (a G X) 

que contém os pontos Xi , . . . , x r , e sejam 

U,b = sgn((wx) + b) (2.4) 

hiperplanos canónicos que representam funções de decisão para esses pontos. Então o 
conjunto {/w>& : | |w|| < A} tem dimensão de VC igual a h que satisfaz 

h<R2A2 + l. (2.5) 

Notese que, devido à proporcionalidade inversa da margem e ||w||, o resultado anterior 
mostra que estabelecendo para a margem um limite inferior maior (i.e. um A pequeno), 
obtemse uma dimensão de VC mais baixa. Inversamente, permitindo uma separação 
com uma margem mais pequena, podese potencialmente separar uma maior classe 
de problemas (i.e. aumenta o número de diferentes classificações do conjunto de 
treino) [22]. Tendo em conta a que Eq.(1.5) aconselha a manter tanto o erro de 
treino como a dimenção de VC baixa de forma a obter uma máquina com uma boa 
capacidade de generalização, concluise que as funções de decisão hiperplanos devem 
ser construídas de forma a maximizar a margem, e que ao mesmo tempo separem os 
dados de treino tanto quanto possível. 

2.1.2 Algoritmo de Margem Optima 

A tarefa de encontar o hiperplano separador óptimo resumese a um problema de 
optimização convexo: minimizar uma função quadrática restricto a um conjunto de 
inequações lineares. Assim, tendo em conta as Eqs. (2.1) e (2.2), o problema pode ser 
formulado da seguinte forma: 

min| |w| | 2 

s.a. yi(x; ■ w + b) — 1 > 0 Vi, i = 1 , . . . , l y ' 

Os vectores de suporte são os pontos que verificam a igualdade na inequação e cuja 
remoção provoca uma alteração da solução. 

Por ser um problema convexo, a resolução de (2.6) é feita recorrendo aos multipli

cadores de Lagrange. Esta reformulação do problema traz vantagens: primeiro, porque 
simplifica o manuseamento das restrições do problema, uma vez que passam a ser 
apenas sobre os multiplicadores de Lagrange; segundo, porque nesta nova formulação, 
os dados de treino aparecem apenas na forma de produto escalar entre vectores. Esta 
é uma propriedade crucial que permite generalizar para o caso não linear. 

Introduzindo então os multiplicadores de Lagrange2 OJ; > 0, i = 1 , . . . , / , um para 
cada uma das restrições na Eq.(2.3), e procedendo às devidas transformações (a 

2 Para restrições do tipo Cj > 0 a regra é multiplicar as equações das restrições por multiplicadores 
de Lagrange positivos e subtraílos à função objectivo. 
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nova função objectivo é dada pela diferença entre a função objectivo anterior e o 
produto das respectivas restrições com os mutiplicadores de Lagrange), temse o primal 
Lagrangiano: 

.. i i 

Lp = - ||w||2  J2 <XiVi{xi ■ w + b) + J2 <*i (27) 

O dual de (2.7) é obtido derivando LP relativamente a w e b e igualando essas derivadas 
a zero: 

—— = w  ^2 aiVixi = ° =>w=X^aiViXi (28) 
i i 

^ = -J2alVi = 0 (2.9) 
i 

Substituindo as Eqs.(2.8) e (2.9) na expressão do primai, obtemse o dual Lagrangiano: 

LD = 5 Z a i ~ 2 5ZaiajViyj(xi • x i ) (2.10) 
* hj 

Ora, minimizar o primai é equivalente a maximizar o dual, impondo (2.9) e que os 
multiplicadores de Lagrange sejam não negativos. Assim, o problema a resolver é: 

max LD - J2i OLÍ - \ £ y a^^y^Xi • Xj) 
s.a. Y^i^iVi = 0 (2.11) 

ai > 0, i = 1 , . . . , l 

A existência de solução num problema de optimização convexo é garantido pelas 
condições de KarushKuhnTucker [6]. Assim, um ponto que verifique as condições 
de KKT (com x* = (XÍI,XÍ2, ... ,xid) e w = (wi,w2,... ,wd)): 

QT 
-—z=wv-}jaiViXiv = 0 v = l,...,d (2.12) 

i 
f)T,„ ^ 

(2.13) 

(2.14) 
(2.15) 
(2.16) 

é solução do problema (2.6). Ou seja, resolver um problema de suporte vectorial é 
equivalente a encontrar solução das condições de KKT. 

Temse assim que a solução é da forma: 

i 

w = ^ a i y í x i (2.17) 

dLp ^ 

yi(xi-w + b)-l>0 Vz 
a{>0 Mi 

ai(yi(xi ■ w + b) - 1) = 0 Vz 
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com coeficientes ou diferentes de zero para os vectores de suporte, isto é, para as ob

servações i que verificam a igualdade na Eq.(2.3). Esses valores de ou são determinados 
durante a resolução do problema de maximização. O valor de b é obtido a partir da 
condição de KKT (2.16). 

Uma vez estimados os parâmetros que definem o hiperplano óptimo, constróise a 
função de decisão: 

f(-x) = sgn(w-x + b) (2.18) 

Assim, dado um novo indivíduo x, a classe que lhe é atribuída é 1 ou 1 dependendo de 
/ (x) ser positiva ou negativa, respectivamente. De acordo com a condição (2.16), os 
vectores de suporte (xj para os quais OLÍ > 0), encontramse exactamente na margem. 
As restantes observações do conjunto de treino são irrelevantes: a condição imposta 
pela Eq.(2.3) é satisfeita automaticamente, e não aparecem na expansão (2.17). Isto 
conduz a um limite superior da capacidade de generalização dos hiperplanos de margem 
óptima: suponhase que usamos o método leave-one-out para estimar o erro de teste. 
Se se deixar de fora a observação Xj» e se construir a solução com as restantes ob

servações pode acontecer uma de quatro possibilidades (cf. Eq.(2.3)): 

1. yi- • ((xj. • w) + b) > 1, i.e., o objecto é classificado correctamente e não está 
dentro da margem. Este é o tipo de observações que nunca se transformarão em 
vectores de suporte [22]. 

2. yj.((xi*w)+ò) = 1, i.e., Xj* verifica Eq.(2.3). Neste caso, a solução w não muda, 
apesar de os coeficientes cu na formulação dual do problema de optimização 
poderem mudar: aliás, Xj. pode tornarse num vector de suporte (i.e, a^ > 0) 
se se mantiver no conjunto de treino. 

3. 1 > i/i* ■ ({xi* ■ w) + b) > 0, i.e., Xj* encontrase dentro da margem, mas do lado 
correcto da fronteira de decisão. Neste caso, a solução é diferente da obtida caso 
Xj» estivesse incluído no conjunto de treino (aí, Xj. iria satisfazer Eq.(2.3) depois 
do treino), contudo, a classificação é correcta. 

4. Í/Í. • ((XJ. • w) + b) < 0, neste caso Xj. está mal classificado. 

Notese que os casos 3 e 4 correspondem a exemplos que se transformariam em vectores 
de suporte caso fossem incluídos no conjunto de treino; o caso 2 incluí potencialmente 
esses casos. Contudo, apenas o caso 4 conduz a erro no procedimento leave-one-out. 
Consequentemente temse o seguinte resultado para a generalização de classificadores 
de margem óptima [24]: 

Proposição 2.1 (Vapnik and Chervonenkis) O número de vectores de suporte 
obtidos durante o treino num conjunto de tamanho l, dividido por l — l, é um limite 
superior para o erro de teste esperado. 
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2.1.3 Hiperplanos cora margem amaciada 

Na realidade, é muito improvável que duas classes sejam separáveis por um hiperplano 
no seu espaço original. Quando isto não acontece, irão existir erros. Assim, o caso não 
separável é tratado de forma idêntica ao separável mas introduzindo uma penalização 
às observações que se encontram do lado errado do hiperplano. Os hiperplanos sepa

radores nestas condições são conhecidos por hiperplanos com margem amaciada. No 

i L V 

^ \ ^ 
\ \ „ > * 
\ Y \ ■ • 

2 \ \ \ 

*** \ \ 
\ \ \ ■ 

^ \ ^ 
\ \ \m 

\\&\(m.$ + b-9}\ 
• • \ v ■ 

\ 

Figura 2.3: Um hiperplano separador com custos (£) associados às observações mal classificadas. 

caso separável, a definição dos hiperplanos de suporte (H\ e H2) foi feita de forma a 
separar completamente as duas classes. No caso não separável permitese que existam 
pontos no lado errado da margem, sendolhes associado um custo & > 0, i — 1 , . . . , / 
(figura 2.3). 

Temse então uma nova definição destes hiperplanos de suporte: 

Xj • w + b > +1 — & para yi = +1 
Xj • w + ò <  1 +£i para yi = -l 

(2.19) 
(2.20) 
(2.21) 

Adicionouse assim o custo de errar às restrições do problema no caso separável. É 
necessário ainda incluir estes custos na função objectivo. 

Para que exista um erro, é necessário que o respectivo & seja maior do que 1, assim 
J2i & é um limite superior para o número de erros de treino; obviamente pretendese 
minimizar este número. Logo, modificase a função objectivo a minimizar para 

|w||
2
/2 + c 5 > (2.22) 
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onde C é um parâmetro a ser escolhido pelo utilizador; quanto maior for C, maior será 
a penalização associada aos erros. 

Procedendo de forma análoga ao caso separável, isto é, reescrever o problema no primai 
Lagrangiano: 

Lp = 2IMI2+CJ2& - Y,ai to (x* • w + 6 ) - 1 + & } -Jltái (2-23) 
i i i 

onde ai > 0 são os multiplicadores de Lagrange e /ÍJ > 0 os multiplicadores de Lagrange 
introduzidos para forçar a positividade de &[3]. 

Determina-se o respectivo dual igualando as derivadas em ordem a w, £ e b, e substi
tuindo estas relações em (2.23): 

max LD = J2i OÍÍ - \ J2ÍJ O-Í^VÍV^Í • Xj 
s.a. 0 < ou < C ' (2.24) 

E i <XiVi = ° 

Novamente a solução é dada por: 
Ns 

w =5^u!i2/iX i (2.25) 
i=l 

onde Ns é o número de vectores de suporte. 

As condições de Karush-Kunhn-Tucker para o problema primai permitem a deter
minação de b. As condições de complementaridade de KKT são: 

a i{í/f(x i-w + 6 ) - l + £ i } = 0Vz (2.26) 

e são estas as que permitem o cálculo de b. 

2.2 Máquinas de Suporte Vectorial 

Os casos tratados até agora dão conta de como se constrói uma fronteira linear no 
espaço original. Em problemas reais, é quase certo que fronteiras lineares não são 
capazes de separar completamente as duas classes. A fronteira obtida com métodos 
lineares concerteza que classifica um maior número de objectos de forma errada o que 
conduz a um erro mais elevado. 
A introdução de funções kernel permite construir fronteiras mais flexíveis uma vez 
que transforma o espaço inicial num novo espaço, de dimensão superior ao original, 
onde será possível construir uma fronteira linear que separe as duas classes. No espaço 
original tem-se então uma fronteira não linear. 
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2.2.1 Máquinas de suporte vectorial não lineares 

Note-se que no problema (2.24) as observações de treino aparecem apenas na forma 
de produto interno Xj • Xj. Substituindo esse produto interno por funções kernel, 
transformam-se o espaço original num espaço de dimensão superior (eventualmente 
infinito). Ora, nesse espaço já é possível construir uma fronteira linear usando a 
metodologia descrita nas secções anteriores, como se verá de seguida. 

Suponha-se então que se transforma o espaço inicial num espaço euclidiano de di
mensão superior Y através da função 0 : Rd —y Y. Então, o algoritmo de apren
dizagem depende apenas do produto interno em Y, isto é, de <j>(xi) • (f>(xj). Assim, se 
existir uma função kernel K tal que 

K(xi,Xj) = (f)(xi) ><f>(xj) 

o algoritmo de aprendizagem passa a usar apenas K(XÍ,XJ), sem necessidade de 
explicitar <f>. 
No novo espaço, a função a maximizar será da forma: 

LD = Y^OLÍ- -^2OiiOijyiyjKixi,Xj) (2.27) 

que, analogamente ao processo apresentado na secção anterior, tem como solução: 

w =^alyé{xi) (2.28) 

Tem-se assim a solução no espaço Y. No entanto pretende-se saber como usar a 
máquina no espaço de dimensão original. Ora, a função de decisão no espaço original 
tem de incluir as funções kernel usadas para aumentar a dimensão do espaço. 
Assim, tem-se uma função de decisão não linear: 

/ Ns \ / NS \ 
f(x) = sgn I ] T Qjí/i^Si) • 0(x) + 6 1 = sgn I ]jP o^-F^S;, x) + b J (2 29) 

onde Sj são os vectores de suporte. 
Para calcular b, tem-se em conta que dadas as Eqs.(2.19) e (2.20), para vectores de 
suporte Xj para os quais £,- = 0, tem-se 

Y^ViOti • k(xj,Xi) + b = Vj. 

Então, o desvio pode ser calculado avaliando 

b = Vj -^VÍOÍÍ -k(xj,Xi) 
i = i 
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para todos os vectores de suporte Sj. 
Esta transformação dos dados traz vantagens na fase de teste da máquina uma vez 
que torna o processo mais rápido. 

Na figura (2.4) pode ver-se um exemplo binário simples de uma fronteira não linear 
obtida com máquina de suporte vectorial. 

Figura 2.4: Exemplo de um classificador de suporte vectorial determinado usando uma função 
kernel RBF fc(x,y) = exp(—||x — y||2). 

2.2.2 Classificação Mult i-Classe 

As máquinas de suporte vectorial descritas anteriormente para problemas de 2 classes 
podem ser extendidas para o caso de k classes, com k > 2. 

Uma forma de expandir este método é construir k(k — l)/2 classificadores, um para 
cada par de classes diferente - método "one-against-one". Cada classificador resolve 
um problema de classificação binária, cada resultado dessa classificação é considerada 
um voto. O classificador final é o número de votos, isto é, uma observação x vai 
pertencer à classe que tem maior número de votos. Se houver empate, escolhe-se a 
classe de maior índice. A primeira utilização desta estratégia foi feita por Krebel [14]. 

Um outro método, " one-against-ali", para classificação com k > 2 é construir k 
modelos SVM cada um deles treinado para separar uma classe das restantes. Dado 
um objecto a classificar, atribui-se a classe que maximiza a função de decisão (Eq. 
2.29) antes de lhe aplicar a função sgn, [22]. Platt [17] mostrou que o método "one-
against-one" tem melhores resultados do que este último. 
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Neste trabalho foi usado o método "one-against-one" uma vez que é este o que está 
implementado no R-project (o software usado na construção das SVMs). Tendo em 
conta que na bibliografia este método é referido como sendo o que tem melhores 
resultados, não se optou por usar outro. 

2.2.3 Complexidade das Máquinas de Suporte Vectorial 

Na fase de treino. Uma propriedade muito importante das SVMs é que tanto as 
funções de treino, como a de teste dependem apenas dos dados a partir das funções 
kernel K(XÍ,XJ). Apesar desta função ser um produto escalar no espaço V, o que 
implicaria muita complexidade na fase de cálculos, o cálculo de K pode-se tornar 
bastante simples. Por exemplo, o cálculo de K(XÍ,XJ) = (x; -Xj)p, um produto interno 
que em Y necessitaria de operações de ordem {pX+p~1); em Kd necessita apenas de 
operações na ordem de d, onde d é a dimensão do espaço original dos dados. 
Assim, as SVMs ultrapassam o problema da maldição da dimensão: a proliferação dos 
parâmetros que provoca o aumento da complexidade e o " over fitting". 

Na fase de teste . Nesta fase basta calcular o valor da função de decisão (2.29) que 
requer operações na ordem de MNS, onde Ns é o número de vectores de suporte e M 
é o número de operações necessárias para para calcular a função kernel. Para funções 
kernel RBF, M é 0(d), a dimensão dos vectores de dados [3]. 



Capítulo 3 

Aplicação de SVMs a Imagens 
Multi-Espectrais 

Neste capítulo é apresentada a aplicação do algoritmo de máquinas de suporte vectorial 
a imagens multi-espectrais. É feita uma classificação sobre os objectos resultantes da 
segmentação de uma imagem do sensor ASTER no lugar de uma classificação por 
pixels. A substituição de pixels por objectos, tem a ver com a necessidade de tornar 
o processo mais rápido e mais adequado ao objectivo desta classificação: o estudo do 
tipo de cobertura do solo da zona do Vale de Sousa. 

De forma a tentar diminuir ainda mais o tempo de processamento da classificação, 
foram aplicados dois métodos de redução dos dados: componentes principais e variáveis 
canónicas. 

3.1 A classificação de imagens multi-espectrais 

Uma imagem multi-espectral é um conjunto de imagens obtidas simultaneamente num 
determinado número de bandas (secções ou faixas) do espectro electromagnético1. 
Cada pixel mede a luminosidade nas bandas do espectro electromagnético. Sendo 
assim, cada pixel é representado por um vector multidimensional, em que cada uma 
das suas componentes corresponde à intensidade da radiação numa determinada banda 
do espectro (figura 3.1). 

A classificação de imagens é uma das ferramentas mais poderosas no processamento 
de imagens digitais multiespectrais. Permite que se converta um grande número de 
dados das bandas espectrais num produto de grande valor que nos dá a indicação do 
tipo de cobertura de cada pixel do local em estudo. A classificação de imagens é o 
processo de criar mapas de classes (thematic maps) a partir das imagens de satélite. 

xNo ApêndiceA encontra-se ura breve resumo acerca do espectro electromagnético e da informação 
que se pode retirar de imagens multi-espectrais. 

20 
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m u El spectral 
• ftoatw-vector 

• {1ÛS, 91, 34, 23) 

Figura 3.1: Ilustração de uma imagem multiespectral (fonte: Microimages, Inc. TNTmips 
Reference Manual). 

Um mapa de classes (thematic map) é uma representação informativa de uma imagem 
que mostra a distribuição espacial de uma classe particular. 

As classes podem ser tão diversificadas como as suas áreas de interesse. Alguns 
exemplos de classes são solo, vegetação, profundidade da água e atmosfera. Dentro de 
uma classe podem estar definidas subclasses, e assim é necessário tornar o processo de 
classificação mais refinado. 
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Figura 3.2: Classificação de uma imagem multiespectral (adaptada de [4]). 

Habitualmente a classificação é feita com base na informação do pixel. Neste caso, 
o objectivo do processo de classificação é categorizar todos os pixels duma imagem 
numa das diversas classes. Estes dados categorizados podem então ser usados para 
produzir mapas temáticos (ou de classes) dos tipos de cobertura presentes na imagem. 
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0 objectivo da classificação de imagens é identificar e representar, com um único 
nível de cinzento (ou cor), determinadas características que numa imagem definem 
um objecto ou um tipo de cobertura. 

3.2 Segmentação de Imagens 

A classificação automática de imagens multi-espectrais de satélites de observação da 
Terra é uma acção fundamental para a criação e actualização de informação geográfica. 
Com o desenvolvimento de sensores com melhores resoluções espaciais o problema de 
pixels de mistura diminui, mas a variabilidade interna e o ruído dentro das classes de 
ocupação do solo aumenta [21]. Como consequência, a classificação tradicional com 
base na informação de pixel gera demasiadas classes ou classes não muito bem definidas 
porque os seus "clusters" são definidos tendo em conta apenas a homogeneidade 
espectral. 
Uma nova abordagem do problema de classificação é a classificação orientada a objectos 
que tem a ver com a segmentação da imagem em objectos ou segmentos. Um objecto 
pode ser visto como um conjunto de pixels vizinhos com características espectrais 
semelhantes. Uma das motivações para esta abordagem/técnica é o facto de o resultado 
esperado de muitas tarefas de processamento de imagens ser a extracção tanto da forma 
como da classificação de objectos do mundo real. 

A cada tarefa de classificação está associada uma escala. E portanto, importante que 
a resolução média dos objectos da imagem possa ser adaptada à escala de interesse. 
A informação da imagem pode ser representada em diferentes escalas baseadas no 
tamanho médio dos objectos. A mesma imagem pode ser segmentada em objectos 
maiores ou menores, com impacto considerável em praticamente toda a informação 
que pode ser retirada dos objectos. Antes de avançar, note-se a diferença entre escala 
e resolução: resolução expressa o tamanho médio de área que um pixel cobre no terreno, 
escala descreve a magnitude ou nível de abstracção na qual um determinado fenómeno 
pode ser descrito [2]. Assim, estudar a imagem a partir de diferentes escalas em vez 
de diferentes resoluções pode facilitar a sua análise. 

A abordagem orientada a objectos é, em princípio, independente das técnicas de seg
mentação e classificação. Contudo, a escolha acertada dos métodos de processamento 
pode melhorar os resultados, e os métodos de treino e classificação correctos podem 
dar ao utilizador grandes vantagens sobre o potencial desta abordagem. 

Segmentação. Segmentação é a subdivisão de uma imagem em regiões separadas. 
Uma forte motivação para desenvolver técnicas de extracção de objectos de imagens 
advém do facto que muitas imagens exibem características ligadas à textura que são 
negligenciadas nos métodos de classificação baseados na informação de pixel. Existem 
muitos métodos de segmentação de imagens, cada um com as suas vantagens e desvan
tagens. Uns são completamente automáticos e outros semi-automáticos. Os métodos 
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Figura 3.3: Uma parte da imagem original (composição RGB de 3 bandas do ASTER, à esquerda) 
e à direita a segmentação dessa imagem. 

de segmentação de imagens podem ser divididos em dois grupos: métodos orientados 
pelo conhecimento ("top-down") vs. métodos orientados pelos dados ("bottom-up"). 
Na abordagem "top-down" o utilizador já conhece quais os objectos que quer extrair 
da imagem, mas não sabe como fazê-lo. O sistema tenta encontrar o melhor método de 
processamento de imagem para os extrair formulando um modelo para esses objectos. 
Na abordagem "bottom-up" os segmentos são gerados com base num conjunto de 
métodos e parâmetros estatísticos para processar toda a imagem. Neste último caso, 
tal como nos métodos de " clustering", os segmentos gerados inicialmente não têm 
qualquer significado. Cabe ao utilizador determinar que tipo de objectos reais a 
imagem de objectos representa. A principal diferença entre estes dois métodos é que 
o "top-down" conduz a resultados locais porque apenas marca os pixels ou regiões 
que verificam as condições do modelo, por sua vez o método "bottom-up" segmenta 
toda a imagem, ou seja, agrupa pixels em " clusters" que verificam certos critérios de 
homogeneidade e heterogeneidade [9]. 
Neste trabalho o método de segmentação usado foi o "bottom-up". Este processo 
começa num nível inicial onde um objecto é um pixel. Em passos consequentes, 
objectos menores são agregados em outros maiores. A área representada por um 
determinado objecto é definida pela soma das áreas dos seus sub-objectos. Intro
duzindo a noção de sub-objectos tem-se que cada nível é construído com base nos 
seus sub-objectos directos, isto é, os sub-objectos fundem-se em objectos maiores no 
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próximo nível. A segmentação resulta então numa estrutura hierárquica de objectos 
que representa a informação da imagem em diferentes resoluções espaciais (níveis). 
O número de objectos em cada nível é inversamente proporcional à dimensão dos 
objectos. Quanto mais refinada for a segmentação, menor será a dimensão dos objectos 
ao passo que o seu número será maior. 

3.3 Descrição do problema 

3.3.1 Os dados 

Neste trabalho foi usada uma imagem multi-espectral da zona do Vale do Sousa 
com 2060x3340 pixels e nove bandas proveniente do sensor ASTER. Esta imagem 
foi segmentada usando o eCognition[9]: uma ferramenta de análise de imagens de 
satélite orientada a objectos. A segmentação foi feita em 5 níveis. Na tabela 3.1 estão 
apresentadas as características de cada um dos diferentes níveis: o número e tamanho2 

médio dos objectos que os compõem. 

Nível: f 2 3 4 5 
No.Objs: 51186 14133 4857 2269 651 

Tam.Médio (pxs): 134.92 486.83 1416.59 3032.35 10568.97 

Tabela 3.1: Os diferentes níveis de segmentação. 

Tem-se assim que a segmentação no nível 1 é a mais refinada, e foi esta a usada neste 
trabalho (fig. 3.3). Note-se na drástica redução do número de objectos a classificar 
(6880400 seria o número de dados a considerar no caso de classificação com base no 
pixel). Esta é uma das grandes vantagens da segmentação de imagens: a redução do 
número de indivíduos a classificar. No entanto, com a segmentação perde-se alguma 
informação espectral. Isto é, numa classificação com base no pixel tem-se em conta a 
informação espectral em cada pixel, com a segmentação essa informação é absorvida 
no novo objecto. A informação espectral disponível passa a ser a média de todos os 
pixels que compõem o novo objecto em cada uma das bandas espectrais. 
Como resultado da segmentação o eCognition fornece várias características dos novos 
objectos. Essas características vão servir como novas variáveis no processo de classi
ficação da imagem segmentada. Existem dois grupos de características: as do próprio 
objecto e as relacionadas com a classe dos seus vizinhos. Neste contexto, os objectos 
vizinhos são aqueles adjacentes a um determinado objecto no mesmo nível. Uma vez 
que os objectos de treino estão dispersos na imagem, isto é, não são vizinhos entre si, 
não faz sentido usar a informação dos vizinhos. Neste trabalho vai ter-se em conta 

2O tamanho de um objecto é o número de pixels que o compõe. 
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Figura 3.4: Um pormenor da imagem em vários níveis de segmentação. Em cima à esquerda a 
imagem por segmentar; em cima ao centro, o primeiro nível de segmentação; em cima à direita, o 
segundo nível; em baixo à esquerda, terceiro nível; em baixo ao centro, quarto nível; e finalmente, em 
baixo à direita o quinto nível de segmentação. 

apenas as características do próprio objecto. As características de um objecto podem 
dividir-se em quatro grupos: 

• Valores espectrais - Estas características dizem respeito aos valores dos pixels 
de um objecto em cada canal espectral. 

• Forma - Com estas características a forma de um objecto pode ser descrita 
usando o próprio objecto ou os seus sub-objectos (usar-se-á apenas as relativas 
ao próprio objecto) 

• Textura - Estas características avaliam a textura de um objecto baseando-se 
nos seus sub-objectos. 

• Hierarquia - As características de hierarquia fornecem informação acerca dos 
objectos envolventes de um determinado objecto na hierarquia dos objectos da 
imagem. 

Mais uma vez, não será usada a informação disponibilizada pelo eCognition relativa 
aos objectos vizinhos nem a informação relativa aos sub-objectos. Assim, os atributos 
a serem usados dizem respeito aos valores espectrais do próprio objecto e à sua forma. 
Quanto aos primeiros, tomou-se em conta a média espectral de cada objecto (a média 
da resposta espectral dos pixels de um determinado objecto) em cada uma das bandas 
e respectivos desvios padrões. Daqui resultam então 18 variáveis (9 médias e 9 desvios 
padrões). Os valores das médias variam entre 0 e 255. 
Quanto às características que descrevem a forma de um objecto, existem várias a 
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considerar: área, comprimento, largura, razão comprimento/largura, comprimento 
da fronteira, índice da forma, densidade, direcção principal, assimetria, e outros. 
No entanto, não é necessário usar toda esta informação, isto porque muitos destes 
atributos têm informação redundante. Asim sendo, considerou-se apenas o atributo 
densidade. A escolha deste atributo deve-se ao facto de se considerar que este contém 
informação suficiente acerca do objecto; inclusive outras características já enumeradas 
acabam por estar implícitas neste atributo. Para além disso, testou-se a inclusão de 
algumas dessas características e o resultado não foi vantajoso. A densidade d de um 
objecto descreve a compacidade de um objecto. Pode ser expressa pela área coberta 
pelo objecto dividida pelo seu raio. O eCognition usa a seguinte implementação [9]: 

d= v ^  
1 + y/V ar {X) + Var(Y) 

onde n é o número de pixels que formam o objecto; X e Y são o conjunto de 
coordenadas em x e y, respectivamente, que formam o objecto. Quanto mais próxima 
de um quadrado for a forma de um objecto, maior é a sua densidade. Os valores deste 
atributo são positivos e variam com a forma do objecto. 

Estas passam a ser as 19 variáveis a considerar no problema de classificação: as 
nove médias espectrais dos pixels que formam o objecto em cada uma das 9 bandas 
espectrais; os 9 respectivos desvios padrões; e a densidade de cada objecto. Inicial
mente foram incluídos outros atributos dos objectos relativos tanto às características 
espectrais como à sua forma mas considerou-se que a inclusão deles não trazia melho
rias significativas à classificação, alguns chegavam até a ser prejudiciais uma vez que 
"confundiam" a máquina de aprendizagem. 

3.3.2 As classes 

Com estes dados pretende-se estudar a composição da cobertura do solo da região 
do Vale do Sousa. Para tal, a Associação Florestal do Vale do Sousa estabeleceu 
algumas classes de ocupação do solo definindo uma estratificação com base nas Nor
mas de Estratificação e Fotointerpretação utilizadas no inventário florestal nacional. 
Resumidamente, a estratificação pode ser feita baseada em critérios hierarquicamente 
relacionados que reflectem: a utilização do solo (Nível I); as ocupações principal e 
secundária (Nível II); e quando necessário, a caracterização adicional das ocupações 
principal e secundária (Nível III). 
Neste trabalho serão consideradas nove classes. Cada uma dessas classes tem identifi
cada, na imagem multi-espectral, áreas de treino que foram definidas pela Associação 
Florestal do Vale do Sousa (ver fig. 3.5). Tem-se assim um problema de classificação 
supervisionada. As classes a considerar são: Social (SC), Água (HH), Fogo (FG), 
Floresta Mista (FLmista), Floresta de Folhosas Diversas (FLFdFd), Floresta de Pin
heiros Bravos (FLPbPb), Floresta de Eucaliptos (FLEcEc), Inculto (IC), Agrícola 
(AG). Note-se que quatro das nove classes são vários tipos de floresta. Este é um facto 
que deve tornar a clasificação mais difícil, isto porque é obvio que será mais complicado 
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Figura 3.5: Um pormenor da imagem com áreas de treino. 

distinguir estas classes. Certamente que este problema já não acontecerá com a classe 
HH uma vez que é bem definida espectralmente. Para melhor avaliar a separabilidade 
entre as classes recorreu-se à distância de Jeffries-Matusita (JM) [19]. 

Distância de Jeffries-Matusita ( J M ) . A distância JM entre um par de dis
tribuições probabilísticas (classes espectrais) é definida por 

Jij — / \ \JP(X\LÚÍ) - yjp(x\uj) > dx 

que é uma medida da distância média entre duas funções de densidade. Para classes 
normalmente distribuídas tem-se que: 

Jij = 2(1 e~B) 

onde 

B (mi -mjY 
Lii + 2-10 (nu rrij) + -In | y . | i / 2 i y .n /2 | 

é a distância de Bhattacharyya. Se se representar a distância de JM como função da 
distância entre médias de classes ela mostra um comportamento de saturação para 
2(fig. 3.6). A distância de JM varia entre O e 2. Uma distância de 2 entre duas classes 
espectrais implica a classificação de um pixel numa dessas duas classes (assumindo 
que eram apenas duas) com 0% de erro. 
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J-M 
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2.0 

Distância entre classes 

F i g u r a 3.6: Distância de Jeffries-Matusita como função da separação das médias espectrais das 
classes. Figura adaptada de [19] 

SC HH FG FLEcEc FLmista FLFdFd FLPbPb IC 
HH 2.00 
FG 1.68 2.00 

FLEcEc 1.95 2.00 1.95 
FLmista 1.89 2.00 1.88 0.42 
FLFdFd 1.85 2.00 1.91 1.25 0.84 
FLPbPb 1.90 2.00 1.82 1.49 1.02 1.63 

IC 1.82 2.00 1.75 1.40 0.96 1.06 1.36 
AG 1.57 2.00 1.91 1.92 1.74 1.58 1.88 1.71 

Tabe la 3.2: As distâncias de Jeffries-Matusita entre as classes SC, HH, FG, FLEcEc, FLmista, 
FLFdFd, FLPbPb, IC e AG. 

A tabela 3.2 mostra os valores da distância de Jeffries-Matusita para todos os pares das 
nove classes, pressupondo a normalidade das classes. Como se pode verificar, a classe 
HH é facilmente separável das restantes classes. Como já se esperava, o mesmo não se 
passa com as classes Flmista, FLFdFd, FLPbPb e FLEcEc, isto porque são classes com 
comportamento espectral muito próximo (fig.3.7). Todas são subclasses de floresta daí 
que se poderiam agrupar todas estas classes numa só. Provavelmente isto melhoraria 
os resultados da classificação, mas fazendo essa agregação o objectivo inicial deixaria 
de fazer sentido. Relembre-se que o que se pretende é identificar diferentes tipos de 
cobertura do solo, o que inclui diferentes tipos de vegetação. No entanto, por uma 
questão de curiosidade, calculou-se novamente as distância de JM para seis classes: 
agregou-se as classes Flmista, FLFdFd, FLPbPb e FLEcEc numa só classe Floresta 
(FL), as restantes cinco mantêm-se. As distâncias para estas seis classes estão na 
tabela-3.3. 

Repare-se que ainda assim existem classes que não estão muito separadas espectral-
mente: o caso de FL e IC. Se se tiver em conta a definição da classe IC isto faz 
todo o sentido. Segundo [7] terrenos incultos (IC) são aqueles "com cobertura vegetal 
com porte arbustivo, lenhosas ou herbáceas (...)" daí a distinção entre esta classe e 
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jjL 
0.0 31.8 63.5 95.3 0.0 22.9 45.8 68.6 0.0 26.1 52.3 78.4 

0.0 29.6 59.3 88.9 0.0 23.5 47.0 70.5 0.0 27.3 54.5 81.8 

0.0 18.9 37.8 56.6 0.0 27.9 55.8 83.6 0.0 23.8 47.5 71.3 

Figura 3.7: Comportamento espectral das classes FLmista (a preto) e FLEcEc (a azul) nas nove 
bandas espectrais consideradas. Note-se que a sobreposição é muita tal como indicia a distância de 
JM para estas duas classes. 

SC HH FG IC AG 
HH 2.00 
FG 1.68 2.00 
IC 1.82 2.00 1.75 
AG 1.57 2.00 1.91 1.71 
FL 1.90 2.00 1.87 1.03 1.77 

Tabela 3.3: As distâncias de Jeffries-Matusita entre as classes SC, HH, FG, IC, AG e FL (floresta). 

a classe de floresta ser difícil. Outro factor que diminui a pureza das classes tem a 
ver com o facto de os objectos serem resultado de agregação de pixels. Por si só, um 
pixel já contém uma mistura de classes (dificilmente um pixel é completamente puro), 
tratando-se de um conjunto de pixels, é óbvio que essa mistura aumenta. 
O facto de algumas classes não estarem espectralmente bem definidas é de ter em conta 
aquando da análise dos resultados da classificação. As áreas de treino, teoricamente, 
deveriam ser muito bem definidas espectralmente; mas na prática, são estas as classes 
que se pretendem identificar na imagem e portanto é com estas áreas de treino que 
a máquina irá ser treinada. Tem-se 582 áreas de treino cuja composição é a que se 
encontra na tabela 3.4. 

Classes: SC HH FG FLEcEc FLmista FLFdFd FLPbPb IC AG 
N.Objs: 222 13 65 35 70 12 16 58 91 

Tabela 3.4: Composição das áreas de treino. 
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3.3.3 A classificação com SVMs 

Neste trabalho usaram-se apenas os dados de treino: 582 objectos resultantes da 
segmentação da imagem. O objectivo é encontrar a melhor máquina de suporte 
vectorial. Por melhor máquina de suporte vectorial entende-se aquela que tem menor 
erro no conjunto de teste. 
O erro é estimado usando o método de validação cruzada nos 582 objectos de treino. 
Isto é, o conjunto de treino é aleatoriamente dividido em 10 conjuntos, sendo que o 
i-ésimo conjunto é deixado de fora (como conjunto de teste) e é determinada uma 
máquina com os restantes 9 conjuntos; no conjunto i a máquina é testada, calculando-
se aí uma estimativa do erro de teste. A estimativa final para o erro de teste é a média 
dos 10 erros conseguidos repetindo este procedimento para os 10 conjuntos. 

Tal como foi apresentado nos capítulos anteriores, as máquinas de suporte vectorial 
usam diferentes tipos de função kernel o que permite ter diferentes máquinas depen
dendo da função kernel escolhida e dependendo também dos parâmetros escolhidos 
para essa função. 
Apesar de a maioria dos autores argumentarem que a escolha da função kernel é 
decisiva quanto à "qualidade" final da máquina de aprendizagem, alguns contrapõem 
dizendo que a escolha da função kernel é menos crucial do que parece à primeira vista 
[13]. De facto, pelos resultados obtidos com os dados usados neste trabalho verificou-se 
que a escolha da função kernel, assim como os seus parâmetros, é determinante no que 
diz respeito à estimativa do erro. 
Os valores dos seus parâmetros variam com o tipo de dados a que se aplicam. In
felizmente, o problema de determinar a melhor função kernel a usar, assim como 
os respectivos parâmetros, é um problema ainda difícil de resolver, isto porque não 
existe nenhum método eficiente de resolver esta situação. Das funções kernel usadas 
nas máquinas de suporte vectorial (Eqs.(1.9), (1.10) e (1.11)) a mais comummemente 
usada é a kernel gaussiana (RBF-Radial Basis Function) por ser flexível, não muito 
complexa e por ter associado apenas um parâmetro e portanto ser aquela que melhor 
resultados tem dado em aplicações de máquinas de suporte vectorial. 
Para além da função kernel e respectivos parâmetros, é necessário ainda escolher o 
parâmetro C (Eq.(2.22)) que controla o compromisso entre o erro e a capacidade da 
máquina. 
Actualmente, o método mais usado para escolher estes parâmetros continua a ser a 
validação cruzada. A validação cruzada pode ser bastante dispendiosa [1]. Contudo, 
alguns investigadores têm vindo a explorar as formulações matemáticas das máquinas 
de suporte vectorial e a teoria de aprendizagem estatística associada para desenvolver 
modelos eficientes de critérios de selecção de parâmetros [5]; estes modelos têm porém 
como base o método de validação cruzada. 

Para testar as máquinas de suporte vectorial, seguiu-se as sugestões de [15]: tentar 
primeiro pequenos e grandes valores para C - por exemplo de 1 até 1000 - escolhendo 
o melhor com validação cruzada, e finalmente, testar vários 7's (no caso de kernel 
RBF) para o melhor C. Para outras funções kernel procede-se de forma semelhante. 
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Existem outros métodos de busca dos parâmetros óptimos de uma determinada função 
kernel, por exemplo [10] refere que uma boa regra prática é escolher um valor de C 
ligeiramente mais pequeno do que o maior coeficiente ou valor de a obtido no treino 
com C — oo. 

Dado que as variáveis consideradas têm um intervalo de variação consideravelmente 
diferente, para além de se testar as máquinas de suporte vectorial nos dados "brutos", 
também se testou nos dados normalizados. Nos dados "brutos" os parâmetros óptimos 
usando um função kernel RBF foram C = 0.51 e 7 = 0.008 o que correspondeu a um 
erro de 18.21%. Usando uma função kernel polinomial, procurou-se primeiro o melhor 
grau mantendo os valores por defeito dos restantes parâmetros (no R por defeito, 
C = 1 e 7 = 1 /dim(dados)) e aqui surgiu uma dificuldade que faz da função RBF 
a mais aconselhada neste tipo de probemas: para polinómios de grau superior a 6 
torna-se impossível determinar SVMs em tempo útil. Até este grau, o erro encontrado 
(tabela 3.5) é muito superior ao conseguido com uma função kernel RBF, ele vai 

Grau: Ï 2 ~~3 4 5 6 7 
Erro: 44.50% 41.41% 38.49% 38.32% 37.28% 32.65% 30.93% 

Tabe la 3.5: Erro obtido com máquinas de suporte vectorial com função kernel polinomial. 

diminuindo à medida que se aumenta o grau da função kernel polinomial. No entanto 
essa diminuição não é muito significativa, o que leva a crer que o esforço computacional 
requerido para a determinação de máquinas com kernel polinomial não compensa o 
erro obtido. 
Normalizando os dados, isto é, subtraindo a média e dividindo pelo desvio padrão, 
os resultados não melhoram. Aliás, a estimativa do erro chega até a aumentar! 
Conseguiu-se uma estimativa de 24.57% para o erro com uma máquina com kernel 
RBF de parâmetro 7 = 0.05 e com C = 100. Usando funções kernel polinomiais o 
resultado é absurdo. Neste caso a máquina classifica todos os objectos numa só classe! 

Quer no caso dos dados "brutos", quer com os dados normalizados, a tarefa de deter
minar a melhor máquina é bastante dispendiosa. Relembre-se que para cada máquina 
o erro é estimado usando validação cruzada e são determinados várias máquinas 
usando diferentes parâmetros de forma a se encontrarem os óptimos. Assim, para cada 
parâmetro diferente são determinadas 10 máquinas de aprendizagem em 10 conjuntos 
de treino diferentes (cada um com cerca de 524 elementos) e testadas em conjuntos de 
58 elementos. Esta é uma tarefa bastante morosa e que se agrava com o aumento do 
grau das funções kernel polinomial. 

3.4 Técnicas de Redução da Dimensão dos Dados 

O esforço computacional dispendido na procura da melhor máquina de suporte vecto
rial levou a que se recorresse a técnicas de redução da dimensão dos dados. Existem 
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diferentes métodos dependendo da estrutura do problema. A análise em componentes 
principais inspecciona a estrutura entre todas as variáveis. Se os indivíduos estão 
classificados em grupos então a análise de variáveis canónicas examina a estrutura 
entre-grupos. Estes dois métodos têm como base uma decomposição em valores 
próprios ou uma decomposição em valores singulares de uma matriz apropriada. As 
duas técnicas foram usadas e serão brevemente descritas na secção seguinte. 

3.4.1 Análise em Componentes Principais 

A análise em componentes principais (PCA Principal Component Analysis) é uma 
poderosa técnica de extracção de estrutura de dados de dimensão elevada. Um prob
lema de componentes principais resolve-se recorrendo a um problema de valores próprios, 
ou usando algoritmos iterativos que estimam as componentes principais. A PCA é uma 
transformação ortogonal do sistema de coordenadas onde estão descritos os dados. 
Procura-se assim uma combinação linear das l observações iniciais com variância 
máxima. O resultado desta transformação são as componentes principais. É frequente 
que um pequeno número de componentes principais seja suficiente para descrever a 
estrutura dos dados. 

Dado um conjunto de observações centradas xfc 6 Rd, k = l,...,l, ^ i = 1 xfc = 0, a 
análise em componentes principais procura os vectores v que maximizam a variância 
de : 

vTxfc = vixki + . . . + vdxkd, \fk = l,...,l 
Seja 

C=]£lxrf (3.1) 
3=1 

a matriz de covariância de x. Consequentemente, a variância de vTx é vTCv. Assim, 
pretende-se maximizar essa variância impondo que vTv — 1 para que o máximo possa 
ser atingido para um v finito. 
A forma usual de resolver este problema de maximização é recorrendo à técnica dos 
multiplicadores de Lagrange. O objectivo torna-se então em maximizar 

vTCv - A(vTv - 1) 

onde A é o multiplicador de Lagrange. Derivando esta função em ordem a v tem-se 

CV - Av = 0 <£> Av = Cv 

Isto não é mais do que determinar os valores próprios A de C e respectivos vectores 
próprios v. Assim pode-se dizer que a PCA diagonaliza a matriz de covariância C. 
Tem-se então d candidatos a máximos: cada um dos vectores próprios. Para decidir 
qual deles dá vTx com variância máxima, relembre-se que se pretende maximizar 

v T Cv = vTAv = Av rv = A, 
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portanto A deve ser o maior possível. Assim, a primeira componente principal é a 
combinação linear 

vf x = vnxi + ... + VidXd 

onde Vi é o vector próprio correspondente ao maior valor próprio de C. 
Genericamente, a i-ésima componente principal é a variável 

vfx = vaxi + ... + vidxd, Mi = 1 , . . . , d 

onde Vi é o vector próprio correspondente ao i-ésimo maior valor próprio de C, A;. 
Para além disso, var(vfx) — Aj. Tem-se ainda que a i-ésima componente principal 
explica d

Xi da variância. 

3.4.2 Variáveis Canónicas 

Se os indíviduos forem classificados em uma de K classes então, a dispersão total pode 
ser vista como uma combinação da dispersão entre grupos e a dispersão dentro dos 
grupos. A melhor discriminação entre os grupos é obtida maximizando a razão entre a 
variação entre-grupos e a variação dentro dos grupos. A análise de variáveis canónicas 
procura a combinação linear entre as d variáveis que maximiza esta razão. Estas novas 
variáveis são conhecidas por variáveis canónicas (ou variáveis discriminantes). 

Para o caso de duas classes (K — 2), Fisher em 1936 formula o problema da seguinte 
forma: 
Encontrar a combinação linear Y = VTX tal que a variância entre as classes é 
maximizada relativamente à variância dentro das classes. 

Define-se assim uma medida de separação entre as observações projectadas como sendo 
a diferença entre as médias das amostras. Se ixij é a média dos elementos da classe d 
dada por 

1 xeCi 

então, a média dos pontos projectados em v é dada por 

1 V—V T rp 
mi = - 2 ^ v x = vJ nij 

Segue-se que \fh\ — m2 | = |vT(m! — m2) | , e que se pode fazer esta diferença tão grande 
quanto se queira fazendo variar v. Para ter uma boa separação das observações projec
tadas é necessário que a separação entre a média das classes seja grande relativamente 
a uma medida de dispersão de cada classe. Assim, defina-se a dispersão dos objectos 
da classe Ci projectados como 

~sl = Z ) (y - ™i)2-
yeCi 
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Então sj + §1 é a dispersão total dentro das classes. Assim, o discriminante linear 
definido por Fisher é a função linear vTx para a qual o critério 

| râi -m2\2 

é máximo. 
Para se ter J como função explícita de v, definem-se matrizes de dispersão Si e Sw 
como 

Si=}j(x- mj)(x - mi)T 

x€C; 

e 
Sw = Si + 5*2. 

3? = v r ^ v , 

s\ + s\ = v r5^v. 

(râi - m2)2 = vTSBv, 

Então 

assim, 

Analogamente, 

onde 
5 B = (mi - m2)(m1 - m 2)T . 

Pode-se então reescrever o critério de Fisher em termos de SB e Sw como 

vTSBv 
J ( V ) = v ^ S ^ 

Prova-se que a solução satisfaz: 
SflV = ASVv 

que é um problema de valores próprios generalizado. Se Sw ê não singular tem-se 

SwSBv = Av. 

Neste caso particular, não é necessário resolver para os valores e vectores próprios 
de Sw SB uma vez que a direcção de S^v é a mesma de mx - m2. Assim, pode-se 
imediatamente escrever a solução: 

v = sjjí(mi - m 2 ) . 

Tem-se assim o discriminante linear de Fisher, a função linear que maximiza a razão 
entre a dispersão entre as classes e a dispersão dentro das classes. O problema passou 
de uma dimensão d para dimensão 1. 
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No caso de K classes, a generalização do problema de Fisher envolve projectar os 
pontos num espaço de dimensão K — 1. 
Neste caso a matriz de dispersão entre as classes é definida por 

K 

S\V — 2_j & 
i-l 

onde Si é definido como no caso de K = 2. A generalização de SB não é óbvia [8]. 
Para isso é necessário a definição de uma matriz de dispersão total: 

ST = X](x - m)(x - m)T 

Vx 

onde 

Vx 

Expandindo esta matriz, tem-se que 

K 

SB = ^2k(mi - m)(mj - m) T 

i=í 

onde li é o númeo de elementos da classe Ci, e 

ST = S\v + SB 

A projecção dos dados de um espaço de dimensão d para um novo espaço de dimensão 
K — 1 é obtida por K — 1 funções discriminantes ^ = vf x, i = 1 , . . . , K — 1. Se yi 
forem vistos como componentes de um vector y e os vectores de peso Wj como colunas 
de uma matriz V de dimensão d x K — 1, então a projecção pode ser escrita como 

y = VTx. 

Mostra-se que as matrizes de dispersão entre (SB) e dentro (Sw) das classes no novo 
espaço, são dadas por 

SB = VTSBV e Sw = VTSWV 
Desta feita, o critério a maximizar é 

T(V) = M = lyT^Vl 
1 ] \sw\ \vTswv\ 

O problema de encontrar uma matriz V que maximize J não é fácil. Felizmente, a 
solução acaba por se tornar simples [8]. As colunas de V são os vectores próprios 
generalizados correspondentes aos maiores valores próprios de 

SBVÍ = XÍSW^Í-

Esta técnica projecta os dados num novo espaço de dimensão K — 1. Se K for muito 
menor que d ter-se-á uma diminuição significativa da dimensão dos dados. 
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3.5 Discussão dos Resultados 

O uso de novas variáveis de dimensão menor do que os dados originais tem a vantagem 
de tornar os processos de aprendizagem e classificação mais rápidos, no entanto é de ter 
em conta o custo de ter de determinar as novas variáveis. Contudo, com a experiência 
tida nestes dados, conclui-se ser vantajoso o uso de métodos de redução de variáveis, 
principalmente no caso da análise de variáveis canónicas. 

No caso de funções kernel RBF, a melhor estimativa de erro foi conseguida usando 
as variáveis canónicas com C = 4 e 7 = 0.17. O erro neste caso foi de 14.6%, uma 
melhoria significativa comparando com os 18.21% obtidos sem o uso desta técnica. A 
matriz de confusão desta classificação (tabela 3.6) revela a dificuldade em distinguir 
os diferentes tipos de vegetação. As distâncias de JM (tabela 3.2) davam já algumas 
indicações de que o processo de classificação poderia ter problemas na distinção de 
algumas classes. Por exemplo, repare-se na quantidade de objectos da classe FLmista 
que foram classificados como FLEcEc (17). De facto, a distância de JM entre estas 
duas classes era muito baixa (0.42). Observe-se ainda que a proporção de objectos 
correctamente classificados nas classes de floresta foi baixa relativamente às outras 
classes. O caso onde este aspecto se evidencia mais é na classe FLmista: apenas 57% 
dos objectos desta classe foram correctamente classificados. No entanto, este não foi o 
único caso em que a máquina de aprendizagem teve alguma dificuldade em distinguir 
diferentes classes. O caso das classes AG e SC também foi problemático. Repare-se no 

SC HH FG FLEcEc FLmista FLFdFd FLPbPb IC AG 
SC 200 1 5 0 4 0 1 1 10 
HH 0 13 0 0 0 0 0 0 0 
FG 6 0 58 0 0 0 0 1 0 

FLEcEc 0 0 0 29 4 0 0 2 0 
FLmista 2 0 0 17 40 4 2 3 2 
FLFdFd 1 0 0 0 0 8 0 2 1 
FLPbPb 1 0 0 0 2 0 11 2 0 

IC 1 0 0 0 0 0 0 56 1 
AG 8 0 0 0 2 3 0 1 77 

Tabela 3.6: Matriz de confusão da classificação com SVMs com C = 4 e função kernel RBF com 
7 = 0.17, com variáveis canónicas 

número de elementos de SC que foram classificados como AG, e vice-versa. No entanto, 
se se tiver em conta o número de objectos destas classes, o número de objectos mal 
classificados acaba por não ser significativo. Em contrapartida, todos os elementos da 
classe HH foram correctamente identificados, como já era previsível. Esperava-se que 
esta classe (água) fosse fácil de identificar uma vez que, para além de ter uma resposta 
espectral significativamente diferente das restantes, foi a única classe para a qual as 
distâncias de JM relativamente a todas as outras classes atingiram o máximo. Um 
facto curioso tem a ver com a quantidade de objectos "absorvidos" pela classe IC. No 
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resultado desta classificação a classe IC contém elementos de todas as outras classes, 
com a excepção da classe HH. Sendo que as classes de floresta são as mais frequentes, 
evidenciando mais uma vez o facto de existir muita mistura entre as classes de floresta 
e a classe IC tal como tinha sido visto nos resultados apresentados na tabela 3.3. 
Usando componentes principais e funções kernel RBF, o melhor erro conseguido foi 
de 21% para C = 1 e 7 = 0.07. 

No caso de funções kernel polinomiais os resultados já não foram tão bons. Verificou-
se o facto referido várias vezes na literatura, de que as máquinas de suporte vectorial 
que usam funções kernel RBFs têm uma melhor performance do que as restantes. De 
facto, para além de as estimativas de erro serem melhores com funções kernel RBF, é 
muito mais rápido determinar máquinas com este tipo de funções, e como consequência 
o melhor parâmetro para esse caso, acrescentando ainda a vantagem de o número de 
parâmetros a usar ser menor. 
Usando variáveis canónicas, a máquina com função kernel polinomial que devolveu 
uma melhor estimativa de erro tem grau 17, o erro foi de 23.54% para este resultado 
o valor de C foi de 2.1. A alteração de outros parâmetros da função kernel polinomial 
não reflecte grandes melhorias na estimativa do erro. Usando componentes principais 

SC HH FG FLEcEc FLmista FLFdFd FLPbPb IC AG 
SC 201 0 7 0 0 0 3 0 11 
HH 3 10 0 0 0 0 0 0 0 
FG 8 0 53 0 1 0 2 0 1 

FLEcEc 1 0 0 0 33 0 0 1 0 
FLmista 4 0 0 0 47 4 4 1 10 
FLFdFd 1 0 0 0 1 3 0 0 7 
FLPbPb 1 0 0 0 3 0 9 2 1 

IC 1 0 0 0 2 3 5 42 5 
AG 15 0 0 0 2 0 1 1 72 

Tabela 3.7: Matriz de confusão da classificação com SVM com C = 2.1, com função kernel 
polinomial de grau 17, com variáveis canónicas 

reduziu-se a complexidade uma vez que o grau óptimo é 3, no entanto esta redução da 
complexidade da máquina foi prejudicial uma vez que aumentou bastante a estimativa 
do erro. Mesmo aumentando o factor C de forma a penalizar as observações mal 
classificadas, a estimativa do erro mantém-se elevada: 31.44% para C = 200. 
Tentou-se ainda usar outras funções kernel, no entanto, por serem demasiado com
plexas não foi possível determinar máquinas nessas condições para estes dados. 

Os resultados obtidos com as variáveis canónicas foram francamente melhores. Se se 
tiver em conta que a análise de variáveis canónicas incorpora, no processo de redução da 
dimensão, a informação relativa à classe a que pertencem indivíduos, contrariamente ao 
que acontece na análise de componentes principais, este resultado faz todo o sentido. 
Outra nota positiva na análise de variáveis canónicas tem a ver com o tempo de 
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processamento: bem mais rápido do que as componentes principais. 



Capítulo 4 

Outros métodos de classificação 
supervisionada 

Neste capítulo são brevemente apresentados dois métodos de classificação supervisio
nada: os K vizinhos mais próximos e discriminação logística. 
O objectivo da introdução destes métodos neste trabalho prende-se com a necessidade 
de comparar os resultados obtidos no capítulo anterior com outros métodos mais 
conhecidos. O facto de serem métodos mais conhecidos, permite-nos ter uma certa 
confiança no que diz respeito a resultados uma vez que são métodos "validados" e cuja 
performance é conhecida. 

4.1 K vizinhos mais próximos 

Apesar de simples, o método dos K vizinhos mais próximos é bastante poderoso. 
Neste método assumem-se muito poucas restrições estruturais, sendo as suas previsões 
frequentemente correctas, apesar de um pouco instáveis. 
A regra de classificação dos K vizinhos mais próximos é um método de classificação não 
paramétrico. Surge como resultado da aplicação do teorema de Bayes a estimativas 
de funções de densidade de probabilidade por métodos não paramétricos. Pretende-se 
então maximizar a probabilidade à posteriori: 

p(x) 

Uma vez que não se conhecem as funções de densidade de probabilidade, é necessário 
estimar p(x). Nos métodos não paramétricos nada se assume sobre as f.d.p.. Dado 
um ponto x, pretende-se estimar p(x). Seja R uma região que contém x e V o volume 
dessa região. Tem-se que a probabilidade dessa região é dada por 

P(R) = í p(t)dt « Vp(x) <* p(x) « ^P-

39 
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Se se considerar uma amostra Xi ,x 2 , . . . , xj, e K o número de elementos da amostra 
que estão em R, tem-se que P(R) — y , logo uma estimativa para p(x) é 

-, , K/l K 

Prova-se que y é estimador de máxima verosimilhança de P(R). 
Uma vez que R é fixo, p(x) não converge para p(x) quando l —» oo. Para que isso 
aconteça, deve-se diminuir o volume V quando / —> oo. Se se fizer V -» 0 quando 
/ -4 oo, eventualmente - ^ converge para p(x). O problema é que se se fizer o volume 
muito pequeno, como a amostra é finita, acaba por não se ter nenhuma observação em 
R, e portanto p(x) = 0. 
Existem dois tipos de estimação não paramétrica: as janelas de Parzen e os k-vizinhos 
mais próximos. Aqui vai-se ter em conta apenas o método dos k-vizinhos mais 
próximos. Neste método, especifica-se o número de elementos K que estão em i?, 
em função de l - Ki. Depois, o volume é ajustado de forma a conter K\ pontos. 
Relembre-se que se pretende estimar 

P(G = i\X = x) = / ( X ' ^ 

Como p(x) = | e p(x, Gi) = jp-, tem-se que 

Ki/lV Ki 
P{G = i\X = x) = 

EU^/iv K 
Ora, como o objectivo é maximizar P(G = i\x), portanto o máximo é o maior Ki, 
assim, escolhe-se a classe mais frequente no volume. 
O método de classificação dos k-vizinhos mais próximos torna-se muito simples: dado 
um ponto x0 a classificar, identificam-se os objectos mais próximos. A noção de 
proximidade implica a existência de uma métrica. E comum usar-se a distância 
euclidiana para identificar os objectos mais próximos. Assim, é calculada a distância 
a todos os objectos do treino e considera-se a classe dos K objectos mais próximos (os 
K vizinhos mais próximos). A classe de x0 é determinada pela classe mais frequente 
no conjunto dos K vizinhos mais próximos. No caso de empates, o desempate é feito 
de forma aleatória. 
Uma das vantagens deste método é o facto de ser não paramétrico, isto é, não supor 
nenhuma distribuição particular dos dados, e assim pode ser aplicado em vários casos. 
Tem ainda a vantagem de ter apenas um parâmetro a estimar - K. Uma desvantagem é 
a necessidade de ter disponível muitos exemplos classificados para classificar um novo 
exemplo, o que exige recursos de memória que nem sempre estão disponíveis. Outra 
desvantagem tem a ver com a maldição da dimensão - um aspecto ultrapassado nas 
máquinas de suporte vectorial (sec.2.2.3). 
Um caso particular ocorre quando K, o número de vizinhos, é um. Neste caso pode 
demonstrar-se que o erro máximo cometido pelo classificador nunca é maior do que 
o dobro do menor erro possível, de acordo com a regra de Bayes, se o número de 
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exemplos classificados disponíveis for infinito [8]. Para K maior o erro aproxima-se 
do menor erro possível, mas o facto de o número de exemplos disponíveis ser finito 
contraria esta tendência. 

4.2 Discriminação Logística 

A discriminação logística pertence ao grupo de métodos de regressão que descrevem 
a relação entre variáveis explicativas e uma variável de resposta discreta. A diferença 
entre a modelação da regressão linear usual e a regressão logística está no facto de que 
para o caso da regressão linear, a variável resposta é contínua. Na regressão logística, 
a variável resposta é discreta. Esta diferença manifesta-se na escolha dos parâmetros 
e nas hipóteses formuladas. 
O objectivo do método de regressão logística é modelar as probabilidades à posteriori 
de K classes recorrendo a funções lineares em x. O modelo é da forma [12]: 

iog^Síã) = &° + tf* 
; P(G=2\X=x) p . pT , 
l°9 PÍG=K\XJ) = &o + Pi X (4.1) 

; P(G=K-l\X=x) n , pT 
l°9 P(G=K\X=X) = P(K-l)0 + P K - 1 * 

Com cálculos simples mostra-se que 

P(G = k\X = x) = ^ y ° + 5 x ^ T k = 1, . . . , K - 1 

P(G = K\X = x) = 1 + E K- 1 J P ( / 3 Í O + ^ X ) 

(4.2) 

A classificação é feita usando a regra de Bayes, isto é, atribuindo a x a classe k que 
maximiza P(G = k \ X = x). Este procedimento é conhecido por discriminação 
logística [20]. Os termos (3Q,. .. ,PK-I são parâmetros desconhecidos que devem ser 
estimados com base nos objectos disponíveis. É normal usar-se o método de máxima 
verosimilhança para a estimação dos parâmetros. 

Denotem-se as probabilidades P(G = k\X = x) por Pk(x.; 9) de forma a evidenciar a 
dependência no conjunto de parâmetros 9 = {/?io, Pi,..., fl<K-i)o> PK-I}-
Quando K = 2, o modelo é relativamente simples, uma vez que existe uma única 
função linear. E regularmente usado em aplicações bioestatísticas onde são frequentes 
respostas binárias. 
O logaritmo da função de verosimilhança para / observações é 

i 

l(9) = ^ogPgi(^9) (4.3) 
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Para ilustrar a maximização de 1(9), considere-se o caso de K = 2. 
No caso de 2 classes, é conveniente codificar as duas classes gi a resposta y; por 0/1, 
onde yi = 1 quando Çi = 1, e y, = 0 quando #; = 2. 
Seja pi(x;0) = p(x;#), e p2(x;0) = 1 — p(x;0). Para a estimação dos parâmetros 
considere-se que os valores de Xj são fixos e que a única variável aleatória é o valor da 
classe yi. Assumindo que esta variável segue uma distribuição de Bernoulli, tem-se 

Pgi(xi;9)=p(xi;(3)yi(l-p(xi;(3))1-y\ 

onde /3T — (/?io, /3f). Vem então que 

m = EÍ=i{yilogp(xi;/?) + (1 - i/OMl -P(XÍ;/9))} 

= EUÍVÍ lQg i ^ S ) + M i - P(*; )̂)} 
(4.4) 

-PC 

Pelas Eqs.(4.1) tem-se que 

log -.—^ = P XÍ, 

e pelas Eqs.(4.2) tem-se que 

e ^ X i 

assim, 

e portanto, 

l-p(xi]p) = 

1 + ePT*i 

1 

1 + eF* 

log(l-p(x í ; /?)) = - log( l + e
/3 x0-

Substituindo estas expressões na Eq.(4.4) tem-se 

i 

K̂) = E{^T^- los(1+e^)} 
i=l 

Aqui assume-se que o vector de entrada x* inclui o termo 1 de forma a considerar a 
constante de intercepção. 
Para maximizar a função verosimilhança l(/3), iguala-se a sua derivada a zero: 

^ ( o ) = £ x . ( y . _ p ( x j ; / 3 ) ) = 0 (45) 
dp i = i 

obtendo assim d + 1 equações ( d é a dimensão das variáveis) não lineares em (3. 
Para encontrar as raízes desta equação, recorre-se ao método de Newton-Raphson1. 

xPara calcular a raiz de uma função f(xn) calcula-se iterativamente: xn+i = x„ — 4&ã-
/'(* 
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Então, para determinar as raízes de (4.5) resolve-se iterativamente: 

^i = F_(*!WYlm (4.6) 
P P \d/3d(3TJ d(3 K ' 

Se se considerar y como o vector dos J/J'S; XiX(d+i) a matriz dos vectores x* e com a 
primeira coluna de l's; p o vector das probabilidades estimadas, cujo i-ésimo elemento 
é p(x;; (3n); e W;x; a matriz diagonal cujo i-ésimo elemento da diagonal é p(x;; (3n){\ — 
p(xj;/?n)), pode escrever-se: 

T = xT(y-v) e ww = ~xTwx (4-7) 
Então o passo de Newton-Raphson é: 

pn+i = pn + (xTWX)-lXT{y - p) 

= {XTWX)-lXTW{Xpn + W~l{y - p)) (4.8) 
= (XTWX)~1XTWz 

Na segunda e terceira linha, o passo de Newton-Raphson é equivalente a um passo do 
Método dos Mínimos Quadrados Pesados com resposta: 

z = X(3n + W-l(y-p) 

Assim, o (3 óptimo é dado por: 

/T + 1 = argminp{z - X{3)TW(z - X/3) (4.9) 

Neste procedimento iterativo (3 = 0 é um bom ponto de partida, embora a convergência 
nunca seja garantida. Normalmente o algoritmo converge, uma vez que a função de 
log-verosimilhança é côncava, mas pode acontecer overshooting [12]. 

No caso multiclasse (K > 3) o algoritmo de Newton pode também ser expresso como 
um algoritmo iterativo de mínimos quadrados pesados, mas com um vector de K — 1 
respostas e uma matriz de pesos não diagonal por observação. 

Tendo estimados os valores de (3, dado um novo objecto x, avalia-se as funções logísticas 
estimadas e calcula-se as estimativas das probabilidades de esse novo objecto pertencer 
a uma determinada classe. 

4.3 Discussão de resultados 

Os métodos dos K vizinhos mais próximos e discriminação logística foram usados no 
conjunto de dados apresentado no capítulo 3. A aplicação destes métodos nestes dados 
permite comparar com os resultados obtidos pelas máquinas de suporte vectorial. 
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Antes de mais, repare-se que as máquinas de suporte vectorial têm vários parâmetros a 
serem definidos pelo utilizador. Este número é mínimo no caso de o utilizador escolher 
uma máquina que use uma função kernel RBF. Neste caso, são três os parâmetros 
a ser definidos pelo utilizador. No que diz repeito ao método dos K vizinhos mais 
próximos o utilizador só necessita de indicar o número de vizinhos mais próximos que 
deve utilizar na tarefa de classificação. Quanto à discriminação logística, o utilizador 
não define directamente nenhum parâmetro. No entanto, neste método é estimado um 
razoável número de parâmetros o que pode introduzir um erro significativo no processo 
de classificação. 

A semelhança do que se fez no caso das máquinas de suporte vectorial, usou-se o 
método de validação cruzada para estimar o erro. Esta estimativa do erro dá indicação 
da qualidade da classificação. Tal como no trabalho apresentado no capítulo anterior, 
a validação cruzada envolveu a divisão do conjunto de treino em 10 subconjuntos 
aleatórios. Para cada um desses 10 subconjuntos, testou-se um classificador construído 
com os restantes 9 subconjuntos. Sendo a estimativa do erro final dada pela média 
dos 10 erros obtidos em cada um dos conjuntos. 

0 50 100 150 200 

K 

Figura 4.1: A variação da estimativa do erro na classificação com a variação de K no método dos 
K vizinhos mais próximos. A preto estão os resultados obtidos nos dados originais. A vermelho os 
resultados obtidos com as componentes principais que explicam 95% da variância dos dados. A azul 
com as 8 variáveis canónicas. 

Analogamente ao que foi feito no capítulo anterior, estes dois métodos de classificação 
foram usados tanto no conjunto original de dados, como nas suas componentes prin
cipais e variáveis canónicas. 

No caso dos K vizinhos mais próximos, a estimativa do erro via validação cruzada 
permite ter indicação do melhor K, isto é, do número de vizinhos a considerar. Assim, 
determinou-se estimativas do erro para K a variar entre 2 e 200. Esses resultados 
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são apresentados na figura 4.1 para os dados originais, as componentes principais e 
variáveis canónicas. 

Ao analisar a figura 4.1 é evidente a diferença entre os erros obtidos com as variáveis 
canónicas e com as restantes variáveis. Com a regra dos K vizinhos mais próximos 
repete-se o verificado com as máquinas de suporte vectorial: as variáveis canónicas 
conseguem estimativas de erro mais baixas. Quer para os dados originais quer para as 
componentes principais o valor de K óptimo foi 10. Para o primeiro caso o erro foi de 
20.27%, enquanto que para o segundo foi de 23.71%. Quanto às variáveis canónicas, 
para além de reflectirem um erro menor, o número de vizinhos a considerar também é 
menor: um erro de 15.98% usando apenas os 4 vizinhos mais próximos. 

A tabela 4.1 mostra a matriz de confusão obtida com o método dos 4 vizinhos mais 
próximos nas variáveis canónicas. De facto é complicada a distinção entre as classes de 
Floresta. Este problema já tinha sido referido aquando da caracterização das classes 
na secção 3.2.2. 

SC HH FG FLEcEc FLmista FLFdFd FLPbPb IC AG 
SC 199 1 2 0 1 0 0 3 14 
HH 1 12 0 0 0 0 0 0 0 
FG 2 0 59 0 0 0 0 0 0 

FLEcEc 0 0 0 16 9 0 0 1 0 
FLmista 1 0 1 16 51 7 8 2 3 
FLFdFd 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
FLPbPb 0 0 0 0 1 0 3 0 0 

IC 7 0 3 3 3 2 4 52 2 
AG 12 0 0 0 5 3 1 0 72 

Tabela 4.1: Matriz de confusão da classificação com método 4 vizinhos mais próximos, com variáveis 
canónicas. 

Repare-se na linha correspondente à classe FLFdFd. Nenhum objecto foi atribuído 
a esta classe. No entanto à classe FLmista foram atribuídos objectos de quase todas 
as classes. A única excepção foram objectos pertencentes à classe HH (água). Rel
ativamente às classes de vegetação, apenas a classe FLmista tem a maior parte dos 
seus objectos classificados correctamente. Os objectos pertencentes às restantes estão 
incorrectamente distribuídos por outras classes de vegetação. É de notar ainda alguma 
mistura na classificação entre as classes SC e AG. Este facto não será de estranhar 
uma vez que certamente muitos objectos definidos como pertencentes a uma destas 
classes contêm pixels relativos à outra. 

Quanto à discriminação logística, também aqui os melhores resultados foram obtidos 
com as variáveis canónicas. A tabela 4.2 apresenta a matriz de confusão para esta 
classificação. Também aqui o erro conseguido foi de 15.98%. Com as componentes 
principais foi de 20.62% e com os dados originais 17.18%. 
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SC HH FG FLEcEc FLmista FLFdFd FLPbPb IC AG 
SC 196 4 6 0 2 0 1 1 12 
HH 0 11 1 0 0 0 1 0 0 
FG 6 0 57 0 0 0 0 2 0 

FLEcEc 0 0 0 25 9 0 0 1 0 
FLmista 2 0 0 8 52 3 1 1 3 
FLFdFd 0 0 0 0 4 5 0 3 0 
FLPbPb 2 0 1 0 1 0 11 1 0 

IC 1 0 0 1 2 ü 0 53 1 
AG 7 0 1 0 2 1 0 1 79 

Tabela 4.2: Matriz de confusão da classificação obtida com discriminação logística, com variáveis 
canónicas 

A clasificação com a discriminação logística parece distinguir mais as classes de flo
resta. Ao passo que o método dos K vizinhos atribui a classe dos objectos que estão 
mais próximos, a regressão logística tem em conta outros factores que permitem um 
pouco mais de distinção entre as classes de floresta. A proximidade espectral destas 
classes leva a que o método dos k-vizinhos tenha maior dificuldade em separá-las 
correctamente. 

Os erros obtidos com as máquinas de suporte vectorial foram mais baixos. No entanto 
é de ter em conta o tempo dispendido na escolha da melhor kernel, assim como o 
parâmetro C óptimo. Tanto os K-vizinhos como a discriminação logística permitem 
atingir o valor óptimo da sua classificação de uma forma mais rápida. Em futuros 
trabalhos é necessário ter em conta estes aspectos. Dependendo do objectivo da 
classificação, deverá optar-se por um método mais rápido ou por aquele que devolve 
erros menores. E ainda de referir que após a determinação dos parâmetros óptimos, 
as máquinas de suporte têm uma performance relativamente rápida. A dificuldade em 
determinar a melhor máquina de suporte vectorial não deve ser um entrave ao uso deste 
método. De facto, ele tem melhores resultados do que os outros dois usados. Para 
além disso, encontram-se em desenvolvimento técnicas matemáticas mais eficientes de 
procura dos parâmetros óptimos [5]. 



Capítulo 5 

Análise de componentes principais 
com funções kernel 

No capítulo 2 mostrou-se que a ideia de transformar implicitamente os dados para um 
espaço de dimensão superior tem sido bastante produtivo no contexto das máquinas de 
suporte vectorial. Este é um factor que permite a aplicação deste método a problemas 
complexos do mundo real, onde as observações não são linearmente separáveis. Assim, 
é natural que se coloque a questão de saber se a mesma ideia pode ser aplicada em 
outros domínios da aprendizagem. 
Este capítulo apresenta um método proposto por Schõlkopf [23] que determina uma 
forma não linear das componentes principais. Usando funções kernel de Mercer, pode-
se efectivamente calcular as componentes principais em espaços de dimensão superior, 
ligados ao espaço inicial por uma função não linear. 

5.1 Introdução 

A análise de componentes principais é um método vulgarmente usado nas mais variadas 
áreas. Este método é descrito na secção 3.4.1. 
A abordagem feita neste capítulo não tem em vista as componentes principais no 
espaço inicial. O interesse é nas componentes principais de variáveis que estão rela
cionadas com as originais por uma função não linear. Para isto, são determinados 
produtos internos no espaço de dimensão superior por meio de funções kernel no 
espaço inicial. Dado qualquer algoritmo, que esteja expresso apenas em função de 
produtos internos, o método kernel permite construir diferentes versões não lineares 
desse algoritmo. 

Como já foi referido o método de componentes principais foi apresentado na secção 
3.3.1. Intencionalmente, este método foi apresentado usando uma formulação que 
apenas usa produtos internos. Usando a representação kernel de produtos internos 
(Eq.(1.7)), é possível ter-se um algoritmo baseado em funções kernel para componentes 
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principais não lineares. 

5.2 Componentes Principais no espaço final 

Antes de avançar, é necessário esclarecer o que se entende por espaço final1. Espaço 
final é aquele onde estão representadas as variáveis transformadas pela função não 
linear implícita na transformação kernel. 

Tendo em conta a teoria apresentada na secção 3.3.1, considerese a partir de agora 
os mesmo cálculos mas num outro espaço Y com o produto vectorial definido, que se 
encontra relacionado com o espaço inicial pela função não linear: 

$ ■ Rd -¥ Y 
í (5.1) 

Notese que a dimensão do espaço Y pode ser infinita. A partir de agora, os carac

teres minúsculos são usados para elementos de Rd, enquanto que os maiúsculos para 
elementos de Y. 
Assumese novamente que os dados são centrados, Ylik=i ^(xk) — 0. Em Y a matriz 
de covariância é da forma: 

C = ^ $ ( X j . ) $ ( X j f (5.2) 
3=1 

Como se viu no caso tradicional, a PCA diagonaliza esta matriz de covariâncias. Assim, 
tem de se determinar os valores próprios A > 0 (porque C é simétrica semidefinida 
positiva) e vectores próprios V G F\{0} que satisfazem 

AV = CV (5.3) 

Novamente, todas as soluções V com A ^ 0 encontramse no espaço $ ( x 1 ) , . . . , $(xj). 
Isto tem duas consequências: primeiro, podese considerar o conjunto de funções 

A($(xfc) • V) = ($(xfc) • ÜV), V& = 1 , . . . , l. (5.4) 

e segundo, existem coeficientes aj (i = 1 , . . . , /) tais que 

i 

V = ^ a i $ ( X i ) . (5.5) 
i = l 

Combinando Eq.(5.4) e Eq.(5.5), temse 

A ^ a i ( $ ( x f c )  $ ( x ^ ) = y ^ a i ( $ ( x f c )  5 ] $ ( x i ) ( $ ( x , )  $ ( x í ) ) ] , V A ; = l , . . . , / . 
i=i t=i V i=i y 

(5-6) 

'Em inglês normalmente é denominado por feature space 
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Definindo uma matriz K de dimensão / x / como K%j '•— ($(Xj) • $(xj))> fica 

IXKa = K2a (5.7) 

onde a é um vector coluna com entradas c t i , . . . ,« / . Para encontrar as soluções de 
Eq.(5.7), resolve-se o poblema de valores próprios: 

IXa = Ka (5.8) 

para valores próprios diferentes de zero. 
Sejam Ai < A2 < . . . < A; os valores próprios de K (i.e, as soluções IX de Eq.(5.8)), 
e a1,..., a1 o correspondente conjunto de vectores próprios, com Xp sendo o primeiro 
valor próprio diferente de zero. Normaliza-se ap,... ,al exigindo que os correspon
dentes vectores em Y estejam normalizados, i.e, 

(Vfc • Vk) = 1 Vk = p,..., l 

Para a extracção de componentes principais, é necessário calcular as projecções nos 
vectores próprios Vfc em Y (k — p,..., l). Seja x um ponto de teste, com imagem $(x) 
em Y, então 

(V* • $(x)) = £ o f ( * ( * ) • 4(x)) = X > ^ ( x * , x ) (5-9) 
1=1 i-\ 

pode ser chamado como as suas componentes principais não lineares relativamente a 
$. 

Resumindo, para determinar as componentes principais não lineares os passos a seguir 
são: primeiro, calcular a matriz K\ segundo, calcular os seus vectores próprios e 
normalizá-los em Y\ terceiro, calcular as projecções dos pontos de teste nos vectores 
próprios. 
Inicialmente assumiu-se que as observações são centradas. Isto é fácil de se atingir 
no espaço inicial, mas mais difícil em Y, uma vez que não se consegue calcular 
explicitamente a média das novas variáveis em Y. Existe contudo uma forma de o 
fazer; no entanto, leva a ligeiras modificações nas equações apresentadas [22]. 
Para a transformação das variáveis originais no espaço inicial no novo espaço, podem 
ser usadas as funções kernel apresentadas na secção 1.3. 

5.3 Propriedades 

Para funções kernel de Mercer, sabe-se que de facto se determinam as componentes 
principais usuais em Y. Consequentemente, as propriedades matemáticas e estatísticas 
das componentes principais mantêm-se, com as modificações adequadas para afirmações 
sobre $(XJ) em Y, no lugar de Rd. Assim, em Y pode afirmar-se que as componentes 
principais são uma transformação ortogonal com as seguintes propriedades: 
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• as primeiras q(p E {1, . . . , /}) componentes principais, i.e, projecções nos vectores 
próprios, contêm mais informação do que outras quaisquer q direcções ortogonais; 

• o erro em média quadrática da representação das variáveis pelas q componentes 
principais é mínimo; 

• as componentes principais são não correlacionadas; 

• as primeiras q componentes principais têm informação máxima no que respeita 
aos inputs. 

No que diz respeito à complexidade computacional, este método é mais dispendioso do 
que o equivalente linear. Contudo, este "investimento" pode ter frutos mais tarde. Por 
exemplo, Schõlkopf refere que, em experiências de classificação usando os resultados 
deste método, foi suficiente uma máquina de suporte vectorial linear para construir a 
fonteira de decisão. Máquinas de suporte vectorial lineares são muito mais rápidas do 
que as não lineares. Assim a fase final de classificação pode tornar-se bastante rápida. 

Comparando com outras técnicas não lineares de extracção de variáveis, as compo
nentes principais com funções kernel têm a vantagem de não necessitar de optimização 
não linear. Precisam apenas da solução de um problema de valores próprios. Têm 
ainda a vantagem de, usando diferentes funções kernel, se ter um maior número de 
classes de funções não lineares a usar. O problema de determinar qual a melhor função 
kernel a usar continua a ser um problema em aberto. 
Este método de componentes principais com funções kernel pode ser usado em todos 
os campos onde se tem usado a análise de componentes principais tradicional para 
extracção de variáveis, e onde uma extensão não linear faria sentido. 



Capítulo 6 

Conclusão 

Neste trabalho foi apresentada uma técnica relativamente recente de classificação 
baseada na Teoria da Aprendizagem, desenvolvida por Vapnik nos finais dos anos 
70[24]: máquinas de suporte vectorial. As máquinas de suporte vectorial diferem de 
métodos semelhantes (tais como redes neuronais) no sentido de encontrarem sempre 
um mínimo global. A simplicidade da sua interpretação geométrica proporciona bases 
para mais investigação. Estas máquinas são amplamente caracterizadas pela escolha 
da função kernel. 

Este trabalho visou essencialmente explorar as capacidades de máquinas de suporte 
vectorial na classificação de imagens multi-espectrais. Evidencie-se o facto de a clas
sificação feita neste trabalho ser baseada em objectos e não na informação de pixels 
como habitualmente. Esta abordagem tem duas grandes vantagens. A primeira é 
que uma classificação direccionada a objectos é mais realista do que a classificação 
tradicional de pixel. No problema considerado este é um facto por demais evidente, 
uma vez que se pretende classificar porções de solo consideravelmente superiores à 
dimensão representada pelo pixel. Outra vantagem de usar uma imagem segmentada 
em objectos, em vez da imagem com a informação de pixels, é a drástica redução 
do número de objectos a classificar. No entanto, surgiu uma grande dificuldade na 
classificação deste tipo de objectos. Essa dificuldade teve a ver com as áreas de treino 
definidas. O facto de um objecto ser formado por um conjunto de pixels introduz 
ruído em cada novo objecto. Ora, se é quase certa a existência de ruído no pixel, 
num conjunto de pixels esse ruído é ainda maior. Para além disso, verificou-se que as 
áreas de treino de uma determinada classe frequentemente incluem pixels de outras 
classes. Uma outra dificuldade com que se deparou foi com o facto de muitas das 
classes definidas terem características espectrais muito semelhantes. 

Comparando os resultados das máquinas de suporte vectorial com os obtidos com o 
método dos K vizinhos e discriminação logística, os primeiros foram melhores. No 
entanto, é de salientar o esforço computacional na determinação da melhor máquina 
de suporte vectorial. Ultrapassado este problema, o método desenvolvido por Vapnik 
tem resultados bastante satisfatórios de uma forma bastante rápida. 
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Actualmente, a determinação dos parâmetros que conduzem à melhor máquina de 
suporte vectorial continua a ser uma tarefa custosa. Isto porque o comum é esses 
parâmetros serem determinados por experimentação. Consideram-se os parâmetros 
que minimizam o erro estimado por métodos como validação cruzada. Este é por
tanto um campo a explorar. Alguns investigadores têm procurado obter uma solução 
eficiente para este problema. 

O uso de variáveis canónicas revelou-se mais proveitoso do que a aplicação das com
ponentes principais. Estes métodos permitiram reduzir a dimensão dos dados. No 
entanto, a qualidade da classificação não melhorou com a introdução das componentes 
principais. O mesmo não aconteceu com as variáveis canónicas. Neste caso, a es
timativa do erro diminui consideravelmente. Para além da vantagem de diminuir a 
dimensão dos dados, revelou-se um processo bastante rápido. 

Tanto o método de máquinas de suporte vectorial como a análise de componentes prin
cipais usando funções kernel de Mercer, são dois exemplos do potencial de aplicações 
baseadas em funções kernel de Mercer. Qualquer algoritmo que possa ser formulado 
apenas em termos de produtos internos pode ser feito não linear transportando-o para 
espaços de dimensão superior através destas funções. Este é o grande potencial deste 
tipo de métodos. A análise de componentes principais usando funções kernel de Mercer 
parece bastante promissora. Tal como no caso das máquinas de suporte vectorial, 
também aqui a escolha das funções kernel é de grande importância. Infelizmente, por 
falta de tempo não foi possível usar este método nos dados analisados neste trabalho. 
No entanto é uma tarefa a ter em conta em trabalhos futuros. 



Apêndice A 

Imagens Multi-espectrais 

A.l O espectro electromagnético 

O espectro electromagnético é composto por uma vasta gama de comprimentos de onda 
electromagnética, desde os raios gama (10~14m) até às ondas de rádio (104m). Tende-
se a pensar na radiação óptica como "luz", mas o arco-íris de cores que compõe a luz 
"visível" é apenas uma pequena parte do espectro electromagnético. (Algumas partes 
do espectro são total ou parcialmente bloqueadas pela atmosfera terrestre, sendo por 
isso pouco utilizadas por satélites de observação da Terra). Não existe nenhum limite 
ou fronteira natural nesta distribuição de energia, embora por conveniência se divida 
esta escala em várias secções (faixas ou bandas) atribuindo-lhes um nome tal como a 
figura A.l indica. 

comprimento de onda (em metros) 

Luz Visível 

Figura A . l : O espectro electromagnético (fonte: http://nautuus.fis.uc.pt/softc/Read-c/a-experimen  
tais/espectro.htm) 
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A.2 As imagens 

Diferentes materiais reflectem e emitem radiação electromagnética de forma diferente. 
Por exemplo no visível a erva reflecte predominantemente verde e o asfalto tem baixa 
reflectância em todo o visível, parecendo-nos por isso preto (ou cinzento escuro). Os 
sensores colocados a bordo de satélites de observação da Terra tem normalmente um 
conjunto de bandas de comprimentos de onda a que são sensíveis. Um sensor com uma 
banda na zona do azul, uma no verde e outra no vermelho poderia produzir imagens 
coloridas semelhantes ao que os nossos olhos observam. No entanto a utilização da zona 
do azul é pouco comum devido à dispersão da atmosfera ser muito elevada nesta zona 
do espectro electromagnético. Por outro lado, a inclusão de bandas no infravermelho 
permite obter informação adicional sobre a superfície da Terra. Se por exemplo se 
pretendesse distinguir os três tipos de cobertura diferentes, A, B e C indicados na 
figura A.2, observando a imagem na banda 4 seria possível diferenciar o tipo de 
cobertura A das outras duas (teria um tom mais claro). Analogamente, observando a 
imagem na banda 7 seria possível identificar com relativa facilidade a classe B. Esta 
distinção de coberturas seria concerteza mais difícil na banda 2, por exemplo, uma vez 
que nesta banda o grau de reflectância de cada umas das coberturas é muito idêntico. 

1 2 3 4 5 7 

, j ; — < * cover B 

- A -M» cover A 
^ " — *** cover C 
l 1 

2.4 

Figura A.2: Exemplos de assinaturas espectrais (fonte: http://www.sc.chula.ac.th/ course-
ware/2309507/Lecture/remotel8.htm) 

A natureza multi-espectral das imagens é importante para detectar diferenças que de 
outra forma seriam imperceptíveis. Por exemplo, numa fotografia aérea, um parque de 
estacionamento pintado de verde teria o mesmo aspecto que um campo com erva verde. 
Quando combinada com uma imagem infra-vermelho próxima do mesmo parque de 
estacionamento e campo, a erva iria aparecer muito mais brilhante do que o parque 
de estacionamento devido à maior reflectância do infra-vermelho próximo na erva. 
Estendendo este exemplo a outra banda, o parque de estacionamento pode emitir 
mais radiação infravermelha térmica (ser mais quente) do que a erva. Observando a 
imagem térmica a diferença entre a erva e o parque de estacionamento seria óbvia. 

1.2 M 
Wavelength (urn) 
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Anexos 

• Esta rotina foi criada em Borland C + + e permite identificar, numa lista com os centróides 
dos objectos, as áreas de treino a partir de uma imagem segmentada com as áreas de treino aí 
assinaladas. 

/******************************************************************/ 
/* id_treino.c */ 
/* */ 
/* Dada a imagem *.raw com áreas de treino e uma lista com as */ 
/* do centróide de cada objecto, identificar os objectos à área */ 
/* de treino. */ 
/* */ 
/* JANETE BORGES 2 Set 2002 */ 
/* */ 
/******************************************************************/ 

#include "stdio.h" 
#include "math.h" 
«define nl 3340 
«define np 206 
int main() 
{ 
FILE *pxymilitar, *ptreino, *pout; 
unsigned char treino [nl][np]; 
char fxout[100]="treino.txt"; 
char linha[200] ; 
int i, x[51186], y[51186]; 

/****** Abrir ficheiros ******/ 
ptreino=fopen("TTAMask.raw","rb"); 
if (ptreino==NULL) 

{printf ("\n\nErro na abertura do ficheiro TTAMask_P4.raw ");} 
pxymilitar=fopen("centros_xy.txt","r"); 
if (pxymilitar==NULL) 

{printf ("\n\nErro na abertura do ficheiro xy mlitares ");} 
pout=fopen(fxout,"w"); 
if (pout==NULL) 

{printf ("\n\nErro na abertura do ficheiro saída ");} 

/****** Ler ficheiros ******/ 
// Ler .rau 
for (i=0;i<nl;i++) 

{ 
fread(treino[i],10,np,ptreino); 
} 

/ / Ler .txt 
for (i=0;i<51186;i++) 

{ 
fgets(linha,200,pxymilitar); 
sscanf (linha, "íd\tj,d",h[i] ,&y[i]); 
} 

/****** Transformar as coordenadas militares xymlt em coordenadas xy ******/ 
for(i=0;i<51186;i++) 

i 
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{ 
x[ i ]= f loo r ( (x [ i ] -171000+l ) /15 ) ; 
y[ i ]=3340-f loor( (y[ i ] -443800+1) /15) ; 
} 

/****** Identificar os objectos que são área de treino ******/ 
for (i=0;i<51186;i++) 

{ 
f p r in t f (pout, '"/.d\t'/.d\n" , i , t r e i n o [x [ i ] ] [y [ i ] ] ) ; 
} 

/****** Fechar ficheiros ******/ 
fclose(ptreino); 
fclose(pxymilitar); 
fclose(pout); 
return(O); 
} 

As rotinas que se apresentam de seguida foram implementadas em RI.6 .1 . 

• Determinar as Componentes Principais do conjunto de treino e do conjunto de teste. 

> Comp.Princ 
function (treino,teste) 
{ 
library(mva) 
cp.treinol<-princomp(treino, cor=TRUE, scale=TRUE) 
var<-cumsum((cp.treinol$sdev)"2/sum((cp.treinol$sdev)"2)) 
vectorespp<-cp.treinol$loadings[,var<0.95] 
n.teste<-dim(teste)[1] 
n.centros<-length(cp.treinol$center) 
teste.normalizado<-(as.matrix(teste)-t(matrix(rep(cp.treinol$center,n.teste),n.centros,n.teste))) 

/t(matrix(rep(cp.treinol$scale,n.teste),n.centros,n.teste)) 
cp.teste<-teste.normalizado,/,*'/,vectorespp 
cp.treino<-cp.treinol$scores[,var<0.95] 
return(cp.treino.cp.teste) 
} 

• Determinar as Variáveis Canónicas do conjunto de treino e do conjunto de teste. 

> Var.Canónicas 
function (treino,ciasse.treino,teste) 
{ 
library(MASS) 
var.can<-lda(treino,classe.treino) 
vc.treino<-as. matrix (treino )'/,*'/, (normalizar (var .can [[4]] )) 
vc.teste<-as .matrix(teste)'/,*'/,(normalizar(var .can[[4]] )) 
return(vc.treino.vc.teste,var.can) 
} 

• Normalizar as colunas de uma matriz 

> normalizar 
function (matriz) 
{ 
n<-dim(matriz)[1] 
m<-dim(matriz)[2] 
normas<-sqrt(rowSums(t(matriz~2))) 
matriz.normalizada<-matriz/t(matrix(rep(normas,n),m,n)) 
return(matriz.normalizada) 
} 

• Gerar uma amostra aleatória 
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> amostra.aleatória 
function (n.conjt.X) 
{ 
aux<-floor(length(X)/n.conjt) 
a<-c(l:length(X)) 
ind<-rep(0,length(X)) 
for (i in c(l:(n.conjt-1))) 
{ 
ind[sample(a[a!=0] ,aux)]<-i 
a[ind!=0]<-0 
} 

return(ind) 
} 

• Normalizar uma matriz 

> normalização 
function (matriz) 
{ 
n<-dim(matriz)[1] 
m<-dim(matriz)[2] 
medias.col<-colMeans(matriz) 
matriz.centrada<-matriz-t(matrix(rep(medias.col,n),m,n)) 
normas<-sqrt(colSums(matriz.centrada~2)) 
matriz.normalizada<-t(t(matriz)-medias.col)/t(matrix(rep(normas,n),m,n)) 
return(matriz.normalizada,medias.col,normas) 
} 

• Normalizar o conjunto de teste com os parâmetros obtidos no conjunto de treino. 

> normalização.teste 
function (matriz, medias.col,normas) 
{ 
n<-dim(matriz)[1] 
m<-dim(matriz)[2] 
matriz.normalizada<-t(t(matriz)-medias.col)/t(matrix(rep(normas,n),m,n)) 
return(matriz.normalizada) 
} 

• Estimar o erro de classificação obtido com o método dos K vizinhos mais próximos (para 
diferentes valores de K) por validação cruzada. 

> variar.K 
function (obj s,classes,K,tipo.dado s) 
{ 
## 
## tipo.dados: 
## original 
## comprin 
## varcan 
## 
n<-length(K) 
erros<-rep(l,n) 
melhor.erro<-l 
melhor.k<-0 
classif<-rep(0,length(ciasses)) 
for (i in l:n) 

{ 
if (tipo.dados=="original") 

{ 
kviz<-cross.validâtion.knn(objs,ciasses,K[i]) 
print("original") 
} 

if (tipo.dados=="comprin") 
{ 
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kviz<-cross.valid.knn.cp(objs,classes,K [i]) 
print("cp") 
} 

if (tipo.dados=="varcan") 
{ 
kvizOcross .valid.knn. vc(objs ,classes,K[i] ) 
print("vc") 
} 

erros[i]<-kviz[[2]] 
if (kviz[[2]]<=melhor.erro) 

{ 
melhor.erro<-kviz[[2]] 
melhor.classif<-kviz[[l]] 
melhor.k<-K[i] 
} 

print(i) 
} 

return(melhor.k,melhor.erro.melhor.ciassif,K,erros) 
} 

• Validação Cruzada, com os dados originais, com o método dos k vizinhos mais próximos 

> cross.validation.knn 
function (objs,classes,k) 
{ 
library(class) 
n<-length(classes) 
ind<-amostra.aleatoria(10,c(l:n)) 
classif<-factor(rep((l:9),c(574,rep(l,8)))) 
for(i in 0:9) 

{ 
treino<-obj s[ind!=i,] 
teste<-obj s[ind==i,] 
treino.normalizado<-normalizacao(treino) 
treino<-treino.normalizado[[1]] 
teste<-normalizacao.teste(teste,treino.normalizado$medias.col,treino.normalizado$normas) 
classif[ind==i]<-knn(treino,teste,classes[ind!=i],k) 
} 

erro<-sum(classes!=classif)/n 
return(classif,erro) 
} 

• Validação cruzada, nas componentes principais, com o método dos k vizinhos mais próximos 

> cross.valid.knn.cp 
function (objs,classes,k) 
{ 
library(class) 
n<-length(classes) 
ind<-amostra.aleatoria(10,c(l:n)) 
classif<-factor(rep((1:9),c(574,rep(1,8)))) 
for(i in 0:9) 

{ 
treino<-objs[ind!=i,] 
teste<-objs [ind==i,] 
cp<-Comp.Princ(treino,teste) 
classif[ind==i]<-knn(cp$cp.treino,cp$cp.teste,classes[ind!=i],k) 
} 

erro<-sum(classes!=classif)/n 
return(classif,erro) 
> 

• Validação cruzada, nas variáveis canónicas, com o método dos k vizinhos mais próximos 
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> cross.valid.knn.vc 
function (objs,classes,k) 
{ 
library(class) 
n<-length(classes) 
ind<-amostra.aleatoria(10,c(l:n)) 
classif<-factor(rep((l:9),c(574,rep(l,8)))) 
for(i in 0:9) 

{ 
t r e i no<-ob j s [ i nd != i , ] 
t e s te<-ob j s [ ind==i,] 
classe.treino<-classes[ind!=i] 
vc<-Var.Canónicas(treino,classe.treino.teste) 
classif[ind==i]<-knn(vc$vc.treino,vc$vc.teste,classe.treino.k) 
} 

erro<-sum(classes!=classif)/n 
return(classif,erro) 
} 

• Estimar o erro de classificação obtido com Discriminação Logística por validação cruzada. 

> cross.valid.RegLog 
function ( o b j s , c l a s s e s , t i p o . d a d o s ) 
{ 
library(MASS) 
l i b r a r y ( n n e t ) 
## 
## t ipo .dados : 
## "o r ig ina l " 
## "comprin" 
## "varcan" 
## 
n<- length(c lasses ) 
i nd<-amos t r a . a l e a to r i a (10 , c ( l : n ) ) 
c l a s s i f < - f a c t o r ( r e p ( ( l : 9 ) , c ( 5 7 4 , r e p ( l , 8 ) ) ) ) 
f o r ( i in 0:9) 

{ 
t re ino<-obj s [ ind != i , ] 
t es te<-obj s [ ind==i , ] 
c l a s s e . t r e i n o < - c l a s s e s [ i n d ! = i ] 
i f ( t ipo .dados=="or ig ina i s" ) 

{ 
t re ino.normal izado<-normal izacao( t re ino) 
t r e ino<- t re ino .normal izado[ [1 ] ] 
t e s t e<-norma l i zacao . t e s t e ( t e s t e , t r e ino .norma l i zado$medias . co l , 

treino.normalizado$normas) 
} 

if(t ipo.dados=="comprin") 
{ 
cp<-Comp.Princ( t re ino, tes te) 
t re ino<-cp$cp . t re ino 
t e s t e< -cp$cp . t e s t e 
} 

i f ( t ipo.dados=="varcan") 
{ 
vc<-Var .Canón ica s ( t r e ino , c l a s se . t r e ino . t e s t e ) 
t r e ino<-vc$vc . t re ino 
t e s t e< -vc$vc . t e s t e 
} 

{ c i a s s i f [ i n d = = i ] < - R e g L o g ( t r e i n o , c i a s s e . t r e i n o , t e s t e ) } 
} 

e r ro<-sum(c lasses !=c lass i f ) /n 
r e t u r n ( c l a s s i f , e r r o ) 
} 

• Classificação por Discriminação Logística 
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> RegLog 
function (treino.classe.treino,teste) 
{ 
classe.prob<-factor(c(1:9)) 
classes.exist<-classe.prob[summary(classe.treino)!=0] 
nclasses.exist<-length(classes.exist) 
classe.mais.freq<-which.max(summary(classe.treino)) 
classe.prob<-classes.exist[classes.exist!=classe.mais.freq] 
nteste<-dim(teste)[1] 
classif<-rep(0,nteste) 
dados.treino<-data.frame(treino,classe.treino) 
result.multinom<-multinom(ciasse.treino".,dados.treino) 
vcoef<-result.multinom$wts[result.multinom$wts!=0] 
mcoef<-t(matrix(vcoef,(dim(treino)[2]+l),(nclasses.exist-1))) 
prob<-mcoef [,2: (dim(treino) [2] +1)]'/,*'/.t (teste) 
prob<-prob+matrix(rep(mcoef[,1].nteste),(nclasses.exist-1).nteste) 
pmax<-max(prob[,l],0) 
if(pmax==0){classif[l]<-classe.mais.freq} 
if(pmax!=0){classif[l]<-classe.prob[which.max(prob[,1])]} 
for (i in c(2:nteste)) 

{ 
pmax<-max(prob[,i],0) 
if(pmax==0){classif[i]<-classe.mais.freq} 
if(pmax!=0){classif[i]<-classe.prob[which.max(prob[,i])]} 
} 

return(classif) 
} 

• Testar diferentes valores de C em SVMs com kernel RBF: 

> variar.C 
function (obj s,classes,tipo.dados,C) 
{ 
## 
## tipo.dados: 
## originais 
## varcan 
## comprin 
## 
melhorC<-10000 
errol<-l 
m<-length(C) 
plot(C,type="n",xlim=c(l,m) ,ylim=c(0,D) 
resuit.anterior<-0 
erroC<-rep(10,m) 
for (j in l:m) 

{ 
resui t . actuaK-cross. valid. C (ob j s, classes, t ipo. dados , C [j ] ) 
l ines(c( j -1 , j ) ,c ( resul t .anter ior , resul t .ac tual [ [2]])) 
result .anterior<-result .actual[[2] ] 
erroC[j]<-result.actual[[2]] 
if(result .actual[[2]]<errol) 

{ 
erroK-resul t . actual [[2]] 
melhorC<-C[j]} 
} 

return(C.melhorC,erroC) 
} 

• Validação cruzada em SVMs com kernel RBF 

> cross.valid.C 
function (obj s,classes,tipo.dados,custo) 
{ 
library(mva) 
library(el071) 
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## tipo.dados: 
## originais 
## varcan 
## comprin 
## 
n<-dim(objs)[1] 
ind<-amostra.aleatoria(10,c(l:n)) 
classif<-factor(rep((l:9),c(574,rep(l,8)))) 
for (i in c(0:9)) 

{ 
teste<-objs[ind==i,] 
treino<-obj s[ind!=i,] 
if(tipo.dados=="originais") 
{ 
treino.normalizado<-normalizacao(treino) 
treino<-treino.normalizado[[1]] 
teste<-normalizacao.teste(teste,treino.normalizado$medias.col,treino.normalizado$normas) 
} 
classe.treino<-classes[ind!=i] 
if(tipo.dados=="comprin") 
{ 
cp<-Comp.Princ(treino,teste) 
treino<-cp$cp.treino 
teste<-cp$cp.teste 
} 
if(tipo.dados=="varcan") 
{ 
vc<-Var.Canónicas(treino,teste) 
treino<-vc$vc.treino 
teste<-vc$vc.teste 
} 

maq.svm<-svm(treino,classe.treino,kernel="radial",cost=custo) 
classif[ind==i]<-predict.svm(maq.svm,teste) 
} 

erro<-sum(classes!=classif)/n 
return(classif,erro) 
} 

• Testar diferentes valores de 7 em SVMs com kernel RBF: 

> variar.gama 
function (objs,classes,tipo.dados,c.optm.GAMA) 
{ 
melhorGAMA<-10000 
errol<-l 
m<-length(GAMA) 
erroGAMA<-rep(10,m) 
for (j in l:m) 

{ 
resul t<-cross.val id.RBFgama(objs ,classes, t ipo.dados,c .optm,GAMA[j]) 
erroGAMA[j]<-result[[2]] 
i f ( r e s u l t [ [ 2 ] ] < e r r o l ) { 
e r r o K - r e s u l t [ [2] ] 
melhorGAMA<-GAMA[j]} 
} 

return(c.optm,GAMA,melhorGAMA,erroGAMA) 
} 

• Validação cruzada em SVMs com kernel RBF, com C=c.optm 

> cross.valid.RBFgama 
function (objs,classes,tipo.dados,c.optm,gama) 
{ 
library(mva) 
library(el071) 
## tipo.dados: 
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## originais 
## varcan 
## comprin 
## 
n<-dim(objs)[1] 
ind<-amostra.aleatoria(10,c(l:n)) 
classif<-factor(rep((l:9),c(574,rep(l,8)))) 
for (i in c(0:9)) 

{ 
teste<-obj s[ind==i,] 
treino<-objs[ind!=i,] 
if(tipo.dados=="originais") 
{ 
treino.normalizado<-normalizacao(treino) 
treino<-treino.normalizado[[1]] 
teste<-normalizacao.teste(teste,treino.normalizado$medias.col,treino.normalizado$normas) 
} 
classe.treino<-classes[ind!=i] 
if(tipo.dados=="comprin") 
{ 
cp<-Comp.Princ(treino.teste) 
treino<-cp$cp.treino 
teste<-cp$cp.teste 
} 
if(tipo.dados=="varcan") 
{ 
vc<-Var.Canónicas(treino,teste) 
treino<-vc$vc.treino 
teste<-vc$vc.teste 
} 

maq.svm<-svm(treino,classe.treino,kernel="radiai",cost=c.optm,gamma=gama) 
classif[ind==i]<-predict.svm(maq.svm,teste) 
} 

erro<-sum(classes!=classif)/n 
return(classif,erro) 
} 

• Testar diferentes graus em SVMs com kernel polinomial 

> variar.grau 
function (objs,classes,tipo.dados,GRAU) 
í 
n<-dim(objs)[2] 
melhor.grau<-10000 
e r r o K - 1 
m<-length(GRAU) 
plot(GRAU,type="n",xlim=c(l,m),ylim=c(0,l)) 
result.anterior<-0 
erro.grau<-rep(10,m) 
for (j in c(l:m)) 

{ 
result.actuaK-cross . valid.pol. grau(objs, classes, tipo. dados,grau=GRAU[j] ) 
lines(c(j-l,j),c(result.anterior,result.actual[[2]])) 
result.anterior<-result.actual[[2]] 
erro.grau[j]<-result.actual[[2]] 
if(result.actual[[2]]<erro1){ 

erroK-result. actual [ [2] ] 
melhor.grau<-GRAU[j]} 

} 
return(GRAU,melhor.grau.erro.grau) 
} 

• Validação cruzada com SVMs com kernel polinomial 

> cross.valid.pol.grau 
function (objs,classes,tipo.dados,grau) 
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{ 
library(mva) 
library(el071) 
## tipo.dados: 
## originais 
## varcan 
## comprin 
## 
n<-dim(objs)[1] 
ind<-amostra.aleatória(10,c(1 :n)) 
classif<-factor(rep((1:9),c(574,rep(l,8)))) 
for (i in c(0:9)) 

•C 
teste<-obj s[ind==i,] 
treino<-obj s[ind!=i,] 
if(tipo.dados=="originais") 
{ 
treino.normalizado<-normalizacao(treino) 
treino<-treino.normalizado[[1]] 
teste<-normalizacao.teste(teste,treino.normalizado$medias.col,treino.normalizado$normas) 
} 

classe.treino<-classes[ind!=i] 
if(tipo.dados=="comprin") 
{ 
cp<-Comp.Princ(treino.teste) 
treino<-cp$cp.treino 
teste<-cp$cp.teste 
} 
if(tipo.dados=="varcan") 
{ 
vc<-Var.Canónicas(treino,teste) 
treino<-vc$vc.treino 
teste<-vc$vc.teste 
} 

maq.svm<-svm(treino,classe.treino,kernel="polynomial",degree=grau) 
classif[ind==i]<-predict.svm(maq.svm,teste) 
} 

erro<-sum(classes!=classif)/n 
return(classif,erro) 
} 

• Testar diferentes valores de C em SVMs com kernel polinomial 

> variar.C.pol 
function (objs,classes,tipo.dados,C,grau.optm) 
{ 
n<-dim(objs)[2] 
melhor.C<-10000 
errol<-l 
m<-length(C) 
plot(C,type="n",xlim=c(l,m),ylim=c(0,l)) 
resuit.anterior<-0 
erro.C<-rep(10,m) 
for (j in l:m) 
{ 

resuit .actuaK-cros s. valid. pol.C( obj s .classes, t ipo. dados, custo=C[j] , grau. optm=grau. optm) 
l ines(c( j -1 , j ) ,c( resul t .anter ior , resul t .ac tual [ [2]] ) ) 
resul t . anteriorOresult . actual [[2] ] 
erro.C [j]<-result.actual[[2]] 
if(result .actual[[2]]<errol) 
{ 

erroK-resul t . actual [ [2] ] 
melhor. C<-C[j] 
} 

} 
return(C,grau.optm,melhor.C,erro.C) 

ix 



• Validação cruzada em SVMs com kernel polinomial 

> cross.valid.pol.C 
function (objs,classes,tipo.dados,grau.optm,custo) 
{ 
library(mva) 
library(el071) 
## tipo.dados: 
## originais 
## varcan 
## comprin 
## 
n<-dim(objs)[1] 
ind<-amostra.aleatoria(10,c(l:n)) 
for (i in c(0:9)) 
{ 

teste<-X[ind==i,] 
treino<-X[ind!=i,] 
if(tipo.dados=="originais") 
{ 
treino.normalizado<-normalizacao(treino) 
treino<-treino.normalizado[[1]] 
teste<-normalizacao.teste(teste,treino.normalizado$medias.col.treino.normalizado$normas) 

} 
classe.treino<-classes[ind!=i] 
if(tipo.dados=="comprin") 
{ 
cp<-Comp.Princ(treino,teste) 
treino<-cp$cp.treino 
teste<-cp$cp.teste 
} 

if(t ipo.dados=="varcan") 
{ 
vc<-Var.Canónicas(treino,teste) 
treino<-vc$vc.treino 
teste<-vc$vc.teste 

} 
maq.svm<-svm(treino,classe.treino,kernel="polynomial", cost=custo, degree=grau.optm) 
classif[ind==i]<-predict.svm(maq.svm,teste) 
} 

erro<-sum(classes!=classif)/n 
return(ciassif,erro) 
} 

• Testar diferentes valores de 7 em SVMs com kernel polinomial 

> variar.gama.pol 
function (obj s,cias se s,t ipo.dado s,custo.optm,grau.optm,GAMA) 
{ 
n<-dim(objs)[2] 
melhor.GAMA<-10000 
e r r o K - 1 
m<-length(GAMA) 
plot(C,type="n",xlim=c(l,m),ylim=c(0,l)) 
result. anteriorOO 
erro.GAMA<-rep(10,m) 
for (j in l:m){ 

result. actuaK-cross. valid .pol. gama(obj s, classes, t ipo. dados, custo . optm=custo. optm, 
grau.optm=grau.optm,GAMA [ j]) 

lines(c(j-1,j),c(result.anterior,result.actual[[2]])) 
result.anterior<-result.actual[[2]] 
erro.GAMA[j]<-result.actual[[2]] 
if(result.actual[[2] ] <erro1) 
{ 
erroK-result. actual [ [2] ] 
melhor.GAMA<-GAMA[j] 
} 

X 



} 
return(GAMA,custo.optm,grau.optm,melhor.GAMA,erro.GAMA) 
} 

• Validação cruzada em SVMs com kernel polinomial, com C=custo.optm 

> cross.valid.pol.gama 
function (obj s,classes,tipo.dados,grau.optm,custo.optm,gama) 
{ 
library(mva) 
library(el071) 
## tipo.dados: 
## originais 
## varcan 
## comprin 
## 
n<-dim(objs)[1] 
ind<-amostra.aleatoria(10,c(l:n)) 
for (i in c(0:9)) 

{ 
teste<-X[ind==i,] 
treino<-X[ind!=i,] 
if(tipo.dados=="originais") 
{ 
treino.normalizado<-normalizacao(treino) 
treino<-treino.normalizado[[1]] 
teste<-normalizacao.teste(teste.treino.normalizado$medias.col,treino.normalizado$normas) 
} 

classe.treino<-classes [ind!=i] 
if(tipo.dados=="comprin") 
{ 
cp<-Comp.Princ(treino.teste) 
treino<-cp$cp.treino 
teste<-cp$cp.teste 
} 
if(tipo.dados=="varcan") 
{ 
vc<-Var.Canónicas(treino,teste) 
treino<-vc$vc.treino 
teste<-vc$vc.teste 
} 

maq.svm<-svm(treino,ciasse.treino,kernel="polynomial", cost=custo.optm, degree=grau.optm, 
gamma=gama) 

classif[ind==i]<-predict.svm(maq.svm,teste) 
} 

erro<-sum(classes!=classif)/n 
return(classif,erro) 
} 

xi 
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