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Resumo

Consideramos o Problema de Célculo das Variacoes (P) -

e = be(m(t),sa(t))dt,
z{a) = A, z(b) = B,

onde a funcio L(x(t),#(t)) é analitica, ndo convexa relativamente a &(t) e satisfaz a condicao
de crescimento: L(z(t), 2(2)) > ¢ (1 +|2])*9; ¢,e > 0.
Neste trabalho demonstramos condicdes suficientes para a existéncia de solu¢ao do problema

anterior.

Palavras chave: cilculo das variacoes, ndo convexidade, existéncia de solugoes.



Abstract

We consider the Problem of Calculus of Variations (P) :

b
I(x) = / L(z(t), (t)) dt,
(a) = 4, z(b) = B,

where the function L(z(t), Z(#)) is analitic, non-convex in #(t), and satisfies the growth condition:
Liz(t), 2(t)) » c(1 +|2))119; ¢,¢ > 0.

In this work we prove sufficient conditions for the existence of solution to (P).

Key words: calculus of variations, non-convexity, existence of solutions.



1 Introdugao

O problema elementar do Calculo das Variagoes é o seguinte: entre todas as fungoes absoluta-
mente continuas z(-), num dado intervalo [a,b], com z(a) = A, z(b) = B, encontrar aquela que
minimiza o integral

b
T(z()) :LL(t,a:{t),:b(t))dt.

A convexidade de L em 2(t) € crucial para a existéncia de solugao: se a assumirmos, o Teorema
de Existéncia de Tonelli garante a existéncia de solugdo. A nio convexidade de L em %(¢) impede

a existéncia de solugdo em muitos problemas de Célculo das Variagoes. Um deles é:

1
I(2()) = [D (1 - &(8)2)? + (1),
z(0) = 0,z(1) = 0,

onde I(x()) > 0, para todo z(-). Mas lim,_,e0 I(zn(+)) = 0, onde:

2 . 2% 2it1
~ & f w 2EEL k
kb kS k :
Eult] = it . z:l,...,ig k=,
S
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Logo o problema nao tem solugao.

Supondo L néo convexa em £(t) mas assumindo que

L(t, z(t),2(t)) = f(¢,2(2)) + g(¢, (1)) (1)

onde f é concava em z, Cellina e Colombo [2], mostram a existéncia de solugdo. Em problemas
de controlo dptimo (problemas de Lagrange e Bolza), sem convexidade em x, onde L tem a

forma (1), Raymond [7] prova a existéncia de solucao.

Neste trabalho demonstramos condigdes suficientes para a existéncia de solugdo do problema

de Célculo das Variagdes (P):

b
I(2()) = / L(z(t), (1)) dt,
z(a) = A, z(b) = B,

onde L(z(t),£(t)) é analitica, ndo convexa relativamente a z(t) e satisfaz a condigao de cresci-
mento: L(z(t), #(t)) > e (1 + |£))0+9; ¢, e > 0.
Para isso, vamos recorrer a um lema que pode ser obtido de Gamkrelidze [5]. Este lema

reduz o problema de Célculo das Variacdes (P) ao problema de tempo minimo (P*),



dt 1

% = Tm,uy’ <10
dy u(f)

%% = Th®),u®)

u(f) e R,

demonstrando que a existéncia de solugao de (P*) implica a existéncia de solugao de (7).

Num problema de tempo minimo,

T — inf, (2)
2(t) = f(z(t), u(?)), t € [0, T], (3)
u(t) € U c RE, (4)
z(0) = g, 2(T) = 21, (5)

onde f:IR" x IR — IR™, a trajectéria z(t) € IR™ descreve a posicio do sistema e o controlo é
a funcdo u(t) € U C R*.

O espaco das funcbes absolutamente continuas, AC([0,T],IR"), é o conjunto das funcoes
f:[a,b] = ™, que verificam: dado € > 0, existe d > 0 tal que, se {{ak,b)} k=12 C [a,0], &

uma familia de intervalos disjuntos, satisfazendo

n
> (b — ak)
kil
entao tem-se

Zlf br) — flax)] <e.

O trio (z(t),u(t), T) diz-se um processo de controlo se z(t) € AC([0,T],R"), T > 0, e verifica
as condicdes (3) e (4). Um processo de controlo diz-se admissivel se verifica (5). Um proces-
so admissivel (ﬁ(t),&(t),f’) diz-se um processo dptimo se nao existir um processo admissivel
(x(t),u(t),T) com T < T. Vamos designar por Z(-) a trajectéria dptima e por 4(-) o controlo
aptimo.

Antes de enunciar o nosso resultado principal, de forma precisa, vamos relembrar o Principio

de Mdzimo de Poniriaguin, um resultado fundamental no estudo de problemas de controlo
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optimo. O Principio de Mdzimo de Pontriaguin sera apresentado aplicado a problemas de
tempo minimo, visto ser com (P*) que vamos alcangar 0s n0ssos objectivos. Se a existéncia
de um processo 6ptimo para um problema de tempo minimo estiver garantida, o Principio de

Mdzimo de Pontriaguin permite encontrar o processo éptimo para esse problema. Seja

H(z(t),u,p(t)) = (p(t), f(z(t), u)).

Teorema 1.1 (Principio de Maximo de Pontriaguin) Suponha-se que [ :IR™ x U— IR?
e as suas derivadas parciais em ordem a x sdo continuas. Seja (&(-),a(-), T) um processo dpti-

mo no problema de tempo minimo. Entdo existe uma fungdo, nao nula, p(-) € AC([O,T],IR”)

que satisfaz:

1. o sistema conjugado,
p(t) = —(Vof (£))"p (t);

2. e o principio de mdzimo,
H(&(t),w,p(t)) < H(2(t),4(t),p(t)) = const > 0

para quase todo t € [0,T],Yu € U.
Podemos agora enunciar o resultado principal deste trabalho.
Teorema A Suponha-se que
1. A fungdo L € analitica em ordem a (y.u) e L(y,u) > c(1 + |ul} 1€, c,e > 0;
2. Se % (y,u,pp,) = 0 e (pe.py) # (0,0), entdo TH(y,u,pi,py) # 0;
3. Para todo (y,uy,uz,pt,py) € Rx R xR xR x R, com (p,py) # (0,0) e
max H (y, u, pe, py) = H(y, ur,pe, py) = H(y, u2, pi, py)
tem-se VyL(y,u1)ug # VyL(y, uz2)ur.

Entdo o problema (P) tem solugdo.

Em muitos trabalhos, onde se investiga a existéncia de solugbes em problemas de tempo
minimo, no plano, demonstra-se que a trajéctoria éptima é do tipo bang-bang. Em problemas

de tempo minimo considerando sistemas

& = f(z) + ug(z). (6)
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Sussmann (8], mostra que as trajectérias Optimas sdo concatenagoes finitas de arcos bang-bang
e arcos singulares com f, g € C e em [9], prova o andlogo, para sistemas analiticos. Este é o
elemento chave que o mesmo autor usa, em [10], na prova de existéncia de sintese regular nos
problemas de tempo minimo analiticos.

Se o numero de trocas de controlos for grande, em curtos espagos de tempo, entao per-
de-se a optimalidade das trajectérias bang-bang. Piccoli [6], prossegue o estudo de Sussmann
e classifica todos os tipos de singularidades que podem surgir, sob condigdes genéricas. Para o
mesmo problema, juntamente com Bressan [1], fornece uma classificagao genérica dos controlos
optimos.

Também no plano, sé que para problemas de Bolza, Crasta e Piccoli [3], consideram um
caso mais geral do que o estudado por Sussmann e mostram, sob certas condigoes, que as
trajectérias 6ptimas sio do tipo Bang-Bang. Como corolario, obtém resultados de existéncia
para problemas de optimizagdo, sem convexidade. Os mesmos autores, em [4], mostram a
existéncia de duas soluces do tipo Bang-Bang, que sob certas condigbes e com um numero
finito de trocas enquadram uma dada solugio z, definida em [a,b], do problema de controlo
considerado. Estes resultados nio sdo suficientes para resolver o problema que consideramos.
Portanto ¢ necessario investigar mais para resolver o problema de tempo minimo.

Este trabalho estd organizado como se segue. Os resultados preliminares, definigoes e teore-
mas, estao na seccao 2. A secgio 3 consiste na demonstragao do teorema principal (Teorema A).
Finaliza-se este trabalho com a secciio 4, onde se fazem algumas consideragoes sobre as hipéteses

do Teorema A.
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2 Resultados Preliminares

Nesta seccio, apresentamos os resultados que auxiliam a demonstragdo do resultado principal.

Iniciamos com o lema que reduz o problema de Célculo das Variagdes (P) a um problema de

tempo minimo equivalente, (P*).
Lema 2.1 (Gamkrelidze [5]) Dado:

b

fa b(z(2), u(t))dt — inf,
z(t) = u(t), t € [a,b],
z(a) = A, z(b) = B.

Suponha-se que ¢(-,-) € continua e ¢(z,u)>c> 0 para todo (z,u). Seja ((-),2(-), 5(-), 4(-), 0(-))

o processo de controlo dptimo no problema

© — inf,

at o plo)

%% = 5500y °€L0°l
& 8)(6)

p(B)
P(9(0),4(0))
Entédo exziste a fungio 0(t), a fungdo inversa de £(0) e o processo de controlo (&(-),a(-),T), onde

#(t) = §(8(t), u(t) = cj((;‘(t)), T = #(©), ¢ solugio do problema original.

>0>0, 6¢[0,0).

Consideremos o problema (P*):

© — inf,

dt 1

&) = Tiy@),uy* <
dy . ul)

6% = T0).u)’
u(f) € IR,
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O problema {P*) nio é convexo. No entanto, a cada conjunto C C IR" é possivel associar um

conjunto convexo, co C, designado por invdlucro convezo de C, que é a interseccao de todos os

conjuntos convexos de IR"™ que contém C.
Pelo teorema que se segue, todo o elemento do invélucro convexo de um conjunto de IR™

pode ser escrito como combinagio convexa de, no maximo, n+ 1 elementos do conjunto original.

Teorema 2.2 (Carathéodory) Seja A C IR". Para todo © € co A ezistem x1,...,Tm € A,

tats que m <n+1, e
m
x ZZAZ'.’L'Q',
1=1

onde \; >0,i=1,...m, e > iz, Ny = 1.

O teorema seguinte garante a existéncia de um processo éptimo no problema de tempo

minimo caso este seja convexo.

Teorema 2.3 (Existéncia para o Problema de Tempo Minimo) Dado o problema de

lempo minimo:

T — inf,
&) = fl=l)u)), e (0,7,
u(t) € Uc RF,

0 = BaB(T) = Bia

Sejam f{z,u) uma aplicagdo continua, ¢ > 0 tal que f(z,u) < (1 + |z|), U um conjunto
fechado e f(z, U) convezo e compacto para todo z € IR™. Se existe um processo admissivel,

entdao eziste wm processo éptimo para o problema de tempo minimo.

O Teorema de Fillipov pode ser considerado como uma versio do teorema da funcio implicita

sob condigoes muito fracas.

Teorema 2.4 (Fillipov) Sejam f : A x R" — IR™ wma fungio continua, onde A C R, ¢
um conjunto compacto e v : A — IR™ uma fun¢do mensurdvel. Suponhamos que U C R™ €
um conjunto fechado e que v(t) € f(t,U) para quase todo t € A. Entdo, ewiste uma fungao

mensurdvel v A — U que verifica v(t) = f(t,u(t)) em quase todos os pontos t € A.
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3 Demonstracao do Teorema Principal

Seja z = (t,y). A trajectéria de (P~) serd denotada por z(f#) = (¢(0),y(#)). Deste modo (P*)

toma a seguinte forma:

z(0) = (e, 4),
g @y= (b, 8]

Seja 2(f) = (£(6),9(8)) a trajectéria dptima do problema de tempo minimo, (P'),

© — inf,

dz 1 U
70 i U (guama om0 < 00 )

uclR
Z(O) ::(G,qu

2(0) = (b, B).

isto ¢, (P*) convexificado. Seja f(z,u) = (m, L(;*u)). E facil ver que

H(z,u,pi,py) = (p: f2,u)) = pi;;pi;'

Consideremos

Uy, pe.py) = {u € R}H{y,u,pt,py) = T H(y,q,pt,py)} ,

Como L é analitica, o conjunto U(y, p, py) contém um numero finito de pontos.

G P ot ) 2 "
A préxima proposigdo mostra uma condicao suficiente para %—u{i(y,u,pt,py) ser diferente de

ZEero.

Proposigio 3.1 Se 5% (y,u) # 0 e (pr,py) # (0,0) entdo 5K (y,u,pr,py) # 0.

Demonstracgio:

Seja H(y,u,ps, by) = p—ﬁ%‘%, entio

oH 1 oL

a‘(y: U,Ptspy) = m {pyL(y,u} — {Ps + UPy)*éa(ya U}} 3
9°H 2L
W(yau:ptapy) = (pt+ Upy)@(y,u)-

14



Como
pyL{ya U’)

oL
('Ptapy) # (010) = _a-'?;(yﬂu) o Pt+upy

tem-se
81 " , ?H
B?(y,u) # 0 que é equivalente a W(y,u,p;,py) #+ 0.

O
Portanto, pelo teorema da fungio implicita, pode-se escrever u como func@o analitica de

(yﬂp?‘.vpy)‘ 1510 éa u = U’(yaptapy)'

O conjunto U(y,pt, py) localmente ¢ uma unido finita de fungdes analiticas:

Uy, pt, py) U (Y, Pts Dy (8)

portanto se y(-), pi(*) e py(-) séo funcdes absolutamente continuas, entdo a fungao u(f) =

u(y(8), pt(8), py(#)) é absolutamente continua.

O Teorema de Ezisténcia de Tempo Minimo garante a existéncia de 2() = (£(6),9(6)),

solucio para (P'). Na trajectdria éptima 2(6) = (t(0),4(0)). 8 € [0,6:], sem perda de generali-

dade, considera-se M = 2 em (8), isto é:

U(§(8), pe(0), py(0)) = {u1(0),u2(0)},

onde p(-) = (py, py) é definida no Principio de Mdzimo de Pontriaguin.
Suponhamos que as funcdes A(-) e ug(-), k = 1,2 silo diferencidveis no intervalo [0, +oo[. Seja
Fi(z(0),0) = f(y(8),u1(0)) e Fa(2(0),0) = f(y(8),u2(0)). Pelo Teorema de Fillipov existe uma

funcao mensuravel, A(+), tal que a relagdo (7) de (P') é dada por:

F(2(6),8,(8)) = M(0) F1(2(6),0) + (1 = A(8)) F2(£(6),6), A(f) € [0,1];
F(2(0),0) = F(2(6),6, A(6)).

Pelo Principio do Mdzimo de Pontriaguin

dpy

3k} 9 —

dpy _ (MODAB) | (-2E)Da(0) A8)uy (8) D1 ( (L-X0)u2(8)Da 0

Tjﬁ(g) - (Ll(ﬂl)"’ T ) ) (9)+( Lll(e)l + L2(0)° )py(e)

em que Li(60) = L(§(6), ux(6)) e Dx(0) = VyL(9(6),ux(8)), & = 1,2.

15



Proposicédo 3.2 Seja di(0) = V. L(§(0), ux(0)), para k=1,2. Entao

La(0) — L1 (6)

%(6) = B —u(9)

L k=1, 2.
Demonstracdo: Pelo segundo item do Principio de mdzimo de Pontriaguin,

H(2(6),u1(8). p:(8), py(6)) = H(2(6), ua(6),p:(0), py(0)),

isto é,
pi(6) + py(O)ur(8)  pe(8) + py(6)ua(b)
Ly (0) a Ly(0) '
Sem perda de generalidade, seja L(8) # L=2(#). Entao,

(pe(8) + py (8)ur(8)) L2(6) = (pe(0) + py(0)ua(6)) L1 (6)
isto €,
pe(0)(L2(8) — L1(8)) = py(0)(u2(8)L1(8) — u1(8) L2(0)).

Portanto
up(0) L1 (6) — u1(0)L2(0)
L2(0) = L1(9) ) rut®)

nl0) = (

Os controlos u;(0) e uy(@) sdo méaximos da fungio H(z(0),u(f),p:(#),p,(#)), portanto,

g—i(z(ﬁ),u(e),pt(a),py(e)) =0, k=12

entao

OH . _ py(0) _ pe(6) +py(O)ua(0) _
T (2(0). (). p1(6).p,(6)) =0 & FHo AT

o

py(0)L1(6) — (pe(8) + py(8)u1(8))dr (6) _

Ly(0)*
Como L1(6)? # 0 temos

py(0) L1(0) = (pe(8) + py(8)ur(6)) d1(0).
Analogamente para o controlo ug (),

py(8) L2(0) = (pe(0) + py(B)ua()) d2(6).

Das relagdes (9), (10), (11) obtemos o resultado.

(9)

Proposicdo 3.3 Seja z(0) = z,. A ezpressio geral da trajectéria para o problema de tempo

minimo convezificado é:

0 2
2(0) =z, + f F(zy,8)ds + %VZF(Z*,O)F(Z*,O) + 0(6?)
0
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Demonstragao:

d
A velocidade de (P') é d‘;(e) F(2(0),0) e
f
dz A5 o f F(z
0
Portanto z( / F(z(s),s)ds. Logo

6
) =z*+[ F(z(s),s)ds
0
Por substitui¢do sucessiva:

g
i +/ (z* / F(z T)dr, s) ds
0

= B foe (F(z*, 5) + Vo F(ze,5) /0 Plale), idr + 0(3)) a.

2(6)

I

Pela formula de Taylor:

/‘S Fialr)rdr= [S(F(z*,O) £ ol ] = Bl e ipnts),
0 0

Portanto:

2(0) = z*+f (20, 8) + Vo F (24, 8)F(2s,0)5 + o(s))ds

0 0
= 2, +/ F(z.,8)ds +/ V. F (24, 0)F(24,0)sds +
0 0

+/09 §(V.F(z4,8) — V,F(2.,0)F(24,0) + 0(s))ds

a 92
= g, +/ F(za, 8)ds + V2P (2, 0)F (2, 0) + o(0?).
0
O
Suponhamos que 2(-) nio é a trajectéria de (P*). Entdo vamos mostrar que Z(-) nao é

trajectéria 6ptima do problema (P'). Consideremos ¢ = ((f) a trajectéria que verifica:

L0~ R0, e
< ifl_(;i = F(C(6),0), 0€lr6)],
(o) = =

17



Quando # € [0, 7], a velocidade de ¢(6) ¢ dada pela primeira equagido. A segunda equagdo é a
velocidade de ¢(8) quando 6 € [7, ).
Pela proposicio 3.2, a trajectéria ((0) é
para € [0,7],

T 2
(1) = 2+ / Fi(z0,8)ds + =V, Fi(2,0) + 0(6%),
0

para € [7,0],

) = 7)+/ Ra(C ds+-2—v Fy(ze,0)Fy(2.,0) + o(62)

T 2 0 T
= % +/ Fi(z., 8)ds + %VzFl(z*,U)Fl(z*,O) +f Fy(z +/ Fy(z4,7)dr, s)ds +
0 T 0

(0 — 7)?

T

YV, Fa(ze,0)Fa(zs,0) + 0(6?)

o4 7 2
= 2 +/ Fi(z4,8)ds +/ Fy(z.,8)ds + %—VZFl(z*,O)Fl (z.,0) +
0 T

+(8 = 7)7V . Fa(z4,0) F1 (24, 0) + £ ;T)szFz(Z*ao)Fz(z*aO) +0(6%).

Sejam F) = Fy(z,,0), Fa = Fy(2.,0), V.Fi = V,F(2.,0) e VI = V,F5(z,,0). Assim, a

trajectéria ¢(#) no instante final, 8, é a seguinte:

Proposigao 3.4 Para todo 0 < 17 < 0:

5 T f 2 " 6 — 7)2 .
C(F) = zﬁ—/ Fl(z*,s)ds+[ FQ(Z*,S)d5+%szlFl'l'(g—T)TszQFl+( 2T) V. FyFy40(6%)
0 T

Para a trajectéria (@) o instante final é 6, e para a trajectéria 2(f) o instante final é f.
Suponhamos que as trajectérias 2(8) = (£(8),5(6)) = (21(8),22(0)) e ¢(6) = (¢V(6),¢?(8))

se intersectam em 6 e 9, respectivamente, isto €,
:D(@) =T = (W) e 22(0) =¢(@). (12)

Consideremos At = T—z£1), a diferenca entre o instante final e o instante inicial, w = (6, 6,7),

um vector composto pelos instantes finais e intermédios das trajectérias 2(8) e ((0), e

_ (1-X0)  MOw(©) |, 0300w _ (g, pe
F = F(z,0) = (zoiamon + T Tamty + tatmam,) = EO.FO)

_ _ (0 A0um©) Y _ (gD 5O
Fi = Fi(2.,0) = (zf o za@atn) = B A)

18



= _ (1A 00w @) (g g2 _
Fy = Fa(z.0) = (ggpston: Tooraty ) = B2 Fr) e VeF(z,0) = VLF.
Sejam

¢o(At) = (—At, —At,0);

pr(w) = (#1(w), ¢](w), ¢1(w)), onde
$1(w) = /O ’ FU(z,,s)ds;

. ;
gbf(w):fo Fl(l){z*,s)ds+f FV(z,, s)ds;

g T 6
P (w) = [0 F@(z,, s)ds — (/0 Fl(z)(z*,s)ds+/ Fég)(z*,s)ds) :

balw) = ($h{w), #3(w), $3(w)), onde
)2
) = T (V. F )Y,
T2 - (é . .
Hw) = 5 (VR + (@ = 1)r(VFF)Y + (V. FaFp) M
d(w) = f(VzFF)‘”—(';—Q(VZFlFl)(” Lo —r)r(v.BR)2+ 8 T)Q(VZFQFQ)@) |

(AL, w) = do(At) + ¢1(w) + da{w).

Por (12), ¢(At.w) + R(w) = 0 onde R(w) satisfaz:
|R(w)| = o|w[*), |VR(w)| = o(|w]) € |V2R(w)| = o(1).
O primeiro elemento de ¢(At,w) + R(w) consiste na primeira componente de
. i §2 iy
50 4z + / P22, 8)ds + V2 F (2, 0)F(z,0) + o(6%) = 0,
0
isto ¢, usando (12),
27 w @y [ 0 7
(T, 22 () + (=, ¢ )+/ Pz, )ds + 5 V2P (z., 0)F (2.,0) + o8?) = 0.
0

O segundo elemento consiste na primeira componente de

" T é 2
_C(H) + z, —|~f Fl(z*,s)ds +[ FQ(Z*,S)dS + %szlFl +
0 T

> (9 — 7)?

(6~ )TV oy + V,FF + 0(6%) =0,
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isto é, usando (12),

. T ] 2
(T, ¢D(4)) +{z£”,z£2))+f Fylz, 8) d.s+/ Falza,s)ds + -V Fi +
0 ¥
(9—7)2
2

+{(§ — )TV, Fy + V,Fy Fy +0(6%) = 0.

Por fim, o terceiro elemento é a segunda componente da diferenca (2(0) — ¢(6)). Apés o estudo
das funcoes ¢o(Al), ¢1(w) e ¢2(w) demonstraremos que 6 < 6.

A proposicao seguinte mostra que é possivel escrever G, 6 e 7 como funcio de At.

Proposicio 3.5 Se u;(0) # u2(0), entdo a equagio ¢(At,w) + R(w) = 0 pode ser resolvida em

ordem a w: w = w(At).

Demonstragao: Consideremos u1(0) # u2(0). Emw =0e At = 0:

2 (6(8t,0) + Bw) = 2 (Ga(88) + B1(6) + dalw) = S20)
L}
F(0) 0 0
%(0) =1 o EY%) #F0)-F0)
FO0) —FP©) —(FP(0) - F2(0))

Como o determinante

Iy

st - s - (A0 L0 el el

¢ diferente de zero, o teorema da funcio implicita garante a existéncia de w = w(At). m]

Portanto, pela férmula de Taylor:

sa) = 00)+ 008t + T (802 + of(Dettat;

by = 60)+0Oar+ T (an2 +o((an?) o

7(0)
2!

r(At) = 7(0) +7'(0)At+ (AL)? + o((At)?).

Prosseguimos o estudo de B(At) e 6(At) comparando-os termo a termo. O instante inicial é
comum a ambas as trajectérias, isto é, 6(0) = #(0) = 0. Analisando o segundo termo obtém-se

a seguinte proposigao:
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Proposicao 3.6 Seja A = A(0). Entao,

dw L1(0)L2(0)

w'(0) = AL (0) = AL (0) + (1 — A)L1(0)

(1,1,)).

Demonstracao: Pelo teorema da funcao implicita,

dep do dw oo
— = — — — (w(At),At) =0
L (A0, 80) =0 & SE@W(AY), A ZZ(AN) + F (w(At), A1)
Oy Ow _ _%
& E(W(At))@(/-\t)— am(ﬂt)
% (ry = (Boan) 2
= @(At) = (8w (w(At)) 8At(At).
Em At =0,
' 0 -
S0 = - (520) 40,
isto é,
F(0) 0 0
W 1(0) 1
o AV (FPO)-FP0) || @@ | =]
w'®)(0) 0
FO(0) —FP(0) —(F*(0) - F”(0)
Resolvendo este sistema, obtemos o resultado. O

Da proposicio anterior conclui-se que 6'(0) é igual a §'(0). Portanto é necessario estudar o

terceiro termo calculando a segunda derivada do vector w. Assim,

(p(w(At), At) + R(w))" =0« (g—i(w(m),m)w’(m) + qbi)(At)) ={J.

Em w = 0e At =0 é equivalente a

2
%(0,0)[&)'(0),(3'(0)] + 2—3(0, 0)w(0) = 0,
isto é,
2
2 (61(0) + 62(0)) [(0), 0 (0)] + S (0)u(0) = 0.
Portanto
= 2
0) = - (520) (d—i—g ($1(0) + ¢2(0) [w'm),w’(on) . (13)
Determinemos
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Sejam a = (oM, o, a®) e g = (81, 32, B3 entdo:

o 2 4(0) oV Z4{0(0) ¢ (0)
[
& ¢ o8 85 32 ol2) & (2) 8% 4(2) (2)
—aw—g(O)[a’ﬁ] = ¢ () 302¢1 () o W'i)l (0) '8
B3
o2 6(0) ¥ Z5e{ (0) #1(0)
oM F(1)(0) 0 0
g
= 0 a®PEVQ) oO@EY-FN0) || 2
B3
F@(0) @ EP ) —a®E2 - 5P(0)

o) g(1) 1) ()

= | a®B@EM () +a®p® (FM — V) (0)

2030 B2 (0) — @82 ED(0) — 88 (FR) — ED)(0)

Consideremos A = A(0) , Ly = Lg(0), F*®) = F*,)(0) para k = 1,2, e F((J)) F((;c (0) para

k=1,2; 7 =1,2. Substituindo @, 8 por w'(0), a expressdo final é dada por:

YT LyLy 1 A0 ),
O 0O = (i) | Y+ E - )
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AED 1 (1= NED + AFD - B

- ( Ll )2 B 4 20 _ 0y
N+ (L-NL) | 72 b

A 4 (1= NEP + MFP - FP) - B

B ( LiLy )2
a ks [1— 2015

1 0 FY - p!
GED (= NEMY | 1 | -aa=-x] EV-FD | +4 0
0 —(B® - BY) F? - B

A proposicio que se segue, relaciona 6”(0) com §”(0). O vector v, representa o termo

(% (¢1(0) + ¢2(0)) [w'(O),w’(O)]) e w representa w".

Proposicao 3.7 Sejav = (v(l),v(m,v(‘?)), w = (wl, w® w3 e uy(0) # uz(0). Se

%%(U)w =
entao
(ug — up)(wH —w@) = (v — @) (ugLy — uyLy) + v (Ly — Ly). (14)
Demonstragao: O sistema
FO(0) 0 0
ald) »)
%%(U)w =ve| o AU F0)-FY0) w® | =1 o
w®) v(3)
FR©) -FP0) -(F?0) - 57 (0)
18t0 é,

¢

il s o5

Fél)w(z) + (Fl(l) — Fél))w(?’) =92

L F@yp) — p{Py@ — (F® — F*hw® = @
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simplificando as equagoes anteriores, temos

(1)
wit) = a)
Iw(,z) _ (F(.Z) F(?—]) (2) (F (1) F(”) (3) (F(lj F(l )F(‘]') (1)
(F UF(2) F(I)F(a)) (FU)F(z] F(I)F(Z)) (F(”F(o) F(UF(’))F(U
F@y — F2y@ — (FP = FPu® = @)

Da diferenga entre a primeira equagao e a segunda equagao, tem-se:

wit — 2 =
2 1)
oo (P P®  FED - fh® (R - BD)FEW
1 1) (2 2 1 1) (2 1952 1) 72
R (O R R AR | (RORD - AR
Usando, na equacao anterior, as notagdes previamente definidas, chegamos ao resultado. O

Proposigao 3.8 Sejov = (v, @) @) e w = (w(l),w(z),wm). Se

91
Ow

01
Ow?

(0)w +

(0)[‘”’1“}’} =0

entio w'!) = w2,

Demonstragado: E suficiente mostrar que:

%?j(ﬂ)w:vk, =1 2.3
implica w'!) = w'?) onde
1 0 Y - FY
vp=| 1| ;v2= F(l) — F‘Q(l} evy = 0
0 ~(F) - B F? - FY

Relembremos que todas as fungoes estdo aplicadas em zero. Para vy, a igualdade w; = wy €
obvia.

Para v, como

g d d ’l;'.l dg?.tg
PO _ph = L e
1 L% LZ
3 : diui dgug’l},g Ll?ll LQT:!.Q
F(?) _ F(?) e 1t]te] i _
e B A B
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pela proposicao 3.6

(EY = Y (uaLy — wLg) — (BD - B

Hdn— L) =

Lo—L ] ¥
= e 4 l(—u—1+U2)(uZL1_U1L2)_

Uo — U] L:f L%

1 Lous

Lg = L1 ul’t:ﬂ UQﬂQ Lﬂl’.
- 73 7 ) T 73

Uy — U Ll L2 Ll
Por (14), w!) = w®,

Por fim. no caso vz:

L3

(FY — FDY(upLy —uiLg) + (F — F{P)(Lg — L) =

entdo por (14), wll) = w3,

Determinando agora %q‘)g(O)[w’(O),w’(O)] temos:

8¢
=22 (0[]
(VR 0
a’(z)(VFQFQ)(l)
0 +O€3(VFQF1)(1)
—Ot3(VF2F2)(U
—a® (VFy Fp)2)
ANVFF)?) oG (TR F )
+aB®)(VF F,)@)

De novo, substituindo & e 3 por w'(0),

25

oD (VFy )Y
_9(2)(VFQF2)(1)
+a3 ((VF F)M)
—2(VF ;)M
+(V FpFy) )

_a(2)(vp2pl)(2)
+aD (VR Fy)@)
ﬁa(3){(vplpl)(2}
+2(VF,F)@
—(VFQF‘Z)(2)

)@2—Lﬂ=0



(VEF)W

(VEF)W + 2A(VRF)Y — (VEFR)W)

LiLy A (VR F)Y —2(VERR)WY + (VEF)Y)
B ()\LQ F (1 — )\)L1>

(VFF)@ -
(VFF)® 4 20 (VR F)E — (VEF,)®)
FA(VFRF)D - 2(VFERR)P + (VEF)®))

_Qj%g_‘_/\( gleu] _%ﬁ+2un;)
+A2 (—Dpp — Dy 1 Do 4 Dy )

LIL

_ LiLy 2
N (/\Lg+(1 )\)L1> (15)

D>u; Dous Dyu 2 (_Diu Douy _ Dau;
+2A( —rﬁwl)h\ (-2 +22 —zgiLj)

Dyuju Dauju 2 ( Diuwju Douju
A(~ e+ Sp) + 0 (B - i)

J4 é possivel determinar a segunda derivada de w quando At = 0. A préxima proposicao
estabelece a relacdo que existe entre as suas duas primeiras componentes, representadas por

W"(0) e w"?)(0), respectivamente. Notemos que todas as funges estao aplicadas em zero.

Proposigao 3.9 Tem-se

LiLy
(ALz + (1 = A)Ly)?

wu(l)(o) - w!!(g)(o) = )\(1 = )\)(DIUQ - DQUI)' (16)

e
Demonstragao: Sabe-se que w”(0) = — (%%(0)) % (¢1(0) + ¢2(0)) [&'(0),w'(0)]. Pela
proposigao 3.7,
w”(l)([}) _ w”(g)(O) = 3t — w(?‘),

onde w = (W™, w? w3) satisfaz

¢,
Ow

& o
uw?

{0+ (0)[w'(0),w'(0)] = 0.
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Por (14) e (15),

LiLy

AWy — @) =
W H0) =W 0) = B - AL

A(l = X}(D]_’UQ - Dg’ul).

A diferenca anterior ndo depende de \e g, k=1,2. As funcoes O(At) e G(At) nao sio
diferencidveis em geral, mas a diferenca 6(At) —B(At) é duas vezes diferencidvel e da proposi¢ao
anterior verificamos que:

LiLsy

0(A8) =080 = T T L

A(1 = A)(Diug — Dour)(At)? + o(A). (17)

A relacio (17) implica que A(6) € {0, 1} para todo 6 ponto regular da fungao A(+) uma vez que
(Dyus — Dyuy) # 0 pela terceira condigao do teorema. Portanto é sempre possivel tornar 6 < 0.

Pelo lema de Gamkrelidze chegamos ao resultado.
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4 Algumas consideragoes sobre as hip6teses do Teorema A

Até ao momento nao foi possivel encontrar um problema de Cdlculo das Variagées que verificasse

todas as condigoes do Teorema A. No entanto

L(y,u) = (14 exp(y))q(u),

onde g(u) é um polinémio de quarto grau, com dois pontos de inflexao distintos, nao verifica
as condicdes do teorema. A primeira e a terceira condicao sdo facilmente satisfeitas quando
q(u) > 0 para todo u € TR e os pontos de inflexdo tém imagens distintas. A dificuldade aparece

na verificacio da segunda condigio, onde os maximos u; e ug da fungao

_ Dt + pyu

H(y,u,pt,py) = e R

com p; # 0 e py # 0 tém de satisfazer:
9°L

i
L{y, ui) ~ u;cg—u(y,w) = 0 sempre que W(y,w) =0, k=12

Portanto é necessdrio continuar a investigar para encontrar uma funcio L que verifique as

condicoes do Teorema Principal.
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EXISTENCIA SEM CONVEXIDADE EM CALCULO DAS VARIACOES

ERRATA:
Onde se 1&: Deve-se ler:
nas pag. 6, 7, linha 5: nas pag. 6, 7, linha 5:

L{z(),2() > c(1+ |#))0*); ¢, e> 0. L{z(d), () > c(1 + [£|+9); ¢,¢ > 0.

na pag. 8, linha -3: na pag. 8, linha -3:

LS

L(z(t),2()) > c(1+|&))0*9; ¢, e > 0. L(z(t),£(8) > ¢ (1 + |2[**9); ¢,e > 0.

na pag. 10, linha -10: na pag. 10, linha -10:

L{y,u) > c(1+ [ul)0+9); ¢ e > 0. L{y,u) > ¢ (1+ |u|0*9); ¢, e > 0.
na pag. 20, linha 19: na pag. 20, linha 19:

0(At) = 6(0) + ... + o((Deltat)?). 6(At) = 0(0) + ... + o((AD)?).
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