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Capitulo I

INTRODUCAO

Nenhuma ferramenta estatistica tem tido a atengao dada a andlise de regressio nos
ultimos 25 anos. Tanto os analistas de dados priticos como os estatisticos tedricos tém
contribuido para um avango sem precedentes nesta drea de investigagdo. Muitos
volumes tém sido escritos resultando num aumento dos métodos de regressio efectivos.

O termo andlise de regressdo serve para descrever um conjunto de técnicas
estatisticas que sdo usadas para construir inferéncias sobre relagdes entre quantidades
num sistema especifico.

A metodologia analitica que foi sendo desenvolvida tornou-se prontamente
acessivel devido ao ripido desenvolvimento de software informético. Embora néo fosse
esse 0 objectivo -inicial, a andlisc de regressio ¢ agora provavelmentc o método de
anilisc de dados mais utilizado.

Em 1885 Sir Francis Galton introduziu pela primeira vez a palavra “regressio”
num estudo que demonstrava que a cstatura de uma descendéncia nio se aproxima dos
progenitores, mas sim para a estatura média de ambos. A descoberta do método de
regressdo basecado nos minimos quadrados ¢ atribuida a Carl Friedrich Gauss, que usou
o procedimento no inicio do Século XIX, embora exista alguma controvérsia no que
respeita a esta descoberta, uma vez que aparentemente Adrien Marie Legendre publicou
o0 primeiro trabalho sobre o seu uso em 1805.

No final dos anos 60 tornou-se evidente que, em muitas situacdes nio ideais, a
regressdo linear global obtida pelos minimos quadrados ndo é adequada. Como
ilustragdo deste facto, temos por exemplo o caso de relagdes nio lineares entre varidveis
€ para as quais a regressdo linear cldssica nio € eficaz. Os métodos de regressio local
conseguem, em muitas situagdes, ultrapassar este problema. Esta metodologia de
regressio pode ser sucintamente descrita pelos seguintes passos: dada uma nova
observagio para a qual se pretende fazer uma previsio da varidvel objectivo, os métodos
de regressido local comegam por pesquisar obscrvagoes da amostra de treino mais
“proximas” (isto €, mais semelhantes); em seguida, estas observagbes sdo usadas para

calcular os parimetros de um modelo de regressio local usando por exemplo o método



dos minimos quadrados; finalmente este modelo local € usado para obter uma previsio
para a observacdo de teste em causa. Inerente a este método estd o problema de
determinar qual o comprimento da. vizinhanga a usar para obter os parimetros do
modelo de regressdo local (isto €, quantos casos, de entre os mais préximos do caso de
teste, devem ser usados). Uma solugao ¢ tentar virios comprimentos de vizinhanga (por
exemplo 10, 20, 30, etc.), obter um modelo para cada comprimento e ver qual é o
melhor. Esta solugdio acarrcta custos computacionais acrescido devido d necessidade de
obter varios modelos de cada vez que se pretende uma previsido para uma observacio de
teste. Como veremos, o algoritmo recursivo dos minimos quadrados permite actualizar
um modclo lincar obtido com N casos para N + [ casos, sem a nccessidade de electuar
todos os cilculos usuais nos minimos quadrados classicos.

A presente tese estuda o problema da obtengio dc modelos de regressao linear
locais. De entre as diversas problemadticas associadas a estes modelos, este trabalho
dedica-se ao estudo do comprimento da vizinhanga “ideal” a ser utilizado para obter os
modelos lineares locais. A resolugio deste problema pode ser conseguida através de
dois passos: obtendo diferentes modelos com virios tamanhos da vizinhanca e
escolhendo em seguida um desses modelos como o “melhor” que serd usado para obler
a previsdo para o caso de teste. Estes dois passos podem ser levados a cabo de modo
eficiénte em termos computacionais gragas ao algoritmo recursivo dos minimos
quadrados ¢ a estatistica PRESS. O algoritmo recursivo dos minimos quadrados resolve
0 problema da reconstrugio do modelo linear para diferentes comprimentos de
vizinhanga, enquanto a estatistica PRESS dd a estimativa do erro leave-one-out de
validacio cruzada recorrendo a uma s6 identificacio do modelo oferecendo assim um
critério de seleccdo do comprimento de vizinhanca.

O trabalho levado a cabo nesta tesc consistiu em implementar o método de
regressdo linear local brevemente descrito acima; aplicar o software desenvolvido a
vérios conjuntos de dados e comparar o programa desenvolvido com outras possiveis
abordagens a regressdo miltipla que sejam relacionadas (concretamente os métodos de
regressdo cldssica e a regressdo linear local usando um comprimento de vizinhanga
fixo). Ndo se pretendeu nesta tese, mostrar que o método de regressdo linear local é
“superior” a qualquer outro método de regressdo. Conforme aferimos em alguns
conjuntos de dados usados, ele pode nio ser o mais adequado. Este facto, entre outros, é
referido no dltimo capitulo da tese, onde se apresentam possiveis caminhos a scguir

futuramente com a ideia de melhorar os aspectos menos positivos do método.



Esta tese estd organizada da seguinte forma: o capitulo 2 introduz a metodologia
genérica da regressao local bem como as suas principais variantes; segue-se o capitulo 3
onde ¢ abordada a questdo central da tese que € o problema da selec¢do do tamanho da
vizinhanga no contexto da regressdo linear local; no capitulo 4 descrevemos algumas
das questdes principais surgidas na implementacdo do método estudado, bem como a
sua aplicagdo ¢ comparagido com outros métodos de regressdo; finalmente o capitulo 5
apresenta as principais conclusdes deste trabalho bem como algumas possiveis

direcgbes para trabalho futuro.



Capitulo 2

A REGRESSAO LOCAL

O problema de regressio mdltipla consiste em obter a previsio do valor de uma
varidvel dependente tendo em consideracio um conjunto de observagdes de outras
varidveis independentes.

Consideremos um espago mensurdvel yx de dimensio J, um vector aleatério
X = (X, szl ) que toma valores em X eseja Y avaridvel dependente associada a
X.

O nosso objectivo € encontrar uma fungio f (x) =y,yENR, de maneira que y éo

valor real de Y, quando X toma o valor x. Em muitas situagdes priticas, devido a
erros de observagio e desconhecimento do conjunto total de factores que interferem no
comportamento de Y, ficamos impossibilitados de determinar essa mesma funcio. Dai
que somos limitados a tentar uma aproximagio de f s6 com base no conhecimento
disponivel a partir das observacbes. Para representar a funcio de predicio ou

aproximagéo utilizaremos o simbolo f, sendo esta mesma fungdo definida em y e

-

tomando valores em $R. Dado um valor x observado do vector aleatério, [ (x) ¢ a

resposta de previsdo correspondente
fix—9
x> f(x)
A fungio de predicdo ¢ aquela que minimiza o custo dos eventuais erros nas
respostas dadas. Denotamos por L(y, f (x)) o custo resultante da resposta f (x) em que

y € ovalor real de Y para o caso x. O valor esperado do custo da utilizagio da funcao

de predigio designa-se por R *( f (x)) € representa o risco na utilizacido de f (x) para

previsdo do valor de Y.

R*(F(x)= Ely, F(x).

Neste conlexto podemos considerar a regressao dos menores desvios absolutos

(LAD) para a qual R*(f (x))= EQY— f (xl) ou seja, o valor do risco € igual ao erro

)



absoluto médio. Uma outra hipotese é considerar a regressio dos menores desvios
A ) 2
quadrados (LSD) em que R* (f(x)): E([Y - f (x)] ) 0 que equivale a tomar para valor

do risco o erro quadratico médio.
2.1 REGRESSAO LINEAR GLOBAL

Num modelo de regressio lincar multipla, assume-se uma relagio entre um

conjunto de varidveis independentes, X ,(_f =1,2,....J), e uma varidvel dependente

também quantitativa, Y, com a forma da expressao

Y =By ¥ 0K+ By ¥ ¥ ﬁ,me +W, onde,
n: indice representando as observagdes das varidveis X, X,,.. X, e V(n=1,..N)

(X,",XZ”..'.X .m,}’"): n-¢sima observagio das variaveis X, X,.,...,X, ¢ ¥

Fos P ffy 0 pardmetros fixos (desconhecidos, a estimar) da relaglio lincar entre
X Xypes X, €Y
W, : erro aleatorio associado ao valor observado Y,

As hipoteses subjacentes a este modelo sdo as seguintes:
(i)  Osvalores X, siio constantes predeterminadas, sem erro;

(ii) Os erros W, sdo mutuamente independentes, tém valor esperado nulo,

n
varidncia constante, o, ¢ sdo normalmente distribuidos, isto ¢, W,—>N ((), o )

Assumindo como valor do risco os menores desvios quadrados, os parimetros

Bos By, B; do modelo considerado podem ser estimados a partir de um conjunto de

X Y”) (n=1,.,N com N>J +1) recorrendo ao

2nact gn?

observagdes na forma (X - 4

3
método dos minimos quadrados. Em notagido matricial, podemos escrever o modelo de
regressdo linear miltipla na forma Y= Xg+W onde Y é o vector objectivo de
dimensdo N (nimero de observag¢des), X ¢ a matriz de N linhas e P =.J +1 colunas, £
¢ o vector de dimensdo P =.J +1 (vector dos parimetros) ¢ W ¢ o vector de erros cuja

dimensdo ¢ igual ao nimero de observagdes:



T
b Lxy xy oo X5 | B W
W Lxy xp oo x5 | 5 W,
= .
w ] U X e Xy LB ] ]

n
Neste modelo de regressdo quer-se minimizar o critério C = ZL(y,., ﬁ,)em que

i=l
I. é a fungdo custo, y, é um valor objectivo, ¥, = y | f .sendo S o vector de
parimetros, x, um vector correspondente  a  i-Csima  observagdo  das  variaveis
independentes onde se acrescenta a constante 1 dc modo a considerar um termo
constante. No caso da estimagdo pelo método dos minimos quadrados a fungéio custo ¢

A A \2 . . . b
L(yf- s Vi ) = (y, = y,) (& 1850 Slgll[ﬁCil que vdamos minimizar

n e M

= A 22 AN ; 5 i

s E (y,. - y,) = E (y,. - x/ ﬁ) . Mais uma vez, em notagdo matricial, temos que
i=i ; i=/

minimizar a expressio (Y AX[;’)T(Y—X[;’) o que da origem as equagdes normais
(XTX),{C)’ = X"Y obtendo-se J3 =(/Y"X )_IXTY para estimador dos minimos
quadrados.

A estimativa obtida por regressio lincar global pode ser muito pobre quando se
consideram relagdes ndo  lineares. Uma alternativa consiste em aplicar uma
transformagdo ndo linear, mantendo ainda um modelo linear nos parimetros. A
regressdo polinomial P, (x) de grau m ¢ um exemplo dessa transformagdo, a qual se
costuma utilizar quando a priori se dispde de informagio sobre os dados. Outra
alternativa para resolver este problema ¢ o ajustamento lincar local. Dado um ponto g,
podemos considerar somente um conjunto de pontos vizinhos para calcular uma

cstimativa em ¢.



2.2 O Método de regressao local

A regressdo local ¢ uma extensio natural da regressio global de tal modo que
apareceu independentemente em lugares diferentes no séc XIX. Nesta altura os
conjuntos eram univariados com observagdes igualmente espagadas: tais conjuntos eram
tao simples que era possivel efectuar os calculos da regressio com papel e lapis. Grande
parte deste trabalho surgiu em estudos actuariais.

Segundo Hoem (1983) estes métodos foram usados na Dinamarca em 1829, mas
ndo foram publicados durante 50 anos. Posteriormente, Gram (1883) publicou um
trabalho a partir da sua tesec de doutoramento de 1879 sobre ajustamento polinomial
local com uma funcgio de “pesagem” uniforme ¢ com uma fungﬁoldc pesagem que tende
para zero. Muito do seu trabalho foi focado sobre o ajustamento local cibico e foram
usados coeficientes binomiais para os pesos. Igualmente Stigler (1978) refere que nos
Estados Unidos, De Forest (1873,1874) usou ajustamento polinomial local. Na Gri-
Bretanha o trabalho nesta drca comegou em 1870 quando Woolhouse publicou um
método baseado em ajustamento local quadritico. O método recebeu muita discussiio
mas foi eventualmente eclipsado por um método de Spencer (1904) que se tornou
popular devido a sua eficiéncia de cilculo ¢ bom desempenho. Um trabalho que se
tornou bastante conhecido foi o de Henderson (Estados Unidos, 1924) e da comunidade
britinica — que inclufa matemdticos tais como Whittaker (1923), que, junto com
Henderson, também inventaram os smoothing splines. Daqui resultou um
direccionamento de métodos de ajustamento local para a literatura de sérics temporais.
Por exemplo, o livto The Smoothing of Time series (Macaulay, 1931), mostra como os
métodos de ajustamento local podem ser aplicados a sérics econémicas, o qual por sua
vez teve uma influéncia substancial no que se tornaria um marco importante em
métodos de ajustamento local. Tudo comegou no U.S. Bureau of the Census (1954) em
que uma série de programas de computador foi desenvolvida para ajustamento sazonal
de séries temporais, culminando com o método X-11 (Shishkin, Young e Musgrave,
1967). O X-11 foi pouco mencionado na literatura estatistica nessa altura porque os seus
métodos eram empiricos em vez de resultarem de um modclo estatistico completamente
especificado. Contudo, o X-11 tornou-se no padrio para ajustamento de sérics

temporais econémicas e € ainda hoje bastante usado.



A visio mais moderna de ajustamento por regressdo local tem a sua origem nos
anos 50/60, com métodos kernel introduzidos no contexto da estimagido de funcoes
densidade de probabilidade (Rosenblatt, 1956; Parzen, 1962) ¢ no conlexto da regressio
(Nadaraya, 1964; Watson, 1964). Lista nova visio ampliou o ajustamento de uma [ungiio
de uma dnica varidvel independente com medidas igualmente espacadas para o
ajustamento de uma fungdo de medidas esparsas de uma ou mais varidveis
independentes.

Os métodos kernel sio um caso especial da regressio local; um método kernel
restringe-se a escolher a familia de fungOes constantes. Reconhecendo a fraqueza de
uma aproximacio local constante, a regressio local mais geral renasceu no final dos
anos 70 (Stone, 1977; Cleveland, 1979; Katkovnik, 1979). Outra limitagao deste
trabalho inicial era a suposicao de distribuigio quase Gaussiana, o que levou Brillinger
(1977) a formular uma aproximacdo geral ¢ Cleveland (1979) e Katkovnik (1979) a
desenvolverem aproximadores robustos. Mais tarde, também Tibshirani ¢ Hastic (1987)
alargaram subslanéia]mente o dominio para muitas distribuigdes tal como na regressio
logistica e desenvolveram algoritmos gerais de ajustamento. O alargamento a novos
conjuntos continua hoje (Fan ¢ Gijbels, 1994; Loader, 1995).

O trabalho sobre regressdo local continuou ao longo dos anos 80 e 90. Aqui
numerosas aproximacdes podem ser feitas: Cleveland e Devlin (1988) aplicam o
ajustamento local linear e quadritico directamente a dados multivariados. Friedman e
Stuetzle (1981) usam regressdo lincar local como basec para construir estimativas
projection pursuit. Hastie -e Tibshirani (1990) usam regressio local em modelos
aditivos. Estes métodos tém diferengas substanciais em requisitos nos dados e tipos de
superficies que podem ser modeladas com sucesso; o uso de diagndsticos graficos para
ajudar a tomar dccisoes lorna-se crucial nestes casos.

Acompanhando a corrente moderna do trabalho em regressio local estd uma nova
procura de resultados assimptéticos. Ela comecou nos artigos mais antigos (e.g.,
Rosenblatt, 1956; Stone, 1977) e cresceu em intensidade desde os anos 80 (e.g., Muller,

1987, Hardle, 1990; Fan, 1993; Ruppert e Wand, 1994).
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2.3 Principais questoes da regressao local

2.3.1 Distancia

O método de regressdo local € bastante sensivel a escolha da fungdo distdncia.
Esta funcdo é usada para aferir a distincia entre duas observagdes no espago
multidimensional definido pelas varidveis independentes do problema de regressio
miiltipla em estudo. Podemos deflinir uma fungio distincia para regressao local sem
olhar aos formalismos matematicos de uma métrica. Em seguida apresentam-se trés
maneiras diferentes de definir e utilizar fungoes distincia:

(i) Fungdo distincia global: Lscolhemos uma fungio distincia igual para todo o
espago;

(ii) Fungdo distdncia local baseada no caso de teste: Através da minimizagio do
crro de validagio cruzada ou de um critério relacionado sio determinados os parimetros
da fungiio distincia ou a sua forma para cada caso de teste. Stanfill (1987) designa esta
abordagem por métrica uniforme sendo a mesma discutida ¢ Stanfill ¢ Waltz, (1986),
Hastie e Tibshirani (1994) e Friedman (1994);

(iii)Fungdo distdncia local baseada nos casos de treino: utiliza-se uma funcio
distincia diferente para cada ponto x,, de maneira que o critério de erro se escreve na

n
forma C(q) = Z[(yi - f(x,.,[;f'))2 K(di (x,.,q))}. A funcio d,.( ) ¢ normalmente
i=1
seleccionada em simultineo com ‘as observagdes de (reino utilizadas no modelo,
partindo da minimizacdo do erro da validagio cruzada ou por cilculo directo. Stanfill
(1987) chama a esta disténcia métrica varidvel. Na drca da classificagio isto equivale a
ter uma fungao distincia que ¢ varidvel no conjunto das classes (Waltz, 1987; Aha ¢
McNulty, 1989; Aha, 1989,1990).
No trabalho presente a distdncia utilizada serd do tipo global e euclidiana, sendo

possivel encontrar outros tipos de fungio disténcia no apéndice A.

2.3.2 Vizinhanca

Uma das questoes fundamentais da regressao local é a escolha do tamanho da

vizinhanga a ser usada para obter cada modelo local. Este tamanho vai determinar quais

11



os casos da amosira de treino que viio scr usados para obter os parimetros do modclo
local que ird determinar a previsiio para o caso de teste em jogo. Como exemplo

observemos a figura:

o g g i v B i R B
.

Figura 2.1: Ajustamento lincar local com basc em 7 vizinhos

Quando considcramos um nimero de vizinhos superior a 7 para-o caso de (csle ¢,
o modelo local adequado deixa de ser o lincar.

A escolba de uma vizinhanga muito pequena faz com que a aproximagio obtida
pela regressfio local seja muito “sensivel” a pequenas flutuagdes nas obscrvagics dc
treino. Isto torna a superficic de regressdo aproximada muito pouco “suave”, tendo
portanto muitos “saltos”. Ja a escolha de uma vizinhanga demasiado larga podera trazer
um alisamento demasiado. grande o que faz com que a superficic aproximada ndo
capture algumas das caracteristicas da- fungiio de regressiio a aproximar. Isto mostra a
importéncia da escolha da vizinhanga no método de regressio local, que é 0 topico
principal que serd discutido nesta tesc.

2.3.3 Modelo local usado

Dado um conjunto de vizinhos de uma obscrvagio de teste, para a qual
pretendemos obter uma previsdo, varios tipos de modelos locais podem ser obtidos com
cstas amostras de treino. O uso de diferentes modelos vai obviamente levar a previsdes
diferentes. A utilizagdo de modelos demasiado complexos no contexto destas
vizinhangas pode levantar problemas de identificagio, pelo facto de estarmos a cstimar

demasiados parimetros para o tamanho da amostra local em questdo. Dc entre as

12



diferentes alternativas cxistentes na literatura, os modclos constantes (lipo kernel), ¢ os
modelos lineares (polinémios do primeiro grau), estido entre os mais usados. No entanto,
existem também trabalhos onde polindmios de grau mais elevado sio usados no

contexto da regressio local.

2.3.4 Relevincia das varidaveis independentes

Como referido anteriormente uma das questes cruciais na regressio local é a
procura das amostras de treino mais semelhantes a observagio de teste em andlise. Esta
procura € feita com recurso a defini¢io de uma métrica no espago multidimensional
definido pelas varidveis independentes do problema. Neste contexto, é definida uma
fungdo de distincia que vai quantificar a semelhanga entre quaisquer duas observagies.
A presenca de varidveis independentes irrelevantes para o problema de regressio cm
estudo, ou mesmo a presenca de varidveis com escalas de valores bastante diversos,
pode colocar sérios problemas aos métodos de regressio local, ao “distorcerem” a nogio
de semelhanga entre duas observagoes. No sentido de minimizar cste problema é
comum o uso de técnicas de normalizagdo para aliviar os problemas de diferencas de
escala, e também o uso de técnicas de diferenciagio do “peso” (importincia) das

varidveis no contexto do célculo da disténcia entre duas observacdes.

2.4 Alguns exemplos de regressio local

Nesta secgdo descrevemos os dois métodos de regressdo local mais usados. De

entre estes, a regressio linear local serd o objecto de estudo desta tese.

2.4.1 Regressao kernel

Neste método a ideia € usar uma fungio constante para a aproximagio local a obter para

cada caso de teste. Se escolhermos o critério de erro dos minimos quadrados,

C= z":(y,. - /;’n)z , entdo temos
i=1



oC

B,

n

- ZZ(yr' - /;)n)= 0 <

=]

ZJ’; Zﬂo =0 <«

i=1

ny = Z/}(: ot
i i

Zyr' = n[}n had
i=1

Zy‘- ()ZC i Zyl

B, =+ e _(A )2 =2n>0 o quc prova quc f, =
0

=() <

minimiza o c¢rro
n

quadritico, sendo entdo suficiente calcular a média aritmética de n valores de treino
{y,., yz,...y,,}. No entanto, convém dar mais importincia aos valores proximos do caso
de teste e desprezar aqueles que estio distantes. Existem duas formas equivalentes de
fazer isto: podemés “pesar” os dados ou o critério definido atras. Quando “pesamos” os
dados temos que definir uma distincia d( x;, g) entre o caso de teste g e o caso de treino
x;. Uma fungdo distincia que pode ser utilizada € a euclidiana. Além disso, necessitamos
de uma fungio de pesagem (também designada por fungio kernel). A funcio de
pesagem uniforme € um exemplo comum e pode ser encontrada no apéndice B além de

outras fungoes kernel.

Zy, (x..q)

ZK f’q

sendo K a funcio kernel. Resulta da dltima expressio que ﬁu ¢ dependente da

2

A média pesada correspondente a4 previsdo é neste caso f, =

localizagdo do caso de teste q. No caso cm que ponderamos o critério de erro temos

cla)= 3 [l - 4, K(alx, ).

i=1
Pretendemos saber qual é a expressao de £, que minimiza o custo C(g). Entdo

temos que

14



_‘2.9’,._0

B,

-3 - A Kl a)]= 0

i=1

> K (d(x,q) = Ak (d(x,,q)) =

i=1 i=1

ﬁZK ,,q ZYiK(d(xf"I))@

i=l

Z":y,.K(d(x,.,q)) 92C

Bn = =l = ZZK X,,q )> 0 porque a fungdo kernel é

ZK x,,q ‘ "(ﬁn) o

i=1

ndo negativa e isto significa que a estimativa obtida quando se pesam os dados
directamente ¢ a mesma que se obtém pesando o critério de crro.

Uma metodologia bastante conhecida que pode ser vista como um caso particular
da regressio kernel ¢ o modelo dos k vizinhos mais préximos. Este método corresponde
a um modelo kéfjnel no qual escolhemos uma fungido de pesagem uniforme e uma

vizinhanga definida como a distincia ao k-¢simo vizinho mais proximo.

2.4.2 Regressao linear local

Na regressdo linear local em vez de usarmos uma aproximacio local constante,
como na regressio kernel, vamos obter um modelo lincar com a vizinhanga de cada
caso de teste. O ajustamento € feito tal como na regressio kernel, usando uma fungio
de pesagem. Além disso, podemos também pesar os dados directamente ou pesar o
critério de erro. As duas formas sio cquivalentcs nos modelos lineares locais. Se

p
pesarmos o critério, temos C(g) = Z[(yi % B )2 K(d (x,.,q))}.
i=1

Por outro lado, quando pesamos os dados, consideramos uma matriz W cujos

elementos diagonais sio W, =w, = /K idix,.,q” sendo os restantes elementos nulos.

it
Em notagio matricial temos que Z = WX ¢ v = Wy em que X é a matriz de dados ¢ y
€ o vector objectivo. Isto dd origem a novas varidveis no modelo de regressio ¢

analogamente ao modelo de regressdo linear global, usando o critério dos minimos

15



quadrados  podemos escrever(Z *B )/)’ =Z've f= (Z 'z )"12 "v. O estimador

s A -1
resultante para o caso de teste g é $ = g” (Z 'z ) Z .
A regressio linear local nfio apresenta grandes diferengas em relagio a regressio
kernel quando se consideram conjuntos de dados regularmente distribuidos. No entanto,

a regressao kernel tem muitas desvantagens quando a distribuigio dos dados ¢ irregular.
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Capitulo 3

A SELECCAO DO TAMANHO DA VIZINHANCA

Um problema importante que se levanta com os métodos de regressdo local é o de
saber qual o tamanho da vizinhanga a considerar no modelo a obter para cada caso de
teste. Se tomamos uma vizinhanga demasiado grande para um caso particular de teste
podemos afastar-nos da regido em que a distribuigio das observagdes é adequada ao
modelo em questdo. Isto pode distorcer a nossa previsio pelo facto de incluirmos
observagdes que ndo deveriam ser utilizadas na construciio da estimativa.

Temos vdrias formas de escolher o tamanho A da vizinhanga (Scott, 1992;
Cleveland e Loader, 1994c):

I) Vizinhanga de tamanho fixo para a qual o valor de 4 ¢é constante (Fan ¢

d\x,,
Marron, 1993) e a fungdo kernel se pode escrever como K [M)

h

IT) Sclccg{m"com basc no vizinho mais préximo em que se toma como valor de /i
a distéincia a k-ésima observagio (Stone, 1977; Cleveland, 1979; Farmer ¢ Sidorowich,
1988a,b; Townshend, 1992; Hastie ¢ Loader, 1993; Fan e Gijbels, 1994; Ge et al., 1994;
Naes et al., 1990; Nacs ¢ Isakson, 1992; Wang et al., 1994; Cleveland e Loader, 1994b).
O tamanho da vizinhanga vai variar em fungio da concentraciio de vizinhos do caso de
teste; |

1) Sclecgio feita globulmcnlc, ou scja, i ¢ escolhido tendo em conta o crro
minimo de validagio cruzada feita no conjunto total de dados;

V) Selecgio feita localmente para cada caso de teste, que equivale a determinar o
valor de A por minimizacio do erro de validagio cruzada ou critério semelhante,
relativamente a cada caso de teste. (Vapnik, 1992)

V) Selecgio feita localmente para cada caso de treino: o tamanho da vizinhanga
depende de cada observagio do conjunto de treino. O critério de erro resultante ¢

C(q) = Zn:[(yl - f(xi,[;’))zK(@ﬂ. Os valores de /; sio obtidos por minimizagéio
i=1 i

do erro de validagdo cruzada ou por cilculo directo. Estes valores sio guardados

inicialmente com o conjunto de treino.
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Segundo Fan e Marron (1994b), quando consideramos uma vizinhanga de
tamanho fixo, estamos limitados nas aplicagdes embora esta seja de ficil interpretacio.
Cleveland e Loader (1994a) consideram a selec¢io com base no vizinho mais proximo
mais adequada do que aquela que € fixa. Quando usamos uma vizinhanga de tamanho
fixo associada com uma fungio kernel que tende para zero numa distincia finita esta
tem o inconveniente de poder originar grande variincia para zonas de dados esparsos.
Esta situacdo tende a agravar-se quando a dimensio dos dados aumenta. Além disso, em
certos casos ndo dispomos de observagdes na regido limitada pelo tamanho de
vizinhanga fixo, sendo a estimativa obtida indefinida (Cleveland ¢ Loader, 1994b). Fan
¢ Marron (1994b) argumentam sobre a vantagem em usar vizinhangas locais varidveis.
Elas sdo flexiveis em relacdo & distribuicio dos dados, condigdes de
heteroscedasticidade e suavidade da funcio que se quer estimar. Fan e Gijbels (1992)
preferem a escolha da vizinhanga local para cada caso de teste pois assim se conseguem
acomodar variagdes rapidas ou assimétricas nos dados.

Na descrigdo que se scgue vamos considerar um tipo de vizinhanga no contexto da
regressio linear I(Scal que serd escolhida para cada caso de teste usando como critério a

minimizagio do erro leave-one-out de validagiio cruzada.

3.1. Minimos quadrados recursivos

A selecgdo da vizinhaﬁga feita para cada caso de teste implica o célculo sucessivo
de estimativas. Na regressdo linear local o excesso de computagio resultante deste
método pode ser evitado com o algoritmo dos minimos quadrados recursivos. Este
permite a actualizagio da cstimativa dos parimetros do modelo lincar obtida com N
vizinhos para N+ vizinhos de uma maneira eficiente, isto €, sem que seja necessario
recorrer a0 método usual da resolugio das equagdes normais.

Vamos supor que para um determinado caso de teste ¢ os vizinhos x, estio
ordenados de acordo com a distincia d (x,.,q). Suponhamos ainda que dispomos de uma
fungo kernel e que pretendemos considerar um comprimento de vizinhanga, limitado

por N, (valor mdximo) e N, (valor minimo). Denotemos por Py © vector de



; " : 5 Y , ,
pardmetros obtido com N vizinhos ¢ por V,, a matriz (X’ X) tamb¢ém rclativa a N
vizinhos.
Na suposicdo de uma funcdo kernel uniforme podemos resumidamente apresentar

o algoritmo recursivo dos minimos quadrados com o seguinte sistema:

.
(V Vi XovanXw-nY

v =V

L xl{.;\’+1)V(N)x(N+I)
Ymany = V(N+1)x(N+1)
€= Ynu) ~ Xwa)Bov)

| By = By + ¥ i€

onde xy,) € a N + 1-ésima linha da matriz X e x{TNH) a linha transposta

correspondente.
Antes de justificar as equacdes anteriores, ¢ necessdrio enunciar o seguinte

resultado:
Lemma 1 ('6rmula de Inversdo Matricial)

-Consideremos quatro matrizes Iy G, H e K ¢ a matriz (I' + GHK). Suponhamos
que as inversas das matrizes F, G e (F+GHK) existem.
Entao |
(F+GHK)" = F7' - FG(H + KFG) "' KF-
Consideremos agora o caso em que F é uma matriz quadrada, ndao singular de
ordem n, G = z onde z é um vector de dimensdo n, K =2" ¢ H= I. Entdo, a formula
anterior simplifica-se, ficando:

(F+zzT )L1 -F ———“(F_1zfrli._l)
1+z' F 2z

onde o denominador do lado direito da equacdo é um escalar.

Demonstragdo:
- 4 \F'zz2"F o E
Multiplicando F + zz" por F™ - —(—#ﬁ-r—_!) a direita temos
1+z F~ 'z
( . Y . (l""'zz"ll" "') 2z posa 28 Fhagt g
F+zz I —ﬁ-—_l—"— =1——T-—T+ZZ I o p— =
2 ¥ 1+z ' F z 1+z2' F~z
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j o = o T g T (O, NS, Tops=l__T g1
I(I+zT."' 'z)—-zzTI' RN L (L TP Al [ S D 4l ©

1+z"F'z

_ I(1+ zTF“lz)+ 2Z'F 2 F 22" F 2" F ~

1+2'F 'z

_2"F)
1+ F

Do mesmo modo fazendo a multiplicacdo a esquerda obtém-se

F—l T {-—l 5 F—-—-I T . F-—I T‘,'JAI T
F _—,..( zz' r ) (F + 2z’ )=1_——Tzz ] +F'zz' o S 7 _Izz =
1+z"F'z 1+2"F 2 1+2"F'2

M4 2T F )P B e P T F o P R

1+z' 1"z

I(1+ zTF",z)+ Flzz"z2'F 2 F2z";"F 2 ~

142"z

N I(I + zTI;“"'“-.lz)

142! e

=1, 0 que completa a demonstracio

A 2 ” . 2 o= T -1 T -
O vector de pardmetros S, tem a forma 5, = (X X ¢ N)) X )Yy - Dispondo
de uma nova observagio (vam Ynu)» pode derivar-se By .y por actualizagio de By,

partindo das N +1 observagdes. E esta a solugio dos minimos quadrados recursivos
(Goodwin & Sin, 1984; Ljung, 1978). Quando adicionamos uma nova observacio

(xNH,yNH) a0 conjunto de dados, a matriz X tem uma nova linha, o vector y uma nova

componente ¢ podemos escrever

7 -1 T
N+l
Xnw Xl Xya Y

Fazendo

S =( (];V)X(N)) 32

lemos
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T
S(~+1) (X(N+1) (N’+1))=

[Xr r 1% ||
(NN =
N+l
T
(X(N)X(N) +x(~+1)x(1v+1)) 33
Por
X i y
W 3.4
X(N)y(N) " xN+1yN+1
Xy Yau
[J
(N)ﬁ(N) . X(N)y(N) 3.5
temos
T
X y 5
(V) (N) A T T
- S(N)ﬂ(N) T Yn = (S(N+I) xN R )ﬁ(N) +XyaYaa
X4 Y

Tendo em conta as igualdades 3.1, 3.2, 3.3, 3.4 e 3.5 podemos escrever
A -1 T T a1 . A T
ﬂ(,\m) = S(NI-!-I) (X(N)y(N) T X Yan )= ‘S(NH)(‘S(N)[;(N) +XyaYna )=
vl ' T ) r
= b(N+I)l('5N*I Xy XN )ﬂ(N) tXnaYnn J=
= ﬂ(N) i (N+|)x~+1x~+|ﬂw) + S(N+I) ~+:y~+| =
b ﬁ(N) + S(N+])xN+I(yN+] xN+1l8(N)J
0 que conduz a seguinte formulacgio recursiva:
\ 4 T
'S(N+I) =Sy + Xna¥na
<
J Yivay = S(N+1)xN+!
€= Yy~ Xyabw

klﬁ‘(.«.’n) o p’(w) +Vven€

Conseguimos destc modo escrever  f3,,, cm fungio de By ¢ da nova
observagao (xN”, y,m). Sendo a inversdo da matriz S, uma operagio custosa
computacionalmente podemos utilizar o lema dado anteriormente para solucionar este

~1 ¥ . ~
problema. Designando S, = ( g (N)) por V, e através do lema de inversio

matricial obtemos

A
V(N+l) =V(N) V(N) (N+1}(1+x(N+I)V(N)x(N+I)) x(N+1)V(N) =
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T
VXXV

=V -

(M) T

1+ Xin o)V ey X(w+1)
(¥
T

(V " Vi XX aYo

(N+D) T TNy T T

1% xN.IV(N)x{N.r)

Ywany = V(N+1)x(N+t)

€=V¥nu— xN+1ﬂ(~)

| /”(Nn) = /)’(N) YV wan€

Fixado um valor inicial N =N, podemos calcular rccursivamenic cstimativas

para valores sucessivos de N, s6 com base nas Gltimas equagoes.

Tendo varios modelos obtidos recursivamente para diferentes tamanhos de
vizinhanga, poe-se a questdo de determinar qual deles vamos usar. O critério que vamos
usar nesta tese tem como base as estimativas de erro leave-one-out de validagio

cruzada.
3.2. A estatistica PRESS

Consideremos um conjunto de N dados para o qual deixamos de lado a primeira
observacdo e usamos as restantes N —1 observagdes para estimar o valor da varidvel
objectivo nessa mesma observagio. Num segundo passo, deixamos de lado a segunda
observagdo e usamos as restantes N -1 observagdes para estimar o valor da varidvel
objectivo correspondente a segunda observaciio. Procedendo deste modo, para o i-ésimo
passo, deixamos de lado a i-ésima obscrvagio e usamos as restantes N —1 observagoes
para estimagdo do valor da varidvel objectivo nessa mesma observagio posta de lado.
Obtemos assim, para i =1,..., N um conjunto de N erros de previsdo ou residuos leave-
one-out y, -y~ = e, ;- Bstes residuos sdo crros de previsio com §~independente de
Y;- Entio, destc modo, a obscrvagio y, ndo foi usada simultancamentc para
ajustamento e previsdo, sendo este o verdadeiro teste de validagio cruzada.

A previsio $7' ¢ a fungio de regressio calculada em x = x|, mas onde y, foi

posto de lado e ndo foi utilizado para obter os cocficientes. Temos ' =x' " onde

B~ € o vector dos coeficientes calculado sem o uso da i-ésima observacio. Para cada
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conjunto dos pontos vizinhos de um caso de teste utilizado vamos ter N residuos leave-
one-out associados. Estes residuos sao importantes na medida em que se tem
informacio na forma de N validagbes para as quais a amostra de ajustamento tem
dimensido N — I em cada caso. Eles d3o medidas separadas da estabilidade da regressio
e podem ajudar o analista a isolar os dados ou observacdes que tém uma grande
influéncia no resultado da regressao. Contudo, ¢ computacionalmente pesado obter os
residuos leave-one-out pois isso implica a construg¢do de N modelos para cada caso de
teste. Existe um procedimento estatistico para os modelos lineares que permite calcular
a estimativa de crro leave-one-out de validagio cruzada de uma forma vantajosa. Trata-
sc da estatistica PRESS (Allen, 1974). Com a cstatistica PRESS podem calcular-sc os
erros leave-one-out evitando a validagdo cruzada lenta para a qual o procedimento
leave-one-out € repetido N vezes. Esta estalistica consiste nos scguintes passuﬁ:

1. Paralelamente ao cdlculo do vector de parimetros /;’ obtemos a matriz
H = X(XTX)HIXT. Esta matriz ¢ simétrica, idempotente e permite calcular as
estimativas de"i_ regressio  y a partir  dos valores y de ftreino:
=Xg=x(x"X)'X"y=Hy.

Portanto, podemos escrever 0 vector de residuos como
e=y—j)=y—X,3=y-X(XTX)4XTy=[I—-H1y

e a soma dos quadrados dos residuos como
ele=y'[I-Hfy= yT[I—Hly =y Py uma vez que 7 - H é também simétrica e
idempotente ¢ em que P € designada por matriz projecgio.

2. Em seguida, determinamos o vector € de residuos para o qual o i-ésimo termo

2 T 5
Ce=y-xp.

]

X X e;
3. Finalmente calculamos o residuo leave-one-out e, =ﬁ sendo H, o

i-ésimo termo diagonal da matriz H.
A matriz H tem duas propriedades importantes:

I - tr(H) = p, 0 nimero de parimetros do modclo;

1
IT — Para um modelo com um termo constante N =H, =1.
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R
A propriedade [/ implica que ZM

i=1

= p, um resultado que indica que

independentemente de o?, a varidncia da previsdo, somada sobre todos os pontos,

iguala o nimero de parimetros do modelo.

Var(3(x,)

o’

. b 1 :
A propriedade IT implica que ¥ < <1, 0 que sugere que a precisiao na

previsdo num ponto ndo € pior que a varidncia do erro numa observagio, isto €,
Var(3(x,)) < 0*.

Uma observagiao muito interessante deve ser feita. A quantidade de I, € claro, a
diagonal da matriz H e, independentemente de o, representa a varidncia da previsio.
Os pontos cuja previsio € pobre (H; préximo de 1) sao aqueles em que o residuos
leave-one-out ¢ um exagero do residuo ordindrio.

Em seguida vamos descrever como se pode deduzir a férmula da estatistica
PRESS. Cilculos matriciais mostram que X'"X -xx] =X".X_, onde X'x_ ¢
obtida por eIiminSgﬁo da j-ésima linha da matriz X" X .

Usando o lema de inversio matricial temos:

. y N\ Loxrx ) xTx)!
(XLX_,-)1=(XTX—xjx})]=(XTX)I+( )1’?2{( )

Ji

e
B = (X-TJ'X—;' )“IXTJY—;‘ =

(X"'X)_Ixjx']'.' (X.‘"X)J . onde y_; ¢ obtido por climinagio
N
s Hjj J 1

= (XTX)J +

da j-ésima observacao do vector y.

Tendo em conta a dltima igualdade podemos escrever:

‘ 5 =
-y, __x;r (XTX)—I 5 (XTX) ]x;x;r(XTX) Xf,-y,,- _
]—Hﬂ.

=y;—%; (XT.X)_IXLY—;' B ()1(3:)1 Xoies -

I
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(1“Hf;' )}’; -X; (XTX)JXT;)’-,- +Hx; (X' X)' Xy, _Hﬂ'x?(XTX)_]X:’y# =

U4

1_ij'

(-H, )y, - XTy
1-H,

ot b2 (750
1-H,

-H )y - xT) X Ty (XX )y, _

1_HJ1‘

(1_Hij)yf -y, +Hyy;
1-H

ii

1-H
onde X'y  +x,y, =X" exT(XTX)qXT =y
_,-y_,- jyj_ y j y"y,'-
O sistema de equagdes de minimos quadrados recursivos actualiza a matriz V,, ¢
o vector By, que tornam possivel, pela formulagio anterior, o célculo de erros de
validacdo cruzada leave-one-out evitando a identificagio de um novo modelo. Sendo
™ (N) = {ej."” (N )} com j=1..,N, o vector que contém todos os erros leave-one-out

associados ao modclo identificado com N vizinhos, o erro quadratico médio dc

(e (w)f

¥ = P j=I
validagio cruzada € igual a -

Assim, munidos desta estimativa de erro de um modelo, poderemos usar como
critério de escolha da vizinhanga o valor minimo do erro quadratico médio de validagio
cruzada. Esta avaliagio ¢ feita no conjunto limitado das vizinhangas consideradas para

cada caso de teste.
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Em resumo, o uso dos minimos quadrados recursivos em conjunto com a
estatistica PRESS permitem-nos escolher de forma computacionalmente eficiente, qual
o tamanho de vizinhanca “ideal” para construir um modelo linear local, que melhor se

adeque a cada caso de teste.

26



Capitulo 4

APLICACAO

4.1 Descricao do método implementado

Nesta secgido iremos descrever o método de regressdo linear local implementado
no contexto da tese, ¢ que foi posteriormente avaliado num conjunto de dominios de
regressao. De entre as vérias alternativas existentes no contexto da regressao local, que
foram mencionadas anteriormente, foi necessario fazer algumas escolhas. O método
implementado tem as seguintes caracleristicas principais:

— Os conjuntos de dados aos quais ¢ aplicado sdo multidimensionais e com
observagoes desigdalmente espagadas no dominio

—  Nao é conhecida a priori informagao extra sobre a fungio que se quer prever

— A funcio distdncia usada ¢é a cuclidiana e a fungao kernel é a uniforme

— Asvaridncias dos erros sao heterogéneas (condigio de heteroscedasticidade)

Este método foi implementado num programa escrito na linguagem C no ambiente
Linux. A sintaxe do comando que permite executar este programa é a seguinte:

Ir<Nome do conjunto de dados><Limite inferior de vizinhos><Limite superior de
vizinhos>

Para que os pardmetros dos modelos lineares locais possam ser estimados com
alguma fiabilidade o segundo argumento do comando anterior deve ser superior ou
igual aJ + I em que J é o nimero de varidveis de regressio para o conjunto de dados
que ¢ utilizado.

O algoritmo recursivo dos minimos quadrados, descrito anteriormente, parte de
um valor inicial dos parimetros do modelo. Assim, um dos problemas que inicialmente
se colocou foi a inicializagdo do vector de parametros. Esta inicializagio foi conseguida
obtendo um modelo linear com o ndmero inicial de vizinhos a ser tentado. Para obter

um modelo lincar com N casos temos que resolver as  cquagdes normais,
A _ T o RO, w - : e - .
By = (X X ¢ N)) X ()Y (ny- A tesolucio destas equagbes obriga a inversio da matriz

T . - . . .
X X vy © que pode levantar problemas em situages de singularidade desta matriz.
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No entanto, usando a metodologia da decomposi¢ao em valores singulares (SVD)
(ver por exemplo Press et al., 1992) podemos ultrapassar estas situagdes. O método de

decomposicao em valores singulares ¢ bascado no seguinte teorema da Algebra Linear:

Teorema 4.1 Qualquer matriz A

nn)CUjO niimero de linhas m é maior ou igual
que o seu numero de colunas n, pode ser escrita como o produto de uma matriz

ortogonal U\,,,;, uma matriz diagonal W,  com elementos nulos ou positivos (os

valores singulares) e a transporta de uma matriz ortogonal Vi

A=UWV emque U U =V"V =1

Se a matriz A ¢ quadrada de dimensao n, por cxemplo, entio U, V e W sao
matrizes quadradas com a mesma dimensao. As suas inversas sdo faceis de calcular: U e
V sdo ortogonais, € portanto as suas inversas sdo iguais as transpostas correspondentes;

W € diagonal e a sua inversa € igual & matriz diagonal cujos elementos diagonais sdo os

. : . . ; r ; 1
inversos dos elementos diagonais de W. Entao segue-se que A~ =V | diag| — | |U"
. .
I

O fnico problema que pode surgir com esta construgdo € quando algum w; ¢é
nulo ou bastante préximo de zero. A condi¢io de uma matriz é definida como a razio de
grandeza entre 0 maior e 0 menor valor dos w;. s. Uma matriz € singular se esta razio é
infinita ¢ é quase singular sc csla razio L muito grande, isto ¢, proxima da precisao de
virgula flutuante da maquina. A melhor solugfo pritica para este problema com esta

técnica € substituir o inverso de w; por zero quando w; ¢ muito préximo de zero.

Nesta tese usamos a rotina apresentada no livio Numerical Recipes in C (Press et
al.,, 1992), que permite obter um modelo linear sem a exigéncia de nao singularidade
mencionada acima.

O algoritmo que serviu como base para a implementagio do programa descrito é o
seguinte:

i=1;

Enquanto (i < Numero de casos de teste){

Calcular a distincia do i-¢simo caso de teste a cada caso de treino;

Ordenar o conjunto de treino de acordo com as distincias anteriores;

H

m = nimero inicial de vizinhos;
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Efecluar a regressdo com basc nos m primeiros casos do conjunto ordenado
anterior, de modo a obter a inicializagdo do vector de parimetros;

Calcular o erro leave-one-out correspondente e guardi-lo em memoria;

M = niimero maximo de vizinhos;

m=m+1;

SE=0; .

Enquanto (m<=M){

Efectuar a regressio com base nos m primeiros casos do conjunto ordenado
anterior, usando as férmulas do algoritmo recursivo dos minimos quadrados;

Calcular o erro leave-one-out correspondente e guardd-lo em memdria;

Calcular e guardar em memoéria o erro quadritico médio de validagdo cruzada
leave-one-out correspondente a regressiao no i-ésimo caso de teste com base em m casos
de treino;

m=m+1;

}

Seleccionar o valor MIN de vizinhos que minimiza o erro quadritico médio de
validagdo cruzada leave-one-out para o i-ésimo caso de leste;

Usar 0 modelo correspondente a MIN vizinhos para obter a previsio para o i-
ésimo caso de teste;

Calcular e guardar em meméria o erro quadratico para o i-ésimo caso de teste com
base em MIN casos de treino e incrementar a variavel SE;

}

Calcular o erro quadrético médio MSE para o conjunto total de validagfo;

.

4.2 Metodologia experimental

Com o objectivo de avaliar o desempenho do método foram utilizados diferentes
conjuntos de treino e correspondentes conjuntos de teste. Fixado o conjunto de teste e
com 0 mesmo conjunto de treino as previsdes obtidas por dois métodos diferentes foram

comparadas através de um teste de amostras emparelhadas. Para cada observacio

<xl.,y[.) do conjunto de validagao {(z\(,.,Y,.>}‘,_ff= calcularam-se EQ, = (Y: - f,‘ (X,. ))2 e

{
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IQ, = (Yj - jA',,(X,))2 onde j',\ ()(,.) ¢ '/A',,,(,\’,) representam, respectivamenle, a resposta
obtida no elemento X,.. pelo mélodo A ¢ B.

Em scguida calcularam-sc os valores das varidveis 0, = 1:Q, - IQ, , oblendo a
realizagio {d,,,,’ }f_" dﬁ amosltra {Dm,ﬁ }": da varigvel D, = I5Q, - I2Q,

Testou-se cnlao H;, Sl =0 contra Iy, =0

Pclo tcorema do limite central a varidvel D, scgue aproximadamentc uma lci

t
|
’

normal de média ge,,,, ¢ variincia N_””"‘".

Sob a hipdtese 1, ¢ porque a amostra ¢ grande podemos assumir que

Nt
scgue aproximadamenic uma lei normal ¢ reduzida.
Rejeitamos Ay para um nivel de signilicancia a sc

d/\ i >
1 Zq

W Iv“dll

onde z,, ¢ lal que P(Z <2z ) =[- 5
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4.3 Descri¢ao dos conjuntos de dados

Na tabela abaixo estdo os conjuntos de dados e as suas principais caracteristicas:

Conjunto de dados | Varidveis |Dimensio de treino Dimensao de teste
P_abalone 8 3133 1044

Housing 14 300 206

Stock 10 600 350

Gate Il 300 150

D2a 3 1000 500

1 15 oo |sss

Tabela 3.1: Descrigio dos conjuntos de dados )
Abalone € 0 nome comum para certos moluscos marinhos encontrados em rochas de
mares quenics. Pode prever-se a idade do abalone a partir de medigoes fisicas. A idade
do abalone é determinada, cortando a concha através do cone e contando o nimero de
anéis através de ‘l_u'n microscépio — uma tarefa aborrecida e demorada. No conjunto de
dados P_abalone sio usadas outras medigdes que sdo mais ficeis de obter, com o
objectivo de obter um modelo de regressao que possa ser usado para prever a idade dos
abalones. Informagdo adicional tal como os padroes de clima e localizagao
(disponibilidade de alimentos) sdo necessdrios para resolver o problema.
Os dados resultaram de um cstudo original (Warwick Nash & al., 94). Sio dados
atributos nome e tipo, unidade de medida e uma breve descrigio. A varidvel nominal
correspondente ao sexo foi ignorada dado que na regressdo linear s6 fazem sentido

varidveis continuas. O nimero de anéis ¢ o valor objectivo a prever.

Nome Tipo Medida |Descricio

Comprimento | Continuo |mm Comprimento méaximo da concha
Didmetro Continuo | mm Diametro da concha

Height Continuo |[mm Altura do abalone incluindo a concha
Whole Continuo |gr Peso do abalone incluindo a concha
Shucked Continuo |gr Peso do abalone sem concha

Viscera Continuo  |gr Peso da tripa apds sangramento
Concha Continuo | gr Peso da concha depois de seca

Anéis Continuo + 1,5 da-nos a idade do abalone

Tabcla 3.2: Varidveis do primeiro conjunto de dados
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O conjunto de dados housing tem como origem o trabalho de Harrison ¢ Rubinfeld
(1978). Estes autores descreveram um problema de regressio em que se tenta prever o
valor monetério das casas em Boston com base numa série de outras varidveis relativas
a cada casa. O seu objectivo era o de entender se a poluigio devido a concentragio de
6xido de nitrogénio tinha algum efeito nestes valores. Com esse objectivo eles
recolheram informacao respeitante a 506 tipos de casas em diferentes dreas.

As variaveis medidas foram:

MYV (varidvel objectivo): valor médio das casas em milhares de délares

CRIM: indice de criminalidade

ZN: pereentagem de drca reservada para lotcamentos

INDUS: percentagem de actividade econdmica nao retalhista

CHAS: 1 se perto do rio Charles, 0 em caso contririo

NOX: concentragio de 6xido de nitrogénio (NOX) em pphm

RM :numero médio de quartos

AGE: percentagem de casas anteriores a 1940

DIS: distancia pesada aos principais centros de emprego

RAD: acessibilidade as vias de cintura da cidade

TAX: imposto municipal da irca

P/T: racio aluno/professor

B: percentagem de populagio negra

LSTAT: percentagém de populagdo de extracto social mais baixo

Tabela 3.3: Varidveis do segundo conjunto de dados

Quanto ao conjunto stock, os dados contém informagio sobre as cotagdes de acgoes de
10 companhias aéreas diferentes. O objectivo é obter um modelo que permita prever o
valor das acgbes de uma companhia em fungio do valor das outras.

Quanto ao problema gate cle diz respeito a dados sobre falhas observadas em barragem
hidroeléctricas.

O problema d2a é um conjunto de dados artificial com duas varidveis ¢ com um alto

grau de nao lincaridade.
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Finalmente, o problema i diz respeito a dados sobre uma simulagio de um ambiente
com vdrias empresas em concorréncia directa num determinado mercado. Os dados

provém de uma simulagdo usando aproximagdes multi-agente.

4.4 Comparaciao com o método de regressio global

Nesta secgdo apresentamos os resultados de uma comparagio entre o método de
regressdo local implementado com a alternativa de obter um modelo de regressio linear
global através do método dos minimos quadrados. O objectivo desta comparagio é o de
verificar qual a diferenga entre considerar o conjunto total de treino para ajustamento
(regressdo linear global) e o caso em que se utiliza 0 método de regressdo linear local,
no qual s6 uma vizinhanga varidvel para cada caso de teste é usada a partir do conjunto
de treino. Como jé foi descrito antes, 0 método local deverd ser considerado como uma
alternativa eficiente nos casos em que o método global ndo ¢ praticivel.

Para cada conjunto de dados foi medida uma estatistica de erro, o erro quadrado

médio (MSE):

MSI: = %}—i (v, - 7(x,)f

Os valores obtidos para MSE foram os seguintes:

Erro P_abalone | Housing | Stock Gate D2a 1
MSE (RG) |4.62 366.15 26.89 |0.00018 [166.30 |415
MSE (RL) [4.42 6626.15 |16.53 [0.00013 [35.64 318.18

RG — regressao linear global
RL - regressao linear local

Tabela 3.4: Regressao global vs. Regressio local

Quando se consideram os limites de vizinhanga correspondentes dados pela tabela:

Limite de vizinhanca P_abalone | Housing Stock Gate | D2a 1
Valor minimo 60 20 220 20 5 20
Valor maximo 80 40 240 40 2D 40

Tabcla 3.5: Intervalos das vizinhangas tentadas

Fez-se entdo o seguinte teste de hipéteses para um nivel de 5%, ou seja, z, =1.96:
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H,:ppyy =0 contra H,: u,,, =0 sendo A o método de regressio linear global ¢ B o

método de regressao linear local e obtiveram-se os seguintes resultados:

Conjunto de dados Valor de z | Decisio

P_abalone 2.01 Rejeita-se Hy
Housing 9.16 Rejeita-sc Hy
Stock -6.94 Rejeita-se Hy
Gate 517 Rejeita-se Hy
D2a -13.42 Rejeita-se Hy
I -14.8 Rejeita-se Hy

Tabela 3.6: Decisdo final na comparagio com o método de regressao global

Como seria de esperar, 0 método de regressdo cldssica é acentuadamente pior que
o método de regressdo local. No entanto, com o conjunto de dados Housing os
resultados foram diferentes do geral. Uma possivel explicacio para esta situacio € o
facto de no conjunto Housing existirem varidveis independentes com escalas de valores
bastante diferentes, o que poderd causar uma distor¢io da medida de distancia entre
duas observagoes. No sentido de testar esta hipétese procedeu-se 2 normalizagido dos
valores das varidveis no conjunto de dados Housing, criando um novo conjunto que
chamamos Housing_normalizado. A normalizagio de cada varidvel foi levada a cabo
subtraindo cada valor nos dados originais, pela média da varidvel e dividindo o
resultado pelo respectivo desvio padrdo. Os resultados obtidos neste novo conjunto de

dados foram os seguintes:

Erro Housing normalizado

MSE (RG) |366.15

MSE (RL) |2575.45

Tabela 3.7: Erros relativos ao conjunto housing normalizado

Estes resultados confirmam que uma das explicagdes para os maus resultados da
regressdo linear local € a diferente cscala de valores das varidveis. No entanto, mesmo
usando os dados normalizados, os resultados da regressdo linear local sédo
desapontadores. Isto quer dizer que a nossa hipétese nio explica completamente a ma
performance no conjunto fousing. Analisando mais alentamente o resultado da

regressao linear global neste problema, verificamos que este modelo explica cerca de
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90% da varidncia dos dados. Isto quer dizer que este problema de regressio ¢é
praticamente “linear” o que conslitui a explicagio mais plausivel para a difcrenga de
resultados entre a regressao linear local e global. Este problema serve também para
chamar a atencdo de que quando os dados sdo praticamente lineares, nio faz sentido

tentar usar modelos mais complexos, como é o caso da regressio linear local.

4.5 Comparacao com a alternativa de vizinhanca fixa

Nesta secgao descrevemos uma comparagio entre o método de regressao lincar
local implementado ¢ a alternativa de usar uma vizinhanga fixa (em vez de escolher o
tamanho da vizinhanga para cada caso de teste). Nesta comparagao foram considerados
trés tipos de vizinhanga fixa:

I) Vizinhanga fixa de tamanho igual ao limite minimo de vizinhos usado para o
conjunto de dados correspondente no método de regressao linear local

II) Vizinhanga fixa de tamanho igual & média aritmética dos limites minimo e
méaximo usados para o conjunto de dados no método de regressio lincar local

II) Vizinhanga de tamanho igual ao limite méximo de vizinhos usado para o
conjunto de dados no método de regressio linear local

Relativamente aos trés tipos de vizinhangas descritos antes obtiveram-se os

resultados dos seis quadros abaixo, igualmente para um nivel de significincia de 5%:

Erro P_abalone | Housing | Stock | Gate | D2a ! Housing normalizado
MSE (RG) |(4.42 6626.15 |16.53 [0.00013|35.64|318.18 [2575.45
MSE (RL) |[4.55 6616.60 [16.99 |0.00013|34.70|318.53 |2947.42

Tabela 3.8: Regressdo local vs. Vizinhancga fixa [

Conjunto de dados Valor de z | Decisao

P_abalone -2.95 Rejeita-se Hy

Housing 1.98 Rejeita-se Hy

Stock 5.63 Rejeita-se Hy

Gate 0.49 Nao se rejeita Hy

D2a 1.52 Nio se rejeita H)y

I 1.45 Nao sc rejeita Hy

Housing normalizado |-6.71 Rejeita-se Hy

Tabela 3.9: Decisdo final na comparagdo com a vizinhanga fixa I
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Erro P _abalone | Housing | Stock | Gate | D2a I Housing normalizado
MSE (RG) |4.42 6626.15 [16.53 |0.00013|35.04 |318.18 |2575.45
MSE (RL) |4.52 7196.17 {16.31 |0.00013|70.61{940.35 |722.84

Tabela 3.10: Regressao local vs. Vizinhanga fixa II

Conjunto de dados Valor de z | Deccisio

P_abalone -1.85 Rejeita-se Hy

Housing -0.17 Nao se rejeita Hy

Stock -0.30 Naio se rejeita Hy

Gate -0.35 Naio se rejeita Hy

D2a -6.33 Rejeita-se 1

I -0.49 Nao se rejeita Hy

Housing normalizado |7.86 Rejeita-se Hy

Tabela 3.11: Decisdo final na comparagao com a vizinhanga fixa Il

Erro P_abalone | Housing | Stock | Gate | D2a 1 Housing normalizado
MSE (RG) 442 6626.15 |16.53 |0.00013|35.64(318.18 |2575.45
MSE (RL) |4.43 4136.43 [16.72 |0.00012]94.59 [441.99 [208.47

Tabela 3.12: Regressiio local vs. Vizinhanga fixa 111

Conj’unto de dados Valorde z | Decisao

P_abalone -0.12 Nao se rejeita Hy

Housing 1.50 Nio se rejeita Hy

Stock -2.87 Rejeita-se Hp

Gate -0.33 . Naio se rejeita Hy

D2a -8.05 Rejeita-se Hy

1 -5.66 Rejeita-se Hy

Housing normalizado |10.72 Rejeita-se Hy

Tabela 3.13: Decisao final na comparagiio com a vizinhanga fixa I1I

Destas experiéncias comparativas pode deduzir-se que o método de regressao

linear local ndo € em geral muito diferente dos 3 métodos de vizinhanga fixa, mas em

certos casos ¢ mais cficicnte. Isto parcce mostrar que ¢ preferivel considerar um

ajustamento linear local, em vez de usar uma vizinhanca fixa. A vizinhanca fixa tem o

inconveniente de escolher observagoes de treino que devem ser excluidas pelo facto de

distorcerem em muitas situagdes a nossa previsao. Isto torna-se evidente em conjuntos
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de dados para os quais a distribuicio das observagdes ¢ muito irregular. No entanto,
também observamos que em alguns conjuntos de dados as alternativas fixas foram
superiores. Tendo em conta que os valores fixos que foram considerados, estao
incluidos no intervalo de {/izinhangas que ¢ tentado pelo nosso método, isto pode ser
uma indicagdo que o método de escolha através da estimativa de erro LOOCV podera

ndo estar a fornecer estimativas do erro tio fidveis quanto o desejavel.
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Capitulo 5

CONCLUSAO

Como foi verificado € possivel usar eficientemente a regressio linear num
contexto local. Este método tem a vantagem de ficil compreensiio e interpretagio ¢ é
bastante flexivel em relagdo ao tipo de superficies que podem ser modcladas. Foi
verificada na prética a importincia dos conjuntos de dados utilizados. Também é claro
que o tamanho das amostras ¢ importantc. Quando o tamanho da amostra é muilo
pequeno, ndo € possivel calcular medidas adequadas do erro nos resultados de
regressdo. Um bom teste estatistico de comparagio também deve ter em conta este
facto.

Em muitas situagdes, as dificuldades com a andlisc de regressao sdo resultado da
falha de uma ou nﬁis suposigoes. Em particular, o modelo de regressiio lincar miltipla é
analisado sob a hipétese de que as varidveis de regressio sio medidas sem erro. Se um
erro -excessivo na medicdo das varidveis existe, as estimativas dos coeficientes de
regressao podem ser bastante afectadas. Provavelmente a limitagdo mais séria num
conjunto de dados é a impossibilidade de juntar dados sobre todos os regressores
potencialmente importantes. Isto pode acontecer porque o analista nio sabe quais sdo os
regressores relevantes. | '

Como trabalho futuro uma alternativa que podia ser tentada era a de escolher
diferentes fungdes distincia e fungdes de pesagem assim como utilizar outros critérios

para a escolha da vizinhanga.
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Apéndice A

Funcoes Distincia

1) Distincia ,Eg;:ludiana

dE(X’q)' i(X; —qj)z =-J(X-—q)T(X-—q)

j=i

2) Distincia Euclidiana Ponderada Diagonalmente

dm(X,q)'=\/jZ:,[ﬁy(X,- ~q,)f =x -a) MM (x -g) =, (M, ,0,)

onde m, € o factor escala para a j-ésima dimensio e M é uma matriz diagonal com

M.J.=mj

j/

3) Distancia E'l.xclidiana Ponderada Completamente

dy(X,q)= (X -q M"M(X - q) - 4, (M .. M1,)
onde M ndo ¢ uma matriz diagonal, mas sim uma matriz arbitriria. Também &

conhecida pela distincia de Mahalanobis (Tou e Gonzalez, 1974; Weisberg, 1985)

4) Norma ndo Ponderada Lp (Métrica de Minkowski)
=

P

dp(X,q)-[E';:lX,-—q,-rJ
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Apéndice B
Fungoes kernel

Define-se uma fungio kernel (ou de “pesagem”) ndo negativa K : R"xNR"xR* — R* em
que o primeiro argumento de entrada é n-dimensional, o segundo argumento é chamado
0 centro € o terceiro argumento é o comprimento da vizinhanga. Definindo a fungio

distincia com o argumento de entrada ¢ o centro d : R"xR"— R* a fungio kernel pode

ser expressa como K : " xR* — R* em que os dois argumentos sio a distincia d e o

comprimento da vizinhanga

A fung@o kernel satisfaz duas condigdes:
0sK(x,q,B)<1
K(g,q,B)=1

Por exemplo no ‘caso unidimensional mais simples tanto a fungdo rectangular de
localidade (também chamada kernel uniforme)
B
3 1 selx-qll<—
K(sgp)-1 k<3
0 caso contrdrio

como a fungao suave de localidade:
2
x —
clias)-enf-T

‘4
satisfazem as condigdes anteriores.
Alguns exemplos de fungdes kernel:
1) Distincia Inversa

5

K(d,B)=
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2) Disténcia Inversa Corrigida
1

P
1+(1Jf
B)

3) kernel Guassiana.

K(d,B)=

4) kernel Exponencial

]

K(d,B)-exp[-

5) kernel Quadrética ou Epanechnikov

dlz
K(d,8)= [1—?} se|d|<B

0, caso contrdrio

6) kernel Tricubo

3

K(d,B)= (1- %n , seld<B

0, caso contrdrio

il
I

7) kernel Uniforme

K(d,B)n{L se |a'|<B

0, caso contrdrio

8) kernel Triangular

d,‘se ld| < B
B

K(d,B)=

0, caso contrdrio
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