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Capítulo I 

INTRODUÇÃO 

Nenhuma ferramenta estatística tem lido a atenção dada à análise de regressão nos 

últimos 25 anos. Tanto os analistas de dados práticos como os estatísticos teóricos têm 

contribuído para um avanço sem precedentes nesta área de investigação. Muitos 

volumes têm sido escritos resultando num aumento dos métodos de regressão efectivos. 

O termo análise de regressão serve para descrever um conjunto de técnicas 

estatísticas que são usadas para construir inferências sobre relações entre quantidades 

num sistema específico. 

A metodologia analítica que foi sendo desenvolvida tornou-se prontamente 

acessível devido ao rápido desenvolvimento de software informático. Embora não fosse 

esse o objectivo inicial, a análise de regressão é agora provavelmente o método de 

análise de dados mais utilizado. 

Em 1885 Sir Francis Galton introduziu pela primeira vez a palavra "regressão" 

num estudo que demonstrava que a estatura de uma descendência não se aproxima dos 

progenitores, mas sim para a estatura média de ambos. A descoberta do método de 

regressão baseado nos mínimos quadrados é atribuída a Cari Friedrich Gauss, que usou 

o procedimento no início do Século XIX, embora exista alguma controvérsia no que 

respeita a esta descoberta, uma vez que aparentemente Adrien Marie Legendre publicou 

o primeiro trabalho sobre o seu uso em 1805. 

No final dos anos 60 tornou-se evidente que, em muitas situações não ideais, a 

regressão linear global obtida pelos mínimos quadrados não é adequada. Como 

ilustração deste facto, temos por exemplo o caso de relações não lineares entre variáveis 

e para as quais a regressão linear clássica não é eficaz. Os métodos de regressão local 

conseguem, em muitas situações, ultrapassar este problema. Esta metodologia de 

regressão pode ser sucintamente descrita pelos seguintes passos: dada uma nova 

observação para a qual se pretende fazer uma previsão da variável objectivo, os métodos 

de regressão local começam por pesquisar observações da amostra de treino mais 

"próximas" (isto é, mais semelhantes); em seguida, estas observações são usadas para 

calcular os parâmetros de um modelo de regressão local usando por exemplo o método 
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dos mínimos quadrados; finalmente este modelo local é usado para obter uma previsão 

para a observação de teste em causa. Inerente a este método está o problema de 

determinar qual o comprimento da vizinhança a usar para obter os parâmetros do 

modelo de regressão local (isto é, quantos casos, de entre os mais próximos do caso de 

teste, devem ser usados). Uma solução é tentar vários comprimentos de vizinhança (por 

exemplo 10, 20, 30, etc), obter um modelo para cada comprimento e ver qual é o 

melhor. Esta solução acarreta custos computacionais acrescido devido à necessidade de 

obter vários modelos de cada vez que se pretende uma previsão para uma observação de 

teste. Como veremos, o algoritmo recursivo dos mínimos quadrados permite actualizar 

um modelo linear obtido com N casos para N + I c;isos, sem a necessidade de efectuar 

todos os cálculos usuais nos mínimos quadrados clássicos. 

A presente tese estuda o problema da obtenção de modelos de regressão linear 

locais. De entre as diversas problemáticas associadas a estes modelos, este trabalho 

dedica-se ao estudo do comprimento da vizinhança "ideal" a ser utilizado para obter os 

modelos lineares locais. A resolução deste problema pode ser conseguida através de 

dois passos: obtendo diferentes modelos com vários tamanhos da vizinhança e 

escolhendo cm seguida um desses modelos como o "melhor" que será usado para obter 

a previsão para o caso de teste. Estes dois passos podem ser levados a cabo de modo 

eficiente em termos computacionais graças ao algoritmo recursivo dos mínimos 

quadrados e à estatística PRESS. O algoritmo recursivo dos mínimos quadrados resolve 

o problema da reconstrução do modelo linear para diferentes comprimentos de 

vizinhança, enquanto a estatística PRESS dá a estimativa do erro leave-one-out de 

validação cruzada recorrendo a uma só identificação do modelo oferecendo assim um 

critério de selecção do comprimento de vizinhança. 

O trabalho levado a cabo nesta tese consistiu cm implementar o método de 

regressão linear local brevemente descrito acima; aplicar o software desenvolvido a 

vários conjuntos de dados e comparar o programa desenvolvido com outras possíveis 

abordagens à regressão múltipla que sejam relacionadas (concretamente os métodos de 

regressão clássica e a regressão linear local usando um comprimento de vizinhança 

fixo). Não se pretendeu nesta tese, mostrar que o método de regressão linear local é 

"superior" a qualquer outro método de regressão. Conforme aferimos em alguns 

conjuntos de dados usados, ele pode não ser o mais adequado. Este facto, entre outros, é 

referido no último capítulo da tese, onde se apresentam possíveis caminhos a seguir 

futuramente com a ideia de melhorar os aspectos menos positivos do método. 
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Esta tese está organizada da seguinte forma: o capítulo 2 introduz a metodologia 

genérica da regressão local bem como as suas principais variantes; segue-se o capítulo 3 

onde é abordada a questão central da tese que é o problema da selecção do tamanho da 

vizinhança no contexto da regressão linear local; no capítulo 4 descrevemos algumas 

das questões principais surgidas na implementação do método estudado, bem como a 

sua aplicação e comparação com outros métodos de regressão; finalmente o capítulo 5 

apresenta as principais conclusões deste trabalho bem como algumas possíveis 

direcções para trabalho futuro. 

5 



Capítulo 2 

A REGRESSÃO LOCAL 

O problema de regressão múltipla consiste cm obter a previsão do valor de uma 

variável dependente tendo em consideração um conjunto de observações de outras 

variáveis independentes. 

Consideremos um espaço mensurável x de dimensão . / , um vector aleatório 

X = [Xi,X2...,Xj ) que toma valores em ^ e seja Y a variável dependente associada a 

X. 

O nosso objectivo é encontrar uma função f(x) = y, y E9Í , de maneira que y é o 

valor real de Y, quando X toma o valor x. Em muitas situações práticas, devido a 

erros de observação e desconhecimento do conjunto total de factores que interferem no 

comportamento de Y, ficamos impossibilitados de determinar essa mesma função. Daí 

que somos limitados a tentar uma aproximação de / s ó com base no conhecimento 

disponível a partir das observações. Para representar a função de predição ou 

aproximação utilizaremos o símbolo / , sendo esta mesma função definida em % e 

tomando valores em 9t. Dado um valor x observado do vector aleatório, f(x) é a 

resposta de previsão correspondente 

x -* f(x) 

A função de predição é aquela que minimiza o custo dos eventuais erros nas 

respostas dadas. Denotamos por f\y,f(x)j o custo resultante da resposta f(x) cm que 

y é o valor real de Y para o caso x. O valor esperado do custo da utilização da função 

de predição designa-se por R*[f(x)) e representa o risco na utilização de f(x) para 

previsão do valor de Y. 

R*(f{x))=E[L{y,f(x)l 
Neste contexto podemos considerar a regressão dos menores desvios absolutos 

(LAD) para a qual R*[f{x))= EW - f{xíj ou seja, o valor do risco é igual ao erro 
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absoluto médio. Uma outra hipótese é considerar a regressão dos menores desvios 

quadrados (LSD) em que R * (/(*))= E\Y- f(x)\ o que equivale a tomar para valor 

do risco o erro quadrático médio. 

2.1 REGRESSÃO LINEAR GLOBAL 

Num modelo de regressão linear múltipla, assume-se uma relação entre um 

conjunto de variáveis independentes, Xt{j = 1,2,...,./), e uma variável dependente 

também quantitativa, Y, com a forma da expressão 

Y„ = po + pxXXn + P2X2„ +... + PjXj,, + W„ onde, 

n: índice representando as observações das variáveis X],X2,...,XJ e Y(II = 1,...7V) 

[XUl,X2ll..:Xj„,YH): n-ésima observação das variáveis XI,X2,...,X, c Y 

//„,//,,...//j : parâmetros lixos (desconhecidos, a estimar) da relação linear entre 

% \fX2,—,Xj e Y 

Wu : erro aleatório associado ao valor observado Yn 

As hipóteses subjacentes a este modelo são as seguintes: 

(i) Os valores X/n são constantes predeterminadas, sem erro; 

(ii) Os erros Wn são mutuamente independentes, têm valor esperado nulo, 

variância constante, cr2, e são normalmente distribuídos, isto é, Wn -» AA(O,CT2 ) 

Assumindo como valor do risco os menores desvios quadrados, os parâmetros 

/?o> A >■■•,/?, do modelo considerado podem ser estimados a partir de um conjunto de 

observações na forma (xu,,X2ll,...,XJn, Y„ ) (n = 1,..., Â  com N > J +1) recorrendo ao 

método dos mínimos quadrados. Em notação matricial, podemos escrever o modelo de 

regressão linear múltipla na forma Y = Xj3 + W onde Y é o vector objectivo de 

dimensão vV (número de observações), Xéa matriz de N linhas e P = J +1 colunas, p 

c o vector de dimensão P = J + I (vector dos parâmetros) e Wé o vector de erros cuja 

dimensão é igual ao número de observações: 
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Neste modelo de regressão quer-se minimizar o critério C = V ^(y;, JA ) em que 
1=1 

L é a função custo, JA é um valor objectivo, y , = X ] P ■> sendo /? o vector de 

parâmetros, xi um vector correspondente à i-ésima observação das variáveis 

independentes onde se acrescenta a constante 1 de modo a considerar um termo 

constante. No caso da estimação pelo método dos mínimos quadrados a função custo é 

L(JA , j), ) = (y, - j), )2 e isso significa que vamos minimizar 

C - ^ (>>,. -y,') - ^[yi -x'i P) ■ Mais uma vez, em notação matricial, temos que 

minimizar a expressão \Y - X/3] \Y - X/3) o que dá origem às equações normais 

{x'x)p = X'Y obtendo-se /? = (x' x) ~x XrY para estimador dos mínimos 

quadrados. 

A estimativa obtida por regressão linear global pode ser muito pobre quando se 

consideram relações não lineares. Uma alternativa consiste em aplicar uma 

transformação não linear, mantendo ainda um modelo linear nos parâmetros. A 

regressão polinomial Pm (x) de grau m é um exemplo dessa transformação, a qual se 

costuma utilizar quando a priori se dispõe de informação sobre os dados. Outra 

alternativa para resolver este problema é o ajustamento linear local. Dado um ponto Í/, 

podemos considerar somente um conjunto de pontos vizinhos para calcular uma 

estimativa em q. 
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2.2 O Método de regressão local 

A regressão local é uma extensão natural da regressão global de tal modo que 

apareceu independentemente em lugares diferentes no séc XIX. Nesta altura os 

conjuntos eram univariados com observações igualmente espaçadas: tais conjuntos eram 

tão simples que era possível efectuar os cálculos da regressão com papel e lápis. Grande 

parte deste trabalho surgiu em estudos actuariais. 

Segundo Hoem (1983) estes métodos foram usados na Dinamarca em 1829, mas 

não foram publicados durante 50 anos. Posteriormente, Gram (1883) publicou um 

trabalho a partir da sua tese de doutoramento de 1879 sobre ajustamento polinomial 

local com uma função de "pesagem" uniforme e com uma função de pesagem que tende 

para zero. Muito do seu trabalho foi focado sobre o ajustamento local cúbico e foram 

usados coeficientes binomiais para os pesos. Igualmente Stigler (1978) refere que nos 

Estados Unidos, De Forest (1873,1874) usou ajustamento polinomial local. Na Grã-

Bretanha o trabalho nesta área começou cm 1870 quando Woolhousc publicou um 

método baseado em ajustamento local quadrático. O método recebeu muita discussão 

mas foi eventualmente eclipsado por um método de Spencer (1904) que se tornou 

popular devido à sua eficiência de cálculo e bom desempenho. Um trabalho que se 

tornou bastante conhecido foi o de Henderson (Estados Unidos, 1924) e da comunidade 

britânica - que incluía matemáticos tais como Whittaker (1923), que, junto com 

Henderson, também inventaram os smoothing splines. Daqui resultou um 

direccionamento de métodos de ajustamento local para a literatura de séries temporais. 

Por exemplo, o livro The Smoothing of Time series (Macaulay, 1931), mostra como os 

métodos de ajustamento local podem ser aplicados a séries económicas, o qual por sua 

vez teve uma influência substancial no que se tornaria um marco importante em 

métodos de ajustamento local. Tudo começou no U.S. Bureau of the Census (1954) em 

que uma série de programas de computador foi desenvolvida para ajustamento sazonal 

de séries temporais, culminando com o método X-ll (Shishkin, Young e Musgrave, 

1967). O X-ll foi pouco mencionado na literatura estatística nessa altura porque os seus 

métodos eram empíricos cm vez de resultarem de um modelo estatístico completamente 

especificado. Contudo, o X-ll tornou-se no padrão para ajustamento de séries 

temporais económicas e é ainda hoje bastante usado. 
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A visão mais moderna de ajustamento por regressão local tem a sua origem nos 

anos 50/60, com métodos kernel introduzidos no contexto da estimação de funções 

densidade de probabilidade (Rosenblatt, 1956; Parzen, 1962) e no contexto da regressão 

(Nadaraya, 1964; Watson, 1964). Esta nova visão ampliou o ajustamento de uma função 

de uma única variável independente com medidas igualmente espaçadas para o 

ajustamento de uma função de medidas esparsas de uma ou mais variáveis 

independentes. 

Os métodos kernel são um caso especial da regressão local; um método kernel 

restringe-se a escolher a família de funções constantes. Reconhecendo a fraqueza de 

uma aproximação local constante, a regressão local mais geral renasceu no final dos 

anos 70 (Stone, 1977; Cleveland, 1979; Katkovnik, 1979). Outra limitação deste 

trabalho inicial era a suposição de distribuição quase Gaussiana, o que levou Brillinger 

(1977) a formular uma aproximação geral e Cleveland (1979) e Katkovnik (1979) a 

desenvolverem aproximadores robustos. Mais tarde, também Tibshirani e Hastie (1987) 

alargaram substancialmente o domínio para muitas distribuições tal como na regressão 

logística e desenvolveram algoritmos gerais de ajustamento. O alargamento a novos 

conjuntos continua hoje (Fan c Gijbels, 1994; Loader, 1995). 

O trabalho sobre regressão local continuou ao longo dos anos 80 e 90. Aqui 

numerosas aproximações podem ser feitas: Cleveland e Devlin (1988) aplicam o 

ajustamento local linear e quadrático directamente a dados multivariados. Friedman e 

Stuetzle (1981) usam regressão linear local como base para construir estimativas 

projection pursuit. Hastie e Tibshirani (1990) usam regressão local em modelos 

aditivos. Estes métodos têm diferenças substanciais em requisitos nos dados e tipos de 

superfícies que podem ser modeladas com sucesso; o uso de diagnósticos gráficos para 

ajudar a tomar decisões torna-se crucial nestes casos. 

Acompanhando a corrente moderna do trabalho em regressão local está uma nova 

procura de resultados assimptóticos. Ela começou nos artigos mais antigos (e.g., 

Rosenblatt, 1956; Stone, 1977) e cresceu em intensidade desde os anos 80 (e.g., Muller, 

1987; Hardie, 1990; Fan, 1993; Ruppert e Wand, 1994). 
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2.3 Principais questões da regressão local 

2.3.1 Distância 

O método de regressão local é bastante sensível à escolha da função distância. 

Esta função é usada para aferir a distância entre duas observações no espaço 

multidimensional definido pelas variáveis independentes do problema de regressão 

múltipla em estudo. Podemos definir uma função distância para regressão local sem 

olhar aos formalismos matemáticos de uma métrica. Em seguida apresentam-se três 

maneiras diferentes de definir c utilizar funções distância: 

(i) Função distância global: Escolhemos uma função distância igual para lodo o 

espaço; 

(ii) Função distância local baseada no caso de teste: Através da minimização do 

erro de validação cruzada ou de um critério relacionado são determinados os parâmetros 

da função distância ou a sua forma para cada caso de teste Slanfill (1987) designa esta 

abordagem por métrica uniforme sendo a mesma discutida c Slanfill e Walt/. (1986), 

Hastie e Tibshirani (1994) e Friedman (1994); 

(iii)Função distância local baseada nos casos de treino: utiliza-se uma função 

distância diferente para cada ponto xi, de maneira que o critério de erro se escreve na 

forma c(q) = ]T\[yi - /(x,.,/?)) /C(Í/,.(X,,Í/)) . A função </.( ) é normalmente 

seleccionada em simultâneo com -as observações de treino utilizadas no modelo, 

partindo da minimização do erro da validação cruzada ou por cálculo directo. Stanfill 

(1987) chama a esta distância métrica variável. Na área da classificação isto equivale a 

ter uma função distância que é variável no conjunto das classes (Waltz, 1987; Aha e 

McNulty, 1989; Aha, 1989,1990). 

No trabalho presente a distância utilizada será do tipo global e euclidiana, sendo 

possível encontrar outros tipos de função distância no apêndice A. 

2.3.2 Vizinhança 

Uma das questões fundamentais da regressão local é a escolha do tamanho da 

vizinhança a ser usada para obter cada modelo local. Este tamanho vai determinar quais 
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os casos da amostra de treino que vão ser usados para obter os parâmetros do modelo 

local que irá determinar a previsão para o caso de teste em jogo. Como exemplo 

observemos a figura: 

i 

i 
i 
'i 

■ • 

I 
I 
i 
i 
i 

~r~. 

Figura 2.1: Ajustamento linear local com base cm 7 vizinhos 

Quando consideramos um número de vizinhos superior a 7 para-o caso de leste </, 

o modelo local adequado deixa de ser o linear. 

A escolha de uma vizinhança muito pequena faz com que a aproximação obtida 

pela regressão local seja muito "sensível" a pequenas flutuações nas observações de 

treino. Isto torna a superfície de regressão aproximada muito pouco "suave", tendo 

portanto muitos "saltos". Já a escolha de uma vizinhança demasiado larga poderá trazer 

um alisamento demasiado, grande o que faz com que a superfície aproximada não 

capture algumas das características da- função de regressão a aproximar. Isto mostra a 

importância da escolha da vizinhança no método de regressão local, que é o tópico 

principal que será discutido nesta tese. 

2.3.3 Modelo local usado 

Dado um conjunto de vizinhos de uma observação de teste, para a qual 

pretendemos obter uma previsão, vários tipos de modelos locais podem ser obtidos com 

estas amostras de treino. O uso de diferentes modelos vai obviamente levar a previsões 

diferentes. A utilização de modelos demasiado complexos no contexto destas 

vizinhanças pode levantar problemas de identificação, pelo facto de estarmos a estimar 

demasiados parâmetros para o tamanho da amostra local em questão. De entre as 
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diferentes alternativas existentes na literatura, os modelos constantes (tipo kernel), e os 

modelos lineares (polinómios do primeiro grau), estão entre os mais usados. No entanto, 

existem também trabalhos onde polinómios de grau mais elevado são usados no 

contexto da regressão local. 

2.3.4 Relevância das variáveis independentes 

Como referido anteriormente uma das questões cruciais na regressão local é a 

procura das amostras de treino mais semelhantes à observação de teste em análise. Esta 

procura é feita com recurso à definição de uma métrica no espaço multidimensional 

definido pelas variáveis independentes do problema. Neste contexto, é definida uma 

função de distância que vai quantificar a semelhança entre quaisquer duas observações. 

A presença de variáveis independentes irrelevantes para o problema de regressão em 

estudo, ou mesmo a presença de variáveis com escalas de valores bastante diversos, 

pode colocar sérios problemas aos métodos de regressão local, ao "distorcerem" a noção 

de semelhança entre duas observações. No sentido de minimizar este problema é 

comum o uso de técnicas de normalização para aliviar os problemas de diferenças de 

escala, e também o uso de técnicas de diferenciação do "peso" (importância) das 

variáveis no contexto do cálculo da distância entre duas observações. 

2.4 Alguns exemplos de regressão local 

Nesta secção descrevemos os dois métodos de regressão local mais usados. De 

entre estes, a regressão linear local será o objecto de estudo desta tese. 

2.4.1 Regressão kernel 

Neste método a ideia é usar uma função constante para a aproximação local a obter para 

cada caso de teste. Se escolhermos o critério de erro dos mínimos quadrados, 

C = ^j[yi - ft0J , então temos 
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/?„ = '"' e / - . = 2/7 > 0 o que prova que /?„ = — — minimiza o erro 

m) 
quadrático, sendo então suficiente calcular a média aritmética de n valores de treino 

k ' ' ^ ' - ) 1 » } ' No entanto, convém dar mais importância aos valores próximos do caso 

de teste e desprezar aqueles que estão distantes. Existem duas formas equivalentes de 

fazer isto: podemos "pesar" os dados ou o critério definido atrás. Quando "pesamos" os 

dados temos que definir uma distância d(Xi, q) entre o caso de teste q e o caso de treino 

X(. Uma função distância que pode ser utilizada é a euclidiana. Além disso, necessitamos 

de uma função de pesagem (também designada por função kernel). A função de 

pesagem uniforme é um exemplo comum e pode ser encontrada no apêndice B além de 

outras funções kernel. 

A média pesada correspondente à previsão é neste caso /?0 = - ^ 
±K{d{Xi,q)) 
;=i 

sendo K a função kernel. Resulta da última expressão que /70 é dependente da 

localização do caso de teste q. No caso em que ponderamos o critério de erro temos 

47)=£[(y,-ÂM4^)) • 
;-i L. J 

Pretendemos saber qual é a expressão de//0 que minimiza o custo C(q). Então 

temos que 
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dC 
= o <=> 

-2É[(^-Âh^(^))]=0 
i-1 

i - i i - i 

i-1 1-1 

2>,*(«ffo,9)) d2C J30 =— e —i—T- = 2^jK\d\xj,q))> O porque a função kernel é 

i-1 

não negativa e isto significa que a estimativa obtida quando se pesam os dados 

directamente é a mesma que se obtém pesando o critério de erro. 

Uma metodologia bastante conhecida que pode ser vista como um caso particular 

da regressão kernel é o modelo dos k vizinhos mais próximos. Este método corresponde 

a um modelo kernel no qual escolhemos uma função de pesagem uniforme e uma 

vizinhança definida como a distância ao &-csimo vizinho mais próximo. 

2.4.2 Regressão linear local 

Na regressão linear local em vez de usarmos uma aproximação local constante, 

como na regressão kernel, vamos obter um modelo linear com a vizinhança de cada 

caso de teste. O ajustamento é feito tal como na regressão kernel, usando uma função 

de pesagem. Além disso, podemos também pesar os dados directamente ou pesar o 

critério de erro. As duas formas são equivalentes nos modelos lineares locais. Se 

pesarmos o critério, temos c(q) = J ] (y. - xj fi) K(d(xnq)) 

Por outro lado, quando pesamos os dados, consideramos uma matriz W cujos 

elementos diagonais são Wu = wt = ^K^x^q)) sendo os restantes elementos nulos. 

Em notação matricial temos que Z = WX e v - Wy em que X é a matriz de dados e y 

é o vector objectivo. Isto dá origem a novas variáveis no modelo de regressão e 

analogamente ao modelo de regressão linear global, usando o critério dos mínimos 
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quadrados podemos escrever (z ' Z )/} = Z7 v <=>/} = (z ' Z ) ' Z rv. O estimador 

resultante para o caso de teste g é j> = g r (z TZ j Z rv. 

A regressão linear local não apresenta grandes diferenças em relação à regressão 
kernel quando se consideram conjuntos de dados regularmente distribuídos. No entanto, 
a regressão kernel tem muitas desvantagens quando a distribuição dos dados c irregular. 
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Capítulo 3 

A SELECÇÃO DO TAMANHO DA VIZINHANÇA 

Um problema importante que se levanta com os métodos de regressão local é o de 

saber qual o tamanho da vizinhança a considerar no modelo a obter para cada caso de 

teste. Se tomamos uma vizinhança demasiado grande para um caso particular de leste 

podemos afastar-nos da região em que a distribuição das observações é adequada ao 

modelo em questão. Isto pode distorcer a nossa previsão pelo lacto de incluirmos 

observações que não deveriam ser utilizadas na construção da estimativa. 

Temos várias formas de escolher o tamanho h da vizinhança (Scott, 1992; 
Cleveland e Loader, 1994c): 

I) Vizinhança de tamanho fixo para a qual o valor de h é constante (Fan e 

(dix aí\ Marron, 1993) e a função kernel se pode escrever como K ' ; 
\ h ) 

II) Selecção com base no vizinho mais próximo em que se toma como valor de // 

a distância à £-ésima observação (Stone, 1977; Cleveland, 1979; Farmer e Sidorowich, 

1988a,b; Townshend, 1992; Hastie e Loader, 1993; Fan e Gijbels, 1994; Ge et ai., 1994; 

Naes et ai., 1990; Naes e Isakson, 1992; Wang et ai., 1994; Cleveland e Loader, 1994b). 

O tamanho da vizinhança vai variar em função da concentração de vizinhos do caso de 

teste; 

III) Selecção feita globalmente, ou seja, h é escolhido tendo cm conta o erro 
mínimo de validação cruzada feita no conjunto total de dados; 

IV) Selecção feita localmente para cada caso de teste, que equivale a determinar o 

valor de h por minimização do erro de validação cruzada ou critério semelhante, 

relativamente a cada caso de teste. (Vapnik, 1992) 

V) Selecção feita localmente para cada caso de treino: o tamanho da vizinhança 

depende de cada observação do conjunto de treino. O critério de erro resultante é 
\\" 

Os valores de h. são obtidos por minimização 4?)-E (,,-fUUázd 
do erro de validação cruzada ou por cálculo directo. Estes valores são guardados 
inicialmente com o conjunto de treino. 
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Segundo Fan e Marron (1994b), quando consideramos uma vizinhança de 

tamanho fixo, estamos limitados nas aplicações embora esta seja de fácil interpretação. 

Cleveland e Loader (1994a) consideram a selecção com base no vizinho mais próximo 

mais adequada do que aquela que é fixa. Quando usamos uma vizinhança de tamanho 

fixo associada com uma função kernel que tende para zero numa distância finita esta 

tem o inconveniente de poder originar grande variância para zonas de dados esparsos. 

Esta situação tende a agravar-se quando a dimensão dos dados aumenta. Além disso, em 

certos casos não dispomos de observações na região limitada pelo tamanho de 

vizinhança fixo, sendo a estimativa obtida indefinida (Cleveland c Loader, 1994b). Fan 

e Marron (1994b) argumentam sobre a vantagem em usar vizinhanças locais variáveis. 

Elas são flexíveis em relação à distribuição dos dados, condições de 

heteroscedasticidade e suavidade da função que se quer estimar. Fan e Gijbels (1992) 

preferem a escolha da vizinhança locai para cada caso de teste pois assim se conseguem 

acomodar variações rápidas ou assimétricas nos dados. 

Na descrição que se segue vamos considerar um tipo de vizinhança no contexto da 

regressão linear local que será escolhida para cada caso de teste usando como critério a 

minimização do erro leave-one-out de validação cruzada. 

3.1. Mínimos quadrados recursivos 

A selecção da vizinhança feita para cada caso de teste implica o cálculo sucessivo 

de estimativas. Na regressão linear local o excesso de computação resultante deste 

método pode ser evitado com o algoritmo dos mínimos quadrados recursivos. Este 

permite a actualização da estimativa dos parâmetros do modelo linear obtida com N 

vizinhos para N+l vizinhos de uma maneira eficiente, isto é, sem que seja necessário 

recorrer ao método usual da resolução das equações normais. 

Vamos supor que para um determinado caso de teste q os vizinhos x. estão 

ordenados de acordo com a distância d{xi,q). Suponhamos ainda que dispomos de uma 

função kernel c que pretendemos considerar um comprimento de vizinhança, limitado 

por NM (valor máximo) e Nm (valor mínimo). Denotemos por /3(N)o vector de 
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parâmetros obtido com N vizinhos c por V(/V)a matriz \X' x) também relativa a N 

vizinhos. 

Na suposição de uma função kernel uniforme podemos resumidamente apresentar 

o algoritmo recursivo dos mínimos quadrados com o seguinte sistema: 

v _y V(N)X(N + \)X(N-1)V(N) 

1 + X{N+Íy(N)X(N+l) 

X(N+1) - V(N+1)X{N+1) 

e=
y(N+\) -

X
(N+\)P(N) 

P(N+Í) = P(N) + Y(N+l)e 

onde JC(Ar+1) é a N + 1-ésima linha da matriz X e xL^\ a linha transposta 

correspondente. 

Antes de justificar as equações anteriores, é necessário enunciar o seguinte 

resultado: 

Lemma 1 (Fórmula de Inversão Matricial) 

Consideremos quatro matrizes F, G, H e K e a matriz (F + GHK). Suponhamos 

que as inversas das matrizes F, G e (F+GHK) existem. 

Então 

(F + GHK)X = F~X -F'G(H] +KF-]G)~]KF-] 

Consideremos agora o caso em que F é uma matriz quadrada, não singular de 

ordem n, G = z onde z é um vedor de dimensão n,K = zT e H= I. Então, a fórmula 

anterior simplifica-se, ficando: 

' l + z 7F- 'z 

onde o denominador do lado direito da equação é um escalar. 

Demonstração: 

(F-'zzTF-]) 
l + zTF-íz 

Multiplicando F + zzT por F~l - \ -—-r-^ à direita temos 

\ l + zTF~l 
1 • n — ' / / -i , ,■ ' ' I . ' - I — r.,-1 

z J 

zz'/«'-' , , , , zz'F-'zz'F-
I = j - + ZZ I< — 
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_ j[\ + zTF-}z)-zzrF-]
+zzrF~]

+zzTl']zrF r ,?-\ /' K>-i 

1 + z 'F-z 
_ /(l + z r F- 'z )+ zzTF-lzTF-lz-zzrF-]zrF-

l + z7F~'z 

^ / ( l + z r F" 1 z)_ 
l + z r F - 1 z 

Do mesmo modo fazendo a multiplicação à esquerda obtém-se 

F " ' -
l + z7F-'zJV ' 1 + z'F"' 

+ F-]zzT F-'zzTF-xzzr 

.TB-Í. 
z l + z 'F" 'z 

_ I^zTF~xz)-F-xzzT +F-'zzT +F-]zzrzTF-]z~F-:zzTF-izzr 

+ z'F-[z 

_ l{l + zTF-xz)+F-'zzTzTF-'z-F-'zzTzTF-' 
1 + z ' F 'z 

/(l + z ^ ^ z ) 
l + z7 'F-'z 

= I ,o que completa a demonstração 

O vector de parâmetros /?(Ar)tem a forma J3{N) = ( l ^ I ^ , j *XfN)y(N). Dispondo 

de uma nova observação (xN+i,yN+]), pode dcrivar-sc /?(/v+1) por actualização de /?(AÍ) 

partindo das N +1 observações. É esta a solução dos mínimos quadrados recursivos 

(Goodwin & Sin, 1984; Ljung, 1978). Quando adicionamos uma nova observação 

(%+i> v/v+i ) a o conjunto de dados, a matriz X tem uma nova linha, o vector y uma nova 

componente e podemos escrever 

/fyv+i) = 
X 

(N) 

NV+1 

X (AO 

vAf+l 

X (Af) 

VJV+1 

■V) 3.1 

Fazendo 

temos 

3.2 

/• 
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- \ \ Y T YT X{N) 

L (JV)AJV+I . 

= V* (N)-* (N) + X(N+\)X(N+l) I 

Por 

X(N) y(N) 
~ X(N)V{N) + XN+\yN+l 

3.3 

3.4 

^(N)PçN) ~ X(N)y(N) 3 .5 

temos 
Tr -| X (N) 

lN + \ 

y(N) 

yN+\ 

Tendo em conta as igualdades 3.1, 3.2, 3.3, 3.4 e 3.5 podemos escrever 

P(N + \) = ^(N+\)\X(N)y(N) + XN + \yN + ))= ^>(N+])Y>{N)P(N) + XW+l3 ;w+l/ = 

™ (̂Af+l)Lv Af+1 ~ XN+lXN+t)P(N) + - ^ / V + l ^ N + l J = 

= "(N) ~ b(N+\)XN+lXN + \P(N) + ^ ( W + l)X/V + l>'iV + l = 

= P(N) +^(N+V)XN+l\yN+l ~ XN+\P(N)I 

o que conduz à seguinte formulação recursiva: 

S, (/V-t - ^(N) + XN + \XN + \ 

V(N+\) ~ à(N+\)XN+l 

e ~ 3^+1 ~ XN + lP(N) 

Conseguimos deste modo escrever /?(iV+l) cm função de J3(N) c da nova 

observação (xN+i,yN+l). Sendo a inversão da matriz S(N+1) uma operação custosa 

computacionalmente podemos utilizar o lema dado anteriormente para solucionar este 

problema. Designando S^ = \XfN)X{N) j ' por V(N) e através do lema de inversão 

matricial obtemos 

*V+1) = *V) ~V(N)X{N+\)"+X(N+\)V(N)X(N+l)) X(N+Ï)V(N) = 
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V x xT V 

V _V V(N)X(N+l)X(N+l)V(N) 
(AT+1) ' (N) y . r T V r 

1 """ ■*JV + 1K
(\)-*(/V + l) 

^(W+l)
 = *(Ar+l)

X
(jV+l) 

g = ĴV+1 ~XN+lP{N) 

P(N + l) ~ P(N) + Y(N + \)e 

Fixado um valor inicial N = Nm podemos calcular recursivamente estimativas 

para valores sucessivos de N , só com base nas últimas equações. 

Tendo vários modelos obtidos recursivamente para diferentes tamanhos de 

vizinhança, põe-se a questão de determinar qual deles vamos usar. O critério que vamos 

usar nesta tese tem como base as estimativas de erro leave-one-out de validação 

cruzada. 

3.2. A estatística PRESS 

Consideremos um conjunto de N dados para o qual deixamos de lado a primeira 

observação e usamos as restantes N -\ observações para estimar o valor da variável 

objectivo nessa mesma observação. Num segundo passo, deixamos de lado a segunda 

observação e usamos as restantes JY - 1 observações para estimar o valor da variável 

objectivo correspondente à segunda observação. Procedendo deste modo, para o i-ésimo 

passo, deixamos de lado a i-ésima observação e usamos as restantes N -1 observações 

para estimação do valor da variável objectivo nessa mesma observação posta de lado. 

Obtemos assim, para i = l,...,N um conjunto de N erros de previsão ou resíduos leave-

one-out y(. -y~' =e,_,. Estes resíduos são erros de previsão com j>~'independente de 

v,. Então, deste modo, a observação y, não foi usada simultaneamente para 

ajustamento e previsão, sendo este o verdadeiro teste de validação cruzada. 

A previsão f é a função de regressão calculada em x = xj, mas onde y. foi 

posto de lado e não foi utilizado para obter os coeficientes. Temos y~l =x//?"'onde 

P" é o vector dos coeficientes calculado sem o uso da i-ésima observação. Para cada 

22 



conjunto dos pontos vizinhos de um caso de teste utilizado vamos ter N resíduos leave-

one-out associados. Estes resíduos são importantes na medida em que se tem 

informação na forma de N validações para as quais a amostra de ajustamento tem 

dimensão N - 1 em cada caso. Eles dão medidas separadas da estabilidade da regressão 

e podem ajudar o analista a isolar os dados ou observações que têm uma grande 

influência no resultado da regressão. Contudo, é computacionalmente pesado obter os 

resíduos leave-one-out pois isso implica a construção de N modelos para cada caso de 

teste. Existe um procedimento estatístico para os modelos lineares que permite calcular 

a estimativa de erro leave-one-out de validação cruzada de unia forma vantajosa. Trata-

se da estatística PRESS (Alien, 1974). Com a estatística PRESS podem calcular-se os 

erros leave-one-out evitando a validação cruzada lenta para a qual o procedimento 

leave-one-out é repelido N vezes. Esta estatística consiste nos seguintes passos: 

1. Paralelamente ao cálculo do vector de parâmetros/} obtemos a matriz 

H = X\XTX) XT. Esta matriz é simétrica, idempotente e permite calcular as 

estimativas de regressão y a partir dos valores y de treino: 

y = XJ3 = x(xTxYx'y = Hy . 
Portanto, podemos escrever o vector de resíduos como 

e - y - y = y - X/S = y -x(xTx)~lXTy = [/ -#]y 

e a soma dos quadrados dos resíduos como 

eTe = yT[l -fíjy = yT[l -H]y = yrPy uma vez que / - H é também simétrica e 

idempotente e em que P é designada por matriz projecção. 

2. Em seguida, determinamos o vector e de resíduos para o qual o i-ésimo termo 

é ei =yi-x]fi. 

3. Finalmente calculamos o resíduo leave-one-out e = — - — sendo H o 

'•" \-Hü 

i-ésimo termo diagonal da matriz H. 

A matriz H tem duas propriedades importantes: 

/ - tr{H) = p , o número de parâmetros do modelo; 
l 

II - Para um modelo com um termo constante — <: / / <; 1. 
N 
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A propriedade / implica que V ^- = p, um resultado que indica que 
i-i 

independentemente de a2, a variância da previsão, somada sobre todos os pontos, 

iguala o número de parâmetros do modelo. 

A • i A H • v ! Var(yM) . 
A propriedade // implica que — <. —j-LLL s 1, o que sugere que a precisão na 

N o 

previsão num ponto não é pior que a variância do erro numa observação, isto é, 

Var(y(Xi))^a2. 
Uma observação muito interessante deve ser feita. A quantidade de H,,. é claro, a 

diagonal da matriz H e, independentemente de a2, representa a variância da previsão. 

Os pontos cuja previsão é pobre (Hu próximo de 1) são aqueles em que o resíduos 

leave-one-ouí é um exagero do resíduo ordinário. 

Em seguida vamos descrever como se pode deduzir a fórmula da estatística 

PRESS. Cálculos matriciais mostram que X'X - x x'. = X[X_ onde X[X_. ó 

obtida por eliminação da j-ésima linha da matriz XTX . 

Usando o lema de inversão matricial lemos: 

(x'xYxjx'jix'x)' te^Y-k'x-xriY-fc'xY*. 
\ - i 

\-H. 

l - ^ y 
xl,y-> 

onde y_j é obtido por eliminação 

da j-ésima observação do vector v. 

Tendo em conta a última igualdade podemos escrever: 

- * , - * 
/ r u \xTxylx,xT.{xTxY 
\xTx) + - '-L± L-\-H. * - > - , • = 

ri T V> r H„Xr,(xTxY1XT
iy -= y}-x]{xTx) Xljy.j " ' \ ->y~> = 

1 - / 7 
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(l-//,)y;. -x^xYxl^ +HaWxrxl,y_l -HrffrxYxl^, 

(i-H^yj-x^x'xr'x-jy-j 
1-HJJ 

(l-- " , X -x'^x'xy ix 'y- -Xjyj) 

\-H.. 

(l- - » , i)yj -x]{X'X) Axr y + xTj(xTx)~ V/ 
1- HJJ 

(i-"jj)yj-yj+Hjjyj 
l-H.. 

yj-HJjyj-yi+HJjyj 

y*** 
y» >-yj 

i--HJJ 

ej 

l-Hjj 

onde XT_jy.j + x,y, = XT y e x](xrx\XXTy = yj. 

O sistema de equações de mínimos quadrados recursivos actualiza a matriz V,N) e 

o vector J3(N) que tornam possível, pela formulação anterior, o cálculo de erros de 

validação cruzada leave-one-out evitando a identificação de um novo modelo. Sendo 

e'°°(N) = {e'""(7V)j com j = 1,...,N , o vector que contém todos os erros leave-one-out 

associados ao modelo identificado com N vizinhos, o erro quadrático médio de 

H validação cruzada é igual a 

Assim, munidos desta estimativa de erro de um modelo, poderemos usar como 

critério de escolha da vizinhança o valor mínimo do erro quadrático médio de validação 

cruzada. Esta avaliação é feita no conjunto limitado das vizinhanças consideradas para 

cada caso de teste. 
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Em resumo, o uso dos mínimos quadrados recursivos cm conjunto com a 

estatística PRESS permitem-nos escolher de forma computacionalmente eficiente, qual 

o tamanho de vizinhança "ideal" para construir um modelo linear local, que melhor se 

adeque a cada caso de teste. 
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Capítulo 4 

APLICAÇÃO 

4.1 Descrição do método implementado 
Nesta secção iremos descrever o método de regressão linear local implementado 

no contexto da lese, c que foi posteriormente avaliado num conjunto de domínios de 

regressão. De entre as várias alternativas existentes no contexto da regressão local, que 

foram mencionadas anteriormente, foi necessário fazer algumas escolhas. O método 

implementado tem as seguintes características principais: 

— Os conjuntos de dados aos quais é aplicado são multidimensionais e com 

observações desigualmente espaçadas no domínio 

— Não é conhecida a priori informação extra sobre a função que se quer prever 

— A função distância usada é a euclidiana e a função kernel é a uniforme 

— As variâncias dos erros são heterogéneas (condição de heteroscedasticidade) 

Este método foi implementado num programa escrito na linguagem C no ambiente 

Linux. A sintaxe do comando que permite executar este programa é a seguinte: 

Ir<Nome do conjunto de dadosxLimite inferior de vizinhosxLimite superior de 

vizinhos> 

Para que os parâmetros dos modelos lineares locais possam ser estimados com 

alguma fiabilidade o segundo argumento do comando anterior deve ser superior ou 

igual a / + 1 em que / é o número de variáveis de regressão para o conjunto de dados 

que é utilizado. 

O algoritmo recursivo dos mínimos quadrados, descrito anteriormente, parte de 

um valor inicial dos parâmetros do modelo. Assim, um dos problemas que inicialmente 

se colocou foi a inicialização do vector de parâmetros. Esta inicialização foi conseguida 

obtendo um modelo linear com o número inicial de vizinhos a ser tentado. Para obter 

um modelo linear com N casos temos que resolver as equações normais, 

P(N) ~ \X(N)X(N) ) X(N)y(N) • A resolução destas equações obriga à inversão da matriz 

X(N)X(N) ° quc pode levantar problemas em situações de singularidade desta matriz. 
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No entanto, usando a metodologia da decomposição em valores singulares (SVD) 

(ver por exemplo Press et ai., 1992) podemos ultrapassar estas situações. O método de 

decomposição em valores singulares é baseado no seguinte teorema da Álgebra Linear: 

Teorema 4.1 Qualquer matriz A i cujo número de linhas m é maior ou igual 

que o seu número de colunas n, pode ser escrita como o produto de uma matriz 

ortogonal £/r i, uma matriz diagonal Wf i com elementos nulos ou positivos (os 

valores singulares) e a transporta de uma matriz ortogonal Vj i : 

A = UWVT em que UTU = VT.V = /. 

Se a matriz A é quadrada de dimensão n, por exemplo, então U, V e W são 

matrizes quadradas com a mesma dimensão. As suas inversas são fáceis de calcular: U e 

V são ortogonais, e portanto as suas inversas são iguais às transpostas correspondentes; 

W é diagonal e a sua inversa é igual à matriz diagonal cujos elementos diagonais são os 

inversos dos elementos diagonais de W. Então segue-se que A~x =V. 

O único problema que pode surgir com esta construção é quando algum w. é 

nulo ou bastante próximo de zero. A condição de uma matriz c definida como a razão de 

grandeza entre o maior e o menor valor dos w\ s. Uma matriz é singular se esta razão é 

infinita c c quase singular se esta razão é muito grande, isto é, próxima da precisão de 

vírgula flutuante da máquina. A melhor solução prática para este problema com esta 

técnica é substituir o inverso de wj por zero quando wj c muito próximo de zero. 

Nesta tese usamos a rotina apresentada no livro Numerical Recipes in C (Press et 

al., 1992), que permite obter um modelo linear sem a exigência de não singularidade 

mencionada acima. 

O algoritmo que serviu como base para a implementação do programa descrito é o 
seguinte: 

Enquanto (i < Número de casos de teste) { 

Calcular a distância do i-esimo caso de leste a cada caso de treino; 

Ordenar o conjunto de treino de acordo com as distâncias anteriores; 

m = número inicial de vizinhos; 

diag ' O 
KWiJ 

UT 
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Efectuar a regressão com base nos m primeiros casos do conjunto ordenado 

anterior, de modo a obter a inicialização do vector de parâmetros; 

Calcular o erro leave-one-out correspondente e guardá-lo em memória; 

M = número máximo de vizinhos; 

m=m+l; 
i 

SE=0; 
Enquanto (m<=M){ 

Efectuar a regressão com base nos m primeiros casos do conjunto ordenado 

anterior, usando as fórmulas do algoritmo recursivo dos mínimos quadrados; 

Calcular o erro leave-one-out correspondente e guardá-lo em memória; 

Calcular e guardar em memória o erro quadrático médio de validação cruzada 

leave-one-out correspondente à regressão no i-ésimo caso de teste com base em m casos 

de treino; 

m=m+l; 

} 

Seleccionar o valor MIN de vizinhos que minimiza o erro quadrático médio de 

validação cruzada leave-one-out para o i-ésimo caso de leste; 

Usar o modelo correspondente a MIN vizinhos para obter a previsão para o i-
ésimo caso de teste; 

Calcular e guardar em memória o erro quadrático para o i-ésimo caso de teste com 

base em MIN casos de treino e incrementar a variável SE; 

} 
Calcular o erro quadrático médio MSE para o conjunto total de validação; 

4.2 Metodologia experimental 

Com o objectivo de avaliar o desempenho do método foram utilizados diferentes 

conjuntos de treino e correspondentes conjuntos de teste. Fixado o conjunto de teste e 

com o mesmo conjunto de treino as previsões obtidas por dois métodos diferentes foram 

comparadas através de um teste de amostras emparelhadas. Para cada observação 

(x„yt) do conjunto de validação { ( ^ , , ^ ) £ ; calcularam-se EQA = (y;j- fA(xi)f e 
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ÉQ„ -y, -f„{xi)) O I K I C JAXi) c filial) rcprcscnlîim, respectivamente, a resposta 

obtida no elemento X( pelo método A c li. 

Em seguida calcularam-se os valores das variáveis DMI = EQA - EQn , obtendo a 

realização yV4„ \N da amostra {/>,,„ f̂  da variável DAII = EQA - EQ„ 

Tcslou-sc então /■/„ : /iIMII = 0 contra //, : fi„AI) * 0 

Pelo teorema do limite central a variável DAB segue aproximadamente uma lei 

normal de média ///M/I e variância —(r'n . 

Sob a hipótese //„ e porque a amostra é grande podemos assumir que 

z .
 D

"< 
1 

segue aproximadamente uma lei normal e induzida. 

Rejeitamos /7j, para um nível de significância a se 

d
A„i 

s z.. 

onde zn é tal que P{Z S2„)= I - cr 
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4.3 Descrição dos conjuntos de dados 

Na tabela abaixo estão os conjuntos de dados e as suas principais características: 

Conjunto de dados Variáveis Dimensão de treino Dimensão de teste 

P_abalone 8 3133 1044 

Housing 14 300 206 

Stock 10 600 350 

Gate 11 300 150 

D2a 3 1000 500 

1 15 1000 555 
Tabela 3.1: Descrição dos conjuntos de dados 

Abalone é o nome comum para certos moluscos marinhos encontrados em rochas de 

mares quentes. Pode prever-se a idade do abalone a partir de medições físicas. A idade 

do abalone é determinada, cortando a concha através do cone e contando o número de 

anéis através de um microscópio - uma tarefa aborrecida e demorada. No conjunto de 

dados Pjabalone são usadas outras medições que são mais fáceis de obter, com o 

objectivo de obter um modelo de regressão que possa ser usado para prever a idade dos 

abalones. Informação adicional tal como os padrões de clima e localização 

(disponibilidade de alimentos) são necessários para resolver o problema. 

Os dados resultaram de um estudo original (Warwick Nash & ai., 94). São dados 

atributos nome e tipo, unidade de medida e uma breve descrição. A variável nominal 

correspondente ao sexo foi ignorada dado que na regressão linear só fazem sentido 

variáveis contínuas. O número de anéis é o valor objectivo a prever. 

Nome Tipo Medida Descrição 

Comprimento Contínuo mm Comprimento máximo da concha 
Diâmetro Contínuo mm Diâmetro da concha 

Height Contínuo mm Altura do abalone incluindo a concha 

Whole Contínuo gr Peso do abalone incluindo a concha 

Shucked Contínuo gr Peso do abalone sem concha 

Víscera Contínuo gr Peso da tripa após sangramento 

Concha Contínuo gr Peso da concha depois de seca 

Anéis Contínuo + 1,5 dá-nos a idade do abalone 
— 

Tabela 3.2: Variáveis do primeiro conjunto de dados 
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O conjunto de dados housing tem como origem o trabalho de Harrison e Rubinfeld 

(1978). Estes autores descreveram um problema de regressão em que se tenta prever o 

valor monetário das casas em Boston com base numa série de outras variáveis relativas 

a cada casa. O seu objectivo era o de entender se a poluição devido à concentração de 

óxido de nitrogénio tinha algum efeito nestes valores. Com esse objectivo eles 

recolheram informação respeitante a 506 tipos de casas em diferentes áreas. 

As variáveis medidas foram: 

MV (variável objectivo): valor médio das casas cm milhares de dólares 

CRIM: índice de criminalidade 

ZN: percentagem de área reservada para loteamentos 

INDUS: percentagem de actividade económica não retalhista 

CHÁS: 1 se perto do rio Charles, 0 em caso contrário 

NOX: concentração de óxido de nitrogénio (NOX) em pphm 

RM :número médio de quartos 

AGE: percentagem de casas anteriores a 1940 

DIS: distância pesada aos principais centros de emprego 

RAD: acessibilidade às vias de cintura da cidade 

TAX: imposto municipal da área 

P/T: rácio aluno/professor 

B: percentagem de população negra 

LSTAT: percentagem de população de extracto social mais baixo 
Tabela 3.3: Variáveis cio segundo conjunto de dados 

Quanto ao conjunto stock, os dados contêm informação sobre as cotações de acções de 

10 companhias aéreas diferentes. O objectivo é obter um modelo que permita prever o 

valor das acções de uma companhia em função do valor das outras. 

Quanto ao problema gate ele diz respeito a dados sobre falhas observadas em barragem 
hidroeléctricas. 

O problema d2a é um conjunto de dados artificial com duas variáveis e com um alto 
grau de não linearidade. 
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Finalmente, o problema i diz respeito a dados sobre uma simulação de um ambiente 

com várias empresas em concorrência directa num determinado mercado. Os dados 

provêm de uma simulação usando aproximações multi-agente. 

4.4 Comparação com o método de regressão global 
Nesta secção apresentamos os resultados de uma comparação entre o método de 

regressão local implementado com a alternativa de obter um modelo de regressão linear 

global através do método dos mínimos quadrados. O objectivo desta comparação é o de 

verificar qual a diferença entre considerar o conjunto total de treino para ajustamento 

(regressão linear global) e o caso em que se utiliza o método de regressão linear local, 

no qual só uma vizinhança variável para cada caso de teste é usada a partir do conjunto 

de treino. Como já foi descrito antes, o método local deverá ser considerado como uma 

alternativa eficiente nos casos em que o método global não é praticável. 

Para cada conjunto de dados foi medida uma estatística de erro, o erro quadrado 
médio (MSE): 

Os valores obtidos para MSE foram os seguintes: 

Erro P_abalone Housing Stock Gate D2a / 

MSE (RG) 4.62 366.15 26.89 0.00018 166.30 415 
MSE (RL) 4.42 6626.15 16-53 0.00013 35.64 318.18 
RG - regressão linear global 

RL - regressão linear local 

Tabela 3.4: Regressão global vs. Regressão local 

Quando se consideram os limites de vizinhança correspondentes dados pela tabela: 
Limite de vizinhança P_abalone Housing Stock Gate D2a / 

Valor mínimo 60 20 220 20 5 20 
Valor máximo 80 40 240 40 25 40 

Tabela 3.5: Intervalos das vizinhanças tentadas 

Fez-se então o seguinte teste de hipóteses para um nível de 5%, ou seja, za s 1.96 : 
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H o '■ VDAIS
 = 0 contra Hx : /j,DMi * 0 sendo A o método de regressão linear global e B o 

método de regressão linear local e obtiveram-se os seguintes resultados: 

Conjunto de dados 

P abalone 

Housing 

Stock 

Gate 

D2a 

Valor de z 

2.01 

9.16 

-6.94 

5.17 

■13.42 

-14.8 

Decisão 

Rejeita-se H() 

Rejeita-se H0 

Rejeita-se H0 

Rejeita-se H0 

Rejeita-se H0 

Rejeita-se Ho 
Tabela 3.6: Decisão final na comparação com o método de regressão global 

Como seria de esperar, o método de regressão clássica é acentuadamente pior que 

o método de regressão local. No entanto, com o conjunto de dados Housing os 

resultados foram diferentes do geral. Uma possível explicação para esta situação é o 

facto de no conjunto Housing existirem variáveis independentes com escalas de valores 

bastante diferentes, o que poderá causar uma distorção da medida de distância entre 

duas observações. No sentido de testar esta hipótese procedeu-se à normalização dos 

valores das variáveis no conjunto de dados Housing, criando um novo conjunto que 

chamamos Housing nor matizado. A normalização de cada variável foi levada a cabo 

subtraindo cada valor nos dados originais, pela média da variável e dividindo o 

resultado pelo respectivo desvio padrão. Os resultados obtidos neste novo conjunto de 

dados foram os seguintes: 

Erro Housing normalizado 

MSE (RG) 366.15 

MSE (RL) 2575.45 

Tabela 3.7: Erros relativos ao conjunto housing normalizado 

Estes resultados confirmam que uma das explicações para os maus resultados da 

regressão linear local é a diferente escala de valores das variáveis. No entanto, mesmo 

usando os dados normalizados, os resultados da regressão linear local são 

desapontadores. Isto quer dizer que a nossa hipótese não explica completamente a má 

performance no conjunto Housing. Analisando mais atentamente o resultado da 

regressão linear global neste problema, verificamos que este modelo explica cerca de 
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90% da variância dos dados. Isto quer dizer que este problema de regressão é 

praticamente "linear" o que constitui a explicação mais plausível para a diferença de 

resultados entre a regressão linear local e global. Este problema serve também para 

chamar a atenção de que quando os dados são praticamente lineares, não faz sentido 

tentar usar modelos mais complexos, como é o caso da regressão linear local. 

4.5 Comparação com a alternativa de vizinhança fixa 

Nesta secção descrevemos uma comparação entre o método de regressão linear 

local implementado e a alternativa de usar uma vizinhança fixa (em vez de escolher o 

tamanho da vizinhança para cada caso de teste). Nesta comparação foram considerados 

três tipos de vizinhança fixa: 

1) Vizinhança fixa de tamanho igual ao limite mínimo de vizinhos usado para o 

conjunto de dados correspondente no método de regressão linear local 

II) Vizinhança fixa de tamanho igual à média aritmética dos limites mínimo e 

máximo usados para o conjunto de dados no método de regressão linear local 

III) Vizinhança de tamanho igual ao limite máximo de vizinhos usado para o 

conjunto de dados no método de regressão linear local 

Relativamente aos três tipos de vizinhanças descritos antes obtiveram-se os 

resultados dos seis quadros abaixo, igualmente para um nível de significância de 5%: 

Erro Pjabalone Housing Slock Gate D2a / Housing normalizado 
MSE (RG) 4.42 6626.15 16.53 0.00013 35.64 318.18 2575.45 

MSE (RL) 4.55 6616.60 16.99 0.00013 34.70 318.53 2947.42 
Tabela 3.8: Regressão local vs. Vizinhança fixa I 

Conjunto de dados Valor de z Decisão 

Pjabalone -2.95 Rejeita-se H0 

Housing 1.98 Rejeita-se Ho 

Stock 5.63 Rejeita-se H0 

Gate 0.49 Não se rejeita H0 

D2a 1.52 Não se rejeita H0 

I 1.45 Não se rejeita H0 

Housing normalizado -6.71 Rejeita-se H0 

Tabela 3.9: Decisão final na comparação com a vizinhança fixa 
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Erro P_abalone Housing Stock Gate D2a / Housing normalizado 

MSE (RG) 4.42 6626.15 16.53 0.00013 35.64 318.18 2575.45 

MSE (RL) 4.52 7196.17 16.31 0.00013 70.61 940.35 722.84 

Tabela 3.10: Regressão local vs. Vizinhança fixa II 

Conjunto de dados Valor de z Decisão 

P_abalone -1.85 Rejeila-se H0 

Housing -0.17 Não se rejeita H0 

Stock -0.30 Não se rejeita H0 

Gate -0.35 Não se rejeita H0 

D2a -6.33 RcjeiIa-se ll0 

I -0.49 Não se rejeita H0 

Housing normalizado 7.86 Rejeita-se Ho 
Tabela 3.11: Decisão final na comparação com a vizinhança fixa II 

Erro Pjabalone Housing Stock Gate D2a I Housing normalizado 

MSE (RG) 4.42. 6626.15 16.53 0.00013 35.64 318.18 2575.45 

MSE (RL) 4.43 4136.43 16.72 0.00012 94.59 441.99 208.47 
Tabela 3.12: Regressão local vs. Vizinhança fixa III 

Conjunto de dados Valor de z Decisão 

P_abalone -0.12 Não se rejeita Ho 

Housing 1.50 Não se rejeita H0 

Stock -2.87 Rejeita-se H0 

Gate -0.33 Não se rejeita H0 

D2a -8.05 Rejeita-se H0 

I -5.66 Rejeita-se H0 

Housing normalizado 10.72 Rejeita-se H0 

Tabela 3.13: Decisão final na comparação com a vizinhança fixa III 

Destas experiências comparativas pode deduzir-se que o método de regressão 

linear local não é em geral muito diferente dos 3 métodos de vizinhança fixa, mas em 

certos casos é mais eficiente. Isto parece mostrar que é preferível considerar um 

ajustamento linear local, em vez de usar uma vizinhança fixa. A vizinhança fixa tem o 

inconveniente de escolher observações de treino que devem ser excluídas pelo facto de 

distorcerem em muitas situações a nossa previsão. Isto torna-se evidente em conjuntos 
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de dados para os quais a distribuição das observações c muito irregular. No entanto, 
também observamos que em alguns conjuntos de dados as alternativas fixas foram 
superiores. Tendo em conta que os valores fixos que foram considerados, estão 
incluídos no intervalo de vizinhanças que é tentado pelo nosso método, isto pode ser 
uma indicação que o método de escolha através da estimativa de erro LOOCV poderá 
não estar a fornecer estimativas do erro tão fiáveis quanto o desejável. 

Í 
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Capítulo 5 

CONCLUSÃO 

Como foi verificado é possível usar eficientemente a regressão linear num 

contexto local. Este método tem a vantagem de fácil compreensão e interpretação e é 

bastante flexível em relação ao tipo de superfícies que podem ser modeladas. Foi 

verificada na prática a importância dos conjuntos de dados utilizados. Também é claro 

que o tamanho das amostras é importante. Quando o tamanho da amostra é muito 

pequeno, não é possível calcular medidas adequadas do erro nos resultados de 

regressão. Um bom teste estatístico de comparação também deve ter em conta este 

facto. 

Em muitas situações, as dificuldades com a análise de regressão são resultado da 

falha de uma ou mais suposições. Em particular, o modelo de regressão linear múltipla é 

analisado sob a hipótese de que as variáveis de regressão são medidas sem erro. Se um 

erro excessivo na medição das variáveis existe, as estimativas dos coeficientes de 

regressão podem ser bastante afectadas. Provavelmente a limitação mais séria num 

conjunto de dados é a impossibilidade de juntar dados sobre todos os regressores 

potencialmente importantes. Isto pode acontecer porque o analista não sabe quais são os 

regressores relevantes. 

Como trabalho futuro uma alternativa que podia ser tentada era a de escolher 

diferentes funções distância e funções de pesagem assim como utilizar outros critérios 

para a escolha da vizinhança. 
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Apêndice A 

Funções Distância 

1) Distância Eucludiana 

dsiX^^j-qjf -<l(X-q)T(X-q) 

2) Distância Euclidiana Ponderada Diagonalmente 

onde ntj é o factor escala para a j-ésima dimensão e M é uma matriz diagonal com 

3) Distância Euclidiana Ponderada Completamente 

dM(X,q)-4(X-q)rMTM(X-q) = dE{Mx,Mq) 

onde M não é uma matriz diagonal, mas sim uma matriz arbitrária.Também é 
conhecida pela distância de Mahalanobis (Tou e Gonzalez, 1974; Weisberg, 1985) 

4) Norma não Ponderada Lp (Métrica de Minkowski) 

dp(X>l)' Z|*i-*i 
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Apêndice B 

Funções kernel 

Define-se uma função kernel (ou de "pesagem") não negativa K : 9t"x9t"xSft+ -> 91+ em 

que o primeiro argumento de entrada é n-dimensional, o segundo argumento é chamado 

o centro e o terceiro argumento é o comprimento da vizinhança. Definindo a função 

distância com o argumento de entrada e o centro d : dl"xdl"-* 9t+ a função kernel pode 

ser expressa como K:ÍR* xffi* -*9l+ em que os dois argumentos são a distância d e o 
comprimento da vizinhança 

A função kernel satisfaz duas condições: 

0*K{x,q,B) M 

K(q,q,B)-l .•!.'.' " 

Por exemplo no '-caso unidimensional mais simples tanto a função rectangular de 
localidade (também chamada kernel uniforme) 

K(x,q,B) = . 1 se\c-q\< — 

0 caso contrário 

como a função suave de localidade: 

K\x,q,B) = exp\- (x-qf 
B 2 

i 
satisfazem as condições anteriores. 
Alguns exemplos de funções kernel: 
1) Distância Inversa 
K{d,B)-j± 

! 
d Y 
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2) Distância Inversa Corrigida 

à i + 

3) kernel Guassiana 

K(d,B) = exp 
ÍJd2\ 

V Bj 

4) kernel Exponencial 

K(d,B)-exp d 
B 

5) kernel Quadrática ou Epanechnikov 

K(d,B)-

U ^ 
, se d < B 

0, caso contrário 

6) kernel Tricubo 

K(d,B) = B 
, se d < B 

0, caso contrário 

7) kernel Uniforme 

\X se \d\ < B 
K(d,B) = 

0, caso contrário 

8) kernel Triangular 

d 
K(d,B) - 1 -

5 
, se \d\ < B 

0, caso contrário 
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