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Resumo

Este trabalho teve como objectivo a resolucio, através de métodos analitico-numéricos,
do problema matemético da difrac¢do de uma onda plana por uma regifo circular e uma
eliptica. Resolveram-se os dois problemas analiticamente, escrevendo as solugdes em
forma de séries. Numa segunda fase determinaram-se numericamente os coeficientes
das séries, apresentando o calculo dos erros de aproximagdo, para vérios parimetros
do problema, numa tabela. Por fim, compardmos o comportamento assimptotico das
solugdes do problema exterior nos dois casos.



Abstract

This work had as objective the resolution, through analytical-numerical methods, of
the mathematical problem of diffraction of a plane wave by a circular region and an
elliptic region. The two problems were solved analytically, writing the solutions in
the form of series. In one second phase, the coefficients of the series were determined
numerically, presenting the calculated errors of approximation, for some parameters of
the problem, in a table. Finally, we compared the asymptotic behavior of the solutions
of the exterior problem in the two cases.



Résumé

L’objet de ce travail c’est la résolution, par des méthodes d’analyse-numérique, du
probléme mathématique de la diffraction d’ une onde plaine par une région circulaire
et une autre elliptique. On a résolu les deux problémes analytiquement, écrivant les
solutions en forme de série. Dans un deuxiéme moment, on a déterminé numérique-
ment les coefficients des séries, avec la présentation du calcul des erreurs. Finalement,
on a comparé le comportement assimptotic des solutions du probléme extérieur dans
les deux cas.
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Capitulo 1

Enunciado do Problema e Ideia de
Resolucao

Neste trabalho vamos estudar a difrac¢do de uma onda plana por um circulo e uma
elipse. Antes de resolver os dois problemas propriamente ditos, vamos descrever
brevemente o método utilizado. Para estudar a difracgio de uma onda plana por um
objecto, vamos ter que resolver a equacio de onda

1 %y

Vol =0

onde v vai ser a velocidade da onda no meio considerado, sujeita a algumas condigdes
de continuidade na fronteira do objecto. Para simplificar o problema, assumimos que

: 1e

v

Figura 1.1: difracgdo de uma onda plana (com um vector de propagagido K =
k(cos(at), sen(at)), onde & ¢ o niimero de onda) por um objecto
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as solugdes procuradas tem uma dependéncia temporal de e ¥, onde ® vai ser a
frequéncia angular (que nos da o ntimero de oscilagdes em cada 27 segundos) das
solugdes procuradas. Assim, reduzimos o problema inicial ao chamado problema
matematico de difracgdo ([1]) de uma onda plana por uma regiio limitada Q c R2,
onde temos que encontrar as fungdes y, e Y, que verificam as seguintes condicdes:

1. sdo solugdes da equagio de Helmholtz nos respectivos dominios:
o Ay +idy, =0 em R\Q
LRANT +A’%\up =0emQ

onde os niimeros de onda ky = % (vo € a velocidade em R*\Q) e & = % (viéa
velocidade em ),

2. verificam as condigdes na fronteira 0Q :

e i+ Yy =Vp,
o MLyt y) = £(y,),

onde m = :—‘I’

3. W, verifica a condicio: lim, ,..r!/2 [% = z'kows] =0

onde ; vai ser uma onda plana que se propaga na direc¢do (cos(a), sen(a)).

Y = explikg(xcos(at) + ysen(a))]. (1.1)

Para resolver o problema, comegamos por resolver as equagdes de Helmholtz para
o caso exterior (R?\Q) e para o interior (Q). Para isso vamos utilizar o método
de separacdo de varidveis e procurar solugdes da equaciio de Helmholtz da forma
y(&1,82) = f1(&1)/2(&2) nos respectivos dominios. O método de separacio de var-
1aveis pode ser utilizado sempre que a mudanga de coordenadas aplicada & equagio
de Helmholtz leva a uma equagdo que pode ser separada, e a fronteira 9Q do dominio
em causa pode ser escrita como, por exemplo, &; = constante. Assim, assumindo que
a equacdo de Helmholtz escrita nas coordenadas (&,&;) admite separagdo, e que as
coordenadas (1,&;) sdo ortogonais, escrevemos as coordenadas cartesianas em funcéo

de (&11&\2)3 ou Seja:
{ x=1(&1,52),
y=0(&1,8),

onde as fungdes @ e > sdo continuas e diferenciaveis.

Transformando a equagdo de Helmholtz para as mesmas coordenadas obtemos:
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hgllhéz {az,(:zgg}f%(fa?)}ﬂhkzwuo, (12)
=) +(2)
= (5) + () o

sdo os factores de escala do sistema de coordenadas (&;,&;).

onde

(1.3)

Separando a equagdo (1.2) vamos obter duas equagdes diferenciais ordinarias da forma:
{P:({} d&:l _[ql(él)_‘lrl(‘tﬂ”ﬁ:oy i=1,2. (1.5)
i

Nos casos que vamos tratar, o dominio Q ¢ limitado e a fungio f> vai ser periodica.
Esta condigdo vai levar-nos a resolugdo de um problema de Sturm-Liouville periddico
([2]), restringindo o conjunto de valores possiveis para a constante de separag¢do a um
conjunto infinito numeravel, {Ag,Ar,.. ., Ap,...}onde Ay > A, Assim, indexamos as
solugdes de (1.5) conforme a constante de separagdo considerada, e vamos ter que cada
fungiio y,(§1,82) = fia(&1) f24(E2) vai ser solugdo de (1.2), notando que as funcdes
f1x(€1) sdo escolhidas conforme se esteja a resolver o problema interior ou o exterior
(vao ter que ser limitadas para o problema interior ¢ obedecer a condi¢io de radiagio
no problema exterior) e logo podemos escrever a solugio geral na forma;

Ealu‘t-:ﬁ Z anwn(&l él)

onde as constantes vao ser determinadas a partir das condi¢des na fronteira do prob-
lema de difracg@o. Esta igualdade é escrita de uma maneira formal, pois a “convergén-
cia” da série deve ser interpretada, no geral, no seguinte sentido: ¥e >0 Ja .. SO,

Ne
HW_ 2 an‘!’n”f-z <&
n=0




Capitulo 2

Difraccio Por Uma Regiao Circular

Nesta seccio vamos estudar o caso em que Q ¢ um circulo.

R? N Y

_
>
X

/4 R=Const.

Figura 2.1: difrac¢do de uma onda plana por um circulo

le
N

Para isso vamos escolher coordenadas polares para trabalhar:

{ x =rcos(8),
y=rsen(0).

Escrevendo a equacdo de Helmholtz nas mesmas:

1 /9 ( oy 1 9%y _
(5 (5)) a5 riv=0

12



CAPITULO 2. DIFRACCAO POR UMA REGIAO CIRCULAR 13

e assumindo y(r,0) = R(r)©(0),

d (. .dR d?e
r(r5e o
dr( dr)+d92 +k21’=0,

R C}

separando as varidveis vamos obter as duas equagdes:

d*e
T Fre=0, 2.1)
‘ 1 d d A
R
P (";}:)* (kz"ﬁ)f“’ o)

Como queremos solugdes de (2.1) periddicas, @(0) = O(0 + 2xt), vamos ter A = n’
(n inteiro) e assim temos que a equagdo vai ter como solugdes as fungdes sen(n8) e
cos(n0). Tomando agora p = kr e reescrevendo (2.2) vamos obter a equagao diferencial

de Bessel: ;

d“R 1dR A

—+—-——+|1—-= |R=0,

ap? " pdp ( pz)
que vai ter como solugdes as fungdes de Bessel, J,(p), e as fungdes de Hankel de
primeira e segunda ordem, H) (p), H2(p).

Assim, vamos ter como solugdes do problema interior e exterior:

v, = Bodo(krr) + i Julk17) (B cos(nB) + B, sen(n0)),

n=1

. = r
V¢ = olHy (kor) + z H! (kor)(oy, cos(n®) + o, sen(nB)),
n=1
onde a escolha das fungdes radiais J, (k) e H! (kor) para as respectivas solugdes foi
devida ao facto de estas fungdes serem limitadas nos respectivos dominios e de se
constatar que a solugo ¢ verifica, como veremos mais tarde, a condi¢do de radiacao
com esta escolha.

Agora, para resolver completamente o problema, temos que determinar os coeficientes
das séries de forma a que as solugdes encontradas verifiquem as condigdes na fronteira.
Para isso, primeiro expandimos a onda plana incidente na sua série de Fourier em
relacfio 4 coordenada angular ©:

WC' s er‘/m(rcns(ﬂ)cos(u)+rscn(9)scn({1)) —
i

. eip cos(B—ot) _
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Ap(p, o) cos(nB) + iBn(p,a) sen(nf),

n=l1

=
LiAs

onde

T
Al = ;l_:: /_nefp“’s(e’a) cos(nB)de,

em que Y, € o factor de Neumann sendo igual a | paran=0ea2paran>0,e

ey
Bo(p,0) = — / &PE0S(8-0) e (46) 40

nJ/-n

vao ser os cocficientes de Fourier. Atendendo agora & igualdade ([4]):

cos(nor) 1 /" ipcos(8—a) [ €0s(n8)
(sen(noc)) Jn(p) = i | ¢ sen(n0) 4%
¢ considerando na caso que vamos estudar o = 0 podemos escrever a onda plana da
seguinte forma:

yi(r,0) = Z Yui" Sy (kor) cos(nB).
n=0
Escrevendo as condigdes na fronteira para este exemplo, ou s¢ja:

Wi V=,

W ¥E) = (),

. ! ! - . . a
em 0€2, verificamos que o, e 3, v3o ser iguais a zero e que podemos determinar ¢, e
B, escrevendo o sistema e equacdes:

Yui T (koat) = Bty (kia) — o, H (koa),
m*koyai"J, (ko) = BukrJ, (kra) — ot ko) (koa),

resolvendo o sistema em ordem a o, e 3, obtemos:

mJ, (koa)J,(kia) — J,(koa)J, (k1)
H (koa)d, (kia) — mH) (koa)Jy (ki a)

i

Cly = Ypl

Sy (koa) HY (koa) — J, (koa) HY (koa)
H) (kya)J, (kia) — mHY (kya)J,(k1a)

concluindo assim a resolugdo deste problema.

Bn = Ypi'm



Capitulo 3

Difraccao Por Uma Regido Eliptica

Nesta sec¢do vamos resolver o caso em que €2 vai ser uma elipse com pardmetros e
(excentricidade) e @ (semi-eixo maior).

R? N v

g LA s
Q o
7

a( "
U=Const.

Figura 3.1: difrac¢ao de uma onda plana por uma elipse

Assim sendo, escolhemos trabalhar com coordenadas elipticas:

{ x = pcosh(u) cos(v),
v = psenh(u) sen(v)

onde u ¢ a coordenada radial assumindo valores u € [0,°) e v a coordenada angular
com valores v € [—m,1). Nestas coordenadas as superficies u = ug vio ser elipses com
semi-eixo a = pcosh(ug) e semi-eixo menor b = psenh(ug) (p vai ser a semi-distancia
focal).

15
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Ao optar por estas coordenadas, temos que reescrever a equagio de Helmholtz. Aten-
dendo a que os factores de escala, definidos em (1.3) e (1.4), sdo iguais a:

o (u,v) = p\/%(cosh(Eu) —cos(2v)),

e
MR p\/%(cosh(h{) —cos(2v)),
fica que:
2 y Dy B
p*(cosh(2u) — cos(2v)) (auz ¥ W) +Ey=0 (3.1)

Temos entdo que resolver a equagdo de Helmholtz para o problema interior (em Q)
e para o problema exterior (em R?\Q). Tal como anteriormente, vamos procurar
solugdes da forma y(w,v) = f(u)g(v) ¢ entdo, substituindo em (3.1) e separando as

variavels obtemos:
d2g

72+ (A —2gcos(2v))g =0, (3.2)
¢ 2
% — (A—2gcosh(2u))f =0, (3.3)

onde A vai ser a constante de separagio ¢ ¢ vai ser um pardmetro adimensional:

_kaZ
q= 4

ou, escrito em fungdo dos parimetros da elipse:

_kzazez
=

(3.4)
A equagdo (3.2) ¢ conhecida como equagdo de Mathieu ¢ tem como solugdes periddi-

cas as fungdes de Mathieu pares Ce,(v,g) e as fungdes Mathicu impares Se,(v,q) que
podem ser escritas como series de Fourier da forma ([5]):

e Cern(v,q) = X5 A2,(q) cos(2jv),

i C€2n+-l(V=Q) - ZZO:OAZ_H-] (Q) COS((2j+ 1)1)),

SeZn—iZ(VJI) = z::OBZI"!'Z(Q) sen((2j+2)v),

Sean1(v,q) = X7 _oBajv1(g)sen((2j+1)v), n=0,1,2,....
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Os coeficientes 4,, B, vdo ser determinados a partir de relagdes de recorréncia encon-
tradas se substituirmos as expansdes anteriores na equagdo de Mathieu. As fungdes de
Mathieu verificam também as seguintes relagdes de ortogonalidade:

h=m,

' T
T
Cen(v.q)Cep(v,g)dv = Se,(v,q)Sen(v.q)dv = ’
l/_ﬂﬁ(q) (ng)dv= | Sew(v:g)Sen(v,q) {0, i

(3.5)

s
Cen(v,4)Sem(v,q)dv =0, (3.6)

J =T

e no limite ¢ — 0 vamos ter:

1
lim Ceg(v,q) = —
i 0(»q) V32

lin’(lJSe,,(v,q) = sen(nv).
q—

, lir%Cen(v, g) = cos(nv) ,n # 0,
q—)

No que toca a equagdo (3.3), ela vai ter como solugdes as fungdes radiais de Mathieu
Mc},(u,q) e Ms!,(u,q), onde i varia de 1 a 4 conforme as fungdes sejam escritas como
expansdes em funcoes de Bessel de tipos 1 a 4 ([5]).

Assim vamos ter como solugdes gerais da equagio de Helmholtz em coordenadas
clipticas:

oo oo

Ve = D (4nCen(v,q0)Mcy(u,q0)) + Y. (BuSen(v,q0)Ms} (u,q0)),  (3.7)

n=>0 n=1

oo

Vo= 3 (CaCen(v,q1)Mc)(u,q1)) +

n=0 "

Mz

(DuSen(v,q1)Msy(u,q1)),  (3.8)
1

onde as fungdes Mc; (u,q) e Ms, (u,q) foram escolhidas para a ﬁmgﬁo W (u,v) devido
a0 seu comportamento quando u — oo, ¢ as fungdes Mc) (1, q) e Ms) (u, ) para Wi (1, v)
pelo seu comportamento quando # — 0 (véo ser limitadas nos respectivos limites e tal
como no caso anterior, a solugdo § verifica a condigdo de radiagdo (ver Captulo 5)),
€ 0s pardmetros go ¢ ¢ sao determinados a partir de (3.4) nos respectivos dominios.

Para resolver completamente o problema vamos ter que determinar os coeficientes A,,,
By, Cy, Dy, utilizando as condig¢des fronteira. Para isso, primeiro escrevemos a fungio
onda plana em coordenadas elipticas:

Wy = i (u,v,0r) = exp(2i,/g(cos(o) cosh(u) cos(v) + sen(o) senh(u) sen(v))),

reescrevendo-a na sua série de Fourier em relagdo a v obtemos:

=)

¥ (u,v,0) = Y (0t (1, 0)Cen(v,40)) + Zﬁnud&?nvqo))

n=0
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onde o, e B, vao ser os coeficientes de Fourier:

1 b1
o, (u,0) = - Wi (u, v, 0)Cep (v, qo)dv,

J4 =T

1 b
Bn (Lt,Ot) = 1__5 wf(ua v, a)Sef’l (vﬂ q@)dv,
J =T
que VAo ser iguais a:
Cly (L[, (I.) == 2i”C€n(Ot,q())MCL (H)QO)&

B (u, 00) = 2i"Sen(0t, go) M, (u,q0),

temos entdo que a fungdo y¢ pode ser escrita da seguinte forma ([6]):

v (e, v, ) = Z (Zincen(aqu)Mcl(“sqO)Cen(V:CA"U))’F
n=0

Z (28"Seqn(ct, qo MS (u go)Sen(v, q0,))-

Escrevendo agora as condigdes fronteira apercebemo-nos que, embora as fungdes de
Mathieu apresentem as relagdes de ortogonalidade (3.5) e (3.6), as fungdes y§ e W,
vio ser séries de produtos entre fungdes de Mathieu com pardmetros g diferentes,
consoante sejam solugdes do problema interior ou exterior. Assim, nio podemos
determinar de uma forma explicita os coeficientes 4,, B, C,, Dy, uma vez que em

geral:
T

Cen(v,q,)Cem(V,qJ')dV ?é 0, g; '75 qj,

J—T

T
[ Sen(v.qi)Sem(v,q;)dv #0, qi # g,
il =

apesar de se verificarem igualdades quando n e m tiverem paridades diferentes. Temos
entio que resolver o problema numericamente, o que seré feito na proxima sec¢ao.



Capitulo 4

Calculo Numérico das Solucoes

Tendo resolvido os dois problemas anteriores analiticamente, vamos agora proceder
ao calculo numérico dos coeficientes das séries, completando assim a resolugdo dos
problemas. Para o calculo numérico utilizimos software MatLab ([7]) e no caso
eliptico, rotinas pré-criadas para as fungdes de Mathieu ([8]). No caso da difracgdo
por um circulo, os coeficientes a,, 3, foram escritos explicitamente em (2.3) e (2.4)
e assim sendo podemos facilmente criar um programa para determinar o seu valor
numeérico. No caso da difracgdo por uma elipse a situagdo deixa de ser tdo simples,
porque deixa de ser possivel escrever os coeficientes 4, By, C,, D, explicitamente.
Assim, para determinar os coeficientes, comegamos por truncar as séries (3.8) e (3.7)
até N (N esse a determinar & posteriori consoante o grau de aproximacdo desejado).
De seguida, e atendendo que, mesmo para parametros g diferentes se tem:

T
/ Ce,(v,q:)Sem(v,q;)dv =0, 4.1)
. n
vamos calcular o produto interno, no sentido do espago L?([—,x]),

)= [ smelmidn, vf.g € (-,

das fungdes Ce;(go) e Sex(go) com as condi¢des na fronteira. Variando o jdeOaN
eokdelal eatendendo as relagdes de ortogonalidade (3.5), (3.6) e (4.1), obtemos
dois grupos de sistemas de equagdes:

2i/nCe; (o, qo)Me(uo,q0) =
Z Ci{Ce;(qo),Ceilgq1)yMe] (119,91)) — A M) (uo. qo),

=0

19
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2m2m'-fCej((x,qo)MC}1 (u0.90) =

N

= Y (C1{Ce (g0),Cei(g1)yMe; (ug q1) — m*nA Mc; (o, q0),
=0

2i*nSex (0, go)Msy (o, qo) =

N
= Y (Di(Ser(qo), Ser(q1))Msj (w0, 1)) — BxmMsy (uo,q0),
i

2m*ni* Sey (o, qo)Msk (u0,q0) =

N
= 3" (Di(Sex(q0). Ses (q1))Ms;' (w0, q1)) — m*mBiMs } (o, 90).
i=1

o primeiro com 2N + 2 equagdes e 2V + 2 incognitas ¢ o segundo com 2N equagdes e
2N Incégnitas.

Como primeira aproximacdo consideramos o = 0, o que simplifica o problema a
resolugdo do primeiro grupo de 2N + 2 equagdes, ou seja, vamos ter que resolver o
sistema:

Ax = b. (4.2)

Fixamos m = 1.5 e escolhemos como pardmetros livres a excentricidade da elipse ¢
o produte kya, a partir de agora chamado de Parimetro de Escala, Pe, pois relaciona
escalas caracteristicas do problema, tamanho do semi-eixo maior da elipse (ou o raio
do circulo no primeiro caso) e o numero de onda de y?, (ko):

Pe = kya,

todos os outros pardmetros podem ser determinados a partir destes. O valor de N foi
tomado seguindo ([9]), ou seja

N:P€+4Pe% +2.

Desenvolvido o programa, fizemos o cdlculo do erro das aproximagdes para varios
valores de ¢ e Pe, considerando & = max{d;,d, }, onde

8] _ ”Wi + Yy — W/JHLz

em 00
il 2,

[l 5 (i + Ws) — 2 (W),
HW:‘”Lz

822 m dQ
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¢\ Pe 1 10 20 30 40
0 (circulo) [ 1072 1072 [ 1072 [ 10 B[ 102
0.001 10°% 11072 101 [ 10710 ] 1073
0.1 - | R | e W8 | 1g-t
0.5 164 | gl [ 3079 | 1gee *
0.9 10713 | 1078 * * *

Tabela 4.1: Erros registados para os respectivos parimetros

sao os erros na verificacdo das condigdes fronteira, obtendo os seguintes resultados:

Na tabela anterior registaram-se s6 as experiéncias cujo & < 0.05, escrevendo (%)
nos resultados que apresentavam & > 0.05. Alguns testes foram também realizados
para valores de Pe entre 40 e 55 verificando-se que o erro nas aproximacdes obtidas
era superior ao limite estabelecido (caso eliptico) e que as rotinas para as funcgdes
de Mathieu utilizadas deixavam de ser validas. No caso circular, podemos observar
que os erros encontrados sdo substancialmente menores ¢ que mesmo aumentando
0 pardmetro Pe varias ordens de grandeza os valores dos erros permanecem entre o
mntervalo exigido.

Podemos concluir entdo que a aplicabilidade deste método, no caso eliptico, vai dimin-
uindo a medida que a excentricidade e o pardmetro de escala vio aumentando, sendo
esta situagdo devida principalmente a dois factores:

e a aplicabilidade das rotinas para o célculo das fungdes de Mathieu utilizadas é
limitada, deixando de funcionar para ordens superiores a 80,

e para ordens superiores a 60, a matriz do sistema de equagdes (4.2) tem tendéncia
a tornar-se singular, criando problemas na sua inversio e logo na determinagio
das solugdes do sistema.



Capitulo 5

Estudo do comportamento
assimptotico das solucdes

Nesta parte do trabalho vamos estudar as solugdes do problema exterior obtidas para os
dois exemplos anteriores, verificando que realmente verificam a condigdo de radiagio
e comparando o seu comportamento quando a distancia ao “objecto” Q tende para
infinito.

A solugfio exterior do problema de difrac¢do dé-se o nome de onda difractada, e impde-
se que verifique a condigdo:

lim r'/2 {%‘i’_ - z'k%} sl
r

j—00

que no nosso caso (tratamento do problema a duas dimensdes) ¢ equivalente a requerer
que a solugdo y; tenha, no limite » — o, a seguinte estrutura:

el'kr

\Pszﬁ. (9) (5.1)

Consideremos primeiro o caso da difrac¢do por um circulo. Tal como tinhamos visto,
a onda difractada escreve-se:

W= Z o, H! (for) cos(nB).

Para estudarmos o seu comportamento quando r — e, consideramos a representagio
assimptotica da fungdo de Hankel, ([1],[10]):

2 n :
L hor) = o [ 2 pithor— 312
hf,, U()f) oy e' l:l + O(koi )}
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onde O( -) representa os termos de ordem superior, inferiores a # Desprezando

O % r“) a fungdo de Hankel vai ser aproximada por:

2 oy s nn
H (kor) = 4/ e’(kor_I_T),
n( ¢ ) ko

¢ logo wy vai realmente ter a estrutura (5.1):

zZ 1) e
ey, 2 Lilkor-5%) _nn
W 1j7‘£k{)."‘e i HZZ:O( i)" o, cos(nd).

Do mesmo modo, na solugéo do problema de difrac¢do por uma regidio eliptica:

oo

e = Z(A Cen(v,q0)Mc2 (u,q0)) Z BnSen(v,q0)Ms, (u,q0)),

n=0
podemos considerar as representagdes assimptoticas das fungdes de Mathieu, ([10]):

(M T 1
(—1)"Msy(u,40)) — ncosh(u),/q 4, /gcosh(u)

e tal como no caso anterior, desprezando os termos O ), aproximar as func¢des

1
4\/qcosh(u)
de Mathieu Mc; (1, qo) e Ms? (u,qq), verificando que y§ tambeém vai ter a estrutura

(5.1).

Para estudar agora as diferengas entre as duas solugdes consideramos o factor de
distribui¢do angular, definido como sendo:

= /()

que vai ser proporcional & intensidade da onda difractada na direccdo ¢, € vamos
calcular a razio:

fz |£(0)!do
f_ |/ (0)|do’

que nos vai dar informagao sobre a percentagem de energia que passa entre -

Para o calculo numérico de F(¢), RI utilizamos o mesmo grau de aproximagdo para
as fungdes W<, W¢ que na seccdo anterior. Para que pudéssemos fazer comparagies
entre o exemplo circular e eliptico, alteramos o ParAmetro de Escala do caso circular
de maneira a que, fixada a excentricidade da elipse e o ParAmetro de escala do caso
eliptico (Pe.), o problema de difracgdo por um circulo fosse resolvido para um circulo
com a mesma area que a elipse, considerando um /g igual nos dois casos. Para que as
dreas sejam iguais, os semi-eixos maior e menor da elipse tém que verificar a relagio:
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onde r € o raio do circulo, fixada a excentricidade (¢) obtemos que:

4
.
62: 1 =k
a
ou seja
a -1
—:(l—ez) a,
I8

calculando a razdo entre os pardmetros de escala, considerando /&y igual nos dois casos,
temos:
Pe, a

Pe, r

Pe, = Pe,= = Pe,(1—é?)1.
a

Tendo igualado as condigdes dos dois casos anteriores podemos ter uma ideia das
diferencas do factor de distribui¢ao angular dos dois casos para alguns parimetros:

0.014 * : ! '
— \ elipse ]

0.01F [ i
0.008 - | 1
0.006F [ i
0.004 - B if\\ f \/ ‘\\ AN B
o002kl [\~ / " \/ \ AN |

0

=150 =100 =50 0 50 100 150

™\
\ ;
f \ circulo

0.005 Wy A

A N

> Z s e i
=150 -100 -50 0 50 100 150

Figura 5.1: Graficos de F(¢) com ir = 1.5, a) caso eliptico com o = 50°, ¢ =
0.6, pt, =12, b) caso circular com pt, = 10.7331.

onde, agora, damos uma interpretagio diferente a o, tal como indicado na figura
seguinte, em nada alterando o problema.
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Podemos também calcular Rf para varios parimetros, construindo as seguintes tabelas
(onde os valores dos integrais sdo calculados com um erro inferior a 107%):

o\e 0.001 0.1 0.5 0.9
0° 0.71053 | 0.71001 | 0.69612 | 0.64694
30° 0.71053 | 0.70957 | 0.68455 | 0.60528
45° 0.71053 | 0.70913 | 0.67366 | 0.57585
90° 0.71053 | 0.70826 | 0.65369 | 0.53448
circulo | 0.71021 | 0.70881 | 0.67386 | 0.57541
Pe, 1 0.99749 | 0.9306 | 0.66022

Tabela 5.1: Pt, =1

o\e 0.001 0.1 0.5 0.9
0° 0.60862 | 0.61437 | 0.82437 | 0.44071
30° | 0.60862 | 0.61436 | 0.80424 | 0.56657
45° | 0.60862 | 0.61439 | 0.76378 | 0.61003
90° | 0.60862 | 0.61454 | 0.73794 | 0.63332
circulo | 0.81985 | 0.82375 | 0.77062 | 0.70522
Pe, 10 9.9749 | 9.306 | 6.6022

Tabela 5.2: Pt. =10

constatando que os valores de RI se alteram notoriamente com a variagdo dos pardmet-
ros do problema, registando-se uma maior diferenca entre o caso circular e o de uma
regido eliptica com grande excentricidade.
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