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INTRODUCAO

Esta tese insere-se na Teoria do Ponto Fixo. Tal area tem sido uma ferramenta util
na resolugdo de algumas equagdes ndo-lineares, de equagdes integrais, de equagdes
diferenciais, efc.

Dois dos ramos principais da Teoria do Ponto Fixo sdo a Teoria Topologica do
Ponto Fixo e Teoria Métrica do Ponto Fixo. Este trabalho enquadra-se neste ultimo
ramo.

Esta teoria teve inicio com o teorema do ponto fixo de Banach, o qual atirma que
uma contrac¢do, definida num espago métrico completo, possui um Unico ponto fixo.
Ao longo deste nosso trabalho estudaremos alguns resultados envolvendo teoremas
métricos de ponto fixo e aplicagdes em diversos ramos da matematica.

Assim sendo, dividimos a tese em quatro capitulos.

No primeiro capitulo apresentamos algumas ferramentas necessarias e que serdo
utilizadas posteriormente, tais como espagos métricos completos e espagos de Banach.
O teorema principal deste capitulo ¢ o teorema do ponto fixo de Banach, base deste
estudo. Veremos também que, para uma aplicagdo definida num espago métrico
completo ter um ponto fixo, ndo € necessario que seja uma contracgdo; basta que uma
sua iterada o seja.

Estudaremos em que casos podemos garantir que os pontos fixos de uma sucessdo

de contracgdes (7, )mE v convergentes para uma dada contrac¢do £, convirjam para o
ponto fixo de /.

No segundo capitulo examinaremos pontos fixos de outros tipos de fungdes:
fungdes fracamente contractivas e fungdes ndo-expansivas. Ambos 0s conceitos sio
generalizagdes do conceito de contracgdo. Algumas hipoteses adicionais tais como
existir uma orbita com um ponto de acumulagdo, serdo suficientes para garantir a
existéncia de um ponto fixo.

Veremos também que, em determinadas condigdes, uma familia de fungdes nio-
expansivas que comutam entre si possuem um ponto fixo comum. A maior parte dos
resultados expostos foram provados por M. Edelstein, L. Belluce e W. Kirk.

No terceiro capitulo fazemos o estudo das fungdes multivaluadas. Uma fungéo
multivaluada ¢ uma aplicagdo definida entre 4 ¢ as partes de B, onde 4 e B sido
conjuntos ndo vazios. Alguns dos resultados apresentados nos primeiro e segundo
capitulos podem ser generalizados a estas fungdes.

Estes temas foram estudados principalmente por S. Nadler.

No quarto e tltimo capitulo veremos algumas aplicagdes do teorema do ponto fixo
de Banach a matematica:

e Teorema da fungdo inversa

¢ Teorema da existéncia e unicidade local de solugdes de equagdes
diferenciais

e Teorema de Grobman-Hartman.



1. TEOREMAS DE PONTO FIXO DE
CONTRACCOES EM ESPACOS METRICOS

A finalidade deste primeiro capitulo ¢ fornecer condigdes suficientes de modo que
uma contrac¢do definida num espago métrico tenha um ponto fixo. Como veremos
adiante, bastara impor uma estrutura adicional ao espago métrico para responder ao
problema anterior.

Para tal, comegaremos por expor alguns resultados basicos da analise envolvendo
espago métricos completos e espagos de Banach. Apos isto apresentaremos o teorema do
ponto fixo de Banach e algumas das suas variantes. Finalizaremos este capitulo mostrando
uma relagdo entre a convergéncia de contracgdes para uma dada contraccdo e a
convergéncia dos respectivos pontos fixos.

1. ESPACOS METRICOS COMPLETOS

Iniciamos com a apresenta¢io de algumas definigdes e resultados simples, mas
necessarios ao longo deste nosso trabalho.

Seja X um conjunto ndo vazio.
Uma métrica d definida em X é uma aplicagio ¢ : X x X — IRy que satisfaz as
seguintes condigdes:
¢ d(x,y)=0&sa=y
e dix,y)=d(y,x),Vx,ye X
o d(x,2)<d(x,y)+d(y,z),Vxy,ze X

Ao par (X,d) da-se a designagdo de espago métrico.

Sejam (X,d) um espago métrico e (x,, )new uma sucessdo em JX.

DefinicGo 1.1.1  Uma sucessdo (x,) _, em (X,d) diz-se ser uma

sucesséo de Cauchy se
Ve>0 3pelN: Yam= p=d(x,.x,)<é

Definicdo 1.1.2 Seja (x,),.,y uma sucessdo em (X,d). Diz-se que tal
sucessdo converge para a € X e representa-se por lim x, =a OU x, — a Se

n—»C R—>cc

Ve>03peIN: Vnz p=>dx,,a)<s



E imediato verificar que o limite de uma sucessdo, caso exista, € unico.

De facto, suponha-se que lim x, =« eque limx, =b,com a#b.

n—»0 n—rx
d(a,b)

>0.Umavez que lim x, =«, entdo
n—»C

dp e INVr2z p: d(x,,a)y<r

Tome-se r =

De modo analogo,
dp, e INVnz py: d(x,.b)<r

Sejam p = max{p,,p,} e n> p. Entio
d(a,b)<d(x,,a)+d(x,,b)<r+r=d(ab)

0 que € absurdo.
Portanto, o limite de uma sucessdo, quando existir, € tnico.

E também imediato verificar que, se uma sucessdo (x, ), _, convergir para ¢ € X ,

entdo qualquer sua subsucessdo também converge para a.

Teorema 1.1.3 Toda a sucessao convergente num espago métrico (.Y, d)
e de Cauchy.

DemonstragGo Se (x,) _p converge para ae X, dado £ >0, existe pe /N

tal que, para n> p, d(x,,a)< %

Seja agora m > p. Uma vez que

d(x,, %y, )< d(x,,a)+d(a,x,)< 7)8—+§:E,

- conclui-se que a sucessdo € de Cauchy.

Observagdo 1.1.4 O reciproco deste teorema € falso. Basta tomar X = /R™,

: o I . i .
munido da métrica usual e x, =—, ne [N . Esta sucessdo ¢ de Cauchy e ndo converge
n

em X,
Vamos agora apresentar a definigdo de espago métrico completo, muitas vezes
utilizada na formulagdo de teoremas de ponto fixo.

Definicdo 1.1.5 Um espago métrico diz-se completo se toda a sucessao
de Cauchy for convergente.

(83



Exemplo 1.1.6 Sejam (.\\',d;) um espago métrico completo, (¥,d5) um espago
métrico e Cp (Y, X) o conjunto das aplicagdes de ¥ em X continuas e limitadas, munido da
seguinte distancia:

o d(f,g)=supd(f(x),g(x))

xel

Com esta distancia, (7, (Y,.Y)) € um espago métrico completo.
De facto, seja (f, ), uma sucessdo de Cauchy em C,(Y,X). Dado & >0

dpe INVamzp: d(f,,[,) <€
ou seja

dpe INVnmz=z p: supd|(f,(x), fn(x))<¢
xel

Daqui resulta que, para cada x €Y , a sucessdo ( A (x)) ¢ de Cauchy em X

ne N
Como X é completo, a sucessio (£, (.r))n ;v € convergente em X,

A fung¢do assim definida
Yy - X

x = lm f,(x)
H—c

¢ continua e limitada, ou seja, / € C,(Y,X) e ¢ o limite uniforme da sucessio (f,, )HEW ;

Provemos estas afirmagdes:

D (7, )ne v converge uniformemente para f.

Sejam ¢>0e xeVt .

Uma vez que:

e [f(x)=lim f,(x), entdo

H—>C

3p1 €INVR2 pri di(fy(x). f(x) <=
» (f r ),,‘,,E v € uma sucessdo de Cauchy, entdo
dp, e INYnm=py: d(f,, fn) <§

Portanto, se m > p, ( p, ndo depende de x) € n > max{p,, p, }

dl (fm (JC), f('l‘)) = dl (fm (I), fn (x)) W dl (fn ()C), f(x)) < g * T)&; =&
Donde se conclui que, para m > p,,

d( fin> f)=supd| ([ (x), f(x)) S &,

xel
€ (fm)mepv CONverge uniformemente para /.

L



2) feC,(Y,X),istoé, f ¢limitada e continua.

Comecemos por mostrar que, como (£, ),y converge uniformemente para f ¢ cada

/. € continua, /" também € continua.
Sejam xet e £>0.
e VnelN, f, écontinua, logo

35509y el dy(x,y) <8 = dy(f,(x). f(¥) < =
2

* Ja ('-f)r: J(x), logo

3py € INVn2 py: dy(f(x).f(x) < =
2

* Sy ¥ Fla).logo

Ipy € INYR 2 py: dy(f,(0), F(2) < §

Seja n > max{p,,pz} e yel talque dy(x,y)<d .
Portanto,

di(f (), f ) S d\ (f(x), [ N+ (Fn (), Fn WD+ (S (), £ () < §:+€+£ =8

A ~
2 2

Concluimos entdo que / ¢ continua em x. Da arbitrariedade de x, resulta que f ¢
continua.

Finalmente, mostremos que /' ¢ limitada, isto ¢, que existe Af € IR" tal que

sup di(f(x), f(y)sM
x,yet

Sejam entdo x,yeVY .
e Paracadan, f, ¢ limitada; por conseguinte

sup di(f(x), fo(¥) < M,
x,yel

e Como (f, )ne v converge uniformemente para f
dpeINVnzp: d|(f,(x),f(x)<,VxeY
Sejanzp.

sup d\(/(x), f(¥)) S supdy(f(x), [ (X)) + sup dy(f,(x), [ (¥)) +supd(f,(¥), f(¥)) <

x.yel xe¥ x.yel yel
<1+M,+1=2+M,.
Concluimos assim que /¢ limitada.

Acabamos de provar que € (¥,.X) € um espago métrico completo.



Teorema 1.1.7 Sejam (.X,d) um espago métrico completoe @ # /' c X. O
subconjunto /& completo se e s6 se [ e fechado em .\

Demonstragdo  Suponhamos, em primeiro lugar, que / ¢ fechado em X e seja
(x,),.,y uma sucessio de Cauchy em F. Como X é completo, resulta que (x, ),
converge para ¢ e X . Mas como x, € F,Vne [N, resulta que ae F = F . Portanto,
(x, )ne v converge para « € £, donde se conclui que /¢ completo.

Suponhamos agora que /' ¢ completo € seja a € FoF. Logo existe uma sucessdo
(%, ),y €M 7 convergindo para a. Pelo teorema 1.1.3, resulta que tal sucessdo (x, ),y

¢ de Cauchy em /. Como F é completo, a sucessio converge para um ponto b de 7. Uma
vez que o limite de uma sucessdo, se existir, ¢ unico, conclui-se que a € F'. Portanto

FcF ,ou seja,  é fechado, o que conclui a demonstragdo. B



2. ESPACOS DE BANACH
Seja £ um espago vectorial sobre o corpo /K, /K = IR ouC.

Uma norma em k¢ uma fungdo || |: £ — IRy com as seguintes propriedades:
o |x|=0ssex=0;
¢ el < vy e £
o |k =|k||x] vk e IK,Vxe £

X

Um espago vectorial munido de uma norma ¢ chamado espago normado.
Exemplo 1.2.1 As seguintes fungdes representam normas em /R" (ou C").

I,: R = K

I
(s ¥ ) \/|x,}2+...+}xn|2

|l,: IR - IRg

(xppen Xy ) ]+t x|

l,: R —> IRg
(X)) max{‘xl

x|}

Exemplo 1.2.2 Sejam (X,d) um espago métrico ¢ Cp(X) o conjunto das

5 ey

fungdes continuas limitadas de X em /R. Entio “ jH = Supl rd (r] define uma norma em
xeX

Cy(X).

Seja (L

Entdo d € uma métrica em k. A d chama-se métrica induzida pela norma de £.

I ) um espago vectorial normado e seja d(x, v)= =y, com x.yek.

Portanto qualquer espago normado € um espago métrico. O reciproco ¢ talso; por
exemplo, /R com a métrica discreta ndo é um espago normado.

Definicdo 1.2.3 Um espago normado B diz-se ser um Espago de Banach se
é completo com respeito a metrica induzida pela norma de 5.



Considere-se /R" munido de uma norma. Seja L(/R",IR") o espago das aplicagdes
lineares de /R" em IR" e tome-se A€ L(IR",IR").

Definimos uma norma em L(/R”,IR") como sendo
4= SUPHA( )|

|x|=

Observe-se que, se x # 0, entdo

oA g |-k 4 ) <l

pois

NXII

Exemplo 1.2.4 ([21], pag 65)

Vejamos alguns exemplos de aplicagdes que representam normas em L(/R",IR").

Tome-se Ae L(IR",IR"). Podemos associar a esta aplicagio uma matriz

(aU ):‘,je{l,»»«”}.

¢ (euclidiana) “AHl ,onde A ¢ o maior valor proprio de A oA (A"

representa a transposta de A)

< o 1y me{
o (maximo) !lAH;MX(Z{%@
1 ,}"



3. TEOREMA DO PONTO FIXO DE BANACH

E agora apresentada a defini¢do de ponto fixo, conceito fundamental no nosso
trabalho.

Definicdo 1.3.1 Sejam X um conjunto ndo vazio, f: X — X uma fungdo e
ae X talque f(a)=a. Entdo « diz-se um ponto fixo de f.

Observacdo 1.3.2 Uma das razdes da importdncia da existéncia de pontos fixos
(como veremos & frente) é que. dada uma fungdio g:/R" — IR", resolver a equagdo

¢(x)=h. onde b e IR", é determinar os pontos fixos de /{x)= g(x)+(x —b).

AY

Figura 1: Ponto fixo de uma fungdo de /R em /R

De seguida é introduzido o conceito de contracgdo, tema que serd estudado ao longo
deste primeiro capitulo.

DefinicGo 1.3.3 Seja (.X,d) um espago métrico e /X — X uma fungao.
A funcio f diz-se ser uma contracgdo se existir um numero real k € 1 tal que
d(f(x) () < kd(x,y),Yx,y e X (1)

A k chamamos razédo de contracgéo.



Vejamos que o conceito de contracgdo € um conceito métrico, isto €, depende da
métrica considerada. De facto, dada uma fungdo / e duas métricas equivalentes d e d

(isto &, [/ é um aberto associado a d se e s se [/ é um aberto associado a d ), a condigdo “f
¢ contracgio para a métrica & 7 ndo € suficiente para garantir que f seja ainda uma

contracgdo para a métrica « , como se ilustra no proximo exemplo.

Exemplo 1.3.4 Considerem-se em /R, as métricas d e d, sendo d a métrica

usual e  a métrica definida por c—f(x, ) = ‘xz —y2

Comecemos por mostrar que as duas métricas sdo equivalentes.
Seja [/ um aberto associadoa d e xe U . Logo existe ¢ >0 tal que

B(x,0) = {ye IRy 1d(x,y) < 5}c U,isto €,

x-y<é=>yel.

X
Pretende-se encontrar ¢ > 0 tal que, Vy: ’xz —yi|<e=>ye I,

Basta entfo encontrar ¢ > 0 de modo que:

I 7 | -
’xz —y <e=lx-)<d

1°CASO: x=0;

<eoyi<e

sz _ yz

Considere-se entdo ¢ = 6> > 0.
Logo

y2<52<:>y<5<:>'xhy‘<5

2°CASO: x=#0;

23 2 _ .3 2 2 2
XT=)YRE@-EKX Y KEQ X —ECY <X +¢&
Portanto,
e o
Tome-se £ > 0 de modo que xl-g30,
Logo,
V> x*-¢
Uma vez que
2 _ .2
ooy
lx—y = <
Y x+x"-¢
" 2 £
basta entdio tomar £ >0 de modo que e <x” ¢ ————=<4.

X+V,Y2—8

De modo analogo se prova que, se [/ ¢ um aberto associado a ¢, entdo {/ ¢ também
um aberto associado a d.



Seja agora

i IRy - IRy

X
r B —+1
B

. . . ; : . e |
Relativamente a métrica o, ¢ obvio que ¢ contrac¢do de razdo igual a g Contudo,

como

] ).

/ ndo € uma contracgdo relativamente a métrica d .

Observacdo 1.3.5

Uma contracgdo ¢ uniformemente continua. De facto, dado ¢>0 e

tomando & = % obtém-se que Vx,ye X :d(x,y)<d

d(£(x), f(V))< kdd(x, y) < k% e

Se (1) é satisfeita para um dado &,, também o € para k € ]ko,l[, 0 que nos
permite afirmar que a razdo de contrac¢do ndo € Unica.

Uma contracgdo tem no maximo um ponto fixo.
De facto, se existissem dois pontos fixos distintos ¢ e & da fungdo f,

teriamos d(a,b)= a’(f(a), 7(b)) < kd(a,b) < d(a,b), o que é absurdo.

E facil verificar que a composta de duas contracgdes € ainda uma
contracgdo.

Num espago métrico (X,d), uma aplicagdo constante € uma contrac¢do.

Dependendo da métrica, pode acontecer que ndo existam contracgdes para
além das aplicagdes constantes. De facto, isso acontece por exemplo em /R
com a métrica discreta (que € completo). Basta observar que, se x# y,
entao

d(f(x), f(¥)) Skd(x,y) <d(x,y)=1

Portanto f(x)= f(y).

10



Em determinados contextos, para verificar se uma dada fungdo derivavel /: X — X",
onde X é um espago normado, ¢ ou ndo uma contrac¢do, basta estudar se a sua derivada

tem norma menor do que uma constante & € o[
Comecemos por enunciar o Teorema do Valor Médio (ver, por exemplo, [1], pag 81).

Teorema 1.3.6 Sejam / < /R" um aberto convexo ndo vazio e

f:U—IR"
uma fungdo de classe ¢!, isto &, Vie {l...m}je{,. ..n}, existem e sdo continuas
as derivadas parciais i
X

J
Entao, quaisquer que sejam x,y e U, tem-se

lF(x)=f(») < sup|Df (1-x+ o) [x = |, com0<r<1
sendo D o operador derivagao.

Portanto, se |[Df| for limitada em U, isto ¢, existe Me/R™ tal que
|Df (w)| < M | para todo u e U, entdo para todo x,y e U
/G =10 < M=o

SelUUclIR e f:U— IR, entédo
f(x)=f(»)=Df(clx~-y)

"para algum ¢ pertencente ao segmento de recta que une x a y.

Note-se que, nas condigdes do teorema anterior, se |Df| <k <1, resulta que /¢ uma
contracgdo.

A condigdo de U ser convexo € essencial. Tome-se por exemplo
A i | (V] e Ny,
definida por
1

2—+10, x>1
flx)=1%" .
—=10, x<-1
P
Neste caso, | /'(x) = q], S,,i e |f(D-f(-D[=21>2=[1-(-1), isto & f ndo é
2%" &~

uma contracgao.

Feita esta introdugdo, estamos aptos para apresentar o teorema do ponto fixo de
Banach, tema central de todo o trabalho. Veremos que uma contrac¢do definida num
espago métrico completo tem um unico ponto fixo.

Posteriormente, no segundo capitulo, exibiremos outros teoremas de ponto fixo onde
a condigdo de f'ser uma contracgdo sera enfraquecida.

11



Teorema 1.3.7 (Teorema do ponto fixo de Banach, [18], pag 83 )
Sejam (.X,d) um espago métrico completo e f/: X — X uma contracgdo. Entéo f
tem um unico ponto fixo.

Demonstragdo Seja k a razdo de contracgdo de / e, para x € X', seja

A=d(x, f(x)).

Entdo,

dlr (o) ()= al (). AU () < et (o), () 2 < 7
De facto, podemos provar esta atirmagdo por indugdo.

Para 1 =1, d{f(x), ()= d(f(x). £ (F(x)) < 42

Suponhamos agora que a desigualdade ¢ valida para ». Entao
alr ) 2 )=l @) A @) kalr (), 7)< #lena)= k712

Usaremos esta desigualdade para mostrar que a sucessao ( i (x))n _v € de Cauchy.
Seja m>n.

d(f ™ (0, 1 (@) (), £ )+ U™ @, SR @)+ A, S () <

< (im1 4 -2 +...+k”)i =k"(1+k+...+k’"*‘"")/1 < ]k_nka

que converge para zero quando n — +c0, uma vez que k € ]01[

Logo a sucessdo (f” (x))nE v € de Cauchy.

Como X ¢ um espago métrico completo, a sucessio (f'”(:c)),,gm converge para um
xp € X . Além disso, x; € ponto fixo de f De facto, como qualquer contracgdo ¢
continua, resulta que

Flxo)=#{ lim £7(s))= lim £()= 5

n—oc

Pelo que foi visto atrds, / tem no maximo um ponto fixo, logo x, € o unico ponto

fixo de f, 0 que conclui a demonstragio. "

12



Observe-se que:

Dado xe X, a sequéncia x, f(x), fz(x),... converge para o unico ponto fixo

de /-

AV

xg J(x) x X

Figura 2: Convergéncia da sucessio (f" (x))mE N

Se 0 espago X ndo for completo, ndo se pode garantir a existéncia do ponto

fixo.

: 1
Por exemplo, tome-se X = /R \ {O} g FR)= 5%

E essencial que f(.X) < X . Considere-se a aplicagio

folo] -

l
x BB —x+1
2

A fungio satisfaz a condigdo d(f(x), f(y)) < %d (x,v), e contudo / ndo tem

pontos fixos em {0,1].

Se k=1, s6 com as restrigdes do teorema 1.3.7, nada se pode concluir. Basta
tomar X =/R e f(x)=x+1 (posteriormente, no nosso trabalho, exibiremos
condigdes suficientes para garantir a existéncia de um ponto fixo para
fungdes deste tipo).

O Teorema de Banach fornece um procedimento para resolver algumas equagdes por
aproximagdes sucessivas. Tome-se a equagdo f (r) =x,onde f:(X,d)—(X,d) ¢ uma
contrac¢do e (.X,d) um espago métrico completo. Resolver tal equagdo consiste em
determinar o ponto fixo x, de 7 Como foi visto na demonstragdo do teorema do ponto

fixo de Banach, a sequéncia x, f(x), / 2(:c),... converge para X .

13



Além disto, a velocidade de convergéncia € exponencial, uma vez que
d(xy, f"(x)) = d(f" (x0), £ " (x)) k"d(xq,x), com 0 < k <1

Portanto, o teorema do ponto fixo de Banach ndo sé nos fornece condigdes
suficientes para garantir a existéncia de um ponto fixo, bem como um processo iterativo
para determinar tal ponto, através de aproximagdes sucessivas.

Seja, por exemplo
f: 6] » [.s]
x B Inx+3

Uma vez que J o '(x)j:iﬁ—;—, pelo teorema do valor médio, resulta que f ¢
x

contrac¢do. Além disso, como festa definida num espago métrico completo, pelo teorema
anterior, / tem um ponto fixo.
Como determinar tal ponto, por aproximagdes sucessivas (por exemplo, com um erro

inferiora 107 )?

Fixe-se um ponto qualquer x e [2,6]. Pelo que foi visto na demonstragdo, a sucessdo

(j” (x)),,TE v converge para o ponto fixo x;, e o erro da aproximagdo entre os iterados de x
por /e o ponto fixo € controlado pela formula

d(xg, f7(x) S k"d(xg,x) < GJ 4

uma vez que x € x, estdo entre 2 e 6.

Portanto, se pretendemos que o erro seja inferior a 1073 , basta iterar x por f n vezes,

onde » ¢ tal que
1y "
4><(—] <1077
2

Calculos simples permitem-nos afirmar que apo6s 12 iteragdes, o erro cometido ¢

inferiora 10 .

Por vezes a contracgdo / ndo esta definida em todo o espago X (métrico completo).
Pelo que foi visto na demonstragio do teorema do ponto fixo de Banach, se para xe X, a
sequéncia /" (x) estiver definida, ¥ € IN , entdo essa sucessdo ¢ de Cauchy e portanto
converge para algum x,. Se x, pertencer ao dominio da aplicagdo f, entdo € um ponto

fixo (unico). No proximo resultado obtém-se condigdes suficientes para que este
argumento funcione.

Teorema 1.3.8 ([4]. pag 152) Sejam (.X,d)um espago métrico completo,
+UcX um aberto e [f:U—->X uma aplicacdgo tal que
d(f(x), f(¥) S kd(x,y), Vx,ye U, com 0<k <1. Suponha-se que Juel/ tal que
d(u, X \U)>M >0 e que d(u, f(u))< M(l-k). Entdo f possui um Gnico ponto fixo
aelU e dua)<M.
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Demonstracdo Comecemos por notar que f(u)e U/, pois
du, f(u)) < M(1=k)<M <d(u, X \U).

Vejamos que a sucessdo

esta bem definida, isto é, se u, = /™ (u) € U, entdo u,,, = /™ (u)eU

A demonstragdo desta afirmagdo sera feita por indugdo.
(@) n=0, uy =ue U, por hipdtese do teorema,
(b) Suponhamos agora que ug, uy,....u, € U.

Uma vez que:
d(u,f(u,, )): d(u,u,,+l)s d(u,u,)+ d(ul,u2)+... +d(u”,un+,)=

= d(u,f(u))+d(u[.f(u1))+.--+ d(un'f(un )

eque,para 0< p<nm

iy, £, )= dlr? ()17 (1)< kP £ (@) < k2 01(1- K)
resulta que
q d(u, £(u,)) < MOU=k)+kM(1-k)+..+ & M(1- k)=

=\l +k+...+k" (1—k)=1_kn+l M(1-k)=M{-k™" <M .
1—k

Como u,,, = f(u,) e d(u, f(u,)) <M, concluimos queu,,; €/, o que conclui a
prova por indugio.

De modo analogo, resulta que
d(up,up+q)s d(up,up+l)+d(up+1,up+2)+..,+d(up+q_l,up+q)=
= d(up,f(up))+cz'(zlp+],_f(up+l))+...+d(up+g_l,f(up+q_1))ﬁ

L
s(/cP + kP +...+kP*‘f")M(1—k)=kP1 _"‘k M(1—k)=zvﬂcf’(1-k4)< Mk?.

Como " — 0, a sucessio (u, ), _p ¢ de Cauchy e como X € completo,
N—»0

u, > aekX.
n—rxo0
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Uma vez que:
e por hipotese, D(u,M)c U ,onde D(u,M)={xe X :d(x,u) <M}
e u,eBuM)VnelN
e a=limu, € D(u,M)

n—oe
concluimos que ¢ e /.

Falta verificar que « ¢ um ponto fixo.
Como /¢ continua € u,.; = f(u, ), resulta que

a= lim u,) = lim ()= f{ lim (1) | = (o).

A—C n—>C n—>x

Portanto, f(a)=a. Pelo que foi visto anteriormente, « € unico, o que conclui a

demonstragdo.

No seguinte corolario, para garantir a existéncia do ponto fixo ndo € exigido que f

seja uma contracgdo. Basta que /" o seja, para algum ne IN .

Teorema 1.3.9 ([18], pag 85 ) Sejam (.X,d) um espago métrico

completo, f/:X — X uma funcdo tal que f” é uma contracgdo, para algum
ne IN. Entao f tem um Unico ponto fixo.

Demonstragdo Pelo teorema do ponto fixo de Banach, /" tem um anico ponto

fixo. Seja x, tal ponto, isto €, /" (xy)=xg.
Uma vez que

£x0) = A o)) = £7(f (x0)

~ concluimos que f(x,) é também um ponto fixo de f”. Como o ponto fixo de uma
contracgao € unico
J(xg)=xq
isto €, x, € um ponto fixo de /-
Vejamos finalmente que tal ponto fixo € Unico. Para tal, basta observar que, se 3 €
ponto fixo de /, entdo

Yo =F )= ) == ")

e portanto y, ¢ também um ponto fixo de /", contrariando a unicidade.
Logo x; € o unico ponto fixo de f, como queriamos provar.
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Coroldrio 1.3.10 Sejam (X,d) um espago métrico completoe f: X - .U
uma aplicagdo. Supor que existem m,ne IN e ke [0,1] tal que

a0, 1" 0) s kd(xy), Vrye X
Entéo /' tem um Gnico ponto fixo.

Demonstracdo Uma vez que, dados x,y e X

dlrmn o, o )=l (o) s o) < kalr o, £ 0)=

= k(™). £ ()< K2d(y.%) = K2 (5, )

m+n

com k% e 0.1, provamos assim que #™*" é uma contracgio de razio k2,

Pelo teorema anterior, / tem um tnico ponto fixo. d

O exemplo seguinte da-nos uma fungdo # tal que /" ¢ uma contracgdo, para algum
nelN.

Exemplo 1.3.11
Seja
C(la,blIR) - C(a.b]IR)
g - Fg

onde Fg(x)= Ig(y)dy-

Logo
d(Fgy,Fgy)= sup {Fgl(r) Fg, (%)< s d ﬂ g1(») - g2y < m(b - a)

xelab xeab

- onde m=d(g,82).

d(F?g,F*g,)= sup

xelab

= sup fﬁgl(:)dsty—I@gz( )aLde

xelab], y

F(Fg(x))- F(Fgy(x)) = sup

‘ce[a b

F{ | gl(y)dy] - F[]gz(y)dyJ

f[f(gl(:y—gz(:))d:}dy

= sup <

xeab

< sup md= \dv|= sup m ||| ld=dv|= sup m || (y—a)dy| =
xe[ap j.["‘ J xelab] ;[i xe apb J-
’r - a[ ‘b a|
= sup m
xe[a,b] 2 2



Repetindo o processo anterior, obtemos
n
b-a

n!

d(F"g,,F"g;)<m

[b—a

n!

|ﬂ

<1, donde concluimos que F" ¢ uma

Para #n suficientemente grande,

contracgdo. -

Coroldrio 1.3.12 (Dependéncia de um paré@metro) ([4]. pag 153 )
Sejam (X,d) um espaco métrico completo e D=/ c X', com U # X, um
aberto, T um espago topolégico e f:U/x7 — X uma fungdo com as seguintes
condig¢des:
(@) Paracada reT, afungado
L U= X
x> filx)= flx1)
satisfaz as hipdteses do teorema 1.3.8 (para 0s mesmos M e k).
(b) Paracada xel/, afungao
fe: T X

o folt)=1(xr)
€ continua.
Entdo, para cada r= 7', a fungdo f, tem um dnico ponto fixo a, € U/, (isto &,
34, eU: f(a,.t)=a,) e a fungdo
g: T-> X
- a
€ continua.

Demonstracdo Pelo teorema 1.3.8, para cada €7, f, tem um Gnico ponto

fixo q, eU.
Mostremos que a fungdo g € continua:

dla,a;)=d(f(a,) £, (a, ) s d(filar ), £la ) +d(f(a, ), £(a,) <
= d(fr (ar ) Js (ar )) + kd(ar-as ) :

(na primeira igualdade usou-se o facto de g, ser o ponto fixo de f, e de a, ser o ponto

fixode £;)
Portanto,

d(a,,as)—kd(at,as)s d(f,(a,),fs(a,))@d(ar,as)ﬁ(l—k)"ld(f}(a,),f,.(a, )

Como a fungdo f, ¢ continua,
lim £, (s) = /5, (1) = q,
s—

e portanto da desigualdade anterior decorre que lima, = q,, isto €, a fungdo g € continua,
S

o que conclui a demonstragdo. -
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Observacdo 1.3.13  Naturalmente que o coroldrio anterior vale se U/ =X
trocando a condigdo a) pela condigdo de f, ser contracgdo de razdo £, V¢ € I' (com £ ndo

dependente de ¢).

De seguida apresentaremos uma nova definicdo que provém da definigdo de
contracgdo apresentada anteriormente. A diferenga ¢ que ndo € necessario impdr que a
condicdo

d(f(x), f(¥)) £ kd(x,¥)

se verifique para quaisquer x e y. Basta que seja valida para x e y “suficientemente
proximos”.

Definicdo 1.3.14 Sejam (X,d) um espago métrico, f:X > X uma
aplicagdoe ¢ > 0.
f diz-se ser uma ¢ - contracgdo se existir k € [0.,1] tal que

Vx,ye X, dx,y)<e=>d(f(x), f(»¥) <kd(x,y)

Observe-se que, se /¢ uma ¢ - contracgdo, para algum ¢ > 0, entdo f € continua.
Qualquer contrac¢do é também uma & - contracgdo. Contudo, o reciproco € falso
como mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 1.3.15 Seja
7 o2]ufas] —» [0.2]uf4.6]
x > f(x)
dada por

lx ,sexe [0,2]

fx)=12
Ex +2 ,sexe[4,6]

E facil verificar que /¢ uma 1- contracgdo. No entanto, f nfo é uma contrac¢io:

d(f(2),f(4))=3>2=4d(24)

O mesmo exemplo mostra que uma & - contracgdo pode ter mais que um ponto fixo
(0 e 4 sdo dois pontos fixos de /).

Definicdo 1.3.16 Sejam (X,d) um espago métricoe &> 0.
Uma sequéncia finita x;,x;,...,x, de pontos de X diz-se uma ¢- cadeia
unindo x, a x, se

n

ol it |

d(x, 1, x)<e, i=12

X diz-se ¢-encadeado se Vx,ye X existe uma ¢- cadeia unindo x a y.
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Observagdo 1.3.17
¢ Qualquer espago métrico conexo por arcos € ¢ - encadeado.
e [0,1]u[2,3] munido da métrica usual ndo é ¢ - encadeado para £ <1.

e Em (IR",d), qualquer ¢ - contrac¢do € uma contrac¢do. De facto, dados
x,y € IR", considere-se uma &- cadeia x = xy,x|,...,x, =y unindo x a v,

onde os x; sdo pontos consecutivos pertencentes ao segmento de recta

unindo x a y.
Por conseguinte,

d(f(x),f(¥) £ D, d(f(xi), £(x,)) < kzd(x,-_l,x,-) = kd(x,y)
i=1

i=1
O seguinte teorema (M. Edelstein, [1 3]) fornece-nos condigdes suficientes para que
uma ¢ - contrac¢do tenha um ponto fixo.

Teorema 1.3.18 Sejam (X,d) um espago métrico completo ¢ - encadeado
e f: X — X uma ¢- contracgdo. Entdo /' tem um unico ponto fixo e X .

Demonstragcdo  Seja xe X . Por hipdtese, X é - encadeado, logo existem
X = X9, X, X% = f(x) com d(x;_,x;) <€, i=1..,s.
Por hipdtese, /¢ uma & - contracgdo, logo para cada i e {15} tem-se

A(f (520, f (%) S R (xp_y,%;) < ke < &

[terando sucessivas vezes, concluimos que
(™ G B ™ o) EREC™ om0 P ) Lo R

Portanto,
d(f™ (), ™)) = d (™ (xg), £ (x,) <
<Sd(f"(xg), £ )+ A ) 7 (32)) + o+ d (M (), f ™ (x5) <

<k"e+k"s+. k"e=sk"¢

Por conseguinte, para n > m, temos que

AU G0 0N £ a0, ST D AU @ R ) ™ ), ) =

m
<se(k" k" 4+ k™) <

s&
1-k

Portanto, a sucessdo (f”(x))ne w € de Cauchy, e como X ¢ completo, a sucessdo
converge para um = € X .



Afirmamos que - é um ponto fixo de /. Como / € uma aplicagdo continua,

£2)= f[ lim f“(:c)) = lim 7"\ (3) =

0 que prova que = € de facto um ponto fixo de /.

Finalmente, vejamos que = € o unico ponto fixo de /-
Por redugdo ao absurdo, suponhamos que existe y # - tal que y ¢ também um ponto
fixo de /.
Consideremos uma ¢ - cadeia
L2 T
Entédo

d(z,y)=d(f" () TN =d(f " (o) S (%))

<A E ) (xS Sk e = sk
i=1

i=l

Como ke bl[ resulta que lim (sk”’g): 0, donde concluimos que =z = y, isto €, 0
m—ae

ponto fixo é unico. O

Embora no teorema anterior £ seja o mesmo (de ¢ - contracgdo ¢ ¢ - encadeado), o
resultado continua a ser valido se X for & - encadeado e fuma &, - contracgdo, com

5[552.

A condi¢do de X ser ¢- encadeado € essencial. De facto, /R munido da métrica
discreta ndo € ¢ - encadeado para &£ <1 e qualquer aplicagdo f:IR — IR é continua e

uma & - contracgdo, com £<1, uma vez que d(x,y)<e<l=x=y. Contudo tal
aplicag@o pode ndo ter pontos fixos.
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4.  SUCESSAO DE CONTRACCOES

Sejam (X,d) um espago métrico completo e f,: X — X, com i€ /N, uma
sequéncia de contracg¢des. Pelo teorema do ponto fixo de Banach, cada fungdo f; tem um
ponto fixo x; € X .

Suponhamos que a sucessio (f; )I.EIN converge para uma contracgdo fp: X — X
(pontualmente ou uniformemente). Serd que a sucesséo (x; )I.E v converge também para o

ponto fixo de f;,?

O seguinte resultado fornece-nos uma resposta no caso de contrac¢des com a mesma
razdo de contracgio.

Teorema 1.4.1 ([18], pag 147 )  Sejam (X,d) um espago métrico
completo, f,, f,, com ne [N, contracgbes de X em X. Suponha-se que as
contracgdes f, tém a mesma razdo de contracgao 4.

Sejam ainda «, e a, os pontos fixos de f, e f,, respectivamente.

Se lim f,(x)= fy(x), Vxe X, entdo lima, =ay.

n—o0

n—=»x

Demonstragdo Atendendo que f, € uma contracgdo de razdo k, resulta que,
dado xe X e n< p:

d(a,, f; (D) <d(a,, f;F (N +d(ff (x). £ () <d(a,, £ ())+Kd(x, £ () <

<d(a,, 7 (N + R (dCx £, () +..+ AL, 77 ()<

n

Sd(ar, [P N1kt k77 ) d s f, () < dap, 7 G+

d(x, f, (x))

Como lim f,7(x)=a,, fazendo p — o, obtemos
P>

R

d(ay, f7 () S~

d(x, 1,(x))

Tomando n=0 e x=aqy

1 . | : :
d(a,,ay) < Ed(a():fr(aon - T__/;d(fO(aO)afr(HO))

Como (£, )n v converge pontualmente para f;, concluimos entdo que
lim d( fo(ag), f,(ap)) =0
r—»c0

logo
lim d(ay,a,)=0

F—r0

]

provando assim o pretendido.
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O teorema anterior supde que as contracgdes tenham todas a mesma razdo de
contracgdo. Os dois teoremas seguintes, provados por S. Nadler em [26], ndo impdem esta

condigdo, desde que a convergéncia das fungdes seja uniforme ou que o espago seja
localmente compacto.

Teorema 1.4.2 Sejam (X,d) um espaco métrico e 7, : X — X fungdes
com pelo menos um ponto fixo «;, com ie IN .

Seja ainda f;, : X — X uma contracgao de raz&o k, com um ponto fixo ;.

Se (f;),.,y convergir uniformemente para f,, entdo (q,),_, converge para
ao .

Demonstragdo  Seja £>0. Uma vez que, por hipétese, ( fi ), oy Comverge

uniformemente para £}, existe N € /N tal que,
Viz N:d(fi(x), fo(x))<e(l-ky),Vxe X

Logo,para i> NV,
d(a;,ag) =d(fi(a;), folag)) =d(fi(a;). fola;)+d(fo(a;), folag)) <

<&e(l-ky)+kod(a;,ay)
ou seja
(1""k0)d(a!,a()) < E(I—ko) = d(a!,ao) < &

donde concluimos que (g )iE gy converge para aj, 0 que termina a demonstragdo do

teorema. L

Teorema 1.4.3 Sejam (X,d) um espago métrico localmente compacto (isto
&, todos os pontos de X tém uma vizinhanga compacta) e f;: X - X uma
familia de contracgdes com ponto fixo a,, com ie IN .
Seja ainda f, : X — X uma contrac¢do de razdo &, com um ponto fixo a;.
Se (f;),.;y convergir pontualmente para f,, entdo (a;)_, converge para

dy -

Demonstragdo Seja ¢ > 0. Uma vez que X é localmente compacto, @, tem uma
vizinhanga compacta J/,. Podemos supor que ¢ ¢€ suficientemente pequeno de modo que
D(ag,€)=4{xe X :d(ay,x) < g}g Vo

Como D(ay,e) € um fechado e V) € compacto, concluimos que D(a,€) € também
compacto.



Atendendo a que (f;),_,, sdo equicontinuas (isto &,
Ve>0386>0Vx,ye XV elf,ie INJd(x,y) <8 =d(f(x), f(¥) <€)

convergindo pontualmente para f;, e [Xa(,&£) € compacto, afirmamos que (f, )JEIN

converge uniformemente para f, em D(a,¢).

De facto, pretende-se provar que, fixado y >0
AN e INViz N:d(f;(x), fo(x)) <y, Vxe D(ay,e)

* (), sdo equicontinuas, logo
38 »0:d(xxg )28 = d{ f{x), filxs)) <7
(posso supor que & < 7 );

. {B(x, d):xe D(a(},&‘)} formam uma cobertura de D(a,,&) € como D(ag,€)
k
€ compacto, resulta que existem x,.,x, tal que D(ay,€) < _ulB(x,,é)
i=
(logo, Vx e D(ay,&)3x; :xe€ B(x;,0),isto é, d(x,x,) <),

e Além disso, para cada
jefl..k} 3n; e INVizn, d(fi(x)), folx,) <y

Portanto,

d(f;(x), fo(x)) <d(f; (x), fi(x; D+ d (i (x)), folx N+ d(fo(x,), fo(x) <

<y+y+hyd(x;,x)<2y+koy =y(2+kg)
provando assim o pretendido.

Seja N e /N talque Vi> N
d(f;(x), fo(x)) <(1=kg)e,Vx e D(ay,¢)

Logo, Vx € D(ay, ),
d(fi(x),aq) < d(f;(x), fo(x))+d(fo(x), fo(ag)) <

<(-kp)e+kyd(x,ap) < (1—ko)e+hy £ = &

Concluimos entdo que Vi= N
fi(D(ay,&)) < D(ay,¢)
Para i > N, sgja
g D(ag,e) — D(ay,e)

X = fi(x)



E obvio que g; ¢ uma contracg¢do e como (a;.g) € compacto (logo completo),
resulta que g; tem um ponto fixo b;. Mas entdo b; também ¢ um ponto fixo de 7;, ¢
como f; € uma contracgdo, b; = «;.

Provamos assim que, para i > N, a; € D(ap,e). Como no disco D(ay,€), (j:, )E[N
converge uniformemente para f;. pelo teorema anterior, (g )I.E gy converge para a;, 0

que conclui a demonstragdo do teorema.

De seguida exibiremos um exemplo de uma sucessdo de contracgdes, convergindo
para uma contrac¢ao.

Exemplo 1.4.4 Sejam
f: Lo = [lae]

X

" |
X = e +14+—

n

e f, estd bem definida, Vne IN, pois f,(x)>1,Vxe [1,+oo[, VYne IN , uma

vezque ¢ ¥ >0 ei>0.
n

: 5 " .
e VnelN, f, ¢ uma contracgdo de razdo de contracgdo —.
e

|/ () =eF < L
e

Portanto, Vn e /N, f, tem um Unico ponto fixo a,, .

Facilmente se verifica que (7,,) Ly converge pontualmente para
for sl > Lo
X B e+l

- i ~ . 1 :
€ que f, € uma contrac¢do de razdo de contrac¢do —. Seja ¢ o ponto fixo de f.
e

Pelo teorema 1.4.1, a sucessio (a,, )n v de pontos fixos de (£, )H <y converge para
o ponto fixo de f, a;.

Note-se que os teoremas 1.4.2 e 1.4.3 também sdo validos neste exemplo, uma vez
que ( T )nE ;y converge uniformemente para f; € que [1,+oo[ ¢ localmente compacto.

(S}
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Sejam X e Y dois espagos métricos ndo vazios, munidos das métricas d, e d,,

respectivamente.
Considere-se agora o conjunto X x Y , munido da métrica produto o, definida por:

e dados (.xl,yl ), (.Yz,yz) e XxY
d((x;,01), (x5, ¥2)) = Jd_g(-‘t'[,-’fz)*‘d}%(yl,}’z)

Uma fungdo f:XxY — X' xY diz-se uma contracgdo em relagdo a primeira
variavel se
vy € ¥ 3k(y) € PI[:d(f (21,0, £(x2, ) € ROD((x1, 1), (53, 1)), Vxp, x; € X

De modo analogo podemos definir contrac¢@o em relagdo a segunda variavel.
Finalmente, uma fungdo diz-se ser uma contracgdo para cada variavel separadamente
se € uma contracgdo em relagdo a primeira e segunda variavel.

DefinicGo 1.4.5 Seja 7' um espago topoldgico ndo vazio. Diz-se que 7' tem
a propriedade do ponto fixo se toda a aplicagao continua de 7’em 7" tem um ponto
fixo.

Por exemplo,
DO = {re IR d(x0) <1}
tem a propriedade do ponto fixo (Teorema do ponto fixo de Brouwer).

O seguinte teorema deve-se a S. Nadler ( [26]).

Teorema 1.4.6 Sejam (X,d.) um espago métrico completo e (Y.d,) um

espago métrico com a propriedade do ponto fixo.
' Sejaainda f/: X x¥ — X xY uma aplicagéo.
1. Se fe uniformemente continua em X xY e se é uma contracgdo em
relacao a primeira variavel, entdo / tem um ponto fixo.
2. Se X é localmente compacto, / & continua em X x! e se é uma
contracgdo em relag@o a primeira variavel, entao / tem um ponto fixo.

Demonstracdo Provemos | e 2 em simultineo.

Para cada yeY, definimos f,:X — X dada por f,(x)=m 0 f(x,y), para
xe X, onde 7| € aprojecgdo natural de X' x} em X

Paracada yeV, J, € uma contracgdo € uma vez que X € completo, /| y tem um

unico ponto fixo.
Seja
F: Y — X

y B F(y)
onde 7'(y) € o Unico ponto fixo de f,.
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Tome-se y, el . Vejamos que F € continua em y,. Para tal, considere-se uma
sucessdo em ¥, (v, ]ne v » convergindo para yy.

e Por 1, (fy,, )”e[‘ y converge uniformemente para fyo. Pelo teorema 1.4.2,

(F(¥p)),epy converge para F(yg);

e Por 2, uma vez que /¢ continua, logo ( converge pontualmente para

Y )ne!N
/> e como X ¢ localmente compacto, pelo teorema 1.4.3, (F( yn))new

converge para I(y;).

Em ambos os casos, concluimos que (#(y, ))nE v converge para F(yy), isto €, /€
continua em Y.
Seja agora G: Y — ¥ dada por:

Gy)=myo f(F (), ¥)
onde 7, ¢ a projecgdo natural de X' xY em Y.

(7 € continua porque 75, F e f o sdo. Além disso, por hipotese, Y tem a propriedade
do ponto fixo. Logo G tem um ponto fixo, isto €,

g €Y :G(yg) =yo @m0 f(F (Vo) yo) = Yo
Mas [(y,) € o Gnico ponto fixo de f, , isto ¢,
Sy, (F(vo)) =F(yg) & myo f(F(¥o)yo) = F(yg)
donde se conclui que
(Frodyo)=(m o F(F (o) vo) 7y o F(F (o) vo)) & (F(vo), o) = F(F(v0), 1)

]

portanto (F (¥0),¥o) é um ponto fixo de £, o que conclui a demonstragio.
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2. OUTROS TEOREMAS DE PONTO FIXO
PARA CERTAS CLASSES DE FUNCOES

No capitulo anterior tratamos unicamente de contrac¢des e vimos condigdes
suficientes para garantir a existéncia de um unico ponto fixo para tais fungdes. Iremos
agora estudar outros tipos de fungdes: as fungdes fracamente contractivas e as ndo-
expansivas. Veremos que a completude do espago métrico X ndo ¢ suficiente para
garantir a existéncia de um ponto fixo. Teremos portanto de adicionar algumas
hipoteses quer ao espago métrico quer a fungdo estudada.

1. FUNCOES FRACAMENTE CONTRACTIVAS

Neste capitulo serd enfraquecido o conceito de contracgdo, ao definirmos fungdo
fracamente contractiva, como se apresenta de seguida:

DefinicGo 2.1.1 Sejam (.X.d) um espaco métrico e f:X — Xuma
aplicagao.
[ diz-se fracamente contractiva se, para quaisquer p,ge X', com p#gq,

d(f(p) f(g)<d(p.q)

Note-se que qualquer contraccdo € fracamente contractiva. O reciproco € falso.
Observe-se também que qualquer aplicagdo fracamente contractiva é continua.

Além disso, o teorema do ponto fixo de Banach ¢ falso se substituirmos uma
contrac¢do por uma aplicagio fracamente contractiva, como o exemplo seguinte mostra.

Exemplo 2.1.2 Seja
fi IRy — IRy
x B x-ef
festa bem definida uma vez que f(x)< x, portanto f (IRO‘ )g IRy .

Vejamos que /¢ fracamente contractiva. Para tal, mostremos que | /"(x)[ < 1.

0< fl(x)=1-¢e* <1

Note-se que ndo ¢ possivel garantir que / seja uma contrac¢do, uma vez que
Iim f"(x)=1 e, pelo teorema do valor médio, d(f(x), f() = f({)d(x,y), logo,

para x # y
i U1
X, y——cc d(x,y)

Portanto, /' ¢ uma aplicag@o fracamente contractiva definida num espago métrico
completo e, no entanto, / ndo tem pontos fixos.
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Contudo, em determinadas condigdes, pode-se garantir a existéncia e unicidade de
um ponto fixo em aplicagdes fracamente contractivas, como mostra o seguinte teorema

de M. Edelstein ([12]):

Teorema 2.1.3 Sejam (X,d) um espago métrico e f: X — X uma
funcdo fracamente contractiva tal que, para um dado xe X', a sucessao
(j”(x))ne ;v tem uma subsucessao convergente. Seja = o seu limite.

Entdo - e o Unico ponto fixo de 1.

Demonstragdo Suponhamos, por redugio ao absurdo, que f(z)# =.

Como f™(x) — z, entdo /" (x)= f(f’" (\?))—) (z), pois ¢ uma aplicagdo
1—w i—=x
continua.
Seja
¥ ={(p.q)e XxX:p=q}
subespago de X' x X e r: Y — IR aaplicagio continua definida por

a(/(p)./lg)

r(p,q)= d(p.q)

r estd bem definida pois d(p,q)#0,V(p.q)e Y.

omo (z,flz))e r ¢ continua e riz, flz =df(:)'f2(:)< ois f ¢
Como (=, f(z))eY, t (= /() ) < ois f

fracamente contractiva), existem uma vizinhanga U de (z, f(z)) em ¥ e 0< R <1 tais
que, para todo (p,g)e U, 0<r(p,g)<R<1.

Sejam B, = B(z,p) e B, = B(f(z).p) as bolas abertas centradas em = e f(z),
respectivamente, de raio p>0, com p suficientemente pequeno de modo que

p< ;d(:,f(:)) (o que implicaque B,"\By, =0 )e ByjxB, cU.
2

Como f"(x) — =, existe N e IN tal que, para todo i > N, f™(x)e B, e sendo
1=
/ fracamente contractiva, resulta que
d(f”’”(x),f(:)):é d(f"‘ (x),:)< P,
isto ¢, £"*!(x)eB,.
Uma vez que

o fM(x)eB

o ["(x)eB,

¢ p<id ()
conclui-se que

dlf™ (<) £ (x))> p. Wi > N (1)
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Por outro lado, para i > N,

d(f” +l(x n+2 x)) (f n +l )d(f n +l(x))< Rd(f”* (xl j.n'ﬂ(x))
pois (7 (x). /" (x))e U

Sejam agora k> j>N. Pelo facto de f ser fracamente contractiva ¢ da
desigualdade anterior, obtém-se:

alf™ w7 ) s al et (o)., () < R )7 ).

<R“d(f Vi )—>0

k—x

o que contradiz (1).
Portanto f(z)==:.

Vejamos agora que = € o unico ponto fixo de /. Se existisse '€ X' com f( V=2
e Z'# 2, entdo d(z,2")=d(/(z), f(z) < d(z,z"), 0 que & absurdo.
Conclui-se assim a demonstragdo do teorema.

Coroldrio 2.1.4 ([12]) Sejam (X,d) um espago métrico compacto e
/X —> Xuma fungdo fracamente contractiva, entdo existe um unico ponto
fixode f em X

Demonstragdo Basta atender a que, se X € um espago métrico compacto,

entdo para qualquer xe X | (f” (x))mE ;v tem uma subsucessdo convergente. N

Coroldrio 2.1.5 ([12]) Suponhamos que as condigdes do teorema 2.1.3

2
sao satisfeitas. Entao (f ( )ne ;v converge para o unico ponto fixo de f.

Demonstragcdo Pelo teorema anterior, /im " (r) =7, 18t0 &,

i—oc

w6 > 03Ny e INVi = Ny -dlz, /" (x))< &

Seja agora m = ny, +1 (ny, fixo, [ € IN varidvel).
Resulta entdo que

) d(/ (), /"™ (x )<d( f”No(x))<a

(na igualdade usou-se o facto de = ser ponto fixo de £), o que prova que /im f" (r) =z 0
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Coroldrio 2.1.6 Sejam (.X,d) um espaco métrico compactoe f: X — X
uma fung¢do fracamente contractiva. Entdo / tem um unico ponto fixo - e

Vxe X: (f” (:c))”E y converge para - .

Demonstracdo  Pelo corolario 2.1.4, Vre X, (f"(x))nE,N tem uma
subsucessdo convergente para z, sendo = 0 unico ponto fixo de f.

Pelo corolario 2.1.5, (f” (x))nelN converge para -. ]

Coroldrio 2.1.7 Seja f:/R" — IR" uma fungdo fracamente contractiva,

IR" munido da métrica usual. Suponhamos ainda que existe xe /R” tal que
(f”(x))nE v tem uma subsucessdo convergente para = e /R".
Entdo - é ponto fixoe lim f"(y)=z,Vye IR".
n—r0
Demonstragdo Basta demonstrar a tltima afirmagdo. Seja entfio = o ponto fixo
de fe ye IR" um ponto qualquer.

Como
d(f"(y),2)=d(f" (). f"(2) S d(y,2).Yne IN
decorre que
F"edlal-o)
Como D(:, o y”) € compacto, o resultado segue da aplicagdo directa dos
corolarios 2.1.4 e 2.1.5. 0

Note-se que o corolario anterior € valido em espagos métricos para 0s quais a
aderéncia de bolas seja compacta (por exemplo, qualquer espago vectorial normado de
dimensdo finita).

Observacdo 2.1.8

(1) A completude do espago X ndo € suficiente para garantir que uma fungio
fracamente contractiva tenha um ponto fixo. Basta atender ao exemplo

2.1.2 (neste exemplo (f " (x))n'E v diverge para — oo, Vx € IR ).

(2) Dada uma contrac¢do fde X em X, onde (X,d) é um espago métrico,
para garantir que / tenhd um ponto fixo basta que exista x € X tal que a
sucessdo de iterados de x por f tenha uma subsucessdo convergente (ndo
¢ exigido que X seja um espago métrico completo).



Exemplo 2.1.9 Seja

Atendendo a que

resulta que | i '(x]<1, Vxe]—g,g{ Portanto, pelo teorema do valor médio, f €

fracamente contractiva.
No entanto, ndo se pode garantir que f seja uma contrac¢do pois ndo existe

ke ]01[ : | T (t)[ < k. De facto, fndo ¢ contrac¢io ja que

s ; ul & .
Tome-se agora, por exemplo, x = m e considere-se ( i "[—D os iterados de
nelN

xporf.

T,
Como | ——,— | é compacto e
[ 2 2]

7)), <[54]

i

il & 2

resulta que L Ph (—D tem alguma subsucesséo convergente.
nelN

: n( ;
Pelo teorema anterior, [ / [ZD converge para X, onde x; € o ponto fixo
nelN

de 1.

Definicdo 2.1.10 Sejam (X,d)um espago métrico, f:X — Xuma
aplicagéo e ¢ > 0.

f diz-se ¢ - fracamente contractiva se, para quaisquer p,qe X, com
p*qe d(pg)<e

d(f(p) flg)< d(p.q)

L
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Exemplo 2.1.11 Considere-se a fungdo

7o o] - L]

X B3 xHeTF—g

onde £ =e", com x; > |.

Eclaroque f(x)=xo> x=xpeque f(x)=1-¢" e bi[

Atendendo a que lim f'(x)=1 decorre que, para a métrica usual, / € fracamente
X—+x

contractiva.

Também se tem que lim /" (x)=xy, Vxe [1,+cc[.
n—re

Considere-se agora k € IN, k22 e seja

k-1

X= J\;JO{x,j)e IR? x> l}

com a métrica induzida pela métrica usual de IR?.
Seja
F: X - X
(x./) + (f(x).(j+Dmodk)

[ ndo € fracamente contractiva ja que
d(F(x,]), F(x,0)) =d((f(x),2modk),( f(x),Imod k)) =1=d((x,]),(x,0))

No entanto, /' ¢ ¢ - fracamente contractiva para £ <1 ja que

d((x,i),(y,j)<esl=i=j
Assim
d{F(x,0), F(y,i))=d (f(x), f(¥)) <d'(x,y) =d((x,1),(y,1))

" onde d’ representa a métrica usual em /R.

Da construgio decorre que o ponto (x,,0) € periodico de periodo £, isto €,
F¥(x0,0) = (x0.0) € F7(x0.0) # (x).0), para j e {l,....k -1},
e que
vx>1, lim F™%(x,0) = (x0.0)
n—ac

No exemplo anterior, todas as afirmagdes resultam imediatamente da construgao.
No entanto, a existéncia de um ponto periodico para uma fungdo ¢ - fracamente
contractiva € um facto mais geral, como estabelece o seguinte teorema ( [12]).



Teorema 2.1.12 Sejam (X,d) um espago métrico e f:X — Xuma
fungdo ¢ - fracamente contractiva tal que para um dado xe X, a sucessao

(f”'(x)),,E v tem uma subsucesséo convergente para -. Entdo - € um ponto

periédico de /1, isto &, existe ke IN: /(=)= =

Demonstragdo Seja xe X tal que /™ (x) — =, logo

I—»x

N, e INVi> N, :d(:,f"*‘ (_r))< ig.

1 . :
Como d(:, R (x))< Zg < ¢ ef¢ ¢ - fracamente contractiva,

AL @)=yl @) e )< e

Portanto, d(f(:),f”'”(x))< Zl[g'

[terando sucessivamente, conclui-se que

@) )< v,

logo
dz, 7 (@) e, £ ()l (), (=) < i_.g - %‘9 = %g
Seja agora k = n;,; — n; . Por conseguinte, d(:,f"'(:))< %5.
Vejamos que f*(z)=z. Por redugio ao absurdo, vamos supor que
Z= ()=

Sejam Y o conjunto e r a aplicagdo definidos no teorema 2.1.3. Uma vez que
='# =, resulta que (z,z")e ¥ eré continuaem (z,z7).

(o) AU L))
d(z,2)

<1

pois /¢ &£ - fracamente contractiva e d(:, )= d(:,fk (:))< %8 <g

Logo existe uma vizinhanga U de (::) em Y e existe R<1 tais que, para todo

(p.q)eU, 0<r(p.q)<R<1.
Sejam B, = B(z,p) e B, =B(z,p) as bolas abertas centradas em = e =z,
respectivamente, de raio p>0, com p suficientemente pequeno de modo que

p<§d(3,:’)<—é~g e BjxB,cU.
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Como f"(x) — =, existe N, e IN tal que, para todo /> N, 1" (x)e B, isto
i—»ac

é, a’({;‘”J (x),:)< pPLE.

Por hipotese, 7¢é ¢ - fracamente contractiva, logo

dlf" ) @) dl ™ () 2)< p<ce.

[terando sucessivamente, conclui-se que

)z dlr ) )<
isto ¢, £ - (x)e B,. Portanto
L (o), ())e BxB, cU

Assim sendo

A (o) £ (x))< R,

d(fnj-#l(x)'fn_i.+£+[ ) Rd(f Ak )

Seja /> j> N, (=7/-1> N,). Por conseguinte

(fnl‘] (x), fnj_l +k (,’C))E Bl X Bz :

Como d(z,z') < %g , resulta que

. dl e (x) et ()< &

Uma vez que f¢ € - fracamente contractiva,

d(f”‘ l+I( ) fn, ,+k+i )< d(f ny, n[ ,+A )< e

Novamente, iterando sucessivamente, conclui-se que

()17 () s all e ), £ ) < Ral 0 ), () <

<..< Rlijd(fn" () S (r))

: 1 )
que converge para zero, quando / — +, 0 que contradiz o facto de p <—d (:, z )
o)

isto €,

Portanto, f g (z)= =, o que conclui a demonstragio. O

Observacdo 2.1.13 Na demonstragdo do teorema anterior, foi fixado
n>ny e definiu-se & =n,.; —n,. Como fl"(:) =z decorre que o periodo de =, s,

divide £. Logo, Vi > N|, tem-se que s divide (n;,; —n;).
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O proximo corolario é consequéncia do teorema anterior.

Coroldrio 2.1.14 | [12]) Sejam (X,d) um espago meétrico compacto e
f X — Xuma fungéo ¢ - fracamente contractiva.
Entdo f tem pelo menos um ponto periddico.

Sob certas condigdes pode-se mesmo garantir que o ponto =, limite da sucessdo, €
um ponto fixo:

Coroldrio 2.1.15 ([12]] Suponha-se que, nas condigdes do teorema
anterior, d(z, f())<¢. Entdo = &€ um ponto fixo.

Demonstragdo  Por redugio ao absurdo, suponhamos que f(z)# =. Assim
sendo, resulta que

@ dlf G- di s <
(b) f¢ & - fracamente contractiva, logo
a2 2 E)<de ()< e

Continuando a iterar, conclui-se que

d4G) )< dl £(2)

0 que ¢ absurdo.

{a

Portanto, f(z)= z, isto ¢, - € um ponto fixo de f
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2. FUNCOES NAO - EXPANSIVAS

Iremos agora enfraquecer ainda mais o conceito de contracgfio, ao permitir que &
possa ser igual a 1.

Definicdo 2.2.1 Sejam (.X,d)um espago métrico e /: X — X uma
aplicagdo. f diz-se ndo — expansiva se

d(f(x),f(¥)=d(x.y), Vx,ye X
Note-se que quaisquer contrac¢des ou fungdes fracamente contractivas sdo, em

particular, ndo - expansivas. O reciproco ¢ obviamente falso (basta tomar f(x)=x+1,
com x e [R).

O seguinte teorema ¢ uma aplica¢do imediata do teorema do ponto fixo de
Banach, onde é garantido que uma fungdo ndo — expansiva que envie o disco unitario
em si proprio tem um ponto fixo.

Teorema 2.2.2 ([8], pag 83) Sejam D= {xe IR":|o < 1} e f:D=>D
uma aplicagdo ndo — expansiva. Entdo / tem pelo menos um ponto fixo.

DemonstragGo Paracada ne /N considere-se

Fy ()= (1 = l]f(x)

n
que envia D em D, ja que

o =(1-2 <Ll s 1

Vejamos que £, € uma contrac¢do, para todo ne IN .

-0 (12 6-(1- 00| (1- - 60 1- 2 -

1
Portanto, tomando & =1-—<1, Vre [N, resulta que
n

|7 )= Fn ()] < = 31

isto é, £, é uma contracgdo, paratodo ne IN .
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Como D ¢ um espago métrico completo, F,(D)c D e F, ¢ contracgdo, pelo
teorema do ponto fixo de Banach, resulta que /7, tem um tunico ponto fixo x,,, isto €,

F(x,)=x, (1 - %)f(r,, )=x,.

Uma vez que D é compacto e (x,) _n =D, entdo (x,) _p possui uma

subsucessdo |x, | _ convergente para x; € [ .
n hie v 5 0

foentts
1y

1 ; ; i o :
Logo, como ( Jf(x,, ): X, €] ¢ continua (pois € ndo — expansiva),

i—»00 I—0 n;

X =limx, = lim[l —ljf(xm ): flxo)

conclui-se que
f(xo)=xg

Portanto, x;, € ponto fixo de /; o que conclul a demonstragio. O

E obvio que ndo se pode afirmar que o ponto fixo seja tnico (basta tomar
/D — D dada por f(x)=x).

O proximo teorema generaliza o teorema anterior:

Teorema 2.2.3 ([18], pag 98)) Sejam B um espago de Banach, K c B
um subconjunto fechado, convexo e limitado e /: K — K uma aplicagdo nao -
expansiva.

Se (f-1)K) & um subconjunto fechado de B, onde / representa a fungao
identidade, entdo / tem um ponto fixo em X.

Demonstragdo  Podemos supor que 0e& K (caso contrario consideramos
" K-xp,xpeK e f(x+xy)—xp). Como K ¢ limitado existe r>0 tal que K estd
contido numa bola de centro O e raio r.
Sejam (1, )ne v uma sucessdo de reais positivos menores que 1, convergindo para
l,e
fn: K — K

x Bt f(x)

fn esta bem definida pois X € convexo, ¢, € ]01[ Oe f(x)eK,logo
L f () +H(1=1,)0 =1, f(x) € K
Vejamos que Vn e [N, f, ¢ contracgdo.
Para x,ye K,
1fn ()= )] =t ) - SN <t~ 5]

com i, € b,l[.



Logo f, € uma contracgdo definida num espago métrico completo K.
Pelo teorema do ponto fixo de Banach, cada f,, tem um unico ponto fixo x, € K .
Atendendo a que

| Crn) = x| = [ F Co) = 1 £ G Yy = A= 1) F (x| S (A=t )r

e que {, — 1, concluimos que

/G =%l = = D) = 0.

Como (f - 1) K) é fechado, decorre que 0 e (f —7)(K) e portanto
dxge K:(f=1)xp)=0& f(xg)=x9

0 que prova o pretendido.

O teorema seguinte garante a existéncia de um ponto fixo para determinadas
aplicagdes ndo — expansivas.

Comegaremos por apresentar algumas definigdes necessarias para o proximo
teorema.

DefinicGo 2.2.4 Sejam (X,d) um espago metrico e Ac X um
subconjunto nao vazio.

O didmetro de 4, 5(A), é dado por sup{d(x,y);x,y € 4}.

A4 diz-se limitado se §(A4) < +x

DefinicGo 2.2.5 Sejam X um conjunto ndo vazio e f:X = X uma
aplicagao.
Paracada xe X e ne IN,, aorbitade f"(x) porf é

O(f” (x)): {ff(_r),i > n}.

Sejam (X,d) um espago métricoe f: X — X uma aplicagdo. Observe-se que

para n>m, O(j” (x))g O(jm(x)), portanto J(O(f" (x)))S §(O(f’"(x))), isto €, a
sucessdo de numeros reais ndo negativos\S\O\f" (X)), ¢ decrescente, logo
convergente,

Seja r(x)= lim 5(O(f " (x)))zo; observe-se que se pode ter r(x)=+w e que
H—>C

r(x) =r{{fx) Ve X .
A r(x) chama-se o /imite do didmetro da érbita de fem x.
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Observagdo 2.2.6 Suponha-se que f:(X,d)— (X,d) € ndo — expansiva.
Entdo
Vxe X VkelNy: 5(O(fk(x)))= sup d(fk (x),f”(:c))
nelN

n>k

De facto, fixados n > m > k, observe-se que

dlr . 7 e)=dlr et ol o))<

<dlprmt oo, £ )< sup dlrd . 7 )< ool o)
je
>k
Portanto, como :
slolrt )= suEkd( £7x £ 0= slolrt ()
temos que -
sup d{f7 (). £ ()= (ol ()

jelN
J>k

Definicdo 2.2.7 Sejam (X,d) um espago métrico e f: X — X uma
aplicagéo.
Diz-se que f tem didmetro de drbita decrescente se

r(x) <8(0(x)),¥x e X desde que §(0(x))>0.

_ Observe-se que &(O(x))=0 sse x é ponto fixo de 7 Por outro lado, se 7 tem
didmetro de 6rbita decrescente, entio §(O(x)) ¢ finito, Vx e X .

Exemplo 2.2.8
(1) Seja
1 1
o 10,— 0,—
el > Pl
x b x?
Tem-se que

Vx e ]o%[ 0=r(x)<8(0(x))=x
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(2) ([6]) Sejam (.X',d) um espago métrico, 7 e « aplicagdes de X em X tais
que:

(a) VxelX, 0<a(x)<l
(b) Fixado xe X, paracada ye X tem-se d(f(x), f(y)) S a(x)d(x,y)
Entdo, atendendo & observagio 2.2.6,

S(O(F () = sup dlf(x), 7" ()< sup a(x)dlx, 77 (0)= a(x)8(0(x).
nelN nelN
Portanto, uma vez que O(}’" (x)); O(f(x)), resulta que
r()= lim 5077 0) < 8(0(7(x) < ax)3(0() < 5(0)

se & (O(x)) >0, e f tem diametro de orbita decrescente.

Seja agora x5 € X tal que f(xg)=xq.
Vejamos, por indugdo, que

dlxg. /7 () (@)Y (. ).
i) paran=1, d(xy, /(x)=d(f(x0), /() £ a(xg)d(x¢, %)
ii)  suponhamos que a desigualdade ¢ valida para n— 1. Entio
dlxo, 7(0))= dlr (), 217 (0))) < ety 7 ()<
< a(xg)a(xo))" dlxg, x) = (a(xp))" d(xp.x)
Como 0<a(x)<1, Vxe X, concluimos que lim " (x) = xy, isto &, a sucessdo

de iterados de x por f'converge para o Unico ponto fixo de /.

Feita esta introdugdo, estamos preparados para apresentar o teorema principal
desta secco, apresentado por L. Belluce e por W. Kirk, em ([6]).

Teorema 2.2.9 Sejam (X,d) um espago métrico e f: X — X uma
aplicagdo nao — expansiva com didmetro de drbita decrescente.

Suponha-se que existexe X tal que a subsucesséo (f”f (x)),em converge
para ze X .

Entdo - & um ponto fixodef e (f” (x)),,,e v converge para :.
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Demonstracdo
Por hipétese, lim /™ (x) =z.
k—w0

Vejamos que = gera uma sequéncia isométrica, isto &,
Vm,ne IN d(fm(:), " (:))x d(f””k (:),f’”k (:)), k=12..
Para tal, recorreremos aos dois seguintes lemas (M. Edelstein, [14]):

lema 1 Sejam (X,d) um espago métrico e f: X — X uma fungdo nio
— expansiva. Suponha-se que existe xe X tal que (fﬂ(‘x))nelN contém uma
subsucess&o (f % (x))jem convergente para - .X. Entdo existem (m,)_p tal

que my <m, <..,comm; elN,e limf™(z)==:.
[0
DemonstragcGo  Por hipétese, lim /™ (x) ==
I—>C

Se existir m e IN tal que /™ (x) =z, entdo tomando m; = n; —m resulta que

lim £™(2) = lim /%™ (£ (x))= lim f" (x) = =
1—>»0 I—>0 11—
0 que prova o pretendido.
Suponha-se agora que VmeIN, f™(x)#z e tome-se & >0 (qualquer, mas

fixo).
Uma vez que lim /™ (x) =z, existe i = i(§) tal que
I—»0

dfe, 7 ()< % j=012,. (1)

Paratalie £ =12,...

drr@. s lsde rwdk )< d g

De (1) (tomando ;j = 0) e atendendo que /¢ ndo — expansiva, resulta que

S O O R WAL ) ENPY CR LT RLAE)
Portanto, de (1), (2) e (3) conclui-se que

dlz, 77 () )< dlz, £ )+ dl 0, 17 )l (), £ () <
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Tome-se m; = n;,; —n;, entdo d(:,fm‘(:))< 0.

Vamos agora construir a sucessio (m, )I.E v do seguinte modo:

Suponha-se que m; <n; <..<n; jaestdo definidos tais que

mp=m =0, J€ {1,_..,k}

d(fmf sy :)< —2—16?1

Trocando em (1) 8 por e escolhendo »; > nm; satisfazendo (1), decorre
4 2k+2 kil k

que myg, =n;, - n,  satisfaz

d(fm*'” (:),:)< 2%

Se lim m, #+o, isto &,
k—c

IM>0VpelIN3kzp:m. <M
(observe-se que 0s m;. ‘s sdo inteiros positivos).

Portanto existem infinitosm; ‘s pertencentes ao conjunto {1,2,_..,M}, donde
concluimos existirem uma infinidade de repetigdes:

my =s,VielN
logo d(fm"' (z), :): d(f‘(:),z) — 0. Portanto 7”°(z) = z e o resultado ¢é trivial com
i—c
my = ks.
Se /\lim m,. = +o0, basta considerar uma subsucessdo injectiva.
F—»00

Conclui-se assim a demonstragdo do lema 1. O

lema 2 Sejam (X,d) um espago métricoe f: X — X uma fungdo nao
— expansiva. Suponha-se que existe xe X tal que (/"’(x))nem contém uma

subsucesséao (f & (,wc)),.E v convergente para - < X . Entdo = gera uma sucessio
isometrica.

Demonstra¢do

Suponha-se, por redugdo ao absurdo, que existiam
m,n,k € IN tais que

§=dlfm ), 17(2)-dlrmE ), 1 ()= 0
Notemos que & > 0 porque

dlr™ @), 17 ()<< dlrm (e, 7))



Tome-se / =k k+1,...
Como f'¢ ndo — expansiva

dlr™ @), )2 < d(FmE ), 1 ()

portanto
dlrm@. " e)-dlrm . @)z 8 )
Pelo lema anterior, existe uma sucessdo (n, ),_,, tal que
llm fn'(:) =5
[—»00

Portanto, V/ e IN
lim 777 (2) = lim 7" 2))= 7'

I—o0

Sejaentdo je IN talque n; 2k e

d(f (). /" (:))< =

@) <2
Logo )

dlrm @, @) dl e, @ el ), )l ), o)<
<m+d(/m+nj( )anT’( )) m—5+d(fm+n"( )f’”n’( ))

o0 que contradiz (4).
Portanto 6 =0, o que conclui a demonstragdo do lema 2. O
Provamos assim, pelo lema 2, que = gera uma sequéncia isométrica.

Logo, para ke IN ,

50U @)= sw dlf )1 (2))= sl 2.7 (2))= elolr =)

nelN

Por conseguinte,

()= lim slo{r* 1)) = s(0(1(2)

Mas r(z)=r(f(z)), donde se conclui que r( f(z)) = §(O(f(:))).

Por hipétese, £ tem didmetro de orbita decrescente. Portanto 5(O(f(=)))=0, isto
& f(f(:)) = f(z). Provamos assim que f(z) € um ponto fixo por /.
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Uma vez que /¢ continua, resulta que
im /70 = f{ Jim £ ()= 7).
k- k—x
Logo
Ve>0 JkelN : d(f”‘f” (x), f(z))< €
Seja n>ny, +1. Como

dlr" o, 1@)=dlr o, f(FE)< dlrmi, £) < alr2 o, 1)< <

<d(f" (0, f(2))<

conclui-se que lim f"(x)= f(z).
n—o

Mas como lim f" (x) = =, resulta que f(z)==z,isto ¢, lim f"(x)=z ez éum
k—rx A=

ponto fixo de f, como queriamos mostrar. [

Coroldrio 2.2.10 ([6]) Sejam (X,d) um espago métrico compacto e
/X — X uma aplicagdo nao—expansiva com diametro de orbita decrescente.

Entdo, VxeX, r(x)=0 e a sucesséo (fn(x))ne[N converge para um
ponto fixo de /.

DemonstragGo Como X € compacto , entdo Vxe X, (f”(x))ne v tem uma
subsucessdo convergente para algum ponto =.
Pelo teorema anterior, lim f"(x)=z¢ f(z)==z.
n—»c

Finalmente, r(x)= lim J(O(f” ( x)))z s({zh=0. O

, Observe-se que a condigdo de / ter didmetro de Orbita decrescente € essencial,
como mostra o seguinte exemplo:

Exemplo 2.2.11 Sejam
D=1{x e IR?:1<|x| <2}

fi D > D
X b -X

/ ¢ ndo — expansiva, D € compacto e f nfio tem pontos fixos.

A condigdo de a orbita de algum ponto conter uma subsucessdo convergente
também ¢€ essencial (basta atender ao exemplo 2.2.8 (1)).
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3. PONTOS FIXOS EM FAMILIAS DE FUNCOES
COMUTATIVAS

Neste capitulo provaremos a existéncia de um ponto fixo comum para uma certa
familia de fungdes, desde que certas condigdes sejam satisfeitas. Comegamos por
apresentar alguns conceitos requeridos para tal:

DefinicGo 2.3.1 Seja § um conjunto ndo vazio. Diz-se que § e
parcialmente ordenado se existe uma relagao de ordem, denotada por <, tal
que:

e sea<bhbeb<c,entdoa<c;
e g<ag,
e seg<bheb<a,entdoa=5h.

para todos a,b,ce S .

Por exemplo, sejam S um conjunto ndo vazio e T = P(S), isto &, 7 é o conjunto
formado por todos os subconjuntos de S. Dados 4, Be T ,diz-seque 4<B se A< B.

Lema 2.3.2 (Lema de Zorn) Seja S um conjunto parcialmente ordenado.
Suponha-se que V7 < S subconjunto ordenado (isto €, Vx,ye 7 x<yvy<x)

existe me S talque VxeT, x<m.
Entdo S tem elemento maximal, isto &,
dMeS talquese M <Z,com Ze S, entdo M =7
Analogamente faz-se uma formulagdo equivalente ao lema de Zorn para elemento

. mimmal.

Definicdo 2.3.3 Sejam XY um conjunto ndo vazioe f, g: X — X duas
fungdes.
/ €& g dizem-se comutativasse fog=go f.

DefinicGo 2.3.4 Sejam B um espaco de Banach e 4 um subconjunto
nao vazio de B. A envolvente convexa de 4 é o menor convexo de B que
contém 4 e representa-se por co(4). O fecho convexo de 4 é o menor

convexo fechado de B que contém A4 e representa-se por E(A).
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Apresentamos de seguida um teorema de L. P. Belluce e W. A. Kirk ([7]).

Teorema 2.3.5 Sejam B um espago de Banach e @# X c B um

subconjunto fechado, limitado e convexo.
Sejam ainda M < ¥ um compacto e /' # <& uma familia de fungdes de X
em X ndo - expansivas e comutativas, tal que

el : {ff?(x), n:l,2,...}mM¢@,Vxe}{'

Entdo existe xe M: f(x)=x,Yf e F, isto & x & um ponto fixo comum da
familia F .

DemonstracGo Seja K # @ um fechado convexo de X, tal que /(K)c K,
VfeF.

Tome-se xe K. Uma vez que fj(K)c K, resulta que (fl”(x))nE =y
Podemos ainda afirmar que

(fl" (x))n v < K, pois X ¢é fechado.
Logo

O£ (x), =12, JnMc KM
Concluimos entdo que K "M = Q.

O lema de Zorn garante a existéncia de um subconjunto X ™ < X minimal, tal que
X" # @, fechado, convexo e f(X*)g X" VfeF.
Seja M* = X" M ;éclaroque M™ =D

Por um teorema de Goéhde ([1 5]), existe um conjunto ndo vazio H constituido por

pontos fixos de f; em A ™.

Vejamos que / ¢ fechado.
Atendendo a que Vxe H, fi(x)=x, resulta que tomando x, € X\ H ,

ﬂ(.xo) * xU i

Seja A(x) = f(x)—x; portanto /(xy)# 0. Logo [A(xy)| = k>0, e uma vez que A

¢ um aplicacdo continua, € possivel encontrar uma vizinhanga J de x, tal que para todo

xem V, [A(x)|> 0, isto €, h(x)# 0 < f,(x)# x. Portanto ¥ — X \ H , 0 que prova que
H ¢ fechado.

Sejam agora xe H, fel e y= f(x).
Uma vez que /' ¢ uma familia de fungdes comutativas e x é um ponto fixo de /],
concluimos que

HO) = HF X)) = f(fi(x)= f(x)=y

Logo y ¢ também um ponto fixo de f},isto ¢, ve H .
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Consequentemente f(H)c H .

Novamente, pelo lema de Zorn, existe um subconjunto 4~ < A minimal, tal que
H™ # @ éfechado e f(H*)g H* NfeF.

Tome-se ge F; como H" é fechado, M é compactoe H* c HcM " c M,

resulta que H*~ ¢é também compacto. Como g é continua, g(H *) ¢ compacto, logo
fechado.

Além disso, para todo f € /'
Aol )= glrter )< eler).
Portanto, o conjunto g(H *) é:
* ndo vazio,
. g(H *)g H;
e fechado;

o el ) eler) vrer
Pela minimilidade de A , resulta que g(H*): . Meul.

Seja ¥ o fecho convexo de H™.

Uma vez que H~ ¢ compacto ¢ o fecho convexo de um compacto ¢ ainda
compacto, resulta que W ¢ compacto (uma demonstragdo pode ser vista em [2] pag

174)

Suponha-se que (7 )> 0.
O seguinte lema ¢ apresentado por R. DeMarr em [11]:

lema 1 Seja Bum espago de Banach, A — B um conjunto compacto

nio vazio e K a envolvente convexa de M .
Seja p o didametro de M. Se p>0, entdo existe um elemento nwe K tal

que sup{”x—u”:xeM}< p.

DemonstracGo  Uma vez que M é compacto, existem x,x, € M tais que
lx; —x3| = p. Seja My =M o maior conjunto (no sentido da inclusdo) que contém

x=)=p.
Como M ¢ compacto e p>0, afirmamos que M, ¢€ finito. De facto, caso

X1, Xy € Vx,ye My, se x# y entdo
contrario, M, conteria uma sucessdo (x, )nE v Cujos termos sdo todos distintos. Logo
tal sucessio teria um ponto de acumulagdo, o que contraria o facto de

Hxn —xm”=p>0, Wy %

Podemos entdo escrever M, = {xl, X9y Xy }
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Seja agora

Portanto u € K, uma vez que:
e por hipotese, como K 2 M, consequentemente, x|, X;,..., X, € K .

. 1 = 1 . ™~ 1
e Kéconvexo, ~20¢ ) —=1,entio u=y —x, K.
H k=17 k=11

Novamente, por hipotese, M ¢ compacto, logo existe y, € M tal que

.sup{“x ~u:xe M}= |yo = 4.
Resulta entdo que

o —ul =

J’o—z X

k=11

» ZHJ’O —x<p

k=1

5]

uma vez que como Yy, x; € M e o didmetro de M é p, entdo |vy-x.[<p,
k=1,...n

Finalmente, suponhamos que |y, —#|| = p. Entdo,

1 n
=D lvo-x]=p
L

yo— x| < p, resulta que |yy—x;[=p, isto ¢,
vo € M. Conclui-se portanto que yq = x;, para algum k€ {l,..., n}, o que é absurdo
pois |vg —xi||= p >0, paratodo k=1,...,n

Como, para todo £=1,...n

Logo |yg —u| < p, 0 que conclui a demonstragio do lema. O

Portanto, pelo lema anterior, existe x € W tal que
r= sup{“x— Z:ze W}< sw)

Vejamos que isto é um absurdo, concluindo assim que §()=0.
Sejam

Dy = {weW == <r, V.,GH}
D2={weX :”w—:HSr,‘v’:eH}

*

*
Tome-se we D, entdio we X' porque W ¢é o fecho convexo de H

H cM c X' e X' ¢ fechado e convexo. Além disso, Vze H™,
W€D2 N,

Reciprocamente, se we Dy NIV, resulta que w e D).

2

, 1t0 €,
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LOgO Dl :Dz Y/

Seja y e D, ; vejamos que f(y)e Dy, Vf e F:

e como ye X e f(X*)g X", resulta que f(y)e X* ;

* uma vez que f(H"): H*Nf el dado -e H", existe

feH*: f(z)=z
Logo

) ===lr»m- £ <y-=|sr
Portanto, f(y)e D, e da arbitrariedade de y resulta que f(D,)< D,, Vf € F.
Além disso, D, é:

* ndo vazio pois xe D,. Defacto, xe W c X" e [x-z|<r,Voe H cW;

e fechado pois Dy = N D(z,r)nX " e a interseccdo de fechados é ainda

2
um fechado;

* convexo pois dados x,yeD,, ce H e 0<a <1:
lox+(1-a)y -z =|ex—ac +(1-a)y - (1-a)- <
<gx-z|+(-a)ly-Z<ar+(1-a)y=r
Portanto, D, ¢ ndo vazio, fechado, convexo, f(D,)c D, e D, c X™.

A minimilidade de X~ garante que D, = X~
Logo Dy =Dy "W =X"nW=W.

Observe-se que & (H '): 5(W) (conforme apéndice 3)

Atendendo que 5(H *): S(W)>r e H" é compacto, existem a,be H*:
”a - b“ >r

Mas como H™ < W = Dy, resulta que
||a - b” <r

0 que € absurdo.

Portanto, &(W)=0, H*:{xo} e f(xg)=xp, YfekF, o que conclui a
O

demonstragio do teorema.
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O seguinte resultado € consequéncia imediata do teorema anterior (R. DeMarr,

[11]).

Coroldrio 2.3.6 Sejam Bum espago de Banach e X ¢ B um compacto,

convexo e nao vazio. Seja F uma familia ndo vazia de fungdes comutativas de
X em X, tal que para Vf e F', f €nao - expansiva.
Ent&@o a familia de fungdes F tem um ponto fixo comum em X.

Exemplo 2.3.7 Seja

10

F:{f,, :[%,-f—oo[—)[i,w:[:fn(x):%,ne]N\{l}}

uma familia de fungdes comutativas.

E obvio que x =1 é o tnico ponto fixo de f, € F,ne IN\{l}.

Vejamos que Vf, € I, f, € ndo — expansiva. Para tal, basta mostrar que

/(x| <1vxe }%,m[

Mas
; 1 nf a1 1 n-1 |
= £1 2 By ] B
£ (x) e o Vx e =

9 , :
€, uma vez que x e }E ,+a0| , € suficiente notar que

n-1 n n
x> i} s = Z—I—sse b 22
10 9110 n" 10 10

concluindo assim o pretendido.

51



3. FUNCOES MULTIVALUADAS

Neste capitulo abordaremos um novo tipo de contracgdes: as contracgdes
multivaluadas. Veremos adiante que, enquanto numa contrac¢do, a cada elemento do
espago de partida se associa um unico elemento do espago de chegada, numa contracgio
multivaluada, a cada elemento do espago de partida se associa um subconjunto do espago
de chegada. Esta modificagdo na propria defini¢do de fungdo obriga-nos a redefinir alguns
conceitos ja abordados anteriormente, tal como o conceito de ponto fixo. Posteriormente, 4
semelhanga do que foi feito no primeiro capitulo, estudaremos sequéncias de contracg¢des
multivaluadas convergindo para uma dada contrac¢do multivaluada.

1. CONTRACCOES MULTIVALUADAS

DefinicGo 3.1.1 Sejam B um conjunto ndo vazio € P(B) 0 conjunto

formado por todos os subconjunto de B.
Sejam A4 e B dois conjuntos ndo vazios. Uma fungdo multivaluada F de 4
em P(B) & uma aplicagdo que a cada xe 4 associa um subconjunto de B, isto &,

F(x) € um subconjunto de B.
Aimagemde U c 4 por F é
F(U)= v F(x)
xel/

e o gréafico é
GrF={(x,y)e AxB:ye F(x)}

Observe-se que, se para cada xe€ 4, F(x) consiste apenas em um ponto, entdo o
grafico define uma fungéo de 4 em B.

A maior diferenga entre uma fungdo e uma fun¢do multivaluada tem a ver com a
definigdo de imagem reciproca. A imagem reciproca de um conjunto U/ por uma fungdo
" f:A— B éoconjunto /N U)={xed: f(x)eU}.

Para uma fun¢do multivaluada F: 4 — P(B) existem duas defini¢des para imagem
reciproca:

* A reciproca superior de U, que é F*(U)) = {x ed: F(x)c U}

* A reciproca inferior de U, que é F'(U)={xe 4: F(x) U # Q)

Note-se que F*(U/) c F'(U).
Se F(x) consiste apenas em um ponto, Vx e 4, ambas as defini¢des reduzem-se a
inversa de U, considerando / como uma fungio de 4 em B.

Em termos topologicos, a existéncia de duas definigOes distintas para a imagem
reciproca de um conjunto ird implicar que existam duas definigdes de continuidade. Sendo
assim, uma fungdo multivaluada F: 4 — P(B) diz-se ser continua superiormente se a
reciproca superior de qualquer aberto € um aberto e continua inferiormente se a reciproca
inferior de qualquer aberto ¢ um aberto.
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Fixadas topologias em 4 ¢ B e F:.A4— P(B), define-se continuidade pontual e
continuidade do seguinte modo:

e [ diz-se continua superiormente em x se para cada vizinhanca aberta U/ de
F(x), a sua reciproca superior € uma vizinhanca de x em 4.
[F diz-se continua superiormente se € continua superiormente para todo
xe 4.

e [ diz-se continua inferiormente em x se para cada aberto U tal que
F(x)nU # @, asua reciproca inferior ¢ uma vizinhanga de x em A.
F diz-se continua inferiormente se € continua inferiormente para todo
xe A.

e [diz-se continua em x se € continua superiormente ¢ inferiormente em x.
[ diz-se continua se € continua paratodo xe 4.

Exemplo 3.1.2 ([2], pag 527) Sejam F, G e H trés fungdes multivaluadas de
[0,1] em P([O,l]) definidas por:
o} ,x<lI 0] .x<1

Fix)= )= H(x)=10,x
(x) {[0’]] e O {{0} oy H@=[a]
E facil verificar que 7 é continua superiormente. Vejamos que / ndo é continua

inferiormente em 1. Para tal, considere-se o aberto U/ = }%%{ (observe-se que
F)NU #@). Mas F'(U) = {xe[0,]]: F(x)nU = @} = {1} nao ¢ vizinhanga de 1.

Em relagdo a fungdo multivaluada G, é facil de verificar que € continua
inferiormente. Afirmamos que G ndo € continua superiormente em 1. De facto, tome-se o

aberto U = {0%{ (observe-se que G(1) c U/ ).
No entanto, G*(U/) = {x € [0.1]: G(x) c U}= {1} ndo é vizinhanga de 1.

Finalmente, mostremos que / € continua.
Seja xe [O,l[ (o caso x=1 étrivial); H ¢ continua superiormente em x:

Seja U/ um aberto contendo H(x); podemos tomar U/ = [O,x e 5[, com ¢ >0 tal que
x+8 <1 (o casode U = [0,1] & trivial).

HS(U)={yel01]: Hy) < [0,x+ 5[} [o,erg[
que € uma vizinhanga de x.

H ¢ continua inferiormente em x:
Seja U/ um aberto tal que H(x)NU #<J; podemos considerar U/ =]a,b[, com

0<a<x<bh<1 (osrestantes casos sdo analogos).

H () ={ye[0l]: Hy)nlab[ 2 @)= ],

que ¢ vizinhanga de x.

Portanto A é continua.
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Definigdo 3.1.3 Sejam 4 um conjunto ndo vazio, F: A —» P(4) uma fungdo
multivaluada e xe 4. x diz-se um ponto fixo de I se xe F(x).

Note-se que, se para todo x € 4, F(x) consistir em apenas um elemento, entdo
xe Flx) & x= F(x)
que ¢ a definigdo ja apresentada anteriormente para ponto fixo de uma fun¢do.

Por exemplo, para a fungdo / apresentada anteriormente, O e 1 sdo os Unicos pontos
fixos de F.

Seja (X,d) um espago métrico. A métrica de Hausdorff em relagdo a métrica d, Ay,
¢ definida por:
Dados 4 e B dois subconjuntos ndo vazios, fechados e limitados de X, entdo

hy(A,B) = max{sup d(a,B),supd(b, A)}
acA beB

O conjunto formado por todos os subconjuntos de X ndo vazios, fechados e limitados
representa-se por FL(X).

Vamos agora introduzir a defini¢do de contrac¢do multivaluada.

Defini¢Go 3.1.4 Seja (X,d) um espago metrico e considere-se a métrica
de Hausdorff #; em FL(X). F:. X — FL(X) diz-se uma contracgdo multivaluada
se existir ¢ e J0,1[ tal que

hy(F(x), [ (y)<cd(x,py), Vx,ye X .

A c chama-se coeficiente de contracgéo.

E facil mostrar que se F:(X,d)— (FL(X),h;) ¢ uma contrac¢do multivaluada,
entdo F € continua.

Exemplo 3.1.5 Seja

F € uma contracgdo multivaluada.
De facto, tome-se x, y < [0,1],

Y

hy(F(x), F(y)) = 5

1
= —d(x,
5 (x,y)

. ~ ; ) |
Portanto, /' ¢ uma contrac¢do multivaluada de coeficiente e
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Ao contrario das contracgdes, nas contrac¢des multivaluadas néo se pode garantir
que o ponto fixo (quando existir) seja Unico, como o seguinte exemplo mostra:

Exemplo 3.1.6 ([25])

Sejam
¥ [0,1] > [0,1]
1 ] 1
—~Xx+— 0fx2—
o B3 21 2
-—x+1 ,—<x<1
2

F: og] =  rFrlfoi])
x B Ploffo}

: . : 1
Vejamos que /' € uma contracgdo multivaluada de coeficiente 5

1
1° caso: Sejam OSySJcS5

ha(F (). F () = max{ o dlafoyotty+1)), dlp oy x+ %})} =
ae{0juix+

¥ A

1 1 1 | 1 1 .
= max{sup{O,Ex— Ev} sup{O,;x -~ 2_})}} = E(X -y)= ;d(x, )

2° caso: Sejam x e [01] e ye }ll]
2 2

hd(nxxF(y)):max{ wp e Ojoe byl s d(b,{o}u{%x+%})}=

ac{oh %xﬁ—i} |V Ey+l}

= max{sup{(),%fx+y—1},sup{0,%x+y— l,}} = %|x+y— | S%’x—yl = ‘;-d(x,y)

1
3°caso Sejam x,ye }Eljl (analogo ao 1° caso).
Logo,

v,y e 0], hy(F(x), () < %d(x,yj

2] .. .
No entanto, {O, q} sdo dois pontos fixos de /.
2

55



O teorema seguinte, devido a S. B. Nadler, generaliza o teorema do ponto fixo de
Banach para fun¢des multivaluadas.

Teorema 3.1.7 (Teorema do ponto fixo de Nadler, [25]) Sejam (X,d)
um espaco métrico completo e F: X — FL(.X) uma contracgdo multivaluada.
Entéo F tem um ponto fixo.

Demonstragdo Seja x; € X' e considere-se x; € F(xp).
Agora tome-se x, € ['(x|) tal que d(x|,x;)<h,;(F(xy),F(x))+c, onde ¢ é o
coeficiente de contracgdo (note-se que existe sempre tal x, uma vez que, como ¢ >0 e
d(x,F(x))= inf d(x.y)
yeF(x)

5
temos que
3y e Flx): dlsy, Fx) < dls, )< dls, P+ 0 < g (Fxg ) F(x )+ o
A este y da-se a designagdo de x; ).

Vamos agora construir uma sucesso (x,, )n v dada por:
Xnsl € Fx,) e d(xn gy )S hd(F(-\'n—l ) P (X, ))+ g"
Portanto,
d(xn > xn+1) S hd (F(“rn—l ) F(In )) +c" < Cd(xnflaxn ) £g" S

< clltg (F (g ) F (o )4 " ¢ = g (), F gy )+ 267 <

< c?d(xXy_g, %, ) +2¢" <. S d(xg, %))+ 0"
Assim , para m > n, tem-se

m—1 m-1 ) . . .
el ) e Zd(xjﬂ,xj):é Z(cjd(xo,xl)+jcf)s Z(cfd(xo,xl)+jcf)

J:” j:n J?.n
que converge para zero quando 7 — 40, jdque c € ]01[ implica que

Z(de(xosxl)+J'Cj)=zcj(d(xoax1)+J)
=1 2l
seja convergente,
Assim, (x, )nE ;v ¢ uma sucessdo de Cauchy, e sendo X completo, (x, )nE w €

convergente. Seja x o limite de (x,, )”E IV

Afirmamos que x € um ponto fixo de F. Para tal, note-se que para todo ne [N, se
tem:
0 d(Xyp1, (X)) < 1y (F(x,), F(x)) < ed(x,., )
Portanto,
d(x,F(x))= lim d(x,,,F(x)) < lim ¢d(x,,x) = cd(x,x)=0
n—0 H—a0

Por conseguinte, x € F(x)= F(x) (por hipotese, F'(x) é fechado).
Provamos assim que x € um ponto fixo de 7. N
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No teorema anterior enunciamos condi¢des suficientes para que uma contracgdo
multivaluada tenha um ponto fixo (com o coeficiente de contracgdo constante).

Nos dois seguintes teoremas, provados por Yu-Qing em [33], vamos permitir que o

coeficiente de contracgdo varie com x € com V.
Para comegar, vamos definir uma fungdo multivaluada para-contractiva (fm.p.c.).

DefinicGo 3.1.8 Sejam (X,d) um espago métrico ndo vazio e
F:X —> FL(X) uma fungcdo multivaluada. F diz-se uma fm.p.c. se Vi, yelX,
com x#y

hy(F(x),F(»)) € K(d(x,))d(x, )
onde
K ]0,+oo[—> [O,I[ e limsupK(r)<l1, Vi>0

Teorema 3.1.9 Sejam (X,d) um espagco métrico completo e
F: X — FL(X) uma fm.p.c.. Suponhamos que, para todo Y ¢ X subconjunto
nao vazio, fechado e limitado tal que F(x)nY = @, Vxe ¥, implica
d(x, F(x))=d(x, F(x)NY), Vxe¥
Entdo / tem um ponto fixo.

Demonstragcdo Seja (, )., uma sucessdo em [0,+o0] estritamente decrescente,

convergindo para zero.

Uma vez que lim supK(r)<l1, existem 0<k, <1 e &, >0 tais que K(r)<k,,
r—t,

Vrelt,.t, +6,[, vneIN .

. .{5,, 1}
Sejam 77, =ming——,—r € &, =1, +1],.
4 n

Entdo K(r)<k,, ‘v’re{gn —-%’,an +77,,:| , Ve lN.

Além disso, quando n — @,

e/, —0";

+

° 17,,5%—)0

Portanto, ¢, - 0" .
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A prova sera agora dividida em trés passos:

PASSO 1
Provemos que, para &; >0 Jx € X:

F(X)NnD #D, Vxe Dy ={xe X :d(x.x)) <&}
Suponha-se, por redugdo ao absurdo, que

Ve X dxpe Xcomd(x,xg)<geF(xg)NnD =0
1sto €,
Vye F(xg), d(x,v)> g

1° caso: Suponha-se que d(x,xp) < & — 4

2

Atendendo a que:

® d(x,F(xy)) < d(x, F(x)+hg (F(x), [ (xg))
e VyeF(xy), d(x,y)>¢g
e /éumafm.p.c

resulta que ,
d(x, F(x))2d(x,F(xy))—hg (F(xp),FF(x)) =& - K(d(x(),x))d(xo,x) > &1 —d(xy,%) > 221—

2° caso: Suponha-se que d(x,xp) =& — %

Novamente, atendendo a que:

o d(x,F(xy)) S d(x, F(x)+ by (F(x),F(xy))
e VyeF(xy), d(x,y)> ¢

e Féumafmp.c

* d(x,xy)< & <& +m,logo

d(x,xq) € I}“l —%1",51 + ??1}

concluindo-se assim que K(d(x,xy))< &
resulta que

d(x, F(x)) = d(x, F(xg)) — hg (F(xg), F(x)) 2 & — K(d(xg,%))d(xg.x) 2
> &'l _klgl = (I —kl)gl
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Portanto, dos casos 1 e 2, concluimos que

d(x, F(x) = min{»ri—‘,(l ~ K )gl} >0, Vxe X (1)

(note-se que % e(l—k;)e, ndo dependem de x).

Agora, fixemos x; € X e x; € F(xp).
Uma vez que

d(x, F(x)) < by (F(x0), F(x))) < K(d(xg,x)d(xg,%) <d(xg,%)

existe x, € /(x) tal que

1
d(xl:F(—Yl))""f;z“ Sd(x),x3) L d(xg,x))

1 1
d(x),%y) < hy(F(xg), F(x))+ = < K(d(xg, x)))d(xg, %) + 51

Por indugo constroi-se uma sucessio (x,, )ﬂ23 tal que

® x,eF(x,1);

. 1 .
L] d(.\?n‘[ 3 F(xn7[ )) = 2_)’1 < d(In_l,x” ) < d(x”;z,xnﬁl ) :

1
. d(xn—l > %p S K(d(xn—?. »Kn-1 ))d(xn—Z ’ xn—l) * 5;‘ .

Como 0<d(x,,

: (d(xn - ))ﬂE v € decrescente e limitada em /R, logo converge para algum Sy, isto €,

X,)Sd(x, ,x,1),Vn=3, resulta que a sucessdo
lim d(x,,x, 1)=35,
H—>50

Suponha-se que S, > 0. Entéo,

So = lim d(x,_;,x,) < lim Sup[K(d(xn_z,xn_l))d(x,,_z,xn_])+—l—j <
n—e n—>w or

< lim supK(r) lim d(x,_5,x,_;) =S, hm supK(r) <S,
n—x *

r—S; r—>3;

0 que € absurdo.
Portanto S, =0, isto €, lim d(x,,x,_)=0.
n—rc
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Concluimos entdo que

. 1
0< lim d(x,_|,F(x,1) < lim [d(xn—laxn )+ ___) e {]
h—x H—x 2.'?

o que contradiz (1), provando assim 0 passo 1.

PASSO 2

Provemos que, para &, >0 dx, € Dy:
F(x)nDy 2@, Vxe Dy ={xe D, d(x,x,) < &}
Novamente, por redugdo ao absurdo, suponha-se que
Vxe D) 3yy e Dy talqued(x, )< &red(x,y)> e, ,Vye F(yy)
De modo analogo ao que foi visto para o primeiro passo, resulta que

d(x, F(x)) 2 min{%z,(l - kz).sz} >0,¥xe D, )

Sejam xy € D) e x; € F(xg)n Dy (x; existe pelo passo 1). Pelas hipoteses do
teorema

d(x, F ()N Dy) = d(x, F(x1)) < =g (F(x9), F(x))) € K(d(xg, x)d(xg, %) < d(x9, %))

Portanto existe x, € (x;) " Dy tal que

1 1
d(xl,F(,rl))—z—:z: d(x,,F(xl)ﬁDl)—-z—z Sd(xp,xy) S d(xg,x))

1
(01 %2) € by (Fx0). Flan)) +3 < K(d(o, )M (g, 31) + QL

De modo analogo, construimos uma sucessio (x,, )n23 tal que

® X, € F(xn—l)mpl

1
® d(x, 1. F(x,))- 2—,, Sd(xp_t, %) S d(Xp_3,%,1)

|
e dix, i;x,)< K(d(xn_z,x,,,_l))d(xn_z,xn_l) +9—n

Analogamente se prova que lim d(x,,x, ;)=0 e que lim d(x,_,F(x, ;) =0,
n—c n—w

0 que contradiz (2), concluindo assim a demonstragdo do passo 2.
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PASSO 3
Por indugio, sejam &,,; >0 e x,,, € D, tais que

F)ND,, 2D, Vre Dy =teD, : d(xx)S€pfn22

Por definigdo de (D, ), _py - resulta que

Como (X,d) é completo, lim g, =0 (isto &, lim &(D,)=0), concluimos que
H—>C n—ac

nQIN Dr.' = {x() }

conforme o apéndice 1.

Como F(xy)nD, # @, VnelN, resulta que x; € F(x), isto €, xq € ponto fixo

de 7, o que conclui a demonstragdo do teorema. C

O proximo resultado da-nos uma condigdo necessdria e suficiente para que uma
fungiio multivaluada para-contractiva. tenha pontos fixos.

Teorema 3.1.10 Sejam (X,d) um espago métrico completo e
F: X - FL(X) umafm.p.c.
Entdo /' tem um ponto fixo se e so se existir um subconjunto fechado Y c X tal
que
(@) F(x)nY=+J, Vxet
(b) para qualquer subconjunto fechado Zct tal que F(x)NnZ#U, Vxe Z,

tem-se
dx, F(x)NZ)=d(x,F(x)), VxeZ

Demonstra¢Go
(=) Suponha-se que / tem um ponto fixo x;. Tome-se entdo

Yz{xeX:xeF(x)}gX

Vejamos que ! satisfaz as condigdes do teorema:
(1) Y #J porque x5 €V,
(2) Yé fechado:

Seja xe X\Y,isto &, xe F(x).

M;ﬁ(} pois F(x)=m-

Tome-se d =
2

F ¢ uma aplicagdo uniformemente continua (pois ¢ uma contrac¢do). Logo
existe & >0 tal que

d(x, V)<= hy(F(x),F(y)<d, ¥x,ye X
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Tome-se r = min{8,d} . Vejamos que B(x,r)c X' \Y . Por reducdo ao absurdo,
suponha-se que existia

veX:dxy)<r<dayefl(y)
Portanto
hy (F(x),F(¥)2d(F(x),y)2-d(x,y)+d(x,F(x))>-r+2d >-d+2d =d

0 que contradiz a continuidade da aplicagdo 7.

(3) Para xe¥ (logo x e F(x)),
Fx)nY o2 {}z@

(4) Seja Z <Y um fechadotal que F(x)nZ =&, VxeZ. Tome-se xe ZcC Y.
Masse xe ¥, xe F(x) e xe F(x)nZ, logo
dx, F(x))=0=d(x, F(x)N Z)

Concluimos assim que Y satisfaz as condi¢des do teorema.

(<) Suponha-se que existia um fechadoY < X tal que F(x)NY #J, VxeV e
VZ c Y fechado,se F(x)NZ#J, Vxe Z, entdod(x, F(x)NZ)=d(x,F(x)), Vxe Z.

Seja (s, )n ;v €OMO no teorema anterior.

PASSO 1

Tome-se D) =Y ( note-se que agora D ndo ¢ necessariamente uma bola fechada).
Entdo d(x, F(x))=d(x,F(x)nD,), Vxe D; (por hipdtese).

PASSO 2

De modo andlogo ao passo 2 do teorema anterior, existe x, € D, tal que
F(xymD, 20, VxeD,,
onde D, ={xe D, :d(x,x,) < &8s},
Por indugdo, obtemos x,,; € D, tal que F(x)ND,,; # D, Vxe D,,,.
Logo, oY D, = 1{x,}, que é um ponto fixo de #, o que conclui a demonstragdo do
e

teorema.

Iremos agora estender o conceito de fun¢des fracamente contractivas as fungdes
multivaluadas.

Definicdo 3.1.11 Sejam (.X,d) um espago métrico e F: X — FL(X) uma
funcdo multivaluada. /~ diz-se uma fungdo multivaluada fracamente contractiva se

Vx,ye X : hy(F(x),F(y))<d(x,y), com x#y
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Note-se que qualquer contracgdo multivaluada é uma fungdo multivaluada
fracamente contractiva.

Exemplo 3.1.12 Seja
£ IR - IR}

X B Xx-—arcigx
festa bem definida pois:

1 X

© f@=l-—s5=-"=>0

* f(0)=0

donde concluimos que f(/Ry )< IRy
Seja agora
F: IR} — FLURY)
x = [0, f(x)]

Pelo que foi visto atras, 7~ estd bem definida.

Afirmamos que 7 ¢ uma fungdo multivaluada fracamente contractiva. De facto,

sejam x,y € [Rj ,com x# y.

hy(F(x),F(y) =f(x)= f(y) <]x~)]
pois

\_2

fR=—<l

l+x
isto €, / € uma fungdo fracamente contractiva.

Iremos agora definir orbita e orbita regular de uma fungfo multivaluada, nogdes que
SErdo necessarias para o proximo teorema.

Definicdo 3.1.13 Sejam (.X,d) um espago métrico e /: X — FL(X) uma
funcdo multivaluada. Uma drbitade Fem xe X é

O(x) = {xn Xy € F(x,_j)ne ]N}
onde x, = x.
Uma orbita é regular se

d(xnﬂ ’ xn+2) - d(‘rn =xn+l) € d(xn+l=xn+2) £ hd(F(xn b F(xn-kl )



O teorema seguinte foi obtido por R. Smithson em ([32]), onde o autor recorre aos
métodos usados por Edelstein em ( 12]).

Teorema 3.1.14 Sejam (X,d) um espago métrico e /: X — [L(X) uma
fungdo muitivaiuada fracamente contractiva.
Se existir xe X tal que
e (J(x) éregular
* O(x)2 fx, tie IN{talque limx, = v, e limux,, =y,
! [—»o0 -0

entdo [~ tem um ponto fixo.

Demonstragdo Seja O(x) uma orbita regular tal que
,Hm Xp, =Yo € _]il'l’l Lrigil = H
[—raC [—o
Afirmamos que y, € F(y,). Basta notar que, Vi e /N
® Xp4l € F(.‘Cnl\)

* limx, =y

{=raC

L4 Iimxn =¥

i—w !

Logo y, =limx,, € F(lim Xy ]z F(yg)=F(yy), pois F(x) ¢é fechado, para todo
' e i—e
xeX.

Sejam Y = {(p,q) eXxX:p# q} e r:Y — IR aaplicagio continua definida por

ha(F(p), F(q))
d(p.q)
Suponhamos que y; # y,. Atendendo a que r ¢ uma aplicagdo continua,

(Vo.V1)ETY € r(yg,y ) <1, existem 0 <a <1 e uma vizinhanga aberta I/ de (y,,¥;) em
Y tais que,

r(p,q)=

Vp.q)eU:0<sr(p,g)<a
Seja p>0 tal que
. i
i) p<=d(yo, )
2

11) Se By = B(yp.p) € By = B(y,p),entdo Byx By c U/

Umavezque limx, =y, e limx, ,, =y, existe N e [N tal que, Vi> N:
! i—»xo

i—»x

X, €Bpex,, €B
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donde concluimos que, para i > N,
d(x, X5 41)> P 1)

Como (x, ,x,,)eU,para i=N e V(p,q)eU:r(p,q)<a,resulta que

g (F (i )y F (1)) < 0 (% 3% 41) @)
Por outro lado, O(x) ¢ regular, logo

d(Xp 4158, 42) £ Py (F(x, ), F(x41)) 3)

De (2) e (3) obtemos
d(:cn,_+l 3 xn]%-z ) < ad(xn, t] xn,+l)

Sejam k> j> N

d(-xnk ’xnk-i-l ) < d(xnk_,nl-l 2 xﬂk_l+2) < ad(xnk_l S'Ynk_l+l )
Repetindo o processo, concluimos que

b s
Ay sy 1) <o -’d(xnj X 41)

Como 0O<a<l, Ilim ol | =0, o que implica quelimd(x, .x, ;)=0,
k—x k—a0 A

contrariando (1).

Portanto yq = v, e ¥y € F(yp), 0 que prova que y, € um ponto fixo de /. e

No exemplo 3.1.12, 0 € o unico ponto fixo de /.
E obvio que 0 ¢ um ponto fixo. Vejamos que ¢ unico.

x ponto fixode I <> x € F(x) & x < x—arctgx < arctgx £ 0

Mas arctgx >0, para x € IRj , logo arctgx=0< x=0

Generalizaremos agora o conceito apresentado em 1.3.14 as fung¢des multivaluadas.

Definicdo 3.1.15 Sejam (X,d) um espaco métrico, £>0e F: X — FL(X)
uma fungdo multivaluada. I~ diz-se uma ¢ - contrac¢do multivaluada se

Vx,ye X :d(x,y) < &= hy(F(x), F() < kd(x, ), com ke ][
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O seguinte resultado deve-se a S. Nadler ( [25]) e € uma versdo analoga a 1.3.18.

Teorema 3.1.16 Sejam (X,d) um espago métrico completo ¢ - encadeado
e F: X - FL(X) uma ¢ - contracgdo multivaluada de coeficiente de contracgéo «.

Entdo F' tem um ponto fixo.

Demonstragdo A demonstragdo deste teorema sera dividida em trés passos:

PASSO 1 Construgdo de uma métrica d, .
Considere-se a aplicagdo . : X x X' — /R dada por:

n
do(x,y)= inf{z d(x;_1,%;): Xy = X,X,..., X, = y éuma £ - cadeta unindo x a y}

i=l

Vejamos que o, ¢ uma métrica.
. E obvio que d.(x,y)=20 equese x=y,entdo d,.(x,y)=0.
Suponhamos agora que d,(x,y)=0. Fixado & > 0, existe uma ¢ - cadeia tal que

n
> d(x;,x)<8, onde xy=xe x,=y
i=1
E imediato que
d(x, )<Y d(x,_,x)<d
i=1

logo x=y.

1
. d{m p) = inf{Zd(xl_[,x,-) I Xp = X, X|,...,X, = yéuma ¢ - cadeia unindoxay} =

i=1

n
= inf{Zd(x,-_l,x,) Xy =V, X, 5., Xp =X €uma ¢ - cadeia unindo y a x} =d (y,x)

i=l

. Sejam x,y,ze X .

n
do (= inf{z d(x;_1,X;): X9 = X,X|,...,x, = € uma ¢ - cadeia unindo x a :}
i=l

Considerem-se as seguintes ¢ - cadeias:
X=X, Koy Xy =V € YV =X0, %] s = 2.
Logo,
R = T g s By = 5

€ uma ¢ - cadeia unindoxa:.

E entdo 6bvio que
de(x::) = dc(x,y)-;-dg(y,_-)

Logo d, é uma métrica.
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Além disso, dados x, y € X, pela desigualdade triangular da métrica d, resulta que

() d(x,y)<d.(x,y)
(2) sed(x,y)<e=>d(x,y)=d (x,V)

PASSO 2 X, munido da métrica .., é completo.

Dada uma sucessdo (x,, )HE N de Cauchy para a métrica d,, atendendo a (1),
concluimos que (x, ),_, também € uma sucessdo de Cauchy para a métrica . Uma vez
que X € completo para a métrica d, tal sucessdo converge para a € X . Entdo, por (2),
(x,, )ne ;v também ¢ convergente para a métrica d .

Seja /2 a métrica de Hausdorft associada a métrica d e 4, a métrica de Hausdorff
associada a métrica . Sejam ainda 4, B € FL(.X)tais que A(4,B) <&, isto &,

max{sup d(a,B),supd(b, A)} <&
acA bheB
Mas

supinfd(a,b)<e<=>Vaec 4, infd(a,b)<e<=>Vae Adbe B:d(a,b)<¢
acAbeB beB

Por (2),se d(x,y)<e=>d(x,y)=d_(x,y). Logo

supinfd(a,b) =supinfd,(a,b)
acAd beB acA beB

De modo analogo se mostra que

supinfd(a,b) =supinf d_(a,b)
beBacA beBacA

Portanto, #(A4,B)=h,(A4,B), sempre que A(4,B)<¢.

PASSO 3 F ¢ uma contracgdo multivaluada com respeito as métricas d,. e A,.
Sejam x,y € X e consideremos uma £ — cadeia x; = X, x|,...,x, =y unindoxay.
Como d(x;_j,x;)<¢&, Vi=1l..,n
h(F(xi_ ), F(x;) Skd(x;_y,x;)<ke<eg.
Logo
n n n
he(F (), F(0) S Y ho(F(x, 1), F(x) =3 AF(x,), F () S5 d(x,1.%,)
=1

i=1 i=1
isto &,
n
o (F(x),F(y) S kY d(x,_1,x,)
i=1
Uma vez que a ¢ — cadeia era qualquer, segue que
hE(F('x)s F(}’)) S kdg (x: y)

provando assim que / € uma contrac¢do multivaluada com respeito as métricas d, e A,.

Pelo teorema do ponto fixo de Nadler, /" tem um ponto fixo, o que conclui a demonstra¢do
do teorema. W
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2. SUCESSAO DE CONTRACCOES
MULTIVALUADAS

Seja (X,d) um espago métrico; representamos por K(X) o conjunto formado por
todos os subconjuntos compactos € ndo vazios de X

Se (X,d) for um espago métrico completo, entdo K(.X'), com a métrica Ay,
também € completo (ver apéndice 2).

O seguinte teorema (S. Nadler, [25]) generaliza, para fungdes multivaluadas, os
teoremas 1.4.1,1.42¢1.4.3.

Teorema 3.2.1 Sejam (X,d) um espago métrico completo e F, : X — K(X)
uma familia de contracgdes multivaluadas com ponto fixo x;, ie IN .

Seja ainda Fj, : X — K(X) uma contracgdo multivaluada.
Suponha-se que uma das seguintes condigdes é satisfeita:

1. As fungbes I, F;,.. ttm o mesmo coeficiente de contracgdo £ e a
sucessdo (f,),_, converge pontualmente para

2. A sucessédo (F,,)rJE v converge uniformemente para £,
3. X & localmente compacto e a sucessdo (F,) _, converge
pontualmente para /;

Entdo existe uma subsucesséo (x, )

. de (x)_,y convergente para o

ponto fixo de F.

Demonstracdo  Nesta demonstragdo utilizaremos os teoremas 1.4.1, 1.42 ¢
1.4.3.

Comecemos por definir, para i =0,1,2,...
Fim KX) » KX
4 > UiF(a)
acA
Como F; é continua e 4 ¢ compacto, resulta que F;(4) ¢ compacto.

Vejamos que F; € uma contracgo.

hy (Ff(A),}::f(B))= hd( ] {F,(a)}, UB{FI. (b)}] =

acA bhe

=max{ sup d(x, U{Ff(b)}), sup d(x, U {F,-(a)}) <
xeuffi(@) \ <k xeu R} \ acd

< k, max{ sup d(x,u b], sup d(x, U a) =khy(A4,B)
max) g o5 1) s o5 0 )=k

aesd
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Como K(X) é completo, pelo teorema do ponto fixo de Banach, F; tem um unico
ponto fixo 4; € K(X), para i € IN,.

Suponhamos que (F, )r,E ;v converge pontualmente para F (conforme € suposto em
1 e 3), entdo (F; )r.e v converge uniformemente para /9, em subconjuntos compactos de X
(analogo ao que foi visto na demonstragdo do teorema 1.4.3). Seja 4 e K(.X). Uma vez
que A € compacto, concluimos que (F; ),-G v converge pontualmente para Fo em K(X),
1sto €,
lim Fi(A4) = Fo(A)
i—oc

E também verdade que, supondo que (F,- ),.E ;v converge uniformemente para [

(como € suposto em 2), entdo (Fi ),.E ;v converge uniformemente para /o em K(X).

Atendendo aos teoremas 1.4.1, 142 e 143, (4, ):e v (sucessdo de pontos fixos de
(1?: ),-E v ) converge para 4, (ponto fixo de Fo).

Afirmamos que X' = U 4, ¢ compacto.
ielN,

De facto, seja {U/,} _,uma cobertura de K. Logo existem a,..a, tal que

acl

n
Ay c wlU, . Atendendo que (A,- ),EIN converge para Ay, U, ,i=1,.,n sdo abertos ¢ a

=1 '
reumdo de abertos é um aberto, concluimos que existe p € /N tal que

h
A4; gjk;:Ua', Jjzp
Mas 4,,..,4, | também admitem uma subcobertura finita, pois cada um deles ¢

compacto. Logo K tem uma subcobertura finita, provando assim o pretendido.

Conforme o que foi visto na demonstragdo do teorema do ponto fixo de Banach,

(Ff ({x,- })] converge para 4;.
nell
Mas x; € o ponto fixo de F;,isto €, x; € F;(x;), logo

Fi(x) € F (%)= % € F (%)

Repetindo este processo, concluimos que x; € F," (x;) = Fi"({x,}), Yne IN .

Portanto, x; € 4;,Vne IN (4; éo ponto fixo de F;)

Logo (x)..,v <K e como K é compacto, (x;)_, admite uma subsucessio
(x,-k )ke v convergente. Vejamos que, se (x )

. 4 ~ 8 r
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Sejam entdo x; = limx; e ¢>0.
k—oo *
Seja M > 0 tal que, para k > M
hy(F i, (fro D Fo(fxo ) < £ ndfy, )<

ra

Por conseguinte, para £ > M
ha(Fi (b, ) Folfeo )< malFo B )7 (o D)+ 2o (Fy (B0 D). Folfro ) <

<d(x; ,x0)+hy (ka (o D). Fol{xo })) <&

Logo
tim 74 (e, )= Fo(fro ) lim F, (x, ) = Fo(xo)
k—»c0 k—>
Mas x, e F (x; ),Vk e IN, donde se conclui que x; = Alim x;, € Fy(xg), isto &,
0
Xy € um ponto fixo de F/{y, o que prova o pretendido. i
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4. APLICACOES DO TEOREMA DO PONTO
FIXO DE BANACH

No quarto e ultimo capitulo veremos algumas aplicagdes do teorema do ponto fixo
de Banach. Tal teorema, apesar de ser relativamente simples, tem sido uma ferramenta
bastante util para obter alguns resultados.

O teorema do ponto fixo de Banach ¢ o corolario 1.3.12 contém elementos bastante
importantes para o tratamento de certas equagdes matematicas, como:

1. Existéncia e unicidade das solugdes;

Estabilidade da solugdo provocada por pequenas perturbagdes na equagido
(corolario 1.3.12);

Existéncia de um método para encontrar solugdes por aproximagdes;

4. Calculo do valor estimado do erro.

[95)

Iniciamos vendo algumas aplicagdes mais directas e concluimos com trés grandes
resultados em diferentes areas da matematica.

1. ALGUMAS CONSEQUENCIAS DO TEOREMA DO
PONTO FIXO DE BANACH

Dado um conjunto ndo vazio X e f, g duas fun¢des de X em /R, dizemos que /' < g
sse f(x)< g(x),Vxe X .
O seguinte teorema ¢ um resultado fundamental na teoria da programagdo dindmica.

Teorema 4.1.1 (Teorema de Blackwell, [2], pag 92) Seja (X,d) um
espago vectorial métrico e C,(X) o espago das fungbes reais, continuas e
limitadas, munido da seguinte distancia:
| d(f,g) = sup|f(x)- g(x)
xeX

Sejam L um subespaco linear fechado de C,(X) que contém as aplicagdes

constantes e 7': L. — . uma aplicagdo (n&o necessariamente linear) tal que
1. 7 é mondtona crescente, isto &, f<g=T(f)<T(g)

2. Existe k e 01] tal que, para toda a fungéo constante ce Vf e L:
T(f+c)<T(f)+ke
Entdo 7 tem um ponto fixo.

Demonstragcdo Pelo que foi visto atras, C,(X) ¢é completo uma vez que /R ¢

completo.
Vejamos agora que
d(T(f),T(gN<kd(f,g),Vf.geL

isto €, 7" € uma contracgdo de razdo £.
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Tome-se entdo f,ge L e c=d(f,g)=sup|f(x)-g(x).

xeX

Por conseguinte, /' — g <cA f—g = —c, onde ¢ representa a fungdo
c: X - IR
X = ¢
Portanto, f <g+cng<f+c.

Pelas hipoteses 1 e 2 do teorema, resulta que

a) T(f)<T(g+c)<T(g)+ke
b) T(g)<T(f+ec)<T(f)+ke

donde se conclui que
T(f(x)-T(g(x))| S ke, Vxe X

Provamos assim que

d(T(f).T(g)= SHE{T(f(I))— T(g(x)| < ke=kd(f,8)

Finalmente, atendendo que /. ¢ um fechado de um espago métrico completo, logo
completo, pelo teorema do ponto fixo de Banach, 77 tem um unico ponto fixo, o que
conclui a demonstragéo. 0

De seguida apresentamos um exemplo de uma aplicagdo do teorema do ponto fixo
de Banach as matrizes reais.

Exemplo 4.1.2
Considere-se a fungdo linear

A= I -5
X B Ax

e b=(by,....b,) e IR", sendo (a,-j )r',je{l,.._,n} a matriz de 4 relativamente a base canonica de
IR".

Defina-se F' por F(x)= A(x)+b.

Suponhamos que pretendiamos encontrar a solugdo da equagdo F(x)=x pelo
método de sucessivas aproximagdes. Se / for uma contrac¢do, uma vez que /R" €

completo, entdo, dado x, € IR", a sucessdo xg, F(x;), FF 2(.7:0 ),... converge para a solugdo
procurada, conforme foi visto na demonstragdo do teorema do ponto fixo de Banach.

Que condigdes devemos entdo impor a / de modo que seja uma contracgdo?



Atendendo a que, dados x,y e IR":
[0y = F =[4lx)= AQN =40 - ] < 4] |-

basta entdo que 4] <1, o que naturalmente depende da norma que se fixar em /R".
Assim, pelo que foi visto em 1.2.4, se fixarmos:

I.  anorma euclidiana, | ||, entdo ¥4 <1, onde A ¢ o maior valor proprio de

A" o A, garante que 4], <1;

2. anorma da soma, || ”2 , entdo Z’ayf <1, ¥j € {l,...,n} garante que ”A”z <l;
i

3. anorma do maximo, | |,, entdo Z\GU <1, Vie{l..,n{ garante que 4], <1.

J

Note-se que a existéncia (ou ndo) da solugdo ndo depende da norma. A aplicagdo (ou
ndo) do teorema do ponto fixo de Banach € que depende da norma.



2. TEOREMA DA FUNCAO INVERSA

Considere-se o seguinte sistema de equagdes lineares:

a“xl +...+ﬂ'1nxn :yl
a1 X Fons a,m.\‘" = Yu

A solugdo x =(x},...,x,) do sistema € Gnica se € sO se a matriz 4= (a--), _
Pl Yij=l...n

tiver determinante ndo nulo.

O mesmo problema pode ser colocado agora no sistema de fungdes

lfi(.rl ,...,.\’n ) = uvl

fn(-x[r--axn): Va

Considere-se, como exemplo, uma fungdo f :/R — /R continua, derivavel com
derivada continua e xy e /R tal que f'(xy)#0. Suponhamos, por exemplo, que
J'(x9)>0.Como f* ¢ continua,

35>O:‘v’xe]xo—a,x0+g[:U,f'(x)>O

Uma vez que Vx e U, f'(x) >0, a fungdio /¢ estritamente crescente, logo € injectiva.
Portanto, denotando por W = f(U/), resulta que f |7 :U =W & uma bijecgdo, donde se
conclui que f ’ v € 1nvertivel. Para y; e W , podemos garantir a existéncia e unicidade da
solugdo da equagio f(x)=y,,com xeU.

Dados xy € y, em IR tal que f(x,)= y,, pretende-se encontrar condigdes suficientes
para que 3U e Vxy , 3W e Vy, (ondeVx, e Vy, representam os conjuntos formados pelas
vizinhangas de x, e y,, respectivamente) e dada a equagdo f(x)=y, com xel e
yeW ,esta tenha uma e uma so solugdo, isto é, f| :U — W seja invertivel.

Pelo que foi visto atrds, se f'(xy)=0, f | i € invertivel. Diz-se entdo que a
aplicagdo f € localmente invertivel em x; (note-se que ndo se pode tirar qualquer
conclusdo quanto a inversdo global de /).

Além disso, /! é também derivavel em 7.

De facto, dado y, €W (oqueimplicaque yi = f(x), paraalgumx, e U) e
y=flx):

p < o
(f—l) ()= lim STW- ) _ Tiigt — -V‘x} _ 'l e ‘_11
Yy y-n x>x f()=f(x)  f(x) £ On)

=0
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Figura 3: Inversdo local.

Suponha-se agora que f'(xy)=0. Neste caso, ndo se pode concluir nada sobre a

fun¢do / ser ou ndo invertivel numa vizinhanga de x,. Tomem-se, por exemplo, as

fungdes fe g dadas por f(x)=x" ¢ g(x)= e Xy =0,

O teorema da fungdo inversa ¢ um pilar da analise funcional ndo - linear. O teorema

que iremos enunciar € valido para conjuntos de dimensdo finita (/R") e generaliza o que
fo1 visto antes para fungdes reais de variavel real. A reformulagio do mesmo teorema para
conjuntos de dimensio infinita foi feita em 1927 por Hildebrandt e Graves.

Definicdo 4.2.1 Seja U um aberto de /R", f:U —IR" uma fungio
~derivavel e xe U. O determinante Jacobiano Jf(x) é o determinante da matriz
associada a derivada da fungdo f =(/,.... f,) no ponto x =(x;....x, ).

i ]

ox &%,
Jf(x) = det(Df (x)) =

U n

ox,  ox,

DefinicGo 4.2.2 Sejam U ¢ ¥ dois abertos de /R". Diz-seque 7 :U —>W é
um difeomorfismo se f é bijectivae se 7 e f~' sdo de classe ¢!
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Teorema 4.2.3 (Teorema da Fungdo Inversa, [23], pag 230)  Seja

Ac IR" um aberto e f : A— [R" uma fungéo de classe ¢'.

Seja x, e A e suponha-se que .Jf(xy)#0.

Entdo existem U/ € Vx, em A e I e Vf(x,) tais que:
o fly:U—>W ébijectiva;
o (f]U)*l:W—M] é de classe ¢'.

Além disso, para ye i e x=(f] ;)" (v), tem-se D(f] ;)" (v)=[Dr ()"

Observacdo 4.2.4

e O resultado do teorema € local; nada afirma sobre o comportamento global da
fungdo.
Por exemplo, tome-se a fungdo de classe ¢! f : [R* — IR? dada por

flx.y)= (e‘r cos y,e* sen y)
Portanto,

X . _ L
Jf(x, y)= ¢ cosy € SERN_ o 2y, V(x,y)e IR?

X
e*seny e'cosy

Logo a fungdo é localmente invertivel em (x,y)e IR? No entanto, f ndo é
invertivel (ndo € injectiva uma vez que f(x,y)= f(x,y+27)).

e O teorema fornece condigdes suficientes mas ndo necessarias para que uma
fun¢do admita inversa local. Tome-se, por exemplo, a fun¢do g: /R — IR

dada por g(x)=x3. g ¢ localmente invertivel em zero (até é globalmente

invertivel) e contudo g(0)=0. No entanto, as condigdes sio necessarias

para que a inversa local seja de classe ¢!

Demonstragdo (do Teorema)
A prova do teorema ir4 ser dividida em varios passos:
PASSO 1 Simplificagdo para um caso especial:

Suponhamos que xy =0, f(xy)=0e Df(x,) é a identidade. Basta substituir f (x) por

-1
h(x) = (Df (xo)) ™" [ (xg + )= /(x)].
Note-se que, tomando 7(x)=xy+x, Th(x)=x—f(x) e T5(x)=(Df(xo ))_lx,
(estas trés aplicagdes sdo globalmente invertiveis) resulta que h=75;0750 foT).
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Portanto, /¢ invertivel numa vizinhanga de x; se e sé se 4 for invertivel numa vizinhanga

de zero.
Além disso,

DA(0) = (Df (x9)) ™ Df (xg) = 1

Ou seja, o passo 1 mostra que ¢ suficiente mostrar o teorema supondo que
xp =0, fxg)=0eDf(x,) éa identidade.
Estas suposicdes serdo mantidas durante a demonstragéo.

PASSO 2 Aplicagdo do teorema do ponto fixo de Banach para obter uma inversao
local.

Pretende-se provar que € possivel encontrar duas vizinhangas /e ¥ de zero de modo
que VyeW3lxelU:f(x)=y. Para tal, tomese a fungdo g, definida por
g,(x)=y+x- f(x) (para y fixo, existir x tal que g,(x)=x € equivalente a existir x tal

que f(x)=y).

Se existir alguma vizinhanga fechada de zero invariante por g, de modo que g,
seja uma contracgdo, entdo pelo teorema do ponto fixo de Banach, g, possui um unico
ponto fixo, isto €, existe um Gnico x de modo que g, (x)= x,ouseja, f(x)= v, provando o

pretendido.
Qual a vizinhanga de zero a considerar entdo?

Seja g a fungdo definida por g(x)=x— f(x); entio Dg(0)=0.

Como f ¢ de classe ¢’, resulta que a fungdo g também o é. Logo Dg ¢ uma fungio
continua; em particular, é continua em zero.

Daqui resulta que
3r > 0Vx: x| < r = ||Dg; (x)] < %,‘v’i efl,..,n}, onde g=(g,-ng,)
n

Pelo teorema do valor médio, dado x e D(0,7), existem ¢, cy,....c, € D(0,7) tais
que

gi(x)~£(0)= Dg;(c; Xx - 0) & g;(x) = Dg, (¢ Jx
pois g é derivavel e g(0)=0- f(0)=0= g;(0)=0,i=1,...1.

Logo, para x e D(0,7),

o< Sl (= 3o o)< S0 e ) s 5 = e 2

i=1
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Seja ye D(O,g]. Como g,(x)=y+ g(x ), resulta que gy(D(O,r))c_: D(O,r).

-

De facto, dado xe D(0,r) e ye D[Oé}, resulta que

=5

ey ()] =+ <]+ Jelo) < 2+

|

Pelo que foi visto atrds, para |x|<r, tem-se |Dg(x)| < % Pelo teorema do valor
médio, conclui-se entdo que

lg(a)-glx)] < %Hx[ — x,|, onde x;,x, € D(0,7).

Como

1
g, (), (x2)| =+ &)=y = 2o ) = gl )~ gl ) < S o = x|
resulta que g, € uma contracgdo no espago D(0,r).

g, ¢ uma contracgdo, D(0,r)c IR" ¢ completo pois ¢ um fechado e
gy (D(0,7)) < D(0,7), entdo pelo teorema do ponto fixo de Banach, g y Possui um unico

ponto fixo, o que implica existir um anico xe D(0,r) tal que f(x)=y.

Para ye D(O,%} , temos

* se xe D(0,r) com |x|=r étal que g,(x)=x, entdo

gy @] =y +e@l <l +lgt <5+ =+

==

Portanto, [y|= % donde concluimos que se y € B(O,%} ,entio xe B(0,r).

Tome-se entdo

. W:%Q%
2

e U= f‘z[B(O,%n M B(0,7), que ¢ um aberto pois /¢ uma aplicagdo

continua.

E agora claro que f| ;: U — W ¢ invertivel.
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PASSO 3 A inversa é continua.

Sejam x;,x, € U. Como

ey = x| =] g())+ £y ) - g(xa) - £ (2 ) < [2) - gl Y+ |/ ()= S ) <
s 5“«‘1 —x2“+|if(x1)“f(x2 ]

resulta que

o1 = %] < 20 ()= £(x )

Portanto, para y,,y, € W , tem-se que
Hfl - ) (yz)”ﬂ)lyl—yzn,

Logo (jl U)_l é continua.

PASSO 4 Para r suficientemente pequeno, ( 7 } [ )_l ¢ derivavel em B[O,%J.
Seja L(IR”,[R") o espago das aplicagdes lineares de [R" em [R" e
GL([R" AR )c L(IR” AR ) 0 espago das aplica¢des lineares invertiveis.

De seguida serdo apresentados dois lemas necessarios para concluir a demonstragio
do teorema.

Lema 1 L(IR”,JR”), munido da norma do supremo:

|4 —ﬂpllA(Y)Jl

€ um espago de Banach.

DemonstragGo Seja (4, ),_,; uma sucessdo de Cauchy, isto ¢
Ve>03pe INVam2 p:|d, - 4,|<e o
<> Ve>0dpe INVA,m2 p: Sup”A,,(x)— A, (x)” <&
I

Portanto, para cada x e IR", (,(x)),_,y é uma sucesso de Cauchy . De facto, se

[n : J [ﬁj

Como /R" ¢ completo, a sucessdo (A,,(x))n <v € convergente.

Hr” >1, observe-se que

[ ()= 4 ()] =
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Seja
A IR" — IR"
x = A(x)=lim 4,(x)
n—>ac

Vejamos que 4, — A4 e que A4 ¢ linear.
n—x

(1) 4,_, 4

=+

Andlogo ao exemplo 1.1.6.
(1) A € linear
Sejam x,y e IR”:
A(x)+ A(y) = lim(4,(x)+ 4,(v)) = hm(A (x+y))= A(x+y)

H—>xC

pois, para todo n e /N, 4, ¢ linear.

Analogamente se prova que, para A € /[Rexe [IR":
A(Ax) = A4(x)

Portanto, L(IR" JRe ) ¢ um espago de Banach.

Lema 2 GL(]R”,!R”) ¢ um subconjunto aberto de L([R",H?").
Demonstragcdo

Seja He GL(]R”,[R”) ede L(]R”,IR”). Vejamos que H +Ae GL([R”.[R") se
1

T

Como H e GL([R”,[R”), H+A4= H(] +H‘1A), e tomando G =-H 4, basta
~ provar que
| (1-G)e GL([R”,[R”)
quando

1=t <14 < |2 ilHHH_lH -

Para tal, considere-se a sucessio (X, )HE v, definida por:
0

Xo=1,

Xl =[+G,
X3=4G+G2,
X,=1+.+G".
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Atendendo a que |G| < 1. resulta que

<Gl +...+ ]G = 0
P

“XIHQ — X, H = HG‘D“ +..+GP < ”GPH

+...+”G"“fr

Portanto (X,) _,; ¢ uma sucessio de Cauchy. Pelo lema I, L(IR” ,[R”) é

completo, donde concluimos que X, — X.
h—=oe

n+l iy O,

A=

Uma vez que (/- G)X, = I - G"™!, o produto de matrizes é continuo e G

onde 0 representa a matriz nula, (pois |G| < 1) concluimos que (7 -G )X =/

Logo (] —G)‘] =X,istoe, /I -Ge GL([R”,]R” )

1

Provou-se assim que se H € GL([R",]R") ede L([R”,]R”), com [ 4|< ﬂ

entio H+Ae GL(]R” IR") implica que B(H }C GL(]R”,]R”), o que conclui a

i

demonstracdo do lema 2. 0

Atendendo a que:
(a) JF(0)=0

(b) Df éuma aplicagdo continua,
() GLR" IR") & um aberto de L{IR" IR") (lema 2),
conclui-se que existe uma vizinhanga ¥ de 0 tal que Vx e ¥, Df(x) ¢ invertivel. Podemos

supor que B(0,7)c V' (sendo tomemos r'< r de modo que B(0,r)c V).
Portanto, Yx € B(0,r), Df (x) ¢é invertivel.

Podemos ainda supor que “ Df (x) 'l( j[ < M|y|. De facto, seja
M = max{ H[Df (r) X' ..... “[Df *

}, onde e;,....e, € a base canonica de /R".

Entdo, para y = ( Vi M ),

I\[Df G O =[] )+ [P e ) =

<My (o] ) M ([0 DA )<

[ ()] (e,)

<[l | [DACT (o) |+ + 13

< Mln“y”.
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Portanto,
“[Df (x)! (y“ < M|y, onde M = Mn
Sejam

Y, € B(O,%) e x= (f| U)_l(y), 20 = (f| U)Al(yo),com x:%0 el e B0, r).

Entido

(10 6)- 010 00)- 6ol =30 e = [ U 1)
Hy - ol ) [7(x)- £ (xo )

_ ||r x0[| “[Df xo )] [ (e Xox = x0) = (£ (x) - £ (xo))]”

' £l )“ e = 2o

1Df (xg x = x0 )= (£ ()= £xp))] _

| = xo

<2M

Nesta Gltima parte usou-se o facto de que

= xol < 2|7 (x)- (o )|

(7507 () < M.
Como f¢ derivavel em x,

lim Hf (-‘C)“' i (v‘fo ) ~Df (xo )(I = &p ]’

Pt o= x|

e

logo (f| U)_l ¢ derivavel em y, e D(f{ U)_l(yo)z[Df(f_](yO))}'l, o que conclui a
demonstragdo do teorema. O

(x+xy 2y+y )

o)

Exemplo 4.2.5 Tome-se f : IR* — IR* dada por f(x,y)
£ ndo é invertivel porque ndo ¢ injectiva ( f(0,0) 7(1,0)=(0

A fungdo /" tem as seguintes propriedades:

(a) fédeclasse ¢', £(0,0)=(0,0) e DF(0,0)= [; (1)) =

~
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(b) Para aplicar o teorema basta que:

W = B[O,%) , onde r ¢ tal que:

i) B[O,%J_c V . onde V é vizinhanga de (0,0) tal que ¥(x,y)e V : Jf (x.¥)#0;
. 1

) Wley)e BO): D () < - onde glx3)= (5.9)- 1(x.0):

: 1
o que ¢ verificado tomando 7 = 16

Tome-se (xq,v,)€ B((0,0), T’Z%]
Pretende-se encontrar (a,6)e £~ (W) B((0,0),]—lé): fla,b)=(x0,50).

Pelo que foi visto na demonstragio do teorema, tal (a,b) € o ponto fixo de

&(xy20) 0 )= (xg. 39+ (x, ¥) = f(x,¥), onde g(. ,y ¢ uma contracgdo de razéo 7

1 -
Tome-se (x,y)e D[(0,0), I_OJ ~ 7o)y,
Pelo que foi visto na demonstragdo do teorema do ponto fixo de Banach, a sucessdo
(x, %) 8(x0,yﬂ)(x, ¥), g%(t,.,)(x, ) ... converge para o ponto fixo (a,b). Quantas vezes

sera necessario iterar (x,y) por &(x,.y,) Para garantir que a distancia de g (00 (x, ) 2

(a,b) sejainferiora g ?
Note-se que
1
d(g(xo'%})(x'y)' (a'b)) = d(g(xo-}'n)(x' y)' g(x()-)’u)(a'b)) < Ed((x’ y)’ (a' b))

No é possivel conhecer o valor de d((x, y),(a,4)), mas como

(v Ma8)e D[(O,O)'%J

| —

e o didmetro de D((0,0), %} € % pode-se garantir que d((x,y),(a,b)) <

De um modo geral,
n 1 f 1
d(g (-Co,}’o)(“r=y)’(a,b))£ 5 g )
Portanto basta que

(l]n lece [lJn < 56 oz 1058) _ ~In(3¢)

[1) In2
In] —
2




3. TEOREMA DA EXISTENCI{\ E UNICIDADE LOCAL
DE SOLUCOES DE EQUACOES DIFERENCIAIS

Sejam {/ um aberto de /R" e f(t,x) uma aplicagio de [-a,a[xU em IR" com
a>0.

Seja ainda x(¢) uma fungdo derivavel com valores em U definida em [— a, a].
Portanto, x'(f) ¢ uma aplicagdo de [— a,a] em [R”. Tomando x=x(t), podemos

considerar uma nova fungdo f(#,x(r)) de [— a,a] em IR" .
Suponhamos que se pretendia resolver a equagdo diferencial

x(t) = f(t,x(1)) (1)

com a condigdo inicial
x(0) = xg (2)

Em alguns casos podemos garantir a existéncia e unicidade da solugdo da equacgdo
diferencial resolvendo a dada equagdo, isto €, determinando a sua solug@o.

Pensemos agora em termos mais gerais. Muitas das vezes ndo € possivel determinar
a sua solugdo (porque ndo existe um método de resolugdo que se aplique a todos 0s casos)

Comece-se por notar que resolver a equagdo (1) com a condigdo inicial (2) ¢
equivalente a resolver a seguinte equagio integral

1
x() = xo + [ £ (s,x(s))ds
0
Logo, o problema inicial resolve-se determinando o ponto fixo da aplicagio
4
F(x)=xq + [ f(s,x(s))ds
0

Naturalmente somos levados a pensar no teorema do ponto fixo de Banach. Para tal,
- € necessario encontrar um espago métrico completo (X, d) e que F seja uma contrac¢do

que envie 0 conjunto X nele proprio.

O proximo teorema fornece-nos condigdes suficientes para resolver a questdo
anterior. Veremos também que o mesmo fornece-nos um método para determinar a
solugdo.

Para ja, definamos condigdo de Lipschitz que sera necessaria para enunciar o
teorema.

DefinicGo 4.3.1 A condi¢do de Lipschitz. Sejam (X,,d;) e (X,,d,) dois
espagos meétricos, f:X; —> X, uma fungdo e ke /R". A fungdo f diz-se que
satisfaz a condicdo de Lipschitz com constante & se Vr,ye X,

dy(f(x), f(»)) < kd,(x,y). A k chama-se constante de Lipschitz.

Da defini¢do resulta que qualquer fung¢do que satisfaga a condigdo de Lipschitz é
uniformemente continua.
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Teorema 4.3.2 ([23], pag 238) Seja f:[-a,a]x D(xy.r)— IR", com
xp € IR", uma fungado continua nédo nula. Suponha-se que existe £ >0 tal que

[ (ex)= £ y) < k-
viel- a,a], Vx,ye D(xq.7).

Sejam ¢ = sup{|f (1, x)|:t €[~ a,a]. x D(xg.r)}e b< min{a,-r—%} .

c

Entdo existe uma Gnica fungdo derivavel x :[-5,b]— D(x,.7) tal que
{.r‘(r): Fle,x(2))
T(O) =X

x(0)= X, .

Demonstragdo A equagio
x(1) = (e x(0))
{ .\‘(O) =X
¢ equivalente a condigdo

x(t)=xy + j- S, x(s))eds .

Considere-se o conjunto das aplicagdes continuas de [-5,6] em D(x,,r),
C([-5,6],D(xq,7) ), com a métrica da convergéncia uniforme, que ¢ um espago métrico
completo.

Seja X ={p e C([-b,6], D(xq.7)): @(0)= xo} = C([- b,6], D(xg.7) ).

Vejamos que X ¢é um fechado. Para tal, tome-se ¢, € C([-4,5], D(x,,7) )\ X ; entdo
90(0) = xo.

Sejad = 5@9%)—)@ =0 e
U ={p e C([-5,b).D(x0.7)): |0t) - 0o ()| < 4, V1 € [- 5,51}

que ¢ um aberto e @, el < C([- b,b],D(xO,r))\X. Logo X ¢ um fechado. Como
C([-5,8],D(x9.7)) ¢ um espago métrico completo e X ¢ fechado, X (com a métrica
induzida) também € um espago métrico completo.
Seja
F: X— X
P> Flp)

!

onde F(p))= o + [ fls.((s)es

0
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Vejamos que F estd bem definida, isto é, F(p)e X, para p e X :

D) FX0)=x ¢ [ £(s. 06 s = 50

2) Flp)ec([-5.6].1R");
2) Flp)t)e D(xy,r), para ¢ € [- 5,0):

|t
|FloXe)~xo| = } (

) | & JiUf(s,@(s)X[ds < jcds Lbeir

(nestas condigdes usou-se o facto de ¢ = sup{”f(t,x)”:te [~a,a],xe D(xo,r)}. 1<bh e

b<£)
c

Portanto F(p)t)e D(xg,r), logo F(p)e X .
Vejamos agora que /€ uma contrac¢io:

Sejam p,pw e X .

|F(p)-Fly) = s IIF (Xe)- Fly Xe) =

- _:Ef:b jf 5, ¢ls))ds jf(S, w(s))ds| = _:;Eb j(f(s,qo(s))—f(s,w(s)))ds <
5_22}1 f £ (s, 0(s)) = £s,0(s))ds < :u}) j klp(s)—w(s)ds <

< sup kﬂf@ wlds < kblp -y

—b<t<h
e
Seja k'= kb <1, pois b < %

Portanto |F(p)-Flw)|<k|p-v|, isto ¢, F é uma contracgdo definida num

espago métrico completo. Pelo teorema do ponto fixo de Banach, F possui um tnico ponto
fixo x.

!
Como F(x(¢))= x(¢),¥¢, resulta que x(¢) = xy + J. £(s,x(s))ds , que é a solugdo
0
pretendida, o que conclui a demonstragdo do teorema. O
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Ainda é verdade que a solugdo depende continuamente da condigdo inicial. Esta
questdo é bastante importante, pois em problemas reais pode existir um certo grau de
incerteza. Interessa entdo saber que se a condi¢@o inicial for ligeiramente alterada, a
solugdo da equagdo diferencial também sera apenas um pouco alterada. De outro modo,
uma pequena altera¢do na condigdo inicial podera originar solugdes bastantes diferentes.

Para mostrar tal facto, ira ser usada a observagdo 1.3.13.

!
Tome-se a fungdo F, definida por 7 (x),@)¢)=x, + I £(s,0(s))ds .
0

1) Para x| € D(xy,r), com r suficientemente pequeno
Fv‘ 2 X—*) /Y
P F.r,(q?):FI(xl:@)

satisfaz as hipoteses do teorema do ponto fixo de Banach, uma vez que X € um espago
métrico completo e /€ uma contracgdo, logo

Folp)-Fy (WXI =|F(p)-Flw)| < klp -], com k € 0,1 que ndo depende de .

Portanto [, € uma contracgao.

Concluimos entdo que £, tem um tnico ponto fixo ¢, .
1 =1

2) Vejamos agora que F,, satisfaz a condi¢do (b) do corolario 1.3.12. Para tal,
tome-se ¢ € X e a fungdo
F¢: D()COJI'[)“'} X
n o P Fuly)=Flx.e)

Mostremos que a fungdo Fw ¢ continua. Para tal, tome-se x; € D(xy,17),6>0 ¢
J = ¢. Entdo, para todo x € D(xy,1;):
- x| < 6 = | (x.0)- Filx.0) <,
uma vez que

|F(x,0)- Fi(x.0) = =x-x|<6=¢.

e ] o plo)es x| (s, 005

Portanto, a solugdo da equacdo diferencial varia continuamente com a condig¢do
inicial xp, isto é, dadas duas equagdes diferenciais,

x(6) = £l x(t)) x(6) = £(e, x(t))
. {xm):xo © @ {x(o)=io

com ¢ solugdo de (1) definida em [-5,6] ¢ ¢ solugdo de (2) definida em |-5,5]
(podemos supor que I;>b), entdo ¢e$estﬁo definidas em [— b,b} € se X0 —> Xy, a

solugdo ¢ converge uniformemente para ¢ .
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Como construir a solugdo x(t) pretendida?
Considere-se a sucessdo de fungdes (.r,, (t))nE > Chamada sucessdo de iterados de
Picard.

xl(’)z-"o;_
r

x(t)=xp +_|‘f(3-x1(3))ds;

0

13(0)= 70+ [ Flo.za o)l

0)= 50+ | 501 5)es.

Entdo, pelo o que foi visto, tem-se que x,(r) — x(r).
H—>»C

Portanto, o teorema anterior ndo so nos fornece condi¢des suficientes para garantir a

existéncia e unicidade local da solugdo de uma equacgdo diferencial, assim como fornece
um algoritmo para encontrar uma solug¢do aproximada da equagdo diferencial.

Exemplo 4.3.3 Considere-se a equagdo diferencial:

X()=xe*
x(O): 1

Seja f(t,x) =xle* ( /ndo depende de /) definida em [1 -rl+ r], P
Nas condigdes do teorema anterior, seja

c= sup{lf(t,x)

Uma vez que f'(x)= (3x2 + .r3) e¢*, basta tomar

—r<x-1 Sr}:sup{’xBe"{: I-r S.r51+r}: (1+r)3el+r.

k= sup{}(lrz +x3) e*|:1-r<x< 1+r}: (3(1 +r)2 +3(l+ r)S) e’

Portanto,
1_ 1
kB +30+r) ) e
c
Pl T
c (1+ r)3el+r
Logo, tome-se b < min 2 . i
’ B+ +30+rY) e (L4 r Pt |
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Portanto, existe uma tnica fungdo derivavel x: [-b,5]— D(1,7) tal que

x()= xle*
x(0)=1

Exemplo 4.3.4 Tome-se a equagdo diferencial

X(t)y=x
x(0)=1

Os iterados de Picard sdo:

xi(H)=x5 =1;
t 1k
x2(1)=1+j1ds=1+r=!§)ﬂ;
‘ Y
t)= 1 =1 - "
X3() -([( ‘+'.S)dé i 2 kl
‘ 2 irz 3 3k
xu(t)=1+ j EX TR ds=1+1+—+—=3 —.
2 2 3l k!
0 =0
n-1 .k

Provemos por indugdo que x,, (t ) = ZL-
L -

1) Paran=1,x()=1;

n=1,k
2) Suponhamos agora que x, (/)= Z—'. Entdo
k=0

) j‘n 1SI'~ nz—l tk+ it it
Xpa\t)=1+ —ds =1+ e —.
0k=0 k! k:O(k+ =t k!
k
Portanto, e’ = lim x,(t) = Z—}; ¢ a solugdo de x'(f)=x com a condigdo inicial
i de el =0

x(0)=1.
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O teorema do ponto fixo de Banach também pode ser aplicado na resolugdo de
algumas equagdes integrais. Seguidamente apresentamos alguns exemplos de tais
aplicagoes.

Exemplo 4.3.5 ([20], pag 49)

I Considere-se a equagdo integral de Fredholm:
b
f(x) = A[K(x.9) £ (n)dy+p(x)
a

onde K e ¢ sdo duas fungdes dadas, f ¢ a fungdo a determinar ¢ A um parimetro
qualquer.

Suponhamos que K(x,y)e @(x) sdo continuas em [a,b]x [a,b] e [a,b],
respectivamente.

Uma vez que [a,b]x[a,b] ¢ compacto ¢ K é continua em [a,b]x[a,b], resulta que

'K(x,y)[ SM,Y(xy)e [a,b]x [a,b], com M > 0.
Consideremos a seguinte aplicagdo:

A C(a,b),iR) - C(a.b],IR)
g = Ag

b
onde Ag(x)=A[K(x,y)g(»)dy+p(x).

a
Vejamos em que condig¢des a aplicagdo A € uma contracgao.

d(Ag,Agy)= sup JAgl(-r) ~ Ag, (%) <

xela.b

<[A|M(b-a) s[up ng(x)— g2 (x)| =AM (b -a)d(g).8,)

xelab

Logo, para || < A é uma contracgdo. Portanto, como C([a,h],/R) é um

M(b-a)’
espago métrico completo, 4 tem um tnico “ponto fixo”, 1sto €,

b
3 f e C(la,b].IR): Af = f & f(x)= A[K(x,9)f(y)dy+p(x)

Para encontrar a solugdo pretendida por sucessivas aproximagdes, basta considerar a
sequéncia de fungdes fo(x), f1(x), f2(x),..., onde

b
[u ()= A K(x,) fu1()dy + ()
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II Consideremos a seguinte equagdo integral:
h
F®)= 2] K(x,p, f())dy +(x)
a

onde K ¢ ¢ sdo duas fungdes continuas definidas em [a,b6]x[a,b]xIR ¢ em [a,b],
respectivamente.
Suponhamos ainda que existe M > 0 tal que:
o K(xy,z)-K(xy,5)| S Mz -z,
o <1 _
M(b-a)
Novamente, seja

, V(x,y)e [a,b]x [a,b]

A C(a,b].IR) — C([a,b],]R)
g = Ag

b
onde Ag(x)=A[K(x,y,g(¥)dy+p(x).

A € uma contracgdo, pois dados g;,g, € C([a,b],IR)

d(Ag),Agy)= sup JAg] (x)— Agy (%) <

xela.b

<[A[M(b-a) sElp ]gl(-f) - 82(x)| = |AM(b - a)d(g.82)

xela b
com [AM(b-a)<1.
Logo A possui um unico “ponto fixo”, provando assim a existéncia e unicidade da
solugdo procurada.

III Consideremos a equagdo integral de Volterra:

() = A[K(x ) f )y + 0(x)

onde X ¢ ¢ sdo continuas e definidas em [a,5]x [a,b] e [a,b], respectivamente.

Ao contrario da equagdo de Fredholm, € possivel garantir a existéncia da solugdo,
para qualquer valor de 4.
Seja

A C(a,b],1R) - C([a,b],IR)
B = Ag

onde Ag(x) = A[K(x,))g(»)dy + ().
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Vejamos que 4" € uma contracgdo, para algum ne /N :
xela b

d(Agy,Agy) = sup JAgl (x)— Agy(x)| <

AiﬂK(x W&1(y) = g2 (»)jdy <|A{Mim(b - a)

a

< sup
xejab

onde M =sup|K(x,y)| e m=d(g).g;).

d(A%g),A*gy) = sup )A(Agl (x))- A(Ag,(x)) =

xelah

= sup
xe[a b

A(ﬂ [K(x, y)gl(y)dywmj (A [K(x, Y)gz(y)dy+€0(-‘f)] =

= sup
xela,b

AjK(x y)[ﬂ K& +¢(y)]dy+ 9(x)~

—z]K(x,y)[A]K(y,:)gz(:)dz+qo(y)]dy—¢(x) =

xelab xe[ap s

< sup Jﬂ.' ]EM[ATMmd:dez

= sup}i] j K(x, y){AjK(y:) 21(2) - £2(2))z Jdv

= sup Jll ‘Mim ”ld:dy' = sup Fu[ 2M2m J.(y a)dy| =
xe[a b v [
2 2
_ sup a2 2 147 M b-d
xelab 2
Repetindo o processo anterior, obtemos
p-d’

d(A"g, 4" gy) <|A" M"m

p-d’

n!
uma contracgdo, 0 que prova a existéncia e unicidade da solugdo da equacdo de Volterra.

nl!

Para n suficientemente grande, <1, donde concluimos que A" ¢é
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4. TEOREMA DE GROBMAN - HARTMAN

Ao longo desta secgdo veremos mais uma aplicagdo do teorema do ponto fixo de
Banach, agora na 4rea de Sistemas Dindmicos. Para ja, comecemos por apresentar
alguns resultados e defini¢des que serdo necessarios para tal.

As demonstragdes deste capitulo seguem as apresentadas em [27].

Seja L(IR",IR") o espago vectorial das aplicagdes lineares de [R" em [R",
munido da norma usual:

<1}

Pelo que ja foi visto, L(/R",IR"), munido desta norma, é um espago de Banach.

X

2] = supy L) :

Teorema 4.4.1 (Forma Candnica de Jordan Real) Dado
Le L(IR",IR"™), existe uma base de /R" na qual a matriz de /. tem a forma

A,
A, 0
0 "
B,
onde
Ai
I A 0
A I 2 i=1,..r, Lie IRe
Gj
T L o G 1 0
B / onde C=|" | ,a, ficlIR, I= = -
10 [,9 ] " 0 1)

As submatrizes A4;,..., 4,, B,..., B, 80 Unicas a menos da ordem.



Coroldrio 4.4.2 Seja L L(/R",IR"). Entdo, dado ¢ >0 existe uma base
de /R" na qual a matriz de L tem a forma

Ay
.0
1.
B
onde
/1,' 0
£ )v,'
Ai- g A i=1,...r, Aie IR e
0 g A
G 5 0
/ .l B "
B © , onde (C=|"! Yl o BredBR L= .
J / [ﬁ; CEJ Jg [0 J o

Seja Le L(IR",IR"). O espectro de L é o conjunto formado pelas raizes
complexas do polinémio de grau n, det(L — Ald).

DefinicGo 4.4.3 Um isomorfismo linear 4 e GL([R”,IR”) & hiperbdlico se
o espectro de 4 é disjunto do circulo unitario S' = €.

ProposicGo 4.4.4 Se AeGL(fR”,[R") € um isomorfismo hiperbodlico,

entdo existe uma decomposigdo /R" =E° @ E", tal que os subespacos
vectoriais £° e £ s&o invariantes por 4 e os valores proprios complexos de
A= 4| ;. e 4" = 4 ;. s&o os valores proprios de 4 de médulo menor que um
e maior que um, respectivamente.

Demonstra¢do Seja ¢, ....e, uma base de /R” na qual a matriz de 4 estd na

forma canonica de Jordan. Como, por hipotese, 4 € um isomorfismo hiperbolico, entdo
os valores proprios complexos de 4 t€ém modulo diferente de um. Logo, se A € um valor

A <1ouAl>1.
Podemos ordenar os elementos da base de modo que a matriz de A seja da forma

proprio de A4,
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onde:
A 0
dy = Lo, , A <1
O ll,-
M'J O
_ o B
B;= 4 M s B 5= _é_af ,a_?+ﬁ_f<l,
F My
0 V) M’j
}“k O
Co=| b M NS




Sejam E° o subespago gerado por e,...e;, onde ¢,...,e, correspondem aos

subespagos associados a A4,..,A¢,B.....By € E“ o subespago gerado por
€s.1>-n€,, onde eg.,.,e, comespondem aos subespagos associados a
OO N N [

Portanto, a matriz de 4° na base {e|,...,e, } é

(4 N

\ D)

Além disso, IR" = E* ® E" , pois {e,,...,e;,€,,1,....¢, } é uma base de IR".

E imediato verificar que £° ¢ E sdo invariantes por A.
Conclui-se assim a demonstra¢do da proposigao. L

Definicdo 4.4.5 Dado um isomorfismo hiperbdlico 4, a dimenséo de £°
chama-se /indice do isomorfismo.

Proposi¢cdo 4.4.6 Se AeGL(IR”,IR”‘) €& um isomorfismo hiperbdélico,

()

Demonsiracdo Considere-se a forma candnica de A4°

entdo existe uma norma ,|| |, em /R" tal que “AS“ <le % L
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z\ff:
onde
Ay O
4 = = Al <
0 7,
M.
J
B, = £ My 0
J
O ! A/[J,

Para cada ¢ € /R , considere-se a matriz

M=

onde

(1)

" As'([)

0

Bi(t)

0

" B, 9

)



Seja Myuma transformagdo linear de ~*, cuja matriz na base e;....,e; (base

ortonormada de £°) ¢ M(0).
,1ia21-+/32] }<1,para i=),... ¥ 8 =L

M| = max:|/1,
= M(1)— M)

Portanto,

Como as aplicagdes

sdo continuas, pode-se garantir
35 >0Vt: -0 <t <6,

M(r)” Z1
Pelo corolario 4.4.2, existe uma base ¢,...,e, de E° na qual a matriz de A4° ¢
M(g),com 0< ¢ < fixado. Agora, em £°, defina-se um novo produto interno
ele; =8, (i#,8,;,=0e8;=1)

gl
)

Seja H HS a norma associada a esse produto interno. Resulta que 'A :

()
Finalmente, como /R" = E° @ E" e E¥, E" sdo invariantes por 4, defina-se

s i
bl [

#
0 que conclui a demonstragio.

<1.
u

Analogamente se obtém uma norma H ”H em £ paraa qual

|
+ iy u
s

X=X dba® u IR"

Definicdo 4.4.7 Seja p</R" um ponto fixo de f e Dif ’(IR”,IR")' onde
Dif ”([R”,]R”) representa o conjunto dos difeomorfismos de classe ¢ de /R”
em IR". Diz-se que pé um ponto fixo hiperbdlico se Df, : IR" — IR" & um
isomorfismo hiperbdlico.

Apresentaremos de seguida o teorema de Grobman — Hartman, cuja demonstragdo
~ envolve mais uma aplicagdo do teorema do ponto fixo de Banach.

Primeiramente, definamos conjugacdo entre duas aplicagdes.
Sejam entdo X e Y dois espagos topologicos ¢ f: X —> X, g:¥ > duas

fungdes continuas. Seja #: X — 7 um homeomorfismo tal que Ao f=goh (ou, de
modo mais abreviado, 4f = gh), isto &, o seguinte diagrama comuta:

f
X - X
hod I h
¥ -3 F
g

Figura 4 : Diagrama comutativo

98



Entdo A diz-se ser uma conjugagdo e f e g dizem-se conjugados.
Note-se que Af = gh, implicaque #f" = g"h, uma vez que
W? = () = (eh)f = ghf) = g*h
€ assim sucessivamente.

A conjugagdo pode ser interpretada como uma mudanga continua das variaveis de
Je g E facil ver que a conjugagio ¢ uma relagdo de equivaléncia.

Feita esta pequena introdugdo, estamos aptos para apresentar o teorema de
Grobman — Hartman. Veremos que em determinadas condi¢des, uma fungdo e a sua
derivada sdo localmente conjugadas.

Sejam f e Dif” IR”,]R"), pelR" um ponto fixo hiperbdlico de f e
A=Df,.

Entdo existem vizinhangas V' de p, / de 0 e um homeomorfismo
h:U—>V talque hd = fh.

Teorema 4.4.8 ETeoremo de Grobman - Hartman)

Demonstragdo Por uma mudanga apropriada de coordenadas, podemos supor
que p=0.

A demonstragio sera feita usando trés lemas seguidamente expostos:

lema 1 Seja £ um espago de Banach, Le L(£,E) tal que |[L|<a<1 e

G e GL(E, E) um isomorfismo com HG‘IH <a<]1. Entéo:

(@) I+L éum isomorfismo e ”([ + L)_lu B

l—a
(b) 7+G & um isomorfismo e “(1 +G)"” < ,{L
—-a
Demonstragdo
(a) Seja yeFE e
fut B E
x> y—L(x)

Portanto, £, (x;)- /,(x2)= L(x; —x).

Vejamos que /., é uma contraccio de razio a.
Y

”fy (x1)- £, (x2 m =[xy = x| < ||Z||x2 = 21| < g}y — %) |, com @ <1

99



Logo, f, € uma contrac¢do. Como £ € completo, pelo teorema do ponto fixo de
Banach, /| possui um anico ponto fixo x€ £, isto &
FxeEix= Y- L(x).

Uma vez que
x= y—LLx)y & x+L(x)=y<:>(I+L)(x):y

conclui-se que, dado v e [, existe um tnico x € £ tal que (/ +L)x)=y.

Portanto, / + L ¢ bijectiva, logo um isomorfismo.

; o] 1
Vejamos agora que H(] + L) 1” g r—
-a

2 = sl + L7 O bl <1

Tome-se entdo y € £ com [y|<leseja xe £

(/+ L)—I(dt') =x & x+ L x)=y
Portanto,
V2 = e+ Lo 2 o] = £Ge) 2 ] - e

pois | < a.

Conclui-se entdo que

Logo

0 que prova a primeira parte do lema 1.

(b) Comece-se por notar que, uma vez que G é um isomorfismo
I1+G= G(1+G_l)

Como HG*II <a<1, por(a) J+G' éinvertivel. Atendendo que Ge / +Gsdo

invertiveis, / +G=G(I +G'l) e a composta de duas fungdo invertiveis € ainda
invertivel, resulta que / + G ¢€ invertivel e

+6)y" =(Glr+G! ))l (r+61f G

Daqui conclui-se que
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o+

1+ )‘1“ e E —a=

o que conclui a demonstragdo do lema 1. ]

Como A= Df, ¢ um isomorfismo hiperbolico, pelo que foi visto atras, podemos

escrever /R" = E* @ E" e existe uma norma | | em /R" tal que
o

e

Seja agora C, (IR” LR ) o espago de Banach das fungdes continuas e limitadas de

IR" em IR" com a norma || /] = sup{l] flx)|:xe R }

<a<l

<ac<l

Como /R" = E° @ E", resulta que

¢, lirn w7 )=, v, 2 Jo ¢, (1r7 %)

onde: =1 4" senda =m0 f, M=mgyaf;
7 E'@E'> B m: E@L— B
X+y = x x+y =y

lema 2 Existe ¢>0 tal que, se ®;,P, e, (IR",[R”) tém constante de
Lipschitz menor ou igual a €, entdo 4+ ®; e A+, sdo conjugados.

Demonstragdo Paraque 4+®, e 4+ d, sejam conjugados, deve existir um
homeomorfismo % : IR" — IR” tal que A(A+®,)=(4+ D, )h.

Tome-se entdo ~=17+ f,com feC, (IR”, IR" ) Logo a equagdo

hA+®)=(4+D,)h
¢ equivalente a

(I+ fXA+ D) =(A+ D, NI+ ) A+ D + f(A+ D)= A+ Af + O, ([ + ) &
S Af - f(A+D))=D - D, (I + f) (1

Afirmamos que existe uma unica fun¢do feC;,([R” ,IR”) que satisfaz a
condi¢do anterior.
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De facto, considere-se a aplicagdo linear
Lo Gl k"> iR ir")
[ o Af-fla+ @)

[
Vejamos que L € invertivel e que HL“H < 1"
-a

Para tal, considerem-se as fungdes

I Glrm ) ¢ lr R
£ oA (4o

A clmrrn)> i ir)
foe A

Logo AL":C, (!R”,[R")~+ Gy ([R", [R" ) epara feC, (IR”,IR”),

AL (f)=Alf - a7 A+ )= af - f(a+ @)= L(f)

Como 4 é um isomorfismo, A & invertivel e “EH = | 4|. Basta entdo provar que L"

¢ também invertivel.

Como E* e E" sdo invariantes por A~ resulta que C,, (IR”,ES) g (IR”,E“)

sdo invariantes por L. Logo podemos escrever L* = L @& L™  onde

L*S - Lt

o 17: ool I

L*N’ = L*

¢, (mm.E")

Vejamos que, para ¢ suficientemente pequeno, 4+ @, ¢ um homeomorfismo.
De A(x)+ @ (x)=y vem x = A7 (y—®,(x)); para y fixado, a aplicagdo
X A7 (Y- @y (x)
¢ uma contracgio de razdo “A_INS <1 (para ¢ pequeno). Portanto, 4+ P, € bijectiva.

Por outro lado, a continuidade da inversa € consequéncia imediata da variagdo continua
do ponto fixo com o pardmetro y.

Portanto a fung¢do Q: C, (IR” JR" )—> C, ([R” ,[R”) dada por
QUﬂ:A*f%A+®J
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¢ invertivel e a sua inversa
‘l(j =4 (A+ D))
€ tal que

o™ (ﬁ] - sup{ilg*l(fs Xx)N x e IR" {= supi|4*

pois “ASH <a<l.

S(A+¢1)_l(xj‘:xe]R"}Sa<l

d
&=

|-

()

<a<1,resultaque L™ ¢

Pela parte (b) do lema 1, resulta que L™ ¢ invertivel e que

J!

Pela parte (a) do mesmo lema e atendendo que

)’

1

1-a

invertivel e que <

2l

Como L~ ¢ invertivel, resulta que Z ¢ também invertivel e

Portanto, L™ ¢ invertivel e

L=dr et =) @)

logo
2N}
N
Uma vez que A(f)= Af:>” i ]]A""]:“L'I“ HA “
mque L6 gl
Mostramos assim que L € invertivel e que HL 1“ o T

Considere-se agora a aplicagdo

g ColIR"IR")»>  CylIR"IR")
fooop L@=0y(1+ 7))

Vejamos que 1 € uma contracgio:
|e(fy)- w12 ) = HL— 21+ /2)-®5(1+ A M ”L “Hq’z (I+f2)-@,(7+ /i) <

MA—ll

gﬂfz Al
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pois @, tem constante de Lipschitz menor ou igual a €.

-
Podemos tomar £ suficientemente pequeno de modo que 1—a< I, logo u é
—-a

uma contracg¢do.
Daqui conclui-se, pelo teorema do ponto fixo de Banach, que p tem um unico

ponto fixo f e C, (IR”,IR”).
Portanto, existe uma tnica fungio f < Cy(IR",IR" ) tal que

f=L@ - 0y(1+ f)) & L(f) =@ - Do (1 + f) e Af - f(A+®))= D -0y (1 + /)
Conclui-se entdo que a equagdo (1) tem uma tnica solugdo f € C, (]R", IR" )

Falta ver que #=1/+ f ¢ um homeomorfismo.

Por um processo analogo ao anterior s€ mostra que a equagio
(A+® Nl +g)=(I+gfa+D,)
tem uma tnica solugdo g € C, (IR" JR" )
Para mostrar que #2=/+ f ¢ um homeomorfismo, vejamos que
T+ +g)=U+gli+ f)=1
De facto,

(T+ 7N +g)A+@,)=(I+fFYA+D NI +g)=(4+D, NI+ [N +g).

Por outro lado,
(I+fNI+g)=l+g+f(I+g)=1+r

comr=g+f(/+g)e Cb([R”,IR”).
Portanto,
(T+r A+ @)= (4+ D, NI + 7). @)
Mas também
{4+ D,)=(4+ D, ) 3)
Atendendo a que a equagdo

(A+ D NI +7)=(I+r 4+ D,)

tem uma unica solugdo, tomando @, = ®,, resulta que a equagio
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(A+ Dy X/ +r)=(I+r)d+D,)
também tem uma unica solugio.
De (2) e (3), mostra-se que
[+r=lo{+f\I+g)=1.

Logo 7+ f ¢ um homeomorfismo, o que conclui a demonstragio do lema 2.

lLema 3 Dado £> 0, existe uma vizinhanga (/ de 0 e uma extensao de

f|y daforma 4+®, onde ®eC, (IR”,IR”) é de Lipschitz com constante
menor ou igual a &.

DemonstracGo Considere-se uma aplicagio a : /R — IR de classe ¢™ tal que

al)=0, =1
]

=], t<£—
-1, r<]

alt)<k, VtelRk>?2
Seja @ a aplicagdo definidapor p = /' — 4.

Daqui resulta que:

@(0)= £(0)— 4(0)= 0, pois 0 é um ponto fixo de fe A é um aplicagio linear;
Dpy=4-4=0.

Considere-se a bola aberta de raio r, centrada na origem do referencial:

o

Como Dg, =0 e a aplicagio derivada € continua, ¢ possivel escolher r de modo

£
G,
2k

BO,r) = {re IR" :|x

que HD¢| B(O.r)
Considere-se agora a aplicagdo

®: R" > IR"

B Es a[@}o(x)
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Vejamos que:

e 4+ ® € uma extensdo de f’ B0’
(a) ®(0)=a(0)p(0)=0
0 se o< £ Lo of B 1o 000 0= 69160

Portanto, a restrigdo de fa B(0,%) ¢ igual a aplicagio 4+ ®.

» Falta ver que @ ¢ de Lipschitz com constante menor ou igual a €

1° caso: se xp,xp € B(0,r):

ote)- (1= o 2 o) B oty ) -

P2

“HMHH] (HVZHJ (rz)]
H {uxlu (szn .“ qu

[HJ [n qu ylhl- nranu (ol

@ lplxn)-p0O) <[Dollx ~ 0] = loa ) < 7

3) OSa[Ez—l]Sl

[ ox1)-e(x2)]

Como

(1)

r

(4) “ (9(-xl )_ (P(xz) “ % ”D¢7” ”Jcl — X3 “ < g;ll.rl - _'c2”

resulta que

& [x1-x| &
il¢(-n)—®(lel—k~*~;—,,kﬂ x|+ 5;“‘1“’ 2 <

X — x| e £ I 1
< H‘r—z”ar +5.—2H~‘1 - x| = ex; — x| [§+Z]< & |x - x|
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2°caso: se x; € B(0,r), x, & B(0,r):

{leiq [sz N]

(szliJ
swg

Zr+0] plx)-p(x;)| <& x - x|

x )|+ | lx1)-olx)] <

|CI)(x1 x2 1|

r
3°caso: se xy,x, € B(0,r):
“d)(xl )— ¢(X2 ]' =0< 8”1'1 — X2 H

Portanto, ® ¢ de Lipschitz com constante menor ou igual a £, 0 que conclui a

demonstragdo do lema. L

Para concluir a demonstra¢do do teorema, seja & como no lema 3 e A+® uma
extensdo de f] u(o)> onde U (0) ¢ uma vizinhanga de 0 e ® uma fungio de Lipschitz

com constante menor ou igual a €.

Pelo lema 2, existe um homeomorfismo /4 : IR" — IR" tal que
hA =(A+ D) > hd = fh
numa vizinhang¢a de zero, o que conclui a demonstragdo do teorema.

[

O teorema anterior garante que, dada uma fungio f : /R" — IR" de classe ¢”, f
e Df, sdo localmente conjugadas, sendo p um ponto fixo hiperbolico de /. Apesar de /

. : . . I
ser de classe ¢’ , ndo se pode garantir que a conjugagdo seja de, pelo menos, classe ¢ .

De seguida ¢ apresentado um exemplo de uma fungdo f: IR* > IR* onde a

~ conjugagio nio pode ser de classe c?.

Exemplo 4.4.9 Seja /- IR* — IR? a aplicagdo definida por
f(x,y)= (it.r,izy+x2), com0< A<l

Vejamos entdo que a conjugagdo ~ ndo pode ser um difeomorfismo local de classe
¢? . Para tal, suponhamos, por redugdo ao absurdo, que / ¢ de classe 2.

A matriz que representa a derivada de /, na base candnica, ¢
A0
ox »F
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Portanto,
A 0
D-f(O,O) = {0 ;(,2 j ¢ A(.\',y) = Df‘(O,O) (x, y) = (ﬂ‘x’/lzy)

e (0,0) é ponto fixo hiperbolico

(1) £(0.0)=(00), isto ¢, (0,0) é um ponto fixo de £
(2) Como 0 <A <1, os valores proprios de D) tém modulo menor que
um, istg €, (0,0) € ponto fixo hiperbolico.

Por uma mudanga apropriada da base, podemos supor que D gy =1/ .
De facto, observe-se que, de foh=ho 4, se obtém
Ao h710,0)= 17" e £(0,0)=h71(0,0)
e portanto 4(0,0)=(0,0).
Assim, recorrendo novamente a igualdade foh=ho 4, tem-se

D_f(O,()) o Dh(0,0) = [)h(()_O) o A4
Se B= Dhy ), entdo da relagdo anterior obtemos 4o B = B0 4 e portanto a

)

com a e b diferentes de zero. Considere-se entdo /o B~ ; tem-se que
-1

matriz de B é da forma

folno BY)=(fon)o B~ =(ho A)o B~ = holdoB™)=(ho B )o 4

Considere-se h(x, y)= (I (x. y). 1 (x, v))

Uma vez que / € uma conjugagdo entre fe A4, fh=hAd <

= (le (x.¥) P hy(x,y)+ /112 (x, y)) = (hl (}u, A2 y) hy (7\.\7, ¥ y))
Portanto,

My (x,v) = iy (1x 22y

Como f"h=hA", resulta que

Ak (x, v) =My (l"x, kzny)
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Derivando ambos os membros da tltima expressdo em ordem a y, resulta

ch oh ch oh
ln i x,v)= ;\'Zn e g lnx‘ lZny &= Lile] xv)= 7\.” i B knx' ;L2ny
5 (x.) > ( ) Z, (x.7) 5 ( )

%(k"x,kz”}-') - 0.

Uma vez que /<1, A"
=

ohy
Portanto, —(x, y)=0
nto ay(xy)

Derivando a mesma expressdo, agora em ordem a x, resulta

oh oh ch oh ch
7\,"——1. - nglul” 2n ki g o 4 I n 2n _“1_00
ox (r,y) . ox ( a4 y)(:} ox (x, y) ox (K it y)n:x ox ( ' )

Conclui-se entdo que %h—l(\‘ y) =cC.
X

Logo iy (x, y)=cx, uma vez que 4, (0,0)=0.
Como Dh o, =1, tem-se que c=1.

Portanto, #(x, y)= x, donde se conclui que

(e, 020y (5, )+ 52 ) = (p 1 o227
Vejamos, finalmente, que
(1) £ o hx,y)= (16,02 (1, p) + 2722 )
Por indugép sobre n:

Para n =1, ja foi visto atras;

" ohxy)= £l o y))= A 02 (2, )+ (- 10227 )=
(?L" x,A2 [;LG Zhafx, )4 {n—=1p2 452 J+ JR Ryl ): (?L”x, W2 hy (x, y)+ A2 2 5 )
@) hod"(x,)=ho(W7x, 22 )= (i (175,22 ), 1y (475, 227 )=

= (7\,”.‘(, hz (}Lnx' A’My))
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Portanto,
lZnhz (x’ y)+ nl?_n—Zx?. - h2 (?Lnx‘ k2ny)

Derivando ambos os membros em ordem a x, resulta

e ?g—(x,y)nh 20032 = A" %(Xﬂf, ?&zn}’)

Tornando a derivar em ordem a x, obtém-se

2 2
a2n 8 2’73 (x,y)+2m 272 =" B fz (k"x, A y)c:-
"% 0 x
2 2
g 2/72 (x, y)+2m07% = —a—;;(k"x, A2 y)
0°x 0 x

0 que € absurdo, uma vez que quando 7 > +w0:

0%k,
%x

(x, y) ¢ fixo;

o 2nh? > 4w

o°h,
8% x

0%h,

3%x (0'0)

(?L" x 22 y) -3

Portanto, a conjugagdo / nio pode ser de classe c¢?

, COMO Se queria mostrar.
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APENDICE A1l

DOIS RESULTADOS EM ESPACOS METRICOS

Neste apéndice mostraremos dois resultados envolvendo a completude de espagos

mEtricos.

Primeiramente iremos tecer alguns comentarios sobre o didmetro de conjuntos

nao vazios.

Sejam (X,d) um espago métrico e A< X um conjunto ndo vazio. Entdo o

diametro de 4, 6(4), é

0<5(4) = sup d(x,y)
x,yved

Dizemos que A ¢ limitado se &(4) < +oo.

O didmetro de um conjunto ndo vazio satisfaz as seguintes condigdes:

S(A) =0 A=1{x}.

S(A)=a>0=>Ve>03x,ye d:a-ec<d(x,y)<a.

5(A)=5(4).

Se F'é fechado, podem ndo existir x,y € F': d(x,y)=0(F).

Por exemplo, considere-se (IR\ {0},4), d métrica usual e F =]0,1].
O(F)=1leVx,yeF.d(xy) <l.

Se K é compacto, entdo existem xg, vy € K 1 d(xg,Y0) = 0(K).

Para provar tal afirmagéo, sejam a = §(K) > 0 (podemos supor que K tem,

pelo menos, dois elementos) € x,,y, € K . d(x,,y,)2a——.
n

Como (x,, )nem,( ,,,)nem e K e K é compacto, (x,, )HEW g (y,, )nE[N
admitem subsucessdes convergentes, convergindo para x; € g,

respectivamente.
Logo, d(xy,yy)=a. De facto, supondo que d(xy,yy)=»<a, dado

>0 talque b+e<a e nyeIN tal que
& &
Vk = ny :d(xo,xnk)<5 e d(J’oaynk)<§
resulta que, para k£ 2 n

£ £ 1
d(Xp, s Vn, ) S d(xp, ,X0) +d(x0,¥0) +d(¥0, Vs, ) <§+b+5 =b+&< G

para » suficientemente grande, o que € absurdo.
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Teorema A1.1 Seja (X,d) um espago métrico. Entao X é completo sse
para toda a sucessao (F,),_,, de fechados de X tais que
o D#F, cF,VnelN
o lim4§(F,)=0

entdo o F, = {xo}.

Demonstracdo
(=) Para cada ne IN, seja x, € I, . Vejamos que a sucessdo (x, ), p ¢ de

Cauchy. Fixado & > 0, existe ny € IN tal que 5(Fn0)< £, pois nli_)rrolcé(F,,)z 0.

Atendendo que F,., c F,,Vne [N, resulta que para m,n2ngy, fp, < f, ¢
Fpoc Fp .

Concluimos entdo que x,,x, € [, , logo #Hx. 2. )5 5[[7,,0 )< Ea

Como, por hipotese, X € completo, a sucessdo (x, )ne vy converge para
g ek .

Vejamos que x; € nQN R

Fixado py € IN qualquer, € claro que x, € F), ,Vn 2 ny, logo

xp = lim x, e[?ﬂl-:_F,,,l

n—»C

Como n; era qualquer, concluimos que x; € (?N F,.
ne

Finalmente, observe-se que:
e lim &(F,)=0;
n—»a0

o Fa,ckF,VnelN
por conseguinte, 6( N Fn]= 0. Mas {xo}g N F,,logo N I, = {xo}.
nelN nelN nelN

(¢<=) Sejam ey ),TE v uma sucessdo de Cauchy e 4, = {x. im2 n}.
o A ¢fechado e limitado;

o A, A, VnelN

o lim &5(4,)=0, pois (x, )ndN ¢ de Cauchy. Logo lim S(A—n)z 0.

R—x n—0

Portanto, an E: {xo}.

Provamos assim que lim x, = xq, ja que d(x,,x)) < 5(2;) — 0.
n—x n—r0

Da arbitrariedade da sucessdo, conclui-se que X € completo.



Observagdo Al.2
1. A hipétese de lim &(F,)="0 ¢ essencial
n—x

Tome-se por exemplo (/R,d), sendo d a métrica usual e d, = Tod"

d e d; sdo métricas equivalentes, isto €, geram a mesma topologia .
Mais do que isso, d| <d ese d(x,y) <1.entdo d(x,y)<2d|(x,)), ja que
d(> d(:
x 3 = (r,y) ,dxy)
1+d(x,y) 2
Logo, se (x, )ne v for uma sucessdo de Cauchy relativamente a métrica

d,, entdo também € uma sucessdo de Cauchy para a metrica d.
Portanto, (/R,d;) também € completo.
Seja agora F,, = [n,+co[. Entdo, Vine IN :

e [, ¢ fechado,

» O(F,)=1, paraa métrica d|;

b Fn+l§Fn
e N FkF,=J .
nelN

2. Ahipétese de (X, d)ser completo também ¢ essencial.

Por exemplo, (ZR\{0},d), d métrica usual. Tome-se /7, = {—ll}\ {o}
non

fechado, F,,, < F,, lim 8(F,)= lim A_pe E,=0.
n—»c

n—x N1 nelN

Iremos de seguida apresentar o segundo resultado deste apéndice. Antes de tal,
temos de introduzir um novo conceito: conjunto totalmente limitado.

DefinicGo A1.3 Seja (X,d) um espago métrico. X diz-se totalmente
limitado se
Ve>03nelN: X =X,0..uX,

onde J#X,cX e d(X;)<e.

Vejamos que X ¢ totalmente limitado sse

Ve >03x,.,x, € X X =B(x,e)V...uB(x,,&)

Para tal, observe-se que se 6(X;) <& = X, < B(x,,¢),onde x; € X;.
Logo X =B8Ry 8)\ds: % Bl ).

Reciprocamente, como J(B[x,- ,%H = %E < &, bastatomar X, = B(x,— %)



Se X é totalmente limitado, na decomposi¢io X = X, U...uU X, , podemos supor,
se conveniente, que JX; ¢ fechado pois 5(4)= 5(2). Portanto, se ¥ < X ¢ totalmente

limitado, entdo ¥ também o €.

Qualquer subconjunto de um espago métrico totalmente limitado € ainda
totalmente limitado e qualquer espago métrico totalmente limitado €, em particular,
limitado. O reciproco € falso. Para mostrar tal, consideremos /R munido da métrica
discreta.

S(IR)= sup d(x,y)=1
x.yelR

donde se conclui que /R, munido da métrica discreta, ¢ limitado. Mas se ¢ <1, IR ndo
pode ser escrito como reunido finita de subconjuntos de didmetro menor que £, pois se
Ac IR étal que 5(4)<1, entdo 4= {xo}. Portanto /R, munido da métrica discreta,

ndo ¢ totalmente Jimitado.

Teorema Al1.4 ([22] pag 222) Seja (X,d) um espago métrico. Entéo X
é compacto sse é completo e totaimente limitado.

Demonstracdo

(=) Suponha-se que X € compacto.
Seja (x,, )HE ;v uma sucessdo de Cauchy. Como X é compacto, tal sucessdo admite

uma subsucessdo (xnk)

iy convergente para a € X . Logo, para £ > 0:

3p € IN VA 2 p| d(x, ,a) < g

3p, e INVn,m = p, :d(xn,xm)<§

Tome-se n,k > max{p;, p,}. Logo

d(xy,@) S d(x,,%, ) +d(x, ,a)< g +§ p

donde se conclui que lim x, = a. Portanto X € completo.
n—w

Vejamos agora que X € totalmente limitado.

) g . .
Seja £ > 0. Uma vez que k.fY B(x,gj ¢ uma cobertura de abertos de X, existem
Xe

Xisis Xy €X tals que XzB[x!,gju...uB[xn,gj, com 5(8[.¥,-,§—JJ=%£<5.

2
Portanto, X é totalmente limitado.
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(<) Suponhamos agora que X € um espago métrico completo ¢ totalmente
limitado.
Suponhamos, por redugio ao absurdo, que existia uma cobertura aberta X' =4,

que ndo possui uma subcobertura finita.
Como X ¢ totalmente limitado, é possivel escrever X como reunido finita de
subconjuntos fechados ndo vazios de didmetro menor que 1. Uma vez que a cobertura

{4,} , ndo admite subcobertura finita, a restrigio desta cobertura a pelo menos um

desses fechados ndo pode admitir uma subcobertura finita. Seja X um tal fechado.
X, também é totalmente limitado, logo pode ser escrito como reunido finita de

: . n 1
subconjuntos fechados ndo vazios de didmetro menor que o Pelo menos um desses

e

subconjuntos - X, - ndo pode ser coberto por um niimero finito de 4, .
Repetindo este processo, obtemos uma sucessio (X, ) Ly 2l que
o X,,cX,VnelN;
e J= X, ¢ fechado;

. 5(X,,)<l:> lim 5(X,)=0.

n n—x

Pelo teorema Al.1, mv X, ={a}. Seja A tal que ae 4,. Como 4, ¢é aberto,
nell

entdo para algum ne IN B(a,l] c4d;.
n

1
Mas ae X, e 6(X,)<—, logo X, gB[a,l)g A, , 0 que ¢ absurdo.
n n

Portanto, X é compacto, o que conclul a demonstragao. B
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APENDICE A2

A METRICA DE HAUSDORFF

Ao longo do terceiro capitulo referimos por diversas vezes a métrica de Hausdorft.
Neste apéndice comegaremos por mostrar que tal aplicagdo €, de facto, uma metrica.
Posteriormente veremos que, se um espago métrico for completo, entdo o conjunto
formado pelos subconjuntos ndo vazios € compactos, munido da métrica de Hausdorff,
também ¢ completo.

Sejam (.X,d) um espago métrico ndo vazio, FL(.X) o conjunto formado pelos
subconjuntos nda vazios, fechados e limitados de X'e K(X) o conjunto formado pelos
subconjuntos ndo vazios e compactos de X

Observe-se que, enquanto que ~1(X) depende da métrica, K(.X') ja ndo.

De facto, seja d uma métrica ndo limitada, isto €, ndo existe

MelR:d(x,y)sM,Vx,ye X

Tome-se d| =I% (0<d; =1).
+

d e d;| sdo métricas equivalentes (geram a mesma topologia) e
FLd (z‘() c FLCJ’, (/Y) , com FLJ(X) = FLdl (X)

ja que  ndo ¢ limitada (logo nem todos os fechados sdo limitados) e d| ¢ (portanto,
todos os fechados sdo limitados).

Em relagdo a K(X), se d e d; gerarem a mesma topologia, entdo (X,d) e
(X,d)) tém os mesmos compactos.

Observe-se que, se K ¢ um compacto de (X,7'), onde X € um espago topoldgico e
d € uma métrica que gera 7 (isto €, 7 ¢ metrizavel), entdo K ¢ limitado para a métrca d.
De facto, suponha-se que tal afirmagdo era falsa. Ento, fixado x, € K, Vne IN existe

x, € K tal que d(x,,x,)>n. Considere-se U, = B;(xy,n) " K , que € uma cobertura
aberta de K" que ndo admite uma subcobertura finita, o que ¢ absurdo pois K € compacto.

Consideremos a seguinte aplicagio
hy: FLX)xFL(X) — IR}
(4, B) > hy(A4,B)
onde

hy(4,B) = max{sup d(a,B),supd(b, A)}
aed heB

Dado 4 € FL(X), definimos B(A,r)= UA B(a,r).
ae
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Portanto,
hy(A,B)y<r< Ac B(B,r)AB < B(4,r)
De facto,
hy(A,B)<r<>supd(a,B) <rasupd(b,A)<r <
aeA beB
o d(a,B)<r.Nae And(b,A)<r,Vbe B&
< aeB(B,r),Vae Anbe B(4,r)VbeB &
& Ac B(B.ryAaBc B(A,r)
A aplicagio h; ¢ uma métrica definida em FL(.X), como mostra a seguinte
proposi¢ao.

ProposicGo A2.1 h,; € uma métricaem FL(X).

Demonstragcdo

e hy(A4,B)20,V4,Be FL(X) € consequéncia imediata da definigdo;
A=B= hy(4,B)=0 ¢étrivial;
Suponha-se agora que /1,;(4,8) = 0. Portanto
VaeA,d(a,B):O:bVaeA,aeEzB
Vbe B,d(b,A)=0=>VbeBbe A=A
Logo, AcBe BC A,isto€, A=8.

o hy(A B)=hy(B,4),VA4,Be FL(X) ¢ imediato da partir da definigdo.

o hy(A,C)<hy(A,B)+hy(B,C),VA,B,Ce FL(X)
Sejam p=h, (4,B), oc=hy(B,C) e £>0.

Portanto,
Ao B(B,p+ 1
e h(A By {AS BB ) (1)
Bc B(4,p+é¢) 2)
o =h,(B.C)y=|C SBBo+E) )
Bc B(C,c+¢) (4)
De (1) e (4) resulta que
Ac B(C,p+0o+2¢)
De (2) e (3) resulta que

CcB(A,p+o+2¢)
Das duas afirmagdes anteriores concluimos que

hy(A4,CYs p+o+2e,¥Ve>0
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Logo
hy(A,C)s p+o=hy;(4,B)+hy(B,C)

(]

o0 que conclui a demonstragao.

Uma questdo que ¢ interessante colocar € a seguinte:
- Sendo (X.d) um espago métrico completo, sera que (K(X),h,) também ¢

completo?
O seguinte teorema responde afirmativamente a esta questao.

Teorema A2.2 Seja (X.d) um espago métrico completo. Entéo
(K(X),h;) tambem e completo.

Demonstragdo Sejam (K,, )nelN uma sucessdo de Cauchy em (K(X),h,) e
K=v K,.

nelN

Afirmamos que K é compacto. Para provar tal, recorremos ao teorema Al.4, 1sto €,
iremos provar que K é completo e Ve > 0, K pode ser coberto por um nimero finito de
bolas de raio ¢ (portanto X ¢ totalmente limitado).

a) Como K ¢é fechado e (X,d) € completo, € imediato que K também € completo.

b) Tome-seg agora € > 0.

Como (X, )ne v € uma sucessdo de Cauchy, existe ny € IN :Vn2ny :

hd(K,,,K,,o)<§:> K, c B[K,,u,g] c B(KO’S

g
onde K = J\;Jl K ;, que € compacto.
Decorre entdo que

UK, c B(Ko,fj M

Como K € compacto, existem x|,...,x, € K, tal que

5 £
Ky uB(x,-,—]
i=1 2

Afirmamos que
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De facto, seja ye U K.
neN

Por (1), resulta que d(y,K) <~;—. Seja z e K tal que d(y,z)=d(y,Ky) <§
(¢ possivel pois K, € compacto).
Logo existe i € {ls} tal que d(z,x;) < g , donde decorre que

d(y,x) Sd{y,2)+d(z,x;) <&
Portanto y € B(x;,&). Uma vez que y era qualquer,

e e R
K= v K, cuB(x,¢).
nelN i=l

Provamos assim que K € compacto.

Seja agora

Cada G,, ¢ fechado e esta contido em K| logo, Vne IN, G, € compacto.

Além disso, G,,, < G,,Vne IN.

Portanto, G, = N G, € um compacto ndo vazio.
nelN

Finalmente, vejamos que lim K, = G.
nR—a0
Seja £> 0. Logo
Ing e INVmn=ny: K, B[K,,,%J

Portanto

Gy <G, =pek})N0Km+p c B(K,,¢)

Como G, cG,.VnelN e G, = FPNG,,, existe i € INVn 2 n,
ne

K."l -g Gn g B(G():‘c")

Seja n= max{no,nl}; entio G, < B(K,.¢) e K, < B(G,.¢), isto &,
kK . Gl s

COMmo S€ queria provar. &
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APENDICE A3

UM RESULTADO EM ESPACOS DE BANACH

O objectivo principal ¢ provar que, dado um espaco de Banach B e K #J um
compacto de B, entdo o didmetro de K € igual ao didmetro do fecho convexo de X.
Recorde-se que, dado @ = 4 — B, a envolvente convexa de 4, co(4), € o menor

convexo que contém A ¢ o fecho convexo de 4, co(A), ¢ o menor fechado convexo que
contém A.

E ainda verdade que

n n
co(A) = {Zt,—a,-: t,20Vie{l. . ,n} Yt =1ea edVie {I_...,n}}

i=l i=l

Lema A3.1 ([24]. pag 21) co(4) = co(A)

Demonstragdo
Comece-se por observar que co(A4) € convexo. De facto, sejam x.yeco(A) e
0<a<l. Sejam ainda (x, )mE N € (y,,)n ;v duas sucessdes em co(4) convergindo

para x € y, respectivamente. Entdo (aar,, +{I=a)p, )”E gy € uma sucessdo em co(A)

convergindo para (o:x +(1- a)y); logo (ax +(1-a)y)e co(A).

Como co( 4) ¢é convexo, fechado € contém A, conclui-se que E)(A Y co(A).
Mas

co( ) < co(A) = co(A) < co(A)

- pois E(A) ¢ fechado. Portanto E(A) =co(A4).

DefinicGo A3.2 Seja C =J um convexo e fechado. x, € C é ponto
extremo de C se ndo existirem x,yeC e te 0] tais que x, =rx+(1-t)y. Ao
conjunto formado por todos os pontos extremos de C representa-se por C, .

Pelo teorema de Krein-Milman ( [24], pag 265), se C= & for compacto e convexo,
entdo C = E)(Ce). Pelo que ja foi visto no segundo capitulo, se @ # K < B, onde B ¢

um espago de Banach e X um compacto, entdo co(K) é compacto ([2}, pag 174).
Logo, o teorema de Milman ([24], pag 268) garante que os pontos extremos de

co(K) pertencem a K.
Apresentados os requisitos necessarios, iremos agora provar o pretendido para este
apéndice:
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lLema A3.3 Sejam B um espago de Banach e K # @ um compacto.
Entdo 8(K) = lco(k))

Demonstragcdo  Pelo teorema de Milman, os pontos extremos de co(K)
pertencem a K, Além disso, pelo teorema de Krein-Milman, como co(K) ¢ compacto e
convexo, conclui-se que co(K) = E(CE), onde C, representa o conjunto de pontos

extremos de E(K 3
Assim sendo,
5lcotK))= 5lco(C,))= Slea(C,)) = 5(co(C,)

Vejamos agora que &(co(C,))=5(C, ).
Sejam entdo x, y € co(C,). Logo, podemos escrever x e y como:

n R
x=3 Aix,onde 4, 20, Vie{l.,n}, Y A, =1e xeC,, Viel,..n};
i=l

i=l
P i

yzzujyj,onde M >0, Vje{l,...,p}, Z,uj =1% ype€ by Vje{l,...,p}.
J=1 J=1

Assim sendo,

De modo analogo

Por conseguinte

np
%= | SOCOX Y Ay = 8(Ce).
i=1 j=1 i1 p=l

Logo

8(co(C,))= sup [x-y]<8(C,)
x,yeco(C,)

Por outro lado, como
C, cco(C,) = 8(C,) < 8(co(C,))

Portanto

8(C,) = (co(C,))
Conclui-se entdo que

sleotk))= 8(co(C,)) = 8(C,) < 5(K)
Jjaque C, c K.

Finalmente, como co(K) 2 K = & (5( K ))2 5(K).
Portanto, & (E(K )): ) (K ) COmO queriamos provar. d
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