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Introducao

Numa época em que as tecnologias estdo em constante melhoramento e as necessidades
dos alunos tém um papel cada vez mais importante no combate ao insucesso escolar,
principalmente na disciplina de matematica, ha que tirar partido desse avangos tecno-
l6gicos para criar propostas de trabalho efectivamente motivantes e que, simultanea-
mente, contribuam para o processo de consolidagdo da aprendizagem de determinado
tema, indo de encontro as dificuldades especificas de cada aluno.

E neste contexto que nos surge o relatério «Generating Mathematics exercises by
computer» (ver [20]), da autoria de Ana Paula Tomas e Pedro Vasconcelos, docentes do
departamento de Ciéncia de Computadores da Faculdade de Ciéncias da Universidade
do Porto, e o artigo «A CLP-based tool for computer aided generation and solving of
maths exercises» (ver [19]), escrito pelos professores Ana Paula Tomés e José Paulo
Leal, também ele docente do departamento de Ciéncia de Computadores da Faculdade
de Ciéncias da Universidade do Porto, que servem de base a concepgao desta tese.

No relatorio [20], os autores ddo-nos conta da investigagdo que esté a ser feita para
a elaboragio de uma aplicagio computacional, em CLP («Constraint Logic Program-
ming» ), que faca a geragdo de exercicios sobre determinado assunto relacionado com
a disciplina de matematica e que, além de criar o exercicio, fornega ao aluno uma
resolucdo do mesmo, de acordo com os seus conhecimentos. A ideia base do método
que esta a ser investigado é tentar reproduzir os processos que os proprios professores
por vezes utilizam para criar exercicios — partindo dos conhecimentos que o professor
sabe que o aluno tem, constréi um problema que permita verificar se na realidade esses
conhecimentos foram assimilados pelo aluno. E referido ainda neste relatério que nem
todos os toépicos mateméaticos se podem inserir nesta investigacao, devido ao facto de
se pretender dar énfase a exercicios cuja resolugfio consista num processo algoritmico,
ou seja, exercicios repetitivos, isto é, aqueles que visam a consolidagéo de conceitos e
a pratica de técnicas e processos algébricos. Sdo também dados exemplos de temas
que podem efectivamente ser usados (dominios de fungbes racionais, estudo de sinal,
etc.) e de exercicios que se podem obter usando esta abordagem.

No artigo [19], os autores fazem uma sistematizagdo mais pormenorizada sobre alguns
aspectos ja referidos no relatério. Assim, séo referidos mais alguns aspectos funda-
mentais a ter em consideragdo na investigacao realizada:



1. Apresentar os exercicios de forma a poderem ser resolvidos por processos ensi-
nados aos alunos em diferentes niveis de ensino;

2. Possibilitar a aplicagio de restrigdes de modo a adequar determinado problema
ao grau de conhecimentos do aluno;

3. Ter alguma nocio sobre a resolugio do exercicio gerado de modo a certificar o
seu interesse pedagoégico;

4. Implementar os processos de resolugdo para que o computador possa oferecer
uma explicacdo da resolucio do exercicio ou as sucessivas etapas de resolugao.

Outro aspecto focado neste artigo é o desenvolvimento do protétipo da aplicacao que
se encontra disponivel online em http://www.ncc.up.pt/ apt/demomath.html, em
que o utilizador pode seleccionar as restrigoes que pretende para determinado tipo
de exercicio e obter um documento com varios exemplos. Os autores ddo ainda uma
descricio da arquitectura do sistema, bem como dos diferentes tipos de linguagem
computacional usada.

Para esta tese, tendo como ponto de partida os dois trabalhos acima referidos, preten-
dem-se investigar os processos matematicos que podem e devem ser implementados
num software para que seja possivel gerar exercicios sobre um determinado topico.
Além disso, para cada tipo de exercicio analisado neste trabalho, é dada a explicagao
de um possivel método de resolugdo, em virtude de se pretender que o programa
apresente também uma resolugdo do exercicio gerado. De forma a sermos um pouco
mais explicitos, vamos supor, por exemplo, que se pretendem gerar polinémios para
que os alunos treinem o calculo de raizes de fungdes polinomiais. Se nao for imposta
qualquer restrigio o programa poderd gerar polinoémios dos quais os alunos nio sabem
calcular os zeros. Note-se que ao nivel do 12.° ano s6 é conhecida a férmula resolvente
de equacdes de segundo grau. Torna-se entao pertinente a questao: que condigoes tém
de satisfazer os polinémios para que os alunos consigam calcular os seus zeros? Repare-
se que o grau do polinémio néo tem, ao contrario do que se poderia pensar, um papel
determinante, pois os alunos ndo sabem calcular os zeros de R(z) = 3 —Tr* 4+ 3z +4,
mas sabem de Q(x) = 325 + 4z — 523, pois é razodvel pedir a um aluno do Secundario
que ponha em evidéncia poténcias de z e, assim, este polinémio podera entao ser
escrito na forma Q(z) = 23(3z + 4z — 5), sendo as suas raizes calculadas usando a
regra do anulamento do produto e a férmula resolvente. Portanto, os polinémios que
o computador tera de gerar para este tipo de exercicio séo da forma P(z) = z™.5(z™),
em que n,m € N e S(x) é um polinémio de grau menor ou igual a dois, ou, mais
geralmente, polindmios que estejam expressos Como produtos de polinémios deste tipo.

Como ja foi referido atras, o software que se encontra em desenvolvimento estd pri-
oritariamente vocacionado para a geragio de exercicios que se resolvam por métodos
algoritmicos, mas nem todos os assuntos matematicos se proporcionam a este tipo
de abordagem. Por exemplo, o tema Probabilidades dificilmente pode ser usado
neste estudo, pois a resolugdo, que pode eventualmente envolver métodos repetitivos,
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depende da prépria semantica do enunciado e, portanto, ndo pode ser gerado aleatori-
amente sem parecer demasiado «artificial». Devido a este facto, foram feitas algumas
restricbes: sdo focados temas referentes ao programa de 12.° ano de escolaridade,
porque assim estamos simultaneamente a considerar assuntos relativos a anos lectivos
anteriores, 0 que nos permite mais liberdade no tipo de exercicios a propor; dentro
do programa de 12.° ano foram considerados os limites (de funcbes e de sucessdes),
as derivadas (aplicadas & determinagdo do sinal de uma fungdo) e as assimptotas, por
serem temas cuja parte pratica se enquadra mais no estilo de exercicio repetitivo que se
pretende, além de que estes temas, no seu conjunto, nos permitem, em tltima anéalise,
esbocar e analisar o grafico de uma fungéo, o que constitui em si um dos objectivos
fundamentais do programa de matemaética.

Notemos ainda que o que se quer é que o aluno aprenda o algoritmo de resolugdo do
exercicio e que isso s6 é conseguido com treino, fazendo muitos casos em que se aplique
sempre a mesma regra ou o mesmo conjunto de regras e onde o papel do professor
é, de certa forma, secundério, pois s6 o proprio aluno é que pode praticar. Dai a
pertinéncia de um programa em que o aluno executa a quantidade de exercicios que
mais lhe convém, sempre diferentes, sem depender da disponibilidade do professor para
verificar as suas respostas.

Evidentemente que ndo estamos a defender a substituigdo do professor, apenas se
deseja dar mais opgdes aos alunos para que solidifiquem os seus conhecimentos sem
perderem a qualidade de um tempo lectivo dado pelo professor e que se revela, as
vezes, manifestamente insuficiente.

Quanto 4 estrutura da tese em si, ela consiste numa revisao de literatura, numa parte
dedicada ao estudo dos algoritmos de geracio de exercicios e num pequeno capitulo com
as conclusdes. A parte que consiste no estudo de algoritmos encontra-se dividida em
trés capitulos. O primeiro destes trata de calculo de limites, mais concretamente limites
de funcdes e limites de sucessdes: investigam-se os tipos de fungoes e de sucessoes e as
circunstancias nas quais o aluno sabe calcular o limite, usando ou néo limites notaveis,
bem como as técnicas que tem ao seu dispor para resolver este tipo de problemas. No
segundo capitulo temos o tema das derivadas; em particular, falamos sobre as condicoes
para que uma fungdo por ramos seja derivivel no ponto de jungao e nos varios tipos de
funcdes que se podem usar. Podera parecer estranho que se abordem os limites apds as
derivadas, mas técnicas baseadas em derivagdo (calculo de limites usando a definigéo de
derivada e regra de L’Hopital) sio por vezes empregues no cilculo de limites. Também
sio analisados os casos de fungdes em que é possivel calcular a derivada de segunda
ordem e respectivos zeros, visando o estudo da concavidade. Finalmente, no ultimo
dos trés capitulos, abordamos o estudo das assimptotas: elaborou-se um levantamento
do tipo de funcGes para as quais se pode pedir a um aluno para as calcular.




Capitulo 1

Revisao de literatura

O objectivo deste capitulo é fazer uma curta reflexdo sobre alguns aspectos que
tornaram relevante o assunto abordado nesta tese, bem como dar destaque a alguns
estudos e artigos anteriormente efectuados que, de certa forma, sdo pertinentes para
o tema em estudo.

Assim, as probleméticas que se vdo abordar nesta revisdo séo as seguintes:

1. A emergéncia da utilizagdo de Sistemas Computacionais Algébricos (ou, em
inglés, CAS (Computer Algebraic Systems)) na aprendizagem da Matematica
no ensino secundario e nos primeiros anos do ensino superior.

2. As caracteristicas que se devem privilegiar no uso de CAS para que sejam
efectivamente 1teis na sala de aula e contribuam para a assimilacao pelos alunos
de conceitos e rotinas.

3. Consequéncias para os alunos e para a sua aprendizagem, da utilizacdo de
instrumentos que permitam um feedback imediato sobre os seus raciocinios e
as conclusoes que obtém.

1.1 Utilizacao de CAS no ensino da Matemaéatica

Nos dias de hoje, em que novos métodos e processos computacionals estao constan-
temente a ser desenvolvidos e melhorados deve-se procurar algum tipo de equilibrio
entre estes e a efectiva aprendizagem de conceitos pelo aluno.

Em Meirinhos (ver [9]), temos uma pequena retrospectiva sobre as primeiras utilizagoes
do computador em educagdo: «As primeiras utilizagoes do computador no ensino,
caracterizam-se pela procura de modelos de software que se limitavam a traduzir o
esquema. basico de ensino programado». Esta ideia de que o computador deveria poder
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cumprir a funcdo tradicional do professor de transmitir informagao, levou a que, se-
sundo o autor, alguns sugerissem que os professores fossem simplesmente substituidos.

Entre as aplicactes que melhor expressam o conceito de aprendizagem como aquisi¢ao
de conhecimentos, o autor destaca os programas de «exercicios repetitivos», que «tém
por finalidade proporcionar exercicios para reforgar os conhecimentos ja adquiridos ou
desenvolver determinada destreza, da mesma forma que o faziam as folhas de exercicios
e os problemas em contexto tradicionaly. Neste artigo séo ainda apontadas algumas
vantagem deste tipo de ensino assistido por computador, tais como:

1. Facilidade de utilizagdo: nfo requerem nenhuma aprendizagem prévia nem ne-
nhum contacto com o material;

2. Utilidade em determinados contextos, para que o aluno adquira habilidades
elementares que necessitam de exercitagio pratica e automatizagao;

3. Complemento de aprendizagem, quando acompanhando outro material didéc-
tico.

Sobre a investigacio e desenvolvimento que tem vindo a ser realizado sobre métodos
computacionais de geragio e apresentagio de problemas, temos na introdugéo de [3]
um resumo de algumas das suas etapas. Segundo os autores, as primeiras aplicagoes
«apresentavam uma sequéncia de problemas ao aluno, analisavam as respostas e final-
mente certificavam a qualidade da sua prestagdo». A constante procura de melhores
métodos e programas tecnologicamente superiores levou, posteriormente, & introdugéo
de algumas propriedades: «possibilidade de escolha do tema, uso de uma gramatica for-
mal e implementagdo de mecanismos adicionais que permitam controlar as afirmagoes
geradas pela gramatica usada». No entanto é referido que «este comego encorajador
nio levou a uma abundancia de sistemas de geragdo de exercicios». A razao para tal
acontecer deve-se, segundo os autores, & opinido de que «com a tecnologia actual, o
uso de tais programas néo é apelativa nem economicamente vidvel. Podem ser obtidos
melhores resultados com menos esforco, recorrendo a uma (possivelmente grande) base
de dados de tais problemas». Tal afirmagdo é, por um lado, «demasiado pessimista
relativamente as possibilidades tecnolégicas», em virtude de estarem actualmente dis-
poniveis métodos que permitem ao programador dispensar a simples escolha aleatoria
de valores numéricos (que poderiam gerar problemas inadequados e sem sentido) e,
por outro, «demasiado optimista quanto & viabilidade de se construir uma efectiva
base de dados de problemasy, visto que os alunos tém tendéncia a «decorar a resposta
a determinado exercicio, sem conhecer realmente os processos que estdo na base da
resolucio. Para evitar isto teria de ser criada uma base de dados muito, muito grande;
o que aumentaria drasticamente o trabalho de concepgéo de tal aplicacao».

Segundo M. Kathleen Heid (ver [6]) as principais diferengas entre a aprendizagem
através do uso de CAS e de outro tipo de material situam-se a trés niveis:

1. Acesso a CAS permite, mais do que outro meio de resolugdo de problemas,
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«transcender os limites da mente(...)em raciocinio, aprendizagem e resolugdo
de problemas» ([13, p. 91|, citado por [6]).

2. O uso de CAS por parte dos alunos implica uma reestruturacao dos contetidos
programéticos das disciplinas de Matemética, pois temos de considerar as novas
formas que estes tém de encontrar e desenvolver raciocinios sobre diferentes
assuntos matematicos.

3. Os CAS fornecem a tecnologia para gerar e manipular representacdes de fun-
coes, investigando possiveis relagdes entre elas, o que permite uma abordagem
inovadora relativamente & representacio grafica e visual da Matemaética.

Ainda segundo esta autora: «CAS fazem com que processos matematicos mais avan-
cados fiquem acessiveis aos alunos», «|estes|podem gerar e manipular expressdes sim-
boélicas que, de outra forma, seriam muito complicadas e demasiado morosas para os
alunos analisaremy» (ver [6]).

Michéle Artigue (ver [1]|) identifica dois aspectos complementares disponibilizados pelo
trabalho matemaético acompanhado por CAS, ao nivel da aquisicdo de conceitos e no
desenvolvimento do conhecimento matematico:

1. O primeiro aspecto é o desenvolvimento do dominio de técnicas de equivaléncia
algébrica e simplificagdo de expresses, o que, num primeiro impacto se revela
ser de dificil assimila¢do por parte dos alunos.

2. O segundo, mais facilmente identificivel, é todo o novo potencial disponibilizado
pelo trabalho com pardmetros computacionais simbélicos e que permite acesso
a generalizagoes.

Ainda no primeiro aspecto, a autora realca a possibilidade de o professor discutir com
os alunos questdes sobre a dualidade exacto,/aproximado e a relagéo entre o valor logico
e a semantica de expressoes algébricas. Questdes estas que ndo sio faceis de abordar
em sistemas tradicionais de ensino e nem mesmo com a ajuda de calculadoras graficas
e cientificas.

Quanto ao segundo aspecto, a autora refere em particular o uso de fungoes e equagoes.
Situagbes que incluem parimetros podem ser vistas como o primeiro passo rumo a
generalizagdo, mas computacOes algébricas que envolvem parfmetros parecem estar
cada vez mais fora do alcance dos alunos que seguem o sistema de ensino tradicional,
que ainda predomina. O aparecimento das calculadoras graficas permitiu a introducgo
de familias de funcdes, mas apenas com um tratamento grafico. O aparecimento de
CAS leva a uma interligacdo entre o tratamento grafico e algébrico de um determinado
assunto. Os alunos podem verificar simbolicamente o que observam graficamente.

Néo se pode também deixar de referir as novas possibilidades que o acesso a Internet
no dominio da discussdo e consolidagdo de conhecimentos matemaéticos. «A World
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Wide Web fornece um meio cada vez mais importante para a transmissdo de préa-
ticas e conhecimentos.» (ver [17]). Sharon J. Derry e Lori A. DuRussel, (ver [4]),
falam das vantagens do trabalho em grupo com elementos de proveniéncias distintas,
disponibilizado cada vez mais por servigos on-line, nomeadamente da «construgao do
conhecimento» que resulta da analise das diversas opinides sobre determinado assunto.
Ainda segundo estas autoras a existéncia de ferramentas de treino e sistematizagao de
conceitos pode ser util para uma boa discussdo de ideias em ambientes on-line.

Um aspecto também interessante & referido por Werner Pechek e Edith Schneider
(ver [14]), nomeadamente o facto de podermos considerar CAS como instrumentos
operacionais em que «o utilizador ndo tem necessariamente de perceber 0s processos
de execucdo» faz com que este se possa concentrar em outros aspectos eventualmente
mais importantes de um determinado problema. Além disso, o facto de o CAS simpli-
ficar calculos permite ao utilizador, mesmo que este nédo saiba como sdo obtidas tais
simplificaces, empregar métodos de resolugéo que de outra forma seriam demasiado
complexos e trabalhosos. Relativamente ao nosso estudo, esta referéncia ¢ importante,
pois realca o facto de, sendo o computador a criar e a apresentar uma resolugdo do
exercicio, o professor passar a ter maior disponibilidade para trabalhar com os alunos
outros aspectos da aprendizagem de determinado assunto.

Seguindo também esta linha de raciocinio, Lisa D. Murphy (ver [10]) chama-nos &
atencdo no seu artigo para alguns aspectos positivos que resultam do uso de CAS.
Em especial realca o facto de «as novas tecnologias permitirem outras sequéncias de
contetidos programaticos», por exemplo abordar a integragdo antes da derivagao, o
que justifica a reflexdo sobre possiveis «reestruturagoes dos programas lectivos» nos
varios niveis de ensino que tirem partido destas novas técnicas.

1.2 Condicoes para o uso de CAS

No entanto, apesar da relacdo entre as novas tecnologias e a matemética parecer
bastante forte, devemos ter alguns cuidado ao explorar novos materiais tecnologicos.
Como Shelley Goldman refere no seu artigo (ver [5]), «O simples preenchimento da
sala de aula com aparelhos tecnolégicos nio melhora a aprendizagem: é necessario
um uso equilibrado de computadores, software, multimédia e Internet». Para melhor
podermos fazer essa gestdo de recursos a autora refere algumas ideias chave que se
devem seguir:

1. A tecnologia deve ser uma parte integrante da aprendizagem e nao apenas um
apéndice ao curriculo ou porque, simplesmente tem que se usar.

«O uso de computadores e outros tipos de tecnologias isolado do programa
curricular central cria uma separacao desnecessaria entre a tecnologia e contetdos
relevantes.»

«Alunos e professores aprenderdo a usar computadores para resolver problemas
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quando estes constituirem uma parte 1til e importante do curriculo»

2. A tecnologia deve ser concebida, escolhida e usada para facilitar a aprendizagem
de determinados contetidos e nao de uma maneira generalista.

«[Clonceber tecnologias considerando apenas aspectos sociais e cognitivos da,
aprendizagem néo é suficiente; a necessidade particular de ensinar e aprender
determinado assunto também tem de ser tida em conta.»

3. A tecnologia deve ser vista como um auxilio para o professor e nao como um
estorvo.

«A contribuicdo dos computadores para melhorar a aprendizagem tem que ser
evidente para que compense o tempo gasto pelo professor a dominar e a gerir os
programas.»

«[U]sar computadores na sala de aula pode ser visto como, e por vezes é-0, mais
uma situacdo probleméatica que o professor tem que resolver»

Em [3], os autores sugerem ainda que, ao usar o computador para apresentar o exercicio
ou problema ao aluno, deve-se ter em consideragio algumas caracteristicas particulares
do aluno, como sejam:

1. experiéncia (com computadores, com o assunto, etc.);
2. conhecimentos (aspectos que o aluno dominay;

3. objectivos (obter um conhecimento profundo de determinado tema ou apenas
superficial ),

4. preferéncias (por exemplo, o estilo de aprendizagem que melhor se adequa ao
aluno).

Ingrid Rewitzky refere (ver [16]) a constante procura, pelos professores, de «métodos
inovadores que permitam aos alunos dominar os varios assuntos do programa lectivos.
Tendo isso em consideracdo, a autora sugere um sistema de geracdo automética de
questoes e testes, escritos em HIEX e guardados numa base de dados, que permita
uma melhor aprendizagem por parte dos alunos, «minimizando o tempo gasto pelos
professores na preparacao e correccdo de testes». Refira-se a propésito que o protétipo
do programa de geracio de exercicios disponivel on-line, ja anteriormente abordado,
usa o TEX, embora néo se trate de uma base de dados.

Embora o sistema esteja principalmente vocacionado para testes e perguntas de escolha
multipla, sdo fornecidas algumas ideias chave a que o método de geragdo deve obedecer
para se tornar realmente efectivo e que pode ser relevante também para questdes de
desenvolvimento, que é o tipo abordado neste estudo:

1. Gerando diferentes testes e questdes para cada aluno resolve-se o problema de
os alunos copiarem entre si;
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2. Deve ser feita uma estatistica gerada pelo computador, baseada nas respostas,
que realce as principais dificuldades dos alunos.

Este tltimo aspecto é de particular importancia, pois permite ao professor e aos alunos
ter um feedback bastante preciso sobre os assuntos em que estes tém mais dificuldades.

1.3 Importancia da ocorréncia de feedback imediato
no ensino e na aprendizagem

Um dos grandes desafios que muitos professores enfrentam é o de possibilitar aos alunos
o conhecimento imediato sobre a qualidade do seu trabalho. As novas tecnologias

parecem ser um instrumento de bastante relevo para se conseguir ultrapassar essa
dificuldade.

No seu artigo, Jack McGourty, (ver [8]), chama a atencdo para o facto de «Usar um
meio computadorizado significa que as informagées podem ser recolhidas e analisadas
rapidamente, permitindo uma répida disponibilizacdo do feedback. Isto significa tam-
bém que se pode gastar mais tempo a rever a informagdo e a tornar mais relevante o
processo de feedback para alunos e professores». O autor refere ainda que a apresenta-
cdo formal do feedback sobre o trabalho do aluno carrega consigo a mensagem de que
deve melhorar a sua prestacio e «Esta mensagem por si s6 pode muitas vezes encorajar
as pessoas a fazer uma auto avaliagdo e a estabelecer objectivos para melhorarem a
sua aprendizagem.»
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Capitulo

Derivadas

2.1 Calculo de derivadas

Consideremos o seguinte problema: dada uma funcio, qual é o dominio da sua deri-
vada? Embora este problema ndo seja proposto explicitamente aos alunos do ensino
secundario, é de facto muitas vezes proposto implicitamente. Consideremos o seguinte
exemplo, particularmente simples:

Exemplo 2.1 Determinar os intervalos de R onde a funcao

f(z) =log(2z + 1)

€ crescente, bem como aqueles em que € decrescente.

Um aluno que resolva este problema mecanicamente, poderd argumentar do seguinte
modo: visto que f'(z) = /(22+1) e visto que %/(2z+1) > 0 (respectivamente < 0) quando
z > —1/2 (resp. £ < —1/2), a fungdo f & crescente em |—1/2,4+oc[ e é decrescente
m |—oc, —1/2[. Logo, é necessario, nos problemas que envolvam derivagao de fungoes,
comegar-se ndo sé com a determinacio da expressdo analitica da derivada mas também
do seu dominio.

Quando um aluno consegue derivar duas func@es derivaveis f e g, que outras fungoes
obtidas a partir destas é que ele também sabe derivar? Uma resposta simples é: todas!
Mais precisamente, um aluno do secundario que saiba derivar f e g, também sabera
derivar f 4 g, f.g, f/g € g o f, recorrendo as expressoes:

L (f£g)=/f=£4;
2. (f9)=f.9+719,

. (f_)’ i
: P TR
g g
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4. (gof)y =(g'of).f"

Assim sendo, se, por exemplo, se pedir a um aluno do ensino secundario que calcule a

derivada de
sen(z)e® +!
f(z) = log (L) ,
tan (e®)

ele deverd, ser capaz de o fazer.

No entanto, se alguma das fungdes f ou g nao for derivavel em todos os pontos do seu
dominio, a situagdo torna-se mais delicada.

Exemplo 2.2 Calcular f'7(0) nos seguintes casos:

1. f(z) = cos (V).
2. f(z) = /1 —cos(z);

Embora ambas as funcdes sejam derivéaveis a direita no ponto 0 (sendo a primeira
também derivavel & esquerda, embora as derivadas & esquerda e & direita nao coinci-
dam), isto ndo resulta da aplicagédo mecénica das regras anteriores, visto que VT ndo
é derivavel em 0(= 1 — cos0). Aparentemente, os métodos de calculo de derivadas
de que os alunos do ensino secundario dispdem ndo permitem abordar este tipo de
derivadas, a menos que a funcdo dada seja simplificivel de uma maneira 6bvia (como,
por exemplo, no caso de f(z) = |e*| = e*). Por outro lado, considere-se o seguinte
teorema (veja-se [18, cap. 11]):

Teorema 2.1 Seja f uma fungdo real de varidvel real continua num ponto a do seu
dominio e suponha-se que f € derivdvel em cada ponto x de algum intervalo do dominio
que contenha a excepto, eventualmente, no proprio ponto a. Se o limite limg_q f'(x)
existir, entdo f € derivdvel em a e

f'(a) = lim f'(z)

T—a

Este teorema permite realizar o calculo do exemplo 2.2.1, pois tem-se entao

OF) — T ) — fig B VE) 1 osen(vE) 1
fON =l =0 "= 2% v 2

No entanto, se se tentar aplicar o mesmo método ao exemplo 2.2.2 deparar-nos-emos
com um obstaculo, pois tem-se entao

f/(0T) = lim f'(z) = lim e

20+ 20+ 24/1 — cos T
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e 0s métodos empregues pelos alunos do ensino secundario para levantarem indeter-
minagoes (veja-se o capitulo 3) ndo parecem permitir resolver este problema, embora
este ndo seja particularmente dificil; basta ver que

i Sen " V1 —cos?z o Vi+cosz V2
M e = [, e T e B
z—0t 24/1 — cosxz =0+ 24/1 — cosx  z—0*F 2 2

Vejamos agora que problemas podem surgir relativamente a derivabilidade de somas
e de produtos de fungdes. Se se somarem n fungoes tais que, para cada ponto a do
dominio, n — 1 delas sdo deriviveis em o enquanto que a restante funcdo nao o &,
entdo a soma nao é derivavel em a. Com o produto, a situacao ja é mais complexa.
De facto, se se multiplicam duas fungdes das quais uma é derivavel num ponto a do
dominio, enquanto que a outra ndo o é, nada se pode concluir quanto ao produto.
Assim, por exemplo, se se tiver f(z) = |z| e g(z) = z, entdo f ndo & derivivel no
ponto 0, enquanto que g e f.g sdo-no. Por outro lado, se h(z) = €*, entdo f.h nado é
deriviavel no ponto 0. A ndo derivabilidade de f.h no ponto 0 estd ligada ao facto de
h'(0) # 0; de facto, vejamos o seguinte teorema:

Teorema 2.2 Sejam fe g duas fungdes reais de varidvel real e seja a um ponto dos
respectivos dominios. Suponha-se que f ndo € derivdvel em a e que g € derivdvel em
a, com g'(a) # 0. Entao f.g ndo € derivdvel em a.

Demonstracao: Vamos provar este teorema por redugao ao absurdo.

Suponhamos que a funcdo f.g é derivavel em a. Como g é derivavel em a e g'(a) # 0,
entdo a funcdo l/y também é derivavel nesse ponto (ver [18, pp. 169-170]), donde
f = f.g.l/g & derivavel em a, o que é absurdo. Concluimos entdo que f.g nao é
derivével em a. ]

Do que foi escrito acima, resulta que, numa primeira fase, talvez fosse preferivel que o
programa, ao criar problemas em que se peca para calcular derivadas de fungdes, que
estas funcoes sejam obtidas somente a partir de fungdes «simples» que sejam derivaveis
em todos os pontos do dominio ou entao fungdes que se possam escrever como soma
de funcoes «simples» de modo que, em cada ponto do dominio, haja, no méximo,
uma (nica parcela ndo deriviavel. Caso se queira gerar uma funcéo derivivel a custa
do produto de parcelas de fungGes «simples», teremos de ter também no méximo
uma parcela ndo derivavel em cada ponto do dominio e, nos pontos em que existir
tal parcela, o computador terd de verificar se a derivada da fungéo constituida pelo
produto de todas as outras parcelas é nula nesse ponto.

2.2 Funcoes definidas por ramos

Ao nivel do ensino secundario, quando se estuda a derivabilidade de uma funcéo f
definida por dois ou mais ramos, num dos pontos de jungdo, zo, 0 que se pretende é
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que aluno calcule as derivadas laterais nesse ponto e verifique se sdo iguais ou nao. Ou
seja, tem de calcular f'(zy) e f'(zg) e a derivada em z, s6 existira se f'(z;) = f/(zg).

Exemplo 2.3 Consideremos a fungdo f(z) = |z|. Esta ainda pode ser definida por:

) = {—x se x <0,

T sez > (.

Vejamos se existe derivada no ponto 0, calculando as derivadas laterais; tem-se

Wty e SNBSS P o B0

=m0 ~ Moo
€

707 = tim FE 0 < i 251

As derivadas laterais eristem, mas nao sdo iguais. Portanto a fungdo ndo € dertvdvel
no ponto x = 0.

O que se pretende é que o computador gere fungdes definidas por ramos, cuja deriva-
bilidade possa ser estudada por um aluno do nivel secundério.

O que se poderia passar se déssemos total liberdade ao computador para gerar as
fungdes seria que elas provavelmente ndo seriam derivaveis ou ainda os pontos de
juncéo seriam demasiado «estranhos» para um aluno do ensino secundério, etc.

Pretende-se que o utilizador controle o mais possivel as caracteristicas desejadas em
determinado exercicio, sem perder alguns factores aleatérios que permitem ter a sua
disposicdo um numero relativamente grande de opgdes validas. Neste caso particular
das fungdes por ramos, poderiamos comegar entdo por escolher o niimero de ramos de-
sejado e o(s) ponto(s) de juncao pretendidos num determinado intervalo (por exemplo
[—2,2]). Finalmente escolherfamos o tipo de fungdes que apareceria em cada ramo.

Uma questdo importante que se levanta é como fazer com que o computador gere
fungoes por ramos derivavels no ponto de jungdo sem recorrer ao acaso, ou seja,
que relacio tém de ter as fungbes pertencentes a cada ramo para isso acontecer.
Consideremos o seguinte teorema:

Teorema 2.3 Seja h uma funcdo definida do sequinte modo:

wa{ﬂﬂ se 7> 20

g(x) sex < xo,

sendo [ e g funcées derivdveis em zo. Entdo h € derivdvel em zq se e s6 se f(zo) =
g(zo) € f'(z0) = g'(x0)-
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Demonstracdo: Vamos supor que h é derivavel num ponto zp. Temos entdo que

Wiag) =H(z;) <= lm M - ¥ W%_};(Lo)
m_;m;r — Zg T—zg — Lo
i 1@ =fE) o a(e) = flm)
I_’Ig- T — o T—Eg T — Iy
e lim &= _ g(z) — g(z0)
Ty I — o T—T T — Ig
< g'(z0) = f'(z0) -

No caso de termos a fungdo h definida do seguinte modo:

flz) sexz >z

= {g(x) se ¢ < xp.

0 teorema também é valido fazendo uma demonstragao analoga.

Consideremos uma funcio definida por ramos em que num deles temos uma fungio f
qualquer e que o ponto de juncao é z = c.

2.2.1 Fungao polinomial

Se pretendemos que no outro ramo esteja uma funcdo g polinomial, de modo a que a
funcdo por ramos seja derivavel em c, pelo teorema anterior, temos que ter

g'c) = f'(e)
e
glc) = f(e)
ou seja, como g(z) = ag + a1Z + axz* + - - -, obtemos
ag + arc+asc® + -+ = (o)
e
a1 + 2a0¢ + 3asc? + - -- = f'(c).

Exemplo 2.4 Consideremos a funcao definida por:

i) = {f(a:) =log(2z +z%) se0<z <1,
g(z) sex > 1.

Vamos procurar agora uma funcdo g polinomial que fagca com que h seja derivdvel em
HE I

Temos assim que f(1) =1log3 e f'(1) =4/s.

Entdo g(z) = (z — 1)4/3+ log 3 € uma fungdo com a propriedade designada.
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Note-se ainda que qualquer fungdo polinomial g do tipo:
g(z) = (z — 1)43+log 3 + aa(x — 1)* + as(z — 12+

com ag, @, . .. € R, também tem a propriedade procurada no exemplo.

2.2.2 Fungao racional

Passemos agora ao caso de g ser uma fungéo racional, ou seja, da forma g(z) =

com P(z) e Q(x) polinémios. Designemos por xq 0 ponto de juncio; para termos entao
uma funcdo por ramos derivavel nesse ponto tem que se verificar:

P(c) ag+oaic+axc®+ -
Qlc) bo+bie+bac 4

glc) = = f(c)

P'(e)Q(c) — Q' (e} P(c)
@*(c)

Vejamos um exemplo pratico deste processo:

9'(c)= e FLH

Exemplo 2.5 Consideremos f(z) = 2z —3, o ponto de jungdo zop =1 e g uma fungao

racional da forma g(z) = 2. Seja h a fungdo

(&) = {f(rc) sez <1,

glz] sexz>1L

Pretendemos encontrar a, b, ¢ e d de modo que h seja derivivel em 1. Usando as
condigdes do teorema obtemos o sequinte sistema.

atb _ __
c+d 1
adteh _ 2

(c+d)*?

Para o podermos resolver, vamos dar valores a duas das incdgnitas e resolver o sistema
em ordem as outras duas, desde de que se considere sempre ¢ # —d. Fagamos entao

c=2ed=1, ficando o sistema:
+b _
at2h _ 9

9

cuja solugio é a = —24, b = 21. Logo a fungio g pode ser g(z) = %ﬁﬁﬂ. Mais
geralmente, se ndo nos quisermos restringir a quocientes de fungdes polinomiais de

primeiro grau, podemos considerar qualquer fungao da forma

~24z + 21
=

9(2) = — =7 alz — 12+ 8z —12%+ .
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2.2.3 Funcao logaritmica

Vejamos agora o caso em que g é uma funcdo logaritmica, isto é, da forma g(z) =
log(u(z)), onde u(x) é um polindmio.

Para que a funcdo seja derivavel no ponto de juncdo z = c fagamos: f(c) = g(c) =
log(u(c)), tendo em atengéo que o valor da funcéo f no ponto de jungdo é ndo negativo,
e fle)=1d'(e) = % Assim, dependendo do ponto ¢, temos as condigdes que nos
permitem construir o polinémio u(x) e a fungéo g.

Exemplo 2.6 Consideremos f(z) = x e 0 ponto de jungdo ¢ = 1. Queremos encon-
trar uma funcdo g(x) = log(u(z)) tal que a funcdo por ramos definida por f e g seja
derivdvel. Das condigdes vistas antertormente decorre o sistema:

{bg(um) ~1

w'(1)
= b

wly=¢
wll)y=g.

Portanto concluimos que a fungdo g pode ser

que € equivalente a termos

g(z) =log(e(x — 1) +¢) & g(zx) =log(e.z) =loge +logz =1+ logz.

Note-se que qualquer fungdo do tipo g(x) = log(e.x +y(x — )2+ d8(z = 1)* +---) +
afz —1)2+ B(x — 1)* + -+ também pode ser usada.

2.2.4 Fungao exponencial

Se pretendermos que g seja uma fungdo exponencial, g(z) = e“® onde u(z) é um
polinémio, considerando o ponto z = ¢ como ponto de juncgdo, as condigoes para que a
funcdo por ramos seja derivavel em ¢ sdo: f(c) = eu(©) desde que a imagem do ponto
¢ por f seja positiva, e f'(c) = u'(c)e™® = u/(c) f(c). Obtemos entdo as condigdes a
que tem de obedecer o polinémio u(z) e que nos permitem criar a fungao g.

Exemplo 2.7 Seja f(z) = 3z — 2 ec =1 o ponto de juncdo. Para encontrarmos a
funcao g(z) = e®®) de modo a que a fungdo por ramos definida por [ e g seja derivdvel
temos que resolver o sistema:

eu(l) —

u'(1)es) = 3,

w(1)=1
wil)=8

Sendo assim, uma fungdo com a propriedade pretendida € g(z) = e ou qualquer
uma da forma g(z) = 3@+ @13 4 (g 12 4 Gz — 12+

cuja solucao é
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2.2.5 Funcao irracional

Consideremos agora o caso em que g é uma fungdo irracional (ao nivel do secundario
aparece geralmente raiz quadrada, embora possa aparecer, muito raramente, uma raiz
ctibica), g(z) = \/u(z), onde u(z) é um polinémio; representemos uma vez mais por g
0 ponto de juncdo. Das condigbes de derivabilidade do teorema conclulmos que f
vu(c), desde que a imagem de ¢ por f ndo seja negativa, e f'(c) = u'( e)/(24/u(

que séio as propriedades a que tem de obedecer o polinomio u(z) para temos uma
fun¢io por ramos derivavel em c.

Exemplo 2.8 Se tomarmos para f o fungdo f(z) = 2z — 3 e como ponto de jungao
¢ = 2, para obtermos uma fungdo g(z) = \J/u(z) em que a fungdo por ramos definida
por f e g seja derwdvel em 2 temos de resolver o sistema:

(2) =1
w2 _ 9
A/ u(2) ’

donde se obtém

Portanto a funcdo g pode ser g(z) = \/1+4(z —2) ou qualquer fungdo da forma
=+/1+4z—-2)+y(z-2)?2+4(= —2B¥ 4oz -2+ 8z—2°%+---.

2.2.6 Funcao trigonométrica

Outro tipo de fungdes que se podem também usar sdo as fungdes trigonométricas:
seno, cosseno, tangente e cotangente. Comecemos pela fungéo seno e facamos g(z) =
sen(u(z)), sendo u(z) um polinémio e ¢ o ponto de jungdo. Para a fungao por
ramos ser derivavel nesse ponto, deduzem-se as condigdes f(c) = sen(u(c)) e f'(c) =
u/(c) cos(u(c)), que nos permitirdo encontrar o polinémio u(z). Analogamente, para
o caso de g(z) = cos(u(z)), as condigdes de derivabilidade no ponto de juncao z = ¢

sio: f(c) = cos(u(c)) e f'(c) = —u'(c)sen(u(c)). Para o caso de g(z) = tan(u(z)), as
condicdes f(c) = tan(u(c)) e f'(c) = C—O—S%ﬁ tém de ser satisfeitas para a fungao por

ramos ser derivével no ponto de jungéo x = ¢ e, finalmente, no caso de termos g(z) =
cot{u(z)), as condigdes de derivabilidade séo: f(c) = cot(u(c)) e f'(c) = ﬁlﬁ

Apesar de termos estabelecido as condigoes para gerarmos fungoes por ramos derivaveis
com senos, cossenos, tangentes e cotangentes, s6 em casos muito particulares podera
uma tal funcdo ser apresentada ao aluno sem que aparegam coeficientes ou pontos de
juncao demasiado «estranhos» (tipo: arcsen(2) ou ainda arccos(y/2ees(8)/7)). No caso
do seno, da primeira condigdo obtemos que u(c) = arcsen(f(c)) e, portanto, f(c) tem
que pertencer a um conjunto muito restrito de valores: 0, £V/2, i\f /2, =v2/2 ou £1.
Da segunda condicéo temos u'(c) = £l 1ogo o namero u(c) que resulta da formula

cos{u(c)) !
anterior tem que ser um Angulo do qual se conhega o cosseno.
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Exemplo 2.9 Tomando para [ a funcdo f(z) = /2 e como ponto de jungdo ¢ = 0.
Vamos procurar wma funcgao g(x) = sen(u(z)) em que a funcgdo por ramos definida por
[ e g seja derivdvel em 0. Vamos entao resolver o sistema:

{sen(u(O)) = iy
uw'(0) cos(u(0)) = Yz,

donde se obtém, como uma das possiveis solugoes,

{u 0) ="/s
u'(0) = V3/s.

Logo, a funcdo g pode ser g(z) = sen(™/s + V32/3) ou qualquer fungao da forma g(z) =
sen(7/6 + V3z/3 + vz + 823 + ) +azi 4+ Gz + - -

No caso da tangente, dada uma fungéo f e um ponto de jungéo c, as condigoes para se

gerar uma funcdo g(z) = tanu(z) sdo: u(c) = arctan(f(c)) e v'(c) = 1+t£;(§u(c), donde

f(c) s6 pode tomar um dos valores 0, %1, £v3/3 ou ++/3 e o valor u(c) resultante da
primeira férmula tem que ser um &ngulo do qual se conheca a tangente.

Exemplo 2.10 Seja f a fung¢io f(z) = logz + /3 e como ponto de jungdo ¢ = 1.
Vamos procurar uma funcio g(z) = tan(u(zx)) em que a fungdo por ramos definida por
f e g seja derivdvel em 1. Vamos entdo resolver o sistema:

tan(u(1)) = V3
w'(1)(tan*(u(0)) +1) = 1,

logo, uma das possiveis solugoes,

{u(l) = arctan(v/3) = /3

— 1 =
’U;I(l) = m = ]-/4.

Portanto, a funcio g pode ser g(z) = tan(7/3+V3/3(z—1)) ou qualguer funcdo da forma
g(z) = tan("e+Va(z — 1) +y(z - 1)2+6(x —1)3+- - ) +alz —1)? + Bz —1)* +---.

O raciocinio para o caso do cosseno e da cotangente é analogo.

2.3 Derivadas de segunda ordem

As derivadas de ordem superior a primeira sdo introduzidas no ensino secundéario no
ambito da analise de graficos de fungdes, nomeadamente pontos de inflexdo e sentidos
da concavidade, que utiliza as derivadas de ordem dois.
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No dmbito do nosso estudo, pretendemos que o computador gere func¢des, das quais
seja razoavel pedir a um aluno do secundario, ou de nivel mais avangado, que calcule a
segunda derivada e de seguida calcular os seus zeros e estudar o sinal. E evidente que
nao se pode dar total liberdade ao computador para que gere as fungoes aleatoriamente,
em virtude de corrermos o risco de obtermos fungoes nao derivaveis, derivadas dema-
siado complicadas para o aluno calcular e derivadas em que o aluno nao sabe calcular
os zeros ou o sinal. Portanto algumas restrigoes terdao de ser feitas. Comecemos entdo
por analisar o tipo de fungdes que podem ser usados neste nivel de ensino.

As fungoes polinomiais sao uma escolha 6bvia quando se faz uma introdugao a este
assunto, mas algumas restricoes tém de ser consideradas para que o aluno, ao derivar
duas vezes, seja confrontado com um polinémio do qual saiba calcular os zeros. Sendo
assim, convém que o computador gere apenas polinémios da forma z™(P(z™)), onde
n,m € N e P(z) é um polinémio de grau ndo superior a dois. Note-se que a derivada
de segunda ordem de um polinémio deste tipo é do tipo kz*™ "% + pz™+"? 4 gz 2,
que constitui um polinémio do qual o aluno sabe calcular os zeros (coloca-se "2 em
evidéncia e usa-se a regra do anulamento do produto e a féormula resolvente). Vejamos
alguns exemplos:

Exemplo 2.11 Calcule os zeros da segunda derivada das seguintes fungoes:

1 flz)=z*-12z+1
2 g(z)=2*>—6z+38

3. h(z) = 32" + 7"

Um tipo de fungdes muito mais usado neste assunto sao as fungoes racionais. Nesse
caso, 0 que aparece habitualmente é uma fracgao com dois polinémios em que a segunda
derivada € uma fraccao do tipo

" P(z™)

Qz)

em que P(z) é um polinémio de grau menor ou igual a 2 e @Q(z) é um polinémio
qualquer diferente do polindémio nulo. Embora seja um caso de maior dificuldade e
nao seja propriamente uma funcao racional, ainda que o aluno calcule os seus zeros
de uma forma anéloga, podemos apresentar também fungdes em que se tenha em
denominador ou em numerador um polinémio até grau dois e uma raiz quadrada de
um polinémio de grau um. Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 2.12 Cualcule os zeros da segunda derivada das seguintes fungdes e estude
0 sentido das concavidades:

z—1
L fla) =
T+ 3
2 g(x)"$2_4x+3
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2.3.1 Funcgoes racionais com segunda derivada racional e cal-
culo dos zeros da funcao

Procuremos agora um método de o computador gerar funges racionais, cuja segunda
derivada é uma funcdo racional, da qual o aluno sabe calcular os zeros e é do tipo
descrito acima. Para tal comegamos por gerar uma funcdo racional do tipo

a b
@-cf  (@—dp

f(z) =

sendo a,b,¢c,d € R. Se a primitivarmos duas vezes obtemos a funcao

l{a+b)z —ad—be

T2 (x —c)(z —d) Faz+b,

g(z)

com «, 3 € R, que é ainda uma funcdo racional, ou seja, ao apresentarmos ao aluno
uma funcdo racional da forma de g, sabemos que a segunda derivada resulta numa
funcdo do tipo de f. Resta entdo saber em que circunstancias é possivel calcular os
zeros de f. Ao reduzirmos ao mesmo denominador essa funcéo, obtemos em numerador
o polinémio (a+b)x3 +(—3ad—3bc)x? +(3ad®+3bc?)z + (—bc® —ad®) que sendo de grau
trés e se estiver completo, inibe o calculo dos zeros de f pelos métodos «convencionais».
Sendo assim devemos fazer algumas restrigdes para que isso nao aconteca:

1. fazendo a = —b, o coeficiente de z* torna-se nulo e portanto o polinémio em
numerador passa a ser de grau dois;

2. podemos anular os termos de grau dois e um, desde que facamos ad = —bc e
ad? = —bc?, respectivamente;
3. de modo analogo, anular o termo independente, logo que se imponha bc® = —ad®.

Conclufmos entao que para ser possivel ao aluno calcular os zeros da segunda derivada
temos de fazer algumas restrigbes relativamente aos valores de a, b, c e d.

2.3.2 Funcgoes racionais com primeira derivada racional

Suponhamos agora que se pretende um método de gerar fungdes que os alunos consigam
derivar e cuja primeira derivada é uma funcgdo racional. Uma forma de o conseguir &
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gerando fungdes do tipo f(z) = %, em que P{z) e Q(x) sdo polindmios, primitivar f

e o resultado sera a fungdo a apresentar ao aluno. A questao que se coloca é a de saber
se os polinémios P(z) e Q(z) podem ser quaisquer ou se, pelo contrario, temos de
fazer algumas restrigdes para que, depois de primitivar f, nao aparegam funcoes que
os alunos nao conhegam ou nao saibam derivar. Vejamos entdo o seguinte teorema:

Teorema 2.4 Sejam A um aberto de R e f uma funcdo de A em R tal que:

P(z)
(x—a))™(z —ag)™ - (T — ap)™’

(Ve e A): f(z) =

onde P é uma funcdo polinomial, m,ny,ng,...,nym € N e ar,a9,...,am € R. En-
tao existe uma primitiva de f que pode ser escrita & custa de fungdes racionais e
logaritmicas. Mais precisamente, existe uma primitive de f da forma

r{z) + Cilog |z — a1| + Cylog |z — ag| + - - - + Cprlog |z — am,

onde r € uma fungdo racional e Cy,Cs, ..., Cp € R.

Demonstracio: Comecemos por supor que o grau do numerador é menor que o do
denominador. Para primitivarmos f fagamos a sua decomposicao em fracgoes parciais,

obtendo entao:
m Tm A%’J
fz) = Z 1 3 ooy’

onde cada A;; é um namero real. Uma primitiva das parcelas em que j = 1é:
A; ;log|r — a;, para i € {1,...,m}. Nas parcelas em que j # 1, qualquer primitiva
¢ uma funciio racional. Concluimos entdo que f possui uma primitiva da forma do
enunciado do teorema, com C; = Ay 1,02 = A21,...,Cpn = Am,1.

Considerando agora o caso em que o grau do numerador é maior ou igual ao do
denominador, para calcular uma primitiva de f comecemos por dividir o numerador
pelo denominador. Temos assim que:

/f(:::) 8 = f@(ﬂ?) dz +f o i()mn)z g P dz,

em que Q(z) é o polinémio quociente e R(z) é o polinémio resto da divisdo. As
primitivas de @Q(z) sdo ainda fun¢des polinomiais e qualquer primitiva de

R(zx)

(z—a)™(z—ax)™ - (z — Qp)™™

vai ser da forma do enunciado do teorema, pois o grau do numerador é menor que o do
denominador e, portanto, ficamos reduzidos ao caso acima estudado. Obtemos assim
uma primitiva de f que se pode escrever & custa de fungdes racionais e logaritmicas.m
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Repare-se que se Q(x) néo for factorizével em poténcias de polinémios de grau um,
podemos concluir que o seu produto de factores contém pelo menos um polinémio
de grau dois irredutivel, o que significa que, ao primitivarmos, irdo aparecer fungtes
trigonométricas inversas. Portanto, apenas nos casos em que o aluno estiver apto a
derivar este tipo de funcoes podemos considerar qualquer polinémio para denominador
da funcéo, caso contrario temos de usar fungdes do tipo referido no teorema anterior.

Exemplo 2.13 Ezemplo de fungdes geradas por este sistema:

1 200 = %log(a: _9)+ glog(m +6)

i 9 gl5
2. glz) = 52:4 -8z +32 log(z —9) + . & log(z + 6)

2.3.3 Funcgoes nao racionais

Pode igualmente ser apresentado ao aluno uma fungdo ndo racional cuja segunda
derivada resulte também numa funcdo ndo racional, da qual o aluno saiba calcular os
zeros de forma analoga a fungdes racionais. Comecemos por referir que se consideram
funcdes irracionais todas as que sdo racionais em Yz, para algum n € N.

Partindo da funcao
_ az® + bz +c¢

vrr 4+ 8

claramente uma funcéo em que os alunos sabem calcular os zeros, embora nao seja
racional, se a primitivarmos duas vezes, obtemos uma fungao

f(z)

g(z) = (rz +5)% P(z) +az + 5,

em que P(z) é um polindmio de grau dois, e que serd a funcédo a apresentar no exercicio.

2.3.4 Fungoes exponenciais

Outro tipo de fungdes usadas é o das fungdes exponenciais, ou seja do tipo ef®). Para
f temos trés tipos de fungdes & escolha, com as respectivas restricoes de modo a que
a resolucdo ndo envolva equagdes de grau superior a trés (a,b,¢,d,k € R):

1. funcdo polinomial de grau ndo superior a dois;

2. funcdo irracional em que o radicando é da forma az + b;

az+b

3. funcéo racional da forma ;
cz+d



Notemos também que estes tipos de fungdes exponenciais ndo podem ser somadas
com polinémios de grau maior ou igual a dois, para que o célculo dos zeros da segunda
derivada da funcdo ndo inclua equagdes que o aluno saiba resolver. Tendo isso em
atencdo, podemos ter também o produto de um polinémio de grau um por uma
exponencial do tipo @ ou de um polinémio até grau dois por e®+?,

Exemplo 2.14 Calcule os zeros da segunda derivada das sequintes funcoes e estude
o sentido das concavidades:

z —T
1. f(.’II) = E =8
2. glz)=ge*
3. hiz) = gatt

Se pretendermos que seja o computador a gerar funcées exponenciais que sejam ade-
quadas ao célculo da segunda derivada por um aluno do ensino secundério, a situagao
torna-se mais complicada, pois ndo podem aparecer fungdes que os alunos nao co-
nhecem ou das quais ndo saibam calcular a derivada. A medida que se pretendem
obter mais informacdes sobre uma fungio, mais restrigdes se tém de fazer. Sendo
assim vamos agora supor que se pretende calcular apenas a derivada de ordem 1 e os
respectivos zeros. Comecemos pela fun¢do que serd a nossa primeira derivada e que €
da forma:
flz) = R(e"),

em que R ¢ uma funcdo racional em que o polinémio do numerador é da forma
P(z™)z™, sendo m > 0 e P(z) um polindmio de grau menor ou igual a dois e
o denominador ndo tenha rafzes complexas ndo reais. Vamos calcular agora uma
primitiva de f, que serd a fungdo a apresentar ao aluno. Esta ultima restrigao no
denominador de R, que também seré referida no processo de geracdo de exercicios
com funcdes logaritmicas, deve-se ao facto de ndo se pretender que no célculo da
primitiva de f apareca a funcdo arco tangente, a qual um aluno do secundario nao
conhece. Caso se desejem gerar exercicios para um nivel de ensino mais avangado,
entdo a restricdo pole ser omitida.

Fazendo a mudanca de variavel y = ¢®, obtemos a primitiva de uma funcdo racional
em que o denominador nio tem raizes complexas nao reais e que, pelo teorema 2.4,
pode ser escrita & custa de fungdes racionais e logaritmicas, das quais o aluno sabe
calcular a derivada para chegar & funcéo f.

Exemplo 2.15 Ezemplo de exercicios gerados por este sistema:

1. Partindo da fun¢do R(z) = Fﬂﬁm’ obtemos a funcdo j(z) = —log(e* — 1) +
log(e* — 2);

2. Partindo da funcao R(x) = (_m———;;?xTa)’ obtemos a fungdo g(z) = €® + L log(e* —
5) — 2 log(e® + 3).
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2.3.5 Fungoes logaritmicas

Neste assunto, resta-nos entao abordar as fungdes logaritmicas. Embora ao nivel do
ensino secundério apareca habitualmente apenas a fungao log(z), podemos, atendendo
ao nivel de ensino pretendido, usar a fungdo logaritmica em formas mais complexas.
Na verdade podemos usar exercicios que envolvam a funcdo logaritmica e também
polinémios usando as operagdes usuais (soma, multiplicagdo, divisdo e composicdo).
Relativamente a soma e & composigdo, usamos fungdes do tipo

h(z) = g(z) + log(f(z)),

em que f(z) e g(x) sdo polinémios, mas, atendendo ao facto de h”(z) = g”+%§m2 =

gD ¢ daf obtermos que a férmula do grau do numerador é gr(g”f? + ff" —

(f%) =gr(¢"f*) = 2.gr(f(z)) +gr(g(z))— 2, temos de conciliar o grau dos polinémios
f(z) e g(z) com a dificuldade dos alunos em calcular os zeros de polinémios de grau
superior a dois. Logo, se, por exemplo, o grau de g(z) for dois (caso seja inferior a
dois ndo aparecerd na expressao da segunda derivada), o grau de f(z) tem de ser de
grau um para que se obtenha na segunda derivada um numerador com, no méximo,
grau dois. Quanto & multiplicacdo da fun¢io logaritmica por um polinémio, apenas se
torna acessivel o célculo dos zeros da segunda derivada quando temos uma funcdo do
tipo
(az + b)(log(cz + d)),

com a,b,¢,d € R. Relativamente a divisdo e, mais uma vez, para que seja possivel
calcular os zeros da segunda derivada, apenas podemos usar funcées do tipo bgc(%fl,
considerando a, b, c,d € R.

Exemplo 2.16 Calcule os zeros da sequnda derivada das sequintes funcdes e estude
o sentido das concavidades:

1. f(z) =1+ 2% —log(x)
& olz) =uxlos(z)

log(z + 1
9. h(z) = _ﬁ

Ao tentar gerar exercicios em que se multiplica uma qualquer poténcia de log(z) por
uma func¢ao polinomial obtemos ainda alguns casos bastante interessantes. Vamos
supor que temos uma funcéo do tipo f(z) = kzlog(z)™, n € N. Calculemos a primeira
e segunda derivadas:

(kzlog(z)")" = klog(z)"™ + kn log(z)" "

_ knlog(z)™! 5 (kn? — kn) log(z)™?

(ko log(z))’ = € -

30



Notemos que k£ e n sdo constantes e portanto, a segunda derivada é uma fungao onde
é possivel a um aluno do secundéario achar os zeros.

Consideremos agora o caso em que se tem f(x) = z? log(z)",n € N. Calculemos entao
a primeira e segunda derivadas:

(z*log(z)™) = 2z log(z)"™ + znlog(z)™*
e assim,
(z* log(z)™)" = 2log(z)" + 3nlog(x)" ! + (n® — n) log(z)" 2.

Para calcularmos os zeros da segunda derivada fazemos uma mudanca de varidvel e
obtemos uma equagao do segundo grau com raizes:

{ 3 vn?+8n 3 \/n2+8n}

T T T T

E evidente que para um aluno do ensino secundério se torna mais acessivel estudar
estas raizes se n? + 8n for um quadrado perfeito. Para n = 1 isso de facto acontece.
Vejamos se se passa 0 mesmo para outros valores de n € N\ {1}.

Dizer-se que n? + 8n é um quadrado perfeito é o mesmo que afirmar que, para algum
k € Z,(n,k) é solucao da equagdo diofantina

n’+8n = k*. (2.1)
Provemos que o conjunto de solugdes da equacédo (2.1) é
{(-9, £3),(-7,0),(3,0),(1,£3)}. (2.2)
Comecemos por observar que
n*+8n=Fk <= (n+4)?-16=k> <= (n+4)> — k2 = 16. (2.3)

Resulta daqui que |n + 4| > |k|. Além disso, uma vez que a diferenca entre (n +4)% e
k™ é par, resulta que n+4 e k tém a mesma paridade, pelo que se tem |n+4| > |k| +2.
Logo,

16 = (n +4)% — k2 (por (2.3))

> (k| +2)* - &
= 4|k| + 4.
Deduz-se entdo que |k| < 3. Testemos agora os valores de k € {—3,-2,---,2,3} em

que k? é da forma n?+3n, para algum n € Z, ou, o que é equivalente por (2.3), quando
é que k° + 16 é um quadrado perfeito. Facilmente se verifica que isso néo acontece se
k € {£1,£2} e que o conjunto de solugdes é (2.2). Donde se conclui que se n € N\ {1}
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entdo n* + 8n ndo é um quadrado perfeito, o que de certa forma dificulta a utilizacdo
pratica deste tipo de fungdes.

Tal como no caso das fungdes exponenciais, fazer o computador gerar fungées logarit-
micas de forma a que seja possivel calcular as suas segundas derivadas e os seus zeros
é uma tarefa bastante complicada, pois o risco de aparecerem funcdes desconhecidas
para os alunos durante a resolugao do exercicio é enorme, o que obriga a fazer restricoes
nas fungoes a apresentar e limita bastante a diversidade de situacées que podem ser
propostas. Devido a este facto e analogamente as fungdes exponenciais, criemos um
método de gerar fungoes logaritmicas em que se pretende fazer o estudo somente até
a derivada de ordem um. Sendo assim, tomemos como primeira derivada uma funcéo
f do tipo:
f(z) = =R(log ),

em que [? é uma funclo racional em que o polinémio do numerador é da forma
P(z")z™, sendo m > 0 e P(z) um polinémio de grau menor ou igual dois e o
denominador nio tem raizes complexas néo reais. De seguida, para obtermos a funcdo
a apresentar no exercicio temos que primitivar f, o que envolve uma mudanca de
variavel do tipo y = logz de forma a aparecer uma primitiva de uma funcéo racional
em que o denominador sé tem raizes reais. Daqui resulta, pelo teorema 2.4, uma
fungéo que se pode escrever & custa de fungdes racionais e logaritmicas, das quais o
aluno sabe calcular as derivadas.

Exemplo 2.17 Ezemplo de exercicios gerados por este sistemas:

1. f(z) =logz — 2log(logz + 1)

|
2 glg) = 5 logz® — 3log x + 8log(log z + 3))

2.3.6 Funcoes trigonométricas

Vejamos agora que tipo de fungdes trigonométricas é possivel usar. Convém néo
esquecer que se pretende que o aluno calcule a segunda derivada de uma determinada
funcdo e os respectivos zeros, de modo a poder estudar a sua concavidade. Sendo
assim, temos de ter em conta que tipos de equagdes trigonométricas é que o aluno esta
capacitado a resolver. A um nivel mais elementar podemos considerar as equacoes dos
tipos cosz = a,tanz == a,cotxr = a e senz = @, ou entdo cosz = senz para um nivel
mais avancado.

O tipo de fungdes trigonométricas mais usado neste assunto é:
f(z) = az + b+ csen(kz + p)

ou
f(z) = az+ b+ ccos(kz + p),
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onde a,b,c, k,p € R (as constantes k e/ou p aparecem muitas vezes sob a forma g,
com g racional). Repare-se que quando derivamos duas vezes estas fungdes obtemos
uma expressdo do tipo —ck? cos(kx + p) ou —ck? sen(kz + p) cujos zeros o aluno sabe
determinar.

Um outro tipo de fungdes que também aparece, embora com menos frequéncia, é:
f(z) = az + b+ csen®(kzx + p)

ou
f(z) = az + b+ ccos®(kx + p),

em que a,b,c,k,p € R, tal como atrds. Ao derivarmos duas vezes estas fungoes
obtemos expressdes do tipo 2ck? cos®(kz + p) — 2ck? sen®(kz + p) (para o seno, com o
cosseno é analogo) e, usando férmulas trigonométricas, simplificamos a expressao para
tcos(2(kz + p)). Se igualarmos esta ultima expressdo a zero obtemos uma equagio
trigonométrica de resolugao acessivel a um aluno do ensino secundério.

Exemplo 2.18 Calcule os zeros da segunda derivada das sequintes fungdes:
L 9
1. f(t)y=t— 7 sen (7t)

i
2. g{z) = 0,8cos %- +3

3. h(z) =2sent+t

Também podem, episodicamente, aparecer expressoes em que se misturem fungdes
trigonométricas com exponenciais, mas esses casos saem um pouco fora do Ambito do
nosso estudo, porque s6 podemos usar e+ ou e~**? 5 multiplicar por sen z ou cos z,
para que resultem apenas equagoes trigonomeétricas que um aluno do secundério saiba
resolver. Na verdade ndo podemos falar de um tipo genérico de fungdes que podemos
utilizar, mas sim em alguns casos isolados de fungoes que o computador nao pode
gerar aleatoriamente.

Como ja foi referido acerca das fungGes exponenciais e logaritmicas, a geragdo auto-
mética de exercicios sobre o calculo da segunda derivada de fungdes trigonométricas
torna-se uma tarefa complicada, em virtude de, por vezes, nem todas as funcdes trigo-
nométricas serem conhecidas dos alunos num determinado nivel de ensino, o que leva a
que a probabilidade de aparecerem funcdes cuja derivada é desconhecida seja bastante
elevada. Sendo assim, e tal como nos caso vistos anteriormente, vamos restringir-nos
apenas a gerar exercicios sobre o calculo da primeira derivada e respectivos zeros.
Comecemos por considerar uma fungdo R, definida num intervalo [ de R, da forma

(Ve el): R(z) = —= 2
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em que, de modo analogo aos dois tipos de func¢oes vistos anteriormente, P é uma
fun¢ao polinomial de grau nao superior a dois e, se quisermos garantir que nao apare-
cam arcos tangentes, (J(x) é um polinémio que se pode decompor como produto de
polinémios de grau um.

Nota 2.1 Se tivermos uma fungao do tipo

o o kifi(z) kofs(z
1 2 ... kfile) 2.f2()+_._,
(z—a)™  (z—ag)™ fi(z) fo(z)
em que cada f; € uma funcao polinomial de grau dois sem raizes reais, também ndo

vao aparecer arcos tangentes e nao estamos no caso descrito acima. O que ndo se pode
€ garantir que o aluno saiba calcular os seus zeros.

R(z) = P(z) +

Para poder gerar as fungoes a apresentar aos alunos vamos considerar primitivas de
R(sen(z)) cos(z), R(cos(z))sen(z) ou R(tan(z))(1 + tan(z)?). Reparemos que nestas
fungoes, que véo corresponder & primeira derivada das fun¢des propostas nos exercicios,
se pode fazer o calculo dos zeros e o estudo do sinal quer factorizando o numerador e
usando a regra do anulamento do produto, quer fazendo uma mudanga de varidvel de
modo a obter uma equagdo de grau dois. Para se determinar a funcdo que o aluno ira
derivar temos que primitivar a fungao R e tal é possivel fazendo a mudanca de variavel
u = tan(%/2) e deduzindo que: senz = 2%, cosz = i;ﬁ; e dr = i du. Fazendo
as substitui¢oes na expressdo obtemos a primitiva de uma funcdo racional que, pelo
teorema 2.4, pode ser escrita & custa de funcoes logaritmicas e racionais, sendo assim

possivel ao aluno calcular a derivada.

Vejamos agora um exemplo do processo de geragdo de um exercicio:

Exemplo 2.19 Seja R uma funcdo da forma:
3

-z
Rig) = .
(z) (z—1)(z+4)
Consideremos ainda uma func¢ao g tal que
((cosz)3 — cosz)sen

g(z) = R(cos(x)) sen(z) = (cosz —T){cosz —4)°

Primitivando g obtemos a fungdo que serd apresentada ao aluno no ezercicio:

1
fg(a:)d:r = —E(cos z)? + 3cosx — 12log(cos z + 4).

Exemplo 2.20 FEzemplos de funcgoes geradas por este sistema:

1. flz) = @éﬂi — 3tan(z)? + 12tan(z) — 121og(] tan(x) + 1)
2. glm) = —%@)2 + 3cos(z) — 12log(| cos(z) + 4)
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Capitulo 3

Limites

3.1 Calculo de limites — Indeterminacoes

Um tema também importante que se aborda no ensino secundério é o calculo de limites
de fungdes. Numa primeira fase sfo apresentados casos de limites que se resolvem
sem recorrer a limites notaveis e vamos comegar por limites de funcdes polinomiais,
racionais e irracionais.

Exemplo 3.1 Calcule os limites:

1. lim (Vz+7)

T——+00

2. lim (~z+z?)

L——00

Uma das situagdes mais interessantes com que os alunos sdo confrontados no célculo de
limites é o levantamento de indeterminagdes, pois vérias situagdes podem acontecer,
bem como os métodos de resolucao:

1. lim

T—2

v+2-—2
T— 2
\ 2z

2. lim ——
ztoo0 T2

3. lim (3z°+ 42?)

T——00

Comecemos pelas indeterminages do tipo co — occ. Quando aparece uma indetermi-
nagao deste tipo podemos estar perante limites de fung¢des polinomiais, irracionais,
fung¢des do tipo (fi — k) f2 ou fi(f2 — k) onde k é uma constante e f; e f, séo fungoes
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que tendem para infinito quando a incégnita também tende para infinito, entre outras.
No caso de se pretender uma indeterminacgao envolvendo fungoes polinomiais temos de
gerar um polinémio em que a substituicao resulte em pelo menos um dos monémios
—oc e outro +oc. Para tal, basta que, no caso da incognita tender para +o0, exista
pelo menos um termo com coeficiente negativo e quando a incognita tender para —co,
haja duas poténcias da mesma paridade com sinais contrarios. No caso de querermos
uma indeterminacgao com fungoes irracionais temos, normalmente, uma subtracgio de
duas raizes quadradas de polinémios do primeiro grau, em que os termos de grau um
tém o mesmo coeficiente. Note-se que embora, este caso seja o mais elementar para os
alunos (resolve-se multiplicando e dividindo pelo «conjugado») e, por isso, o que mais
aparece, podemos na realidade apresentar duas raizes de qualquer indice e resolver
usando a férmula

(+/a - 9B (Y2~ + (Var—2Vo+ (Yar=>(VB + -+ (VB =a—b

O indice das raizes pode, portanto, variar de acordo com a dificuldade pretendida pelo
utilizador, embora seja claro que usar um indice maior que trés complicaria muito os
calculos.

Exemplo 3.2 Indeterminagoes do tipo oo — oo

V32 —5— /3¢

L
i

1. lim
T—+c0

2. lim (3z°+ 52° — )

T——00

3. lim (z* -3z +5)

T—4-00
4. lim Vz+1-— ¥z
T—+00

Outro tipo de indeterminagoes que aparecem quando se calcula o limite para r — +oo
de uma fungdo é 2. Precisamos entdo que o computador gere dois polindmios, um
polinémio e uma funcao irracional ou duas fungdes irracionais que serdo o numerador
e o denominador. No caso de se ter uma fungéo racional, o aluno é suposto saber que,
através da técnica de pdr em evidéncia o termo de maior grau, o limite d4 zero se o
grau do denominador é maior que o do numerador, mais ou menos infinito se o grau
do denominador for menor que o do numerador e igual ao quociente dos coeficientes de
malor grau se o grau do denominador e do numerador for igual. Caso se use uma fungao
irracional no numerador ou no denominador, resolve-se fazendo com que a raiz afecte
toda a fracgdo e tratando o radicando como se fosse um limite de uma funcéo racional.
Quando quer o numerador quer o denominador sdo funcoes irracionais, passamos as
duas raizes ao mesmo indice e tratamos como o caso anterior. A dificuldade aumenta
com os indices das raizes a usar, mas tal podera ficar ao critério do utilizador.

Tanto neste, como nos outros casos de indeterminagdes que veremos de seguida, o
numerador e o denominador, caso existam, podem ser trocados, obtendo-se assim o
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resultado inverso. Ou seja, se , para duas funcdes f e g, temos que lim f/y = 3/2, entdo
T—a

lim 9/f = /3.
T—a

Exemplo 3.3 Calcule os seguintes limites:

. (6z+3)
O .
z—{lﬁl-’loo A f’T + TJZ

No calculo de limites de produtos de fun¢oes podem surgir indeterminagées do tipo
0 x co. Estas situagdes, no contexto do tipo de fungdes que estamos a estudar, resultam
de calcular limites de produtos de fung¢oes polinomiais ou irracionais com racionais, em
que o grau de denominador é maior que o do numerador. Repare-se que assim, quando
temos a incognita a tender para oo, o polinémio ou a fungdo irracional tende para co e
a funcdo racional tende para zero. A forma mais usual que os alunos tém de levantar
esta indeterminacdo é multiplicar as duas fungoes e, no caso da funcao irracional, fazer

com que a raiz abranja toda a fracgio, reduzindo assim a uma indeterminagao do tipo
0

00"

Exemplo 3.4 Calcule os limites:

1. lim {i(ﬁ—l)]

L=—r=—00 ;]:,'2

_ s z2+1
2 z—l—l»I-Poo (:E .3;;3-—]_)

5. lim [ L :c3—1)]

z—+oo | L — 2

Por fim temos as indeterminagdes do tipo %o, que acontecem, nesta primeira fase em
que ndo usamos limites notaveis, quando temos uma funcao racional ou irracional
em que o valor para o qual tende a incognita resulta em 0, quer no numerador quer
no denominador. Para tal podemos usar quocientes de polinémios ou que envolvam
fungdes racionais.

Exemplo 3.5 Indeterminacdes do tipo %o:
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2 zlin—ll mz—l‘—z
x—2
3. 1
wl—IBl r—4
V3+z2—+/3
4. lr% -

Pretendemos entdo que o computador gere dois polinémios com, pelo menos uma raiz
comum. Para tal o computador deve escolher um numero «, de preferéncia inteiro,
que seré a raiz comum (valor para o qual vai tender a incognita) e obter os polinémios
multiplicando o factor (z —a) por outros polinémios, no numerador e no denominador.
Ou seja vamos ter um limite do tipo:

— )P,
i (z —a) 1(53)}
z—a (2 — o) P(z)
com P (z) e Py(x) polinémios de qualquer grau. A forma habitual dos alunos levanta-
rem esta indeterminacao seria simplificar a fraccdo usando, por exemplo, a Regra de

Ruffini e substituir a incognita. E também possivel obter indeterminagdes deste tipo
com funcoes irracionais, usando para tal o exemplo classico de

i VT - /T

z—b x—b

Para isso o computador teria de gerar um numero b e uma funcéo racional f, definida
me b, escrevendo o limite nesta forma ou trocando o numerador com o denominador.
O método de resolugdo para os alunos seria, no caso de n = 2, multiplicar e dividir a
fracgdo por \/ f(z) + 1/ f(b) para levantar a indeterminacdo. Caso os alunos estejam
familiarizados com o célculo de derivadas pela definicao e com o seu uso no céalculo de
limites, f pode ser substituida por qualquer fung¢io derivavel em b e que seja positiva
perto de b.

3.2 Limites com exponenciais e logaritmos — Limites
notaveis

Para completar este tema, vamos agora abordar o calculo de limites com a ajuda de
limites notaveis e é natural que se estenda o assunto a fungdes exponenciais e logarit-
micas. Refira-se que os limites que serdo propostos também podem ser, eventualmente,
resolvidos pela regra de L'Hépital ainda que esta ndo seja dada no ensino secundério,
por isso nao se dard prioridade a resolugdo por esse método embora possam haver
casos em que este método é realmente o mais indicado. Também nos casos que vamos
analisar agora, se pode trocar o numerador com o denominador, obtendo o resultado
inverso.
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Comecemos pelos limites notéveis com exponenciais, que sao:

e

lim — =+0co, compeR
T—-+00 _:Ep
e
et —1
lim =1.
z—0 T

O primeiro limite tem uma utilizacdo bastante limitada e aparece somente em casos
simples. Para criar exercicios em que o limite notével néo fosse 6bvio para o aluno, o
computador poderia considerar, usando o préprio limite notavel, uma poténcia quer
do numerador, quer do denominador e o aluno teria de encontrar a poténcia adequada
a por em evidéncia para identificar o limite notavel. No entanto, também podem ser

.. ; : € e 5
serados limites um pouco mais complexos da forma lim —, onde f e ¢ sdo funcoes
g — g

tais que lim f = +00 e que o limite lim = seja ndo nulo. Na resolucao, no caso
T—+03 z—+400

de obter uma indeterminacdo, o aluno deve multiplicar e dividir a expressdo por f
obtendo

el f

lim — - =.

s=too f g

Atendendo a que o limite do produto é igual ao produto dos limites, o primeiro resolve-
se fazendo a mudanca de variavel y = f e aplicando o limite notavel e o segundo é um
limite de resolucio acessivel ao aluno.

Zz

e
Exemplo 3.6 Uso do limite notdvel lim — = 400!
z——+oo TP

em+l

. lim ——
3 miTOOQI-é‘-

Quanto ao uso do segundo limite notével, este aparece com bastante frequéncia e em
casos bastante variados. Comnsideremos duas funcoes f e g geradas pelo computador
de tal forma que o limite quando z tende para 0 de f e g ¢ 0 e também que os alunos

saibam calcular 1111(1] =, O limite seria apresentado ao aluno na forma
T— g

Para resolver, o aluno teria de multiplicar e dividir a fraccao por f, obtendo assim

S
lim . li.
a=0  f g
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Fazendo a mudanca de varidvel y = f, resulta um produto de um limite notavel por
um limite que os alunos sabem resolver.

-1
Exemplo 3.7 Uso do limite notdvel 1113% z = T
T— €T
-2z __ 1
1. lim &
x—0 5
VT _
2 lim & —t
z—0 T
4 _ x+4
3. lim & —°
z—0 3T
;1:'2-5-:17
-1
4 lim &

=0 g3 — 21

3
e —1

lim ———
z—0 =3 — 1

T

Passemos agora ao calculo de limites que envolvam fungoes logarftmicas. Também
aqui os limites sdo quocientes de funcdes e os casos que vamos ver também sao vélidos
trocando o numerador com o denominador. Os alunos usam o limite notéavel

lim log(z + 1)
z—0 T

=1

para resolver os exercicios ou outros limites que resultem deste fazendo uma mudanca
de variavel.

Para gerar limites que se resolvam com este limite notavel, fazemos o computador gerar
duas funcoes: f com pelo menos um zero, k, uma funcao g tal que 1'11'1}.c g=0eter em
r—

consideragdo que os alunos saibam calcular lini =, O limite seria entdo apresentado
T— g

1
lim ___og(f x 1).
z—k q

na forma:

Para resolver o aluno pudera multiplicar e dividir por f e separar o limite num produto
de dois em que um é um limite notavel a menos de uma mudanga de variavel y = f e o
outro é um limite que o aluno sabe calcular. De realgar também que o limite da funcao
f/g quando z tende para k tem de existir, sendo o limite de toda a expressao também
log(z + 1)

N g X - e
5 nao existe, pois lim — = lim — também nao
T z—0 2

ndo existe. Por exemplo, lim
z—0 z—0

existe.

De um modo geral os alunos resolvem estes limites tendo em atengao algumas propri-
edades dos logaritmos para passarem o expoente, caso ele exista, para fora do limite;
depois de identificar a fungdo f, multiplicar e dividir a expressao por alguma constante
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para a fazer aparecer em denominador e, por fim, fazer uma mudanca de varivel, por
exemplo y = f(z) e substituir na expressdo. Se, para fazer aparecer a funcio f em
denominador, o aluno teve de por em evidéncia uma fungdo ndo constante, tem de
calcular o limite dessa funcéo.

log(z + 1
Exemplo 3.8 Uso do limite notdvel lim M =z I»

z—0 €T

log(2z + 1)

L }:12(1) 3z
2
5 i log(z + 1)
z—0 27
2 —
g1 calad.

G log(z — 2)

Dos limites notaveis exponenciais resulta ainda um outro limite notével logaritmico,
embora seja usado com menos frequéncia, que é:

logx

lim
T—o0 T

=0,

. " T
sendo para estes casos usados limites de expressées do tipo lim —g—f O computador
T—00

geraria as fungoes f e g tais que o limite de ambas quando z tende para infinito seja

também infinito e de modo a que lim = # co. O método de resolucdo é bastante
I—00

simples e semelhante aos casos anteriores, bastando multiplicar e dividir a fraccdo por
[ e fazer a mudanca de variavel y = f, resultando assim um limite notavel e um limite
de resolugao acessivel ao aluno.

0:

1
Exemplo 3.9 Uso do limite notdvel lim 08T _
r—+oc I

4 lim log 2z
g—+oo 3T
G log(—3z + 5)

t——x I3 =T

5, i EWVEHD)

T—+00 —222

3.3 Limites de fungoes trigonométricas

Para resolver limites de fun¢oes trigonométricas, os alunos devem partir do conheci-

mento do limite notavel:
. senz
lim =1

z—0 I
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e tentar fazer transformagdes nas expressoes das fungdes, de modo a aplicar o resultado
do limite ja conhecido. Evidentemente que isso s6 deve ser feito quando o limite da
fungdo resulta numa indeterminagdo e nem todas as fungoes trigonométricas se prestam
a este fim, ou porque as transformacoes a fazer seriam muito complicadas ou porque
ndo seria possivel obter e aplicar o limite notdvel. Convém recordar também que no
caso de termos limites de fungdes com numerador e denominador, se pode fazer a troca
entre eles, obtendo-se assim o resultado inverso e, embora possam haver constantes
que possam ser qualquer nimero real, € mais habitual neste nivel de ensino aparecerem
multiplos inteiros ou fraccionarios de .

As fungoes onde é mais comum a aplica¢do do limite notavel sao as do tipo:

. sen
lim ! ;

T—Q g

com lim f(z) = lim g(z) = 0 e sendo f e g funcGes tais que o aluno saiba calcular
I—a T—rC

lim i Aqui, o que o aluno tem a fazer é multiplicar e dividir a fungdo por f e fazer
IT—C

uma mudanga de varidvel y = f, donde se obtém

sen eIl
lim f.i: imS y.limizlim =,
T—a f g y—=0 y T—a (g z—a g

que é um limite que os alunos sabem calcular. Para criarmos as fungdes a usar podemos
também ter em atencdo propriedades relevantes da redugao ao primeiro quadrante quer
do seno, quer do cosseno. Assim, em vez de termos somente sen kx, podemos passar
a sen(m £ kz) ou até cos(§ £ kz), o que aumenta ainda mais o leque de situagdes que
podem aparecer.

Exemplo 3.10 Calcule os limites:

4 m sen(4zx)
z—0 Tx

. sen(2z)
=

¥ Jigg BT
z—0 sen(—2z)

cos(Z + 6z
6. lim 22 1 67)
z—0 -5z
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1
7. lim zsen(-)
T——00 T

O seno ndo é a Unica razdo trigonométrica que pode estar presente nas expressoes
das quals queremos saber o limite. O cosseno também pode ser utilizado, mais
concretamente a expressdo cos f — 1. Usam-se entdo limites do tipo

. cosf—1

lim L,

r—Q g
f?
em que lim f(z) = lim g(z) = 0 e que lim % seja de resolugao acessivel aos alunos.
T—Q T—Cx I—

Realce-se que, para se calcular o limite, o aluno tem de multiplicar e dividir a fraccio
por cos f+1, obtendo assim no numerador um caso notével. Vejamos com mais detalhe
uma resolugao envolvendo um limite que satisfaz as condigdes atras referidas:

limcosf_lzlim cos? f —1
z—a g T g(COSf + 1)
. cos?f—1
= lim ———
T 29
. —sen®f . :
= lim 5 (pela férmula fundamental da trigonometria)

g [(I) L
e |\ f ) 2
11 (7).

2
Facilmente se verifica que a resolucdo deste limite depende do céilculo de lim (“> e

Il

T—Q

que, portanto, tem de ser um limite de que o aluno conhega uma resolucao.

Exemplo 3.11 Calcule os limites:

. Xcosxr—1x
1. lim ————
z—0 ;[,‘4

2. lim e®(cos(Yz) — 1)

T—+00

Por dltimo vamos agora abordar limites com a funcio tangente da forma:

tan
lim f )

r— g
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com « tal que lim f = lim g = 0 e de modo a que lim i seja de resolucdo acessivel
T— T—a

T—Q g
ao aluno. Para os resolver, o aluno deve ter sempre presente que a tangente se pode
escrever a custa do seno e do cosseno e que quando z tende para «, cos f tende para
1. Sendo assim o aluno pode resolver o limite inicial fazendo:

sen f
tan sen
R T i f,
T— g T—Q g T—rx g

cuja resolugao ja fol descrita anteriormente.

Exemplo 3.12 Calcule os limites:

tan 3z
Clim ——
z—0 tan(—4x)

o (—5z)
an

.
5 Tm —— e F

Z——00 gL

Passando agora ao processo de geragdo de exercicios, notemos que, usando as operagoes

com fungdes, as propriedades dos limites e as técnicas de levantamento de indetermi-

nacoes, se podem gerar uma grande diversidade de exercicios envolvendo varios tipos

de fungdes. Assim, usando a composigdo de fungdes, se considerarmos duas funcoes f

e g e se tivermos que 91:11% f(z) =05, com a € R U +o0, entdo, ao calcular o limite de g
—

composta com f quando z tende para a, obtemos:
lim g(f(2)) = lim g(c),

desde que liIl'éL’ g(z) ndo resulte em nenhuma das indeterminacdes ja referidas. Partindo
T—
agora do conhecimento de que se lim f(z) = s e lim g(z) = ¢, entdo lim f(z) + g(z) =
s +t, podemos apresentar limites de somas de n € N fungoes, desde que nao se tenha
que o limite de uma das funcoes é +oc e de outra é —oco. De modo anélogo, e sabendo
que se lim f(z) = s e lim g(x) = ¢, entdo lim f(z) x g(z) = s x ¢, pode ser proposto
T—a I—a r—a
ao aluno o cdlculo de limites de produtos de n € N fungoes, tendo em atencio que nao
se pode ter que o limite de uma das fungdes é 0 e o de outra é +o0o. Quanto a limites
de quocientes, podemos usar os virios tipos de fungdes ja vistos, bem como, pelo que

foi referido acima, produtos e somas de fungoes. Se bem que temos de nos certificar
de que o limite do numerador e do denominador néo é simultaneamente 0 ou +oo.

E possivel ainda criar indeterminacoes diferentes das analisadas anteriormente e onde
a regra de L'Hopital, embora ndo seja o tnico método de resolugdo, é mais frequente-
mente usada. Para tal terdo de ser dadas instrugdes ao computador para que, quando
gerar uma funcdo da forma log(f(z)).g(z), que eventualmente se enquadraria numa
das situagoes anteriores, averigue se existe um a € R U oo que satisfaca alguma das
situacoes:
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1. lim f=1e limg = o0;

r—a T—a

2. limf=occelimg=0;
r—a T—a

3. limf=0elimg=0.

T—a T—a

Se tal acontecer o computador passaré a funcio gerada a forma (f(z))®, pedindo
que se calcule o limite quando z tende para a. Temos assim um método de gerar
indeterminacdes do tipo 1%, 09 e oc®, que se podem resolver aplicando a fungio
exponencial e logaritmica simultaneamente, usando uma propriedade dos logaritmos
para obter uma indeterminagdo do tipo %o ou ®/x e aplicando a regra de L'Hopital.

Exemplo 3.13 Calcule os limites:

1, M (Jx- 9)%

T—+00
: 5
2. limxi-=
z—1

Y i g0

z—0

3.4 Limites de sucessoes

Tal como nos limites de fungées, com sucessoes todas as propriedades dos limites se
mantém, bem como alguns métodos de levantamento de indeterminagdes. E claro que
também podem ser propostos limites que nao resultem em indeterminacao.

Exemplo 3.14 Considere as sucessdes definidas por:
3
U, =0+ — e v, =—3n.
n
Calcule:

1. limu, elimuw,

2. lim(un X Up)

Quanto a limites de sucessdes que resultem em indeterminagtes, podem-se obter quan-
do calculamos lim ur/v., onde u, e v, sdo duas sucessdes da forma agn? + a;n?~* +
coi A QoM F Gy, COM Ag, Q1,** ,An_1,0, € R e p € N. Se substituirmos a incognita

o

por +oo, resulta uma indeterminagdo do tipo 22 e o método de levantamento da

45



indeterminagdo é semelhante ao caso de limites de fungoes racionais quando z tende
para oo, ou seja, basta calcular o limite do quociente entre o termo de maior grau
do numerador e do denominador. Além disso, podemos ter no numerador e/ou no
denominador uma sucessao do tipo van? + bn + ¢, o que o aluno tera de fazer é por
em evidéncia o termo em n? e coloca-lo fora da raiz.

Exemplo 3.15 Calcule cada um dos limites:

—3 4+ 5n
1. lim ————

im —
6n* + 5n

—2n+9
Vin2 —5—4n+2

nd+3n—2

2. lim

3. lim

Com limites de sucessdes também podemos ter indeterminagdes do tipo oc —co. Como
no caso das fungdes, tal pode resultar do limite de uma sucessao do tipo u, = agn® +
anP~ !l + o 4 ap_n + a, com ag, a1, " ,0n-1,8n € Rep € N, em que um dos
coeficientes, excepto o termo independente, é negativo. Qutra forma de obtermos este
tipo de indeterminagoes é subtraindo, ou somando, sucessoes do tipo van? + bn + c.
Analogamente as fungoes, o aluno deve multiplicar e dividir a expresséo pelo conjugado
do numerador de forma a obter ai um caso notéavel, depois tem de por em evidéncia a
maior poténcia do numerador e do denominador para simplificar a expressao e calcular
o limite.

Exemplo 3.16 Calcule cada um dos limites:

1. limn* —5n% +3

2. imv2n+5+vn2—7

3. limv3n2+4n—-2—+vn2—n+1

Devido ao conhecimento dos alunos de que lima™ =0se 0 < a < 1 e lima™ = +c0
se a > 1, podemos construir limites que resultem em indeterminagoes dos dois tipos
anteriores. Para a indeterminacdo ser do tipo oo — oo podemos usar uma sucessao do
tipo a” £ 0", com a,b € N, que se resolve pondo em evidéncia a poténcia de maior
base. Relativamente a indeterminagoes do tipo 22, podemos usar sucessdes da forma:

ar‘cn+p + btn+'u,

cinti L den+f’

em que a,b,c,d, e, f,i,7, k,p,t,u € N. Na resolugdo do limite, o aluno tem de separar
o numerador em duas fraccdes e colocar em evidéncia e simplificar a*" na primeira
fracgdo e b na segunda fracgao.
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Exemplo 3.17 Calcule cada um d’os limites:

1. lim3" - 5"
42n+3 -+ on
3411

6" £ 73n+1
7 £ 63n+1

2. lim
3. lim

O processo de geragao de exercicios para estes tipos de limites de sucessdes é muito
similar ao caso, ja referido, de limites de fungdes, em virtude de as propriedades dos
limites serem validas quer para fungdes, quer para sucesstes. Assim, podemos criar
limites que sao limites da soma e produtos de varias sucessGes, desde que seja possivel
ao aluno calcular o limite de cada uma delas e ndo resultem indeterminagoes.

As técnicas de levantamento de indeterminagtes ndo sdo os Unicos conhecimentos
que os alunos podem usar para resolver limites. Fazendo uso dos teoremas sobre
infinitamente grandes e infinitésimos, estudados no secundario, é possivel resolver
limites que envolvam expresstes um pouco diferentes das apresentadas até aqui.

Pegando numa sucessao que se sabe ser limitada ou que o aluno tem conhecimentos
para provar que é limitada, como por exemplo: senn, (—1)", etc, podemos construir
sucessoes cujo limite pode ser analisado pelo aluno. Para tal basta multiplicar uma das
sucessoes que sabemos serem limitadas por outra sucessdo cujo limite seja 0 ou entdo
oc desde que se use uma sucessdo limitada que nunca tome o valor 0, por exemplo,
2 + sen(n).

Podemos usar ainda a sucessdo n!, caso os alunos estejam devidamente familiarizado
com ela e com algumas das suas propriedades, nomeadamente que limn! = 400 e que

(n+k)!

(Y, k € No) : ~=—

=n+k)n+(k-1))...(n+1).

Exemplo 3.18 Classifique as sucessdes em infinitamente grandes ou infinitésimos:

37’1

L ey
Cos T

2 i
3 sen 2n

n!

1)

(n + 2)!sen(5n)
(n+3)!
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Para resolver este tipo de exercicios, o aluno tem que identificar e pér em evidéncia
a sucessao que sabe ser limitada e de seguida calcular o limite da outra sucessao
resultante. No caso da sucessdo limitada ser (—1)" e o limite da outra sucessio ser co
0 aluno apenas pode dizer que é um infinitamente grande em moédulo.

Embora este processo que acabamos de descrever seja aparentemente simples, a ques-
tao de fazer o computador gerar sucessoes limitadas sem recorrer a uma base de dados
é bastante problematica. No entanto, usando apenas as sucessdes (—1)", cosn, senn,
arctann ou ainda do tipo P()/q(n), com P(z) e Q(z) polinémios tais que o grau de P(z)
ndo exceda o de ¢(z), podemos gerar uma grande variedade de sucessoes limitadas,
utilizando combinacoes lineares dos vérios casos.
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Capitulo 4

Assimptotas

No seguimento do estudo, feito ao nivel do ensino secundério, sobre a continuidade de
uma funcdo num ponto e visando realgar possiveis consequéncias ao nivel do esbogo
do gréfico, resultantes da descontinuidade de uma fungédo num ponto ou da existéncia
de pontos isolados que ndo pertencem ao dominio, os alunos sdo confrontados com o
calculo das assimptotas do grafico de uma funcao.

Para determinarmos as assimptotas verticais do grafico de uma fungao f devemos
comegar por calcular o seu dominio e, de seguida, identificar os pontos r = a tais
que a nao pertence ao dominio, mas é seu ponto de acumulacdo ou a pertence ao
dominio de f, mas a funcdo é descontinua nesse ponto. Por fim, calcular lim+ f(z)

r—a

e/ou lim f(z), caso a fungdo esteja definida & direita e/ou & esquerda de a. Se algum
T—a~

destes limites (ou eventualmente os dois) der oo, entédo z = a é assimptota vertical.

Quanto as assimptotas nao verticais de uma funcéo f, comecemos por notar que este
tipo de assimptotas sdo, em particular, rectas ndo verticais e que, portanto, se podem
apresentar na forma y = mz + b. Para identificarmos as assimptotas nao verticais,
temos entdo de calcular m e b, podendo recorrer as formulas:

m= lim f(=z) eb= lim (f(z) —mz).
rz—+oo I r—100
Convém ainda referir que, dentro das assimptotas ndo verticais, se costuma fazer a
distincio entre assimptota horizontal, quando obtemos m = 0, e assimptota obliqua
caso contrario. Na eventualidade de m ou b néo resultarem em ntmero real quando
T — 400 ou £ — —oo entdo ndo existe assimptota nao vertical.

Notemos ainda que o facto de ser gerada uma funcdo que ndo tenha assimptotas nao
retira importancia ao exercicio, pois o aluno tem de mostrar tal ocorréncia.

Outro aspecto a ter em consideragdo é o facto de, embora sejam referidos nas secgoes
seguintes varios tipos de fungbes que sdo usados em exercicios sobre este assunto,
ha consideragdes que se aplicam & generalidade de funcdes com que se deparam os
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estudantes do Ensino Secundério. Assim, se o computador gerar duas quaisquer
fungoes f e g tais que o aluno consiga calcular o sinal de f e de g em cada ponto
dos respectivo dominios, sendo que para tal o aluno necessita de saber calcular os
zeros de ambas as fungoes, pode-se pedir para determinar as assimptotas verticais de
/{g. No caso de f e g terem raizes comuns, para se determinar a existéncia ou ndo de
assimptotas verticais nesses pontos tem que se usar o que ja foi escrito no capitulo 3
sobre levantamento de indeterminagoes.

4.1 Assimptotas de fungoes racionais

Ao nivel do ensino secundario, este assunto € abordado no 11° ano e, numa primeira
fase, apenas para fungoes racionais. Os alunos comegam por visualizar graficos de
fungdes mais simples (y = 1/z, y = £, etc.) que lhes permite compreender néo.s6 a
ideia intuitiva e a definicao de assimptota mas também estarem aptos fazer o estudo

para algumas fungdes do tipo:

P(CL‘) _ a.oiL'n + alx”_l + (12117”_2 ki
Q(z)  boz™ + byz™ L + byzm-2 4 ...

f(z) =

Embora possamos usar a definicao de assimptota vertical e ndo vertical para as cal-
cular, existem, no caso das fungoes racionais, certas caracteristicas que levam a uma
economia de tempo se se usarem outros métodos. Assim, para calcularmos as assimp-
totas verticais, basta simplificar a fraccdo o mais possivel de forma a ndo existirem
factores comuns ao numerador e ao denominador e, calculando de seguida os zeros
deste, obtemos as assimptotas verticais existentes.

Quanto as assimptotas horizontais, pela definicdo se verifica que: se m > n, entdo a
recta y = 0 é assimptota horizontal do grafico de f: se m = n, entdo a assimptota
horizontal é y = a0/p,. Finalmente, caso tenhamos n < m o gréafico s6 tera assimptota,
neste caso obliqua, se m = n + 1. Para a calcular, o aluno terd de fazer a divisdo
algébrica de P(z) por Q(z) e apresentar o resultado na forma f(z) = T(z) + R(@)/Q(z),
considerando R(z) e T(z), com a,b € R, o resto e o quociente dessa divisdo, res-
pectivamente. A assimptota obliqua pretendida tera equacdo y = T'(z). Observe-se
também que se m > n+ 1, o polinémio T(x) que se obtém pela divisdo algébrica & de
grau maior ou igual a dois e, portanto, nao resulta qualquer assimptota nao vertical.

Exemplo 4.1 Calcule as assimptotas do grdfico das fungdes:

3
1. y=
y 1 — 2
—2z% 4+ 7
B, o
Y= 32 5
pd — 1
2 u=
Y 2+ 2
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Também se pode apresentar fungoes racionais em fungoes definidas por ramos, que po-
dem estar definidos directamente ou entao por uma tnica fun¢ao em que no numerador
ou no denominador teriamos uma funcéo do tipo |P(z)|, em que P(x) é um polinémio.
O que o aluno deve comecar por fazer para calcular as assimptotas é separar a fungio
modulo e identificar os pontos de jungao, construindo assim uma fungdo por ramos.
Ou seja, o polinémio P(z) tem que ser tal que o aluno saiba estudar a variagio de
sinal, de acordo com o nivel de ensino. De seguida, calculam-se as assimptotas em
cada um dos ramos. Note-se ainda que as assimptotas verticais s6 sdo vélidas se a
abcissa pertencer ao dominio desse ramo.

Exemplo 4.2 Calcule as equagdes das assimptotas do grdfico das fungoes:

> 0,
1.y=4{%=3 ’
s N RY
422 —9 -
3
2,y=‘$+|
x

4.2 Assimptotas de funcoes exponenciais e logaritmi-
cas

Convém agora generalizarmos o cilculo de assimptotas para funcées nao racionais.
Para tal vamos comegar por analisar as fungoes exponenciais e logaritmicas.

As fungoes a usar ndo devem, evidentemente, ser quaisquer. Se repararmos nos limites
a calcular para se obter m e b, facilmente se conclui que podem, eventualmente,
resultar indeterminacgoes que os alunos tém de resolver somente com a ajuda dos
limites notaveis ja referidos. Sendo assim, comegando pelas exponenciais, fungoes do
tipo

ePlz)

f(f):b—(a,

com P(z) e Q(z) polinomios, podem ser usadas, bem como trocando o numerador com
o denominador, pois quer no cilculo de m quer no calculo de b existe um limite notével
que resolve o limite. No entanto, na medida em que o exercicio também pode pedir o
calculo de assimptotas verticais, os alunos podem-se confrontar com a necessidade de
resolverem a equagio @Q(x) = 0, pelo que ficard ao cuidado do utilizador adequar o grau
de Q(z) aos conhecimentos dos alunos. Podemos usar ainda funcées da forma ef'(®,
em que P(z) pode ser uma funcéo polinomial ou racional, com coeficientes inteiros, e
que se resolve, no caso do calculo de m e de P(z) tender para +oc, multiplicando e
dividindo por P(z) e aplicando um limite notavel.
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Exemplo 4.3 Calcule as assimptotas do grifico das fungoes:

6330-1-7
L f) = z? — 5x
¥ o I
2. f(z) = g
—12+7
3. f(z) =e3==s

5

4o flz) = er

logx

Relativamente a fungdes logaritmicas, partindo do limite notével 111}_1 — =0e
r—+00 T

eventualmente trocando o numerador com o denominador, podem ser usadas fungdes

do tipo
_ log P(x)

com P(z) e Q(z) polindmios. As indeterminagdes que possam ocorrer no calculo de m
e/ou b resolvem-se, como ja foi referido anteriormente, multiplicando e dividindo por
P(z) e usando um limite notével e propriedades dos limites. Verifica-se ainda que se
podem usar fungoes logaritmicas com moédulos da forma f(z) = log |P(z)|, em que o
aluno tem que separar em dois ramos, tratando cada um como no caso anterior. Mais
uma vez se chama a atengao para o facto de ter de se restringir o grau dos polinémios
de acordo com os métodos de resolugio e os conhecimentos do aluno.

Exemplo 4.4 Calcule as assimptotas do grdfico das funcoes:

log z° + 3z°
SEA i
—3z7
& flz)= logz3 +5

3. f(z) =log |6z — 2

Outro tipo de funcdo que é possivel gerar, mas que tem um uso mais restrito, em
virtude de o estudo das suas assimptotas verticais resultar num limite que envolve
uma dupla mudanga de variavel, é:

f(z) = P(z)log P(z),

sendo P(z) uma funcéo qualquer. Para resolver, o aluno deve fazer a mudanca de
variavel y = log(P(z)), donde resulta que y — —o0, e de seguida substituir y por —y
para obter que y — +oc de modo a poder usar o limite notavel.

Exemplo 4.5 Calcule as assimptotas do grdfico das fungoes:
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1. fla) = Elog#s

2. f(z) = (z* —2)log(z* — 2)

4.3 Assimptotas de funcoes irracionais

Um tipo de fung¢des que também é usado sdo as da forma /f, em que f é uma funcio
polinomial ou racional.

No que diz respeito as restricoes a fazer, o indice da raiz pode ser qualquer, ficando
ao critério do utilizador o nivel de complexidade a usar no exercicio. No entanto,
caso [ seja uma fungdo polinomial, é do seu grau que vai depender a existéncia ou
nao de assimptotas ndo verticais, ja que facilmente se verifica que estas fungdes nao
tém assimptotas verticais. Se o grau da fungdo for igual ao indice da raiz o grafico
tem assimptotas nao verticais, caso contrario nao existem assimptotas. Se f for uma
fun¢ao racional, o exercicio ficard um pouco mais completo, pois aluno tem de calcular
as assimptotas verticais (o que implica que o denominador seja um polinémio do qual
o aluno saiba calcular as raizes) e as assimptotas néo verticais, que existirdo apenas
no caso de a diferenga entre o grau do numerador e do denominador ser igual ao indice
da raiz que esteja a ser usado.

Exemplo 4.6 Calcule as assimptotas do grdfico das fungdes:

4.4 Assimptotas de fungoes trigonomeétricas

Ao analisarmos a existéncia de assimptotas no grafico de funces trigonométricas,
depara-mo-nos com os casos da tangente e da cotangente, em que aparece um grande
numero de assimptotas verticais. Isto deve-se ao facto de ndo estarem definidas para
z ="/2+ kr e x = kr com k € Z, respectivamente. Sendo assim podemos compor a
funcéo tangente e a cotangente com qualquer fungdo f, tendo em atencdo que, para
existirem assimptotas verticais, j4 que, como veremos mais adiante, ndo vio existir
assimptotas nao verticais, o seu contradominio tem de conter algum ponto da forma
/2 + km, no caso da tangente, ou da forma km, no caso da cotangente.
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Para proceder ao calculo das assimptotas o aluno deve analisar a funcao f, iden-
tificando os pontos que pertencem ao seu contradominio e em que a tangente nao
estd definida. Ou seja, no caso da tangente (cotangente), resolvendo a equagio
flz) = 72+ kn (f(z) = km) e dizendo que o grifico tem uma assimptota vertical
em cada uma das solugdes resultantes. Mais uma vez a escolha de f ficara ao critério
do utilizador, de acordo com o nivel de dificuldade pretendido, mas deve ser tal que
permita ao aluno resolver a equacdo referida acima. Podem (e devem) ainda ser
usadas restri¢oes ao dominio de forma a que o grafico contenha apenas um determinado
nimero de assimptotas.

Exemplo 4.7 Calcule as assimptotas do grdfico das fungdes:

1. f(z) =tan(z*® +5), para z € [—1,1]

2. flz) =tan (:czm—Z)) para z €]1, 3[

:Cz—I
8. J&] =0t ( = ), para z €]0,2]
Um raciocinio anélogo pode ser feito no caso da secante e da cossecante. Sabendo o
aluno que

sec f(z) = m e cosec f(z) = m,

facilmente se conclui que vao existir tantas assimptotas verticais quantas as abcissas
que anulem o cosseno ou o seno, conforme estejamos a trabalhar com a secante ou a
cossecante, respectivamente. Portanto, para proceder ao célculo das assimptotas, o
aluno tem que resolver uma equagéo do tipo cos f(z) = 0 ou sen f(z) = 0 e de seguida
identificar as solugoes que pertencem a restri¢io considerada. Note-se que, como esté
em causa a resolucao de uma equacdo trigonométrica, a fungdo f tem que estar de
acordo com os conhecimentos do aluno sobre este assunto, podendo ficar ao cuidado
do utilizador fazer essas restrigdes.

Exemplo 4.8 Calcule as assimptotas do grdfico das fungdes:

1. f(z) = sec(2z), para z € [—1,1]
2. f(z) = cosec(3z% — 5), para z €0, 2]

4.5 Geracao de exercicios

(Quanto ao processo de geracdo de exercicios, notemos que se as rectas ax + b e
cx + d, com a,b,c,d € R sao assimptotas ndo verticais & direita das funcoes f e
g, respectivamente, entao temos que:

lim f(z)—(az+5b) =0

T—-+00
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lim g(z) — (cz +d) = 0.

r—-400

Logo
lim f(z) + g(z) — ((az + b) + (cz + d) = 0,

T—++0C

donde se obtém que

lim f(z)+g(z) - ((a+c)z+b+d)=0.
IT— 100

Concluimos assim que a recta (a+b)z+b+d é assimptota & direita da funcao soma das
funcdes f e g. Sendo o raciocinio para assimptotas néo verticais & esquerda analogo,
induzimos entdo deste facto que é possivel apresentar exercicios que envolvam a fungao
soma de funcdes de varios tipos, pois, sabendo calcular as assimptotas nao verticais
de cada funcdo, podemos facilmente calcular as assimptotas ndo verticais da soma.
Relativamente ao produto e considerando, do mesmo modo, que as rectas az + b e
cx +d, com a,b,c,d € R sido assimptotas ndo verticais & direita das fungoes f e g,
respectivamente, quando r — +00, f(z) - g(z) comporta-se como

(az +b).(cx + d) = acz® + (ad + cb)z + bd,

e poder-se-ia pensar que (ad + cb)z + bd seria uma assimptota quando a ou c fossem
iguais a 0. Tal néo & verdade, porque, se definirmos f, g1, g2, g5 :]0, +00o[— R por

f@) =2, 01(a) = = ) = 3 ¢ 052) = 7,

entdo f tem uma assimptota obliqua em +oo (nomeadamente y = z) e cada g; tem
em —+oc a assimptota horizontal y = 0, mas

1. f.g1 ndo tem qualquer assimptota em +co;
2. f.gs tem a assimptota horizontal y = 1 em +o0;

3. f.g3 tem a assimptota horizontal y = 0 em +co.

No que diz respeito as assimptotas verticais, podemos calcular as assimptotas da soma,
desde que o limite seja sempre +00 ou —oo em todas as fungdes que formam a soma,
quando z tende para alguma da(s) assimptota(s) de cada fun¢ao (podendo, inclusive,
algumas das parcelas serem constantes), e do produto, a menos que o limite de alguma
das parcelas seja 0, quando z tende para alguma das assimptotas das fungdes que
constituem o produto.

A composicio de fungdes também pode ser usada para gerar exercicios sobre assimp-
totas, pois, no caso de assimptotas ndo verticais, ndo vai haver qualquer alteragao,
isto &, se uma funcdo f tem uma assimptota ndo vertical a direita e se temos uma
fungdo g tal que xll&loo g(z) = +oo, entdo a fungdo f o g tem, & direita, essa mesma
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assimptota. O raciocinio e o resultado é analogo se a assimptota nao vertical for a
esquerda. Nas assimptotas verticais passa-se algo de bastante similar, embora haja
uma alteracdo na assimptota. Mais concretamente, se temos que uma funcao f tem
uma assimptota em z = a, isto &, iliré f{z) = +oo, e também que il_rgg(:n) = g, entdo

hﬂi(f og)(z) = lin}) f(g(z)) = £oo. Concluimos assim que a recta z = b é assimptota
— s

vertical de f o g.

Vejamos agora alguns exemplos de func¢des que podem ser geradas usando processo. Se

usarmos a funcdo f(z) = vz? + 1, que possui duas assimptotas néo verticais y =z e

_ ~ = _ . = . <
y = —z, e a fungéo g(z) = 7.1 que tem uma Unica assimptota nao vertical & esquerda

e & direita, y = 1, entdo podemos facilmente calcular as assimptotas ndo verticais da
fungdo (f + g)(z) = vz® + 1 + 33, obtendo, pelo que foi visto acima, y =z +1 e
y=-—z+1.

Quanto a assimptotas verticais, usando a fungdes f(z) = L5,

vertical em z = 3, e g(z) = \/g , que também tem uma assimptota vertical em z = 3,
concluimos que a fungdo (f + g)(z) = L5 + /355 também tem uma tnica assimptota
vertical z = 3, pois o limite quando z tende para 3 é em ambas as funcdes +oco. Para
o produto, podemos usar as fungdes f(z) = 2525 e g(r) = log(z + 4), pois quando
a incognita tende para alguma das assimptotas, neste caso 1 ou -1, o limite de ambas
as fungGes é diferente de 0. Temos entdo que a funcéo (f.g)(z) = 2> - log(z +4)
val ter duas assimptotas verticais: z =1ez = —1.

que tem uma assimptota

Relativamente & composigéo de fungoes, quando abordamos o cilculo de assimptotas de
fungoes trigonométricas referimos varios exemplos, tornando-se agora um pouco mais
claro todo o processo de criagdo dessas fungdes bem como de resolucio dos exercicios.
No entanto as funcgoes trigonométricas néo séo as tinicas que se podem usar. Pegando
na fungdo f(z) = —%=, que tem uma assimptota em z = 7 e compondo-a com a fungéo
g9(z) = €*, resulta que (fog)(z) = -= vai ter uma assimptota na solucio da equacio
e® =17, ou seja, em = log 7.

Note-se que podemos ainda fazer combinagbes que envolvam mais do que um dos
casos vistos. Por exemplo: considerando as fungdes f(z) = %, g(z) = logz e
h(z) = = + 5, temos que f tem uma assimptota vertical em z = 1, gle) = 1 e
lim h(z) # 0. Podemos entdo pedir ao aluno que calcule as assimptotas verticais
r—e

da fungdo A(z).(f o g)(z) = %, que é a recta z = e, pelo raciocinio feito
anteriormente.

Com estes exemplos pretendemos mostrar como o computador pode, a partir de
funcoes mais simples criar exercicios mais complexos (sem serem necessariamente de
resolucéo mais complicada), aumentando assim a diversidade de situacdes que podem
ser propostas aos alunos sem sair fora do A&mbito dos seus conhecimentos.

56



Capitulo 5

Conclusoes

Ao construir um exercicio que se adapte a determinado nivel de ensino, notamos que
temos de ter em conta os conhecimentos dos alunos que lhes permitem compreender
e resolver o problema. Sendo assim hd que impor restricoes, nem sempre faceis
de identificar ¢ implementar, que ndo tornem nem o enunciado nem a resolugao
em si demasiado «artificial» e estranha ao aluno. Claro estd entdo que, apesar de
se pretender que a maquina gere exercicios aleatoriamente para conseguirmos mais
diversidade, o utilizador deve ter mecanismos de controlo para adaptar os exercicios
resultantes ao nivel de ensino que deseja. Note-se que os assuntos tratados neste
estudo, embora sejam dados no 12.° ano, sio muitas vezes ainda abordados nos
primeiros anos de alguns cursos universitarios. No entanto, a adaptacdo é possivel
alterando as restrigbes pretendidas e fazendo, por exemplo, com que sejam usadas
fungoes trigonométricas inversas.

Ja foi atras referido que nem todos os assuntos tém uma resolugdo algoritmica dos
exercicios correspondentes, mas o que acontece também é que muitos assuntos se
prestam a exercicios que se resolvem sempre da mesma forma, como por exemplo
os problemas de optimizagdo, em que o aluno tem de pér o problema em equacao,
identificar a restri¢ao, deduzir a fungao a derivar e calcular méximos e minimos, mas
que se baseiam muito na interpretacio de enunciados, que tém de ser claros e com
termos que sejam entendidos pelos alunos. Estamos entdo perante questdes de ordem

semantica e de vocabuldrio que saem do Ambito deste trabalho.

QOutro aspecto que importa realgar é o facto de o computador poder apresentar imedia-
tamente uma resolugdo do exercicio, o que ajuda o aluno a perceber ideias algébricas e
métodos (ver [7]) e, além disso, identificar com relativa facilidade o passo do algoritmo
da resolugdo do problema em que errou ou o obstédculo que nao conseguiu ultrapassar.
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