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Resumo

Nesta tese estudamos fungdes aritméticas, a transformada de Mellin e a funcao zeta de Riemann
e introduzimos uma nova familia de classes de fungées na qual investigamos o que denominamos
por transformadas aritméticas. De seguida, usamos a nossa investigagao sobre transformadas
aritméticas para demonstrar duas férmulas classicas, deduzidas por Miintz e Poisson, que sao
validas para fungdes nas classes que introduzimos, usando métodos que podem ser generaliza-
dos para deduzir novas férmulas e também exibimos algumas formulas semelhantes a formula

de Mintz.

Palavras-chave: Transformadas aritméticas, fungdes aritméticas, transformada de Mellin, funcao

zeta de Riemann, formula de Miintz, férmula de Poisson.






Abstract

In this thesis we study arithmetic functions, the Mellin transform and the Riemann zeta function
and we introduce a new family of classes of functions where we investigate what we call arithmetic
transforms. Then we use our investigation of arithmetic transforms to demonstrate two classical
formulas, deduced by Mlintz and Poisson, valid for functions in the classes we introduce, making
proofs that can be generalized to deduce new formulas and we also exhibit some formulas similar

to the Mintz formula.

Keywords: Arithmetic transforms, aritmetic functions, Mellin transform, Riemann zeta function,

Mintz formula, Poisson formula.
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Capitulo 1

Introducao

No artigo [Yak14] do meu orientador podemos ver o que nds vamos denominar por transforma-
das aritméticas, que sao transformadas que podem ser definidas como séries onde aparecem
funcoes aritméticas ou, de forma equivalente, como integrais sobre rectas verticais do plano
complexo nos quais a fungao zeta de Riemann aparece no integrando. O objetivo principal desta
tese é usar essas transformadas aritméticas para demonstrar duas féormulas descobertas pelo
matematico alemao Miintz (1884-1956) e pelo matematico francés Poisson (1781-1840), as quais
nos vamos referir por formula de Mintz e férmula de Poisson, respectivamente, e fazer essas
demonstracdes de forma a podermos generaliza-las para deduzir novas formulas semelhantes
a estas. Esta tese vai estar intimamente relacionada com a teoria das transformadas integrais,
mais especificamente da transformada de Mellin, e das fun¢des especiais, como a funcdo gama
de Euler e, especialmente, a fungao zeta de Riemann.

Apés um breve capitulo com alguns resultados preliminares, o tema do capitulo 3 sdo as fungdes
aritméticas, que sao funcoes definidas no conjunto dos niUmeros naturais, e as séries de Dirichlet,
gue sao séries onde aparecem fungdes aritméticas, baptizadas em homenagem ao matematico
alemao Dirichlet (1805-1859). Note-se aqui que, no contexto desta tese, o conjunto dos numeros
naturais, que vamos denotar como usual por N, € o conjunto dos inteiros positivos (para o
conjunto dos inteiros ndo negativos vamos utilizar a notagao Ny). Neste capitulo vamos comecar
por falar sobre um produto de fungdes aritméticas, introduzido por Dirichlet e denominado usual-
mente por convolucao de Dirichlet, e sobre fungdes aritméticas multiplicativas (e completamente
multiplicativas), a seguir vamos exibir alguns exemplos importantes de fungdes aritméticas que
vao voltar a aparecer no capitulo 5 e finalmente vamos ver alguns resultados gerais sobre séries

de Dirichlet.
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14 CAPITULO 1. INTRODUCAO

O primeiro objectivo do capitulo 4 € fazer uma introdugao a transformada de Mellin, uma transfor-
mada integral baptizada em homenagem ao matematico finlandés Hjalmar Mellin (1854-1933) e
que vai ser uma ferramenta muito importante ao longo desta tese. Mas antes disso vamos fazer
uma breve abordagem a transformada de Fourier, provavelmente a mais conhecida de todas as
transformadas integrais, porque a transformada de Mellin pode ser obtida a partir da transformada
de Fourier por uma mudanga de variavel, logo alguns resultados para a transformada de Mellin
podem ser obtidos a partir de resultados analogos para a transformada de Fourier. Vamos
também definir as transformadas de Fourier de seno e de cosseno, porgque esta Ultima aparece
na férmula de Poisson. De seguida, vamos introduzir uma nova familia de classes de fungdes
Man, cOMa > 1 en € Ny, que generaliza a classe de fungbes M,, com a > 1, introduzida
no artigo [Yak15]. Esta familia de classes de fungdes vai ter um papel fundamental nesta tese
porque o estudo de transformadas aritméticas que vamos fazer no capitulo 6 e as demonstragoes
de formulas que vamos fazer nos capitulos 7 e 8 vao ser sempre para funcoes nessas classes.
Vamos também fazer um estudo aprofundado da transformada de Mellin das fungdes nas classes
M. Um exemplo especialmente interessante da transformada de Mellin de uma fungdo que
estd em todas as classes M, ,, com a > 1 e n € Ny, é a fungdo gama de Euler. Assim vamos
terminar o capitulo 4, estudando esta funcao, baptizada em homenagem ao matematico suico
Leonhard Euler (1707-1783), que é uma fungao analitica (em quase todo o plano complexo)
que generaliza a fungao factorial e é provavelmente a mais conhecida das chamadas fungdes
especiais, tendo sido alvo do interesse de muitos dos mais renomeados matematicos desde o
século XVIII até ao presente.

O tema do capitulo 5 é a fungao zeta de Riemann, baptizada em homenagem ao matematico
alemao Bernhard Riemann (1826-1866). A funcao zeta foi introduzida por Euler mas apenas para
inteiros positivos. Euler conseguiu determinar os valores da funcao zeta nos inteiros positivos
pares no seu artigo "On the sums of series of reciprocals” publicado em 1740. Anteriormente
Euler ja tinha calculado o valor de {(2), que nos vai ser Util para deduzir uma férmula no capitulo
7, 0 que lhe permitiu resolver o problema de Basel que perguntava o valor da série dos inversos
dos quadrados perfeitos. Mais tarde, Riemann no seu artigo "On the Number of Primes Less Than
a Given Magnitude” generalizou a funcao zeta para variavel complexa, provou a sua continuagcao
como uma funcao analitica em todo o plano complexo excepto no ponto s = 1 e estabeleceu uma
relagao entre os zeros da fungao zeta e a distribuicao dos numeros primos, fazendo da fungao
zeta provavelmente a ferramenta mais importante no estudo dos nimeros primos. Foi também

nesse artigo que Riemann publicou pela primeira vez a hipétese de Riemann que € um dos sete
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problemas do milénio seleccionados pelo Clay Mathematics Institute e esta relacionado com a
distribuicao dos zeros da fungao zeta. Assim, por curiosidade, no capitulo 5 além de vermos
outros resultados sobre a fungao zeta, incluindo a sua continuacao analitica e a sua equagao
funcional, vamos também fazer uma referéncia a hipétese de Riemann, explicando porque € que
esta se reduz a chamada faixa critica da funcao zeta de Riemann: 0 < Res < 1.

Ainda no capitulo sobre a fungao zeta vamos ter uma secgao onde vamos exibir varias iden-
tidades que nos permitem escrever expressdes onde aparece a funcao zeta de Riemann na
forma de séries de Dirichlet absolutamente convergentes, onde aparecem algumas das fungoes
aritméticas apresentadas no capitulo 3. As igualdades entre as séries e 0s integrais que definem
as transformadas aritméticas introduzidas em [Yak14] resultam destas identidades.

No capitulo 6 vamos enunciar e demonstrar uma proposi¢cao que nos diz como podemos, a partir
de cada série de Dirichlet exibida no capitulo 5, obter uma transformada aritmética que pode
ser definida equivalentemente em forma de série ou integral, e vamos estudar uma transformada
aritmética especifica, que vamos denominar por transformada de Mdbius, devido ao apareci-
mento da fungao de Mdébius (uma das fungdes aritméticas que vao ser exibidas no capitulo 3)
na sua transformada inversa. Esta transformada € semelhante a uma transformada referida
na seccao 2.12. do livro [Har40]. O nosso objectivo neste capitulo vai ser encontrar férmulas
explicitas quer em forma de série quer em forma de integral para esta transformada, para a sua
inversa, e para as compostas de sucessivas iteragées quer da transformada de Mdbius quer da
sua inversa.

Todo o trabalho que vamos fazer no capitulo 6 é feito no semiplano Re s > 1. Mas, como estamos
a lidar com a funcao zeta de Riemann, € mais interessante entrarmos na faixa critica0 < Res < 1.
E é isso que fazemos no capitulo 7, onde, movendo o integral da transformada de Mdébius para
a faixa critica, conseguimos demonstrar, nas classes de fungdes introduzidas no capitulo 4, a

formula de Mintz, que pode ser encontrada na secgao 2.11. de [Tit86],

h s=igy = [ 3 mv—1 - 25 L
) [t = [ () [ s0ar ) ot

onde 0 < Res < 1. De seguida, vamos adaptar a nossa demonstracao da formula de Mintz,
partindo de outras transformadas aritméticas diferentes da transformada de Mdbius, para dedu-
zirmos, outras férmulas semelhantes a féormula de Mintz, que vamos denominar por formulas
do tipo de Miintz, também para fungdes nas classes introduzidas no capitulo 4. Vamos terminar
este capitulo obtendo férmulas que relacionam as fungées gama e zeta como casos particulares

das formulas provadas anteriormente no capitulo.
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Finalmente, no capitulo 8 vamos demonstrar, também para fungdes nas classes introduzidas no

capitulo 4, a formula de Poisson, que pode ser encontrada na secgao 2.8. de [Tit48],

VB <;<fcf><0> + > (Fef) <n5>> =Va (;f(O) +> f(na)> ,
n=1 n=1

onde a, 3 > 0 tais que a8 = 27 e F.f é a transformada de Fourier de cosseno de f que, como
ja foi referido anteriormente, vai ser definida no capitulo 4. Para isso, vamos comegar por mover
o mesmo integral que definia a transformada de Mdbius e que era utilizado na demonstracao da
formula de Miintz para a faixa —1 < Re s < 0 e, de seguida, vamos utilizar varios resultados dos
capitulos anteriores, incluindo a equagao funcional da funcao zeta e varias férmulas relacionadas
com a fungdo gama, além de algumas das propriedades das classes M, ,,, conseguindo desta

forma deduzir a férmula de Poisson.



Capitulo 2

Resultados preliminares

Neste capitulo vamos apresentar (sem demonstragdes) alguns resultados preliminares que nos
vao ser Uteis ao longo desta tese.

Em primeiro lugar vamos definir o espago L;(£2) para uma curva 2.

Definicao 2.1. Seja f uma fungao (real ou complexa) cujo dominio contém uma curva Q. Entao

dizemos que f € L1(Q2) se o integral / |f(x)|dx é convergente.
Q

De seguida apresentamos trés teoremas que podem ser encontrados em [Rud87], os dois pri-
meiros no capitulo 2 e o ultimo no capitulo 8, e que nos permitem, sob determinadas condicdes,
passar limites para dentro de integrais, trocar a ordem de sumagao e integracao em integrais de

séries e trocar a ordem de integragao em integrais duplos, respectivamente.

Teorema 2.2 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja {f.(z)}nen uma su-
cessao de fungbes complexas integraveis num dominio X tais que f(z) = 7}1_)120 fn(x) existe para
todo o x € X. Se existir uma fungéo g € L,(X) tal que |f,.(x)| < g(z), para todo on € N e para
todoox e X,entdao f € L1(X) e

n—o0

/ f(x)dz = lim [ f,(x)d. (2.0.1)
X X

Teorema 2.3. Seja {f.(z)}nen Uma sucessdo de fungées complexas com dominio ) tais que

fn(x) € L1(Q2), paratodoon € N, e

;/Q | fo(2)|dz < 0.

Entao a série

fl@) =) falx)

n=1

17



18 CAPITULO 2. RESULTADOS PRELIMINARES

converge para quase todoo x € Q, f(z) € L1(Q2) e

/Q f(:c)dx:i /Q fo()da. (2.0.2)
n=1

Teorema 2.4 (Teorema de Fubini). Seja f(x,y) uma fungdo definida em X x Y tal que

/X </Y f(x,y)|dy) da < oo. (2.0.3)

Entao podemos trocar a ordem de integracao de f, ou seja,

/){(/Yf(x,y)dy> dx_/y</xf(x,y)dx> dy. (2.0.4)

De seguida, vamos enunciar o teorema integral de Cauchy e o teorema dos residuos de Cauchy,
dois dos teoremas fundamentais da analise complexa e, mais especificamente, do célculo de
integrais sobre curvas do plano complexo, que podem ser encontrados, por exemplo, na secgao
2.1. do livro [Mar83].

Teorema 2.5 (Teorema integral de Cauchy). Seja f(z) uma fungdo analitica num dominio limitado

simplesmente conexo ). Entao

para qualquer curva v C 2 fechada.

Teorema 2.6 (Teorema dos residuos de Cauchy). Seja Q2 um dominio, limitado por uma curva de
Jordan v, e f(z) uma fungdo analitica em todos os pontos de ) excepto num numero finito de

pontos de singularidade a1, - - - ,ay. Entao,

k

3wt | Fdz =Y res 1)

=1
Ao longo desta tese vao aparecer varias vezes funcdes de variavel complexa definidas por séries
e integrais uniformemente convergentes. Por essa razao, vao nos ser Uteis os préximos quatro
resultados onde apresentamos os testes de Weierstrass para convergéncia uniforme de séries e
de integrais e dois teoremas que nos mostram como definir fungdes analiticas a partir de séries
e integrais uniformemente convergentes. Todos estes resultados podem ser encontrados em

[Tit39], nas secgdes 1.1, 1.5, 2.8 e 2.8, respectivamente.
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Teorema 2.7 (Teste de Weierstrass para convergéncia uniforme de séries). Seja { f,.(2) }nen uma

sucessao de fungbes definidas num dominio D. Se existir uma sucessao {a, }ncn de numeros
o

reais positivos tal que |f,(z)| < an, paratodo on € N e para todo o0 z € D, e a série Z ap €

n=1

convergente, entao a série Z fn(2) converge uniformemente em D.

n=1

Teorema 2.8 (Teste de Weierstrass para convergéncia uniforme de integrais). Seja f(z,w) uma
fungdo de duas variaveis, onde » esta numa regido D e w esta numa curva Q. Se existir uma
fungdo g(w) definida em Q tal que |f(z,w)| < g(w), paratodo o z € D e para todoow € Q, e 0

integral / w)dw é convergente, entao o integral / f(z,w)dw converge uniformemente em D.

Teorema 2.9 (Funcdes analiticas definidas por séries uniformemente convergentes). Seja {un(2) bnen
uma sucessao de fungbes analiticas num regido D do plano complexo tal que a série Z un(2) €
n=1

uniformemente convergente em qualquer regido D’ interior de D.

Entao a fungao f(z Z un(z) € analitica em D e as suas derivadas podem ser calculadas por

derivac3o termo-a- termo

Teorema 2.10 (Funcdes analiticas definidas por integrais uniformemente convergentes). Seja
f(z,w) uma fungao continua de variaveis complexas, onde = esta numa regiao D e w esta numa
curva (Q, tal que, para qualquer w € X2 fixo, f(z,w) € uma fungdo analitica em D.

Entao, se o integral / f(z,w)dw convergir uniformemente em D, a fungdo F(z) definida por esse
integral € uma fungéoﬂanalftica em D e as suas derivadas podem ser calculadas derivando dentro

do integral.

Contudo nem sempre essas séries e esses integrais que definem fungbes analiticas vao con-
vergir em todo o plano complexo, 0 que nos vai fazer necessitar algumas vezes de prolongar
fungdes analiticas para dominios maiores do que o seu dominio original. Para isso, vamos usar
a técnica da continuagao analitica mas, antes de definirmos o que é a continuagao analitica de
uma funcao analitica, vamos enunciar o seguinte teorema de unicidade de uma funcao analitica

que pode ser encontrado novamente na sec¢ao 2.1. de [Mar83].

Teorema 2.11 (Unicidade de uma fungao analitica). Se duas fungbes f(z) e g(z) sdo analiticas
num dominio 2 C C e se f(z) = g(z), para todo o0 z € E, onde E C Q com algum ponto de

acumulagdo de E no interior de (2, entéo f(z) = g(z) para todo 0 z € ().
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Definicao 2.12 (Continuacdo analitica de uma fungao analitica). Seja f1(z) uma fungao analitica
definida num dominio 1 C C e seja Q2 C C outro dominio tal que Q = Q1 N Qy # (. Se f2(z) €
uma fungdo analitica em Q, tal que f1(z) = fa(2), para todo o z € , entdo f»2(z) € a continuagao

analitica de f,(z) de Q, para Q. através de 2.

Note-se que uma consequéncia do teorema 2.11 é que se existe uma continuacao analitica de
uma fungao f para um dominio €2 entdao essa continuagao analitica é Unica. O seguinte resultado

€ outra consequéncia do teorema 2.11.

Corolario 2.13 (Principio da conservacao de equagdes funcionais para fungdes analiticas). Se
uma fungéo f(z) satisfaz uma equagao funcional entdo a continuagdo analitica de f a um novo

dominio satisfaz a mesma equacao.

Este corolario permite-nos usar equacoes funcionais para fazer a continuacgao analitica de funcdes
analiticas em regides do plano complexo.
Para finalizar este capitulo inicial, vamos agora introduzir a notacdo de Landau: O grande, o

pequeno e ~. A notacdo de Landau pode ser encontrada na secc¢ao 1.6. de [HWO08].

Definicao 2.14 (notacao de Landau). Sejam f e g fungbes reais ou complexas definidas em

K =R ouC. Paraa € KUoo, escreve-se:

e f=0(g), r — a, se existe M > 0 tal que |f(x)| < M|g(x)| numa vizinhanga de a;

° fzo(g),x%a,se}:ig}l%:&'
° fwg,x%a,selim@zl.
z—a g(x)

Nas condigdes desta definigao, € facil de observar que, se f = o(g) ou f ~ g, x — a, entao
f=0(9), x — a;eque, se fi = O(g1) e fo = O(g2), x — a, entdo fifo = O(g192) (esta

observagao também é valida substituindo O por o ou por ~).



Capitulo 3

Funcoes aritméticas e séries de
Dirichlet

Tal como referido na introdugao, neste capitulo vamos falar sobre fungdes aritméticas, que sao

funcdes reais ou complexas definidas no conjunto dos nimeros naturais.

3.1 Convolucao de Dirichlet e funcoes multiplicativas

Comecemos esta secgao por definir a convolugao de Dirichlet.

Definicao 3.1 (convolugao de Dirichlet). Se f e g sdo duas fungées aritméticas entao a sua
convolugao de Dirichlet é representada por f = g e é definida por:
(f*9)n) =3 f(d) ( ) (3.1.1)
dln
Observe-se que a convolugao de Dirichlet de f e g podia ser definida equivalentemente por
(fxg)(n)=>_ fla (3.1.2)
ab=n
Apds fazer esta observacao, é imediato que a convolugao de Dirichlet é comutativa.
A partir da férmula (3.1.2) também podemos deduzir que, se f, g e h sao fungdes aritméticas,
entao, para qualquer n € N,
(fxg)*xh)(n)= > fla = (f (g xh))(n). (3.1.3)
abc=n

Portanto podemos concluir que a convolugao de Dirichlet € comutativa e associativa.

21
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Defina-se a funcao aritmética 6 por

1 sen=1,

d(n) = (3.1.4)
0 sen>1.

Para toda a funcao aritmética f, mostra-se, simplesmente aplicando as definicdes da convolugao
de Dirichlet e da funcao 4, que fxd = f = d« f. Portanto, 4 € o elemento neutro para a convolugao
de Dirichlet.
Podemos ver, na seccao 2.6. do livro [Apo76], que, para toda a funcao aritmética f tal que
f(1) # 0, existe uma Unica fungéo aritmética f~! tal que f* f~! = § = f~! x f e que essa fungéo
f', que é designada por inverso de Dirichlet de f, pode ser obtida de forma recursiva a partir

defporf‘l(l)fmef (n) Z f() (d), paran > 1. Se f~! é o inverso
d\ d<n

de Dirichlet de f, também f é o inverso de Dirichlet de f~! e dizemos que f e f~! s&o inversos
de Dirichlet (um do outro). Além disso, se f e g sdo fungdes aritméticas com f(1) #0e g(1) # 0
entao (f * g)(1) = f(1)g(1) # 0.

Portanto, as fungdes aritméticas f com f(1) # 0 munidas da convolugao de Dirichlet formam um
grupo. Um importante subgrupo deste grupo é constituido pelas funcdes aritméticas multiplicati-
vas, das quais vamos falar de seguida.

Vamos agora definir fungdes aritméticas multiplicativas e completamente multiplicativas.

Definicao 3.2. Uma fungado aritmética é multiplicativa se f ndo for a fungdo aritmética nula
e f(mn) = f(m)f(n) sempre que (m,n) = 1. Uma fungcdo multiplicativa é completamente

multiplicativa se f(mn) = f(m)f(n) para todo o m,n € N.

Por exemplo, ¢ € uma fungao aritmética multiplicativa e completamente multiplicativa. Podemos
observar que, se f € uma funcdo aritmética multiplicativa, entdo f(1) = 1. Além disso, também
podemos observar que uma funcao aritmética f tal que f(1) = 1 é multiplicativa se e s se
fi--ppm) = f(p1*) - f(pir), para todos os primos p; e para todos os naturais a;, € € com-
pletamente multiplicativa se e sé se for multiplicativa e se f(p®) = (f(p))?, para todo o primo p e
para todo o natural a. Assim uma fungao multiplicativa fica completamente determinada pelo seu
valor nas poténcias de primos e uma fungao completamente multiplicativa fica completamente
determinada pelo seu valor nos primos.

Vamos agora fazer referéncia a dois resultados relacionados com a convolugao de Dirichlet de
fungcdes multiplicativas, que podem ser encontrados na secg¢ao 2.10 de [Apo76]. O primeiro

resultado afirma que se f e g sao fungdes aritméticas multiplicativas, entao f x g também é
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multiplicativa. O segundo afirma que, se f e g sao funcdes aritméticas tais que g e f * g sdo
multiplicativas, entdo f também é multiplicativa. Vamos ver mais tarde exemplos que mostram
que estes dois resultados nao sao validos se substituirmos no seu enunciado fungées multiplica-
tivas por fungdes completamente multiplicativas. Como f * f~! = § e § é uma fungao aritmética
multiplicativa, conclui-se, como corolario do resultado anterior, que, se f € uma fungao aritmética
multiplicativa, entdo f~! também é multiplicativa. Portanto, as fungdes aritméticas multiplicativas

formam mesmo um subgrupo do grupo das fung¢des aritméticas f com f(1) # 0.

3.2 Algumas funcoes aritméticas

Nesta secgao vamos ver alguns exemplos importantes de fungdes aritméticas.

Definicao 3.3. A funcdo de Mébius (1(n)) € uma fungéo aritmética definida por:

e u(n) = (—1)*, se n é o produto de k primos distintos;
e u(n) = 0, se existe algum primo p tal que p* | n.

A partir desta definicao, podemos observar que a fungao de Mébius é multiplicativa. Todavia a
funcao de Mdébius ndo € completamente multiplicativa pois, para qualquer primo p e qualquer
a>1, p(p?) =0 # (u(p))*.
Uma propriedade particularmente interessante da funcdo de Mdbius diz-nos que, para todo o
n > 1,
> u(d) =0. (3.2.1)
djn
Para demonstrar esta propriedade comecemos por notar que a fungao aritmética constante igual
a 1, que vamos denotar por 1, € multiplicativa e que a fungao que faz corresponder, acadan € N,

Z w(d) éigual a p 1, logo também € multiplicativa, porque é a convolugao de Dirichlet de duas
dln
funcoes multiplicativas. Portanto esta funcao é determinada pelos seus valores nas poténcias de

primos logo basta verificar que a propriedade (3.2.1) é valida nas poténcias de primos, o que é

verdade pois, se p € primo e a € N, entao

D ould) = pp') = p(1) = p(p) =1-1=0.
1=0

dlp®
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Assim, como p(1) = 1, conclui-se que p * 1= ¢, ou seja, u e 1sao inversos de Dirichlet.

Uma consequéncia deste resultado é a férmula de inversao de Mébius.

Lema 3.4 (Férmula de inversdao de Mobius). Seja f uma funcdo aritmética e defina-se uma

funcao aritmética g tal que, para cadan € N,

g(n) = (f = )(n) =>_ f(d)

djn
Entao tem-se, para todo on € N, que
fn) = (g p)(n)=> p ( )
djn
Relembrando que 1x i = 4, prova-se facilmente a formula de inversao de Mobius porque
grp= (D) xp=Ffx(1xp)=f*d=f.
Analogamente verifica-se que a afirmacao reciproca também é valida, ou seja se temos

f(n) = (g% p)( Z“( ) ) entdo, paratodo o n € N, g(n) = (f * 1)(n Zf

dn
Partindo da férmula (3.2.1) também podemos deduzir que, se f € uma fungao antmehca comple-

tamente multiplicativa, entdo f~1(n) = u(n)f(n), para todo o n € N, porque

f)y=1 sen=1,

(1f * )(n Zu f (5) = £n) Y nld) =

d|n 0 sen > 1.

Também é verdadeira a afirmacao reciproca, ou seja, se f € uma funcao aritmética multiplicativa
tal que f~1(n) = u(n)f(n), paratodo o n € N, entdo f é completamente multiplicativa (ver
[Apo76], secgao 2.11).

Definicao 3.5. A fungao (totiente) de Euler (p(n)) € uma fungao aritmética definida por
e(n)=|{meN:m<ne(m,n)=1}|

Observe-se que, para qualquer n € N, ¢(n) € a cardinalidade de um subconjunto ndo vazio
(porque (1,n) =1)de {1,--- ,n} logo 1 < p(n) < n. Podemos ver, na sec¢ao 5.5 do livro [HWO08],
que, tal como a fungao de Mdbius, também a fungao de Euler é uma fungao multiplicativa mas
nao é completamente multiplicativa porque, por exemplo, p(4) = 2 # 12 = (2)2. Para calcular

»(n), com n € N, podemos utilizar a formula

o] (1 _ ) (3.2.2)
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Como a funcéo de Euler é multiplicativa, basta mostrar que esta formula se verifica para p*, para
todo o primo p e para todo o k € N, o que é verdade porque, como p é o Unico primo que divide p*,
0s numeros inteiros que s&o co-primos com p* sdo exatamente os inteiros que ndo sdo multiplos

1 - ,
de p logo p(p¥) = p* —pF~1 = p* <1 - ) Outro resultado sobre a funcdo de Euler que também
b

pode ser encontrado na secgao 5.5 de [HWO08] diz-nos que, para todo o n € N,

> pld) =n. (3.2.3)

d|n

Portanto, denotando por Id a funcao aritmética identidade, podemos afirmar que ¢ *x 1 = Id e,
usando o Teorema de Inversao de Mébius, podemos deduzir que ¢ = pu * Id, ou seja, para todo

oneN,

p(n) = Z,u(d)% = nz ,uild) (3.2.4)

dln dn

Definicao 3.6. A funcao divisora de Dirichlet (d(n)) € uma fungao aritmética que denota, para

cadan € N, o numero de divisores (naturais) de n.

A notacao de Landau também pode ser definida para fungoes aritméticas de forma analoga
a definicdo 2.14, mas para fungdes aritméticas so interessa o caso em que o limite € infinito
logo esse limite esta implicito. O seguinte teorema sobre a assintética da fungao d(n) pode ser

encontrado na secg¢ao 18.1 de [HWO08] e vai-nos ser util num capitulo mais avangado.
Teorema 3.7. d(n) = O(n°), para todo o € > 0.

Definicao 3.8. Fixando um numero natural k, a fungdo aritmética dy.(n) denota, para cadan € N,
o numero de formas diferentes de escrevern como o produto de k factores naturais onde escritas

de n. como produto dos mesmos factores por ordens diferentes contam como escritas diferentes.

Observe-se que a familia das fungées di(n), com k € N, pode ser vista como uma generalizagao
da funcao divisora de Dirichlet porque d(n) = d2(n), para todo o n € N, e observe-se também que
a familia das fungdes di(n), com k natural, pode ser definida de forma recursiva por di(n) =1 e,

paratodoo k € N,

di1(n) = di(q). (3.2.5)

qln

Portanto dy 1 = di * 1€, como d; = 1, podemos deduzir que dy = 1% ---* 1 (k vezes).
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Entdo também as funcdes di(n) sdo multiplicativas. Por outro lado, para & > 1, di(n) ndo é

completamente multiplicativa porque, para qualquer primo p, podemos observar que di(p) = k e

dr(p*) =k + (g) = k(k;D # k2, ou seja, di.(p?) # (d(p))>.

Definicao 3.9. Para todo o numero complexo a, define-se a fungdo aritmética o,(n) tal que, para

todoon e N,

oa(n) =) d" (3.2.6)

dln

Observe-se que também a familia das funcoes aritméticas o,, com a € C, € uma generalizacao
da fungao divisora de Dirichlet porque d(n) = o¢(n), para todo o n € N. Além disso note-se que,
para qualquer a € C, podemos escrever o, = 1x Id®, onde Id* € a fungao aritmética definida
por Id*(n) = n®. Portanto, como as fungdes Id* sdo (completamente) multiplicativas, também as
fungdes o, sdo multiplicativas mas podemos observar que ndo sao completamente multiplicativas

(por exemplo, ja vimos que oy = d ndo é completamente multiplicativa).
Definicao 3.10. A fungao aritmética a(n) denota o maior divisor impar de n.

E imediato que 1 < a(n) < n, para todo o n € N. Observe-se que qualquer n € N pode ser
escrito de forma unica como n = 2¥a(n), com k € Ny e a(n) € N impar, e este a(n) é mesmo o

maior divisor impar de n. Portanto a(n) € uma fungao completamente multiplicativa.

Definicao 3.11. Denota-se por w(n) a fungdo aritmética que representa o numero de factores

primos distintos de n.

O seguinte teorema sobre a assintética da fungao w(n) pode ser encontrado no artigo [HR17] e

vai-nos ser util num capitulo mais avangado.
Teorema 3.12. w(n) = O (In(lnn)).
Vamos agora deduzir uma formula que relaciona a funcdo w(n) com a fun¢éo de Mdbius.

Lema 3.13. Paratodoon € N, Y _|u(d)| = 2™, ou seja, (|| 1) (n) = 2+,
din

Prova. Se m,n € N sdo co-primos, ndo tém factores primos comuns, logo w(mn) = w(m) + w(n)
e, consequentemente, 2°("") = 2«(m)9«(") Entio a funcéo aritmética 2+ é multiplicativa. Além

disso, como 1 e |u| sdo multiplicativas, também 1« |u| € multiplicativa. Portanto basta demonstrar
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que o lema se verifica para as poténcias de primos. Sejam p primo e k € N. Entao w(pk) =1

logo, como p(1) =1, u(p) = —1 e p(p?) = 0, para i > 1, podemos concluir que

k
> ‘u(p’“)‘ =3 |ulp))] =2 =20".
=0

dlp*

O]

Definicao 3.14. Denota-se por Q2(n) a fungao aritmética que representa o numero de factores

primos de n, contando com multiplicidades.

Definicao 3.15. A fungdo de Liouville (\(n)) € uma fungao aritmética definida por
An) = (=120, (3.2.7)

Para todo o m,n € N, tem-se Q(mn) = Q(m) + Q(n), logo A(mn) = X\(m)A(n). Portanto a fungao
de Liouville é completamente multiplicativa. Assim, usando o resultado visto anteriormente
sobre o inverso de Dirichlet de uma funcao completamente multiplicativa, podemos afirmar que
A7) = p(n)X(n). Mas, se u(n) = 0, entdo u(n)A(n) = 0 = |u(n)| e se u(n) = +1, ou
seja, se n é o produto de w(n) factores primos distintos entdo A(n) = (—1)*(™ = u(n) logo
p(n)A(n) = (u(n))? = 1 = |u(n)|. Portanto o inverso de Dirichlet de A\(n) é |u(n)|, que é uma
funcao aritmética que nao é completamente multiplicativa.

Além disso, podemos ver na sec¢ao 2.12 de [Apo76] que, para todo o n € N,

1 sen é um quadrado perfeito,
D Md) = (3.2.8)

dn 0 caso contrario,
logo A\ x 1=y, onde x € a funcao caracteristica do subconjunto dos quadrados perfeitos em N.
Definicao 3.16. A fungdo de Mangoldt (A(n)) é uma fungdo aritmética definida por:
e A(n) =Inp, sen = p* para algum primo p e algum k € N;
e A(n) =0, caso contrario.

A fungao de Mangoldt ndo é multiplicativa nem admite inverso de Dirichlet porque A(1) = 0.

Paratodoon >1,Inn = Z A(d) (ver [Apo76], seccao 2.8).
dln
Portanto, considerando a fungao aritmética logaritmo como a restricao da fungao logaritmo ao

conjunto dos numeros naturais, sabemos que In = A % 1 € podemos agora usar a inversao de
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Madbius para afirmar que A = u * In e concluir que, paratodo on € N,

A(n) =" p(d)In (%) =mn Y p(d) — Y pd)nd= - u(d)lnd, (3.2.9)

dn dln dn dln
onde a ultima igualdade se verifica porque In1 =0 ¢ Z p(d) =0, paratodoon > 1.
din
Definicao 3.17. Ai(n) € uma funcéo aritmética definida por A1(1) =0 e, paran > 1,

A(n)

Inn

Ai(n) = (3.2.10)

Como A;(1) =0, A1(1) ndo é multiplicativa nem admite inverso de Dirichlet.

Para todo o n € N, se n = p* para algum primo p e algum k € N, entéo

k n
M) = Ma(ph) = s — L 32.11)

e, caso contrario, A;(n) = 0.

3.3 Séries de Dirichlet

Naturalmente vamos comegcar esta secgao por definir o que é uma série de Dirichlet.

Definicao 3.18. Uma série de Dirichlet € uma série da forma

i f() (3.3.1)
n=1

ns ’
onde f € uma funcao aritmética.

Os quatro teoremas sobre séries de Dirichlet que se seguem podem ser encontrados no capitulo
11 de [Apo76].

o
Teorema 3.19. Se a série Z fT(:) nao converge absolutamente em todo o plano complexo

n=1
nem diverge absolutamente em todo o plano complexo entao existe o € R, denominado por
abcissa de convergéncia absoluta, tal que Z M converge absolutamente se Res > o e
nS
n=1
diverge absolutamente se Re s < o.
Teorema 3.20. Se F'(s) = » L?) entao
n=1 n
lim F(o+it) = f(1), (3.3.2)

T—00

uniformemente relativamente at € R.
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Teorema 3.21 (Teorema de unicidade). Sejam duas séries de Dirichlet

G(s) = Z g(n)

nS

n=1
absolutamente convergentes no semiplano Re s > a para um certo a € R.
Se F(s) = G(s), para todo o s numa sucessao {si}ren, tal que Re(s;) — oo, quando k — oo,

entéao f(n) = g(n), paratodo on € N.

O teorema da unicidade implica que se uma série de Dirichlet ndo é nula entdao existe um

semiplano Re s > o, para algum o € R, onde essa série de Dirichlet ndo se anula.

Teorema 3.22 (Produto de séries de Dirichlet). Sejam F'(s) e G(s) duas fungées representadas

por séries de Dirichlet absolutamente convergentes no semiplano Re s > a para um certo a € R,

fr(g) eG(s) = nz_:l gg?, para todo o

o0
isto é, existem fungdes aritméticas f e g tais que F(s) = »
n=1

s€ CcomRes > a.

Entao, para todo o s € C tal que Re s > a, F(s)G(s) = Z W
n=1
, — h -
Reciprocamente, se F(s)G(s) = Z 7(12) para todo o s numa sucessao { s }ren, tal que Re(sy) —
n=1

oo quando k — oo, entaoh = f * g.

O seguinte corolario deste teorema permite-nos determinar o inverso de fungdes definidas por

séries de Dirichlet.

Corolario 3.23. Seja F(s) = Z / ::) uma série de Dirichlet onde f é uma fungdo aritmética tal
n=1

, onde f~! é o inverso de Dirichlet de f,

0 r-1
que f(1) # 0. Entao se definirmos G(s) = Z / ns(n)
n=1

temos F(s)G(s) = 1 no semiplano onde as duas séries convergem absolutamente.

Vamos agora enunciar e demonstrar mais alguns resultados sobre séries de Dirichlet que nos

vao ser Uteis mais a frente nesta tese.

Lema 3.24. Uma série de Dirichlet absolutamente convergente num semiplano Res > a €

uniformemente convergente em qualquer semiplano Re s > ag > a.
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Prova. Seja F(s Z f uma série de Dirichlet absolutamente convergente num semiplano

Re s > a. Fixemos ag > a. Entdo, paratodo o n € N e paratodo o s € C tal que Re s > ag, temos

f)| _ [f)l _ f(n)]
ns nRes R :
Como Z @ € absolutamente convergente para Re s > a, Z |f(n)] < oo. Portanto, pelo teste
= n’ n=1 nee

de Weierstrass, F(s) é uniformemente convergente em todo o semiplano Re s > ag > a.

O]

Lema 3.25. Seja G(s Z g uma série de Dirichlet absolutamente convergente num semi-

planoRes > a e f uma fungao aritmética tal que f(n) = O(n°), para todo o0 € > 0.

Entéo a série de Dirichlet Z fn ( )

n=1

€ absolutamente convergente no semiplano Re s > a.

Prova. Fixemos s € C tal que Res > a. Consideremos 0 < ¢ < Res — a (0 que implica que
Res — e > a). Entdo f(n) = O(n), ou seja, existe M > 0 tal que |f(n)| < Mn¢, para todo o

n € N, e, como G(s) € absolutamente convergente no semiplano Re s > a, tem-se que

> Mn¢
O
Teorema 3.26. Uma série de Dirichlet F(s i absolutamente convergente no semiplano
Res > a é analitica nesse semiplano com der?valdas
FR(5) = (=1)* i M. (3.3.3)

ns
n=2

e estas séries de Dirichlet sdo absolutamente convergentes.

Prova. Fixemos k € N. Paratodooe > 0, Inn = O (nE) logo (Inn)* = O (nf). Portanto,
como F(s) € absolutamente convergente no semiplano Res > a, podemos usar o lema 3.25
para garantir que a série em (3.3.3) é absolutamente convergente no semiplano Res > a.
Entdo, pelo lema 3.24, como F(s) é absolutamente convergente no semiplano Res > a, F(s)
é uniformemente convergente em qualquer semiplano Re s > ay > a logo, pelo teorema 2.9, F'(s)
€ analitica no semiplano Re s > a com derivadas

= (=D (Inn)kf(n = (Inn)*f(n
stk - _Zl( )(ns)f():(_l)/cz( ;Sf( )’

n=2

F®) (s
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onde a ultima igualdade é valida porque In1 = 0.

]
Teorema 3.27. Se F(s Z € uma série de Dirichlet absolutamente convergente num
semiplano Res > a e f(n) € completamente multiplicativa, entao nesse semiplano temos
F'(s) o A(n) f(n)
- _ 3.4
F(s) nZ::Q ns (3.34)
e
M) f(n)
In(F(s)) =Y g (3.3.5)

n=2

e estas séries de Dirichlet sdo absolutamente convergentes.

Prova. Paratodoon > 3,0 < Aj(n) < A(n) < Inn, logo, para todo o0 € > 0, como Inn = O(n),
também A(n) = O(n) e Ai(n) = O(n¢). Portanto, pelo lema 3.25, as séries de Dirichlet em
(3.3.4) e em (3.3.5) sao absolutamente convergentes no semiplano Res > a. Como f(n) é

completamente multiplicativa, f~!(n) = u(n)f(n). Além disso, como |u(n)| < 1, para todo o

neN, e Z fT(LZ) € absolutamente convergente no semiplano Re s > a, também Z W é
n=1

absolutamente convergente nesse semiplano. Entao, pelo corolario do teorema 3.22 do produto
de séries de Dirichlet,
-1

:Zf n(”)

n=1

_$° utn @30
n=1

em todo o semiplano Re s > a.
Portanto, usando a férmula para o produto de séries de Dirichlet dada pelo teorema 3.22 e a

formula para F’(s) obtida no teorema 3.26 (com k£ = 1), podemos concluir que

F'(s Inn > In-f)* (- n
)l Zu S D e ),

n=1 n=1

Voltando a usar o facto de f ser completamente multiplicativa, podemos simplificar

((In-f) =S (@@ (5) £ (%) = Fm) D@ (%) = fn)nxp)(n),
dIn

din

logo, relembrando que In* . = A, podemos concluir que

((In-f) * (- f)) (n) = f(n)A(n).
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Portanto, como A(1) = 0, podemos concluir (3.3.4) e, finalmente, primitivando a igualdade acima,

obtém-se que

() = 3 F 4oy 1y MM,
n=2 n=2

para algum ¢; € C. Mas, por (3.3.2), li_>m Flo+it)=f(1)=1e li_>m In (F(o +it)) = ¢1, logo

podemos concluir que ¢; =1In1 = 0.



Capitulo 4

Da transformada de Mellin ate a funcao

gama

4.1 Transformadas de Fourier e Mellin

Como referido na introdugao, o objectivo desta seccao € introduzir a transformada de Mellin e
esta pode ser obtida a partir da transformada de Fourier por uma mudanca de variavel, logo

vamos comecar por definir a transformada de Fourier.

Definicao 4.1 (Transformada de Fourier). A transformada de Fourier de uma fungdo f é denotada

por (Ff)(z) e, se f(t) € Ly (] — o0, 0[), € definida por
1 > it
Fie) = o= /OO F0)eitdt. (4.1.1)

Como ]em] =1, paratodo o z,t € R, a condigao f(t) € Ly ([—o0, oo[) garante que o integral que
define a transformada de Fourier € sempre absolutamente convergente e que a transformada de

Fourier é limitada porque, para todo o = € R,

1 [e.9]
(Fp@l<—= [ 1wl (412)

De seguida, apresentamos a férmula de inversao para a transformada de Fourier que pode ser

obtida a partir do Teorema de Inversao de Fourier da secgao 7.2. de [Fol92].

Teorema 4.2 (Teorema de Inversao da Transformada de Fourier). Seja f(x) uma fungdo continua

tal que f(t), (Ff)(t) € L1(] — oo, 0]). Entdo, para todo o x € R,
_ L > efixt
f(z) = m/oo(Ff)(t) dt. (4.1.3)

33
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Vamos agora definir as transformadas de Fourier de seno e de cosseno.

Definicao 4.3 (Transformada de Fourier de seno). A transformada de Fourier de seno de uma

fungdo f, é denotada por (Fsf)(x) e, se f(t) € L1 ([0, c[), € definida por

(Fsf)(x) = \/Z /0 N f(t) sin(zt)dt. (4.1.4)

Definicao 4.4 (Transformada de Fourier de cosseno). A transformada de Fourier de cosseno de

uma funcéo f, é denotada por (F.f)(x), e, se f(t) € L1 ([0, 0]), é definida por

(Fuf)(z) = \/Z /0 " F(8) cos(at)dt. (4.15)

Como |[sin(zt)|,|cos(xt)] < 1, para todo o z,t € R, a condigao f(t) € L; ([0,00[) garante que
os integrais que definem as transformadas de Fourier de seno e de cosseno sdo absolutamente

convergentes e que estas transformadas sio limitadas porque, para todo o x € R,

Enel @ <y 2 [T o 416)

Substituindo x = 0 nas defini¢des das transformadas de Fourier de seno e de cosseno, podemos

deduzir que, como sin(0) = 0, entdo (Fsf)(0) = 0 e, como cos(0) = 1, entdo

(Fuf)(0) = \/E /O " e, (4.1.7)

Vamos agora finalmente introduzir a transformada de Mellin.

Definicao 4.5 (Transformada de Mellin). A transformada de Mellin de uma fungcao f, é denotada

por f*(s), e é definida, para s = o + it € C tal que f(z)z° ' € L, ([0, o), por

f(s) = /OOO f(z)z*tdx. (4.1.8)

A condigdo f(z)z°~! € Ly ([0, cc[) garante que o integral (4.1.8) € absolutamente convergente e
que f*(s) é limitada na recta Re s = o porque, para todo o s € C tal que Re s = o,

< [ e e < [Tl (4.1.9

0

Podemos deduzir da definicdo da transformada de Mellin que a igualdade f*(5) = f*(s) € valida
sempre que f(z)z™°*"! € Ly ([0, c0]).
Uma consequéncia da férmula anterior é que, se f(z)z° ! € Ly ([0, 00]) e f(x) > 0, para todo o

x € RY, entdo |f*(s)| < f*(0), paratodo o s € C tal que Re s = 0.
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Vamos agora ver que, como afirmamos na introdugao, a transformada de Mellin pode ser obtida
a partir da transformada de Fourier através de uma mudanga de variavel.
Seja s = o +iT € C. Entao, partindo da definicdo da transformada de Mellin (4.1.8) e fazendo a

mudanca de variavel x = ¢* (que implica dz = ¢*“du), obtém-se
fflo+ir) = / f(x)zo T ey = / fe®) (e tirletdy = / f(e")(e")? e ™ du.
0 —00 —00
Além disso, f(x)x°~! € Ly ([0, 0c]) é equivalente a f(e*)(e")? € Li(] — oo, +oc[), porque

/_ () du = /0 S @) da (4.1.10)

Portanto a transformada de Fourier de v27 f(e*)(e")? existe e relembrando a definicdo da trans-

formada de Fourier (4.1.1) podemos concluir que
[H(o+ir) = F (Var(en) f(e) (7). (4.1.11)

Assim podemos obter o Teorema de Inversao da Transformada de Mellin a partir do Teorema de

Inversao da Transformada de Fourier.

Teorema 4.6 (Teorema de Inversao da Transformada de Mellin). Seja f uma fungao continua
definida em R* e sejac € R tal que f(x)z" ' € L1([0,00[) € f*(s) € L1(Jo —ico, o + ioo[). Entao,

para todo o x € R™,

1 o+100 . .
flz) = m/a_m f*(s)r~5ds. (4.1.12)
ou, equivalentemente,
= —+00 )
f(z) = - o +ir)z™""dr. (4.1.13)
™ —0o0

Prova. Ja vimos que se f(x)z° ! € Li([0,00]) entdo v2r(e")? f(e*) € Li(] — oo, +00). Além
disso é imediato que se f*(s) € Li(Jo — ioco, o + icc]) entdo f*(o +it) € Li(] — oo, +00|).

Portanto, relembrando a férmula (4.1.11) que nos permite escreve a transformada de Mellin de
f(x) como uma transformada de Fourier, podemos usar o teorema 4.2 para afirmar que, para

todo o u € R,
VIR I = oo [ ot inetar
e e = — .
V2T )

Escrevendo a férmula anterior em fungao de f(e*) e substituindo, de seguida, x = €¢*, obtemos,

para todo o x € R*, a férmula (4.1.13) e, finalmente, fazendo a mudanca de variavel s = o + i,
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que implica ds = idr, obtemos a formula usual de inversao da transformada de Mellin (4.1.12).
]
A transformada definida pela férmula (4.1.12), ou, equivalentemente, pela férmula (4.1.13), é
denominada por transformada inversa de Mellin. De forma reciproca ao teorema 4.6, vamos
agora enunciar um teorema para calcular a transformada de Mellin de uma fungao definida como

uma transformada inversa de Mellin.

Teorema 4.7 (Teorema de Inversdo da transformada inversa de Mellin). Seja f*(s) uma fungao
de variavel complexa, seja o € R tal que f*(s) é continua na recta Res = o e f*(s) € Li(Jo —
ic0, 0 + ic0]) e defina-se f(x) como a transformada inversa de Mellin de f*(s), isto é, para cada
z € RT,

f(:ll) L /UJrzoo f*(S)«Tist = i I f*(o- + Z'T)xideT_

2T Jy_ino 2r )

Se f(x)z°~1 € L1([0,c[), entdo f*(s) é igual a transformada de Mellin de f na rectaRe s = o.

Prova. Comecemos por observar que

= +o00 . 7 +00 -
f(z) = / fflo+ir)z™"Tdr = — o +ir)e” ™ dt,

2T J_ 2 J_

logo, utilizando a definicao da transformada de Fourier (4.1.1), podemos afirmar que

1.70‘

V2r

Fazendo agora a substituicdo — Inxz = u (que implica x = e~ *), podemos afirmar que

fz) =

F(f*(o+ir))(—Inx).

F(f*(o +ir)) (w) = V2m(e™)7 fe™).

E imediato que, se f*(s) € Li(Jo — ico,0o + ico|) entdo f*(o + ir) € Li(] — oo, +0]) e que
se f*(s) é continua na recta Res = o entdo f*(o + it) € continua. Além disso, por (4.1.10),
f(x)z® ' € Li([0,00[) implica v27m(e )7 f(e ™) € Li(] — 00, +o0[). Portanto podemos aplicar o

teorema 4.2 para afirmar que
+0o0

+0c0 ) '
fflo+ir) = \/12?/_ V2r(e ™) fe)e T duy = / Fle)(e™)7 T du.

—o0
Finalmente, substituindo s = o + i7 e fazendo novamente a mudanga de variavel x = e,
obtemos (4.1.8), logo podemos concluir que f*(s) é a transformada de Mellin de f.

O
O integral que define a transformada de Mellin de uma fungcao f € um integral de f com uma
funcao peso que € uma poténcia de x. Vamos agora ver dois lemas sobre integrais desse tipo

qgue nos vao ser uteis.
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Lema 4.8. Sejama,b,c € R tais que a < ¢ < b e g(x) uma fungo real positiva.

Se g(x)a® € L1((0,1]) e g(x)z” € Ly([1,00]), entdo g(x)a* € L1([0, ) e
oo 1 oo
/ g(z)zdr < / g(z)x*dx —|—/ g(x)zbda.
0 0 1
Prova. Como a < ¢, entdo, paratodoo 0 < z < 1, z° < % logo g(x)z¢ < g(x)z® e

AE@%MﬁAE@ﬂm.

Analogamente, como ¢ < b, entdo, para todo o = > 1, 2¢ < z° logo g(z)z¢ < g(z)a®

ﬁmg@M%xﬁzmg@ﬂ%m

e

O]

Lema 4.9. Seja f uma fungdo definida emR. Paraa € R e b € RT, se existir M, € R tal que,
paratodo o0 <z < b, |f(z)] < Myz~%, entdo, para todo o0 o > «, f(x)x°~! € L1[0,b]. Por outro
lado, para 8 € R e a € RY, se existir M, € R tal que, para todo o0 = > a, |f(x)| < M.x=", entéo,

paratodo oo < B3, f(x)x°~! € Ly]a, ool

Prova. Se |f(z)| < Myz~“, paratodo 0 0 < x < b, entdo, para o > «,

b b b
/ |f(l’)|!l)o‘-1d$ S/ M1$_a$a_1d:1,‘ < Ml/ $_1+U_adl‘,
0 0 0

gue é convergente porque o > « implicaque -1+ o0 — a > —1.

Analogamente, se | f(z)| < Myxz—", para todo o z > a, entéo, para o < 3,

/ |f(z)|z7 tdx < Mg/ z 1o By,

gue € convergente porque o < § implicaque —1+0 — 8 < —1.
O

Proposi¢ao 4.10. Sejam a,b € R, com a < b, e sejam f*(s) uma fungdo analitica na faixa
a < Res < b e f(x) uma fungdo de variavel real tais que, para cada a < o < b, f*(s) €
Li([o — ico,0 +i]) e, para todo o x > 0,
1 o+100
f@) =5 [ 5
Entdo, para todo 0 a < o < b, existe M(o) € R tal que, paratodo oz > 0, |f(x)| < M(o)x™ e
temos f(z)x°~! € L1([0, 0c]). Além disso, a transformada de Mellin de f é igual a f*(s) em toda

afaixaa < Res < b.
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Prova. Para qualquer o tal que a < o < b, temos, para todo o = > 0,

[ ) < 20| [

—100 —100

x—O’
< —
2

1

F@)l = 5

Como f*(s) € Li(Jo — ico, 0 + ic0]), podemos definir

o+100
/ 17 (s)ds

—100

eR

e concluir que |f(z)| < M(o)x~, para todo 0 = > 0.

Fixemos agora a < o < b. Entdo podemos escolher ¢; tal que a < ¢; < o € existe M; € R tal
que |f(z)| < Mz, para todo o z > 0. Portanto, como o > ¢;, sabemos, pelo lema 4.9, que
f(x)x°~t € L1([0,1]). Analogamente podemos escolher c; tal que b > ¢ > o e existe My € R
tal que |f(z)] < Maz~, para todo o = > 0, e, como o < ¢y sabemos, pelo lema 4.9, que
f@)a=t € Ly(]1, o0]).

Assim podemos concluir que f(z)z°~! € Ly([0,00[). Portanto, como a < o < b € arbitrario, a
transformada de Mellin de f esta definida em toda a faixa a < Res < b. Além disso, como
f*(s) € L([o —ico, 0 +icx]) e f(x)z®~t € L1([0,00]), paratodo o a < o < b, € f*(s) é analitica na
faixa a < Re s < b podemos concluir, pelo teorema 4.7, que, nessa faixa, f*(s) € a transformada
de Mellin de f.

4.2 As classes de funcoes M, ,

Em [Yak15] é introduzida a classe de fungdes do tipo de Miintz.

Definicdo 4.11. Uma funcéo f(x), definida para « € R, pertence a classe das fungées de tipo
de Miintz M, com a > 1, se f(z) € C?([0,00]) e fV)(z) = O (z777), 2 — oo, para j = 0,1,2.

Podemos generalizar esta classe de fungbes da seguinte forma.

Definicdo 4.12. Uma fungédo f(z), definida para x € R, pertence a classe das fungdes de tipo
de Miintz generalizadas M, coma > 1 en € Ny, se f € C™([0,c]) e fU)(z) = O (z727),

r—oo,paraj =0,1,--- n.

Note-se que, paratodo o a > 1, M, = M, 2 € que, se n > m, entdo My, C M.

Vamos agora estudar a transformada de Mellin das fungoes nas classes M., .
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Teorema 4.13. Seja f € My, coma >1en € Ny.
Entdo, fixando k = 0,1,---,n, f®)(2)zt*=1 ¢ L,([0,]), para todo 0 -k < ¢ < a, € a

transformada de Mellin de f, f*(s), € uma fungéo analitica na faixa 0 < Re s < «, com derivadas

(f9)D(s) = /0 Oo(ln 2) f(2)2*da, (4.2.1)

para qualquer j € N. Alem disso, para qualquer k = 0,1,--- ,n, f*(s) pode ser continuada

analiticamente para a faixa —k < Re s < «, por

_1\k 00
f*(s)—((si /O F®) ()2, (4.2.2)

onde (s)y, € o simbolo de Pochhammer definido por (s)o =1 e (s)y =s(s+1)---(s+k—1), para

cada k € N, e assim f*(s) € uma fungdo analitica em toda a faixa —n < Re s < « excepto nos

FM(0)

pontos s = —k,comk =0,1,--- ,n— 1, onde f*(s) tem um polo simples com residuo 1

, Sé

F#)(0) # 0, e tem uma singularidade removivel, se f*)(0) = 0.

Prova. Fixemos 0 < k < n. Entdo f*)(z) é continua logo f*)(z) é limitada em [0, 1], isto &, existe
C1 € Rtal que ‘f(k)(x)) < (1, paratodoo 0 <z < 1. Portanto, se 0 > —k, ou seja, se o + k > 0,
podemos concluir, pelo lema 4.9, que f*) (z)z7+*~1 e L, ([0, 1]).

Por outro lado, f(’f)(:r) = O(z7*7%),  — oo, logo existe C, € R tal que, para todo 0 = > 1,
‘f(’f) (x)‘ < Cyz~(@t%)_ Portanto, se o < a, ou seja, se o + k < « + k, logo, novamente pelo lema
4.9, f®)(2)z7 1 € Ly ([1, 00)).

Assim podemos concluir que, para todo 0 k = 0,1,---,n, f®(2)z"*1 e L, ([0,0]), para
qualquer —k < 0 < a.

Pelo lema 4.8, temos, paratodo o s € Ctalque -k <a < Res<b< a,

/ )f(k) (x)strkfl‘ dr = / |f(k) ($)|Z‘Res+k71d$
0 0

1 00
S/ \f(k)(x)\a:“%ldx—k/ |F5) (2) ]2z < oo.
0 1

oo
Portanto o integral / f(k)(x)m3+’“‘lda: € uniformemente convergente em qualquer faixa do tipo
0

a <Res<b,com—k<a<b< «a,logo,usando o teorema 2.10, este integral define uma fungao
analitica na faixa —k < Re s < « € as suas derivadas podem ser calculadas derivando dentro do
integral.

Em particular, fazendo £ = 0, nas afirmagbes demonstradas acima, podemos concluir que

f(x)x°~! € L1 ([0,0[), para qualquer 0 < o < «, logo a transformada de Mellin de f, f*(s),
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esta definida em toda a faixa 0 < Re s < o e podemos concluir também que f*(s) é analitica na

faixa0 < Res < a e que, paracada j € N,

(7)) = = (/ F@)z 1dx> :/Ooocij(f(x>xs—1)dx:/Ooo(lnx)jf(x)xs—ldx.

Vamos agora demonstrar que a férmula (4.2.2) é valida na faixa 0 < Re s < a.

No caso k = 0 esta formula é valida porque é a definicdo de f*(s) (4.1.8).

Suponhamos agora que (4.2.2) é valida para um certo 0 < k < n — 1. Entdo conseguimos
demonstrar que também é valida para k + 1 usando integragao por partes, porque

)xs+k—1dx:(;ik< B ()= / (@ d:c)

mas, como Re(s + k) > 0, lim 5T =0e, como fF)(z) = O(x=*F), 2 — oo entdo f*)(z)zsth =
z—

O(zRe5=2), 2 — oo logo, como Re s < a, li_}rn £ (2)2°+* = 0. Portanto,

flg) = _ (=D)* D) () 5 g — (=DM 1 ) g D1 g
fi(s) = @M@+@A SO0 () gy = @HIA £ () dz.

Assim a formula (4.2.2) é valida paratodo o & = 0,1,--- ,n e da-nos a continuagao analitica de
f*(s) para a faixa —k < Re s < «, excepto nos zeros de (s); = s(s+1)--- (s + k — 1), 0s pontos

s=0,-1,---,—(k—1), que podem ser polos simples ou singularidades removiveis.

Seja0 < k < n—1. Se f*)(0) = 0, entdo / FE (2)de = —f®(0) = 0 e este zero anula o
0

k+1 00
(_1) * / f(k+1)(x)x5+kdx
0

polo simples de
(8)k+1

em s = —k logo a singularidade de f*(s) =
(8)k+1
em s = —k é removivel.

Caso contrério, se f*)(0) # 0, comecemos por escrever

k+1
lim (s + k) f*(s) = m CD7 (5 +E) / FED ()25 Ry,
k+1

s——k s——k
Mas BTF) 1 (—k)p = (—k)(—(k —1))--- (=1) = (~1)*!, logo
($)k+1 (8)k
. ( 1)k+1(s+k‘) o (_1)k+1 B (_1)k:+1 B (_1)k+1 B _l
o et ok (9r (ke (—DFKL T R

oo
Por outro lado, o integral / FEFD (2)25+F dx define uma fungéo analitica Fj,.(s) na faixa
0

—(k+1) <Res < alogo hmk Fy11(s) = Fp11(—k), ou seja,
5——

fim, [ £ @)t e = [ D @) = -1 90)

s——k 0
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Portanto,
k+L( (k)
lim (s+k)f*(s) = lim EDT (s+k) / FEED ()5t de = / '(O), (4.2.3)
s——k s——k ( k41 sﬁ k k!

FM(0)
R

logo s = —k € um polo simples de f*(s) com residuo

Proposicao 4.14. Segja f € My, coma > 1 en € Ny.

Entao, fixando —n < o < «, existe M (o) € R tal que | f*(o +it)| < , para todo ot € R\ {0},

M(o)
£"
e, sen>2e0#0,—-1,---,—(n—1), f*(s) € L1(Jo — ioco, 0 + ico|). Portanto, sen > 2 (e, em
particular, sen = 2 e f € M,), podemos escrever f(x) como a transformada inversa de Mellin

de f*(s) (4.1.12) sobre qualquer recta vertical Re s = 0 com0 < o < a.
Prova. Considerando o caso k£ = n da formula (4.2.2), temos

2)z* T e, (4.2.4)

paratodo o s € Ctalque —n < Res < a.
Mas |(s)n] = Is|.|s + 1| - |s+n—1] > |Ims|.|Im(s + 1)|--- | Im(s + n — 1)| = |Im s|", logo, se
Im s # 0,
1
7)<

Fixemos —n < o < a. Pelo teorema anterior, £ (z)z7t"~1 ¢ L, ([0, o), logo podemos definir

pStn— 1’d / |f(n)(x)|xRes+nfld$' (4.2.5)

~ |Ims|?

M(o) = / |77 (2)|z°T"dx e concluir, a partir de (4.2.5), que |f*(o + it)| < : T o) , para todo
0
ot e R\{0}.

Suponhamos agora que n > 2e o # 0,—1,---,—(n — 1). Entdo, f*(s) € continua na recta
1

Res = o. Portanto / |f*(0 + it)|dt € um integral limitado de uma fungao continua logo &
-1

convergente e f*(o + it) € L1([-1,1]). Por outro lado, como n > 2,

/Oof*(a—i—z‘t)]dtg M(U)/wdt < o0,
1 1

logo f*(o + it) € Li([1, 4+o0[).

Analogamente, também se verifica que f*(o + it) € Li(] — oo, 1]). Assim podemos concluir que
f*(o +it) € Li(] — o0, +00]), ou seja, que f*(s) € Li(Jo — ico, o + ic0]).

Portanto, f verifica as condigdes do Teorema de Inversdao da Transformada de Mellin, para
qualquer 0 < o < a, e podemos escrever f como a transformada inversa de Mellin de f*(s)

sobre qualquer recta vertical Res =occom 0 < 0 < a.
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4.3 A funcao gama de Euler

Seja f(x) = e~7, para z € R}. Sabemos que f(z) = e~ € C(>)(]0, oo[) € que as suas derivadas
sao, para cada n € N, f(”)(x) = (—1)"e~*. Além disso, para qualquer 5 € R, xli_)rglo e Tr P =0,
logo f)(x) = o(zP), z — oo, 0 que implica que f(z) = O(zP), = — co. Portanto podemos
concluir que e™* € M, ,, para todo o « > 1 e para todo o0 n € Ny. Assim podemos afirmar,
usando o teorema 4.13, que e “z°~! € L; ([0, cc[), para todo 0 & > 0 e que a transformada de
Mellin de e~* existe no semiplano Res > 0. Nesse semiplano a fungao gama, I'(s), & definida

como a transformada de Mellin de e~ 7, ou seja,
I'(s) = / e T lda. (4.3.1)
0

Como e™* € M, n, paratodo o a > 1 e para todo o n € Ny, podemos usar o teorema 4.13 para

afirmar que, no semiplano Re s > 0, I'(s) € uma funcao analitica com derivadas
) (s) = / (Inz)e %z tdz. (4.3.2)
0
O teorema que se segue também pode ser obtido substituindo f(x) = e~* no teorema 4.13.

Teorema 4.15. Paratodo o s € C tal que Res > 0 e para todo o n € N,

I'(s+n)
(8)n

Prova. Ja vimos que f(z) = e™* € Mgy, € f(x) = (—1)"e?, para todo o n € N e para todo o

I(s) = (4.3.3)

a > 1. Portanto, podemos substituir f(z) = e™* e k = n na féormula (4.2.2) e obter, para todo o

seCtalque Res >0etodoon €N,

s) = (_1)n > - ne—xxs—l-n—l = L Ooe—xzs+n—1 o — F(8+n)
=G, = RO

O
Substituindo n = 1 no teorema anterior obtemos o seguinte resultado.
Teorema 4.16. Para s € C tal que Re s > 0 a fungdo gama satisfaz a equacao funcional
I(s+1)=sI(s). (4.3.4)

O seguinte corolario deste teorema permite-nos ver a fungdo gama como uma generalizagao da

funcao factorial.

Corolario 4.17. Paratodoon € N,I'(n) = (n — 1)L
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Prova. Esta proposicao pode ser demonstrada usando indug¢éo sobre n € N.

O caso n = 1 verifica-se pois
r(1) = / e Cdy = —.e° :’ —1=0L. (4.3.5)
0

O passo de indugao € uma consequéncia imediata da equacao funcional (4.3.4) porque se, para

um certo n € N, sabemos que I'(n) = (n — 1)! entdo I'(n + 1) = nI'(n) = n(n — 1)! = nl.

Também o proximo teorema pode ser obtido substituindo f(z) = e~* no teorema 4.13.

Teorema 4.18. A fungcdo gama pode ser continuada analiticamente para todo o plano complexo
(="

n!

excepto os pontos s = —n, com n € Ny, onde tem pdlos simples com residuo

Prova. Ja vimos que, paratodo o a« > 1 e paratodo on € N, f(z) = e € M,, € que
f™(z) = (=1)"e*, logo f™(0) = (—1)" # 0. Portanto, usando novamente o teorema 4.13,
podemos concluir que, para todo o n € N, I'(s) pode ser continuada analiticamente para a faixa

—n < Res < a excepto os pontos s = —k,com k =0,—1,--- ,—(n — 1), onde I'(s) tem um polo
(-n*

simples com residuo o

Pelo corolario 2.13, as equagdes (4.3.3) e (4.3.4) sdo satisfeitas para todo 0 s € C\Z<o.
Usando agora a proposigao 4.14 com f(x) = e~*, também podemos concluir que, para qualquer
o> 0,T(s) € Li(Jo — ico, 0 + ico[) €, para todo o = > 0, € vélida a seguinte formula de Cahen e

Mellin, que pode ser encontrada no artigo [HL16],

1 o+1i00
el =— I(s)x™%ds. (4.3.6)

2mi T—100

Pela definicao (4.3.1) da fungao gama, a igualdade I'(s) = I'(s) é valida em todo o semiplano
Res > 0. Além disso, fixando s € C e n € N, temos (5),, = (s),,, porque 5 +m = s + m, para todo
o m € N. Portanto a igualdade I'(5) = I'(s) é valida em todo o plano complexo.

Vamos agora ver que I'(s) € limitada em cada recta vertical Re s = o do plano complexo, excepto

se tiver um polo nessa recta.
Proposicao 4.19. Paratodo o s € C tal que Re s # —m comm € Ny, [['(s)| < |[T'(Res)|.

Prova. Para Res > 0, I'(s) € a transformada de Mellin de e~*, logo, como e~* > 0, para todo o
x € R, podemos usar a formula (4.1.9) para afirmar que, se Res > 0, entdo |I'(s)| < T'(Res).
Caso contrario, seja n € N tal que Res > —n. Como Re(s +n) = Res+n > 0, 0 caso Res > 0

implica que [I'(s +n)| < T'(Re(s +n)) = I'(Re s + n). Por outro lado, observe-se que, para todo o
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m € No, 0 # |Res+m| = |Re(s +m)| < |s+m|. Portanto 0 # |(Re s),,| < |(s)n|. Assim podemos

usar a formula (4.3.3) para concluir que

I'(s+n I'(Res+n
(o) = el < B e ).

O
De seguida, vamos enunciar duas férmulas bastante conhecidas que vao ser necessarias em
calculos com a fungao gama que vamos realizar e que podem ser encontradas, por exemplo, na
secgao 1.2. de [Leb65]: a formula de reflexdo de Euler e a formula de duplicagao de Legendre.
Em ambos os casos, a demonstragao é feita numa faixa ou num semiplano do plano complexo
onde se pode usar a definicao da funcdo gama para Res > 0 (4.3.1) e, de seguida, utiliza-se o
corolario 2.13 para argumentar que a formula é valida em todo o plano complexo excepto nos

pontos onde as fungdes envolvidas tém polos.

Teorema 4.20 (Férmula de reflexao de Euler). Para todo o s € C\Z,

T(s)I(1—s) = (4.3.7)

sin(rs)’
Teorema 4.21 (Férmula de duplicacao de Legendre). Para todo o s € C \{—g in € NO},

2s—1
o

A formula de duplicacao de Legendre pode ser generalizada pela férmula de multiplicacao de

I'(2s) =

T (s)T (s + ;) (4.3.8)

Gauss.

Teorema 4.22 (Formula de multiplicagao de Gauss). Para qualquer m € N fixo e para todo o
s € (C\{% :nENO},

m—1
I'(ms) = MM (277)1_Tm H r <s + k) . (4.3.9)

m
k=0
O proximo resultado que vamos apresentar € uma consequéncia particularmente importante da
formula de reflexao de Euler.

Corolario 4.23. A fungcdo gama nao tem zeros.

Prova. Seja s € C.
Se s =n € N, entao, pelo corolario 4.17,T'(n) = (n — 1)! # 0.

Se s = —m, com m € Ny, entao, pela proposi¢ao 4.18, s = —m é um pélo de I'(s).
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Caso contrario, s ¢ Z, logo sin(ws) # 0 e, pela proposicao 4.18, s e 1 — s ndo sao polos da fungao
gama. Entdo I'(s),I'(1 —s) € Ccom I'(s)['(1 — s) =
I'(s) # 0.

— # 0, logo podemos concluir que
sin(7s)

O valor mais conhecido da fungdo gama com argumento nao inteiro é provavelmente

T G) = /. (4.3.10)

Curiosamente, este valor pode ser obtido quase directamente como consequéncia quer da formula
de reflexdo de Euler quer da férmula de duplicacao de Legendre, fazendo, em ambos os casos,

N 1 '
a substituicao s = ;€ relembrando que sin (g) =1eTI'(1) =1, respectivamente.

Para finalizar este capitulo, exibimos a formula de Stirling (que pode ser encontrada na seccao

1.4. de [Leb65]) para o comportamento assintético da fungao gama I'(s) quando |s| — co:
T(s) ~ V215" 2. (4.3.11)

Usando a equagao funcional (4.3.4) e o corolario 4.17, podemos obter, como consequéncia da

formula anterior, a formula de Stirling de aproximacao da funcao factorial:

nl =T(n +1) = n0(n) ~ VZan"H="3e™ = v2mmn (ﬁ)” . (4.3.12)
e
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CAPITULO 4. DA TRANSFORMADA DE MELLIN ATE A FUNCAO GAMA



Capitulo 5

A funcao zeta de Riemann

O tema deste capitulo é a fungao zeta de Riemann, que, no semiplano Re s > 1, é definida pela

série de Dirichlet

() =S . (5.0.1)

ns
n=1

Utilizando o teste do integral, pode-se verificar que esta série de Dirichlet é absolutamente
convergente no semiplano Res > 1. Portanto podemos utilizar o teorema 3.26 para concluir

gue a funcao zeta de Riemann é analitica no semiplano Re s > 1 com derivadas

(s = (-1F Y (h;’?k, (5.0.2)
n=2

e que estas séries de Dirichlet sdo absolutamente convergentes no semiplano Re s > 1.

Como referido na introdugéo, Euler determinou o valor de ¢(2):

2)=>" % =5 (5.0.3)
n=1

Em [Cha03] podem ser encontradas varias provas desta identidade, incluindo uma prova seme-
lhante a prova original de Euler.

O valor de ¢(2) vai nos ser util mais tarde e 0 mesmo se passa com o valor de ¢’(2):

Loy . Inn _ 2 2
onde v € a constante de Euler-Mascheroni, definida por
v = lim 5” 1—ln(n—i—l) (5.0.5)
n—00 — k e

47
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e A é a constante de Glaisher-Kinkelin definida por

n k
A= lim [y (5.0.6)

n—soo pn2/24n/241/12—n2 /4"

Vamos agora ver como escrever ¢(s), com Res > 1, na forma de um produto infinito ao longo
dos primos, o produto de Euler para a fungdo zeta. Este resultado, deduzido originalmente por
Euler, pode ser encontrado, por exemplo, na sec¢ao 1.1. do livro [Tit86], que foi a nossa principal

referéncia bibliografica sobre a fungao zeta de Riemann.

Teorema 5.1. Se Res > 1, entao
1 —1
)= 1] (1 - ) . (5.0.7)
p primo p

Como consequéncia do teorema 3.21 de unicidade de uma série de Dirichlet, sabemos que
existe um semiplano Res > o, com o € R, tal que ((s) ndo se anula nesse semiplano. Em
[Tit86], podemos ver, como corolario do teorema 5.1, que esse semiplano pode ser o semiplano
Res > 1.

Vamos agora introduzir a fungéo eta de Dirichlet n(s) = (1 — 217%)((s), também conhecida como

a fungao zeta alternada, ¢*(s).

Teorema 5.2. Para s € C tal que Res > 1 é valida a formula:

(-2 = 3 &
n=1

e esta série define uma fungéo analitica no semiplano Re s > 0.

n—1

(5.0.8)

Prova. Para s € C tal que Res > 1, podemos escrever a funcao zeta na forma de série de

Dirichlet (5.0.1) e podemos concluir que a férmula (5.0.8) se verifica porque

i e S
n=1 n=1 n=1 n par n |mpar n par
Observemos que
-2 =3 & " i @m — 1)~ — (2m)~*) (5.0.9)
n=1 m=1

e que, paratodo o m € N e paratodo o s € C,

2m—-1)"°—-(2m) = —z°
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Sejam cg,c1,t € RT com ¢y < ¢;. Entdo, para qualquer s no rectangulo do plano complexo
definido por ¢ < Res < ¢; e |[Ims| < ¢, temos |s| < \/c% +t2 =: C' logo
2m 2m 2m
|(2m —1)7* — (2m)~°| < / |s|zRe(=s=D g = |s|/ g Res— gy < C/ z0 g,
2m—1 2m—1 2m—1

Observemos agora que

0 2m
Z C'/ 0 e < O
m=1 2m—1

e, como ¢y > 0 implica —cy — 1 < —1, este integral € convergente. Portanto podemos concluir,

[e.9]

Z/ x_c‘)_lda::C/ 0 dy
n—1 1

n=2

pelo teste de Weierstrass, que a série em (5.0.9) é uniformemente convergente no rectangulo
{s€C:cy <Res <c,|Ims| <t} logo, como ¢y > 0 pode ser arbitrariamente pequeno e ¢; > ¢
e t > 0 podem ser arbitrariamente grandes, esta série define uma funcao analitica em todo o
semiplano Re s > 0.

[

Este teorema permite-nos prolongar ((s) como uma fungao analitica no semiplano Res > 0

. 2k
excepto nos zeros (simples) de 1 — 2'=%, os pontos da forma s, = 1 + %z com k € Z, onde
n

((s) pode ter polos. Mas no artigo [Son03] podemos ver que nestes pontos, excepto em sy = 1,
(1—-21=%)¢(s) = 0, logo estes pontos ndo s&o polos de ((s). Portanto ¢(s) é uma fungao analitica
em todo o semiplano Re s > 0 excepto no ponto s = 1.

O préximo teorema da-nos a continuagao analitica de ((s) para todo o plano complexo (excepto

o ponto s = 1).

Teorema 5.3. A fungdo zeta de Riemann é analitica em todo o plano complexo excepto no ponto

s = 1 onde tem um polo simples com residuo 1 e satisfaz a equagao funcional
¢(s) = 275 Lsin (%) T(1—s)C(1—s). (5.0.10)

Este teorema é o tema do capitulo 2 de [Tit86], no qual pode ser encontrado o enunciado e varias
demonstracoes deste teorema.

Note-se que, a partir das formulas (5.0.1) e (5.0.8), podemos deduzir que a férmula ¢(3) = ((s)
¢ valida em todo o semiplano Re s > 0 e além disso a equagao funcional (5.0.10) preserva esta
formula logo podemos concluir que ¢(3) = ((s), paratodo o s # 1 € C.

Vamos agora ver como utilizar a equacao funcional da funcao zeta para reduzir a hipétese de
Riemann a faixa critica. Sabemos que ((s) é analitica e nao tem zeros no semiplano Res > 1 e

que I'(s) é analitica no semiplano Re s > 0 e ndo tem zeros em todo o plano complexo. Se Re s <
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0, entdo Re(1—s) = 1—Res > 1logo 1 —s ndo € um pdlo nem um zero das fungdes zeta e gama.
Ent&o, como 27° e 7*~! s&do duas fungdes inteiras que nunca se anulam, é uma consequéncia da
equacao funcional (5.0.10) que, se Re s < 0, entao ¢(s) = 0 se e s0 se sin (g) =0,o0useja, see
SO se g € Z. Portanto os unicos zeros de ((s) com Re s < 0 sdo os inteiros negativos pares, que
sao chamados os zeros triviais da fungao zeta de Riemann. Assim podemos afirmar que qualquer
zero nao trivial da funcdo zeta esta na faixa 0 < Res < 1. A hipétese de Riemann conjectura
que, se s € um zero nao trivial da funcao zeta, entdao Res = % Em 1896, Hadamard e de la
Vallée Poussin provaram independentemente que ((s) nao tem zeros na recta vertical Res = 1,
sendo este resultado e as suas consequéncias o tema do capitulo 3 de [Tit86]. Portanto, usando
novamente a equagao funcional (5.0.10) e como ¢(0) # 0, podemos concluir que ((s) também
nao tem zeros na recta vertical Res = 0, logo a hipétese de Riemann reduz-se a faixa critica
0 < Res < 1.

Afirmamos acima que ¢(0) # 0. Vamos agora ver que também podemos usar a equagao funcional
da fungao zeta de Riemann para calcular o valor de ¢(0). Como a fungao zeta é analitica, logo

continua, em todo o plano complexo excepto o ponto s = 1, podemos afirmar que ((0) = lir% ¢(s)
S—

logo
I H s_s—1 _: E o o _ F(l) . sin (71'78) : _
C(O)—‘ll_rf(l)zﬂ' 31n<2>F(1 s)C(1—s)= il_I)I(l) ES il_%s((l s). (5.0.11)
.z s
Fazendo uma mudanca de variavel z = o
~sin (%) . sinz
lim ——*=*= = lim =1. (5.0.12)
s—0 - z—0 z

2

Por outro lado, como w = 1 € um polo simples da funcao zeta,

lim (w — 1){(w) = res ((w) =1, (5.0.13)

w—1 w=1

logo, fazendo uma mudancga de variavel w = 1 — s,

limsC (1 —s) = _1},1311@} - 1)¢(w) = —1. (5.0.14)

s—0
Assim, como I'(1) = 1 (4.3.5), podemos concluir que

€(0) =—5. (5.0.15)

Como a funcao zeta é uma fungao analitica em todo o plano complexo excepto no ponto s = 1

onde tem um polo simples de residuo 1, temos a seguinte representacao em série de Laurent
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para a funcao zeta:

1

()= =

+) ea(s =17, (5.0.16)
n=0

com coeficientes Unicos ¢, € C, para cada n € Ny. Esta série de Laurent converge uniforme-
mente em qualquer anel {se C:r <|s—1] < R}, comr,R € R" e r < R, logo, pelo teorema

2.9, podemos obter a sua derivada, derivando termo-a-termo:
/ — _ 1 - __1\n—1
()=t nZ::l nen(s —1)" L, (5.0.17)

No capitulo 7. vamos precisar do valor do limite hni <§(s) + (s — 1)(’(3)). Usando as séries de
s—

Laurent (5.0.16) e (5.0.17), temos

lim (¢(s) + (5 = 1)¢'(s)) = lim (Co + Zf” + 1)en(s — 1)") — . (5.0.18)
Pretendemos agora determinar ¢y. Para isso, observe-se que
— Tim [ ¢(s) — — (5.0.19)
co = lim C(s 1) .0.
Mas podemos ver, na secg¢ao 2.1. de [Tit86], que este limite é igual a ~, logo
lim (¢(s) + (s = 1)¢'(s)) = lim ( ¢(s) - L )=, (5.0.20)
s—1 s—1 s—1 ’ o

Finalmente, antes de passarmos para a seccao sobre séries de Dirichlet relacionadas com
a funcao zeta, vamos enunciar um teorema, que é equivalente a um teorema que pode ser
encontrado na secgao 1.5. do livro [Ivi85], sobre o comportamento da fungao zeta nas rectas

verticais do plano complexo.

Teorema 5.4. Fixando ty > 0, existe M > 0 tal que, para todo ot > t,

M seo > 2,

Mnt sel <o <2,
Clo+it) < (56.0.21)

Mt="Int se0<o <1,

Mt%_"lnt seo <0.
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5.1 Séries de Dirichlet relacionadas com a funcao zeta

Nesta seccao vamos exibir varias igualdades que nos permitem escrever expressoes onde apa-

rece a fungao zeta de Riemann na forma de séries de Dirichlet absolutamente convergentes num
semiplano do plano complexo. Ja vimos neste capitulo representacées em séries de Dirichlet
absolutamente convergentes no semiplano Res > 1 para a fungcao zeta (5.0.1), para as suas
derivadas (5.0.2) e para a fungao eta (1 — 217%)((s) (5.0.8).

Aplicando o teorema 3.27 ao caso particular da funcao zeta de Riemann, podemos obter representagdes
como séries de Dirichlet absolutamente convergentes no semiplano Res > 1 para a derivada

logaritmica da funcéo zeta e para o logaritmo da funcdo zeta:

() _ = An).
) = ;2 R (5.1.1)
e
n(¢(s)) = > A;fsn). (5.1.2)
n=2

Substituindo g(n) = 1 no lema 3.25, obtém-se o seguinte lema que nos vai ser Util para garantir

a convergéncia absoluta de algumas das séries de Dirichlet que se seguem.

Lema 5.5. Seja f uma fungdo aritmética tal que f(n) = O(n¢), para todo o ¢ > 0. Entdo a série

oo
de Dirichlet Z L?) é absolutamente convergente no semiplano Re s > 1.
n
n=1

Vamos agora comegar a determinar mais representacdes na forma de séries de Dirichlet ab-
solutamente convergentes num semiplano do plano complexo para expressdes onde aparece a

funcao zeta de Riemann.

Teorema 5.6. No semiplano Re s > 1 verifica-se a igualdade
1 & pn)
B .
C(S) nZ:l ns ) (5 3)

e esta série de Dirichlet é absolutamente convergente nesse semiplano.

oo
Prova. A série de Dirichlet Z &2) € absolutamente convergente no semiplano Re s > 1, porque
n
n=1

|u(n)| <1, paratodo on € N, logo, se Res > 1, tem-se

o~ [p)| _ o~ 1
< —((R .
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Além disso, a igualdade (5.1.3) é valida no semiplano Re s > 1, como consequéncia do corolario
3.23 do teorema do produto de séries de Dirichlet, porque p e 1 sao inversos de Dirichlet.

O
A convergéncia absoluta desta série no semiplano Re s > 1, garante-nos, pelo teorema 3.26, que
1 é analitica nesse semiplano, o que nos da uma maneira alternativa de garantir que ¢(s) nao

¢(s)

se anula no semiplano Re s > 1.

Teorema 5.7. Para qualquer k € N, no semiplano Re s > 1 verifica-se a igualdade

o0

WOEDY di(n) (5.1.4)

ns

n=1

e esta série de Dirichlet é absolutamente convergente nesse semiplano.

Em particular, para qualquer s € C tal que Re s > 1, podemos escrever

Cis) =Y d?if)- (5.1.5)
n=1

Note-se que, para qualquer k € N, denotamos ({(s))* por ¢*(s), para simplificar a notacdo e
vamos manter essa notacao até ao final da tese.
Antes de provar o teorema 5.7, vamos demonstrar o seguinte lema que nos permite majorar as

fungdes di(n).
Lema 5.8. Para qualquerk € N, di(n) < (d(n))*~1.

Prova. Vamos provar este lema, por indugao sobre k£ € N.

Para k = 1 e k = 2, o lema verifica-se porque di(n) = 1 = (d(n))? e da(n) = d(n).

Suponhamos agora que o lema € valido para k > 2. Observe-se que, se ¢,n € N e ¢|n, entdo
qualquer divisor de ¢ também é divisor de n, logo d(q) < d(n). Entdo estamos em condigdes de

provar que o lema também se verifica para k + 1 porque
dp1(n) =Y di(g) < (d(g)* " <D (d(n) " = d(n)(d(n)* " = (d(n))*.
qln qln q|n
]

Para provar a convergéncia absoluta da série em (5.1.4), vamos usar o seguinte resultado que é

um corolario do lema anterior e do teorema 3.7.

Corolario 5.9. Para qualquer k € N, di(n) = O(n¢), para todo 0 € > 0.
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Prova. Fixemos k € N e e > 0. Pelo lema anterior, sabemos que di(n) < (d(n))*~! e, pelo

teorema 3.7, sabemos que d(n) = (’)(nﬁ). Portanto podemos concluir que di(n) = O(nf).

O
Prova do teorema 5.7. Usando o lema 5.5 e o corolario 5.9, podemos concluir que a série de
oo
. d .
Dirichlet E k(sn) converge absolutamente no semiplano Re s > 1.
n
n=1

Vamos agora demonstrar, por indugao sobre k € N, que, se Res > 1, entdo a igualdade (5.1.4)
verifica-se. O caso k = 1 € a representagao da fungao zeta de Riemann em forma de série de
Dirichlet (5.0.1). Além disso, relembrando o teorema 3.22 do produto de séries de Dirichlet e a
proposigao 3.2.5 que nos diz que dy1 = di * 1, para todo o k € N, podemos mostrar também

que, se a igualdade (5.1.4) se verifica para um certo k € N, também se verifica para k + 1 pois

L dip(n) o= 1 2 (dg * 1)(n . d n
P (s) = ¢F(s)¢(s) = Z ’f(s ) Z — = Z w — Z LS()
n=1 n n=1 n n=1 n n=1 n
O
Teorema 5.10. No semiplano Re s > 1 verifica-se a igualdade
((25) _ 5~ Aln)
= , 5.1.6
()~ 2w (618

e esta série de Dirichlet € absolutamente convergente nesse semiplano.

Prova. A série de Dirichlet i );(172) € absolutamente convergente no semiplano Re s > 1 porque
|A(n)| =1, para todo o n G?\I:.l

Por outro lado, como 1% A = x (onde x é a fungao caracteristica do subconjunto dos quadrados
perfeitos em N), podemos calcular, se Res > 1,

. A(n 1 = \(n > * A)(n = x(n > 1 1
C(S)zzl és)zznsz és)zz(lns)()zzxfls)zz(mZ)s:Z:lm?S:g(zS)’

n=1 n=1 n=1 n=1 m=1

0 que nos permite concluir que a igualdade (5.1.6) se verifica.

O
Teorema 5.11. No semiplano Re s > 1 verifica-se a igualdade
¢(s) _ <~ lu(n)
= , (5.1.7)
¢(2s) ; ns

e esta série de Dirichlet é absolutamente convergente nesse semiplano.
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oo
Prova. A série de Dirichlet Z m(%)' € absolutamente convergente no semiplano Res > 1
n=1

n

porque, paratodoon € N, |u(n)| < 1.
Para s tal que Re s > 1, a igualdade (5.1.7) € uma consequéncia do teorema 5.10 e do corolario

3.23, porque ja vimos que |u| e A séo inversos de Dirichlet.

Teorema 5.12. No semiplano Re s > 1 verifica-se a igualdade

Cls) o2

((2s) = n° ’

(5.1.8)

e esta série de Dirichlet € absolutamente convergente nesse semiplano.

Para provar a convergéncia absoluta da série em (5.1.8), vamos usar o seguinte resultado que é

um corolario do teorema 3.12.
Corolario 5.13. 2¢(") = O(n%), para todo o0 € > 0.

Prova. Pelo teorema 3.12, sabemos que w(n) = O(In(lnn)), ou seja, que existe M > 0 tal que
w(n) < MIn(lnn), para todo o n > 3 (apenas para n > 3, porque sé se n > e € que temos
Inn > 1 eln(lnn) > 0). Portanto, para n > 3, tem-se 2¢(") < 2MIn(lnn) < Min(nn) — (| )M,
Mas Inn = O(n°), para todo o § > 0, logo, para qualquer ¢ > 0, sabemos que Inn = O (nﬁ) e,
consequentemente, 24" = O(n).

O

Prova do teorema 5.12. Usando o lema 5.5 e o corolario 5.13, podemos concluir que a série

X 9w(n)
de Dirichlet Z 2
n=1

lema 3.13, podemos concluir que, se Re s > 1, entdo a igualdade (5.1.8) verifica-se pois

—— converge absolutamente no semiplano Re s > 1. Por outro lado, usando o
n

[e.e]

¢(s) _ <) e ) L e (el () o 2e
C(25)  ((2s) C(S)_; ns ;ns_; ns _nz::l ns
]
Teorema 5.14. No semiplano Re s > 1 verifica-se a igualdade
G(s) _ <~ d(n?)
Cs) = > > (5.1.9)

n=1

e esta série de Dirichlet é absolutamente convergente nesse semiplano.

Para provar este teorema vamos utilizar o seguinte lema auxiliar.
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Lema 5.15. Paratodoon € N, Y 2% = d(n?), ou seja, 2°(") x 1= d(n?).

qln
Prova. Como d(n) é uma fungao aritmética multiplicativa, também d(n?) é multiplicativa e, como
1 e 2¢(") sao multiplicativas, também 1 % 2¢(" é multiplicativa. Portanto, basta demonstrar que
o lema se verifica para as poténcias de primos, o que é verdade porque, se p é primo e k € N,

entdo, como w(1) = 0 e w(p’) =1, paratodo 0 i € N,

E
3200 = 300 = 1 4 2k = d(p**) = d((p")?).

qlp* i=0
d
Prova do teorema 5.14. Pelo teorema 3.7, temos, para qualquer ¢ > 0, d(n) = O (n?) logo

d(n?)

nS

d(n?) =0 ((n2)§> = O(n®). Consequentemente, pelo lema 5.5, a série de Dirichlet Z
n=1

converge absolutamente no semiplano Re s > 1. Por outro lado, usando o lema 5.15, podemos

concluir que, se Re s > 1, entdo a igualdade (5.1.9) verifica-se pois

(s (s 2 owln) 1 (2« % 1) (n 2. d(n?
(5) _ €0 -5 2R L @ () g d(e?)
C(QS) 4(28) n=1 n n=1 n n=1 n n=1 n
[
Teorema 5.16. No semiplano Re s > 1 verifica-se a igualdade
¢*s) _ < (d(n))?
= 5.1.10
¢(2s) = n* ( )

e esta série de Dirichlet € absolutamente convergente nesse semiplano.
Novamente vamos utilizar um lema auxiliar para provar este teorema.
Lema 5.17. Paratodoon €N, Y _d(n?) = (d(n))?, ou seja, d(n?) 1= (d(n))?.
qln
Prova. Como d(n) é uma fungao aritmética multiplicativa, também (d(n))? € multiplicativa e, como
1e d(n?) sdo multiplicativas, também 1 % d(n?) é multiplicativa. Portanto, basta demonstrar que

o lema se verifica para as poténcias de primos, o que é verdade porque, se p é primo e k € N,

entao
k k 2k+1 k
; . . 2k +1D(2k+2)  k(k+1)
d(q?) = d(p?) = 21 4+1) = 7 —2 z:( -2
?w; (@) =2 d0™) =3 @it 1 =3 i-23 > ;

=2k+1)(k+1) —k(k+1)=(k+1)% = (d"))>.
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Prova do teorema 5.16. Pelo teorema 3.7, temos, para qualquer ¢ > 0, d(n) = O ( 5) logo
2
(d(n))? = O (n). Consequentemente, pelo lema 5.5, a série de Dirichlet Z ( )) converge
n=1

absolutamente no semiplano Res > 1. Por outro lado, usando o lema 5.17, podemos concluir

que, se Res > 1, entdo a igualdade (5.1.10) verifica-se pois

¢s) _C6) oyl o~ 1 -
C(2s)  ((29) ¢(s) nzl ns Z ns nzl —
O
Teorema 5.18. No semiplano Re s > 2 verifica-se a igualdade
Ce=1) _ gl (5.1.11)
Or=N

e esta série de Dirichlet € absolutamente convergente nesse semiplano.

oo
Prova. A série de Dirichlet Z @ € absolutamente convergente no semiplano Re s > 2 porque
n

1 < p(n) <n,paratodoon €N, logo, se Res > 2 (isto €, se Res — 1 > 1), tem-se

Z ZnRes Z nRes— 1: R68—1)<OO

n=1 n=1

)]

Além disso, para Re s > 2, relembrando que ¢ * 1, podemos calcular

= 21 & p(n) (1% (p
:ZEZ ns Z :C<S_l)7
n=1 n=1 n=1 n=1 n= 1 n=1
0 que nos permite concluir que a igualdade (5.1.11) se verifica.
]
Teorema 5.19. No semiplano Re s > 2 verifica-se a igualdade
1—21=s = a(n

n=1

e esta série de Dirichlet é absolutamente convergente nesse semiplano.

(n)

[e.9]
;o .. a , .
Prova. A série de Dirichlet E —~ € absolutamente convergente no semiplano Re s > 2 porque
n
n=1

1 <a(n) <n,paratodoon € N.

, ~ 1 Lo
Seja agora s € C tal que Res > 2. Entdo [27¢| = 2Re(=8) = g7 Res < 92 = 4 < 1 logo é vélida a
seguinte expansao em série de Taylor:

DDy

k=0 k=0
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Portanto, como Re(s — 1) > 1, temos

De seguida podemos simplificar

| =1 = 1 =1 1 m
21 5 Z ms— 1 Z ms—l B Z (zm)s—l = Z ms—l B Z ms—l = Z %
m=0 m=0 m=0 m=0 m par m impar

e assim estamos em condi¢des de concluir que

=Y Y TRV
k=0 m

k=0 m impar

DB R 2

k=0m |mpar

onde a ultima igualdade € valida porque a convergéncia absoluta desta série nos permite alterar

a ordem da soma dos seus termos.

Teorema 5.20. Fixemos a € C. No semiplano Re s > max{1,Rea + 1} verifica-se a igualdade

oa(n)

, (5.1.13)

ns

(s)C(s —a) =
n=1
e esta série de Dirichlet é absolutamente convergente nesse semiplano.

Antes de provar este teorema, vamos demonstrar um resultado que nos vai auxiliar a garantir a

convergéncia absoluta da série em (5.1.13).

Lema 5.21. Para todo o n € N e para todo o a € C, temos |o,(n)| < d(n), se Rea < 0, e

loa(n)| < d(n)n®*?, se Rea > 0.

Prova. Fixemosn € Nea € C. Se Rea < 0, entdo temos, para qualquer divisor d de n,
|d* = d*** < d° = 1, 0 que implica que |oa(n)| < > [d*| < > 1 = d(n). Por outro lado, se

d|n dln
Rea > 0, entdo temos, para qualquer divisor d de n, |d?| = d®°* < n

implica que >~ [d*| <) " nf°® = d(n)n"ec.
dln dln

Rea ‘norque d < n, o que

O
d(n )

Prova do teorema 5.20. Se Rea < 0, entdao sabemos que a série de Dirichlet Z

n=1

absolutamente convergente no semiplano Re s > max{1,Rea + 1} = 1, logo podemos concluir,

(n) .
ns

usando o lema anterior, que também a série de Dirichlet Z

€ absolutamente convergente

n=1

no semiplano Re s > max{1,Rea + 1} = 1.
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OO Rca e 1
Caso contrario, se Rea > 0, entdo, como a série de Dirichlet Z TRes — Zm é
n=1 n=1
absolutamente convergente no semiplano Re s > Rea + 1, podemos utilizar o lema 3.25 e o teo-
> Rea
rema 3.7 para afirmar que a série de Dirichlet Z € absolutamente convergente nesse
n=1
oo
. . . . L. . oa(n)
semiplano e podemos utilizar o lema anterior para concluir que a série de Dirichlet Z — €
n
n=1

absolutamente convergente no semiplano Re s > max{1,Rea + 1} = Rea + 1.
Relembremos agora que, definindo Id*(n) = n?, para todo o n € N, temos 1 Id*(n) = o4(n).

Entdo, se Re s > max{1,Rea + 1}, aigualdade (5.1.13) verifica-se pois

S =1 &Kl (1*Ida OOaa(n
¢(s)¢(s —a) s =) =) == Z =2
n=1 ne nzl n=1 n n=1 n n=1 n=1 n
O
Teorema 5.22. Fixemos a,b € C.
No semiplano Re s > max{1,Rea + 1,Reb+ 1,Re(a + b) + 1} verifica-se a igualdade
((s)¢(s —a)(s = b)¢(s —a—b) _  gal(n)op(n)
— 1.14
¢(2s —a—b) Z ns ’ ® )

n=1

e esta série de Dirichlet é absolutamente convergente nesse semiplano.

A igualdade (5.1.14) pode ser encontrada em [Ram16]. Temos quatro casos possiveis depen-
dendo de Rea e Reb serem positivos ou ndo, e em cada um destes quatro casos podemos
provar a convergéncia absoluta da série nessa igualdade de forma semelhante ao procedimento

efetuado na demonstracao da convergéncia absoluta no teorema anterior.

Agora vamos procurar uma representacao em forma de série de Dirichlet para (com k € N)

1
¢*(s)

que vai ser fundamental para o capitulo seguinte. Com esse objectivo, vamos comecar por definir

a seguinte familia de funcées aritméticas que generaliza a funcao de Mdbius.

Definicao 5.23. Defina-se a familia de fungbes aritméticas 1 (n), com k € N, de forma recursiva

por pi(n) = pu(n) e

1 (1) = (g = 1) Zu() (5.1.15)

para todo o k € N.

Equivalentemente podemos definir, paracada k € N, py = p * - - - * u (k vezes).
Os dois lemas que se seguem permitem-nos, respectivamente, determinar e majorar o valor de

ux(n), paratodo o k,n € N.
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Lema 5.24. Seja k € N. Entao ux(n) € uma fungdo aritmética multiplicativa tal que, para todo o

primo p e todo or € N,

) = v (1), (5.1.16)

r
Prova. A convolugao de Dirichlet de duas fungdes aritméticas multiplicativas € multiplicativa, logo,
como a fungao de Mdbius € multiplicativa pode-se concluir, pela definicdo de ux(n) e usando
inducao sobre k € N, que ux(n) € uma fungao multiplicativa.

Vamos agora mostrar, novamente usando indugao sobre k, que a formula (5.1.16) se verifica

. . ~ 1
para todo 0 k£ € N. Fixemos p primo. Sejar € N. Se r > 1, entdo u(p") =0 e <r> = 0, logo

). Ser=1,entdo u(p)=—-1e G) =1, logo pu(p) = -1 = (—1)* G) Portanto

o caso k = 1 de (5.1.16) verifica-se.

1
T — _1 T
) = -7
Suponhamos agora que a férmula (5.1.16) se verifica para um certo & € N e vejamos que entao
também se verifica para k + 1. Fixemos p primo e r € N. Observe-se que os divisores de p" sao
os numeros da forma p® como 0 < s < r. Entao, pela férmula (5.1.15), temos

e () =D p ( > pid) = > ulp"™*) i (p®)
s=0

d|p”

Mas u(p"~%) =0,ser—s > 1,istoé,ses <r—1; u(p" %) =—-1,ser—s=1,isto é,se s =r—1;

eulp %) =1,ser—s=0,isto é, se s = r. Portanto temos

fur1(p ZM "k (p*) = e (p") — (Y.

Usando agora a hipotese de mdugao, podemos concluir que

e (07) = p(p") — p(p" ') = (—UT(k) - (—1)”( k )

(B )

Lema 5.25. Paratodo o k € N e para todo on € N, temos |ux(n)| < di(n).

Prova. Vamos provar este lema por inducao sobre k.

Para k = 1, o lema verifica-se pois |u1(n)| = |u(n)| < 1 =di(n).

Suponhamos agora que o lema é valido para um certo k& € N. Entao, relembrando as férmulas
(5.1.15) e (3.2.5), podemos concluir que também é valido para k + 1 porque

a0l < X ()| st < X hato (01 3 hlo) = a0,

qln qln
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Teorema 5.26. No semiplano Re s > 1 verifica-se, para todo o k € N, a igualdade

Ckl@ -y “’;(f), (5.1.17)

n=1

e esta série de Dirichlet é absolutamente convergente nesse semiplano.

Prova. Fixemos k € N. Pelo lema anterior, sabemos que |u(n)| < di(n), para todo o n € N,
e, pelo lema 5.9, sabemos que di(n) = O(n), para todo o ¢ > 0. Portanto, podemos concluir
que ux(n) = O(nc), para todo o € > 0 e, consequentemente, pelo lema 5.5, a série em (5.1.17)
converge absolutamente para qualquer s € C tal que Res > 1.

Vamos agora provar a igualdade pretendida por inducao.

O caso k = 1 é a série de Dirichlet para — (5.1.3).

C()

Suponhamos que o lema é valido para k£ € N. Entao também é valido para k + 1 porque

I T R =Y A D) = Mk*u ,Uk—i—l
CHHL(s) — CR(s) C(s) n’ ; Z

n=1 n=1

O
A férmula (5.1.16) permite-nos generalizar a familia de fungdes px(n), com k € N, definindo, para
todo 0 a € C, uy(n) como a fungao aritmética multiplicativa tal que, para cada primo p e cada

reN,

pa(p") = (=1)" <a> - (la—(r =), (5.1.18)

As fungdes 1. (n), com « € C, foram introduzidas por Jean-Marie Souriau no seu artigo "Généralisation
de certaines formules arithmétiques d’inversion” de 1944, onde também mostrou que, definindo

1
1o (n) desta forma, temos a seguinte representacao de em forma de série de Dirichlet no

e(s)

semiplano Res > 1,

o0
=Y £ (5.1.19)

n=1
Para finalizar este capitulo vamos fazer uma breve referéncia aos produtos de Euler de séries de
Dirichlet. Na sec¢ao 11.5. de [Apo76] pode ser encontrado um teorema que generaliza o teorema
5.1 e nos permite escrever fungdes representadas por séries de Dirichlet absolutamente conver-
gentes, como produtos ao longo dos primos, denominados por produtos de Euler, e também
podem ser encontrados exemplos dos produtos de Euler de algumas fungdes relacionadas com

a funcdo zeta de Riemann.
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Alternativamente ao processo de obter séries de Dirichlet para fungdes relacionadas com a
funcao de Riemann e a partir destas séries obter produtos de Euler, também é possivel partir
do produto de Euler para a fungao zeta de Riemann (5.0.7), deduzir os produtos de Euler para as
funcdes relacionadas com a funcdo de Riemann e a partir desses produtos usar as definicdes das
fungdes aritméticas para obter séries de Dirichlet para essas fungdes. E esse o processo utilizado

no capitulo 1 de [Tit86] para obter as séries de Dirichlet que foram deduzidas anteriormente.



Capitulo 6

Ilteracoes de transformadas aritmeéticas

Vamos comecar este capitulo enunciando uma proposi¢cao que mostra como se garante a igual-
dade entre a forma de série e a forma de integral de transformadas aritméticas, em cujo integral
aparecem fungdes definidas por séries de Dirichlet, aplicadas a fungdes nas classes M, ,,, com
a > 1en > 2. Esta proposicao permite-nos ter, para cada série de Dirichlet exibida no capitulo
anterior, uma transformada aritmética que pode ser definida equivalentemente em forma de série

ou de integral.

Proposicao 6.1. Sgjama € R, f € M, coma > 1en > 2, g(n) uma fungdo aritmética e G(s)

definida pela série de Dirichlet absolutamente convergente no semiplano Re s > a

— g(n)
G(s) = nz::l et (6.0.1)
Ento, para todo 0 max{0,a} < 0 < «,
1 o+i00 e
o s G(s)f*(s)x™%ds = Zg(n)f(n;v) (6.0.2)

n=1
Prova. Fixemos max{0,a} < o < a. Como o > a, podemos usar (6.0.1) para afirmar que

Lo G(s)f*(s)z™%ds = = T 9(n) fr(s)x™%ds.

2T . ns
o —100 n=1

2 J o —ine
Comog série de Dirichlet em (6.0.1) é absolutamente convergente se Res > a €, como o > a, a
série Z g;;)' é convergente. Por outro lado, como f € My, n>2e0 < o < «, a proposicao
414 égr%ante—nos que f*(s) € Li(Jo —ico, 0 + ioo[). Entéo

o+ico X oo
/ S <oy \9(73)|
o—100 n

n=1 n=1

90 o sy

ns

ds < 0.

o+i00
/ £ (s)ds

—1300

63
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Portanto podemos utilizar o teorema 2.3 para trocar a ordem da série e do integral e obter
1 o+100 o+100
— G x %ds = * ~ds.
5 | G (e = Zg el BRI
Finalmente, podemos usar novamente a proposicao 4.14, que nos diz que f € a transformada

inversa de Mellin de f* para concluirmos o resultado pretendido.

6.1 Transformada de Mobius

Como referido na introdugao, nesta secgao vamos determinar as representagées em série e em
integral de uma transformada aritmética especifica, a transformada de Mdbius, da sua trans-
formada inversa e da composta de sucessivas iteracées da transformada de Mdbius e da sua

inversa nas classes de fungdes M, ,, coma >1en > 2.

Definicao 6.2. A transformada de Mébius de uma fungao f € definida por:

= f(na).
n=1

O objectivo deste subcapitulo vai ser provar o teorema que se segue.

Teorema 6.3. Seja f ¢ M,,, coma > 1 en > 2. Entdo, para qualquer 1 < o < «, a
transformada de Mébbius, a inversa da transformada de Mdébius, e as composigées de k € N
iteracbes da transformada de Mébius e da sua inversa podem ser representadas em forma de

integral e de série dadas pelas seguintes formulas:

1 o+100 0o
©N0) = 5r; [ O () ds = 3 fna (6.1.1)
g —100 n=1
o+100
1 o+i00 [e's]
(O 1)) =5 [ () ds = D d(o) (o) 6.1.9
ag—100 n=1
o+1i00 s
(Cul) (:v)=271m./_} gk(s 2 ds = Z”k . (6.1.4)
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As igualdades entre as séries e os integrais nas férmulas do teorema 6.3 sao casos particulares
da proposig¢ao 6.1, com a = 1, utilizando, respectivamente, as férmulas (5.0.1), (5.1.3), (5.1.4) e
(5.1.17) e a convergéncia absoluta das respectivas séries de Dirichlet no semiplano Re s > 1.
Portanto basta-nos provar a validade das representacdes em forma de integral.

Com esse objectivo comecemos por observar que, para todo o s € C com Re s > 1, temos

o0

C(s)] = Z% < Znées = ((Res) (6.1.5)
n=1 n=1
e
‘4(18) = z_;“fg) gz_;zé")' < _lnéeS:C(Res). (6.1.6)

Assim podemos concluir que, paratodo o k € N e paratodoo s € Ccom Res > 1,

‘Ck(s) : gkl(s)‘ < c*(Res). 6.1.7)

O resultado que se segue € uma consequéncia desta formula.
Lema 6.4. Seo > 1 e ¢(s) € Li(Jo — ioco, 0 + ioo[), entdo, para todo o k € N,

¢(s)
"R (s)

Prova. Se o > 1, ¢(s) € L1(Jo —ico,0 + icx) € k € N, entdo, usando a observagao anterior,

F(s)g(s)a

x~ % € L1(Jo —ioco, 0 + i00]).

podemos afirmar que

o+ioco
[ et

—100

ds| < z77C*(0) < 0.

o+1i00
/ 16(s)|ds

—100

Portanto ¢*(s)¢(s)z™* € Li(Jo — ico, o + ioo).
¢(s)
¢(s)

Analogamente vé-se que

x~% € L1(Jo —ioco, 0 + i00]).

O
A proposicao 4.14 diz-nos que, se f € M, ,, coma > 1en > 2, entdo, para qualquer 0 < o < «,
f*(s) € Li(Jo — ico, 0 + ico[). Assim podemos deduzir do lema 6.4 o seguinte corolario, que nos

garante que todos os integrais que aparecem no teorema 6.3 sao absolutamente convergentes.

Corolario 6.5. Sgja f € M, ,, coma > 1en > 2. Entdo, para todo o k € N e para qualquer
s I8
"¢k (s)

Vamos agora provar, por indugao sobre k € N, que, paratodoo 1 < o < a,

1<o<a,CFs)f(s)x

x~ % € Li(Jo —ico, 0 + i00]).

o+100
(©Ff)(z) = — / CF(s)F* (s)z~*ds. (6.1.8)

270 Jo—ino

Com este objectivo, vamos comegar por demonstrar a seguinte proposi¢ao.
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Proposicao 6.6. Seja g*(s) uma fungdo analitica na faixa 1 < Res < « tal que, para todo o

l1<o<a,g(s) € Li(Jo —ioco,0 + i) e seja g(x) uma fungdo de variavel real tal que

1 o+100
o) = / g (s)2*ds,

B Tm —100
paratodo ol < o < a. Entdo (©g)(z)z° ! € L,([0,00(), para todo 01 < o < «a; a transformada
de Mellin de ©g, na faixal < Res < «, € (0g)*(s) = ((s)g*(s) e

o+1i00
@ww—lj C(5)g" (5)2—5ds.

270 Joine
Prova. Como g*(s) € Li(Jo —ico, 0 +iocc[), paratodo 0 1 < o < a, e g*(s) é uma fungdo analitica
na faixa 1 < Res < a, estamos nas condi¢cdes da proposicao 4.10 logo, paratodo o1 < o < «,
existe M (o) € R tal que |g(x)| < M(o)z™7, paratodo o z > 0, e g(x)x°~! € L1([0, oo|) e, na faixa
1 < Res < a, g*(s) é a transformada de Mellin de g.
Fixemos agora 1 < o < a. Se escolhermos algum 1 < ¢; < o, sabemos que existe M; € R tal

que |g(y)| < Myy=“, paratodo o y > 0, logo (Og)(x)x~t € L; ([0, 1]) porque

1 1 o 1
/ 1(©g)(z)|2° Ldx S/ Z]g(nw)\xa_ldx S/ ZMl(m:)_Cl:UU_ld:p
0 0 n=1 0 p=1

o 1 1
1
< M E / oty < MlC(cl)/ Ty < o
n=1 0 0

n—¢

e este ultimo integral é convergente porque ¢; < o implica —1 —¢; + 0 > —1.
Analogamente, escolhendo algum o < ¢3 < «a, existe M, € R tal que |g(y)| < Ms.y~“2, para todo

0y >0, logo (Og)(x)x°~! € Ly ([1,00]) porque

/ |(©g)(x)|z° tdx < MQC(CQ)/ x4y < 0o
1 1

e este Ultimo integral é convergente porque c; > o implica —1 —cy + 0 < —1.
Portanto (Og)(z)z°~! € L1 ([0,00]), paratodo 0 1 < o < «, logo a transformada de Mellin de
(B9)(x), (©g)*(s), existe em toda a faixa 1 < Res < a e, além disso, para calcularmos (Og)*(s)

nesta faixa podemos usar o teorema 2.3 para trocar a ordem do integral e da série e obter que

*(s) = RS nmxsfla?:oo - na)z® tde.
(©9)" (5) AZM) d ;Ag<>d

Vamos agora multiplicar (dentro do integral) e dividir (fora do integral) por n*®, de forma a fazermos
aparecer a funcao zeta de Riemann e de seguida vamos fazer uma mudanca de variavel no

integral para u = nx (que implica du = ndx). Com este processo obtemos que

* —Ooi Oonznnxs_lnx: s Oouus_lu
©9)" () =3 15 [ atne)na) = mda) =605 [ gtugu i
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Mas, como ja vimos que, na faixa 1 < Res < «, a transformada de Mellin de ¢ existe e &
igual a ¢g*(s), entao este Ultimo integral é igual a g*(s), logo (0g)*(s) = ((s)g*(s). Finalmente,
como g*(s) € Li(Jo — ico,0 + ico[) € 0 > 1, podemos usar o lema 6.4 para afirmar que
(©9)"(s) = C(s)g™(s) € Li(Jo — ico, 0 + icc[). Portanto podemos aplicar o Teorema de Inversao
da Transformada de Mellin para concluir que

o+100
(Og)(x) = —— / C(3)g" (s)a—"ds.

27 Jo_ioo

Relembrando a proposig¢ao 4.14 sabemos que, como f € M, , e n > 2, entao

o+100
f@ =5 [ 5,

" 2mi iso
onde f*(s) € a transformada de Mellin de f e € uma fungao analitica na faixa 0 < Res < « tal
que f*(s) € Li(Jo — ico,0 4 i0]), para todo 0 0 < ¢ < «a. Portanto f esta nas condi¢oes da
proposic¢ao 6.6 logo

o+1i00
©)(@) = —— / C(s)f*(s)a~*ds,

27 i
ou seja, 0 caso k = 1 da férmula (6.1.8) verifica-se.
Suponhamos que a formula (6.1.8) se verifica para um certo k¥ € N. Como ((s) é analitica no
semiplano Res > 1 e f*(s) é analitica nafaixa 0 < Re s < a, ¢¥(s) f*(s) é uma fungéo analitica na
faixal < Res < a. Além disso, pelo corolario 6.5, sabemos que ¢*(s)f*(s) € Li(Jo—ioco, o+icc]).
Portanto estamos nas condigbes da proposigdo 6.6 logo, como (©F1f) = 0(6*f), podemos

concluir que
© )@ = 5 [ 60 () atas= g [1 ) (o)
270 S ico 2% Jo_ioo
Assim o passo de indugao esta provado e conclui-se que, para qualquer £ € N e para todo
01 < o < «a, aférmula (6.1.8) se verifica, ou seja, esta provada a representagao integral na
formula (6.1.3) do teorema 6.3.

Queremos ver que a inversa da transformada de Mdbius é

(©71f)(@) =Y p(n)f(nz). (6.1.9)
n=1
Mas primeiro vamos provar, por indugao sobre k € N, que, para o > 1,
1k 1 /“*m f(s) s
((@ ) f) =55 | s (6.1.10)

onde ©~!f é definida por (6.1.9). Novamente, vamos comegar por demonstrar uma proposi¢ao

auxiliar (analoga a proposicao 6.6).
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Proposigéo 6.7. Seja ¢*(s) uma fungdo analitica na faixal < Res < « tal que g*(s) € Ly(Jo —

i00,0 + i00|), paratodo o1 < o < «, e seja g(x) uma fungdo tal que

1 o+100
gle) = = / g (s)a*ds,

211 — 00

1 o—1

€ Li(]0,00[), para todo 0 1 < o < «; na faixa

g (s)

paratodool < o < a. Entdo (0™ g)(z)x

1 < Res < a, a transformada de Mellin de ©~'g é (07 g)*(s) = ) e
N 1/"”"" 9 (s) _s
O ) = o e "

Prova. Tal como na proposicao 6.6 sabemos que, paratodo o 1 < ¢ < «, existe M (o) € R tal
que |g(z)| < M(o)z~7, paratodo o = > 0, e g(z)z° ! € L;i([0,[) e sabemos que, na faixa

1 < Res < a, a transformada de Mellin de g é igual a g*(s).

-1

Como |u(n)| < 1, para todo 0 n € N, mostra-se que (0 'g)(z)z°~* € L; ([0, x[), para todo o

1

1 < 0 < «, de forma andloga a usada para mostrar que (Og)(x)z°~" € L; ([0, 00[), na prova da

proposicdo 6.6. Portanto a transformada de Mellin de (©7¢)(x), (©71g)*(s), existe em toda a
faixa 1 < Res < a e, além disso, podemos usar o teorema 2.3 para trocar a ordem do integral e

da série e calcular, na faixa 1 < Res < «,

L) = 5 n nxa:s_lsc:oo - n)g(nz)z’ ldx
© g)(s)—/o > wimlgtna)a'a g/o u(n)g(na)z*=1d

nS

,u(n)/ g(nz)(nz)* Y (ndx) = 1/ g(u)u* " du.
1 0 ¢(s) Jo

g*(s)

¢(s)
Finalmente, como ¢g*(s) € Li(]Jo — ico, 0 + ico[), podemos usar o lema 6.4, para garantir que
9" (s)
¢(s)

da Transformada de Mellin para concluir que

Mas, na faixa 1 < Res < a, g*(s) é a transformada de Mellin de g, logo (07 1g)*(s) =

também (07 1g)*(s) = € Ly(Jo —ioo, 0 +1i00[), logo podemos aplicar o Teorema de Inversao

o+100 *( )

RN g
(O g)(z) = 27 /a—ioo ¢(s)

" %ds.

O
Novamente, relembrando a proposicao 4.14, sabemos que f esta nas condicdes da proposicao
6.6 logo
3 1 o+100 f*(S) 3
1 _ s
O =5 /U_m Ok

ou seja, o caso k = 1 da férmula (6.1.10) verifica-se.
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. o 1, "
Suponhamos que a férmula (6.1.10) se verifica para um certo £ € N. Como 0] € analitica no
f*(s) 2 "
€ uma fungao analitica na
C*(s) :
f(s)
¢*(s)
Portanto estamos nas condigdes da proposi¢ao 6.7 logo, como ((@‘U’““f) =0! ((@‘U’“f),

semiplano Res > 1 e f*(s) é analitica na faixa 0 < Res < a,

faixa 1 < Res < a. Além disso, pelo corolario 6.5, sabemos que € Li(Jo — ioo, 0 + ic0]).

podemos concluir que

1

(O i@ = b [T O L poris s

e BT am )L )

Assim o passo de indugao esta provado e conclui-se que, para qualquer k¥ € N e para todo o

= x~°ds.
2T

1 < o < a, aformula (6.1.10) se verifica, ou seja, esta provada a representagao integral na
formula (6.1.4) do teorema 6.3.
Resta-nos apenas verificar que ©~! é mesmo a inversa da transformada de Mébius. Com

esse objectivo consideremos a proposi¢do 6.6 com g = ©~'f. Note-se que ja vimos que a

transformada de Mellinde ©-1f é (071 f)*(s) = JZ(;) eque O 1f e (0671f)*(s) satisfazem as
condi¢cbes da proposi¢ao 6.6. Entao
(@(@_1f)) (x) = L /UHOO C(s)(@—lf)*(s)x—scis = e f(s)x™%ds = f(x).
21t Jo_ioo 21 Jo_iso

Portanto © (7' f) = f.
Analogamente, considerando a proposicdo 6.7 com g = ©f, prova-se que O~ ! (0 f) = f.
Assim podemos concluir que ©~! é mesmo a inversa da transformada de Md&bius, o que termina

a demonstracao do teorema 6.3 e encerra este capitulo.
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Capitulo 7

Formulas do tipo de Miintz

7.1 Demonstracao da formula de Miintz

Nesta seccao vamos demonstrar a formula de Milintz, enunciada na introducao, para uma funcao
f na classe M, ,, com a > 1 en > 2. A seguinte proposigao vai ser fundamental nesta

demonstragao.

Proposicao 7.1. Seja f € M, ., coma > 1en > 2. Entdo, para todo 00 < ¢y < 1,

1 co+100

L ) (s)rsds = S fn) — éf*(l). (7.1.4)
n=1

2 co—100

Antes de demonstrarmos esta proposicao, vamos enunciar e demonstrar um resultado seme-

lhante ao teorema dos residuos para integrais sobre rectas verticais do plano complexo.

Teorema 7.2. Segjam a,b,c,d € R, comc < a < b < d, e seja ¢(s) uma fungdo tal que ¢(s)
€ analitica em toda a faixa ¢ < Res < d excepto num ponto s = sy, com a < Re(sg) < b,

#(s) € Li(Ja — ico, a + ioo), ¢(s) € Li(]b — ico, b+ icc]) €

b+iN
lim o(s)ds = 0. (7.1.2)
N—oo Jotin
Entao
1 b+ico 1 a+ioco
= — - — . 7.1.3
res ols) = g [ ole)ds 5o [ (s (7.1.3)

Em particular, se ¢(s) € analitica em toda a faixa c < Re s < d,

/b e o(s)ds = / e (s)ds. (7.1.4)

—100 —100

71
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Prova. Para qualquer N € R*, defina-se Qx como o rectangulo obtido a partir das rectas verticais
Re s = a e Res = b e das rectas horizontais Im s = N e Im s = — N percorrido no sentido positivo.

Entao, usando o teorema dos residuos de Cauchy, podemos afirmar que

1 1 biN a+iN  pa—iN b—iN
= ds = — d 7.1.
s=s0 #(s) 2mi /QN Ps)ds 2mi </sz Jr/b+iN +/a+iN +/aiN ) Hls)ds, (7.19)

ou seja,

1 b+iN 1 a+iN 1 b—iN 1 b+iN
res o) =g [ o= g [ Cotas e o [ etwds - o [ Cotayas
(7.1.6)
O préximo passo vai ser aplicar o limite N — oo a esta férmula.
Como ¢(s) € Li(Ja — ico, a + ic0]),
a+iN a+1i00
lim o(s)ds :/ o(s)ds (7.1.7)
N—oo Jo iN a—ioo
e, como ¢(s) € L1(Jb — ioco, b + ioo]),
b+iN b+ioco
lim o(s)ds —/ o(s)ds. (7.1.8)
N—oo Jp—iN b—ico

Portanto, aplicando o limite N — oo a férmula (7.1.6) e usando as formulas (7.1.2), (7.1.7) e
(7.1.8), conclui-se o resultado pretendido (7.1.3).
No caso de ¢(s) ser analitica em toda a faixa a < Res < b, utiliza-se o teorema integral de
Cauchy (2.5) em vez do teorema dos residuos e portanto aparece um 0 em vez do residuo e
podemos concluir (7.1.4).

[
De seguida, vamos enunciar e demonstrar dois lemas auxiliares que nos vao permitir estar nas

condigbes do teorema anterior quando demonstrarmos a proposigao 7.1.

Lema 7.3. Seja f € My, coma > 1en > 2. Entdo ((s)f*(s)z~* € Li(Ju — ico,u + ico|), para

3
tOdOOuERta/que§—n<u<1eu§{Z.

. 3
Prova. Seja u € R tal que 5" <u<1ewu ¢ Z. Comecemos por fazer uma mudanca de

variavel s = u + it, que implica ds = idt, para afirmar que

u+100 +o00
/ IC(s)f*(s)z*|ds = iﬂ:_“/ |C(u+ it) f*(u + dt)]| dt. (7.1.9)

—100 —00
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Como u # 1, ((s) € continua na recta Re s = u e, como u ¢ Z, também f*(s) & continua na recta

Re s = u, logo ((s)f*(s) € continua na recta Re s = u. Portanto {(u + it) f*(u + it) € uma fungao

(com variavel real t) continua e, consequentemente, (u + it) f*(u + it) € L1[—1,1].

Relembrando a férmula (4.2.5), sabemos que, se definirmos K = /OO | £ (2) |zt dz, entdo
£ 0

£

|f*(utit)| < , paratodo ot € R\{0}, e usando o teorema 5.4 com ¢, = 1, sabemos que existe

M € R talque, paratodoot > 1, |[((u=£it)| < Mtz Int,se0<u<1,e IC(uxit)] < Mtz Int,
se u < 0.
Portanto, se 0 < u < 1,

1—u—2n

(o) (o) —u K o
/ ]C(u—l—it)f*(u—i—it)\dtg/ MtlzlnttndtSMK/ It 5 g
1 1 1

_— . . ol —u—-2 3
e este Ultimo integral é convergente porque u > 0 e n > 2 implica # <5< —1.

L. 3
Caso contrério, 5 < u < 0logo

! 1

e . 3 o1
e este ultimo integral é convergente porque u > 5™ implica Zmu—n < —1.
Portanto ((u + it) f*(u + it) € L1([1,0]) e, analogamente, {(u + it) f*(u + it) € Li(] — oo, —1]).
Assim podemos concluir que ((u + it) f*(u + it) € Li(] — oo, +0[) €, consequentemente, pela

formula (7.1.9), ((s) f*(s)x™% € L1(Ju — i00, u + i00]).

OJ
Lema 7.4. Seja f € M., coma > 1en € N. Entdo, para todo o uy,us € R tais que
1
§fn<u1<uQ<a,
ug 1N
lim C(s)f*(s)z°ds = 0. (7.1.10)

N—=00 Jy, £iN

. . 1
Prova. Sejam u1,us € R tais que g~ n<w <uz<a Comecemos por observar que

<

ug+iN
/ C(8) f*(5)2~°] ds

11N

ustiN
/ C(s)F*(s)—ds

1IN

= /u2 |C(u+iN)f*(u+iN)| 2" "du

1

u

e que o integral / x~“du é sempre convergente porque é um integral limitado de uma fungao
751

continua.

Para qualquer u; < u < u9, podemos aplicar o lema 4.8 para afirmar que,

/OO ‘f(") (m)‘ 2Tl < /1 ‘f(”) (:L')’ ity 4 /00 ‘f(")(x)’ zh2tn=lgy = C.
0 0 1
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Entao, relembrando a férmula (4.2.5), temos, para todo o N > 0,

1 [ C
% . < (n) u+n—1 < —
kv < g5 [0t < 1

Utilizando o teorema 5.4, com ¢ty = 1, sabemos que existe M € R tal que, paratodoo N > 1:
IC(u£iN)| < MInN,sel1<u<a;|C(utiN)| < MN 2 InN < MVNInN,se0<u<1;e
|C(u+iN)| < MNz™InN,seu<0.A partir daqui seja sempre N > 1.

Sel<u; <us <a,

uz uz c InN [u2 s
/ IC(u £ iN) f*(u £ iN)| 2 du < / MInN o"du = MC % adu 222 0,
u ul

1 u1

Analogamente, se 0 < u; < ug < 1,

|C(u+iN)f*(u+iN)|xz “du < MC — x du —— 0.

1
1 2 Juy

/ e InN [ N—oo
u

. 1 -
Finalmente, se 3~ n<u <uy <0, entdo

u2
N—oo

u2 1
/ IC(u+iN)f*(u+iN)|xz "du < MCInN - N_“1+2_"/ x Ydu —— 0.
ul ul
. . L 1
Além disso, podemos transformar cada um dos casos possiveis para N <up < uy < a€em
somas dos trés casos anteriores, e assim podemos concluir que
ug 1N

lim C(s)f*(s)x™°ds = 0.
N—o0 (E=\Y

Prova da proposicao 7.1. Fixemos 0 < ¢p < lel <o < a.

Como f € M, ,, comn > 2, f*(s) é analitica na faixa 0 < Res < «, pelo teorema 4.13. Além
disso, 2~ € uma funcéo inteira e ((s) é analitica em todo o plano complexo excepto no ponto
s = 1 onde tem um polo simples. Portanto a fungao ((s)f*(s)z~* é analitica em toda a faixa
0 < Res < a, excepto no ponto s = 1 onde tem um polo simples.

Como ¢ > 1, sabemos, pelo corolario 6.5, que ((s)f*(s)z™° € Li(Jo — ico,0 + ico[) e, como

0 < ¢p < 1, sabemos, pelo lema 7.3, que ((s)f*(s)z=* € L1(Jco — oo, co + 100]).
o+iN
Além disso, pelo lema 7.4, sabemos que lim C(s)f*(s)z™%ds = 0.
0 JegtiN

Portanto podemos utilizar o teorema 7.2 para afirmar que

co+ioo o+1i00
1 1

o | C(s)f*(s)x™%ds = i | C(s)f*(s)x™ds — res (C(S)f*(s)x_s) ) (7.1.11)
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Relembrando a formula (6.1.1) do teorema 6.3, sabemos que, como 1 < ¢ < «,

1 o+100

C(s)f*(s)z*%ds = Z f(nx). (7.1.12)
n=1

2mi T—100

Além disso, como s = 1 € um polo simples de ((s) f*(s)x~*, podemos calcular res (C(s)f*(s)z™),
relembrando que lirri(s —1)¢(s) =1(5.0.13):
S—r

res(C(s)f*(s)z™%) = lim(s — 1)¢(s) f*(s)z™% = f*(1)a lim(s — 1)¢(s) = éf*(l) (7.1.13)

s=1 s—1 s—1
Portanto, partindo da formula (7.1.11) e aplicando-lhe as igualdades (7.1.12) e (7.1.13), podemos
concluir a formula (7.1.1), como pretendido.
O
Finalmente, como ja vimos que ((s)f*(s) € Li(Jco — ioo,co + ic0]), paratodoo 0 < ¢y < 1, €

que ((s)f*(s) € analitica na faixa 0 < Res < 1, podemos partir da férmula (7.1.1) e aplicar a

proposicao 4.10 para obter o teorema que se segue.

Teorema 7.5. Seja f € M, coma > 1 en > 2. Entdo a formula

o = [ (Z fna) - ;f*a)) oo (7.1.14)

n=1

é valida para todo 0 s € C tal que 0 < Res < 1.

Mas, como f*(s) = / f(t)t*"ldt, para todo 0 s € C com Res > 0 e, em particular, se s = 1,
0

() = / f(t)dt, a férmula (7.1.14) € equivalente a formula de Miintz e assim concluimos a
0

demonstracédo da féormula de Mintz na classe M, ,, coma > 1en > 2.

7.2 Férmula do tipo de Miintz - caso .

¢(2s)
Nesta seccao vamos deduzir uma férmula do tipo de Miintz onde aparece CC((QSS))
¢(s)

Lema 7.6. Segja f € My, cOma >1en > 2. Entdo

2(25) f*(s)z™* € Li(Ju—ioco,u+ic0|), para

1
tOdOOuE]Rta/que§<u<aeu7él.

, 1 ~
Prova. Seja u € R tal que 3 <u<aeuz#1. Como 2u > 1, entao, para qualquer s € R tal que

Re s = u, relembrando (6.1.6), temos C(;S) ‘ < ((2u). Portanto
/U—HOO ‘ ¢(s) fr(s)x™%| ds < ((2u) /U—HOO |C(S)f*(s)x_5‘ ds < 00 (7.2.1)
U—100 C(ZS) B U—100 ’
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onde o ultimo integral & convergente porque ((s)f*(s)x™° € Li(Ju — ioco,u + ic0[) (ver corolario

1
6.5,sel <u<a,everlema?7.3, se 3 <u<l).

Lema 7.7. Seja f € M., coma >1en > 2. Entdo

ug+iN C( )
li
Ngnoo w1 +iN C( )

*(s)x™%ds =0,

] 1
para todos 0s u1, us € R tais que 5 <w<uz<a.

. . 1
Prova. Sejam u1,us € R tais que 3 < wuy < ug < «. Paratodo o u > uy, temos 2u > 2u; > 1 logo,

1
para todo o s € C tal que Res > u; >3 , temos < ((2Res) < ¢(2u1).

1
((2s)

Portanto, relembrando o lema 7.4, podemos concluir que

ug+iN C(S) . . ug+iN . . Nesoo
/ (s)x™%ds| < ((2u1) / C(s)f*(s)z*ds| ——= 0.
w+in ((2s) E=
O
Proposicao 7.8. Sgja f € M, , coma > 1 en > 2. Entdo, para todo o % <cp <1,
L feotiee (s ) J— 6 .
o ) (s ) ds = ZW )| f(na) = ——f*(1). (7.2.2)

. 1
Prova. Fixemos 3 <cp<lel<o<a.

Vimos na demonstragao da proposicao 7.1 que a fungao ((s) f*(s)x~* é analitica em toda a faixa
0 < Res < a excepto no ponto s = 1 onde tem um polo simples. Entdo, como a analiticidade

1 1 1
de —— no semiplano Res > 1 implica que ——— € analitica no semiplano Res > — 5 podemos

¢(s) ¢(2s) ,
concluir que a fungao (C((Qsj) *(s)z~* é analitica em toda a faixa 3 < Re s < «, excepto no ponto
s =1 onde tem um polo simples.
Portanto podemos utilizar os lemas 7.6 e 7.7 € o teorema 7.2 para afirmar que

() ()
27 Sy C(2)) d8‘19?<<@s>

Como 1 < ¢ < «a, podemos partir da férmula (5.1.7) e usar a proposi¢ao 6.1 para afirmar que

LR ((s)
ﬁ cp—100 C(2S)

*(s)z " ds = f*(s):cs> . (7.23)

1 [7H ((s ) —
i | (s ) ds = Z],u )| f(nx) (7.2.4)
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Além disso, como CC((Z?) f*(s)z™* tem um polo simples no ponto s =1 e ((2) = % (5.0.9),
res (S0 7700070 ) = o - 02k P = LU (o - 1) = -
(7.2.5)

Assim, substituindo (7.2.4) e (7.2.5) em (7.2.3), podemos concluir (7.2.2), como pretendido.
O
¢(s) ¢(s)

L 1
Como javimos que == f*(s) € Li(Jcg —i00, co +iocco[), para todo o 5 <@< 1,eque == f*(s)

¢(2s) ¢(2s)
, - 1 , . , -
€ analitica na faixa 3 < Res < 1, podemos partir da formula (7.2.2) e aplicar a proposicao 4.10

para obter a nossa primeira formula do tipo de Miintz.

Teorema 7.9. Seja f € M., coma > 1 en > 2. Entdo a formula do tipo de Miintz
¢(8) 4 / _ b
sy 9= Z p(m)lf (nx) = —-f*(1) | de, (7.2.6)

L 1
é valida para todo o s € C tal que 3 < Res < 1.

7.3 Férmula do tipo de Miintz - caso (*(s)

Nesta secgéo vamos deduzir uma férmula do tipo de Miintz onde aparece ¢*(s), comk € N, e, a
seguir, vamos confirmar que essa férmula para k = 1 é a férmula de Miintz e vamos determinar
a férmula especifica para k = 2. Vamos comecar por generalizar os lemas 7.3 e 7.4, fazendo

aparecer (" (s), com k € N, em vez de ((s).
Lema 7.10. SgjamkecNe fec My, coma>1enecNtalque n>1+ g Entao

¢k (s)f*(s)z™* € Li(Ju — ioco, u + iocc]), para todo o u € R tal que % — nT_l <u<leuéglZ.

Observe-se que, para k = 1, este lema é equivalente ao lema 7.3. A ideia da demonstragao

deste lema também vai ser semelhante a da demonstracdo do lema 7.3.

. 1 —1 . .
Prova. Seja u € R tal que i—nT <u<leu¢gZ Comou+#1,((s)écontinuanarectaRes =

u e, como u ¢ Z, f*(s) também é continua na recta Re s = u, logo também ¢*(s) f*(s) é continua
na recta Res = u. Portanto ¢*(u + it) f*(u + it) € uma fungdo continua e, consequentemente,
Clu+it)f*(u+it) € L1]-1,1].

Usando as majoragdes para f*(u+it) e para ¢(u+it) dadas, pela férmula (4.2.5) e pelo teorema

K , para todo o t € R\{0},

e

5.4 (com tp = 1), sabemos que existe K € R tal que |f*(u + it)| <
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e que existe M < R tal que, para todo o t > 1, |C(u + it)| < Mt 2" Int, se 0 < u < 1, e
IC(u £ it)| < Mt2""Int, se u < 0.

~ E. . 1-—
Portanto, se 0 < u < 1, entdo, comou >0e n > 1+ 5 implica Tuk —-n< -1,

/ Clu + it) f* (u + it)] dt < MK/ It 7RGt < oo
1 1

, . - 1 n
Caso contrario, se u < 0, entdo, como u > — —

1
. i i B 1
5 implica <2 u)k‘ n < s

/ ‘Ck(u+it)f*(u+it)‘dt§MK/ Int-t(z"Wk g < oo,
1 1

Assim podemos concluir que ¢*(u + it) f*(u + it) € Ly([1,00]). Analogamente, conclui-se que
CFlu + it)f*(u + it) € Ly(] — oo,—1]). Portanto ¢*(u + it)f*(u + it) € Li(] — oo, 400|) e,
consequentemente, ¢*(s) f*(s)x ™ € Ly (Ju — ico, u + i00]).

O]

) k - ,
Lema 7.11. Sgja f € M., coma >1en € N talque n > 5 Entéo, para todo o u1,us € R tais

1 n
quei—E<U1<U2<a,

ug+iN
lim Ck(s)f*(s)z™*ds = 0.
N—=00 Jy, +iN
Observe-se que, para k = 1, este lema é equivalente ao lema 7.4. A ideia da demonstragcao

deste lema também vai ser semelhante a da demonstragao do lema 7.4.

. . 1 n
Prova. Sejam u1,us € R tais que 5% <u <us < a.

Tal como foi feito na demonstragao do lema 7.4, podemos utilizar a férmula (4.2.5), para garantir

%, para todo o N > 0, e

podemos utilizar o teorema 5.4, com ¢y = 1, para garantir que existe M < R tal que, para todo
ON > 1: [((u+iN)| < MInN,sel < u < a; [((uxiN)| < MN 2 InN < MVNIN, se

que existe C' € R tal que, se u; < u < ug, entdo |[f*(u£iN)| <

0<u<l;el|C(uxiN)| < MNz™"InN,seu<0.A partir daqui seja sempre N > 1.

Sel<u <us <a,

u2 In N k u2 .
/ Ck(u:I:iN)f*(u:I:iN)‘x_“du§MC’<I}Vn) / o du 2% 0.
ul u1l

k
Analogamente, se 0 < u; < ug < 1, como n > 5

U In N k  ruz o
/ Ck(u:tiN)f*(u:I:iN)‘x_“dugMC'(n 1 / o du 2% 0.
w1 ana Ul
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. 1 n - 1 n, . 1
Finalmente, se 57 % < wuy < ug <0, entdo, como uy > 57 % implica 5w k—mn <0,

u2
N—oo

ug
/ CF(u+iN)f*(u+iN)| 2 "du < MC (In N)* - N(%—“1)k—”/ adu X2 0.
u1

ui

O
Observe-se que, nos lemas 7.8. e 7.9., o limite inferior para a parte real © € sempre menor do
que % e que estes lemas estdo enunciados de forma a, para qualquer k € N, podermos mover
o integral sobre uma recta vertical de ¢*(s)f*(s)z—* tdo para a esquerda quanto queiramos,

escolhendo n suficientemente grande.

s . k -
Proposicao 7.12. SejakcNe fe M,,, coma>1len>1+ 5 Entéo, paratodo o0 < ¢y < 1,

1 co+ioco

2mi co—1i00 s=1

F(s)f*(s)a>ds = 3 dy(n) f(na) — ves (Ck(s) f*(s)x_s> . (7.3.1)
n=1

Prova. Fixemos 0 < ¢y <lel <o <a.

A fungéo ¢*(s)f*(s)z~* é analitica em toda a faixa 0 < Res < «, excepto no ponto s = 1 onde

tem um polo de ordem k.

k k . -
Como fe My,en>1+ 5 > 5 estamos nas condi¢des dos lemas 7.10 e 7.11. Entdo, como

> 1+ﬁim Iical—ni_1 <0, lo ol—E < 1on-1 <0 < ¢y < 1, podemos concluir
nelTgimplea s e s r sy T Ty SV as L
o+iN
que ¢*(s)f*(s)z~% € Li(Jcg — ioo, co + ico[) e que lim ¢k (s)f*(s)z~*ds = 0. Além disso,

N—=00 Jey+iN
sabemos, pelo corolario 6.5, que, como 1 < o < a, ¢*(s)f*(s)z~% € Li(Jo — ico, o + ioo).

Portanto podemos utilizar o teorema 7.2 para afirmar que

1 co+ioco 1 o+100

— CE)f rds = o [ o) () ds = xes () ()70

2mi co—100 2mi o—100 s=1
Finalmente, relembrando a férmula (6.1.3) do teorema 6.3, sabemos que, como 1 < ¢ < a,

1 o+100

5= [ e ds = Y du(n)f(na)
o —100 n=1

e assim podemos deduzir (7.3.1), como pretendido.

O
Como ja vimos que ¢¥(s)f*(s) € Li(Jco — ioo, co + ioo[), paratodo 0 0 < ¢y < 1, e que ¢*(s)f*(s)
é analitica na faixa 0 < Res < 1 podemos partir da formula (7.3.1) e aplicar a proposigao 4.10

para obter mais uma férmula do tipo de Mintz.
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Teorema 7.13. Sejak s Nefe M,,,coma>1len>1+ g Entao a formula do tipo de Miintz

FOre = [ o (Z dy(n) f(na) — res (C’“(s)f*(s)w‘s)> da (7.3.2)
é valida para todo o0 s € C tal que 0 < Res < 1.

Vamos agora ver o que acontece se substituirmos k£ = 1 e k = 2 nesta férmula.
1 .
No caso k = 1, como d;(n) = 1, paratodoon € N, e resl(g(s)f*(s)afs) = —f*(1), obtém-se a
S= i

formula de Mntz, tal como previsto.

No caso k = 2, da(n) = d(n), para todo o n € N, e temos de calcular

P (Ck(s)f*(s)z_s> = lim ((s = 1)2C%(s) f*(s)z~") . (7.3.3)

s=1 s—1 as
Comecemos por expandir

(s =17 (5) 7 ()a7) = 2(s = DS () + 20 — 12 () () f* ()

ds
+ (s = 1?C(s)(f*) (8)27° = (s = 1) () f* () Inza™.

Simplificando esta expressao, obtemos

(s = 172C(5) 7 ()a) =20 = DN ) (<) + (5~ 1 (s))

ds
£ (5= 0¢() () () ~ mar(s)).

Portanto,
tim (5= 1P () ) = 2 50) i (s — 1¢(s) i (¢(s) + (5 = 1)¢(5))
1 2
+— (1im (s = 1)¢()) () () ~lmaf (1)),
e assim, utilizando as formulas (5.0.13) e (5.0.20), podemos deduzir que
d —1
tim (s = 102 (6) 7 ()a) = LT ) 4 (Y (). (7.3.4)
Mas, relembrando a férmula (4.2.1), sabemos que
() = /OO Intf(t)dt. (7.3.5)
0

Entao podemos afirmar que

lim di (s - 2P (s)ar) = 22 /OOO F#)dt + i/ooo Intf(t)dt (7.3.6)

X
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e, juntando esta expressao num so integral e fazendo a mudanca de variavel t = xy, ou seja,

t ,
y = —, podemos concluir que
T

s—1as

iy 5 (= 020 ) = [ a0 (24 (D)) T = [ st @0+ mpan
(7.3.7)

Portanto, substituindo ¥ = 2 no teorema 7.13, podemos obter a seguinte formula do tipo de

Mintz.

Teorema 7.14. Sgja f € M, ,, coma > 1 en > 2. Entdo a formula do tipo de Miintz

25*s:oomsfloonnx—oox n i 3.
Ere) = | (;cu )fna) = [ ) (27 +1 y)dy>d, (7.3.8)

€ valida para todo o s € C tal que 0 < Res < 1.

7.4 Foérmula do tipo de Miintz - caso ggj))

¢(s)
((2s)

Nesta seccao vamos deduzir uma férmula do tipo de Miintz onde aparece

~ 1
Lema 7.15. Seja f € M., coma > 1 en > 2. Entdo, para todo o u € R tal que 3 <u<ae
¢*(s)
¢(2s)

A prova deste lema € analoga a do lema 7.6 utilizando o lema 7.10 em vez do lema 7.3.

u#1, f*(s)z™* € Li(Ju — oo, u + ico|).

. 1 1 ~ .
Prova. Seja u € R tal que g <u<aeu # 1. Como u > 5 entdo 2u > 1 logo, pela férmula

(6.1.6), sabemos que C(;S) < ((2u), paratodo o s € C tal que Re s = u. Portanto
/UHOO ¢(s) fr(s)x™%| ds < ((2u) /U—HOO ‘Cz(s)f*(s)x_s‘ ds < oo
U—100 <(2S) B U—100 ’

onde o Gltimo integral é convergente porque ¢?(s)f*(s)z™* € Ly (Ju — ioo,u + ico[) (ver corolario
1
6.5,se 1 <u<a,everlema7.10, se 3 <u<1).
O

Lema 7.16. Segja f € My, coma > 1 en > 2. Entdo, para todo o ui,us € R tais que

1
§<U1<U2<Oé,

ug+iN <2(8)
lim fH(s)x™*ds = 0.
N—oo Ju,+in ((25) (s)
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A prova deste lema € analoga a do lema 7.7 utilizando o lema 7.11 em vez do lema 7.4.
. . 1
Prova. Sejam u1,us € R tais que 3 <up < ug < a.

1
Para todo 0 s € C tal que Res > u; > , temos

C(;s) ‘ < ¢(2Res) < ¢(2u1).

Portanto, relembrando o lema 7.11, podemos concluir que

ug+iN 62(8) . L
/ulzi:iN C(Qs)f (s)z™ds

N—oo

0.

ug+iN
/ C(s)f*(s)a—ds

1EiN

<(¢(2u1)

~ \ - 1
Proposicao 7.17. Seja f € M, coma > 1 en > 2. Entao, para todo o 3 <co <1,

1 co+1ioco C2(8) . . _ e wo(n) 6 A24 i} N
sl L Gy = 32 r0) - - (1w (2 ) PO+ 0YW). 74

. 1
Prova. Fixemos 3 <cg<lel<o<a.

¢(s)
((2s)

tem um polo duplo, logo podemos utilizar os lemas 7.15 e 7.16 e o teorema 7.2 para afirmar que

1 co+ioco C2(S) . s B 1 g+100 CQ(S) . s C2(3) i .
9 oy @) T BT 0 [ sy O ds‘iisl(c@s)f (8) )

Como 1 < ¢ < «, podemos partir da formula (5.1.8) e usar a proposi¢ao 6.1 para afirmar que

. i, 1
A fungao —— f*(s)x~* é analitica em toda a faixa 3 < Res < «a, excepto no ponto s = 1 onde

L otico CQ(S) () 5ds = = w(n) n
377 ). Cs) (s)x™%ds = ;2 f(nz). (7.4.2)
Como gzézgf*(s)x‘s tem um polo duplo no ponto s = 1, entao
<2(8) * -5\ _ 1mi s — 242(5) *(g)p S
s (g(zs)f (s)e > = lm (( Vs >
= il—r}% <C(125)c;i<(8 — 1)242(8)]”*(3)%75) + ((s — 1)(( dS ( >>
1 .. d 1

(s = %) f*(5)r~*) + - (1) (1im (s~ 1)¢ )2 £

s—1

= —— lim — .
C(Q) s—1ds -1

(o)l
Usando as férmulas (5.0.3) e (5.0.4), podemos determinar

js<<<;s>> K- Bl 1 <1“ <Aw> _”>'

B 2 2
Assim, relembrando (5.0.13) e (7.3.4), podemos afirmar que

(@) (@2 BEE
res (CQ(S) P ) = BEIE ) 4 w2 (b (A) —a) £,

¢(2s) T2z 2 27
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Portanto, simplificando esta expressao, temos

<2(5) * —-s\ _ 6 A24 * *\/
s (San 0 ) = o () F+ (Y ) (7.4.3)
e, consequentemente, podemos concluir (7.4.1) como pretendido.
O
2 2
Como ja vimos que g(éz;f*(s) € Li(Jeo —i00, o +1i00]), para todo o % <¢p<1,eque g(éz; f*(s)

. - 1 , . , .
é analitica na faixa 3 < Res < 1, podemos partir da férmula (7.4.1) e aplicar a proposi¢ao 4.10

para obter mais uma formula do tipo de Mintz.

Teorema 7.18. Seja f € M, coma > 1 en > 2. Entdo a férmula do tipo de Miintz

C2(s) F(g) = oog[:s_1 00 o 5o 6 i 424 . N )
sy’ ¢ )—/0 (7;2 fnz) = - <1 <47T2$)f (1)+(f)(1)> dx, (7.4.4)

L 1
€ valida para todo o s € C tal que 3 < Res < 1.

De forma analoga a usada para demonstrar o teorema (7.18), também se pode demonstrar o

seguinte resultado.

Teorema 7.19. Seja f € M, ,, coma > 1 en > 3. Entdo as formulas do tipo de Miintz

C) o= [ (S dn i) — ves () peiarms) ) da
4_(28)1“ (s)—/0 ( d(n”) f(nx) <<(2S)f (s) ))d (7.4.5)

) o = OO:I:S_I 3 2(n) f(nx) — res ¢H(s) *(8)x™* T
g(25)f (s)—/0 (Zd( )f(nx) — re <<(25)f (s) ))d (7.4.6)

n=1
- 1
s&o validas para todo o s € C tal que 3 < Res < 1.

Contudo, vamos omitir os calculos dos residuos

43(8) * —s 71 im d2 s — 3C3(S) * s w—s
4 (g(zs)f (s) ) = mos <( Vs ) (7.4.7)
e
res <C4(8) f*(s):v_s) _1 lim d—g ((s -1t ) f*(s):z_$> (7.4.8)
s=1 \ ((2s) 6 s—1 ds3 ¢(2s) ’ o

porque esses calculos seriam demasiado trabalhosos.
A partir de outras séries de Dirichlet que representam expressoes onde aparece a fungao zeta

de Riemann exibidas na secg¢ao 5.1, poderiam ser obtidas outras férmulas do tipo de Mintz.
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7.5 Identidades com as funcoes gama e zeta

Como f(z) =e* € Mg, paratodo o o > 1 e todo o n € N, podemos substituir f(z) = e, e,

consequentemente, f*(s) = I'(s), na formula equivalente a férmula de Mlntz (7.1.14) para obter

C(s)T(s) = /OOO (Z e _ im)) +*lda. (7.5.1)
n=1

Mas I'(1) =1 (4.3.5) e, como z > 0 implica 0 < e™* < 1,

0 0 1 e % 1
§ : —nT _ E —T\n _ — 1= = . 75.2
n=1 ‘ n:l(e ) 1—e2 1—e* e? —1 ( )

Portanto, para todo 0 s € C tal que 0 < Re s < 1, é valida a seguinte férmula:

C(s)T(s) = /0 oo( LI ;) +da, (7.5.3)

et —1

que pode ser encontrada na seccao 2.7. de [Tit86].
Usando este raciocinio, podemos partir das férmulas de tipo de Mlntz que demonstramos an-
teriormente neste capitulo e substituir f(z) = e™® e f*(s) = I'(s) para obter mais férmulas que

relacionam a funcdo gama de Euler e a fungéo zeta de Riemann.

Na secgao 6.3 de [Hav03] podemos ver que I''(1) = —~.

Portanto, substituindo f*(s) = I'(s) na férmula (7.3.4), obtemos

lim i(s —1)2C3(s)[(s)2™° = T—he 7 7—71113:7 (7.5.4)

s—1ds T T T

logo, fazendo k = 2 e f(z) = e* na férmula do tipo de Miintz onde aparece ¢*(s) (7.3.2),

obtemos a seguinte férmula valida para todo o s € C tal que 0 < Res < 1:

C2(5)T(s) = / 2o <Z d(n)e—me 4 2 xx_ 7) dz. (7.5.5)
0 n=1
. . . . . ¢(s) C%(s)
Finalmente, a partir das formulas do tipo de Miintz onde aparecem =——= (7.2.6) e (7.4.4),
¢(2s) ¢(2s)
obtemos as seguintes férmulas validas para todo o s € C tal que % < Res < 1:
C(S) _ /Oo s—1 - —nr __ £
C(ZS)F(S) =, x ; lu(n)le 2 dx (7.5.6)

[e.e]

g?gr(s) _ /O * el (Z gw(n) g—nz _ W% (m (Lﬁ;) +’y>> dz. (7.5.7)

n=1




Capitulo 8

Formula de Poisson

O nosso objectivo neste capitulo vai ser provar a formula de Poisson, enunciada na introducao,

para f € My, cOm a > 1en > 3. Comecemos por definir, para cada = € R™,

o 1 00
= - — . .0.1
PN = 0w~ [ s 80.1)
Relembrando a proposi¢ao 7.1, temos, paratodo o 0 < ¢y < 1,
co+100
(Pf)(z) = % / s (8.0.2)

i . - 1
Proposicao 8.1. Seja f € M, coma > 1en > 2. Entdo, para todo o —3 <o <0,
1 o+ico

o [ ds = (PR)@) + 50) 809

2mi o—100

Prova. Fixemos —% <o <0e0 < ¢ < 1. Peloteorema 4.13, f*(s) € analitica na faixa
—1 < Res < « excepto no ponto s = 0 onde tem um polo simples se f(0) # 0 e tem uma
singularidade removivel se f(0) = 0. Portanto, como z~* € uma funcéo inteira e ((s) € analitica
em todo o plano complexo excepto no ponto s = 1, ((s)f*(s)z™° é analitica em toda a faixa
—1 < Res < 1, excepto no ponto s = 0 onde tem um polo simples se f(0) # 0 e tem uma
singularidade removivel se f(0) = 0.

Relembrando agora os lemas 7.3 e 7.4, sabemos que ((s)f*(s)z™* € Li(Jcop — ico,cy + i0]),

C(s)f*(s)x™* € L1(Jo — ico, 0 +i0]) €

cotiN
lim C(s)f*(s)z*°ds =0, (8.0.4)
N—=00 JotiN

logo estamos em condi¢des de utilizar o teorema 7.2 para afirmar que
1 o+100 1 co+100

oo [ @A = [ ) s xes ()1 (9)577) . (8.05)

85
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Portanto, relembrando (8.0.2), basta-nos agora ver que rggg(s)f*(s)x*s = —%f(O).
Se f(0) = 0 entao ((s)f*(s)z~° tem uma singularidade removivel em s = 0 logo

1

res ((s)f*(s)a™" = 0= —5 f(0). (8.0.6)

Se f(0) # 0 entdo ((s)f*(s)x~* tem um polo simplesem s =0 e

res ((s)f"(s)2™" = lim s((s) f*(s)2™" = ¢(0) lim s f*(s). (8.0.7)

s—0 s—0
Mas ((0) = —% (5.0.15) e lii%sf*(s) = f(0) (obtém-se substituindo £ = 0 em (4.2.3)), logo

podemos concluir, como pretendido, que rg%C(s)f*(s)m‘s = —%f(o).

Utilizando a equacéao funcional (5.0.10) da funcao zeta de Riemann, podemos afirmar que

() (5) = €1 = )K" () (s), para k*(s) = 27" sin (T7) T(1 - ).

Portanto, definindo ¢*(s) = k*(s)f*(s), podemos utilizar a proposicao 8.1 para deduzir que, para
cada —% <o <0,

1 o-+100

1 C(1 = $)g"(s)—"ds = (Pf)(x) + % £(0). (8.0.8)

271 T—100

Como Res = 0 < 0, entdo Re(1 — s) =1 — Res > 1, logo podemos escrever ¢(1 — s) em forma

L. . 1
de série de Dirichlet, por (5.0.1), e obter, para —3 <o<0,

o+ioco X
(Pf)(z) + f() 271m / | anl_sg*(g)x_sds. (8.0.9)
o—i00 1

Pretendemos usar o teorema 2.3 para trocar a ordem de integracao e sumagao na férmula

anterior. Com esse objectivo, comecemos por observar que

o+ico X o+ico oo otico
| e aas= [ el s =10 [ gl ds,
770 m=1 T—i00 1 0—1i00
logo
o+ioco X 1 +o00
/ _ Z n1_59*(3)$_8 ds| =¢(1 —0)33_0/ lg* (o +it)] dt.
o—100 TL:1 —50

Portanto queremos ver que g*(o + it) € Li(] — 0o, +-00[). Como 2%, 757! e sin (%8> sao funcdes
inteiras, I'(1 — s) € analitica em todo o plano complexo excepto nos inteiros nao positivos e f*(s)

é analitica em toda a faixa —n < Re s < « excepto nos inteiros ndo positivos, podemos concluir
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que, como —% < o < 0, g*(s) é continua na recta Res = o, ou seja, ¢*(o + it) € uma fungao
continua e, consequentemente, ¢g* (o + it) € L1([—1, 1]).
Por outro lado, utilizando as formulas de reflexao de Euler (4.3.7) e de duplicagao de Legendre
(4.3.8) para a fungao gama, temos
k*(s) = 257° L sin (ﬁ) Pl-s)=2rt T 27y (1 - 5) r (1 - f)
2 PE)r-3) ve

e, simplificando esta expresséo, podemos concluir que

k*(s) = m° b (%) (8.0.10)

r(3)
Relembremos agora que I'(s) ~ \/27r35*%e*5, |s| — oo, pela férmula de Stirling (4.3.11) para a

fungcao gama. Assim, para s € C tal que Re s = o, temos, quando |s| — oo,

L ()

r(3)

(552) 2 ooy L8| f

3
(57 e '

[\
[

1
~ 7TU_2

ol

T~

~ (2me)7 73 5|37

K" (s) =

N1V

Entdo k" (o0 +it) = O (t%“’), t — +oo. Por outro lado, relembrando a férmula (4.2.5), sabemos

1
que f*(o +it) = O <t"> t — +o0. Portanto ¢*(c +it) = O <t%*0*”), t — +oo0. Mas, como

1 ~ | ,
o> =35 entdo n > 2 implica g—o-n< —1, logo ¢g* (o +it) € Li(] — o0, —1]) e g* (0 +it) €
L1([1,400[). Assim podemos concluir que ¢g* (o + it) € L1(] — oo, +0o0]) €, consequentemente,

/cr—l-ioo o
T—100

n=1

1
nlfs

“+oo
g (s)x™* =¢(1- O')SU—O/ lg* (o +it)| dt < oo.

—0o0

. Y . 1
Portanto podemos aplicar o teorema 2.3 a formula (8.0.9) e deduzir que, para —3 <o <0,

1 o+1i00 T

) (7)75 ds. (8.0.11)

2min Jo_; n

(Pf)@)+ 3 f )=
n=1

Precisamos agora de determinar g(x), definida como a transformada inversa de Mellin de ¢*(s),
ou seja,
o+1i00
g(x) = / 9" (s)x™%ds. (8.0.12)
Defina-se k(x) como a transformada inversa de Mellin de k*(s), isto &,

1 etieo * —S 1 ctio s—lr(l;) —S
k‘(fﬂ)—%i/c K (s)a™%ds = o— 572 0) z7%ds, (8.0.13)

[\
vl

]IV

—100 c—100
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onde ¢ € R e queremos escolher valores para ¢ que nos garantam a convergéncia deste integral
e calcular o integral. Vamos fazer a mudanga de variavel ? = z, que implica s = 1 — 2z, logo
ds = —2dz, e, se Res = ¢, entao Rez = % = ¢;. Portanto
k(z) = i /CIHOOW%QZF(Z)xkldz = M e & ((W)2> h dz.
270 ey ioo I'(3-2) 2270 Jo,—ino T (5 —2) \\z
Para calcular este integral e determinar k(x), vamos usar o teorema de Slater, que pode ser

encontrado na secgao 4.2. de [Mar83]. Usando a mesma notacao do teorema de Slater em

[Mar83], temos (a) = (0), (d) = (1> eb=c=0etemos A=D=1e B =C =0, logo

2
A+B=1=C+DeA+ D — B—C =2 e podemos utilizar o teorema de Slater se Rez > 0
1 . 1 1- 1
ese2Rez < —Re (—2> = 3 ou seja, se Rez < T Portanto, se 0 < Rez = ¢ = 5 ¢ < T 0
. . 1
que é equivalente a ter 5 < ¢ < 1, o teorema de Slater garante-nos que
2y 1 1 m\2
k(z) = Fi|l=z—(— 8.0.14
@ == r(;)01<2’ (33)) (8.0.14)
1 T2\ , . L - . ~
onde ¢Fy <2; — (E) ) € um caso particular da série hipergeométrica generalizada (ver seccao
4.1. de [Mar83]), e, por definicéo, para a € C fixo, tem-se
o0 Zn
Fi(a;2) = : .0.1
oF1(a; 2) ;ﬂ @ (8.0.15)

1 . . L .
Sabemos que T’ <2> = /7 (4.3.10) e, além disso, podemos usar a definicdo do simbolo de

Pochhammer para calcular

3. _ _ _ 8.0.16
X XX T M X2 xdx-x2n 92ny) ( )

<1> 1.3 m—1 1x2x---x2n—1)x2n (2n)!
L2

Assim podemos concluir que

o 92np 12" .- o (2z)2
k(x)—iZQ '(2( ,(n, ) iz ) —icos<2;>. (8.0.17)

n=0

Ja sabemos que f*(s) € analitica na faixa —1 < Re s < a, excepto no ponto s = 0 onde pode ter
uma singularidade removivel ou um polo simples. Por outro lado, como 2%, 75~! e sin (g) sao
funcdes inteiras e a fungéo I'(1 — s) é analitica no semiplano Re(1 — s) > 0, ou seja, Res < 1,
podemos deduzir que k*(s) = 2°7° ! sin (7;8) I'(1—s) é analitica no semiplano Re s < 1. Portanto
f*(s)k*(s) € analitica na faixa —1 < Re s < 1 excepto no ponto s = 0. Mas £*(0) = 0, o que anula

0 (possivel) polo simples de f*(s) em s = 0, logo a singularidade de g*(s) = f*(s)k*(s) em
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s = 0 é removivel. Portanto, pelo teorema 7.2, podemos substituir, na definicao de g(z) (8.0.12),

1 .
—3 < o < 0 por qualquer real entre —1 e 1. Em particular, temos

%Jrioo %+i00
g(x) :/1 g (s)x™%ds :/ [ (s)k*(s)z™%ds. (8.0.18)
5 —1i00 %fioo

o
Vamos agora ver que, se 0 < Res = 0 < 1, entdo k*(s) = / k(y)y*~dy. Para calcular este
0

integral, vamos comecar por usar a formula (8.0.17) e a seguir vamos fazer uma mudanca de

. 27 L 27 dy du -
variavel u = —, que implicay = — e — = ——. Entao obtemos que
Yy U i U
e e 2 d e 2\ ' d e
/ k(y)y* tdy = / 2 cos <7r> ys_l—y = / cos(u) <W> o 2871’8_1/ cos(u)u*du.
0 0 Yy Y 0 U u 0

(8.0.19)

Usando a formula exponencial para o cosseno, podemos afirmar que

[e8) o0 iU —iu 1 0 00 )
/ cos(u)u *du = / iu_sdu =— / e"'u" du + / ey %du ).  (8.0.20)
0 0 2 2 \Jo 0

Vamos agora calcular o primeiro destes dois integrais, fazendo uma mudancga de variavel u = iv,
que implica du = idv € iu = —v:
0o —100 0
/ e'u" du :/ e V(iv) Yidv = —il_s/ e v %dv. (8.0.21)
0 0 —100
Defina-se, para cada N > 0, 2 como a intersecc¢ao do circulo |s| = N com o quarto quadrante
. i ™ . ~ .

do plano complexo, ou seja, Oy = {v =Ne®.0<0< 5}. Como e ¥v~* é uma funcao inteira,

o teorema integral de Cauchy garante-nos que, para cada N > 0,

0 N
/ e Yv v + / e Yv ™ %dv + / e v %dv = 0. (8.0.22)
—iN 0 Qn
Vamos agora ver que
lim e v %dv = 0. (8.0.23)
N—oo Qn

Como os elementos em Qy sdo da forma v = Ne~?, podemos fazer uma mudanca de variavel e

calcular este integral com variavel 6:

/ Uy =Sdy = / P e N (N e )~ d(Ne i) = N / TN i g,
Qn 0 0

Entao, como

Re(—Ne ™ +if(s —1)) = =N Re(e ) + O Re(i(s — 1)) = —N cos§ — §Im s,
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podemos afirmar que

/ e Yo %dv
Qn

. s T
Mas, para s fixoe 0 < 0 < 5 e=0ms < 1, selms > 0,e e ?ms < e 2Ms g8 Ims < 0, logo

e s < max{l,e 2} = K e

/ e Yv %dv
Qn

Fazendo a mudanca de variavel t = cos # que implica § = arccost e df = —

(VB

< Nlo’/ eRe(fNe_eriG(sfl))de — N1l-° /2 efNCOSGefelmsde.
0 0

< KN10/2 e*NCOSQde.
0

, temos

1
V1—1t2

s 1
/2 oNeostgg _ /1 Nt At /2 N At /1 Nt dt
0 0 V1—1t2 0 V1—¢2 1 N

e podemos observar que

1
A Ry LI el s £
12— 2 V3 N |, V3 N
0 v \/1 (Y V3 o V3
e
/16_Nt dt <e 2 /1 dt =—e 2 arccost1 —Ee_%
! V1-t2 L V1I—t2 ; 3 '
Portanto
/ e v %dv| < K <2 XN — 2 N7+ T egN1”> Mo
Qn N \/g \/§ 3
e assim, podemos concluir, como pretendido, que
lim e “v %dv = 0.
N—o0 QN
Portanto, aplicando o limite N — oo a (8.0.22), obtemos que
0 00
/ e Yv  dv —|—/ e Yv %dv =0, (8.0.24)
—1i00 0
ou seja,
0 00
/ e v ¥dy = —/ e v %dv = -T'(1 —s). (8.0.25)
—1300 0

s

Além disso, i~ ° = (e’i)is = e "%, logo, substituindo em (8.0.21),

/ My du =ie "2 T(1 - s). (8.0.26)
0
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Analogamente,

/ e My du = / eV (—iv) ¥ (—idv) = (—i)ls/ e Vv dy = —ie' 2 I'(1 — ).
0 0 0

(8.0.27)
Assim, substituindo (8.0.26) (8.0.27) em (8.0.20), obtemos

ns ims ns ns
e 2 —ge'2 e'2 —e 2

Ama$WﬁLWu—f2N1—ﬁ—- = ru—ﬁ):ancg)m1—@ (8.0.28)

e, consequentemente, substituindo em (8.0.19), podemos concluir que

/0 k(y)y*tdy = 2575 sin (g) (1 —s)=Ek"(s). (8.0.29)

Portanto
1 %-{—ioo . 00 o1 . 1 %-{—ioo . . s o) o1
g(x) = [ f(s) (/ E(y)y dy>:v ds = 5— lim f*(s)x / k(y)y® ™ dyds.
0
2

270 J1_ine i J1_jog N—00 !

N

(8.0.30)

. 1 3
Fixemos s € C tal que Re s = ;€ N > 1. Comecemos por observar que, como -5 <-L

/ k:(y)y51dy' < / |k(y)y371} dy = / = |cos <7T> ’ yéfldy < 2/ y*%dy =cj.
1 1 1Y Yy 1

. 1
Por outro lado, fazendo uma mudanca de variavel v = — temos
Yy

! 12 27 N
/ k(y)y*'dy = / — Cos <> y*ldy = 2/ cos (2mu) u™*du
L Ly y 1

N N

e, além disso, integrando por partes, temos

N N

s
2 in(2 —s—ld
) + o ), sin(2mu)u u,

N .
2
/ cos (2mu) u”*du = MU_S
1

2T

logo, como sin(27) = 0, podemos afirmar que

1
N-3 N 1 9] .
< +’5’/ w T du < —|—|S|/ ufgdu:CQ-i-C&\S\-
m™J1 1

1
s—1
/1k(y)y dy| < 5 - +3 =95 T an

N

Portanto

/ k(y)y*tdy| < +

1

N

1
/1 k(y)y*tdy

N

o
/ k:(y)ys_ldy‘ =1 + co + c3.s]
1

1 . .
logo, como |s| > Res = 3 podemos concluir que, definindo C' = 2¢; + 2¢s + 3,

< 2.|s|(c1 + c2) + cs.|s| = Cs]. (8.0.31)

/1 k(y)y*tdy
N
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Portanto, paratodoo N > 1,

< Cam2|s|.|f*(s)]. (8.0.32)

f*(S)x‘ﬂ./C“)k(y)ys‘ldy

N

Como f € M, com n > 3, entdo, pela proposicao 4.14, existe M € R tal que |f*(s)| < NG

para todo o t € R\{0}. Assim, como n > 3 implica n — 1 > 2, podemos concluir que sf*(s) €

1 1 . ~ s
Ly q 5 100, 3 + 100 D de forma semelhante a que se usa na demonstragao da proposigao 4.14
para concluir que f*(s) € L1(Jo — ico, o + ioc). Portanto

%‘HOO 1 C %—Hoo
/ Ca~2[s|.[f*(s)|ds < lsf*(s)|ds < o0, (8.0.33)
%71'00 \F —fzoo

logo estamos em condigdes de aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue a

formula (8.0.30) para passar o limite para fora do integral e concluir que
2—i-7,o<> 0
g(z) = lim / /1 A (8)k(y)y*te5dy ds. (8.0.34)
N

., T —_ dt
Fazendo agora a mudanga de variavel y = 7 que implica dy = —x or podemos escrever

1+’LOO s—1 dt
. 1-s ©%
gla) = lim — / - / £ ( ) 2! 5 ds, (8.0.35)
ou seja,
— 1 e t s=Ldtd 8.0.36
9<$>—N1§éozm/m/ i s (8.0.36)

Mas, relembrando (8.0.17),

%Jrioo 2+ioo N
/ / tSﬂﬁ¢</ /
%fioo —100 0

2 o (2”> ‘ 5 Ldtds, (8.0.37)

T

1 . P 1
logo, como 5> —le f*(s) e Ly (}2 — 100, 5 —l—zooD,
1 tioo o 9 [N 1+ico
/ / t o ‘dtds< x/ ¢ 2dtﬁ *(5)|ds < oo. (8.0.38)
1l i 0 5—ioo
2 2

Portanto podemos aplicar o teorema de Fubini para trocar a ordem de integracédo em (8.0.36) e

concluir que

) N T 1 %-I—ioo . . dt
g(x) = lim ; k(?) / fr(s)t ds?

N—o0 2 e
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Finalmente, como f € M, , e n > 2, podemos aplicar a proposigao 4.14 para concluir que

1 o+100 . . ) N T dt 00 " gt
T J, L, O = Jim [k (3) £ 5 /0 k(5) 0T (8.0.39)
onde a Ultima igualdade é valida porque
> T dt 2t 27t dt 2 [
t T . m < .~ . - -
/0 )k(t)f(t) ; /0 » cos< )'If )| _w/o |f(t)]dt < oo (8.0.40)

Portanto podemos concluir que

o() :/Oook (%) f(t)f:/oooifcos <2;”> f(t)%: i/ooo cos (2;%) FOdt. (8.0.41)

Relembrando a definicdo da transformada de Fourier de cosseno (4.1.5) podemos afirmar que

o) = Y (Rp) (2”) (8.0.42)

x x

Portanto, relembrando (8.0.11), podemos afirmar que

Pr@+ 110 =3 Lo (2) = :O I gy (P = 2R ) (o).

n-\n —n =z

3

n=1

(8.0.43)

e, relembrando a definicao de (Pf)(z) (8.0.1), podemos concluir que

mi(ﬁf)(ﬂif) (P ana: [T rwas o,

Portanto, relembrando agora a férmula (4.1.7), temos

LIS (v2) = s - 3y FEN0)+ S0

e, multiplicando todas as parcelas desta igualdade por /z e reagrupando essas parcelas, pode-

mos concluir que, para cada x € R,

\/? (Z(fcf) <n2::> + ;(fcf)(0)> =V (Z f(nx) + ;f(O)) ) (8.0.44)
n=1

n=1
, 2 L
Finalmente fazendo o = z e § = —, obtemos o teorema que se segue, alcangando o objectivo
x

deste capitulo.

Teorema 8.2 (Férmula de Poisson). Seja f € M, ,, comn > 3. Entdo a formula de Poisson

NG (;m DO+ S (Ff) (nﬁ)) —Va (;f«n Y f(na)> , (8.0.45)
n=1

n=1

é valida para todo o a, 8 > 0 com a3 = 2.
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Observacao. O Unico momento nesta demonstracao da formula de Poisson onde necessitamos
da condicdo n > 3 (onde f € M,,) foi para provar as condigbes necessarias para utilizar

o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue. Mostrando que existe C' € R tal que

/Oo k(y)y® ' dy

1

N
n > 2 seria suficiente e a nossa demonstracao também seria valida para todas as fungdes

1 s
< C, paratodo o s € C tal que Res = B e para qualquer N € N, a condi¢cao

f e My = M, . Paraisso seria suficiente mostrar que se f € M, entdo f € K para a classe
de funcbes K definida na seccédo 2.1. do livro [YL94] mas vamos omitir essa demonstragcao e

manter a condicao n > 3.



Capitulo 9

Conclusao

No capitulo 4 introduzimos uma nova familia de classes de fun¢des M, ,,, com a > 1 e n € Ny,
que generaliza a classe M,. Todos os resultados que vimos nos capitulos 6, 7 e 8 foram de-
monstrados para fungoes em classes M, ,,. Ainda no capitulo 4 fizemos um estudo aprofundado
da transformada de Mellin das fungoes nessas classes M, .

No capitulo 5 exibimos representagdes em séries de Dirichlet para varias fungoes relacionadas
coma funcao zeta de Riemann e no capitulo 6 enunciamos uma proposi¢cao que nos permite, a
partir de cada uma dessas séries de Dirichlet, obter uma transformada aritmética que pode ser
representada em forma de série, onde aparece uma fungao aritmética, e em forma de integral,
onde aparece a funcao zeta. Também no capitulo 6, conseguimos determinar representacoes
em série e em integral para as iteragdes da transformada (aritmética) de Mdbius e da sua inversa
em classes de fungdes M. .

No capitulo 7, conseguimos fazer uma nova demonstragao da formula de Mintz, nas classes
M. n, € conseguimos fazer essa demonstracéao de forma a que, utilizando um raciocinio analogo,
mas partindo de outras transformadas aritméticas, também conseguimos deduzir varias novas
formulas do tipo de Miintz nas mesmas classes de funcdes.

Finalmente, no capitulo 8, obtivemos uma nova demonstracao da férmula de Poisson, também

esta valida para fungées em classes M, .

95
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