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Resumo 

Este trabalho foi motivado pela necessidade de melhorar as condições de funcionamento das serras 

circulares, resultante das crescentes preocupações com a higiene e saúde ocupacional, que impõe limites 

máximos para as vibrações e ruído. As serras circulares fazem parte das ferramentas de corte e são 

conhecidas por produzirem elevadas intensidades de ruído e vibração que influenciam as condições 

ambientais do posto de trabalho e a sua eficiência de corte. Para cumprir com as atuais especificações, 

quer operacionais, quer da qualidade de acabamento, é necessário desenvolver ferramentas eficientes e 

com elevado desempenho. Para concretizar esse objetivo é necessário intervir ao nível do projeto, 

procurando otimizar as condições de funcionamento e concebendo dispositivos ou soluções para atenuar 

as vibrações. 

Numa primeira abordagem do problema será apresentado um estudo aprofundado sobre as serras 

circulares e os processos de corte, de forma a averiguar quais as áreas de intervenção que poderão 

influenciar o seu desempenho. Daí resultou uma estratégia de desenvolvimento de novas metodologias 

de projeto e de fabrico com vista a atingir os objetivos traçados para o presente trabalho. Apesar de 

existirem outros fatores que poderão influenciar a qualidade de funcionamento da ferramenta, neste 

trabalho deu-se especial importância às vibrações e ao ruído. 

Durante o seu funcionamento, as serras circulares estão sujeitas a diversas solicitações externas 

tais como o impacto dos dentes com o material a cortar, o aquecimento devido ao corte, vibrações 

resultantes da árvore da máquina, entre outras. No entanto, após uma análise do estado da arte foi 

possível dividir o trabalho em duas áreas de atuação bem distintas, nomeadamente: as vibrações 

provocadas pelo deficiente balanceamento lateral e as vibrações provocadas pelo escoamento 

aerodinâmico em torno dos dentes da serra, sendo esta a principal fonte de ruído. 

Os desequilíbrios da serra resultantes do seu fabrico dão origem ao aparecimento de velocidades 

críticas durante a rotação e à baixa qualidade do corte. De forma a produzir serras circulares cada vez 

mais finas e com superiores velocidades de corte é usual aplicar-se um anel de deformação plástica no 

corpo da serra para aumentar a sua estabilidade e reduzir o efeito provocado pelo desequilíbrio lateral. 

Designado por tensionamento, este processo foi amplamente estudado e caracterizado neste trabalho, 

com o objetivo de maximizar o seu efeito na serra circular. Para tal, foram desenvolvidos métodos 

analíticos e numéricos para prever a resposta dinâmica da serra quando introduzido um anel de 

deformação plástica, permitindo otimizar os seus parâmetros em função das condições de serviço da 

serra. Foi ainda projetada e construída uma máquina de ensaios para validar as metodologias de projeto. 

O ruído gerado durante o funcionamento de uma serra circular além de prejudicar a qualidade do 

corte também degrada as condições de trabalho, sendo, por essas razões, estudadas as causas e realizadas 

algumas tentativas da sua redução. A interação do ar com os dentes da serra provoca formação de 

vórtices e leva ao aparecimento de duas fontes distintas de ruído. Uma delas, resulta da formação dos 

vórtices que causa uma variação de pressão alternada no ar circundante que se propaga sob a forma de 

onda sonora e se assemelha a um dipolo acústico. O ruído resultante desta fonte sonora aumenta 

exponencialmente com a velocidade de rotação da serra e possui uma frequência predominante igual à 
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frequência de desprendimento dos vórtices, embora o seu contributo para a degradação das condições 

de trabalho não seja significativo devido à sua baixa intensidade. A fonte predominante de ruído e a mais 

estudada é resultado da vibração do corpo da serra provocada pela força alternada devido ao 

desprendimento dos vórtices. Para se reduzir o ruído gerado pela vibração das serras circulares, decidiu-

se atuar sobre duas componentes do sistema vibratório, a componente da excitação e a componente da 

dissipação da energia. Portanto, para aumentar o amortecimento do sistema foram introduzidos cortes 

por laser e injetado um polímero viscoelástico, proporcionando atenuação da amplitude de vibração da 

serra. Por outro lado, a geometria dos dentes da serra foi alterada com o objetivo de reduzir a força 

gerada pelo desprendimento dos vórtices e, assim, conseguir uma redução significativa da intensidade 

do ruído gerado. 

Com uma boa implementação das soluções desenvolvidas e a respetiva comparação com o modelo 

atual fica completo o desenvolvimento das ferramentas de apoio ao projeto de serras circulares. 
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Abstract 

This work was motivated by the need to improve the performance of circular saw in service 

associated to growing concerns about hygiene and occupational health, which imposes the maximum 

limits to the vibration and noise levels. The circular saw make part of the cutting tools and are known to 

produce high noise and vibration levels that influence the environmental conditions of the workplace 

and its cutting efficiency. To meet with today’s requirements, associated to the operational or finishing 

quality, it’s necessary develop efficient and high-performance tools. To achieve this goal, it’s necessary 

to act at the project level, seeking to optimize the operating conditions and designing devices or solutions 

in order to reduce vibration levels. 

As a first approach to the problem will be presented a detailed study of the circular saw and its 

cutting processes, in order to identify which are the areas that will most influence their performance. 

This results in a new strategy for the development methodologies of design and manufacturing, with 

objective of achieving the goals set for this work. Although there are other factors that may affect the 

tool's operation quality, in this work was given special importance to vibration and noise analysis. 

During its operation, the circular saws are subject to several external forces, such as: impact of the 

teeth with the cut material, the heat generated by cutting process, vibrations of the machine resulting of 

the arbour, among others. However, after an analysis of the state of the art it was possible divide this 

work in two different areas, namely: vibrations produced by lateral unbalancing and vibrations due to 

the aerodynamic flow around the saw teeth, being this the main source of noise. 

The unbalances resulting from the manufacturing process gives rise the appearance of critical 

speeds during rotation and to the poor quality of the finish cutting. In order to produce thinners circular 

saws and increase cutting speed it’s usual to apply a plastic deformation ring on the saw body to increase 

its stability and reduce the effect caused by the lateral unbalance. Defined as tensioning, this process 

was extensively studied and characterized in this work in order to maximize their effect on the circular 

saw. For this, were developed analytical and numerical calculation methods to predict the dynamic 

response of the circular saw when a plastic deformation ring is introduced, allowing the optimization 

their parameters according to the saw service conditions. It was also designed and built a test machine 

to validate the project methodologies. 

The noise generated during by saw during the service conditions besides diminishing the cutting 

quality also degrades the working conditions, being, for that reasons, studied the causes and made some 

attempts to reduce them. The interaction of the air with saw teeth lead to the formation of vortices and 

to the appearance of   which two distinctive noise sources. One of them, results from the formation of 

vortices that cause an alternating pressure variation in the surrounding air that propagates as sound wave 

and resembles an acoustic dipole. The noise produced by this source increases exponentially with the 

saw rotation speed and presents a predominant frequency equal to the frequency of detachment of the 

vortices, although their contribution to the deterioration of working conditions is not meaningful due to 

its low intensity. The main source of noise and the most studied is result of the body vibration of the saw 

produced by the alternating force caused by the detachment of the vortices. To reduce the noise generated 
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by the vibration of circular saw, it was decided to act in two components of the vibratory system, the 

excitation component and energy dissipation component. Therefore, to increase the damping of the 

system were introduced laser cuts and injected into a viscoelastic polymer, providing the reduction of 

the vibration amplitude of the saw. On the other hand, the geometry of the saw teeth was changed with 

the objective of reducing the force generated by the vortices and, thus, obtaining a major reduction in 

the generated noise intensity. 

With a good implementation of the developed solutions and the respective comparison with the 

currently model is completed the development of the tools used in the design of circular saws. 
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“If you want to learn the secrets of the universe, 

 think of energy, frequency and vibrations” 
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Capítulo 1  

Introdução às vibrações e ruído de serras circulares para corte de 

madeira 

1.1 Introdução 

1.1.1 A madeira e o seu corte 

A madeira foi um dos primeiros materiais de construção utilizado pelo homem. Tendo cedido o 

seu lugar aos metais em vários domínios de aplicação a madeira vem recuperando, em larga medida, a 

sua antiga preponderância. Atualmente pode afirmar-se que em alguns setores este material natural tem 

penetrado em campos considerados estritamente específicos dos materiais metálicos. Tirando partido do 

desenvolvimento dos materiais compósitos e da aplicação de adesivos, assinalando-se o seu emprego na 

manufatura de dobradiças, bicicletas, rodas dentadas e pinhões de ataque em certas engrenagens. Pode 

dizer-se que o aparecimento dos contraplacados constituiu uma autêntica revolução nas indústrias 

tradicionais ligadas, nomeadamente, ao mobiliário, à construção civil, à construção naval e até à 

construção de aeronaves. Estes materiais compósitos de fibras naturais exigem ferramentas de corte de 

qualidade e desempenho elevados. 

O corte de madeira é um processo com características altamente variáveis e, por isso, difíceis de 

modelar. Uma das questões mais críticas prende-se com a elevada anisotropia da madeira que advém 

das diferentes orientações e propriedades das fibras, Figura 1.2. Esta característica vai influenciar a força 

e a velocidade do corte além da qualidade de acabamento de acordo com as diferentes direções 

escolhidas. A heterogeneidade é outra das características que influência o corte e a utilização da madeira 

e depende das diferentes propriedades mecânicas das diversas estruturas que a constituem. Esta 

característica resulta de uma granulometria irregular, variações na largura dos anéis de crescimento, 

crescimento excêntrico, nós, tecidos de cicatrização, bem como da presença de substâncias químicas, 

tais como: resinas, óleos, gomas, compostos aromáticos e sais de ácidos orgânicos. Os problemas 

decorrentes das variações de granulometria, fissuras superficiais e contrações podem ser corrigidos ou 

minimizados através do uso de técnicas adequadas de processamento, maquinagem e acabamento. Para 

além dos defeitos naturais e a presença de substâncias químicas apresentados anteriormente, o teor de 

humidade é também uma propriedade física com grande influência nas operações de corte. Assim, a 

água presente na madeira pode preencher os espaços vazios dentro das células ou entre elas (água livre 

ou água de capilaridade), pode estar impregnada nas paredes das células (água de adesão) ou pode existir 

na estrutura química do próprio tecido (água de constituição). O teor de humidade da madeira seca ao ar 

é aproximadamente entre 13 % a 17 %. 

A previsão das forças de corte nas diferentes condições do material vai possibilitar o aumento da 

produtividade, permitindo que o operador selecione as velocidades de corte mais elevadas, e otimize o 
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posicionamento da madeira no equipamento de modo a minimizar o consumo de energia e melhorar a 

qualidade da superfície resultante. Assim sendo, no fabrico de ferramentas de corte para madeira é 

importante ter em consideração a estrutura e condições em que se encontram os materiais a cortar para 

poder minimizar os efeitos destes na operação de corte. 

Muitas vezes as soluções atuais de ferramentas de corte tem uma origem tradicional, como é o 

caso das serras circulares. As serras iniciais eram ferramentas manuais e com dentes abrasivos. Mais 

tarde foram automatizadas e introduzidos os dentes de corte idênticos aos dos dias de hoje, chegando às 

serras de fita e serras circulares. A serra atual continua a seguir o mesmo conceito, no entanto já 

incorpora muitas inovações como os expansores térmicos, silenciadores e pastilhas em metal-duro. 

Outro grande avanço tecnológico foram as serras guiadas, onde a máquina apresenta dois patins de 

guiamento e são fixas num veio estriado, Figura 1.1. Os patins junto à zona do corte permitem aumentar 

a estabilidade da serra e promovem um corte mais preciso, podendo a serra acomodar irregularidades da 

madeira. 

 
Figura 1.1 – Serra circular guiada e fixa em veio estriado.[1] 

A serra circular é uma das ferramentas de corte amplamente usadas pelas indústrias da madeira, 

alimentar, metalomecânica, microeletrónica, etc. O desempenho de uma serra circular é avaliado pelo 

volume de material cortado por hora, pela qualidade do corte, pela seção mínima de corte e pelo nível 

de ruído produzido. Na Figura 1.3 mostra-se uma superfície de corte com as marcas deixadas pela serra. 

Estas marcas são influenciadas pela geometria, estado de afiamento do dente e estabilidade da serra 

durante o corte. 

Ao nível da estabilidade da serra verifica-se que o aumento da espessura permite melhorar 

substancialmente a qualidade do corte e reduz o ruído de vibração. Todavia, a largura da seção de corte 

será superior o que implica o aumento do desperdício de material, tornando esta solução 

economicamente pouco recomendada. Assim, a estabilidade e a reduzida seção de corte pretendida para 

uma serra circular são difíceis de conciliar e constituem atualmente um desafio para os fabricantes de 

serras. A solução passa normalmente por reduzir a secção de corte e desenvolver técnicas capazes de 

aumentar a estabilidade da serra evitando, deste modo, fenómenos de ressonância e as velocidades 

críticas de funcionamento. 

Patim de 
guiamento 

Veio 

estriado 
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Figura 1.2 – Microestrutura e orientação das fibras da madeira.[2] 

Estas ferramentas de corte são constituídas essencialmente por um corpo de aço e dentes de corte 

brasados na sua extremidade que, na maioria dos casos, são obtidos em pastilhas de carboneto de 

tungsténio. Existe uma grande preocupação em otimizar o material utilizado no fabrico do corpo da serra 

uma vez que, para além de minimizar os problemas resultantes do corte, permite construir serras com 

menor espessura. 

 
Figura 1.3 – Marcas resultantes do corte de madeira [3]. 

A redução da espessura da serra é benéfica na medida em que diminui a quantidade de material 

necessária para o seu fabrico e reduz a perda de material cortado. Este assunto constitui o problema 

central no fabrico de uma serra: utilizar uma lâmina o mais fina possível e com rigidez suficiente para 

resistir às oscilações laterais a que está sujeita e possa assegurar as tolerâncias dimensionais estipuladas. 

As principais causas da instabilidade destas ferramentas resultam das vibrações induzidas durante o seu 

funcionamento. A diminuição da oscilação lateral é imprescindível para melhorar a qualidade da 

superfície cortada, dar maior precisão de corte, aumentar o tempo de vida da ferramenta e para a redução 

do ruído emitido. Este último ponto assume grande importância nos modernos regulamentos de impacto 

ambiental principalmente relacionados com a segurança ocupacional. As vibrações consistem num 

movimento transversal cíclico da serra relativamente à sua posição de equilíbrio, e são provocadas pelas 

condições resultantes da operação. Os problemas resultantes das vibrações agravam-se com o aumento 

da velocidade de corte. 

Ruído é definido como um som desagradável e indesejado. Trata-se de um fenómeno frequente no 

corte de madeira pois durante o processo de corte tanto a serra como a peça a ser cortada tendem a vibrar. 

Estas vibrações são responsáveis pelo desenvolvimento de ondas sonoras que se propagam através do ar 
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e geram ruído acústico. Além do ruído gerado pelas vibrações da serra existe ainda uma outra fonte de 

ruído que resulta da interação entre os dentes da serra e a atmosfera envolvente, ruído aerodinâmico. A 

indústria de transformação da madeira tem vindo a confrontar-se com problemas de aumento dos níveis 

de ruído como resultado da evolução dos equipamentos, que tendem a recorrer a velocidades de corte 

progressivamente crescentes. De acordo com as leis e regulamentos atuais os níveis de ruído devem ser 

controlados porque são prejudiciais para a saúde dos operadores, podendo causar perdas de audição e 

por comprometerem um bom ambiente no posto de trabalho. 

Conhecidas estas restrições, o principal objetivo dos fabricantes de serras circulares é a produção 

de serras capazes de resistir às vibrações quando se utilizam velocidades de corte mais elevadas, ou seja, 

aumentar a velocidade de serviço com manutenção da estabilidade de forma a aumentar a produtividade 

mantendo qualidade de acabamento aceitável [4-10]. Mostra-se assim que o projeto de serras circulares 

é complexo e muito condicionado com as características finais desejadas para cada solução. Esta 

condição resulta de alguns dos objetivos perseguidos resultarem de efeitos contraditórios, isto é, uma 

menor espessura reduz o desperdício mas agrava a sensibilidade a vibrações. 

1.1.2 A indústria das ferramentas de corte 

A indústria ligada ao corte da madeira é bastante ativa, com origens tradicionais mas sempre em 

constante evolução e tecnologicamente evoluída. Os centros de investigação sobre madeira e o seu corte 

surgem em função das necessidades industriais, devendo apresentar o seu contributo através de uma 

parceria muito próxima. Os países como Japão, USA, Canadá, Brasil, Polónia e Suécia tem grande 

tradição no que confere à madeira, estando lá localizadas as principais indústrias e centros de 

investigação. Em 1998 a produção de madeira não utilizada como lenha era cerca de 1,5 biliões de metros 

cúbicos e correspondia a aproximadamente 45 % de toda a madeira cultivada no mundo. A madeira 

destinada à construção civil representa 55 % da produção industrial, enquanto 25 % destina-se à 

produção de papel e cartão e aproximadamente 20 % transforma-se em painéis e mobiliário. 

O tempo em que as ferramentas de corte eram todas iguais já passou, nos dias de hoje existe uma 

grande variedade de ferramentas no mercado. No mercado global dos dias atuais a indústria das 

ferramentas de corte possui processos de fabrico e materiais semelhantes em todo o mundo, apresentando 

desafios permanentes para garantir distinção da concorrência ao nível da redução dos custos produtivos, 

da estabilidade no processo, na qualidade e na inovação. Assim, a indústria das ferramentas de corte 

pode influenciar diretamente a indústria transformadora da madeira, ao nível da redução de custos com 

a melhoria da eficiência, da qualidade e da recuperação das ferramentas de corte. Por isso é que a redução 

da espessura da serra pode ser tão importante, pois reduz o desperdício e diminui a pressão de corte. 

As difíceis exigências da indústria automóvel e aeronáutica obriga os fabricantes de ferramentas 

de corte a ter de inovar e melhorar o seu produto para poderem apresentar soluções competitivas. As 

ferramentas de alta qualidade possuem um alto grau de sofisticação técnica e permite diferenciar-se das 

ferramentas de baixo custo. No caso das serras circulares, a diferença entre uma de boa ou má qualidade 

não é a aparência, mas sim a sua construção. O corpo da serra, a solda e o material das pastilhas de corte 

tem uma influência decisiva sobre as propriedades da serra, que influenciam diretamente a qualidade do 

corte e a vida útil da ferramenta. 

Neste momento a tecnologia presente na produção de serras está evoluída a diversos níveis, 

começando pelo corte a laser do corpo da serra, Figura 1.4 a), que representa um avanço em termos de 

produtividade e otimização do material em comparação com o processo anterior. Antes da utilização do 

corte laser, a obtenção dos corpos das serras usava chapas de aço macio e envolvia diversos processos 

tecnológicos até à obtenção do corpo final, nomeadamente o corte da chapa por guilhotina, o 
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torneamento, o corte da forma dos dentes e uma têmpera, Figura 1.4 b). Com o aumento da preocupação 

da estabilidade da serra durante o seu funcionamento e o uso de serras cada vez mais finas, levou a se 

efetuar um processo de revenido para aliviar tensões residuais resultantes dos diversos processos de 

fabrico, Figura 1.4 b). 

 
(a) 

 
(b) 

Figura 1.4 – (a) Corte laser dos corpos das serras. (b) Forno para efetuar têmpera e revenido em serras circulares.[11, 12] 

Também, para melhorar o desempenho da serra, é efetuada uma retificação da espessura do corpo 

de modo a tentar diminuir ao máximo os desequilíbrios. Como a superfície do corpo da serra poderá 

estar em contacto com a peça a ser cortada, a rugosidade desta é bastante importante para evitar forças 

de atrito elevadas e aquecimento da serra, Figura 1.5 b). Os furos centrais são retificados e chanfrados 

por motivos de qualidade. 

 
(a) 

 
(b) 

Figura 1.5 – (a) Chanframento do furo central. (b) Retificação da espessura e da superfície da serra.[11] 

O processo de tensionamento que será explicado mais detalhadamente ao longo desta tese, serve 

para aumentar a estabilidade da serra. Este evoluiu de um processo efetuado manualmente com martelo, 

para um processo automatizado e com o uso de rolos de compressão, Figura 1.6 (a). Com a perceção da 

importância do desbalanceamento lateral surgiram processos de medição e controlo capazes de avaliar 

o estado da serra para se efetuar correções, Figura 1.6 (b). 
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(a) 

 
(b) 

Figura 1.6 – (a) Tensionamento da serra circular. (b) Controlo do balanceamento da serra. [11] 

O aparecimento de materiais diferentes, como os aglomerados e as melaminas, obrigou ao 

desenvolvimento de pastilhas de corte em materiais mais resistentes e até à colocação de pastilhas em 

diamante policristalino, CVD, Figura 1.7 (c). Por isso, a brasagem das pastilhas de corte no corpo da 

serra levou à automatização da tecnologia e ao aparecimento de materiais compensadores da dilatação 

térmica sofrida aquando da brasagem, Figura 1.7 (a) e (b). Neste momento, são amplamente usadas 

pastilhas em carboneto de tungsténio brasadas ao corpo da serra através de um ligante em prata capaz 

de compensar as diferentes dilatações térmicas sofridas pelos dois corpos (pastilha e corpo da serra). 

 

 
(a) 

 
(b) 

 
(c) 

Figura 1.7 – (a) Máquina de brasagem das pastilhas de corte. (b) Pastilhas brasadas com o ligante em prata. (c) Diamante 

policristalino, CVD. [11, 13, 14] 

O estudo das forças de corte e a tentativa da sua redução levou ao aparecimento de geometrias de 

corte cada vez mais pormenorizadas que obrigou à evolução das máquinas de afiamento, Figura 1.8 (a). 

Na indústria da madeira o uso da tecnologia laser e de processamento de imagem é amplamente usada, 

neste caso pode ser empregue no controlo de qualidade do afiamento das pastilhas, Figura 1.8 (b). 
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(a) 

 
(b) 

 
(c) 

Figura 1.8 – (a) Máquina para afiamento das pastilhas. (b) Uso de tecnologia ótica para controlo de qualidade. (c) 

Diferentes geometrias das pastilhas. [11, 15, 16] 

1.2 Estado da arte 

1.2.1 Dinâmica das serras circulares 

As vibrações numa serra circular consistem num movimento lateral em torno do seu ponto de 

equilíbrio. Devido a parâmetros incontroláveis na produção das serras circulares o equilíbrio nunca é 

perfeito nem a serra completamente plana. Tal situação provoca um movimento oscilatório quando a 

serra é submetida a uma velocidade de rotação mais elevada. 

As vibrações resultantes do movimento podem ser consideradas um somatório de modos 

individuais tendo cada um deles uma forma, frequência e amplitude específicas. Na forma da vibração 

os nodos ou linhas nodais correspondem a pontos ou linhas que não possuem amplitude de vibração. Na 

Figura 1.9 mostram-se algumas situações envolvendo linhas nodais; se os pontos corresponderem a uma 

linha diametral denominam-se de diâmetros nodais (𝑛) ou se corresponderem a um círculo denominam-

se de círculos nodais (𝑚). No caso específico de uma placa anelar os modos ocorrem sob a forma de 

uma combinação de um número inteiro de círculos e diâmetros nodais. 

As frequências de cada modo dependem da geometria da serra, da relação geométrica entre a 

flange e o diâmetro da serra, das propriedades do material e das tensões de membrana. Estas, por sua 

vez resultam da deformação plástica do tensionamento, do aquecimento produzido durante o corte e das 

forças geradas pela velocidade de rotação. Teoricamente, todas as combinações entre os diâmetros e os 

círculos nodais são possíveis para a formação dos modos naturais de vibração. No entanto, os modos de 

elevada frequência necessitam de muita energia para serem excitados o que normalmente não ocorre 

durante o processo de corte. É de referir ainda que os modos que possuem até seis diâmetros nodais e 

zero círculos nodais possuem as frequências mais baixas e são, por isso, os mais importantes para a 

vibração de uma serra. Em geral, os modos de frequência mais baixa apresentam geometrias mais 
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simples, isto é, menor rigidez e maior amplitude de vibração. Por esta razão são estes que apresentam 

um maior contributo para a amplitude da resposta vibratória global da serra. 

 

 
Figura 1.9 – Modos naturais de vibração de uma placa anelar.[17] 

A vibração de uma serra é concomitantemente causada por distúrbios inerentes ao processo de 

corte, estando sempre presente ainda que com diferentes graus de significância. Se a vibração de uma 

serra é indesejável devem ser realizados esforços para a reduzir ou eliminar, sem encarecer 

significativamente o seu custo de fabrico. As vibrações nas serras circulares aumentam a perda de 

material por corte, reduzem a precisão do processo de corte, diminuem a qualidade do acabamento da 

superfície, irradiam ruído, reduzem a vida útil da ferramenta e aumentam o tempo de paragem das 

máquinas. 

De forma a perceber melhor a relação entre a vibração da serra e a sua performance, deve ter-se 

presente o conceito de ressonância. Explicado de uma forma simples pode dizer-se que a ressonância 

ocorre quando as forças sinusoidais, presentes durante o funcionamento da serra, tem uma frequência 

igual ou muito próxima de uma frequência natural de vibração da serra. Assim, a vibração da serra 

decorre da excitação do modo natural e o deslocamento transversal é elevado, sendo controlada pelo 

amortecimento intrínseco de cada modo. 

Na verdade as forças envolvidas no processo de corte na sua maioria não são sinusoidais nem 

constantes mas resultado de uma combinação de forças periódicas, como a frequência de passagem dos 

dentes, e por forças aleatórias, como a interação das superfícies laterais da serra com a peça de trabalho, 

como se representa esquematicamente na Figura 1.10. Assim, as forças significativas do processo de 

corte estão distribuídas ao longo de uma gama de frequências, sendo os modos individuais da serra 

excitados nessa gama. Quando as forças de excitação estão próximas das frequências naturais da serra 

dá-se o fenómeno de ressonância, caraterizado pela elevada amplitude de oscilação lateral, instabilidade 

da serra e elevado ruído. 
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Figura 1.10 – Vibração lateral da serra durante o corte. 

Para evitar os fenómenos de ressonância deverá procurar-se alterar as frequências naturais de 

vibração da serra e/ou as frequências das forças externas. Na prática estes métodos são empregues todos 

os dias na indústria; a alteração das forças externas é materializada pelo afiamento dos dentes, e a 

alteração nas frequências é materializada na variação da velocidade de avanço ou da rotação da serra. 

Enquanto a alteração das frequências naturais da serra é controlada pelo processo de tensionamento e 

pelo tratamento térmico. Todavia, existem aspetos que não são fáceis de ajustar em ambiente produtivo, 

tais como: a velocidade de corte, o estado da máquina de corte, o material a cortar, o nível de afiamento 

dos dentes, a dimensão da flange e o binário de aperto. Assim, o projeto de uma serra que se pretenda 

de aplicação geral terá que ser suficientemente robusto para que possa lidar com estes fatores 

incontroláveis. 

Para obter um bom funcionamento das serras é importante conhecer as suas velocidades críticas 

de modo a poder tê-las em conta no projeto e atuar sobre a geometria ou sobre a deformação plástica 

introduzida para evitar que a velocidade crítica ocorra durante o seu funcionamento. 

Uma explicação simples sobre o fenómeno que conduz à velocidade crítica requer uma 

compreensão do conceito de propagação de uma onda na direção circunferencial de uma placa anelar, o 

que está representado esquematicamente na Figura 1.9. Esta situação corresponderá a um modelo de um 

modo natural de vibração possuindo, pelo menos, um diâmetro nodal em que as ondas são propagadas 

na direção circunferencial de uma placa circular. Para o caso de se aplicar um deslocamento num ponto 

da borda livre da placa anelar, a resposta consistirá em duas ondas que se propagam em direções 

angulares opostas em torno da periferia da placa anelar. A Figura 1.9 demonstra este fenómeno para 

modos com um até três diâmetros nodais com a representação das ondas nas suas amplitudes máximas 

e em oposição de fase. 
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As ondas de flexão provocadas nas placas viajam em sentidos opostos a uma velocidade 

determinada pela frequência dos modos naturais de vibração correspondentes. Quando a placa anelar é 

colocada em rotação a velocidade de propagação das ondas que se deslocam na direção da rotação 

aumenta em relação a um referencial fixo, e a velocidade de propagação das ondas que se deslocam na 

direção contrária à rotação diminui em relação a um referencial fixo. 

Assim, as ondas que se propagam na direção da rotação são as ondas progressivas, na literatura 

técnica são normalmente referidas como 𝐹𝑊  (Forward Whirling). O aumento na velocidade de 

propagação das ondas progressivas resulta de dois efeitos: a translação das ondas criada pela rotação, e 

o aumento da frequência dos modos, devido ao aumento da rigidez na serra, provocado pela força 

centrífuga. As ondas que se propagam na direção contrária à rotação são as ondas regressivas, na 

literatura técnica são normalmente designadas como 𝐵𝑊 (Backward Whirling). Neste caso, verifica-se 

uma diminuição da velocidade de propagação das ondas regressivas em relação a um referencial fixo, 

pois a diminuição provocada pela translação é superior ao aumento provocado pela variação de rigidez. 

As ondas progressivas e as regressivas de cada modo possuem velocidades distintas quando observadas 

a partir de um referencial fixo sendo, por isso, interpretadas como duas frequências de ressonância, uma 

superior e outra inferior à frequência natural. 

Um exemplo deste fenómeno é observado quando uma ambulância passa por nós a grande 

velocidade, verifica-se uma variação na frequência do som produzido nas sirenes quando estas se 

aproximam e se afastam, este fenómeno é conhecido por efeito Doppler.  

O fenómeno da propagação das duas ondas em função da velocidade de rotação de uma serra 

circular para um só modo de vibração de diâmetro nodal é ilustrado na Figura 1.11. 

 
Figura 1.11 – Frequências das ondas de propagação de um modo natural em função da velocidade de rotação de uma placa 

anelar.[17]  
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A análise da Figura 1.11 revela três linhas correspondentes à variação de três frequências em 

função da velocidade de rotação de uma placa anelar. Em seguida faz-se a análise em detalhe de cada 

uma destas frequências. 

A vibração observada a partir de um referencial móvel, que roda solidário com a serra, é a 

frequência natural relativa da serra 𝜔𝑛𝑚. 

𝜔𝑛𝑚
2 ≅ (𝜔𝑛𝑚

0 )2 + 𝐾ω𝑅
2  (Eq. 1) 

Sendo 𝜔𝑛𝑚
0  a frequência natural de um modo (𝑛,𝑚) na ausência de rotação. O segundo termo desta 

equação representa o aumento da frequência devido à força centrífuga, em que 𝐾 se refere ao aumento 

de rigidez da serra. Esta componente é, em geral, pequena e é responsável pela frequência apresentar um 

comportamento não linear. Por esta razão, observa-se um ligeiro aumento da frequência natural 𝜔𝑛𝑚
0  

com a velocidade de rotação 𝜔𝑅 . Todavia, a observação a partir de um referencial fixo revela a presença 

de duas novas frequências naturais correspondentes ao mesmo modo: a frequência natural da onda 

progressiva e frequência natural da onda regressiva. 

Frequência natural da onda progressiva: 

𝜔𝑛𝑚
𝐹𝑊 = 𝜔𝑛𝑚 + 𝑛𝜔𝑅 (Eq. 2) 

Frequência natural da onda regressiva: 

𝜔𝑛𝑚
𝐵𝑊 = 𝜔𝑛𝑚 − 𝑛𝜔𝑅 (Eq. 3) 

Onde 𝑛 corresponde ao número de diâmetros nodais do modo em questão. Percebe-se então, que 

as ondas progressivas e regressivas apresentam uma variação maior quanto maior for o número de 

diâmetros nodais 𝑛. Este modo, aqui designado por (𝑛,𝑚), pode entrar em ressonância se for excitado 

por qualquer uma das frequências de referencial fixo 𝜔𝑛𝑚
𝐹𝑊 e 𝜔𝑛𝑚

𝐵𝑊. No entanto, a frequência natural da 

onda regressiva é a que define a velocidade crítica de rotação da serra, sendo esta considerada a mais 

importante. Com o aumento da velocidade de rotação da serra verifica-se que a frequência da onda 

regressiva  𝜔𝑚𝑛
𝐵𝑊 tende para zero, correspondendo esta situação à velocidade crítica da serra, 𝜔𝑐𝑟𝑖𝑡. A 

frequência da onda regressiva  𝜔𝑚𝑛
𝐵𝑊 dos diferentes modos tende de igual forma para zero. Em particular 

há um modo em que este fenómeno ocorre primeiro, o qual é designado de modo de velocidade crítica 

e a velocidade para o qual se verifica o fenómeno é designada por velocidade crítica. 

Quando a velocidade de funcionamento se aproxima da velocidade crítica verifica-se instabilidade 

no comportamento da serra. Na vizinhança da velocidade crítica ocorre um aumento da amplitude de 

vibração lateral causando deterioração da precisão e acabamento do corte. Pelo contrário, para 

velocidades mais afastadas da velocidade crítica observa-se uma maior estabilidade no funcionamento 

da serra e melhoria da qualidade do corte. 

No caso de uma serra apresentar uma configuração axissimétrica, qualquer dos seus diâmetros é 

um potencial diâmetro nodal e estes mover-se-ão ao longo da serra. À velocidade crítica a velocidade de 

propagação da onda regressiva tem a mesma frequência que a rotação da serra, mas com sentido oposto, 

fazendo com que a velocidade relativa da onda regressiva seja zero quando observada a partir de um 

referencial fixo. A estacionaridade das ondas faz com que os diâmetros nodais não alterem a sua posição 

no tempo. 

Para o caso da serra apresentar uma configuração não axissimétrica, esta apresenta um diâmetro 

nodal preferencial e não se estabelece a estacionaridade da onda. À velocidade crítica verifica-se alguma 

instabilidade, mas a onda deixa de ser estacionária e a amplitude de vibração vem diminuída. Este efeito 

pode ser a contribuição mais importante dos cortes radiais introduzidos na periferia, para além de 
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reduzirem o efeito do aumento das tensões circunferenciais devido à expansão térmica, também 

destroem a simetria na serra e, consequentemente, inibem a formação de ondas estacionárias. 

Acontece que durante o funcionamento de uma serra circular a velocidade de rotação pode ser 

igual a uma frequência de uma onda regressiva ou progressiva, verificando também uma instabilidade. 

Apesar de possuir uma amplitude menor, também provoca mau acabamento e pode ser denominada por 

velocidade subcrítica. 

Devido ao explicado anteriormente torna-se pertinente a determinação das frequências naturais de 

vibração em relação a um referencial fixo. Este fenómeno foi muito bem descrito por Campbell [18] no 

estudo de turbinas a vapor mas pode também aplicar-se ao estudo deste problema. Este autor descreveu 

o fenómeno e passou a apresentar a variação das frequências naturais de vibração sob a forma de um 

diagrama, conhecido pelo diagrama de Campbell. Na Figura 1.12 apresenta-se uma demonstração de um 

modo natural de vibração a variar com o incremento da velocidade de rotação. No diagrama pode ver-

se a frequência natural a aumentar à medida que aumenta a rotação devido à força centrífuga que induz 

tensões planares de tração que aumentam a rigidez do corpo. Por conseguinte aparecem duas novas 

frequências que resultam da onda progressiva 𝜔𝑛𝑚
𝐹𝑊 e da onda regressiva 𝜔𝑛𝑚

𝐵𝑊. Quando a frequência da 

onda regressiva, em relação a um referencial fixo, tem frequência igual a zero atinge-se a chamada 

velocidade crítica. A velocidade crítica ocorre quando a frequência de excitação é igual à frequência do 

modo natural de vibração excitado àquela rotação, isto é 𝜔𝑅/60 = 𝜔𝑛𝑚(𝜔𝑅) . No entanto, também 

existem outras velocidades que devem ser evitadas apesar de apresentarem uma amplificação dinâmica 

menor, são as chamadas velocidades subcríticas 𝜔𝑅
𝑠𝑢𝑏𝑐𝑟í𝑡  e ocorrem quando a frequência da onda 

regressiva ou progressiva é igual à frequência de rotação. Na maioria dos casos só é considerada a onda 

regressiva pois quando ocorre o fenómeno na onda progressiva já a rotação da serra é superior à rotação 

da velocidade crítica. 

 
Figura 1.12 – Diagrama de Campbell para uma placa anelar em rotação. 

No diagrama de Campbell existe a informação relativa às frequências modais, linhas de ordem de 

excitação e possíveis ressonâncias. Não é possível avaliar a ordem de importância das ressonâncias, o 

amortecimento do sistema nem a amplificação dinâmica a cada rotação [19]. 

As serras fixas por uma flange, utilizadas para corte de madeira, devem funcionar cerca de 15 % 

abaixo da velocidade crítica e para aplicações mais precisas devem evitar-se as velocidades subcríticas. 

𝜔𝑅 
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No entanto, as serras guiadas além de para o mesmo diâmetro apresentarem uma maior altura de corte, 

também podem funcionar até à 3ª velocidade crítica sem prejuízo na qualidade de corte.[20] 

1.2.2 Tensionamento 

As tensões residuais presentes numa serra circular podem ser derivadas do processo produtivo, 

introduzidas involuntariamente ou são resultantes do anel de deformação plástica que é efetuado para 

aumentar a estabilidade da serra. Durante o funcionamento da serra surgem também tensões derivadas à 

ação da força centrífuga devido à velocidade de rotação, provocadas pelo aquecimento durante o corte, 

e contribuem para alterar o comportamento da serra. 

A utilização do tensionamento em serras circulares e de fita para melhorar o desempenho do corte 

é uma prática comum há várias décadas. A técnica de tensionamento foi aplicada durante muitos anos 

por artesãos para, de forma empírica, aumentar a estabilidade das serras circulares. Tradicionalmente 

aplicavam-se tensões na serra batendo com um martelo sobre a superfície desta em locais e padrões 

específicos determinados pela experiência. Os golpes do martelo provocam deformações plásticas 

localizadas segundo um processo que pode ser considerado uma arte pois requer muita experiencia e os 

seus efeitos poderão ser muito variáveis, podendo as pancadas tornar a superfície desigual e iniciar 

fraturas por fadiga. 

Atualmente as serras são tensionadas deformando-as localmente entre dois rolos de compressão. 

Um ou ambos os rolos são acionados fazendo com que a serra gire lentamente e crie um encalque pouco 

profundo, de raio constante, em cada lado da serra. O material na região de contacto sofre uma 

deformação plástica dando origem a um anel de deformação que induz tensões, quer dentro da área 

deformada, quer nas áreas adjacentes da serra, Figura 1.13. 

 

 
Figura 1.13 – Esquema do processo de tensionamento em serras circulares.  
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A deformação localizada obtida por este processo induz tensões residuais na serra e provoca uma 

variação das frequências naturais e da velocidade crítica da serra. Uma vez que a instabilidade ocorre 

quando a velocidade de rotação da serra está próxima da velocidade crítica, o tensionamento permite 

afastar a velocidade crítica da gama de velocidades de trabalho da serra. Em contraste, a redução da 

espessura de uma serra reduz a sua velocidade crítica e diminui a estabilidade. 

O tensionamento em serras circulares induz tensões residuais de tal modo que a periferia é puxada 

e apresenta tensões circunferenciais de tração e na parte interior de compressão, como se mostra na 

Figura 1.14. Este estado de tensão altera as frequências naturais da serra e, quando bem distribuído, pode 

melhorar significativamente a estabilidade da serra.[21] 

 

Figura 1.14 – Distribuição das tensões planares numa serra quando submetida a diferentes solicitações externas.[17] 

O propósito do tensionamento é aumentar a frequência mais baixa de forma a afastar a velocidade 

crítica da rotação de serviço e, segundo diversos autores, é possível aumentar em cerca de 40 % a 

velocidade crítica. 

Pela observação da Figura 1.15 consegue-se perceber que as frequências dos modos naturais de 

vibração até um diâmetro nodal 𝑛 = 0, 1 diminuem, enquanto as frequências dos modos com mais do 

que um diâmetro nodal aumentam com a deformação plástica. Uma deformação plástica excessiva 

provoca a fragilidade da serra, pois reduz até zero a frequência do modo natural com 𝑛 = 0 diâmetros 
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nodais. Todos os tipos de tensionamento produzem um diagrama similar ao da Figura 1.15, apenas se 

distinguido por pequenas variações. 

 
Figura 1.15 – Variação das frequências naturais de vibração da onda regressiva com a extensão da deformação plástica.[22] 

Novas técnicas, como o tensionamento por indução de calor ou por aquecimento temporário, estão 

a tornar-se cada vez mais usuais entre os fabricantes. O tensionamento efetuado pela indução de calor 

numa banda da serra consiste na utilização de uma chama de oxy-acetileno ou um gerador de calor a 

uma temperatura de aproximadamente 350 − 400 °𝐶 . Este tratamento atua sobre a martensite da 

estrutura do aço, transformando-a em bainite. O tensionamento térmico produz o mesmo efeito que o 

tensionamento por rolos, mas com a vantagem do estado de tensão poder ser continuamente ajustado. 

O tensionamento efetuado por aquecimento temporário consiste na indução de calor, entre os 

30 –  80 °𝐶 na flange da serra, provocando um gradiente térmico entre o interior e o exterior que por 

conseguinte também gera um gradiente a nível das tensões. No entanto, este processo requer a aplicação 

de calor durante o seu funcionamento, quando retirada a fonte de calor a serra volta ao seu estado normal. 

Este processo apresenta como principal vantagem em relação aos outros métodos o permitir afinar o 

valor de tensionamento consoante as condições de trabalho além de ser reversível. 

Todos os processos induzem tensões planares na serra e quando distribuídas favoravelmente, estas 

tensões tornam a serra substancialmente mais rígida e melhoram a estabilidade do corte. O 

tensionamento adequando é importante para se conseguir produzir serras cada vez mais finas e com 

melhor desempenho. 

O melhor processo para se qualificar o processo de tensionamento deve ser através da medição das 

frequências naturais de vibração da serra. No entanto, também se poderá qualificar e quantificar o 

processo através da medição da rigidez da serra. Este processo consiste na aplicação de uma força na 

periferia da serra e na medição do deslocamento resultante. Sendo um processo bastante empírico e com 

grande apetência a erros é, no entanto, bastante expedito e de fácil utilização na produção, Figura 

1.16.[17, 22-26] 
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Figura 1.16 – Sistema para quantificação do tensionamento.[23] 

1.2.3 Tensões térmicas 

O calor gerado durante o corte na extremidade da serra leva à aparição de tensões circunferenciais 

de compressão na periferia, resultando num decréscimo das frequências naturais, Figura 1.14. Numa 

serra circular as forças de corte e o calor gerado por este, reduzem as frequências dos modos naturais de 

torção e tornam a serra instável a uma velocidade de rotação inferior. O tensionamento provoca o 

aumento das frequências dos modos torsionais e neutraliza os efeitos desestabilizadores do corte e do 

aquecimento, enquanto as frequências correspondentes aos modos de flexão não sofrem variação 

significativa. O estado de tensão devido à temperatura depende do coeficiente de expansão térmica do 

material e da distribuição de temperatura durante o processo de corte. Com o aumento da vibração lateral 

da serra, o contacto lateral da mesma com o material a ser cortado aumenta e por isso causa 

sobreaquecimento da extremidade da serra por fricção, como se pode ver na Figura 3.6. 

 
Figura 1.17 – Serra com zonas queimadas provocadas pelo aquecimento por fricção devido à ocorrência de um excesso de 

vibração lateral. [17]  
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Normalmente as serras circulares são desenhadas com expansores térmicos na sua periferia, que 

funcionam como zona de expansão do corpo da serra para quando está submetida a um aquecimento 

durante o corte. Esta dilatação livre permite que a serra aumente de temperatura na sua periferia sem 

empenar. 

 
Figura 1.18 – Expansor térmico.[27] 

O efeito da temperatura sobre o comportamento dinâmico de uma serra circular também pode ser 

usado de uma forma benéfica, isto é, para induzir estabilidade à serra. O controlo das frequências naturais 

de vibração (ou também denominado por tensionamento térmico) usando tensões de membrana 

induzidas por uma indução de temperatura foi inicialmente estudado por Mote [17] como alternativa ao 

tensionamento tradicional por martelo. Este processo tem a vantagem de não ser permanente e poder ser 

ajustado em função das condições de funcionamento da serra.[27-30] 

1.2.4 Rotação 

A velocidade angular da serra induz tensões planares de tração, quer na direção radial quer na 

direção circunferencial e as frequências naturais de vibração aumentam com a velocidade de rotação, 

Figura 1.11 e Figura 1.12. 

Possivelmente o maior conceito incompreendido acerca da estabilidade das serras circulares é que 

o tensionamento é efetuado para contrariar o efeito das tensões provocadas pela velocidade de rotação 

da serra, podendo ser verificado pela observação da Figura 1.14 onde se constata que as tensões 

resultantes da rotação promovem a estabilidade da serra. 

Mas, como já foi descrito anteriormente, a rotação promove também a amplificação de 

desequilíbrios e o aparecimento das velocidades críticas e ressonâncias. 

1.2.5 Ruído 

O ruído de funcionamento das serras circulares pode, em determinadas situações, apresentar níveis 

entre os 80 𝑑𝐵  e os 120 𝑑𝐵 , que degradam consideravelmente as condições de trabalho na sua 

vizinhança. O ruído gerado também pode ser proveniente do corte de determinados materiais como os 

metais e, entre estes, destacam-se os alumínios. O estudo do ruído de funcionamento das serras circulares 

tem sido uma preocupação desde há vários anos pois a sua redução melhora as condições de trabalho do 

operador, aumenta a eficiência da serra e reduz o desperdício do corte. Mas com a redução da espessura 

das serras e o aumento das velocidades de corte, surgem vários problemas com a geração do ruído. A 
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emissão do ruído pode ser originada em duas situações, com a serra a operar em vazio e com a serra a 

cortar. Com a serra a cortar normalmente o ruído é superior e com uma frequência predominante 

relacionada com o número de dentes da serra. Na rotação em vazio o maior ruído da serra coincide com 

a excitação de um modo natural da serra. Quando a serra se encontra em funcionamento numa frequência 

de ressonância ao começar o corte a amplitude de vibração fica limitada pela peça a cortar e, por isso, o 

ruído diminui. 

O ruído pode também ser gerado por efeito aerodinâmico causado pela interação dos dentes da 

serra com o ar. Pahlitzsch e Rowinski concluíram que a excitação de altas frequências é devida à 

formação de vórtices nas arestas dos dentes e o “assobio” ocorre quando a frequência de desprendimento 

dos vórtices coincide com a frequência natural de vibração da serra em rotação, normalmente excitando 

os modos naturais acima de 1 𝑘𝐻𝑧. Alguns estudos sobre o ruído das serras apontam para uma força de 

excitação alternada resultante do desprendimento dos vórtices que induz uma vibração lateral da serra. 

A força gerada pelos vórtices que atua sobre a serra pode ser aproximada à força que o escoamento do 

ar provoca sobre a asa de um avião, sendo que neste caso a força é alternada. Pela identificação das 

características das fontes sonoras percebeu-se que os tons emitidos pela serra estão associados aos modos 

naturais de vibração. Pode assim concluir-se, devido à correlação entre o espectro de vibração e o 

espectro sonoro, que os modos naturais de vibração que mais emitem são aqueles que apresentam oito 

ou mais diâmetros nodais, sendo raro acontecer uma ressonância num modo com círculos nodais. As 

fontes sonoras de uma serra circular são bastante complexas devido às diversas geometrias incorporadas. 

Este fenómeno aerodinâmico apresenta um espectro sonoro concentrado em harmónicos da frequência 

de rotação com uma ampla faixa devido ao escoamento turbulento criado pela rotação da serra, onde a 

variação da intensidade é influenciada por: geometria da serra, velocidade de rotação, número de dentes 

e o seu desenho, rugosidade da serra e o número de Reynolds do escoamento.  

Mas além disso, ocorre outro tipo de ruído que é provocado pela formação de uma onda acústica 

que se gera com a formação dos vórtices (dipolo acústico) transferindo quantidade de movimento ao ar 

circundante. Sendo normalmente um ruído de menor intensidade e proporcional à velocidade periférica, 

pode afirmar-se que os dentes da serra são causadores de um elevado ruído. 

De forma a reduzir o ruído nas serras circulares várias técnicas já foram estudadas e implementadas, 

tais como, dentes cónicos, passo variável, a colocação de expansores térmicos e produção de serras com 

alto nível de amortecimento, mas estas técnicas nem sempre são eficazes. A colocação de expansores 

térmicos, efetivamente altera as frequências naturais da serra, mas o ruído passa a ocorrer a outra 

velocidade de rotação. Alguns fabricantes alemães que se dedicam à produção de serras experimentaram 

a colocação de um layer viscoelástico para atenuar o ruído, mas além de aumentar a espessura da serra, 

a sua implementação é bastante complexa. A produção de serras em materiais com um amortecimento 

superior também foi estudada e verificou-se uma redução do ruído, no entanto esses materiais 

apresentavam uma resistência muito inferior ao aço normalmente utilizado, são mais caros e não é muito 

fácil utilizá-los numa produção em massa.[31-44]. 

Constata-se assim que o ruído produzido por uma serra tem várias origens e a sua atenuação 

envolve muitas vezes intervenções cujo resultado implica respostas contraditórias. A opção por serras 

mais espessas implica custos agravados e a redução da velocidade de corte diminui a eficiência da serra. 

Por isso a intervenção ao nível de projeto é a recomendada pois permite definir a gama de utilização de 

uma dada serra e, nessa gama, aplicar soluções que permitam atenuar a produção de ruído. 
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1.3 Objetivos e metodologia de trabalho 

Este trabalho resulta da necessidade de melhorar as condições de funcionamento das serras 

circulares. O reforço das preocupações com a higiene e saúde ocupacionais impõe um conjunto de limites 

aceitáveis para as vibrações e ruído em ambiente laboral. As ferramentas de corte, de que a serras 

circulares são um exemplo conhecido, por produzirem elevados níveis de ruído e vibrações são dos 

elementos que mais influenciam as condições ambientais do posto de trabalho e têm implicações na 

eficiência do corte. Para cumprir com as atuais especificações, quer operacionais, quer de qualidade de 

acabamento, é necessário desenvolver ferramentas eficientes com elevado desempenho. Para concretizar 

este objetivo será necessário intervir a nível do seu projeto procurando otimizar as condições de 

funcionamento. Neste sentido será desejável que as empresas fabricantes possam dotar-se de um 

conjunto de métodos de análise e sistemas de medida que lhe permitam um maior controlo sobre a 

produção de forma a inovar os seus produtos. 

Numa primeira abordagem deste problema será realizado um estudo aprofundado sobre as serras 

e os processos de corte para averiguar quais as áreas de intervenção que mais influenciam o seu 

desempenho. Daqui resultará uma estratégia de desenvolvimento de novas metodologias de projeto e 

fabrico com vista a atingir os objetivos deste trabalho. 

Prevê-se que o trabalho que possa conduzir aos objetivos traçados seja resumido nas seguintes 

etapas: 

1. Estado da arte 

a) Pesquisa bibliográfica; 

b) Estudo das soluções existentes no mercado. 

2. Caracterização dinâmica de discos 

a) Identificação das propriedades modais; 

b) Determinação das velocidades críticas; 

c) Desenvolvimento de um modelo numérico e analítico; 

d) Análise de sensibilidade dos parâmetros de funcionamento. 

3. Criação de um modelo dinâmico representativo de uma serra circular 

a) Identificação das fontes de excitação; 

b) Propagação da energia vibratória; 

c) Análise da interação entre a resposta vibratória e a velocidade de rotação; 

d) Caracterização da influência dos aspetos construtivos no comportamento da serra; 

e) Correlação entre a vibração e a emissão acústica (potência/espectro). 

4. Dissipação da energia vibratória em sistemas de corte por rotação 

a) Formas e sistema de amortecimento; 

b) Atenuação seletiva da vibração; 

c) Otimização da forma e posição do amortecimento. 

 

5. Modelos numéricos/experimentais para simular o comportamento dinâmico da serra em corte 

a) Ajuste e validação do modelo; 

b) Análise da resposta vibro/acústica de serras. 

 

6. Definição de estratégias para atenuação de ruído 

a) Identificação da banda de trabalho; 

b) Por ação sobre a excitação (rpm, nº de dentes, passo, angulo de corte, etc.); 
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c) Por controlo da resposta dinâmica; 

d) Por reforço dos mecanismos de dissipação; 

e) Avaliação das estratégias definidas nos modelos criados. 

 

7. Implementação das soluções desenvolvidas 

a) Avaliação das soluções propostas; 

b) Estudo da sua implementação no processo produtivo; 

c) Desenvolvimento de técnicas de controlo do processo produtivo de forma a garantir a 

implementação das soluções. 

1.4 Organização da dissertação 

Esta tese encontra-se estruturada em seis capítulos cujo conteúdo se sintetiza em seguida. 

Capítulo 1 – No presente capítulo faz-se uma pequena apresentação onde se descreve o problema 

proposto e a metodologia a adotar no intuito de o resolver, bem como soluções anteriormente estudadas 

e testadas por outros autores. 

Capítulo 2 – Foi desenvolvido e implementado um modelo analítico para cálculo das frequências 

naturais de vibração de uma placa anelar quando submetida a solicitações externas que normalmente 

estão presentes no funcionamento das serras circulares. A respetiva validação do modelo analítico ao 

nível dos modos naturais de vibração foi efetuada através de ensaios de impacto e pelo ensaio de Chladni, 

enquanto as deformações foram medidas por extensometria elétrica. 

Capítulo 3 – A par do capítulo anterior, desenvolveu-se um modelo numérico para cálculo das 

frequências naturais de vibração de uma placa anelar, mas com o intuito de se simular o comportamento 

dinâmico de serras circulares. Isto porque o modelo analítico não permitia a simulação de diversos 

componentes presentes numa serra circular, tais como os expansores térmicos, os dentes, etc. 

Capítulo 4 – o conceito de estabilidade e a verificação da velocidade crítica de uma serra circular 

durante a rotação foi estudado neste capítulo. Assim, desenvolveu-se um modelo de cálculo para a 

criação de um diagrama de Campbell, construiu-se e instrumentou-se uma máquina de ensaios para 

medição da vibração lateral e estudo da variação das frequências naturais de vibração com a rotação. 

Capítulo 5 – o ruído é um fator muito importante na performance de uma serra. Por isso foi 

estudado o escoamento em torno dos dentes da serra de forma a se poder quantificar e prever a sua 

influência sobre o ruído durante o funcionamento da mesma. Além disso, foram apresentadas duas 

soluções para redução do ruído, uma através da introdução de amortecimento e outra através de uma 

geometria do dente mais favorável. 

Capítulo 6 – Por fim, neste capítulo faz-se as conclusões de todo o trabalho realizado. Assim, 

propõe-se alguns trabalhos futuros que poderão ser realizados com vista a melhorar o comportamento 

do corte de uma serra circular. Podendo afirmar-se que os objetivos foram atingidos e se criaram 

ferramentas de projeto para serras circulares de forma a controlar as vibrações e o ruído de 

funcionamento. 
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Capítulo 2  

Modelo analítico de placas circulares 

2.1 Introdução  

Neste capítulo será apresentado um modelo analítico que permite simular o comportamento 

dinâmico de uma serra circular nas condições de serviço. A análise terá por base um modelo de placa 

anelar, no qual serão simuladas as solicitações externas previstas e os anéis de deformação plástica 

introduzidos durante o fabrico da serra. A partir deste estudo pretende-se prever o comportamento da 

placa quando submetida a diferentes solicitações e daqui deduzir qual a sua influência na estabilidade 

da serra durante o corte. 

As serras circulares nas condições de serviço estão sujeitas a solicitações térmicas, resultantes da 

fricção entre a serra e a peça a ser cortada, e a forças centrífugas, produzidas pela rotação da serra. 

Enquanto as cargas térmicas induzem forças de compressão no plano, a força centrífuga induz forças de 

tração. Daqui resulta uma alteração da resposta dinâmica da serra, que se manifesta através da variação 

das frequências e respetivos modos naturais de vibração. A instabilidade da serra está diretamente 

associada à sua vibração lateral. Para elevadas amplitudes de vibração observa-se um mau acabamento 

da superfície de corte e um aumento da quantidade de material removido. A introdução dos anéis de 

tensionamento pretende aumentar a rigidez na direção circunferencial da serra e garantir maior 

estabilidade durante o corte. O método consiste em laminar a serra na direção circunferencial por 

compressão de um par de rolos, formando anéis concêntricos de deformação plástica na superfície da 

serra. Estes induzem estados de tração e compressão no plano da serra, sendo predominantemente de 

tração na direção circunferencial e compressão na direção radial, ao qual corresponde uma variação da 

sua rigidez nas duas direções. Esta poderá ser aferida de forma indireta através da medição das 

frequências naturais da serra em repouso. Associadas às frequências estão os modos naturais de vibração, 

que no caso de uma serra circular, são habitualmente definidos pelo número de círculos e diâmetros 

nodais. A sua frequência natural é dependente da rigidez nas duas direções, sendo que nos modos com 

círculos nodais impera a rigidez na direção radial enquanto nos modos com diâmetros nodais predomina 

a rigidez na direção circunferencial. Assim, a laminagem da serra na direção circunferencial conduzirá 

a um aumento das frequências nos modos com prevalências de diâmetros nodais e diminuição das 

frequências nos modos com predomínio de círculos nodais. Por outro lado, a estabilidade lateral da serra 

está associada à amplitude de vibração dos modos naturais de vibração com diâmetros nodais. Por via 

do aumento da rigidez destes modos ocorre uma redução na amplitude de vibração e um consequente 

aumento da estabilidade da serra durante o corte. 

No projeto de uma serra é igualmente importante avaliar a relevância que cada um destes 

parâmetros tem no seu desempenho em serviço. Assim, torna-se necessário desenvolver um estudo, 

assente num modelo analítico, capaz de reproduzir o comportamento dinâmico da serra, para a partir 
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deste determinar a combinação de parâmetros que permita otimizar o seu desempenho ao nível da 

estabilidade durante o corte e que se traduz numa redução da vibração lateral da serra. 

2.2 Análise da resposta vibratória de placas circulares em regime livre  

A análise do comportamento de uma serra tem por base o modelo axi-simétrico de flexão de placas 

circulares finas. Neste modelo é assumido que o material é homogéneo, isotrópico e que apresenta um 

comportamento elástico, sendo as relações entre tensões e deformações regidas pela Lei de Hooke [1]. 

A vibração transversal de uma placa circular fina de raio 𝑟𝑜 e espessura constante ℎ, submetida a 

uma carga dinâmica 𝑓(𝑟, 𝜃, 𝑡) , passa por considerar a análise de um elemento infinitesimal 𝑎𝑏𝑐𝑑 

retirado de uma placa circular, formado por duas secções cilíndricas 𝑎𝑏 e 𝑐𝑑, e duas secções diagonais 

𝑎𝑑 e 𝑏𝑐, Figura 2.1 (a). Na Figura 2.1 (b) apresentam-se as correspondentes forças atuantes no elemento 

infinitesimal [1]. 

 

(a) 
 

(b) 
Figura 2.1 – (a) Modelo de placa circular submetida a uma carga genérica transversal variável no tempo; (b) as forças 

atuantes no elemento infinitesimal.  
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A equação diferencial de movimento para uma placa circular pode ser obtida quer aplicando as 

relações de transformação entre as coordenadas polares (𝑟, 𝜃) e as coordenadas retangulares (𝑥, 𝑦) à 

equação diferencial de movimento deduzida para placas retangulares ou diretamente por aplicação das 

condições de equilíbrio em coordenadas polares (𝑟, 𝜃) . Na literatura é normalmente apresentada a 

primeira abordagem, dado ser mais fácil compreender o significado físico das forças que estão 

associados ao elemento infinitesimal de placa retangular [2]. Assim, a equação diferencial de movimento 

para a vibração lateral de uma placa circular em coordenadas polares é definida por [1-3]: 

𝐷∇4𝑤(𝑟, 𝜃, 𝑡) + 𝜌ℎ
𝜕2𝑤(𝑟, 𝜃, 𝑡)

𝜕𝑡2
= 𝑓(𝑟, 𝜃, 𝑡) (Eq. 4) 

Onde o operador ∇4= (
𝜕2

𝜕𝑟2
+
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
+

1

𝑟2
𝜕2

𝜕𝜃2
)
2

, 𝑤(𝑟, 𝜃, 𝑡) representa o movimento transversal da 

placa, 𝜌 é a massa específica, 
𝜕2𝑤(𝑟,𝜃,𝑡)

𝜕𝑡2
 é aceleração transversal da placa e 𝐷 o módulo de rigidez à 

flexão, definido por: 

𝐷 =
𝐸ℎ3

12(1 − 𝜈2)
 (Eq. 5) 

sendo 𝐸 o módulo de Young e 𝜈 o coeficiente de Poisson do material.  

A vibração em regime livre da placa corresponde à condição de ausência de forças dinâmicas 

externas, isto é, 𝑓(𝑟, 𝜃, 𝑡) = 0. Nesta condição, a equação diferencial de movimento passa-se a escrever: 

𝐷∇4𝑤(𝑟, 𝜃, 𝑡) + 𝜌ℎ
𝜕2𝑤(𝑟, 𝜃, 𝑡)

𝜕𝑡2
= 0 (Eq. 6) 

A solução geral da equação (Eq. 6) passa por considerar que o movimento 𝑤(𝑟, 𝜃, 𝑡) é harmónico 

e dependente do tempo, sendo a solução definida por: 

𝑤(𝑟, 𝜃, 𝑡) = 𝑤(𝑟, 𝜃)𝑒𝑖𝜔𝑡 (Eq. 7) 

Substituindo a solução da equação (Eq. 7) na equação (Eq. 6), obtém-se: 

𝐷∇4𝑤(𝑟, 𝜃) − 𝜔2𝜌ℎ𝑤(𝑟, 𝜃) = 0 (Eq. 8) 

ou ainda, 

(∇4 − 𝛽4)𝑤(𝑟, 𝜃) = 0 (Eq. 9) 

onde, 

𝛽4 =
𝜔2𝜌ℎ

𝐷
 (Eq. 10) 

Onde 𝜔 representa a frequência angular.  

Após factorização, a solução completa da equação (Eq. 9) é obtida na forma de sobreposição das 

soluções das duas seguintes equações [2]: 

∇2𝑊1 + 𝛽
2𝑊1 = 0       ∇

2𝑊2 + 𝛽
2𝑊2 = 0 (Eq. 11) 

Admitindo que a solução da equação (Eq. 9) é na forma de uma série de Fourier, definida por: 

𝑤(𝑟, 𝜃) = ∑𝑊𝑛(𝑟) cos(𝑛𝜃)

∞

𝑛=0

+∑𝑊𝑛
∗(𝑟) sen(𝑛𝜃)

∞

𝑛=1

 (Eq. 12) 

 

Após substituição nas equações (Eq. 11), chega-se às seguintes quatro equações [2]: 
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𝑑2𝑊𝑛1

𝑑𝑟2
+
1

𝑟𝑛

𝑑𝑊𝑛1

𝑑𝑟
− (

𝑛2

𝑟2
− 𝛽2)𝑊𝑛1 = 0

𝑑2𝑊𝑛1
∗

𝑑𝑟2
+
1

𝑟𝑛

𝑑𝑊𝑛1
∗

𝑑𝑟
− (

𝑛2

𝑟2
− 𝛽2)𝑊𝑛1

∗ = 0

𝑑2𝑊𝑛2

𝑑𝑟2
+
1

𝑟𝑛

𝑑𝑊𝑛2

𝑑𝑟
− (

𝑛2

𝑟2
− 𝛽2)𝑊𝑛2 = 0

𝑑2𝑊𝑛2
∗

𝑑𝑟2
+
1

𝑟𝑛

𝑑𝑊𝑛2
∗

𝑑𝑟
− (

𝑛2

𝑟2
− 𝛽2)𝑊𝑛2

∗ = 0

 (Eq. 13) 

As soluções das equações (Eq. 13) são na forma de equações de Bessel, que tomam a forma: 

𝑊𝑛1 = 𝐴𝑛𝐽𝑛(𝛽𝑟) + 𝐵𝑛𝑌𝑛(𝛽𝑟)

𝑊𝑛1
∗ = 𝐴𝑛

∗ 𝐽𝑛(𝛽𝑟) + 𝐵𝑛
∗𝑌𝑛(𝛽𝑟)

𝑊𝑛2 = 𝐶𝑛𝐼𝑛(𝛽𝑟) + 𝐷𝑛𝐾𝑛(𝛽𝑟)

𝑊𝑛2
∗ = 𝐶𝑛

∗𝐼𝑛(𝛽𝑟) + 𝐷𝑛
∗𝐾𝑛(𝛽𝑟)

 (Eq. 14) 

onde 𝐽𝑛 e 𝑌𝑛 representam as funções de Bessel de primeira e segunda espécie, respetivamente, e 

𝐼𝑛 e 𝐾𝑛 são as funções de Bessel modificadas de primeira e segunda espécie, respetivamente [4]. Os 

coeficientes 𝐴𝑛, 𝐴𝑛
∗ , 𝐵𝑛, 𝐵𝑛

∗, 𝐶𝑛, 𝐶𝑛
∗, 𝐷𝑛  e 𝐷𝑛

∗ , que definem as formas naturais de vibração, são 

determinados a partir da aplicação das condições fronteira ao problema. Assim, a solução geral da 

resposta será dada por [2]: 

𝑤(𝑟, 𝜃) = ∑[𝐴𝑛𝐽𝑛(𝛽𝑟) + 𝐵𝑛𝑌𝑛(𝛽𝑟) + 𝐶𝑛𝐼𝑛(𝛽𝑟) + 𝐷𝑛𝐾𝑛(𝛽𝑟)] cos(𝑛𝜃)

∞

𝑛=0

+∑[𝐴𝑛
∗ 𝐽𝑛(𝛽𝑟) + 𝐵𝑛

∗𝑌𝑛(𝛽𝑟) + 𝐶𝑛
∗𝐼𝑛(𝛽𝑟) + 𝐷𝑛

∗𝐾𝑛(𝛽𝑟)] sen(𝑛𝜃)

∞

𝑛=1

 

(Eq. 15) 

Para uma placa circular que apresente no seu centro ( 𝑟 = 0) continuidade nas deformações e nas 

tensões, os termos 𝑌𝑛  e 𝐾𝑛  devem ser removidos da solução para evitar singularidades. Além disso, 

quando são impostas condições de fronteiras axissimétricas à placa, o segundo termo da equação não é 

necessário para representar a solução [2]. Assim, os 𝑛 − 𝑡𝑒𝑟𝑚𝑜𝑠 da solução e que representam as formas 

naturais de vibração da placa circular 𝑤𝑛(𝑟, 𝜃), serão dados por: 

𝑤𝑛(𝑟, 𝜃) = [𝐴𝑛𝐽𝑛(𝛽𝑟) + 𝐶𝑛𝐼𝑛(𝛽𝑟)] cos(𝑛𝜃)   𝑒𝑚 𝑞𝑢𝑒 𝑛 = 0,1, … ,∞ (Eq. 16) 

As formas modais possuem linhas estacionárias de amplitude nula e que se designam por linhas 

nodais. No caso específico das placas circulares, estas dividem-se entre círculos nodais e diâmetros 

nodais. A partir da equação (Eq. 16), verifica-se que os círculos nodais são determinados pela amplitude 

nula do termo entre parênteses reto e os diâmetros nodais pelo termo cos(𝑛𝜃) = 0, a qual ocorre para 

𝑛𝜃 = 𝜋 2⁄ , 3𝜋 2⁄ ,⋯ ,∞. 
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2.2.1  Placa circular encastrada no bordo exterior 

Considere-se o caso particular de uma placa circular fina em aço e encastrada em todo bordo, 

sendo que as propriedades geométricas e materiais são as representadas na Figura 2.2, 

 

 
𝑟𝑜 = 140 𝑚𝑚; ℎ = 2,2 𝑚𝑚;  

𝜌 = 7850 𝑘𝑔/𝑚3; 

𝐸 =  210 𝐺𝑃𝑎; 𝜈 = 0,3 

 
Figura 2.2 – Representação de uma placa circular encastrada em todo o bordo externo. 

Neste caso, as duas condições de fronteira do problema são: 

(𝑎)    𝑤𝑛(𝑟 = 𝑟𝑜 , 𝜃) = 0    𝑒    (𝑏)      
𝜕𝑤𝑛(𝑟 = 𝑟𝑜 , 𝜃)

𝜕𝑟
= 0   (Eq. 17) 

Após a introdução destas condições na solução geral, obtém-se: 

[
𝐽𝑛(𝜆) 𝐼𝑛(𝜆)

𝑛𝐽𝑛(𝜆) − 𝜆𝐽𝑛+1(𝜆) 𝜆𝐼𝑛+1(𝜆) + 𝑛𝐼𝑛(𝜆)
] {
𝐴𝑛
𝐶𝑛
} = {

0
0
} (Eq. 18) 

onde o argumento 𝜆 = 𝛽𝑟𝑜 . A solução não trivial do problema é obtida impondo que o 

determinante dos coeficientes da matriz deve ser igual a zero: 

|
𝐽𝑛(𝜆) 𝐼𝑛(𝜆)

𝜆𝐽𝑛+1(𝜆) − 𝑛𝐽𝑛(𝜆) −𝜆𝐼𝑛+1(𝜆) − 𝑛𝐼𝑛(𝜆)
| = 0 (Eq. 19) 

Daqui obtém-se a equação caraterística do problema, que neste caso toma a forma [2]: 

𝐽𝑛(𝜆)𝐼𝑛+1(𝜆) + 𝐼𝑛(𝜆)𝐽𝑛+1(𝜆) = 0 (Eq. 20) 

A equação (Eq. 20) possui um número infinito de raízes 𝜆𝑛𝑚 para cada valor de 𝑛, em que os 

índices 𝑚 e 𝑛 correspondem às raízes cujos modos naturais de vibração possuem 𝑚 círculos nodais e 𝑛 

diâmetros nodais. 

A partir da equação (Eq. 10) pode estabelecer-se a relação entre as frequências naturais de vibração 

da placa 𝜔𝑛𝑚 e as raízes da equação caraterística 𝜆𝑛𝑚: 

𝜔𝑚,𝑛
2 =

𝐷𝜆𝑛𝑚
4

𝜌ℎ𝑟𝑜4
 (Eq. 21) 

Na Tabela 2.1 são apresentadas as raízes extraídas a partir da equação caraterística (Eq. 20), 

referentes à combinação dos primeiros 4 diâmetros nodais e 4 círculos nodais de uma placa circular 

encastrada no bordo. Refira-se que estes valores foram obtidos recorrendo à ferramenta fzero do Matlab®. 

  

ℎ 
𝑟𝑜  



Capítulo 2 – Modelo analítico de placas circulares 

26 

Tabela 2.1 – Raízes 𝜆𝑛𝑚 da equação caraterística da placa circular encastrada no bordo externo. 

𝑛
𝑚

 0 1 2 3 4 

0 3,2 4,6 5,9 7,1 8,3 

1 6,3 7,8 9,2 10,5 11,8 

2 9,4 10,9 12,4 13,8 15,1 

3 12,6 14,1 15,6 17,0 18,4 

4 15,7 17,3 18,7 20,2 21,6 

 

Para a placa em estudo, apresentam-se na Tabela 2.2 as primeiras frequências naturais de vibração, 

até à combinação 𝑚 = 2 e 𝑛 = 2, determinadas por substituição das raízes na equação (Eq. 21). 

Tabela 2.2 – Frequências naturais de vibração para a placa encastrada no bordo externo, 𝜔𝑛𝑚 [𝐻𝑧]. 

𝑛
𝑚

 0 1 2 

0 285,6 594,5 975,2 

1 1112,0 1700,8 2365,0 

2 2491,4 3357,5 4300,8 

 

Como os valores 𝛽𝑛 correspondem às raízes 𝜆𝑛𝑚, a equação (Eq. 16) passa a escrever-se: 

𝑤𝑛𝑚(𝑟, 𝜃) = [𝐴𝑛𝑚𝐽𝑛(𝛽𝑛𝑚𝑟) + 𝐶𝑛𝑚𝐼𝑛(𝛽𝑛𝑚𝑟)] cos(𝑛𝜃) (Eq. 22) 

A partir da equação (Eq. 18) podemos expressar a constante 𝐶𝑛𝑚 em termos 𝐴𝑛𝑚. Introduzindo 

esta relação na expressão das formas naturais de vibração equação (Eq. 22), obtém-se: 

𝑤𝑛𝑚(𝑟, 𝜃) = 𝐴𝑛𝑚 [𝐽𝑛(𝛽𝑛𝑚𝑟) −
𝐽𝑛(𝜆𝑛𝑚)

𝐼𝑛(𝜆𝑛𝑚)
𝐼𝑛(𝛽𝑛𝑚𝑟)] cos(𝑛𝜃)    (Eq. 23) 

As constantes 𝐴𝑛𝑚 são determinadas impondo a normalização das formas naturais de vibração à 

massa modal unitária, definida pela expressão: 

∫ ∫ 𝑤𝑛𝑚(𝑟, 𝜃) 𝜌ℎ 𝑤𝑛𝑚(𝑟, 𝜃)𝑑𝜃 𝑑𝑟 = 1

2𝜋

0

𝑟𝑜

0

 (Eq. 24) 

Os valores das constantes de normalização das formas naturais de vibração 𝐴̅𝑛𝑚 para o problema 

em estudo são apresentadas na Tabela 2.3. 

 

Tabela 2.3 – Constantes de normalização das formas naturais de vibração para a placa circular encastrada no bordo externo. 

𝑛
𝑚

 0 1 2 

0 0,391 0,913 0,920 

1 0,537 1.087 1,029 

2 0,629 0,955 1,122 
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Na Figura 2.3 são apresentadas respetivas formas naturais de vibração normalizadas à massa modal 

para a placa circular. Nestas é possível comprovar que possuem diferentes combinações de círculos 

nodais e diâmetros nodais, os quais são definidos pelos parâmetros 𝑚 e 𝑛, respetivamente. 

 
Figura 2.3 – Representação das formas naturais da placa circular encastrada no bordo externo. 

Tendo como principal objetivo analisar a vibração de uma serra de corte submetida a solicitações 

externas, apresenta-se em seguida o estudo da placa anelar encastrada no bordo interno. 

2.2.2 Placa anelar encastrada no bordo interno 

Na Figura 2.4 representa-se um modelo de uma placa anelar fina em aço e encastrada no bordo 

interno, com as dimensões geométricas e propriedades do material semelhantes às da serra de corte 

modelo S883.280.060.30, produzida pela FREZITE®. 

 

 
𝑟𝑖 = 40 𝑚𝑚; 𝑟𝑜 = 140 𝑚𝑚;  

ℎ = 2,2 𝑚𝑚; 𝜈 = 0,3 

𝜌 = 7850 𝑘𝑔/𝑚3; 𝐸 =  210 𝐺𝑃𝑎 

 

Figura 2.4 – Representação de uma placa anelar encastrada no bordo interno. 

  

ℎ 𝑟𝑜  

𝑟𝑖 
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As constantes 𝐴𝑛, 𝐵𝑛, 𝐶𝑛 e 𝐷𝑛 são determinadas por aplicação das seguintes quatro condições de 

fronteira para a placa anelar com encastramento no bordo interior [5]: 

𝑟 = 𝑟𝑖 {

𝑤𝑛 = 0  
𝜕𝑤𝑛
𝜕𝑟

= 0  

𝑟 = 𝑟𝑜

{
 
 

 
 𝑀𝑟𝑟 = −𝐷 (

𝜕2𝑤𝑛
𝜕𝑟2

+
𝜈

𝑟

𝜕𝑤𝑛
𝜕𝑟

+
𝜈

𝑟2
𝜕2𝑤𝑛
𝜕𝜃2

) = 0  

𝑄𝑟𝑟 +
1

𝑟

𝜕𝑀𝑟𝜃

𝜕𝜃
= −𝐷 [

𝜕

𝜕𝑟
∇2𝑤𝑛 +

(1 − 𝜈)

𝑟2
𝜕2

𝜕𝜃2
(
𝜕𝑤𝑛
𝜕𝑟

−
𝑤𝑛
𝑟
)] = 0  

 (Eq. 25) 

Após a introdução destas condições na solução geral equação (Eq. 15) [6], obtém-se: 

[

𝑎11
𝑎21
𝑎31
𝑎41

𝑎12
𝑎22
𝑎32
𝑎42

𝑎13
𝑎23
𝑎33
𝑎43

𝑎14
𝑎24
𝑎34
𝑎44

] {

𝐴𝑛
𝐵𝑛
𝐶𝑛
𝐷𝑛

} = {

0
0
0
0

}    (Eq. 26) 

A solução não trivial do problema é obtida impondo que o determinante dos coeficientes da matriz 

𝑎𝑛𝑚 deve ser igual a zero: 

det [𝑎𝑛𝑚] = 0 (Eq. 27) 

À semelhança do estudo anterior esta equação possui um número infinito de raízes 𝛽𝑛𝑚 para cada 

valor de 𝑛, em que os índices 𝑚 e 𝑛 correspondem às raízes cujos modos naturais de vibração possuem 

𝑚 círculos nodais e 𝑛 diâmetros nodais. 

Na Tabela 2.4 são apresentadas as raízes extraídas a partir da equação caraterística resultante do 

determinante da equação (Eq. 27), referentes à combinação dos primeiros 4 diâmetros nodais e 4 círculos 

nodais de uma placa anelar encastrada no bordo interior. 

 

Tabela 2.4 – Raízes 𝛽𝑛𝑚 da equação caraterística da placa anelar encastrada no bordo interno. 

𝑛
𝑚

 0 1 2 3 4 

0 18,1 17,9 19,8 25,9 33,5 

1 45,7 46,8 50,2 55,7 62,8 

2 77,8 78,5 80,9 84,9 90,5 

3 109,4 109,9 111,9 115,0 119,4 

4 140,9 141,4 142,5 145,5 149,2 

 

Para a placa em estudo, apresentam-se na Tabela 2.5 as primeiras frequências naturais de vibração, 

até à combinação 𝑚 = 2 e 𝑛 = 2, determinadas por substituição das raízes na equação (Eq. 10): 

 

Tabela 2.5 - Frequências naturais de vibração para a placa anelar encastrada no bordo interno, 𝜔𝑛𝑚 [𝐻𝑧]. 

𝑛
𝑚

 0 1 2 

0 179,1 175,2 215,0 

1 1142,7 1199,9 1380,2 

2 3313,5 3381,1 3590,3 
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Após a substituição das raízes 𝛽𝑛𝑚 e impondo que a constante 𝐴𝑛𝑚 = 1  no sistema de equações 

(Eq. 26) são determinadas as constantes  𝐵𝑛𝑚, 𝐶𝑛𝑚 e 𝐷𝑛𝑚 . As correspondentes constantes de 

normalização 𝐴𝑛𝑚, 𝐵𝑛𝑚, 𝐶𝑛𝑚 e 𝐷𝑛𝑚 das formas naturais de vibração à massa modal unitária, são obtidas 

por multiplicação pelo fator de normalização 𝛿𝑛𝑚 determinado através da expressão: 

𝛿𝑛𝑚 = √
1
∫ ∫ 𝑤𝑛𝑚(𝑟, 𝜃) 𝜌ℎ 𝑤𝑛𝑚(𝑟, 𝜃)𝑑𝜃 𝑑𝑟

2𝜋

0

𝑟𝑜
𝑟𝑖

⁄  (Eq. 28) 

Os valores das constantes de normalização das formas naturais de vibração à massa modal unitária 

para a placa anelar são apresentadas na Tabela 2.6. 

 

Tabela 2.6 – Constantes de normalização das formas naturais de vibração para a placa anelar encastrada no bordo interno. 

𝐴𝑛𝑚 𝐵𝑛𝑚 

𝑛
𝑚

 0 1 2 

0 -0,495 0,476 1,300 

1 1.111 0,648 -0,816 

2 -0,083 -1,959 -1.010 
 

𝑛
𝑚

 0 1 2 

0 0,366 0,859 0,331 

1 0,227 -1,474 -1,411 

2 -1,384 -0,174 1,702 
 

𝐶𝑛𝑚 𝐷𝑛𝑚 

𝑛
𝑚

 0 1 2 

0 0,098 0,160 0,155 

1 0,003 0,004 0,003 

2 0,000 0,000 0,000 
 

𝑛
𝑚

 0 1 2 

0 0,597 0,697 0,246 

1 -3,376 -3,918 -2,309 

2 14,551 18,276 13,033 
 

 

Na Figura 2.5 são apresentadas respetivas formas naturais de vibração normalizadas à massa modal 

unitária para a placa anelar. À semelhança da placa circular verifica-se que estas possuem diferentes 

combinações de círculos e diâmetros nodais de acordo com os parâmetros 𝑚 e 𝑛, respetivamente. 
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Figura 2.5 – Representação das formas naturais de vibração da placa anelar encastrada no bordo interno. 

2.3 Análise da resposta vibratória de placas anelares submetidas a solicitações externas 

2.3.1 Formulação do problema – forças e frequências naturais de vibração 

As serras são submetidas a diferentes solicitações externas, quer durante o seu fabrico, quer em 

serviço, as quais irão afetar o seu comportamento dinâmico. Ao nível do fabrico das serras a introdução 

de um anel de deformação plástica altera a distribuição do estado de tensão no material com influência 

nas frequências naturais de vibração. Por outro lado, no estado de funcionamento ocorre um aumento da 

temperatura na região periférica da serra provocado pelo contato entre os dentes e o material de corte. 

Também, as forças geradas pela rotação da serra irão provocar alteração do seu estado de tensão, fazendo 

variar a sua frequência natural de vibração. Assim, interessa analisar a influência de cada uma destas 

ações no comportamento dinâmico da serra. O contributo destas solicitações introduzida a partir da 

equação diferencial de movimento (Eq. 4) na forma de solicitação externa 𝑓(𝑟, 𝜃, 𝑡), passando a equação 

diferencial de movimento a ser descrita por [7]: 

𝐷∇4𝑤 + 𝜌ℎ
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
= 𝑁𝑟𝑟

𝜕2𝑤

𝜕𝑟2
+ 𝑁𝜃𝜃 (

1

𝑟

𝜕𝑤

𝜕𝑟
+
1

𝑟2
𝜕2𝑤

𝜕𝜃2
) (Eq. 29) 

sendo 𝑁𝑟𝑟 e 𝑁𝜃𝜃 as forças no plano para um problema axissimétrico definidas por, 

𝑁𝑟𝑟 =
1

𝑟

𝜕𝐹

𝜕𝑟
;  𝑁𝜃𝜃 =

𝜕2𝐹

𝜕𝑟2
+ 𝜌ℎ𝑟2𝜔𝑅

2  (Eq. 30) 

em que 𝐹 é a função da distribuição de tensões e 𝜔𝑅 a velocidade de rotação. Neste estudo, a 

temperatura e a deformação plástica assumem-se como possuindo uma distribuição axissimétrica e 

estacionária no tempo. Seguindo a teoria de Von Kármán para problemas não lineares axissimétrico para 

placas é possível estabelecer uma relação linear entre as solicitações mecânicas e térmicas e as 

deformações produzidas. Por seu lado estas relacionam-se com as tensões no plano através da seguinte 

expressão [7-9]: 

{

𝜎𝑟𝑟
𝜎𝜃𝜃
𝜎𝑟𝜃

} =
𝐸

1 − 𝜈2
[

1 𝜐 0
𝜐 1 0

0 0
1 − 𝜐

2

] {

𝜀𝑟
𝜀𝜃
𝜀𝑟𝜃
} −

𝐸𝛼𝑇0
1 − 𝜐

{
1
1
0
} −

𝐸𝜀𝑃
1 − 𝜐

{
1
1
0
} (Eq. 31) 

sendo 𝛼  o coeficiente de dilatação térmica do material,  𝑇0  a temperatura constante e 𝜀𝑃  a 

deformação plástica provocada pela solicitação mecânica. Por definição, as forças 𝑁𝑟𝑟 e 𝑁𝜃𝜃 são obtidos 

por integração das tensões no plano ao longo da espessura da placa: 

{𝑁𝑟𝑟 , 𝑁𝜃𝜃} = ∫ (𝜎𝑟𝑟, 𝜎𝜃𝜃)𝑑𝑧   

ℎ
2

−
ℎ
2

 (Eq. 32) 

A partir das equações (Eq. 31) e (Eq. 32) pode estabelecer-se a relação entre as deformações 𝜀𝑟𝑟 e 

𝜀𝜃𝜃 e as forças no plano gerados pelas solicitações externas axissimétrica para uma placa homogénea, 

sendo estas dadas pelas expressões: 
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𝜀𝑟 =
1

𝐸ℎ
(𝑁𝑟𝑟 − 𝜈𝑁𝜃𝜃) +

1

ℎ
∫ 𝛼𝑇0𝑓𝑇(𝑟)𝑑𝑧

ℎ/2

−ℎ/2

+
1

ℎ
∫ 𝜀𝑃𝑓𝑃(𝑟)𝑑𝑧

ℎ/2

−ℎ/2

𝜀𝜃 = 
1

𝐸ℎ
(𝑁𝜃𝜃 − 𝜈𝑁𝑟𝑟) +

1

ℎ
∫ 𝛼𝑇0𝑓𝑇(𝑟)𝑑𝑧

ℎ/2

−ℎ/2

+
1

ℎ
∫ 𝜀𝑃𝑓𝑃(𝑟)𝑑𝑧

ℎ/2

−ℎ/2

 (Eq. 33) 

em que 𝑓𝑇(𝑟) representa a distribuição das temperatura e 𝑓𝑃(𝑟) a distribuição da deformação 

plástica na direção radial da placa. A partir da relação entre as deformações na direção radial e 

circunferencial e os deslocamentos no plano 𝜀𝑟𝑟 = 𝜕𝑢𝑟𝑟 𝜕𝑟⁄  e 𝜀𝜃𝜃 = 𝑢𝑟𝑟/𝑟 e após substituir as forças 

no plano definidas pela equação (Eq. 30) na equação (Eq. 33), obtém-se: 

𝜕𝑢𝑟𝑟
𝜕𝑟

=
1

𝐸ℎ
(
1

𝑟

𝜕𝐹

𝜕𝑟
− 𝜈

𝜕2𝐹

𝜕𝑟2
) +

1

ℎ
∫ 𝛼𝑇0𝑓𝑇(𝑟)𝑑𝑧

ℎ/2

−ℎ/2

+
1

ℎ
∫ 𝜀𝑃𝑓𝑃(𝑟)𝑑𝑧

ℎ/2

−ℎ/2

𝑢𝑟𝑟
𝑟
=
1

𝐸ℎ
(
𝜕2𝐹

𝜕𝑟2
− 𝜈

1

𝑟

𝜕𝐹

𝜕𝑟
) +

1

ℎ
∫ 𝛼𝑇0𝑓𝑇(𝑟)𝑑𝑧

ℎ/2

−ℎ/2

+
1

ℎ
∫ 𝜀𝑃𝑓𝑃(𝑟)𝑑𝑧

ℎ/2

−ℎ/2

 (Eq. 34) 

A equação de compatibilidade entre as deformações nas duas direções é obtida eliminando 𝑢𝑟𝑟 da 

equação (Eq. 34). Deste modo é possível expressar a distribuição de tensões em função das solicitações 

externas, podendo ser representada por: 

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
[
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝐹

𝜕𝑟
)]

= −
1

𝑟

𝜕 (∫ 𝐸𝛼𝑇0𝑓𝑇(𝑟)𝑑𝑧
ℎ/2

−ℎ/2
+ ∫ 𝐸𝜀𝑃0𝑓𝑃(𝑟)𝑑𝑧

ℎ/2

−ℎ/2
)

𝜕𝑟
− 𝜌ℎ(3 + 𝜈)𝜔𝑅

2  

(Eq. 35) 

Após sucessivas integrações da equação (Eq. 35) obtém-se a distribuição das tensões F em função 

das solicitações axissimétricas do tipo térmica, deformação plástica e rotação: 

𝐹 = 𝐶1𝑟
2 + 𝐶2 ln 𝑟 + 𝐶3 − (3 + 𝜈)𝜔𝑅

2
𝑟4

32

− [𝑇0∫
1

𝑟
(∫𝑟𝑓𝑇(𝑟) 𝑑𝑟) 𝑑𝑟 + 𝜀𝑃0∫

1

𝑟
(∫𝑟𝑓𝑃(𝑟)𝑑𝑟) 𝑑𝑟] 

(Eq. 36) 

Por substituição da equação da distribuição das tensões, equação (Eq. 36), nas equações das forças 

no plano, equação (Eq. 30), obtém-se: 

𝑁𝑟𝑟 = 2𝐶1 + 𝐶2
1

𝑟2
−
3 + 𝜈

8
𝜔𝑅
2𝑟2 − [𝑇0

1

𝑟2
∫𝑟𝑓𝑇(𝑟) 𝑑𝑟 + 𝜀𝑃0

1

𝑟2
∫𝑟𝑓𝑃(𝑟)𝑑𝑟] 

𝑁𝜃𝜃 = 2𝐶1 − 𝐶2
1

𝑟2
−
1 − 3𝜈

8
𝜔𝑅
2𝑟2

− [𝑇0 (−
1

𝑟2
∫𝑟𝑓𝑇(𝑟) 𝑑𝑟 + 𝑓𝑇(𝑟)) + 𝜀𝑃0 (−

1

𝑟2
∫𝑟𝑓𝑃(𝑟)𝑑𝑟 + 𝑓𝑃(𝑟))] 

(Eq. 37) 

A determinação das constantes de integração da função 𝐹 é realizada impondo as condições de 

fronteira no plano, as quais podem ser definidas na forma [7]: 

𝑟 = 𝑟𝑖  ⇒ 𝑢𝑟
0 = 0

𝑟 = 𝑟𝑜  ⇒ 𝑁𝑟𝑟 = 0
 (Eq. 38) 
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Pela condição de axissimetria a resposta da placa anelar pode ser separada na direção radial 𝑟 e 

circunferencial 𝜃. Assim, a solução geral da equação diferencial definida na equação (Eq. 7) pode ser 

reescrita na forma: 

𝑤(𝑟, 𝜃, 𝑡) = 𝜙𝑛(𝑟)𝑒
𝑖𝑛𝜃𝑒𝑖𝜔𝑛𝑡 (Eq. 39) 

onde 𝜙𝑛(𝑟) representa a forma modal na direção radial de ordem 𝑛 do disco anelar, sendo 𝑛 o 

número de diâmetros nodais.  

Após a introdução desta solução na equação (Eq. 29) e posterior manipulação algébrica obtém-se 

a equação diferencial: 

𝐷 (
𝜕2

𝜕𝑟2
+
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
−
n

𝑟2
)

2

𝜙𝑛(𝑟) − 𝜔𝑛
2𝜌ℎ𝜙𝑛(𝑟)

=
𝜕2𝜙𝑛(𝑟)

𝜕𝑟2
𝑁𝑟𝑟 + 𝑁𝜃𝜃 (

1

𝑟

𝜕𝜙𝑛(𝑟)

𝜕𝑟
−
𝑛2

𝑟2
𝜙𝑛(𝑟)) 

(Eq. 40) 

em que 𝜔𝑛 representa a frequência natural correspondente a 𝑛 diâmetros nodais.  

A forma modal 𝜙𝑛(𝑟) é obtida pela aplicação do método de Galerkin à equação (Eq. 40) [10], a 

qual resulta numa combinação de funções forma. Esta poderá ser mais facilmente obtida usando como 

base as formas naturais de vibração de uma placa anelar para a condição de ausência de forças no plano 

𝑤𝑛𝑚(𝑟), podendo estas serem determinadas a partir da resolução da equação (Eq. 26). Assim, a forma 

modal 𝜙𝑛(𝑟) pode ser aproximada por uma série crescente de 𝑀 termos, formada pelas formas naturais 

de vibração 𝑤𝑛𝑚(𝑟) com 𝑚 círculos nodais [11]: 

𝜙𝑛(𝑟)  = ∑ 𝜙𝑛𝑚𝑤𝑛𝑚

𝑀

𝑚=1

(𝑟) (Eq. 41) 

onde 𝜙𝑛𝑚 representa a contribuição de cada forma natural de vibração na ausência de forças no 

plano 𝑤𝑛𝑚(𝑟) para a forma modal 𝜙𝑛(𝑟). Estes são determinados substituindo 𝜙𝑛(𝑟) na equação (Eq. 

40) e impondo a condição de ortogonalidade entre as diferentes formas modais: 

[𝐴𝑛]{Φ𝑛} = ω𝑛
2{Φ𝑛} (Eq. 42) 

sendo, 

{Φ𝑛} = {𝜙𝑛,1 𝜙𝑛,2… 𝜙𝑛,𝑀}
𝑇
 (Eq. 43) 

Os termos da série que compõem cada forma natural de vibração 𝜙𝑛𝑚 e as frequências naturais de 

vibração da placa anelar 𝜔𝑛 definidos na equação (Eq. 39), são determinados através da resolução de 

um problema de valores e vetores próprios. 

Os coeficientes da matriz [𝐴𝑛] correspondem ao quociente entre a matriz de rigidez e matriz de 

massa do problema e representam a amplitude das formas naturais de vibração. Estas são determinadas 

pela integração das forças no plano ao longo do domínio da placa anelar, definido 𝑟𝑖 < 𝑟 < 𝑟𝑜, podendo 

ser determinada através da seguinte expressão [11]: 

[𝐴𝑛]𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗ω0,𝑛𝑗
2 − ∫ [

𝜕2𝑤𝑛𝑗

𝜕𝑟2
𝑁𝑟𝑟 + 𝑁𝜃𝜃 (

1

𝑟

𝜕𝑤𝑛𝑗

𝜕𝑟
−
𝑛2

𝑟2
𝑤𝑛𝑗)]

𝑟0

𝑟𝑖

𝑟𝑤𝑛𝑖(𝑟)𝑑𝑟 (Eq. 44) 

onde ω0,𝑛𝑗
2 , representa as frequências naturais de vibração da mesma placa anelar com 𝑛 diâmetros 

nodais e na ausência de forças no plano. 
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2.3.2 Análise da resposta vibratória de uma placa anelar submetida a uma solicitação térmica 

Conforme já referido anteriormente a serra circular em serviço sofre aquecimento no bordo externo 

por fricção com o material, provocando alteração do seu comportamento dinâmico, em particular nas 

frequências naturais de vibração [8]. A partir do modelo do disco anelar apresentado anteriormente foi 

agora introduzida uma solicitação térmica axissimétrica e uniforme junto ao bordo externo de raio 𝑟𝑇 =

135 𝑚𝑚 e de largura 𝑏𝑇 = 10 𝑚𝑚, conforme representado na Figura 2.6. 

  

 
𝑟𝑖 = 40 𝑚𝑚; 𝑟𝑜 = 140 𝑚𝑚; ℎ = 2,2 𝑚𝑚;  

𝜌 = 7850 𝑘𝑔/𝑚3; 𝐸 =  210 𝐺𝑃𝑎;  

𝜈 = 0,3;  

𝑇0 = 50 °𝐶; 𝛼 = 16,1𝑥10−6 1/°𝐶; 

𝑟𝑇 = 135 𝑚𝑚; 𝑏𝑇 = 10 𝑚𝑚 

 

(a) 
 

 
 
(b) 

 

Figura 2.6 – (a) Representação de uma placa anelar encastrada no bordo interno submetida a uma solicitação térmica 

constante. (b) Distribuição da temperatura na direção radial. 

Para uma solicitação térmica e na ausência de uma deformação plástica anelar e de rotação no 

disco, a equação da distribuição das tensões 𝐹, equação (Eq. 36), é simplificada e passa a ser descrita 

por: 

F = 𝐶1𝑟
2 + 𝐶2 ln 𝑟 + 𝐶3 − [𝑇0∫

1

𝑟
(∫𝑟𝑓𝑇(𝑟) 𝑑𝑟) 𝑑𝑟] (Eq. 45) 

Daqui resulta que as equações das forças no plano vêm simplificadas e passam a ser descritas por, 

𝑁𝑟𝑟 = 2𝐶1 + 𝐶2
1

𝑟2
− [𝑇0

1

𝑟2
∫𝑟𝑓𝑇(𝑟) 𝑑𝑟] 

𝑁𝜃𝜃 = 2𝐶1 − 𝐶2
1

𝑟2
− [𝑇0 (−

1

𝑟2
∫𝑟𝑓𝑇(𝑟) 𝑑𝑟 + 𝑓𝑇(𝑟))] 

(Eq. 46) 

Por aplicação das condições de fronteira axissimétricas referentes ao movimento no plano e após 

sucessivas integrações da distribuição de tensões 𝐹, são obtidas as constantes 𝐶1 e 𝐶2 da equação (Eq. 

45), as quais são apresentadas em seguida [7]: 

2𝐶1 = 𝐶𝑇1𝑇0
𝐶2 = 𝑟𝑖

2(𝐶𝑇2𝑇0)

𝐶𝑇1 =
1 + 𝜈

1 + 𝜈 + (1 − 𝜈)𝑟𝑖
2 [(∫𝑟𝑓𝑇(𝑟) 𝑑𝑟)

𝑟=𝑟𝑜

− (∫𝑟𝑓𝑇(𝑟) 𝑑𝑟)
𝑟=𝑟𝑖

]

𝐶𝑇2 =
1

1 + 𝜈 + (1 − 𝜈)𝑟𝑖
2

[
 
 
 
 (1 − 𝜈) (∫𝑟𝑓𝑇(𝑟) 𝑑𝑟)

𝑟=𝑟𝑜

+⋯

…+ (1 + 𝜈)
1

𝑟𝑖
2 (∫𝑟𝑓𝑇(𝑟) 𝑑𝑟)

𝑟=𝑟𝑖]
 
 
 
 

 (Eq. 47) 
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Para as condições apresentadas na Figura 2.6 são determinados as forças na direção radial 𝑁𝑟𝑟 e 

circunferencial 𝑁𝜃𝜃, as quais se relacionam com as respetivas tensões através da equação (Eq. 32). Na 

Figura 2.7 apresenta-se a distribuição das tensões 𝜎𝑟𝑟 e 𝜎𝜃𝜃 na direção radial obtida para a placa anelar 

em estudo. Esta distribuição revela que a aplicação da solicitação térmica na região periférica da placa 

resulta em tensões circunferenciais de compressão elevadas e tensões de tração aproximadamente 

constantes para as restantes regiões. Por outro lado, as tensões radiais apresentam uma variação 

decrescente do centro para a periferia, acentuando o seu declive na região de aplicação da solicitação 

térmica. 

 
Figura 2.7 – Distribuição das tensões radiais e circunferenciais numa placa anelar submetida a uma solicitação térmica 

periférica. 

Na Figura 2.8 está representada a variação das frequências naturais de vibração com o incremento 

da temperatura para as mesmas condições em estudo. Estas frequências foram obtidas através da 

resolução da equação (Eq. 42). Nesta figura verifica-se um aumento nas frequências naturais 

correspondentes aos modos naturais de vibração com diâmetros nodais 𝑛 =  0  e 𝑛 = 1  e uma 

diminuição das frequências para os restantes casos. No modo com três diâmetros nodais (𝑛 = 3), 

observa-se que este atinge a frequência de vibração nula próximo da temperatura dos 98 °𝐶 . Esta 

condição corresponde à situação de instabilidade da serra, provocando a sua rutura. 
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Figura 2.8 – Variação das frequências naturais de vibração para a placa anelar com a temperatura da solicitação térmica 

periférica. 

2.3.3 Análise da resposta vibratória de uma placa anelar submetida a uma deformação plástica 

Na procura da melhoria do desempenho das serras, através do aumento da sua estabilidade 

dinâmica e/ou através da melhoria no acabamento da superfície de corte, são introduzidos durante o seu 

processo de fabrico anéis de deformação plástica concêntricos. Estes têm por objetivo gerar no plano da 

serra um estado distinto de tensões de modo a promover um aumento da rigidez na direção 

circunferencial e consequente a melhoria da sua estabilidade em serviço. O processo é criado pela 

laminagem da serra na direção circunferencial utilizando dois rolos compressores alinhados um de cada 

lado da superfície da serra. Um anel de deformação plástica com distribuição constante é introduzido na 

placa anelar em estudo, cujo modelo se apresenta na Figura 2.9. 

 

 
𝑟𝑖 = 40 𝑚𝑚; 𝑟𝑜 = 140 𝑚𝑚; 

ℎ = 2,2 𝑚𝑚; 𝜌 = 7850 𝑘𝑔/𝑚3; 

𝐸 =  210 𝐺𝑃𝑎; 𝜈 = 0,3; 𝑏𝑃  =  1 𝑚𝑚 

𝜀𝑃0  = 3000 𝜇𝜀; 𝑟𝑃  =  90 𝑚𝑚; 

 

(a) 
 

 
 

(b) 
 

Figura 2.9 – (a) Representação de uma placa anelar encastrada no bordo interno submetida a uma deformação plástica 

anelar. (b) Distribuição da deformação plástica na direção radial. 
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A partir da função de distribuição de tensões 𝐹 definida na equação (Eq. 36) é deduzida a equação 

correspondente a uma deformação plástica axissimétrica, que agora se passa a escrever: 

F = 𝐶1𝑟
2 + 𝐶2 ln 𝑟 + 𝐶3 − [𝜀𝑃0∫

1

𝑟
(∫ 𝑟𝑓𝑃(𝑟) 𝑑𝑟) 𝑑𝑟] (Eq. 48) 

sendo as forças no plano descritas por, 

𝑁𝑟𝑟 = 2𝐶1 + 𝐶2
1

𝑟2
− [𝜀𝑃0

1

𝑟2
∫𝑟𝑓𝑃(𝑟) 𝑑𝑟] 

𝑁𝜃𝜃 = 2𝐶1 − 𝐶2
1

𝑟2
− [𝜀𝑃0 (−

1

𝑟2
∫𝑟𝑓𝑃(𝑟) 𝑑𝑟 + 𝑓𝑃(𝑟))] 

(Eq. 49) 

Por integração ao longo do domínio da placa e impondo as condições de fronteira do problema são 

deduzidas as seguintes contantes [7]: 

2𝐶1 = 𝐶𝑃1𝜀𝑃0
𝐶2 = 𝑟𝑖

2(𝐶𝑃2𝜀𝑃0)

𝐶𝑃1 =
1 + 𝜈

1 + 𝜈 + (1 − 𝜈)r𝑖
2 [(∫ r𝑓𝑃(r) 𝑑r)

r=ro

− (∫r𝑓𝑃(𝑟) 𝑑r)
𝑟=r𝑖

]

𝐶𝑃2 =
1

1 + 𝜈 + (1 − 𝜈)r𝑖
2

[
 
 
 
 (1 − 𝜈) (∫ r𝑓𝑃(r) 𝑑r)

r=1

+⋯

…+ (1 + 𝜈)
1

r𝑖
2 (∫ r𝑓𝑃(r) 𝑑r)

r=𝑟𝑖]
 
 
 
 

 (Eq. 50) 

Na Figura 2.10 está representada a distribuição de tensões 𝜎𝑟𝑟 e 𝜎𝜃𝜃 na direção radial para a placa 

anelar. Para a direção circunferencial verifica-se que as tensões são de tração na região externa e de 

compressão na região interna anel, sendo de maior amplitude e de compressão na região do anel. No 

caso da direção radial e com a exceção da região do anel, estas são de compressão no bordo interno e 

diminuem para o exterior, sendo nulas no bordo externo, conforme foi estabelecido para a condição 

fronteira das forças no plano equação (Eq. 38). 

 
Figura 2.10 – Distribuição radial das tensões radiais e circunferenciais numa placa anelar submetida a uma deformação 

plástica anelar.  
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A variação das frequências naturais com a deformação plástica e relativa aos cinco primeiros 

modos naturais de vibração com diâmetros modais está representada na Figura 2.11. À semelhança dos 

casos anteriores, estas foram determinadas pela resolução do problema de valores e vetores próprios 

definido na equação (Eq. 42). Na Figura 2.11 é possível observar que a frequência natural aumenta com 

a deformação para os modos com dois ou mais diâmetros nodais e diminui para os restantes casos. É de 

referir que a instabilidade da serra ocorre para uma deformação plástica igual ou superior a 𝜀𝑃0 =

56400 𝜇𝜀 e que corresponde à situação em que o modo natural sem diâmetros nodais apresenta uma 

frequência natural nula., Figura 2.11. 

 
Figura 2.11 – Variação das frequências naturais de vibração para a placa anelar com a deformação plástica. 

2.3.4 Análise da resposta vibratória de uma placa anelar submetida a uma velocidade angular 

A serra na condição de serviço está submetida à força centrífuga provocada pela sua rotação, a 

qual altera o estado de tensão no plano da serra e se reflete na variação das suas frequências naturais. A 

influência da rotação nas frequências naturais é aqui apresentada tomando como base o modelo de placa 

anelar anteriormente referido à qual foi adicionada uma velocidade angular 𝜔𝑅, conforme se mostra na 

Figura 2.12. 

 
𝑟𝑖 = 40 𝑚𝑚; 𝑟𝑜 = 140 𝑚𝑚;  

ℎ = 2,2 𝑚𝑚; 𝜌 = 7850 𝑘𝑔/𝑚3;  

𝐸 =  210 𝐺𝑃𝑎; 𝜈 = 0,3; 

𝜔𝑅 =  4000 𝑟𝑝𝑚 
 

Figura 2.12 – Representação de uma placa anelar encastrada no bordo interno submetida a uma velocidade angular. 
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Neste caso a função da distribuição de tensões 𝐹 resume-se à seguinte expressão: 

F = 𝐶1𝑟
2 + 𝐶2 ln 𝑟 + 𝐶3 − (3 − ν)𝜔𝑅

2
𝑟4

32
 (Eq. 51) 

Por simplificação da equação (Eq. 37) são obtidas as expressões correspondentes às forças no 

plano: 

𝑁𝑟𝑟 = 2𝐶1 + 𝐶2
1

𝑟2
−
3 + 𝜈

8
𝑟2𝜔𝑅

2  

𝑁𝜃𝜃 = 2𝐶1 − 𝐶2
1

𝑟2
−
1 + 3𝜈

8
𝑟2𝜔𝑅

2  

(Eq. 52) 

Seguindo o procedimento descrito nos estudos anteriores são deduzidas as constantes de integração 

correspondentes à equação (Eq. 52) e que são descritas a seguir: 

2𝐶1 = 𝐶𝑅1𝜔𝑅
2

𝐶2 = 𝑟𝑖
2(𝐶𝑅2𝜔𝑅

2)

𝐶𝑅1 =
(1 + 𝜈)(3 + 𝜈) + (1 − 𝜈2)r𝑖

4

8[1 + 𝜈 + (1 − 𝜈)r𝑖
2]

 

𝐶𝑅2 =
(1 − 𝜈)(3 + 𝜈) − (1 − 𝜈2)r𝑖

2

8[1 + 𝜈 + (1 − 𝜈)r𝑖
2]

 (Eq. 53) 

A distribuição das tensões no plano ao longo da direção radial, gerada pela força centrífuga, é 

apresentada na Figura 2.13. As tensões radiais 𝜎𝑟𝑟 são sempre de tração e diminuem com o raio, sendo 

máximas no bordo interior e com valor nulo no bordo externo. Quanto às tensões na direção 

circunferencial 𝜎𝜃𝜃  são igualmente de tração, mas apresentam uma distribuição mais uniforme com 

valor mínimo nos bordos.  

 
Figura 2.13 – Distribuição das tensões, radial e circunferencial numa placa anelar submetida a uma velocidade angular de 

4000 𝑟𝑝𝑚. 

Seguindo um procedimento análogo ao apresentado nos estudos anteriores foram determinadas as 

frequências naturais de vibração da serra para diferentes velocidades de rotação 𝜔𝑅, sendo os resultados 
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correspondentes aos cinco primeiros modos naturais que possuem diâmetros nodais apresentados na 

Figura 2.14. A sua análise revela que a frequência natural da serra aumenta com a velocidade de rotação 

para todos os modos naturais, sendo a sua taxa muito semelhante para todos. 

 
Figura 2.14 – Variação das frequências naturais de vibração para a placa anelar com a velocidade angular. 

Nos estudos até aqui apresentados foi somente analisada a influência que cada tipo de solicitação 

possui nas frequências naturais de uma placa anelar. Estes estudos revelaram diferentes graus de 

sensibilidade e variações distintas na frequência natural de vibração da placa. Por outro lado, uma serra 

em serviço está sujeita simultaneamente a todas estas solicitações. Por esta razão será apresentado em 

seguida um estudo sobre a variação das frequências naturais de vibração produzido pela combinação das 

diferentes solicitações analisadas anteriormente. 

2.3.5 Análise da resposta vibratória de uma placa anelar submetida a uma combinação de diferentes 

solicitações externas 

Nas condições reais de funcionamento a serra está sujeita a múltiplas solicitações externas as quais 

induzem estados distintos de tensão no plano e que se repercutem na alteração da sua resposta vibratória. 

Por outro lado, há que considerar o estado de tensão introduzido pelo processo de fabrico, em que se 

destaca o anel de deformação plástica criado pela laminagem na direção circunferencial. Com o objetivo 

de estudar o comportamento vibratória da serra nas condições próximas das reais é apresentado na Figura 

2.15 (a) o modelo de placa anelar em que agora se consideram as combinações de todas as solicitações 

analisadas anteriormente, isto é, solicitação térmica, deformação plástica e velocidade de rotação da 

serra. Nesta Figura 2.15 (b) são apresentadas as caraterísticas referentes à distribuição da deformação 

plástica e da solicitação térmica ao longo da direção radial da placa anelar. 
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ℎ = 2,2 𝑚𝑚; 𝜌 = 7850 𝑘𝑔/𝑚3; 

𝐸 =  210 𝐺𝑃𝑎; 𝜈 = 0,3; 

𝜀𝑃0  =  3000 𝜇𝜀; 𝑇0 = 50 °𝐶; 

𝛼 =  16,1𝑥10−6 1/°𝐶; 𝜔𝑅 = 4000 𝑟𝑝𝑚 

 

(a) 
 

 

𝑟𝑖 = 40 𝑚𝑚; 𝑟𝑜 = 140 𝑚𝑚; 

𝑟𝑃  =  90 𝑚𝑚; 𝑏𝑃  =  1 𝑚𝑚; 

𝑟𝑇 =  135 𝑚𝑚; 𝑏𝑇  =  10 𝑚𝑚 

 

(b) 
 

Figura 2.15 – (a) Representação de uma placa anelar encastrada no bordo interno e submetida a uma deformação plástica, 

solicitação térmica e velocidade angular. (b) Distribuição da deformação plástica e solicitação térmica na direção radial. 

Neste caso, a equação da distribuição das tensões 𝐹  e das forças no plano será dada, 

respetivamente, pelas equações (Eq. 36) e (Eq. 37). À semelhança dos estudos anteriores, as contantes 

de integração 𝐶1 e 𝐶2 da equação (Eq. 37), são determinadas impondo as condições de fronteira no plano 

do problema definidas pela equação (Eq. 38), as quais conduzem à seguinte solução [7]: 

2𝐶𝐹1 = 𝐶𝑅1𝜔𝑅
2 + 𝐶𝑇1𝑇0 + 𝐶𝑃1𝜀𝑃0 ;  2𝐶𝐹2 = 𝑟𝑖

2(𝐶𝑅2𝜔𝑅
2 + 𝐶𝑇2𝑇0 + 𝐶𝑃2𝜀𝑃0) (Eq. 54) 

A distribuição das tensões, no plano da placa e ao longo da sua direção radial, está representada 

na Figura 2.16. Esta apresenta um comportamento distinto da observada nas análises anteriores, dado 

que resultam da combinação das diferentes solicitações. As tensões radiais 𝜎𝑟𝑟 e circunferenciais 𝜎𝜃𝜃 

são de compressão na região interna ao anel de deformação plástica e de tração entre o anel de 

deformação plástica e a solicitação térmica. Desde já este resultado evidencia o facto das tensões 

circunferenciais 𝜎𝜃𝜃 serem de tração na região externa da placa, com a exceção da região da solicitação 

térmica, o que promove o aumento da rigidez nesta direção e a sua estabilidade durante o corte. Para 

evitar o aparecimento de tensões circunferenciais de compressão no bordo externo da placa provocadas 

pela solicitação térmica, são criados durante o fabrico da serra pequenos rasgos na direção radial para 

permitirem a expansão térmica do material. 
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Figura 2.16 – Distribuição das tensões radiais e circunferenciais numa placa anelar submetida a uma solicitação térmica, 

deformação plástica e velocidade angular. 

Seguindo um procedimento análogo aos estudos anteriores são determinadas as frequências 

naturais de vibração da placa anelar para diferentes valores da deformação plástica e da temperatura da 

solicitação térmica, tomando como constante a velocidade de rotação de 4000 𝑟𝑝𝑚 , estas estão 

representadas na Figura 2.17. 

 
Figura 2.17 – Variação das frequências naturais de vibração com a deformação plástica e a temperatura da solicitação 

térmica, para uma velocidade angular constante de 4000 𝑟𝑝𝑚. 

Relativamente às frequências associadas aos modos com diâmetros nodais (𝑛 = 0 𝑒 𝑛 = 1 ), 

observa-se que estas diminuem com a deformação plástica e aumentam com a temperatura. Pelo 

contrário, nas frequências correspondentes aos modos com diâmetros nodais superiores, isto é 𝑛 >  1, 

regista-se um aumento com a deformação plástica e uma diminuição com a temperatura. Refira-se que 

este andamento da frequência é semelhante ao apresentado nos estudos anteriores, mas que a introdução 
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da velocidade angular vai provocar uma translação nas frequências, fazendo com que a instabilidade da 

serra ocorra para uma deformação plástica superior 𝜀𝑃0 = 56400 𝜇𝜀, a observada na figura 2.21. 

2.4 Implementação do modelo analítico da placa anelar 

A otimização do comportamento vibratório da placa anelar para diferentes condições de 

funcionamento e com variação das solicitações externas, requer a determinação sistemática das 

frequências naturais de vibração. Para facilitar esta análise e tornar expedito todo o cálculo houve a 

necessidade de implementar na plataforma Matlab® vários algoritmos que permitissem determinar as 

tensões no plano e as frequências de vibração, quer em função de cada uma das solicitações analisadas 

anteriormente ou usando combinações das diferentes solicitações. As principais dificuldades 

encontradas deveram-se ao elevado tempo de processamento e à necessidade de calcular as forças no 

plano recorrendo à integração numérica de funções com domínio descontínuo. A primeira foi 

ultrapassada através da implementação de todo o processo de cálculo na forma matricial, permitindo 

tirar partido da estrutura de cálculo do programa Matlab® e reduzir o tempo de processamento de 11 

minutos para cerca de 20 segundos. No segundo caso, a solução passou por dividir o domínio de 

integração em quatro regiões, definidas pelos raios interno 𝑟𝑖 e externo 𝑟𝑜 da placa e pelas posições da 

deformação plástica (𝑟𝑃, 𝑏𝑃) e solicitação térmica (𝑟𝑇 , 𝑏𝑇), conforme se apresenta na figura 2.15 b. É de 

referir que esta abordagem permitiu usar diretamente as expressões analíticas das primitivas, o que 

também contribuiu para reduzir significativamente o tempo de cálculo. 

Para facilitar a interface com o utilizador, os algoritmos foram implementados usando a ferramenta 

de interface gráfica GUI (Graphical User Interfaces) disponível no Matlab® e que é apresentado na 

Figura 2.18. Este módulo de cálculo possui várias funcionalidades das quais se destaca a representação 

das tensões, radial e circunferencial, no plano, a variação das frequências naturais de vibração em função 

de cada solicitação ou de uma combinação de solicitações e o diagrama de Campbell, cuja funcionalidade 

será descrita posteriormente. 

 
Figura 2.18 – Interface do programa para cálculo das frequências naturais de vibração e das tensões no plano, desenvolvido 

a partir do modelo de placa anelar apresentado.  
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2.5 Validação do modelo analítico da placa anelar 

A validação do modelo da placa anelar divide-se em duas componentes. A primeira está 

relacionada com a medição experimental das frequências e respetivos modos naturais de vibração. Na 

segunda é aferido o estado de tensão gerado pela introdução do anel de deformação plástica através da 

medição experimental da deformação na superfície da placa recorrendo à extensometria elétrica. 

Devido à complexidade na realização das medições com a placa em rotação e/ou submetida a uma 

solicitação térmica estacionária e localizada, optou-se por restringir este estudo somente à análise do 

anel de deformação plástica. Este foi concretizado tomando como modelo experimental uma placa anelar 

em aço, com as propriedades e dimensões representadas na Figura 2.19. 

 
ℎ = 2,2 𝑚𝑚; 𝜌 = 7850 𝑘𝑔/𝑚3; 𝐸 =  210 𝐺𝑃𝑎; 𝜈 = 0,3; 𝛼 =  16,1𝑥10−6 1/°𝐶 

Figura 2.19 – Representação do modelo experimental da placa anelar usado na validação do modelo analítico. 

Na Tabela 2.7 são apresentados os três casos definidos para este estudo e que servem de base à 

validação do modelo analítico apresentado anteriormente, os quais envolvem a variação do raio do anel 

e do valor da sua deformação plástica, para dois diferentes raios externos da placa. 

 

Tabela 2.7 – Casos de estudo experimentais usados na validação do modelo analítico da placa anelar. 

Caso 𝜀𝑃0 [𝜇𝜀] 𝑟𝑃[𝑚𝑚] 𝑏𝑃 [𝑚𝑚] 𝑟𝑖[𝑚𝑚] 𝑟𝑜[𝑚𝑚] 
1 0 0 0 40 140 

2 7500 80 – 140 3 40 160 

3 650 – 7500  80 3 40 140 

 

2.5.1 Identificação das frequências naturais e respetivos modos naturais da placa anelar – Caso 1 

A implementação do encastramento no centro da placa anelar foi materializada através da sua 

fixação com uma flange num perno roscado que se encontra fixo num bloco maciço em aço, por forma 

a apresentar um comportamento semelhante ao existente nas máquinas comerciais para corte de madeira. 

Esta fixação encontra-se visível na Figura 2.19. A flange possui um diâmetro de 80 𝑚𝑚 e foi fixa com 

um binário constante de 50 𝑁.𝑚, controlado através de uma chave dinamométrica. 

𝑟𝑜 

𝑟𝑖  
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A identificação das frequências naturais de vibração da placa anelar encastrada no bordo interno, 

para a banda de frequências entre 0 𝑒 1 𝑘𝐻𝑧, foi realizada através da medição experimental das Funções 

de Resposta em Frequência em aceleração do tipo 𝐻̈1 (FRF’s). Para esse feito, foi usada uma excitação 

do tipo transiente através do martelo de impacto PCB Piezotronics®- modelo 086C03, sendo a resposta 

do tipo exponencial negativa medida com o acelerómetro PCB Piezotronics®- modelo 357A08. Ambos 

os sinais foram amostrados, condicionados e tratados no analisador de sinal Oros® modelo OR35. 

Na Figura 2.20 apresenta-se a magnitude da FRF, obtida a partir de três médias aritméticas, medida 

num dos pontos escolhidos aleatoriamente da placa anelar. As frequências naturais de vibração 

experimentais são determinadas através da identificação do máximo local na FRF, sendo que neste caso 

possui uma resolução em frequência de 0,5 𝐻𝑧. 

 
Figura 2.20 – Magnitude da FRF medida na placa anelar no espectro 0 –  1 𝑘𝐻𝑧. 

Na Tabela 2.8 são apresentadas as primeiras 6 frequências naturais identificadas no modelo 

experimental e as correspondentes calculadas a partir do modelo analítico, bem como o seu erro relativo, 

para a banda de frequências de 0 a 1 𝑘𝐻𝑧 . Estas frequências correspondem aos modos naturais de 

vibração até 𝑛 = 5 diâmetros nodais e 𝑚 = 0 círculos nodais. O baixo erro relativo observado é prova 

da boa correlação entre os dois modelos, sendo as diferenças justificadas pela falta de resolução em 

frequência da medição experimental das FRF’s. 

 

Tabela 2.8 – Frequências naturais de vibração da placa anelar para os modelos experimental e analítico. 

𝜔𝑛𝑚 
Frequências naturais de vibração [𝐻𝑧] Erro relativo 

[%] Modelo experimental Modelo analítico 

𝜔10 159,0 159,6 0,1 

𝜔00 165,0 165,5 0,3 

𝜔20 200,0 200,7 0,3 

𝜔30 359,0 359,1 0,1 

𝜔40 610,0 610,6 0,1 

𝜔50 932,0 932,8 0,1 

Frequência [𝐻𝑧] 
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Os respetivos modos naturais de vibração da placa anelar foram identificados através do método 

proposto por Chladni [12]. Este baseia-se em observar padrões na areia depositada sobre a superfície da 

placa quando esta é excitada acusticamente e, por isso, sem contacto às suas frequências naturais de 

vibração, previamente identificadas. Estes padrões correspondem às regiões de ausência de vibração e 

que são designadas por regiões nodais. Este método mostra ser muito eficaz, de rápida implementação e 

análise, conforme se pode observar pela montagem apresentada na Figura 2.21. 

 
Figura 2.21 – Montagem experimental para identificação dos modos naturais de vibração da placa anelar. 

Na Figura 2.22 é apresenta a comparação dos primeiros cinco modos naturais de vibração da placa 

anelar entre o modelo analítico e o modelo experimental, identificados na banda de frequência 0-1 𝑘𝐻𝑧. 
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Granulado 
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Flange 
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 Modelo Experimental Modelo analítico 

𝑛 = 1 

  

𝑛 = 0 

  

𝑛 = 2 

  

𝑛 = 3 

  
Figura 2.22 – Representação dos modos naturais de vibração da placa anelar. 

Conforme se pode observar pela Figura 2.22 existe uma correspondência direta entre os diâmetros 

nodais identificados no modelo analítico e os obtidos a partir do ensaio experimental. Estes resultados 

permitem desde já validar o modelo analítico da placa anelar na ausência do anel de deformação plástica. 
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2.5.2 Identificação das frequências naturais de vibração na placa anelar com introdução da 

deformação plástica – Caso 2 

Com o objetivo de validar a formulação analítica da placa anelar na presença de um anel de 

deformação plástica, foi realizado um segundo ensaio experimental em que se fez variar o raio do anel 

da deformação para um valor de deformação plástica constante 𝜀𝑃0 = 7500 𝜇𝜀. A validação tem por 

base a comparação das frequências naturais de vibração da placa medidas após aplicação do anel de 

deformação plástica com as obtidas através do modelo analítico. 

O anel de deformação plástica é introduzido na placa através da compressão de rolos ao longo do 

seu movimento de rotação, usando para esse efeito a máquina representada na Figura 2.23. Este processo 

cria um anel de laminagem na direção circunferencial com uma deformação plástica axissimétrica. Como 

o perfil da superfície dos rolos em contato com a placa é definida por um raio, este resulta numa 

deformação não linear ao longo da largura do anel (𝑏𝑃) a qual, por sua vez, é dependente da pressão 

aplicada nos rolos [13]. Estes factos fazem com que não seja possível a determinação direta da largura 

e do valor da deformação plástica aplicada. Por esta razão foi necessário definir um ensaio experimental 

preliminar com o objetivo de correlacionar a pressão aplicada nos rolos e a deformação plástica gerada. 

Este ensaio consistiu em aplicar diferentes pressões nos rolos para um raio constante de 𝑟𝑝 = 95 𝑚𝑚. 

Para a resolução deste problema foi utilizada no modelo analítico uma largura constante do anel 𝑏𝑃 =

3 𝑚𝑚 , definida a partir da medição da largura média do anel de deformação plástica no modelo 

experimental. A correlação entre a deformação plástica e a pressão nos rolos foi determinada através de 

um processo iterativo, procurando minimizar o erro entre as frequências naturais no modelo analítico e 

experimental. 

 

  
Figura 2.23 – Imagens da máquina utilizado no tensionamento das placas. 

Na Tabela 2.9 são apresentadas as frequências naturais da placa medidas e as obtidas após ajuste 

da deformação plástica no modelo analítico para as pressões aplicadas nos rolos de 20, 30 𝑒 40 [𝑏𝑎𝑟], 

respetivamente. 

A partir da análise do erro relativo apresentado nas tabelas é possível afirmar que existe uma boa 

correlação entre as frequências naturais experimentais e as obtidas após ajuste da deformação plástica 

no modelo analítico. É de referir que o andamento das frequências naturais com a deformação plástica 

segue o modelo analítico previsto nos estudos anteriores, Figura 2.11. Daqui pode concluir-se que o 

valor da deformação plástica encontrado é representativo do modelo experimental. 

 

Rolos de 

compressão 
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Tabela 2.9 – Frequências naturais de vibração experimentais e analíticas da placa anelar encastrada submetida a um anel de 

deformação plástica, com variação da pressão nos rolos. 

 

Frequências naturais de vibração [𝐻𝑧] 

Modelo 

experimental 

Modelo 

analítico 

Erro 

relativo 

Modelo 

experimental 

Modelo 

analítico 

Erro 

relativo 

Modelo 

experimental 

Modelo 

analítico 

Erro 

relativo 

𝜔𝑛𝑚 20 𝐵𝑎𝑟 650 𝜇𝜀 [%] 30 𝐵𝑎𝑟 4100 𝜇𝜀 [%] 40 𝐵𝑎𝑟 7500 𝜇𝜀 [%] 

𝜔10 155,2 158,7 1,7 153,8 153,4 0,2 147,3 147,7 0,2 

𝜔00 160,9 162,6 0,4 144,7 146,2 1,0 127,5 127,4 0,1 

𝜔20 204,7 204,6 1,4 221,3 223,8 1,1 240,6 241,3 0,3 

𝜔30 371,7 365,5 0,3 397,9 397,8 0,0 430,6 427,2 0,8 

𝜔40 627,2 617,9 0,6 658,6 655,4 0,5 698,9 690,3 1,2 

𝜔50 951,6 940,6 0,5 986,4 980,5 0,6 - - - 

 

A curva de calibração entre a pressão aplicada nos rolos e os valores da deformação são 

determinados pelo método proposto e é apresentada na Figura 2.24. Conforme pode ser observado, existe 

uma relação aproximadamente linear entre os dois parâmetros, podendo ser descrita pela equação 

𝑑𝑒𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎çã𝑜 = 340×𝑝𝑟𝑒𝑠𝑠ã𝑜 − 6200. 

 
Figura 2.24 – Curva de calibração entre a pressão aplicada nos rolos e a deformação plástica gerada. 

Após estabelecida a relação entre a pressão nos rolos e a deformação plástica gerada, é agora 

possível proceder à validação do modelo analítico da placa anelar com um anel de deformação plástica. 

Este é realizado através da comparação das frequências naturais entre o modelo experimental e o modelo 

analítico. Para esse efeito foram realizados ensaios experimentais em quatro modelos com diferente raio 

do anel de deformação plástica 𝑟𝑃 = {80; 100; 120; 140} 𝑚𝑚, criados por aplicação de uma pressão 

constante nos rolos de 40 𝑏𝑎𝑟.  

Na Tabela 2.10 é apresentada, para diferentes raios de deformação plástica, uma comparação das 

frequências naturais de vibração obtidas nos dois modelos. A partir da análise do seu erro relativo é 

possível afirmar que, em geral, existe uma boa correlação nos resultados obtidos. Contudo, e para o raio 

𝑟𝑃 = 140 𝑚𝑚, observa-se um aumento significativo deste erro, principalmente nas frequências naturais 

associadas aos modos com diâmetros nodais 𝑛 = 2, 3 e 4. Na Figura 2.25 são agora apresentadas as 
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frequências naturais para melhor perceção da sua variação com o raio da deformação plástica. A partir 

da sua análise é possível identificar que estas possuem um andamento parabólico centrado no raio 𝑟𝑃 =

100 𝑚𝑚, assumindo o valor mínimo para os modos com diâmetro nodal 𝑛 = 0 e 𝑛 = 1 e máximo nos 

modos com diâmetros nodais 𝑛 = 2, 3 e 4. Também se constata que este raio corresponde à situação em 

que ocorre maior variação das frequências naturais na placa. Os resultados apresentados permitem 

afirmar com elevado grau de confiança que o modelo analítico consegue reproduzir o comportamento 

de uma placa anelar quando submetida a uma deformação plástica. 

 

Tabela 2.10 – Comparação das frequências naturais de vibração entre o modelo experimental e o modelo analítico, para 

diferentes raios de deformação plástica. 

Frequências naturais de vibração [𝐻𝑧] 

𝜔𝑛𝑚 

𝑟𝑃 = 80 𝑚𝑚 𝑟𝑃 = 100 𝑚𝑚 𝑟𝑃 = 120 𝑚𝑚 𝑟𝑃 = 140 𝑚𝑚 

Exp. Anali. 

Erro 

relativo 

[%] 

Exp. Anali. 

Erro 

relativo 

[%] 

Exp. Anali. 

Erro 

relativo 

[%] 

Exp. Anali. 

Erro 

relativo 

[%] 

𝜔00 73,1 77,5 5,7 85,0 79,0 7,1 93,1 89,3 4,1 110,3 105,9 4,0 

𝜔10 93,8 97,0 3,3 101,3 99,4 1,9 106,3 104,3 1,9 116,3 110,4 5,1 

𝜔20 176,3 177,4 0,6 181,3 181,0 0,2 172,5 177,5 2,8 143,1 164,8 13,2 

𝜔30 320,6 322,7 0,7 335,0 329,4 1,7 323,2 326,2 0,9 275,6 308,6 10,7 

𝜔40 519,4 521,9 0,5 542,5 532,1 1,9 533,1 534,0 0,2 474,4 520,1 8,8 

𝜔50 767,5 769,7 0,3 796,0 782,2 1,7 790,0 789,0 0,1 746,0 781,2 4,5 

 

 
Figura 2.25 – Variação das frequências naturais de vibração do modelo experimental e do modelo analítico, para diferentes 

raios deformação plástica. 

2.5.3 Medição das deformações na placa anelar durante a aplicação do anel de deformação plástica 

– Caso 3 

A medição do estado de tensão produzido pela aplicação do anel de deformação plástica foi 

igualmente utilizada para validar o modelo analítico. A técnica experimental de extensometria com o 

furo cego parecia a mais indicada para determinar o estado de tensão plana na superfície da placa. 
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Contudo, esta revelou-se inviável devido à elevada dureza do material usado no fabrico das placas 

anelares (44 𝐻𝑅𝐶). Para contornar esta dificuldade optou-se por medir a deformação à superfície devido 

à aplicação do anel de deformação plástica. A medição foi realizada através de extensometria elétrica, 

utilizando roseta de extensómetros a 90°, montados na superfície e orientados segundo as direções radial 

e circunferencial da placa. O estudo envolveu a realização de três ensaios experimentais com a aplicação 

de um anel de deformação plástica de raio fixo 𝑟𝑃 = 80 𝑚𝑚 e uma pressão nos rolos com o valor de 

{20; 30; 40} [𝑏𝑎𝑟]. Refira-se que a partir do modelo analítico foi possível identificar descontinuidades 

na distribuição de tensões para as duas direções da placa e junto ao anel de deformação plástica, figura 

2.10. Com o objetivo de validar este modelo e identificar estas descontinuidades, foram montados dois 

pares de rosetas em cada face da placa e afastadas 10 𝑚𝑚 do centro do anel de deformação plástica. A 

imagem de uma das faces da placa instrumentada e do equipamento da Vishay® - modelo P3 usado para 

medir a deformação, são apresentados na Figura 2.26. Os pares de extensómetros montados nas faces 

opostas da placa foram ligados na meia ponte de Wheatstone e em braços opostos, para eliminar qualquer 

componente da flexão na medição [14-16]. 

 

  
Figura 2.26 – Imagens da placa instrumentada e do equipamento usado na medição da deformação Vishay® P3. 

Para efetuar a medição utilizou-se uma caixa de extensometria da Vishay® com 4 canais, Figura 

2.26, e recorreu-se à máquina de tensionar referida anteriormente para aplicação de uma deformação 

plástica, Figura 2.23. Foram realizadas três deformações plásticas com diferentes pressões aplicadas aos 

rolos, de 20, 30 𝑒 40 [𝑏𝑎𝑟]  e compararam-se as deformações obtidas experimentalmente com as 

deformações obtidas no modelo analítico, Figura 2.27. 

A distribuição das deformações para as direções radial e circunferencial foram obtidas a partir do 

modelo analítico, tomando como referência as pressões aplicadas nos rolos, durante o ensaio 

experimental, e usando a curva de calibração apresentada na figura 2.24. Estas deformações e as obtidas 

por medição experimental através de extensometria, estão representadas na Figura 2.27. A sua 

comparação revela que existe uma discrepância assinalável entre a deformação medida nas duas direções 

e a determinada pelo modelo analítico, principalmente na região externa ao anel de deformação plástica, 

a qual apresenta valores substancialmente superiores. Em parte esta diferença poderá ser explicada pelo 

facto de a largura real do anel da deformação plástica ser superior à inicialmente assumida, 𝑏𝑃 = 3 𝑚𝑚. 

Refira-se que os rolos possuem um raio na superfície de contacto de 30 𝑚𝑚 e a aplicação da pressão 

leve a um aumento da região plastificada. Este facto é comprovado pela maior diferença das deformações 

observadas entre as os valores experimentais e obtidas pelo modelo analítico. Contudo, é possível 

comprovar que as deformações na direção circunferencial 𝜀𝜃𝜃 são negativas na região interior e positivas 

na região exterior, enquanto que na direção radial 𝜖𝑟𝑟, são negativas nas duas regiões, mas superiores na 
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região externa, estando em concordância com a distribuição de deformações obtidas através do modelo 

analítico. 

 
Figura 2.27 – Comparação das deformações entre o modelo experimental e modelo analítico.  
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2.6 Conclusões 

Ao longo deste capítulo foi apresentado o modelo analítico representativo do modelo real de placa 

anelar encastrada no bordo interno, o qual foi validado através da comparação das suas frequências 

naturais e deformações no plano com as medidas em ensaios experimentais. Este modelo permite 

determinar o estado de tensão planar e a resposta vibratória na presença de solicitação térmica, 

deformação plástica e velocidade angular de rotação.  

Para o modelo de placa anelar estudada e para a banda 0 − 1 𝑘𝐻𝑧 , foram identificadas seis 

frequências naturais de vibração que correspondem aos modos naturais com 𝑚 = 0 círculos e 𝑛 = 0 até 

𝑛 = 5  diâmetros nodais, os quais surgem pela seguinte ordem (𝑚, 𝑛) =

{(0,1); (0,0); (0,2); (0,3); (0,4); (0,5)}. 

A análise da variação nas frequências naturais de vibração produzida pela solicitação térmica, 

deformação plástica e velocidade angular, na forma isolada ou em combinação, foi apresentada ao longo 

deste capítulo. Em resumo, verifica-se que a velocidade angular induz tensões de tração no plano da 

placa e que estas se traduzem pelo aumento das suas frequências naturais. Quanto à solicitação térmica 

aplicada no bordo externo, esta provoca tensões de tração no plano com a exceção da região afetada pela 

temperatura, que apresenta elevadas tensões circunferenciais de compressão. Esta distribuição de tensões 

leva a que ocorra um aumento nas frequências associadas aos modos com 𝑛 = 0 e 𝑛 = 1 diâmetros 

nodais e uma diminuição para os restantes. A introdução de deformação plástica anelar conduz à 

formação de duas regiões destintas na distribuição de tensões no plano separadas pelo anel, que para as 

tensões radiais são de compressão e para as tensões circunferenciais são de compressão na região interior 

e de tração na região exterior. Principalmente devido aos diferentes estados na tensão circunferencial 

nas duas regiões, observa-se que há uma diminuição nas frequências relativas aos modos com 𝑛 = 0 e 

𝑛 = 1  diâmetros nodais e um aumento nas frequências para os restantes modos. Quando estas 

solicitações estão a atuar em simultâneo verifica-se na distribuição de tensões que a ação da deformação 

plástica é preponderante relativamente à ação da temperatura, com a exceção da região afetada 

termicamente, e que a influência da velocidade de rotação é pequena. Como resultado, na variação da 

frequência predomina a distribuição de tensões gerado pela deformação plástica, pelo que se constata 

uma diminuição nas frequências dos modos com 𝑛 = 0  e 𝑛 = 1  e um aumento da frequência nos 

restantes modos. Em termos gerais, pode afirmar-se que a distribuição de tensão resultante da aplicação 

das solicitações irá afetar de forma distinta a rigidez à flexão da placa e, por conseguinte, a frequência 

natural de cada modo de vibração. As frequências naturais associadas aos modos em que predominam 

os diâmetros nodais, isto é, que apresentam maior deformação na direção circunferencial, são dominadas 

pela distribuição de tensão nesta direção. Por outro lado, as frequências naturais dos modos com 

prevalência dos círculos nodais, maior deformação na direção radial, são mais influenciadas pela 

distribuição das tensões radiais. 
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Capítulo 3  

Modelo numérico de serra circular 

3.1 Introdução 

O modelo analítico apresentado no capítulo anterior permite realizar uma análise expedita do 

comportamento de uma placa anelar quando submetida a solicitação térmica, deformação plástica e 

rotação. Apesar da abrangência deste modelo e da sua utilidade na identificação dos parâmetros mais 

relevantes para o projeto de uma serra circular, este não permite estudar outros elementos igualmente 

importantes para análise do seu comportamento, tais como: pastilhas de corte, geometria do dente, 

expansores térmicos e entalhes de amortecimento. Por outro lado, o método dos elementos finitos (MEF) 

é atualmente uma das ferramentas numéricas mais utilizada no estudo do comportamento de estruturas. 

Este tem como principal vantagem a elevada flexibilidade na construção do modelo e a capacidade de 

simular problemas que combinam a ação de vários fenómenos físicos, cuja solução não pode ser 

determinada recorrendo a outros métodos. Assim, é objetivo deste capítulo o desenvolvimento de um 

modelo numérico representativo de uma serra circular, recorrendo ao programa comercial de elementos 

finitos Ansys®. Por facilidade de análise, a implementação do modelo numérico tem por base a placa 

anelar apresentada no capítulo anterior. A validação do modelo é realizada por comparação das 

frequências naturais entre o modelo numérico e o modelo experimental, considerando cinco casos de 

estudo da placa: livre-livre, encastrada, encastrada com anel de deformação plástica, encastrada com 

solicitação térmica e encastrada com rotação. No desenvolvimento do modelo numérico será dado 

particular destaque à implementação do anel de deformação plástica, dada a sua relevância para o 

comportamento da serra e à impossibilidade de determinação dos parâmetros experimentais que lhe estão 

associados. Por fim, será apresentado o modelo numérico para uma serra circular, o qual foi 

desenvolvido a partir do modelo de placa anelar por adição da geometria dos dentes, dos entalhes de 

expansão térmica e dos demais elementos geométricos existentes numa serra de corte. Com base neste 

novo modelo é realizado um estudo sobre a influência das pastilhas de corte, anel de deformação plástica, 

solicitação térmica e rotação da serra através da análise das frequências naturais de vibração. 

3.2 Desenvolvimento do modelo numérico 

Conforme já foi referido, o estado de tensão na serra criado pelas solicitações externas é de difícil 

determinação por via experimental. Contudo, estas poderão ser mais facilmente estimadas por via da 

medição das frequências naturais de vibração na serra. Por simplicidade da análise, [1] o 

desenvolvimento do modelo numérico tem por base uma placa anelar com a espessura ℎ =  2,2 mm, 

raio externo de 𝑟𝑜 = 140 𝑚𝑚  e raio interno de 𝑟𝑖 = 40 𝑚𝑚  e envolve os cinco casos de estudo 

apresentados na Tabela 3.1, os quais foram selecionados de modo a permitirem a validação sistemática 

do modelo numérico para as diferentes solicitações presentes numa serra circular de corte. Para os 
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primeiros três casos, a validação é concretizada através da análise comparativa das frequências naturais 

de vibração determinadas pelo modelo numérico e as medidas no modelo experimental, sendo que para 

os restantes casos, devido às dificuldades associadas à medição experimental das frequências para uma 

solicitação térmica e rotação da placa, optou-se por usar como referência os valores obtidos pelo modelo 

analítico. Assim, no primeiro caso procura-se validar a implementação mais simples do modelo 

numérico correspondente à placa anelar para a condição livre-livre. No segundo, é analisado e modelado 

a condição fronteira criado pela flange fixação da placa anelar. O terceiro caso envolve a determinação 

das frequências naturais de vibração em função do raio do anel de deformação plástica. A variação das 

frequências com a velocidade de rotação é apresentada no quarto caso de estudo. Por fim, no quinto caso, 

são determinadas as frequências naturais de vibração para uma solicitação térmica aplicada no bordo 

externo da placa. 

 

Tabela 3.1 – Casos de estudo usados na validação do modelo numérico da placa anelar. 

Caso 
Rotação Deformação plástica Solicitação térmica Flange  

𝜔𝑅 [𝑟𝑝𝑚] 𝑃𝑟𝑒𝑠𝑠ã𝑜 [𝑀𝑃𝑎] 𝑟𝑃 [𝑚𝑚] 𝑇0 [°𝐶] 𝑏𝑇 [𝑚𝑚] 𝑟𝑖 [𝑚𝑚] 𝑟𝑜 [𝑚𝑚] 

1 0 0 0 0 0 Livre 140 

2 0 0 0 0 0 80 140 

3 0 220 80 – 140 0 0 80 160 

4 0 – 6000 0 0 0 0 80 140 

5 0 0 0 0 – 150 10 80 140 

 

3.2.1 Análise da placa anelar para a condição livre-livre – Caso 1 

A validação do modelo numérico para a placa anelar na condição livre-livre tem por base as 

frequências e os respetivos modos naturais de vibração experimentais. As frequências naturais de 

vibração são identificadas a partir da análise das funções de resposta em frequência (FRF’s) medidas na 

placa. Para esse efeito, procedeu-se à montagem da placa anelar suspensa por elásticos de elevada 

flexibilidade de modo a simular a condição próxima de livre-livre, Figura 3.1. Seguindo um 

procedimento análogo ao descrito no capítulo anterior, em que é usado um martelo de impacto para 

excitar a estrutura e a resposta em aceleração é medida por um acelerómetro, foram determinadas as 

FRF’s em acelerabilidade do tipo 𝐻̈1 para a gama de frequências (0 − 1 𝑘𝐻𝑧). 

  
Figura 3.1 – Montagem experimental para determinação das frequências naturais de vibração da placa anelar na condição 

livre-livre.  
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A partir dos máximos locais na distribuição da magnitude das FRF’s são identificadas as 

frequências naturais de vibração da placa anelar, sendo na Tabela 3.2 apresentadas e comparadas com 

as determinadas a partir do modelo numérico. Nesta podemos destacar que há uma inversão na ordem 

dos modos naturais relativamente à placa encastrada no centro, sendo que para a placa livre no espaço a 

primeira frequência natural de vibração corresponde ao modo com dois diâmetros nodais, conforme se 

irá mostrar mais adiante. A análise do seu erro relativo revela que existe uma boa correlação entre os 

dois modelos. Em certa parte, os desvios observados nas frequências poderão ser explicados pelo facto 

da medição se ter efetuado para a condição próxima da livre-livre e não completamente livre no espaço 

e da resolução em frequência das FRF’s ser de 0,5 𝐻𝑧. 

 

Tabela 3.2 – Frequências naturais de vibração da placa anelar para a condição livre-livre. 

𝜔𝑛𝑚 
Frequências naturais de vibração [𝐻𝑧] 

Erro relativo [%] 
Modelo Experimental Modelo Numérico 

ω20 148,0 147,3 0,5 

ω01 241,0 244,2 1,3 

ω30 346,0 345,6 0,1 

ω11 563,0 567,4 0,8 

ω40 608,0 606,5 0,2 

 

Para a medição dos modos naturais de vibração foi usada a técnica de Sherografia Speckle. Esta é 

uma técnica que permite medir sem contacto e com elevada resolução o campo de rotações de uma 

superfície entre dois estados de deformação do objeto. À semelhança do ensaio para a medição das 

FRF’s, a placa anelar foi suspensa por dois elásticos com elevada flexibilidade de modo a criar a 

condição livre-livre. [2] 

 

 
Figura 3.2 – Montagem experimental para medição das rotações modais do disco.  
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A técnica de modulação temporal de fase e de iluminação estroboscópica laser são combinadas 

com a técnica de Shearografia Speckle para medir o campo de rotação modal. A introdução da 

iluminação laser estroboscópica sincronizada com excitação da vibração permite congelar no tempo a 

vibração da placa anelar. A modulação de intensidade da iluminação laser é criada através modulador 

acústico-ótico. O gerador de sinal Tektronix® modelo AFG320 é utilizado para produzir dois sinais 

síncronos que vão excitar por via acústica a placa e pulsar a iluminação laser, sendo a largura dos 

impulsos 5 % do período de vibração. A placa anelar é excitada através de um piezoelétrico montado na 

parte posterior à face da medição às frequências naturais de vibração anteriormente identificadas. Por 

seu lado, a face de medição foi coberta por uma camada fina de pó branco com o objetivo de uniformizar 

a intensidade da luz laser refletida pela superfície e registado pelo sistema de Shearografia Speckle, 

Figura 3.2. 

Os mapas de fase medidos com a técnica de Shearografia Speckle são filtrados e a sua fase 

desembrulhada para se obterem o mapa contínuo de fase ∆𝜙𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦), usando o algoritmo Goldstein [3]. 

Por fim, o gradiente do campo de deslocamentos modais 𝜕𝑊𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦) /𝜕𝑥  para a direção 𝑥 

correspondente à frequência natural de vibração natural da placa anelar de ordem 𝑖, com um desvio 

lateral de Δ𝑥, são obtidos a partir do mapa contínuo de fase ∆𝜙𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦), recorrendo à seguinte expressão: 

𝜕𝑊𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
≈

𝜆

4𝜋∆𝑥
 Δ𝜙𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦) (Eq. 55) 

Na medição do campo de rotações modais foi usado o desfasamento lateral Δ𝑥 = 10 𝑚𝑚 e um 

laser com o comprimento de onda 𝜆 = 532 𝑛𝑚. 

Na Figura 3.3 apresenta-se o procedimento pós-processamento dos mapas de fase para a 

determinação do campo de rotação modal da placa anelar. 

 

 
Figura 3.3 – Procedimento para a determinação dos campos de rotações modais.  
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Por integração espacial do campo de rotações modais são obtidos os respetivos modos naturais de 

vibração da placa anelar 𝑊𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦), através da expressão: 

𝑊𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦) ≈
𝜕𝑊𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦)/𝜕𝑥 − 𝜕𝑊𝑛,𝑚(𝑥 − ℎ, 𝑦)/𝜕𝑥

ℎ𝑥
 (Eq. 56) 

onde ℎ𝑥 é o passo fixo na direção 𝑥, definida de acordo com a resolução espacial da medição, 

sendo de 2260 pontos e que corresponde ℎ𝑥 = 0,1 𝑚𝑚. 

Os modos naturais de vibração obtidos a partir do modelo numérico e os medidos pela técnica de 

Shearografia Speckle após integração do campo de rotações são apresentados na Figura 3.4. Conforme 

se pode constatar, também para os modos existe uma perfeita concordância entre os calculados pelo 

modelo numérico e os medidos por via experimental. A partir dos resultados apresentados para as 

frequências e modos naturais de vibração é possível afirmar com elevado grau de confiança que o modelo 

numérico é representativo do modelo real. 

 Modelo Experimental Modelo Numérico 

𝑛 = 2;  𝑚 = 0 

  

𝑛 = 0;  𝑚 = 1 

  

𝑛 = 3;  𝑚 = 0 

  

𝑛 = 1;  𝑚 = 1 

  
Figura 3.4 – Modos naturais de vibração da placa anelar para a condição livre-livre.  
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3.2.2 Análise da placa anelar encastrada – Caso 2 

O modelo ideal encastramento é difícil de materializar devido à razão de rigidez requerida entre o 

elemento a fixar e o apoio. No entanto, este é o modelo que mais se assemelha ao tipo de fixação usado 

nas serras circulares de corte. As serras são fixas ao veio da máquina através do aperto de uma flange 

contra a superfície, garantindo, assim, que por atrito não existe escorregamento do disco relativamente 

ao veio. Todavia, a razão de rigidez entre este tipo apoio e a serra está longe de um apoio ideal de 

encastramento. Por outro lado, pretende-se que o modelo numérico seja representativo do modelo real. 

Assim, para concretizar este objetivo realizou-se um estudo paramétrico em que se ajustou o diâmetro 

do encastramento do modelo numérico de forma a se obterem as frequências naturais próximas das 

identificadas no modelo experimental. Estas foram determinadas a partir da análise das FRF’s medidas 

na placa anelar, a qual foi montada num veio de um maciço de elevada massa e fixa por uma flange de 

80 𝑚𝑚 de diâmetro, semelhante ao modelo de apoio encontrado nas máquinas comerciais, Figura 3.5. 

 
Figura 3.5 – Montagem experimental para determinação das frequências naturais de vibração da placa anelar na condição 

encastrado no centro. 

A partir da análise paramétrica foi identificado que o diâmetro de 72 𝑚𝑚 do encastramento no 

modelo numérico seria o que mais se aproximaria da fixação da placa anelar por uma flange de diâmetro 

80 𝑚𝑚. Na Tabela 3.3 é apresentada uma análise comparativa entre as primeiras cinco frequências 

naturais experimentais e as calculadas a partir do modelo numérico, para um diâmetro de encastramento 

de 72 𝑚𝑚 . Conforme se pode comprovar pelo baixo erro relativo entre as frequências, o modelo 

numérico é capaz de reproduzir o comportamento do modelo experimental. 

 

Tabela 3.3 – Frequências naturais de vibração da placa anelar para a condição encastrada no centro flange. 

𝜔𝑛𝑚 
Frequências naturais de vibração [𝐻𝑧] Erro relativo 

[%] Modelo experimental Modelo Numérico 

𝜔10 159,5 159,7 0,1 

𝜔00 165,0 165,6 0,4 

𝜔20 200,0 200,5 0,2 

𝜔30 359,0 358,4 0,2 

𝜔40 610,0 609,0 0,2 

𝜔50 932,0 929,9 0,2 
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No que diz respeito aos primeiros quatro modos naturais de vibração da placa anelar encastrada 

no centro e que se apresentam na Figura 3.6, verifica-se que existe igualmente uma perfeita concordância 

entre os medidos experimentalmente, usando a técnica de visualização das linhas nodais pelo ensaio 

Chladni, e os obtidos pelo modelo numérico. Conforme já referido anteriormente e demonstrado no 

capítulo anterior, para a condição fronteira de encastramento no centro verifica-se que a primeira 

frequência natural corresponde ao modo com um diâmetro nodal (𝑛 = 1, 𝑚 = 0) seguido pelo modo 

sem círculos ou diâmetros nodais (𝑛 = 0,𝑚 = 0). 

 Modelo Experimental Modelo Numérico 

𝑛 = 1;𝑚 = 0 

  

𝑛 = 0;𝑚 = 0 

  

𝑛 = 2;𝑚 = 0 

  

𝑛 = 3;𝑚 = 0 

  
Figura 3.6 – Modos naturais de vibração da placa anelar para a condição encastrada no centro. 

3.2.3 Analise da placa anelar encastrada e com anel de deformação plástica – Caso 3 

O anel de deformação plástica representa o parâmetro mais relevante para o comportamento 

dinâmico da placa anelar. Este é criado pela laminagem de dois rolos na sua direção circunferencial, 

sendo o raio do anel, o raio da curvatura da superfície de contacto dos rolos com a serra e a pressão 

aplicada elementos fundamentais para a definição do estado de tensão gerado no plano. Na Figura 3.7 

apresenta-se um esquema exemplificativo do processo de geração do anel de deformação plástica. As 

serras são montadas na máquina de laminagem e centradas por um pino guia, sendo a posição dos rolos 
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ajustada para o raio pretendido 𝑟𝑝 e aplicada uma pressão constante nos rolos. O anel de deformação 

plástica resulta, assim, da pressão de compressão dos rolos sobre a serra durante o seu movimento de 

rotação de 360°. É de salientar que largura do anel de deformação plástica 𝑏𝑃 será função da razão da 

dureza superficial do material entre o rolos e a serra, do raio da curvatura da superfície dos rolos e da 

pressão aplicada [4]. 

  
Figura 3.7 – Esquema do processo de geração do anel de deformação plástica. 

Para a geração no modelo numérico do anel de deformação plástica é requerido a introdução da 

curva tensão- deformação do aço usado no fabrico das serras, a qual foi previamente obtido através do 

ensaio experimental de tração normalizado (NP EN 10002-1 2006) e cuja curva agora se apresenta na 

Figura 3.8. A partir da média de três ensaios de tração foram identificadas as seguintes propriedades do 

material: o módulo de elasticidade 𝐸 = 210 𝐺𝑃𝑎, a tensão de cedência de 𝜎𝑐𝑒𝑑 = 1160 𝑀𝑃𝑎 e a tensão 

de rotura de 𝜎𝑟𝑜𝑡 = 1330 𝑀𝑃𝑎. 

 
Figura 3.8– Curva tensão-deformação normalizada do material usado no fabrico das serras circulares. 

As restantes propriedades mecânicas foram recolhidas das caraterísticas do material fornecidas 

pelo fabricante, sendo o coeficiente de Poisson de 𝜈 = 0,3 e massa volúmica de 7850 𝑘𝑔/𝑚3. A curva 

de tensão-deformação corrigida para o regime plástico, definido desde a tensão limite de cedência até a 
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formação da garganta, está representada na Figura 3.9, a qual foi introduzida no modelo de elementos 

finitos para a simulação do anel de deformação plástica. 

 
Figura 3.9 – Curva de tensão-deformação corrigida para o regime plástico. 

Considerando as várias soluções possíveis para a reprodução no modelo numérico do anel de 

deformação plástica, foi escolhida a compressão da serra por dois punções de raio 𝑟𝑝 e com raio de 

curvatura da superfície de contacto de 30 𝑚𝑚, idêntica à dos rolos usados na laminagem, Figura 3.10. 

 
Figura 3.10 – Modelo numérico usado para criar um anel de deformação plástica. 

Como os rolos usados na laminagem da serra possuem uma dureza superficial substancialmente 

superior ao do material das serras, cerca de 60 𝐻𝑅𝐶 para 43 𝐻𝑅𝐶 tensão de cedência superior à tensão 

de rotura do material usado no fabrico das serras, foi assumido no modelo numérico que os punções 

possuem um comportamento linear elástico. O comportamento não linear do material e a variação da 

região de contacto entre duas superfícies conduz a um problema de elevada complexidade que terá de 

ser revolvido por um processo iterativo, resultando num elevado esforço de cálculo. Por forma a reduzir 

este esforço e sem prejuízo para a qualidade dos resultados, foi considerado ausência de atrito e definido 

o método de penalização em rampa “Pure Penalty” para a interação entre o contacto das superfícies 

O modelo da placa anelar foi discretizado em elementos tetraédricos (SOLID187) de 10 nós, 

possuindo 3 graus de liberdade de deslocamento por nó e funções de forma quadráticas. A convergência 

da solução foi verificada através estudo paramétrico com diferentes níveis de discretização do domínio, 

o qual conduziu a um modelo com 40334 elementos tetraédricos, com maior definição na região de 

contacto entre os punções e a serra, o qual se apresenta na Figura 3.11. 
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Figura 3.11 – Representação da discretização do modelo numérico da placa anelar em elementos tetraédricos (SOLID187). 

Para a geração no modelo numérico do anel de deformação plástica é proposto um procedimento 

que envolve três etapas. Na primeira, é imposto aos punções um deslocamento para os aproximar 

lentamente da serra e assim iniciar o contacto com as superfícies. A seguir, é aplicada aos punções uma 

pressão incremental durante um segundo até atingir a pressão máxima, mantendo esta pressão durante 2 

segundos. Por último, é realizado o processo inverso, sendo primeiro retirada a pressão dos punções e 

posteriormente são deslocados para a posição inicial. Refira-se que no procedimento proposto houve o 

cuidado de durante o carregamento e descarregamento usar baixos valores incrementais no deslocamento 

e na pressão, para minimizar o efeito das forças dinâmicas. 

Na Figura 3.12 apresenta-se as tensões resultantes da aplicação de um anel de deformação plástica 

gerado na serra através do procedimento proposto. Este revela uma distribuição de deformações 

uniforme ao longo do raio 𝑟𝑝 e com uma largura aproximadamente constante. 

  
Figura 3.12 – Tensões resultantes da aplicação do anel de deformação plástica gerada por compressão de dois punções. 

Conforme foi apresentado, o anel de deformação plástica é introduzido no modelo numérico 

através da simulação da compressão da placa por dois punções na forma de anel, com o raio igual ao 

anel da deformação plástica e possuindo o mesmo raio de curvatura da superfície dos rolos. Todavia, 

não foi possível estabelecer uma relação direta entre a pressão aplicada nos rolos e a pressão a atuar nos 

punções, devido à diferença entre a geometria dos rolos e dos punções no contacto com a placa. Por essa 

razão, foi necessário realizar um estudo preliminar que permitisse correlacionar estes dois parâmetros, 

os quais estão associados ao ensaio experimental e à simulação numérica. Este tem como principal 

objetivo produzir no modelo numérico um anel de deformação plástica equivalente ao do modelo 

experimental, sendo este avaliado através da comparação das frequências naturais entre os dois modelos. 

Assim, foi conduzido um estudo paramétrico tendo como base o modelo de placa anelar anteriormente 

estudada, o qual envolveu a análise da variação do raio e da pressão do anel de deformação plástica. No 

modelo numérico foi ajustada a pressão nos punções de modo a minimizar o erro entre as frequências 

naturais calculadas e as medidas no modelo experimental. Na Tabela 3.4 são apresentadas as frequências 

experimentais, as frequências numéricas depois de ajustada a pressão e o respetivo erro para um anel de 

deformação plástica de raio constante 𝑟𝑝 = 95 𝑚𝑚 e variando a pressão dos rolos 20, 30 𝑒 40 [𝑏𝑎𝑟]. O 
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seu baixo erro relativo evidencia que existe uma boa correlação entre o modelo numérico e o modelo 

experimental. 

 

Tabela 3.4 – Frequências naturais de vibração experimentais e numéricas da placa anelar encastrada submetida a um anel 

de deformação plástica, com variação da pressão nos rolos. 

 

Frequências naturais de vibração [𝐻𝑧] 
Modelo 

Exp. 

Modelo 

numérico 

Erro 

relativo 

Modelo 

numérico 

Modelo 

MEF 

Erro 

relativo 

Modelo 

Exp. 

Modelo 

numérico 

Erro 

relativo 

𝜔𝑛𝑚 170 𝑀𝑃𝑎 [%] 195 𝑀𝑃𝑎 [%] 220 𝑀𝑃𝑎 [%] 

𝜔10 155,2 158,4 2,0 153,8 153,8 0,0 147,3 146,3 0,7 

𝜔00 160,9 161,8 0,6 144,7 148,6 2,6 127,5 128,5 0,8 

𝜔20 204,7 205,6 0,4 221,3 221,3 0,0 240,6 240,1 0,2 

𝜔30 371,7 367,7 1,1 397,9 394,8 0,8 430,6 428,7 0,4 

𝜔40 627,2 620,3 1,1 658,6 652,7 0,9 698,9 692,9 0,9 

𝜔50 951,6 942,9 0,9 986,4 975,9 1,1 1005 1008 0,3 

 

A partir dos valores da pressão nos rolos e do valor ajustado da pressão aplicada nos punções do 

modelo numérico é estabelecida a relação entre os dois parâmetros, a qual se apresenta na forma de 

gráfico na Figura 3.13. Este revela que existe uma relação linear estre os dois parâmetros, o qual é 

comprovado pelo coeficiente de determinação da regressão linear tomar o valor de 100 %, isto é, 𝑅2 =

1. 

 
Figura 3.13 – Relação entre a pressão aplicada nos rolos e a pressão a ser usada não modelo numérico. 

Para comprovar a validade da relação estabelecida entre as pressões dos dois modelos, realizou-se 

um segundo conjunto de ensaios em que se optou por usar uma placa anelar com raio superior 𝑟𝑜 =

160 𝑚𝑚, fixou-se a pressão do rolo em 40 𝑏𝑎𝑟 e fez-se variar o raio do anel de deformação plástica 

𝑟𝑃 = {80; 100; 120; 140} [𝑚𝑚]. Na Tabela 3.5 são apresentadas as primeiras cinco frequências naturais 

de vibração experimentais, numéricas e o respetivo erro relativo. Os resultados apresentados revelam 

que em geral há uma satisfatória concordância entre as frequências dos dois modelos. Este permite ainda 

verificar que os erros são superiores para as primeiras frequências naturais de vibração e nos anéis de 

deformação correspondente ao raio 𝑟𝑃 = {100; 120}[𝑚𝑚]. [5]  
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Tabela 3.5 – Frequências naturais de vibração experimentais e numéricas da placa anelar encastrada submetida a um anel 

de deformação plástica, com variação do raio do anel. 

𝜔𝑛𝑚 

𝑟𝑃 = 80 𝑚𝑚 𝑟𝑃 = 100 𝑚𝑚 𝑟𝑃 = 120 𝑚𝑚 𝑟𝑃 = 140 𝑚𝑚 

Modelo 

Exp. 

Modelo 

numé. 

Erro 

rel. 

[%] 

Modelo 

Exp. 

Modelo 

numé. 

Erro 

rel. 

[%] 

Modelo 

Exp. 

Modelo 

numé. 

Erro 

rel. 

[%] 

Modelo 

Exp. 

Modelo 

numé. 

Erro 

rel. 

[%] 

𝜔00 73,1 81,0 9,8 85,0 97,3 12,6 93,1 106,5 12,6 110,3 116,0 4,9 

𝜔10 93,8 98,3 4,6 101,3 104,2 2,8 106,3 107,3 0,9 116,3 110,0 5,4 

𝜔20 176,3 177,4 0,6 181,3 167,2 7,8 172,5 159,0 7,8 143,1 146,3 2,2 

𝜔30 320,6 324,0 1,0 335,0 308,9 7,8 323,2 296,9 8,1 275,6 275,7 0,0 

𝜔40 519,4 524,5 1,0 542,5 509,7 6,0 533,1 497,5 6,7 474,4 472,0 0,5 

𝜔50 767,5 754,0 1,8 796,0 760,2 4,5 790,0 749,3 5,2 746,0 721,0 3,4 

 

Estabelecida a relação entre a pressão dos rolos e a pressão aplicada no modelo numérico, é agora 

possível realizar um estudo comparativo das frequências naturais entre o modelo analítico e o modelo 

numérico. Na Tabela 3.6 são apresentadas e comparadas as frequências naturais de vibração da placa 

anelar determinadas pelos dois modelos para um anel de deformação plástica de raio constante 𝑟𝑝 =

90 𝑚𝑚. Os resultados apresentados permitem confirmar que o modelo numérico reproduz corretamente 

o modelo analítico e que ambos são representativos do modelo real. 

 

Tabela 3.6 – Frequências naturais de vibração analíticas e numéricas da placa anelar encastrada submetida a um anel de 

deformação plástica, com variação da pressão nos rolos. 

𝜔𝑛𝑚 Modelo 
Pressão [𝑀𝑃𝑎] 

170 175 180 185 190 195 200 205 210 215 220 225 

𝜔00 
Numérico 157,2 153,8 149,8 146,3 143,1 140,0 137,8 131,6 127,1 122,8 119,4 110,6 

Analítico 155,9 152,4 148,8 145,1 141,2 137,3 133,2 124,6 120,0 115,2 110,2 108,0 

𝜔10 
Numérico 156,8 155,5 154,2 152,9 151,8 150,8 149,5 147,4 146,5 145,1 142,9 141,3 

Analítico 156,3 155,1 153,8 152,6 151,3 150,0 148,7 146,1 144,7 143,3 141,9 141,2 

𝜔20 
Numérico 211,0 215,1 219,4 222,8 225,9 228,7 230,7 236,3 240,1 243,5 246,0 251,9 

Analítico 212,3 216,2 220,1 223,8 227,5 231,2 234,7 241,7 245,1 248,5 251,8 253,2 

𝜔30 
Numérico 377,1 383,9 391,1 397,2 402,6 407,6 411,8 421,0 427,0 432,9 438,1 448,0 

Analítico 378,4 385,0 391,4 397,7 403,9 410,0 416,0 427,8 433,5 439,2 444,8 447,2 

𝜔40 
Numérico 630,9 638,9 647,4 654,6 660,9 666,9 671,5 682,6 690,1 697,2 702,7 715,5 

Analítico 632,4 639,8 647,2 654,5 661,7 668,8 675,8 689,6 696,4 703,1 709,8 712,6 

 

3.2.4  Análise da placa anelar encastrada e com velocidade angular – Caso 4 

Dadas as dificuldades inerentes à medição das frequências naturais de vibração para a placa anelar 

em rotação e como no caso anterior ficou demonstrado que o modelo numérico consegue reproduzir o 

comportamento do modelo analítico, optou-se neste caso por usar como elemento de comparação o 

modelo analítico. À semelhança dos estudos anteriores, esta análise envolveu a determinação das 

frequências naturais de vibração analíticas e numéricas para a gama de rotações {1000 − 6000} [𝑟𝑝𝑚] 

com intervalo de 1000 𝑟𝑝𝑚, as quais se apresentam na Tabela 3.7. A análise do seu erro relativo revela 

que existe globalmente uma quase perfeita concordância entre o comportamento dos dois modelos.  
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Tabela 3.7 – Frequências naturais de vibração analíticas e numéricas da placa anelar encastrada, com velocidade de rotação  

𝜔𝑛𝑚 

1000 𝑟𝑝𝑚 2000 𝑟𝑝𝑚 3000 𝑟𝑝𝑚 4000 𝑟𝑝𝑚 5000 𝑟𝑝𝑚 6000 𝑟𝑝𝑚 

Anal. Num. 

Erro 

rel. 

[%] 
Anal. Num. 

Erro 

rel. 

[%] 
Anal. Num. 

Erro 

rel. 

[%] 
Anal. Num. 

Erro 

rel. 

[%] 
Anal. Num. 

Erro 

rel. 

[%] 
Anal. Num. 

Erro 

rel. 

[%] 

𝜔10 160,7 160,9 0,1 164,6 164,4 0,1 170,2 170,2 0,0 177,6 178,0 0,2 186,8 187,5 0,4 197,7 198,5 0,4 

𝜔00 166,3 166,5 0,1 169,5 169,2 0,2 174,0 173,6 0,2 179,8 179,6 0,1 187,0 186,9 0,1 195,5 195,5 0,0 

𝜔20 202,2 202,1 0,0 206,9 206,8 0,0 214,3 214,4 0,0 224,3 224,7 0,2 236,6 237,2 0,3 251,0 251,6 0,2 

𝜔30 360,6 360,0 0,2 364,8 364,3 0,1 371,8 371,4 0,1 381,4 381,1 0,1 393,4 393,2 0,1 407,7 407,6 0,0 

𝜔40 611,8 610,6 0,2 615,7 614,4 0,2 622,0 620,7 0,2 630,9 629,5 0,2 642,0 640,5 0,2 655,4 653,8 0,2 

 

O grau de reprodutividade do comportamento da placa anelar em rotação é comprovado através 

da comparação das tensões radiais e circunferenciais no plano obtidas para os dois modelos, as quais se 

representam na Figura 3.14. Este resultado comprova que o modelo numérico consegue reproduzir na 

perfeição o estado de tensão no plano criado pela rotação da placa e previsto pelo modelo analítico. 

 
Figura 3.14 – Distribuição das tensões numa placa anelar às 6000 𝑟𝑝𝑚. 

3.2.5 Análise da placa anelar encastrada e com uma solicitação térmica – caso 5 

Pelas razões expostas anteriormente, a validação da implementação da solicitação térmica no 

modelo numérico foi realizada através da comparação das suas frequências naturais com as obtidas para 

o modelo analítico. Esta foi realizada considerando a aplicação de uma temperatura constante no bordo 

externo da placa 𝑇0 = {0; 25; 50; 75; 100; 150} [°𝐶], na forma anelar com a largura de 𝑏𝑇 = 10 𝑚𝑚 

Na Tabela 3.8 são apresentadas as frequências naturais obtidas pelos dois modelos em função da 

temperatura aplicada no bordo externo. Conforme se pode observar, as frequências obtidas pelos dois 

modelos são muito próximas e apresentam um andamento distinto que depende da ordem da frequência. 

Para os dois primeiros modos naturais de vibração verifica-se um aumento da frequência natural de 

vibração com a temperatura, enquanto para os modos de ordem superior observa-se uma diminuição da 

frequência natural com a temperatura. Esta diferença de comportamento pode ser explicada com o facto 
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de a temperatura introduzir tensões circunferenciais de compressão no plano devido à expansão térmica 

do material, as quais vão produzir uma redução na frequência natural nos modos com maior deformação 

circunferencial na região afetada termicamente. É de referir que a partir da temperatura de 100 °𝐶 

observa-se que a frequência natural de vibração é nula para alguns dos modos naturais. Esta situação 

corresponde ao comportamento instável do seu funcionamento, do qual resulta uma elevada amplitude 

de vibração e que leva à ruina da placa. [6] 

 

Tabela 3.8 Frequências naturais de vibração analíticas e numéricas da placa anelar, com temperatura no bordo externo. 

𝜔𝑛𝑚 Modelo 0 °𝐶 25 °𝐶 50 °𝐶 75 °𝐶 100 °𝐶 150 °𝐶 

𝜔10 
Numérico 159,7 165,3 170,6 175,5 180,3 189,1 

Analítico 159,6 164,7 169,4 174,0 178,3 186,4 

𝜔00 
Numérico 165,6 182,2 196,9 210,2 222,5 244,6 

Analítico 165,5 180,8 194,5 206,9 218,4 239,1 

𝜔20 
Numérico 200,5 171,9 137,1 89,5 0,0 0,0 

Analítico 200,7 173,5 140,9 97,6 0,0 0,0 

𝜔30 
Numérico 358,4 306,6 242,7 152,8 0,0 0,0 

Analítico 359,1 309,3 248,5 165,1 0,0 0,0 

𝜔40 
Numérico 609,0 545,7 472,4 383,9 265,8 0,0 

Analítico 610,6 548,8 477,4 391,3 277,3 0,0 

 
Figura 3.15 – Comparação das frequências naturais de vibração de uma placa anelar submetida a uma solicitação térmica 

entre modelo analítico e o numérico. 

3.3 Análise de uma serra circular 

3.3.1 Modelo numérico de uma serra circular 

A partir do modelo numérico de placa anelar desenvolvido anteriormente, é agora criado o modelo 

de uma serra circular que inclui os expansores térmicos, a geometria dos dentes, as pastilhas de corte e 

outros elementos geométricos, tornando-se num modelo de serra circular. 
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Este é baseado numa serra circular modelo S88328006030 produzida pela Frezite®, o qual foi 

discretizado em elementos tetraédricos (SOLID187) de 10 nós e que pode ser observado na Figura 3.16. 

O modelo de serra estudado apresenta caraterísticas geométricas semelhantes à da placa anelar analisada 

anteriormente, isto é, espessura ℎ =  2,2 mm , raio externo de 𝑟𝑜 = 140 𝑚𝑚  e raio interno de 𝑟𝑖 =

40 𝑚𝑚. 

  
Figura 3.16 – Representação do modelo numérico da serra circular discretizado em elementos tetraédricos (SOLID187). 

À semelhança do procedimento anterior, será realizado um estudo comparativo do comportamento 

da serra a partir da análise das suas frequências e modos naturais de vibração. Neste estudo será analisada 

a influência da geometria dos dentes, da rotação, da inclusão do anel de deformação plástica e das 

pastilhas de corte, sendo definidos os três casos apresentados na Tabela 3.9. O primeiro tem como 

objetivo analisar a influência da geometria dos dentes e dos expansores térmicos através da comparação 

das frequências e modos naturais de vibração entre o modelo da placa anelar e o modelo da serra circular. 

No segundo caso é efetuada uma análise à alteração do comportamento da serra causado pela introdução 

das pastilhas de corte. O terceiro caso corresponde ao modelo mais completo de serra circular, o qual foi 

obtido através da inclusão no modelo anterior de um anel de deformação plástica, velocidade de rotação 

e uma solicitação térmica. 

 

Tabela 3.9 – Casos de estudo para o modelo de serra circular. 

Caso 
Rotação Deformação plástica Solicitação térmica 

Geometria 
𝜔𝑅 [𝑟𝑝𝑚] 𝑃𝑟𝑒𝑠𝑠ã𝑜 [𝑀𝑃𝑎] 𝑟𝑃 [𝑚𝑚] 𝑇0 [°𝐶] 𝑏𝑇 [𝑚𝑚] 

1 0 0 0 0 0 Sem pastilhas de corte 

2 0 0 0 0 0 Com pastilhas de corte 

3 4000 195 95 50 10 Com pastilhas de corte 

 

3.3.2 Análise do modelo de serra circular sem partilha de corte – Caso 1 

O modelo de serra circular é construído pela introdução da geometria dos dentes e dos expansores 

térmicos no modelo numérico da placa anelar, o qual conduz a uma redução da massa na sua periferia. 

Na Tabela 3.10 são apresentadas as frequências naturais de vibração obtidas para os dois modelos 

numéricos e a respetiva variação. Nesta última verifica-se que existe um aumento da frequência para os 

três primeiros modos e uma diminuição nos restantes modos. Isto deve-se ao facto de nos três primeiros 

modos a influência da redução da massa é mais significativa que a diminuição da rigidez, enquanto nos 
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restantes modos naturais, é mais significativa a influência da diminuição da rigidez circunferencial do 

que a redução de massa. Através da comparação dos respetivos modos naturais de vibração, Figura 3.17, 

verifica-se que estes possuem uma configuração semelhante, sendo que para o quarto e quinto modo 

observa-se que os diâmetros nodais possuem uma direção preferencial na direção dos expansores 

térmicos, dado que se trata de modos com 3 e 4 diâmetros nodais e a serra possui 6 expansores térmicos 

uniformemente distribuídos. Este resultado vem provar que a influência dos expansores térmicos é mais 

significativa para estes modos, dado serem modos essencialmente de flexão na direção circunferencial 

e de maior amplitude na periferia da serra. 

 

Tabela 3.10 – Frequências naturais de vibração dos modelos numéricos de placa anelar e de serra circular. 

𝜔𝑛𝑚 
Frequências naturais de vibração [𝐻𝑧] 

Variação [%] 
Modelo placa anelar Modelo serra circular 

𝜔10 159,7 184,7 +13,5 

𝜔00 165,6 188,9 +12.3 

𝜔20 200,5 221,1 +9,3 

𝜔30 358,4 355,2 -0,9 

𝜔40 609,0 573,9 -5,8 

𝜔40 929,9 828,8 -10,9 

 

 Modelo Serra Circular Modelo Placa Anelar 

𝑛 = 1;𝑚 = 0 

  

𝑛 = 0;𝑚 = 0 

  

𝑛 = 2;𝑚 = 0 
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𝑛 = 3;𝑚 = 0 

  

𝑛 = 4;𝑚 = 0 

  
Figura 3.17 – Representação dos modos naturais de vibração dos modelos da placa anelar e da serra circular. 

3.3.3 Análise do modelo de serra circular com pastilhas – Caso 2 

Ao modelo anterior foram acrescentadas as pastilhas de corte, as quais são fabricadas em carboneto 

de tungsténio (𝐾𝐶𝑅05+), sendo fixas aos dentes da serra por brasagem através de um ligante em prata. 

As pastilhas são montadas na serra com uma configuração alternada que varia entre geometria plana e 

geometria trapezoidal, conforme se pode observar na Figura 2.4. 

  

 

𝜌 = 15250 𝑘𝑔/𝑚3; 𝐸 =  670 𝐺𝑃𝑎; 

𝜈 = 0,3; 𝛼 = 4,6×10−6 °𝐶−1 

 
Figura 3.18 – Representação das pastilhas de corte 𝐾𝐶𝑅05 + introduzidas na modelação da serra circular  

A influência das pastilhas de corte no modelo numérico é avaliada através da comparação das 

frequências naturais da serra de corte com e sem pastilha, as quais são apresentadas na Tabela 3.11. 

Conforme seria esperado, a introdução das pastilhas na periferia da serra conduz a uma redução nas suas 

frequências naturais de vibração, devido à sua reduzida dimensão e à elevada massa volúmica. Esta 

Geometria trapezoidal Geometria plana 
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revela igualmente que a redução da frequência natural aumenta com a ordem do modo natural de 

vibração, variando entre -12,4 % e - 19,1 %. 

 

Tabela 3.11 – Frequências naturais de vibração do modelo da serra circular com e sem pastilhas de corte. 

𝜔𝑛𝑚 
Frequências naturais de vibração [𝐻𝑧] Variação 

[%] Modelo sem pastilhas Modelo com pastilhas 

𝜔10 184,7 161,7 -12,5 

𝜔00 188,9 165,5 -12,4 

𝜔20 221,1 192,0 -13,2 

𝜔30 355,2 301,5 -15,1 

𝜔40 573,9 477,9 -16,7 

𝜔50 828,8 670,3 -19,1 

 

3.3.4 Análise do modelo de serra circular em rotação, com pastilhas de corte, anel de deformação 

plástica e solicitação térmica – Caso 3 

O presente caso pretende simular o comportamento de uma serra circular nas condições 

semelhantes às de serviço. Pelo que no modelo numérico foi considerado um anel de deformação plástica, 

uma solicitação térmica e rotação da serra. Seguindo o procedimento descrito anteriormente, o anel de 

deformação plástica para um raio 𝑟𝑝 = 95 𝑚𝑚  foi inicialmente introduzida na serra através da 

compressão por dois punções, para uma pressão equivalente nos rolos de 30 𝑏𝑎𝑟 , o qual está 

representado na Figura 3.19. Em seguida, foi considerada a solicitação térmica, na forma de um anel 

com a temperatura constante de 50 °𝐶 aplicada no bordo exterior da serra e com a largura de 𝑏𝑇 =

10 𝑚𝑚  e uma velocidade de rotação constante de 4000 𝑟𝑝𝑚. 

 
Figura 3.19 – Representação do anel de deformação plástica gerado na serra circular pela compressão dos dois punções. 

As frequências naturais de vibração para a serra circular na ausência de solicitações e para os casos 

em estudo são comparadas na Tabela 3.12. Nesta pode-se constatar que a imposição das condições 

definidas, conduz ao aumento nas duas primeiras frequências naturais e uma diminuição das restantes. 
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 Tabela 3.12 – Frequências naturais de vibração para a serra circular com pastilhas na ausência de solicitações e na presenta 

de anel de deformação plástica, solicitação térmica e rotação. 

Frequências naturais de vibração [𝐻𝑧] 

𝜔𝑛𝑚 Serra circular 

Serra circular com anel de 

deformação plástica, 

solicitação térmica e rotação 

Variação 

[%] 

𝜔10 161,7 183,3 +11,8 

𝜔00 165,5 198,1 +16,5 

𝜔20 192,0 152,8 -20,4 

𝜔30 301,5 225,5 -25,2 

𝜔40 477,9 389,7 -18,5 

𝜔50 670,3 577,0 -13,9 

 

3.4 Conclusões 

No âmbito deste capítulo foi desenvolvido e apresentado um modelo numérico para uma placa 

anelar encastrada, em rotação, com anel de deformação plástica e possuindo uma solicitação térmica 

anelar na periferia. Este foi validado por comparação das suas frequências naturais com as obtidas por 

via experimental ou com as obtidas pelo modelo analítico. As dificuldades criadas pela falta de 

informação experimental relativas ao anel de deformação plástica foram ultrapassadas através da 

simulação prévia do processo de geração do anel, o qual envolve a compressão da placa por dois punções. 

Todavia, a solução encontrada obrigou a um estudo paramétrico com o objetivo de estabelecer a relação 

entre a pressão aplicadas nos rolos, durante o ensaio experimental, e a pressão nos punções, usado no 

modelo numérico. O conjunto de resultados obtidos para a placa anelar e envolvendo os diferentes casos 

de estudos, permitem afirmar com um elevado grau de confiança que o modelo numérico proposto é 

capaz de reproduzir o estado de tensão no plano do modelo real, provocado pela fixação por uma flange, 

pelo efeito rotação, pela introdução do anel de deformação plástica e pela ação de uma solicitação 

térmica. A partir do modelo numérico da placa anelar é desenvolvido o modelo de serra circular. Neste 

processo é avaliado o efeito produzido nas frequências naturais de vibração pela introdução na placa 

anelar das geometrias dos dentes e dos expansores térmicos, incorporação do anel de deformação plástica, 

das pastilhas de corte, a ação da rotação e a solicitação térmica. Verificou-se que a introdução dos 

elementos geométricos conduz a um aumento nas três primeiras frequências naturais, devido à remoção 

de massa na periferia do disco, e uma diminuição nas restantes frequências, pela redução de rigidez na 

direção circunferencial provocado pelos entalhes dos expansores térmicos. Por seu lado, a incorporação 

na extremidade da serra das pastilhas de corte resulta numa redução em todas as frequências naturais de 

vibração, sendo esta devido à sua dimensão reduzida e à elevada massa específica. No que se refere ao 

caso analisado que envolve a conjugação do anel de deformação plástica, rotação da serra e solicitação 

térmica, verifica-se que ocorre um aumento das duas primeiras frequências naturais, principalmente na 

segunda, e uma redução nas restantes, contribuindo desta forma para o aumento da estabilidade da serra 

circular em serviço. 
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Capítulo 4  

Análise da estabilidade e do ruído nas serras em rotação 

4.1 Introdução 

Nos capítulos anteriores foi apresentado o estudo da resposta vibratória para os modelos analíticos 

e numéricos de uma placa anelar em função das diferentes solicitações aplicadas, as quais são similares 

às presentes numa serra circular em serviço. Estes modelos foram validados por comparação das suas 

frequências e modos naturais de vibração com as medidas em modelos experimentais. Conforme já 

mencionado, as medições experimentais realizaram-se com a placa anelar em repouso, devido à condição 

de rotação exigir uma montagem experimental de maior complexidade e o recurso a equipamento 

específico. Todavia, os fenómenos de instabilidade da serra só poderão ser observados com a serra em 

rotação. O próprio escoamento do ar em torno da serra influencia o seu comportamento, sendo que este 

fator não foi considerado nas análises anteriores. Pela relevância que a análise da estabilidade possui na 

caraterização do desempenho da serra em condições de serviços e considerando o seu interesse para este 

trabalho foi desenvolvida uma montagem experimental que permitisse analisar o comportamento da 

serra em rotação. Assim, durante este capítulo será descrito o equipamento desenvolvido para a análise 

do comportamento da serra em rotação. A sua estabilidade é determinada a partir da análise do diagrama 

de Campbell, construído com base no registo da amplitude de deslocamento num ponto e da velocidade 

de rotação da serra. Esta ferramenta permitirá prever o comportamento da serra em condições 

semelhantes às de serviço e ajustar o anel de deformação plástica em função desse comportamento. 

4.2 Construção de uma máquina para medição da amplitude de vibração e do ruído nas serras em 

rotação. 

A caraterização da resposta vibratória da serra em condições semelhantes às de serviço obrigou a 

que fosse estudada e construída uma máquina para permitir controlar a velocidade de rotação das serras 

e que possuísse a flexibilidade necessária para poderem ser ensaiadas a maioria das serras produzidas na 

FREZITE®. A solução baseou-se num motor elétrico com velocidade controlada por um variador de 

frequência SEW®, que através de uma correia dentada transmite o movimento para o veio de saída. Por 

sua vez, este é fixo por dois rolamentos SKF® 6008-2RZ para minimizar os desequilíbrios e os 

desalinhamentos no veio. Na sua extremidade podem ser adaptadas vários tipos de flanges, para, assim, 

reproduzir as condições semelhantes às encontradas em máquinas comerciais. Por razões de segurança 

foi criada uma câmara estanque que reduz o ruído gerado para o exterior e protege o operador em caso 

de rutura da serra. A máquina permite ensaiar serras até ao diâmetro de Ø 500 𝑚𝑚 numa gama de 

velocidades desde 0 𝑟𝑝𝑚 até 15000 𝑟𝑝𝑚 e cuja imagem geral se apresenta na Figura 4.1. 

A rotação da serra não permite fixar na sua superfície transdutores para registar a amplitude de 

vibração. Por outro lado, existem já no mercado equipamentos baseados nas técnicas de interferometria 
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laser que são capazes de medir sem contacto a amplitude de corpos animados de movimento de rotação. 

Todavia, esta é uma solução de elevado custo, requer muito tempo de preparação da medição e não 

permite medir na presença de obstáculos físicos, o que inviabiliza o seu uso nesta aplicação. Assim, a 

solução passou por usar um transdutor de proximidade baseado no princípio designado por “Eddy 

Current”, tendo sido selecionado o modelo MTN/EP080 da Monitran®, devido à sua elevada frequência 

de resposta até 10 𝑘𝐻𝑧 e à gama linear de medição de 2 𝑚𝑚, o qual se encontra visível na Figura 4.2 (a) 

[1-3]. O transdutor é preferencialmente montado próximo da periferia e a uma distância inferior a 2 𝑚𝑚 

da superfície da serra para, assim, conseguir registar as amplitudes máximas de vibração. 

 
Figura 4.1 – Imagem da máquina construída para ensaiar serras em rotação. 

Um outro aspeto relevante no projeto de serras circulares é o ruído gerado durante o seu 

funcionamento em vazio e durante o corte. Assim, para registar o ruído gerado pela serra em rotação foi 

montado na posição oposta à fixação da serra um microfone G.R.A.S.® modelo 46AE e que pode ser 

observado na Figura 4.2 (b). Para minimizar a reverberação do som nas paredes da câmara de proteção 

o seu interior foi revestido com espuma alveolar. 

A medição da velocidade de rotação da serra é realizada através de um tacómetro ótico OROS® 

modelo 6A613007, por reflexão de uma fita colocada no veio de transmissão do movimento à serra, 

Figura 4.2 (c). 

 
(a) 

 
(b) 

 
(c) 

Figura 4.2 – (a) Sensor de proximidade baseado no princípio de “Eddy Current” para medir a amplitude de vibração lateral 

da serra em rotação; (b) Imagem da montagem do microfone; (c) Imagem da montagem do tacómetro ótico.  
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Na Figura 4.3 apresenta-se um esquema da montagem experimental para a medição do diagrama 

de Campbell das serras. Neste, um analisador dinâmico de sinal Oros® modelo OR35 é usado para 

controlar o variador de frequência do motor elétrico e para o processamento dos sinais adquiridos pelo 

tacómetro ótico, sensor de proximidade e microfone. O controlo da velocidade é realizado de modo 

incremental em intervalos discretos definidos em função da resolução pretendida para a representação 

do diagrama de Campbell. Por seu lado, o diâmetro da flange deve ser escolhido de acordo com a 

aplicação e o ensaio deve ser realizado num ambiente controlado para que o registo da amplitude de 

vibração e de ruído seja unicamente proveniente da serra em rotação.[4, 5] 

 
Figura 4.3 – Montagem experimental para ensaio de serras em rotação. 

4.3 Ensaio experimental 

A avaliação da estabilidade da serra envolve a análise da frequência da sua vibração para cada 

velocidade de rotação. Por outro lado, a qualidade do ambiente de trabalho na presença de serras em 

rotação é fundamentalmente caraterizado pelo nível de ruído produzido, o qual é determinado pelo tipo 

escoamento do ar que ocorre em torno dos dentes, sendo este, por seu lado, função da velocidade de 

rotação da serra. Assim, tornou-se necessário criar uma configuração do analisador OROS® OR35 

através do programa NVGate® para controlar a velocidade de rotação e adquirir e processar os sinais 

obtidos do tacómetro ótico, sensor de proximidade e microfone. O ensaio consistiu em gerar uma tensão 

crescente em degrau e proporcional à velocidade de rotação da serra desde 0 𝑟𝑝𝑚 até 4700 𝑟𝑝𝑚 com 

um patamar de 7 segundos e registar em contínuo a velocidade de rotação através do tacómetro, a 

amplitude de vibração através do sensor de proximidade à taxa de aquisição de 5 𝑘𝐻𝑧 e o nível do ruído 

medido pelo microfone à taxa de aquisição de 20 𝑘𝐻𝑧 . A definição do número de saltos para a 

velocidade de rotação será função do grau de detalhe que se pretende obter no ensaio experimental, o 

qual é proporcional ao número de frequências naturais em estudo. 

Na Figura 4.4 apresenta-se o registo da amplitude da vibração lateral em deslocamento da serra 

modelo S87342097260, com Ø 420 𝑚𝑚  de diâmetro, 3,5 𝑚𝑚  de espessura e possuindo 72 dentes. 

Nesta, é possível observar para determinados instantes que existe um aumento da amplitude de vibração, 

o qual está associado ao fenómeno de ressonância da serra. [6] 
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Figura 4.4 – Amplitude de vibração lateral da serra medido com o sensor de proximidade. 

Todavia, a representação da amplitude absoluta da vibração lateral em função da velocidade de 

rotação, Figura 4.5, revela que há uma tendência para o decréscimo da amplitude com a velocidade de 

rotação, a qual pode ser justificada pelo aumento das tensões na direção radial produzidas pelo 

incremento das forças centrífugas. 

 
Figura 4.5 – Amplitude da vibração lateral da serra em função da velocidade de rotação. 

4.3.1 Diagrama de Campbell 

O diagrama de Campbell é uma representação gráfica da evolução das frequências naturais do 

corpo devido ao efeito giroscópico produzido pela rotação [7]. Pelo facto de os modos naturais serem 

independentes da rotação e a posição de referência não ser estacionária, isto dá origem ao desdobramento 

da frequência natural em duas novas frequências no caso dos modos apresentarem diâmetros nodais, as 

quais são designadas por frequências progressivas (FW-Forward Whirling) e frequências regressivas 

(BW-Backward Whirling). As frequências progressivas surgem quando a oscilação da posição de 

referência está em fase com o modo de vibração, enquanto as frequências regressivas ocorrem quando 

os dois movimentos estão em oposição de fase. É de referir que o desequilíbrio num corpo em rotação 

provoca movimento oscilatório na posição de referência de frequência que é múltipla inteira da 
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frequência de rotação. Através do diagrama de Campbell e por comparação das diferentes ordens da 

frequência de rotação com as frequências de vibração são identificadas as velocidades críticas do corpo. 

Na prática, só as duas primeiras ordens da frequência de rotação são revelantes para a identificação da 

velocidade crítica, dado que a energia requerida para excitar as frequências de maior ordem é 

substancialmente superior. 

A partir do modelo analítico de placa anelar desenvolvido no Capítulo 2 foi gerado um diagrama 

de Campbell, Figura 4.6, no qual estão representadas a evolução das três primeiras frequências naturais 

de vibração correspondentes aos modos naturais com diâmetros nodais (𝑛 = 0 − 2) para as velocidades 

de rotação 0 − 6000 𝑟𝑝𝑚 e as frequências correspondentes às duas primeiras ordens da frequência de 

rotação. Nesta figura estão igualmente assinaladas duas primeiras velocidades críticas e subcríticas. A 

primeira e a segunda velocidade crítica são obtidas pela interseção da frequência de rotação de segunda 

ordem e primeira ordem, respetivamente, com a frequência regressiva dos modos naturais 𝑛 = 2 e 𝑛 =

1, enquanto a primeira e segunda velocidade subcríticas são identificas pelo cruzamento da frequência 

de rotação de segunda e primeira ordem, respetivamente, com as frequências regressivas dos modos 

naturais 𝑛 = 1 e 𝑛 = 2.  

 
Figura 4.6 – Representação do diagrama de Campbell calculado a partir do modelo analítico. 

Ao nível experimental e para o ensaio realizado, o diagrama de Campbell é construído através do 

pós-processamento da amplitude de vibração lateral em deslocamento e da velocidade de rotação, sendo 

a informação representada na forma do espetro da amplitude de vibração, conforme se representa na 

Figura 4.7. A partir da distribuição da amplitude espetral da vibração podemos constatar de existem 
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frequências de ordem múltipla da velocidade de rotação, sendo as de primeira e segunda ordem as que 

possuem maior amplitude e, portanto, de maior energia. Nesta é também visível o desdobramento de 

cada frequência natural em frequência progressiva e regressiva. 

 
Figura 4.7 – Representação do diagrama de Campbell para uma placa anelar obtido por via experimental. 

Pela relevância informação que é possível extrair do diagrama de Campbell relativa à análise do 

comportamento dinâmico da serra, considera-se ser esta uma ferramenta de apoio ao projeto fundamental 

para o desenvolvimento de novas serras. Desde logo, através da identificação das velocidades críticas é 

possível definir velocidades ótimas de trabalho para a serra. Todavia, esta abordagem é bastante restritiva 

no que se refere ao seu domínio de aplicação. Por outro lado, a introdução do anel de deformação plástica 

nas serras tem como principal função promover a estabilidade das serras em rotação. Conforme foi 

demonstrado no Capítulo 2, o anel de deformação plástica cria um estado de tensão no plano da serra 

que resulta na alteração das suas frequências naturais. Deste modo, considera-se que será possível 

controlar as velocidades críticas e, assim, conseguir uma maior estabilidade na gama de trabalho. No 

entanto, para se alcançar este objetivo será fundamental compreender de que forma a introdução do anel 

de deformação plástica influencia as velocidades críticas. Esta análise será mais simples e expedita se se 

recorrer ao modelo analítico da placa anelar desenvolvido no Capítulo 2. Todavia, este terá de ser capaz 

de reproduzir o comportamento do modelo experimental. Para tal, será apresentado em seguida um 

estudo comparativo do diagrama de Campbell entre o modelo analítico e experimental de uma placa 

anelar submetida a um anel de deformação plástica com diferentes pressões. 

4.3.2 Validação do diagrama de Campbell no modelo analítico 

A validação do diagrama de Campbell obtido a partir do modelo analítico tem por base uma placa 

anelar em aço com raio interno (encastramento) 𝑟𝑖 = 80 𝑚𝑚, raio externo 𝑟𝑜 = 140 𝑚𝑚 e espessura 

ℎ =  2,2 𝑚𝑚, sendo as propriedades do material idênticas às dos estudos apresentados nos capítulos 

anteriores. O anel de deformação plástica é introduzido na placa para um raio fixo 𝑟𝑝 = 95 𝑚𝑚 em que 

se faz variar a pressão aplicada nos rolos {20;  30;  40} [𝑏𝑎𝑟]. Daqui resultaram quatro casos de estudo, 

em que no primeiro não existe anel de deformação plástica e nos restantes é introduzido o anel de 

deformação plástica com diferentes pressões. Na Figura 4.8 são apresentados para a placa anelar na 
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ausência de anel de deformação os diagramas de Campbell determinado através do modelo analítico e 

obtido por via experimental. 

Comparando os dois diagramas é possível verificar que no modelo analítico as frequências naturais 

têm um comportamento semelhante ao observado no modelo experimental, o que permite afirmar que o 

modelo analítico consegue reproduzir o comportamento da placa em rotação na ausência de anel de 

deformação plástica. Por sua vez, no modelo experimental observa-se que a amplitude de vibração para 

as frequências naturais correspondentes ao modo com um diâmetro nodal (𝑛 = 1) é superior às restantes. 

Através da amplitude de vibração é também possível identificar que a energia de excitação se concentra 

na primeira e segunda ordem das frequências de rotação da placa. 

 

 
(a) 

 
(b) 

Figura 4.8 – Representação do diagrama de Campbell para uma placa anelar sem anel de deformação plástica: (a) calculado 

através do modelo analítico; (b) obtido por via experimental.  
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A introdução do anel de deformação conduz a uma variação distintas das frequências naturais de 

vibração da placa. Conforme já foi identificado no Capítulo 2, regista-se uma diminuição nas frequências 

correspondentes aos modos (𝑛 = 0 e 𝑛 = 1) e aumento nas frequências com diâmetros nodais (𝑛 ≥ 2). 

Este fenómeno pode ser observado nos diagramas de Campbell representados Figura 4.9, os quais foram 

obtidos através do modelo analítico e por via experimental para placas anelares com anéis de deformação 

plástica criados pelas pressões nos rolos de {20, 30 𝑒 40} [𝑏𝑎𝑟] . À semelhança da análise anterior 

também aqui se observa que as frequências naturais de vibração do modelo analítico conseguem 

reproduzir o andamento observado no modelo experimental. No que se refere à amplitude de vibração 

dos diagramas de Campbell obtidos por via experimental (Figura 4.9), estes possuem um comportamento 

semelhante ao observado no modelo de placa sem anel de deformação plástica. No que se refere à 

variação da frequência natural, esta é superior para o modo (𝑛 = 0) e que se acentua com o aumenta da 

pressão nos rolos. 

 

Modelo analítico Modelo experimental 

  
(a) 

  
(b) 

  
(c) 

Figura 4.9 – Representação do diagrama de Campbell para uma placa anelar com um anel de deformação plástica criado 

com uma pressão nos rolos de: (a) 20 𝑏𝑎𝑟; (b) 30 𝑏𝑎𝑟; (c) 40 𝑏𝑎𝑟.  
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Um fator que contribui fortemente para a estabilidade da serra em rotação é a distribuição 

axissimétrica de tensões criadas pela introdução do anel de deformação plástica. Este poderá ser avaliado 

através da medição da amplitude de flexão ao longo do perímetro provocado pelo carregamento pontual 

aplicado na direção perpendicular à superfície. Na Figura 4.10 é apresentada a imagem da máquina 

existente nas instalações da FREZITE® e que permite realizar esta análise de forma automática. 

 
Figura 4.10 – Imagem do equipamento Chaland® usado para avaliar a distribuição das tensões criadas pela introdução do 

anel de deformação plástica. 

A informação é tratada no software Visual® onde se obtêm, na forma de representação gráfica, a 

amplitude de flexão na direção perpendicular ao plano da serra e são definidos limites máximos para os 

desvios, conforme se pode observar na Figura 4.11. Na medição apresentada percebe-se que a serra 

apresenta um desequilíbrio lateral de 0,24 𝑚𝑚 e a deformação está dentro do toleranciamento definido. 

Na Figura 4.11 está representado o diagrama da amplitude de flexão medido na serra de corte modelo 

S87342097260 após ser introduzido um anel de deformação plástica recorrendo ao processo de 

compressão de rolos descrito no Capítulo 3. Conforme se pode observar na figura, existe uma boa 

distribuição da amplitude de deformação da serra, a qual está diretamente associada ao estado 

axissimétrico de tensão no plano criado pela introdução do anel. É de referir que este é realizado através 

de processo semiautomático por um operador com baixo controlo da posição angular, raio de curvatura 

e nível de desgaste dos rolos. 
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Figura 4.11 – Exemplo da medição da amplitude de deformação ao longo do perímetro de uma serra através do 

equipamento Chaland®. 

Dada a importância que o estado de tensão axissimétrico representa para a estabilidade da serra 

em rotação, procedeu-se à reconversão de uma das máquinas existentes na Frezite® (Petschauer) para 

automatizar o processo de introdução do anel de deformação plástica nas serras e permitir o controlo da 

pressão, posição angular e velocidade dos rolos, bem como, a monitorização em contínuo do raio de 

curvatura e nível de desgaste na superfície dos rolos. Na Figura 4.12 é apresentada uma imagem da 

máquina que se encontra na fase de implementação das soluções desenvolvidas. É esperado que a 

introdução desta máquina no processo de fabrico conduza a um maior controlo na qualidade e a uma 

melhoria na estabilidade das serras. 

 
Figura 4.12 – Imagem da máquina para introdução do anel de deformação plástica.  
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4.3.3 Ruído 

O ruído produzido pela serra em rotação tem como origem a interação do escoamento do ar em 

torno da sua superfície em vibração. Para frequências próximas da frequência natural da serra verifica-se 

uma amplificação da amplitude de vibração e, consequentemente, um aumento da pressão sonora 

produzida. Por outro lado, principalmente na periferia da serra ocorrem fenómenos de desprendimento 

do escoamento do ar na forma de vórtices que também originam um aumento da pressão sonora. Na 

Figura 4.13 é apresentada a variação da pressão sonora medida numa serra modelo S87342097260 com 

72 dentes durante o incremento da velocidade de rotação. Conforme se pode observar a pressão sonora 

não é constante e apresenta uma tendência crescente com o tempo. 

 
Figura 4.13 – Representação da pressão sonora de uma serra registada pelo microfone durante o ensaio experimental. 

Por sua vez, a representação da pressão sonora em função da velocidade da rotação (Figura 4.14) 

permite conhecer em detalhe a evolução da sua amplitude. Esta revela que para determinadas gamas de 

velocidades de rotação, principalmente entre 1200 − 1800 𝑟𝑝𝑚  e 2200 − 3300 𝑟𝑝𝑚 , existe um 

aumento muito significativo na amplitude pressão sonora, a qual atinge às 3200 𝑟𝑝𝑚 o valor próximo 

de 115 𝑑𝐵 que é considerado um nível perigoso para o trabalhador. 

 
Figura 4.14 – Representação da amplitude da evolução da pressão sonora com a velocidade de rotação da serra medida no 

ensaio experimental.  
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No sentido de compreender qual a origem da eleva amplitude de pressão sonora gerada pela serra 

e variação com a velocidade de rotação, apresenta-se na Figura 4.15 a distribuição do espetro da 

amplitude da pressão sonora em função da velocidade de rotação. 

A partir da análise das amplitudes máximas da pressão sonora representada na Figura 4.15 é 

possível estabelecer uma reta proporcional à frequência de rotação com o fator proporcionalidade de 49. 

Este resultado indicia que, muito provavelmente, esta frequência de excitação se deve à formação de 

vórtices provocado pela elevada velocidade no escoamento do ar em torno dos dentes da serra. Para 

regiões vizinhas da frequência de excitação e na gama de velocidade de rotação 1000 − 2500 𝑟𝑝𝑚 é 

também possível identificar linhas sensivelmente horizontais com elevada amplitude de pressão sonora. 

O seu aparecimento pode ser explicado se tomarmos como base de partida a distribuição das frequências 

naturais com a velocidade de rotação representadas no diagrama de Campbell, no qual é visível que as 

frequências progressivas e regressivas possuem um andamento próximo de linhas horizontais. Assim, é 

possível afirmar que o aparecimento destas elevadas amplitudes tem como resultado a excitação dos 

modos naturais da serra produzido pelo escoamento do ar em torno dos dentes da serra, ver Figura 4.15.[8] 

 
Figura 4.15 – Representação do espetro da amplitude da pressão sonora da serra em função da velocidade de rotação e a 

frequência medida no ensaio experimental. 

4.4 Conclusão 

A máquina desenvolvida para o ensaio das serras em rotação mostrou-se fundamental para analisar 

a estabilidade das serras e avaliar o ruído por estas produzido. A partir do diagrama de Campbell é agora 

possível identificar as velocidades de rotação críticas e subcríticas correspondentes à condição de maior 

instabilidade das serras. Os ensaios realizados permitiram igualmente comprovar que são as frequências 

de rotação de primeira e segunda ordem as mais importantes para esta análise. A partir do modelo 

analítico para placas anelares, desenvolvido no Capítulo 2, foi gerado o diagrama de Campbell, o qual 

foi validado por comparação com as medições realizadas em modelos experimentais de placas anelares 

com diferentes anéis de tensionamento. Verificou-se que o processo semiautomático de introdução do 

anel de tensionamento nas serras conduz a um estado não axi-assimétrico de tensão no plano e sendo, 

por essa razão, um fator importante que contribui fortemente para a instabilidade no comportamento das 



Capítulo 4 – Análise da estabilidade e do ruído nas serras em rotação 

85 

serras em rotação. Para minimizar este efeito e melhorar o controlo de qualidade no fabrico das serras, 

procedeu-se à reconversão de uma das máquinas existentes nas instalações da FREZITE® para 

automatizar o processo de introdução do anel de deformação plástica e o controlo dos parâmetros mais 

relevantes. 

No ensaio experimental de uma serra em rotação foi verificado que o espetro da pressão sonora 

apresenta uma frequência de excitação que é proporcional à velocidade de rotação e que está relacionada 

com os dentes da serra. Tal fato permite afirmar que esta frequência de excitação resulta da formação de 

vórtices produzidos pelo escoamento do ar em torno dos dentes. No espetro da pressão sonora foram 

observados padrões na amplitude próximo das frequências de excitação que se assemelham em tudo ao 

comportamento das frequências naturais da serra com a velocidade de rotação que foram observados nos 

diagramas de Campbell. Este resultado mostra que a introdução dos dentes na serra leva ao aparecimento 

de uma frequência de excitação que é provocada pela formação de vórtices no escoamento do ar, sendo 

a resposta em vibração da serra amplificada quando esta é próxima de uma das suas frequências naturais. 
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Capítulo 5  

Ruído de funcionamento de uma serra circular 

5.1 Ruído de funcionamento de uma serra circular 

5.1.1 Introdução 

Durante o seu funcionamento, as serras circulares, apresentam elevado nível de ruido o que 

degrada consideravelmente as condições de trabalho na sua vizinhança e a qualidade do corte. Assim 

sendo, o projeto de serras deve abordar também uma análise do seu ruido de funcionamento e possíveis 

dispositivos para a sua atenuação, de forma a obter ferramentas com melhor desempenho. 

O ruído define-se como sendo o som sem interesse ou desagradável para o auditor e pode variar, 

quer em intensidade, quer em tonalidade e a sua propagação depende do meio em que se encontra a sua 

fonte. O som, por sua vez, é a sensação auditiva causada pela variação de pressão do ar cuja alternância 

corresponde à frequência do som que é expressa em 𝐻𝑧 . As variações de pressão são de origem 

vibracional pois é devido ao movimento oscilatório que é induzida velocidade às moléculas do ar 

circundante que transferem a energia numa onda acústica. O som é quantificado sob a forma de pressão 

sonora, 𝑃𝑠 , que corresponde à diferença entre a pressão atmosférica e a pressão atingida durante a 

emissão. A audição humana consegue detetar valores de pressão entre 2×10−5 𝑃𝑎  e 200 𝑃𝑎  mas, 

devido ao espectro sonoro ser bastante alargado é conveniente converter esses valores numa escala 

logarítmica. Utilizando uma escala em Decibel 𝑑𝐵 e considerando como valor de referência o limiar da 

audição humana 𝑃0 o nível de pressão sonora 𝑁𝑃𝑆 pode ser escrito como: 

𝑁𝑃𝑆(𝑑𝐵) = 20𝑙𝑜𝑔10 (
𝑃𝑠
𝑃0
) (Eq. 57) 

Para valores de pressão detetados pela audição humana, o 𝑁𝑃𝑆 varia entre 0 e 140 𝑑𝐵 e a escala 

em 𝑑𝐵  dá uma perceção mais realista do que a escala linear em 𝑃𝑎 , ver Figura 5.1 (a), onde a 

sensibilidade do ouvido humano corresponde a 1 𝑑𝐵.  

O ouvido humano é um órgão altamente sensível que nos permite interpretar ondas sonoras numa 

gama de frequências entre os 20 𝐻𝑧 e os 20 𝑘𝐻𝑧 e apresenta uma frequência de ressonância próxima 

dos 3 𝑘𝐻𝑧. A sensibilidade auditiva varia consideravelmente ao longo da gama de frequências audíveis, 

sendo maior entre os 2 𝑘𝐻𝑧 e os 5 𝑘𝐻𝑧. Por isso aconselha-se a corrigir a escala do 𝑁𝑃𝑆 através de uma 

curva de ponderação de forma a incluir informação sobre a perceção auditiva do ouvido humano, sendo 

a unidade da nova escala designada por 𝑑𝐵𝐴, Figura 5.1 (b). [1] 

De uma forma geral conclui-se que as propriedades essenciais que determinam a sensibilidade 

auditiva são a amplitude e a frequência do som, sendo que a máxima sensibilidade ocorre para 

frequências próximas dos 3 𝑘𝐻𝑧 devido à frequência de ressonância do aparelho auditivo. 
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As serras circulares para corte de madeira são conhecidas pelo elevado nível de ruído gerado 

durante o seu funcionamento. Este facto prejudica a qualidade do corte e as normas de segurança na sua 

utilização industrial, pois não são respeitados os limites máximos de ruído impostos pela lei. 

 
(a) 

 
(b) 

Figura 5.1 – (a) Relação entre pressão sonora 𝑃𝑠, nível de pressão sonora 𝑁𝑃𝑆 e os seus efeitos.[2]; (b) Curvas 

isofónicas.[1] 

No caso concreto de serras circulares, o ruído gerado durante o seu funcionamento provêm 

essencialmente de vibrações mecânicas, do processo de corte e de fenómenos aerodinâmicos. No que 

respeita à aerodinâmica o ruído resulta da formação dos vórtices em torno dos dentes da serra. Contudo, 

a situação mais crítica deve-se à vibração do corpo da serra nos seus modos naturais de vibração, quando 

excitada pelas forças alternadas criadas pela geração e desprendimento dos vórtices. A vibração do corpo 

da serra provoca uma alteração na pressão do ar circundante e forma uma onda acústica com frequência 

igual à do modo natural e intensidade proporcional à amplitude de vibração da serra. A outra fonte sonora 

provêm da formação de uma onda acústica em resultado do deslocamento do ar junto aos dentes da serra 

devido aos vórtices, que se assemelha a um dipolo acústico. Assim sendo pode dizer-se que os 

fenómenos aerodinâmicos produzem ruído por provocarem variações de pressão e contribuem para 

excitar os modos de vibração que, por sua vez, também provocam ruído. 

5.1.2 Ruído gerado devido ao deslocamento do ar junto aos dentes 

Por existirem duas fontes de ruído durante o funcionamento da serra circular, optou-se por um 

estudo de ambas que foi realizado em separado devido à complexidade dos problemas envolvidos. No 

caso do ruído gerado pelo deslocamento do ar junto dos dentes, este é resultado da formação dos vórtices 

e é, normalmente, de baixa intensidade e frequência igual à frequência de desprendimento dos vórtices. 

Esta onda de pressão sonora apresenta a forma de um dipolo acústico que consiste em duas fontes 

monopolo de igual intensidade e de fase oposta. A fonte monopolo resulta do vórtice que se forma na 

esteira dos dentes e apresenta uma oscilação alternada, como se mostra na Figura 5.2 (b). Enquanto uma 

fonte expande a outra contrai e daí resulta uma propagação de ondas acústicas no ar circundante, como 

se pode ver na Figura 5.2 (a). Uma fonte dipolar assemelha-se a uma coluna acústica em que o som não 
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é irradiado de igual forma em todas as direções, como se representa na Figura 5.2 (c), havendo uma zona 

de emissão nula a 90º. Isto pode ser observado numa serra circular em rotação, se nos colocarmos no 

alinhamento da serra a intensidade do ruído é bastante inferior à intensidade do ruído numa posição 

paralela a esta. 

 
(a) 

 
(b) 

 
(c) 

Figura 5.2 – Formação do dipolo acústico por efeito aerodinâmico; (a) formação dos vórtices na esteira do dente, (b) 

propagação da onda sonora no ar circundante, (c) dipolo acústico [3, 4] 

A relação entre a energia sonora radiada e os parâmetros do escoamento pode ser obtida através 

de: 

𝑊𝑑𝑖𝑝𝑜𝑙𝑜 =
𝜌L𝑓

2𝑈6

𝑐3
 [𝐽] (Eq. 58) 

Onde 𝜌 é a massa específica do ar, 𝑐 é a velocidade do som no ar, 𝐿𝑓 a distância à fonte geradora 

do dipolo e 𝑈 a velocidade do escoamento. A intensidade do som pode ser relacionada com a energia 

sonora através da equação: 

𝐼 =
𝑊𝑑𝑖𝑝𝑜𝑙𝑜

𝐴
 [𝐽/𝑚2] (Eq. 59) 

Onde 𝐴  representa a área de medição. A intensidade deste ruído apresenta um aumento 

exponencial à sexta potência em relação à velocidade do escoamento, que neste caso corresponde à 

velocidade periférica da serra. No entanto, por este ruído apresentar uma intensidade relativamente baixa, 

não será dado grande destaque nem efetuado um estudo pormenorizado da sua geração. 

5.1.3 Ruído gerado devido à vibração da serra 

Tal como foi referido anteriormente, durante a rotação de uma serra circular ocorre a formação de 

vórtices nos flancos dos dentes desta, que ao se desprenderem provocam uma força alternada de 

frequência igual à frequência de desprendimento dos mesmos e que está diretamente ligada à velocidade 

do escoamento. Quando essa frequência é igual ou próxima de uma frequência natural de vibração da 

serra ocorre a excitação desta o que gera uma onda sonora de elevada intensidade. Com o intuito de 

estudar o ruído de funcionamento emitido pela serra foi colocado um microfone na máquina de ensaios 

para registar a pressão sonora 𝑃𝑎. No sinal medido, de que um exemplo é apresentado na Figura 5.3, é 

possível distinguir as duas fontes geradoras de ruído; o aumento exponencial da pressão sonora com a 
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velocidade de rotação da serra corresponde ao som gerado pelo dipolo acústico; os picos de intensidade 

mais elevada correspondem ao som produzido pela vibração da serra. 

 
Figura 5.3 – Pressão sonora de uma serra circular com incremento da velocidade de rotação. 

A pressão sonora emitida pela serra circular durante a sua rotação não apresenta sempre a mesma 

intensidade nem a mesma frequência. Como as propriedades essenciais que determinam a sensibilidade 

auditiva são a amplitude e a frequência do som o sinal da pressão sonora medido durante o ensaio deve 

ser analisado principalmente em relação a esses parâmetros. 

Assim sendo a pressão sonora medida durante o ensaio deve ser analisada numa escala logarítmica, 

em Decibel, e aplicando um filtro de ponderação de forma a obter uma perceção mais clara do seu 

impacto sobre os operadores. Pela observação do gráfico da Figura 4.14 pode concluir-se que entre as 

2500 e as 3500 𝑟𝑝𝑚  são atingidos mais de 115 𝑑𝐵  o que é bastante perigoso para alguém que se 

encontre nas proximidades e diminui a qualidade de trabalho. 

 
Figura 5.4 – Nível de pressão sonora em função da velocidade de rotação da serra. 

Aplicando uma transformada de Fourier ao sinal registado da pressão sonora, foram obtidos os 

gráficos que se mostram na Figura 5.5 onde se percebe que as frequências naturais da serra excitadas 

estão compreendidas entre 1 − 3 𝑘𝐻𝑧. Esta situação é bastante problemática devido à sensibilidade do 

ouvido humano ser maior na gama de frequências entre os 2 –  5 𝑘𝐻𝑧. 
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Figura 5.5 – Nível da pressão sonora em função da frequência e da velocidade de rotação da serra. 

Como a vibração da serra resulta de um fenómeno aerodinâmico que provoca forças alternadas, 

deve ser efetuado um estudo detalhado do escoamento em torno do dente com vista a encontrar possíveis 

soluções de redução do ruído. [5] 

5.2 Estudo do escoamento em torno dos dentes da serra 

5.2.1 Introdução 

Analisando o escoamento em torno dos dentes da serra foi verificado que as variáveis existentes 

com maior influência são a distância entre os dentes (passo), a espessura e o comprimento dos mesmos. 

Segundo a literatura e os resultados de simulações numéricas preliminares, é possível afirmar que a 

estabilidade na força e na frequência dos vórtices é praticamente constante ao longo da altura do dente 

de uma serra. Por isso é possível simplificar o modelo numérico estudando o escoamento de uma forma 

bidimensional. Deste modo o dente de uma serra pode ser aproximado a uma barra de secção retangular 

e assim será feito o estudo do escoamento em função do comprimento da secção, da distância entre duas 

barras e estudado o comportamento de uma barra com um bordo de fuga chanfrado e diferentes ângulos 

de saída. 

Alguns mecanismos físicos importantes que determinam a formação dos vórtices são estudados e 

discutidos, bem como a realização de simulações numéricas de fluidos incompressíveis e instáveis 

utilizando o programa Fluent®. 

5.2.2 Escoamento em torno de corpos cilíndricos 

Como os escoamentos em torno de cilindros já foram amplamente estudados e existe muita 

informação sobre este assunto os primeiros estudos destinaram-se a perceber os conceitos e os 

mecanismos de formação de vórtices que induzem vibrações em torno desta geometria. Muitas estruturas 

importantes, tais como: edifícios, condutas e cabos de suporte estão constantemente expostos a ventos e 

correntes cujo escoamento em torno da estrutura pode provocar instabilidade. Num escoamento 

transversal em torno de um corpo de secção circular forma-se uma esteira na qual surgem perturbações 

ao escoamento tais como vórtices, quando o número de Reynolds é superior a 50, tal como se mostra na 
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Figura 5.6 onde as perturbações induzidas no escoamento são associadas ao seu número de Reynolds. 

[6] 

𝑅𝑒 =
𝑈𝐷

𝜐
≈

𝑒𝑓𝑒𝑖𝑡𝑜𝑠 𝑑𝑒 𝑖𝑛é𝑟𝑐𝑖𝑎

𝑒𝑓𝑒𝑖𝑡𝑜𝑠 𝑑𝑎 𝑣𝑖𝑠𝑐𝑜𝑠𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒
 (Eq. 60) 

Nesta expressão 𝐷  é o diâmetro da secção perpendicular ao escoamento, 𝜐  é a viscosidade 

cinemática e 𝑈 é a velocidade do escoamento. Este fenómeno é normalmente denominado como vórtices 

de Karman em honra ao cientista que os estudou em 1911. Os vórtices rodam na mesma direção e na 

direção contrária à dos ponteiros do relógio alternadamente e provocam uma força harmónica 

perpendicular ao escoamento. [7] 
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turbulenta e esteira mais 
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Figura 5.6 – Regime de escoamento cruzado em torno de corpos cilíndricos em função do número de Reynolds [8]. 

Os vórtices formados desprendem-se alternadamente de cada lado do cilindro de uma forma 

regular e dão origem a uma força alternada que atua sobre o corpo. Alguns estudos experimentais têm 

demonstrado que a frequência 𝑓𝑠 da força de sustentação alternada pode ser expressa por: 
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𝑓𝑠 =
𝑆𝑡𝑈

𝐷
 (Eq. 61) 

A constante adimensional 𝑆𝑡, denominada por número de Strouhal, geralmente anda na faixa dos 

0,14 ≤ 𝑆𝑡  ≤  0,25 para cilindros de secção circular e quadrada. O número de Strouhal aumenta um 

pouco com o aumento do número de Reynolds, mas o valor típico para cilindros de secção circular é de 

0,21, como se pode ver na Figura 5.7. 

 
Figura 5.7 – Variação do número de Strouhal com o número de Reynolds [8, 9]. 

Por sua vez a força de sustentação alternada 𝐹𝐿  que é imposta a um cilindro circular de 

comprimento 𝐿  e diâmetro 𝐷 , por um fluido de densidade 𝜌  e com um escoamento cruzado de 

velocidade constante 𝑈, devido ao desprendimento dos vórtices é dada por: 

𝐹𝐿 =
1

2
𝜌𝑈2𝐶𝐿𝐷𝐿𝐽𝑠𝑒𝑛(2𝜋𝑓𝑠𝑡) (Eq. 62) 

 
Figura 5.8 – Parâmetros utilizados no estudo do escoamento em torno de um cilindro. 

Onde o coeficiente de sustentação 𝐶𝐿 varia em função do número de Reynolds e do movimento do 

cilindro. Contudo, algumas medições experimentais apresentam uma variação neste coeficiente em 

relação aos valores típicos sendo esta variação devida, em parte, às forças dos vórtices não ser constante 

ao longo do comprimento do cilindro, 𝐿. 
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O comprimento de estabilidade na força dos vórtices, 𝑙𝑐 , é normalmente 3 a 7 diâmetros para 

103 < 𝑅𝑒 <  2𝑥105. No entanto, de forma a ajustar o efeito da variação da força de sustentação devido 

ao aumento do comprimento 𝐿 é introduzido o fator 𝐽 e são considerados dois casos típicos: 

𝐽 = {(
𝑙𝑐
𝐿
)
1/2

𝑠𝑒 𝑙𝑐 ≪ 𝐿

1

 (Eq. 63) 

Deste modo se o comprimento do cilindro 𝐿 é muito maior que 3 a 7 vezes o diâmetro 𝐷, a falta 

da introdução do fator 𝐽, reduz a força de sustentação, tal como é obtida na (Eq. 62). A vibração do 

cilindro na frequência de desprendimento dos vórtices ou perto dela pode alterar a força exercida pelo 

fluido sobre o cilindro. 

Pode assim dizer-se que vibração de um cilindro num escoamento cruzado pode: 

 Aumentar a força dos vórtices; 

 Aumentar o comprimento 𝑙𝑐 do desprendimento dos vórtices; 

 Provocar uma mudança na frequência de desprendimento dos vórtices para a frequência de 

oscilação do cilindro, chamando-se a este fenómeno lock-in; 

 Aumentar a força de arrasto. A força de arrasto pode triplicar para um diâmetro 𝐷  de 

amplitude de vibração do cilindro; 

 Alterar a sequência de fase e o padrão de vórtices na esteira.  

Em resumo, a Figura 5.9 mostra o padrão dos vórtices na esteira para uma vibração transversal do 

cilindro, onde 𝑓𝑠 é a frequência de desprendimento dos vórtices, 𝑓 é a frequência de vibração forçada e 

𝐴𝑦 é a amplitude de vibração transversal ao escoamento. 

 
Figura 5.9 – Diagrama da transformação dos vórtices em função da frequência de excitação e da amplitude de vibração 

transversal.[10] 

Se a velocidade do escoamento aumentar ou diminuir de forma a aproximar a frequência de 

desprendimento dos vórtices da frequência natural do cilindro montado elasticamente, a frequência de 

desprendimento bloqueia à frequência natural da estrutura. Logo, a vibração resultante ocorre à 

frequência natural da estrutura e os vórtices introduzem mais energia no sistema, o que resulta numa 

grande amplitude de vibração. 
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A forma como as vibrações são induzidas por vórtices num cilindro montado elasticamente sujeito 

à ação de um escoamento cruzado é apresentada na Figura 5.10, para dois tipos de amortecimento. A 

escala horizontal indica a velocidade do escoamento adimensional, isto é, a velocidade é dividida pelo 

diâmetro do cilindro 𝐷, e multiplicada pela frequência natural deste. A parte inferior da figura apresenta 

a medição da amplitude da resposta vibratória do cilindro 𝐴𝑦 em função da velocidade do escoamento e 

na parte superior apresenta-se a frequência de desprendimento dos vórtices que aumenta com o aumento 

da velocidade do escoamento até atingir a frequência natural do cilindro, situação em que ocorre o 

fenómeno de lock-in. Este fenómeno acontece durante um período de aumento da velocidade até um 

determinado ponto onde, subitamente, a frequência de desprendimento dos vórtices volta ao seu valor 

natural. Tanto a amplitude da resposta da estrutura como a gama de velocidade a que ocorre o lock-in 

são função do parâmetro adimensional de amortecimento, 𝛿𝑟: 

𝛿𝑟 =
2𝑚(2𝜋𝜁)

𝜌𝐿𝐷
2

 (Eq. 64) 

Nesta expressão: 

 𝑚 é a massa por unidade de comprimento do cilindro; 

 𝜁  corresponde ao Amortecimento intrínseco do fluido; 

 𝜌𝐿 é a densidade do fluido; 

 𝐷 representa o diâmetro do cilindro. 

 
Figura 5.10 – Resposta de um cilindro montado elasticamente sujeito a forças de desprendimento dos vórtices. [10] 

Para o 𝛿𝑟 menor a amplitude de vibração do cilindro é maior e a gama de velocidades a que ocorre 

o lock-in também é maior. Para estruturas imersas em fluidos mais densos (como condutas marítimas), 

o 𝛿𝑟 está muito próximo de 1 e o lock-in pode persistir durante uma variação de aproximadamente 40 % 

da velocidade do escoamento. 

Amplitudes menores também se verificam na direção de arrasto. Neste caso a força de arrasto tem 

uma frequência dupla da frequência da força de sustentação, como se mostra Figura 5.11. Também se 
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sabe que quanto maior for a amplitude de vibração transversal ao escoamento do fluido, maior será a 

força de arrasto. 

 
Figura 5.11 – Variação do coeficiente de arrasto e de sustentação com o tempo.[10] 

Em resultado do que foi dito, algumas soluções geométricas já foram estudadas de forma a reduzir 

as vibrações induzidas por vórtices, como se mostra na Figura 5.12. Estas geometrias atuam de forma a 

quebrar a regularidade do desprendimento dos vórtices, mas, no entanto, aumentam também a força de 

arrasto. 

 
Figura 5.12 – Formas propostas para redução da amplitude de vibração induzida pelo desprendimento dos vórtices [10]. 

5.2.3 Escoamento em torno de corpos de secção retangular – Estudo do efeito da variação do 

comprimento da secção retangular 

O escoamento em torno de corpos de secção retangular é um fenómeno frequente em engenharia, 

tal como acontece em prédios altos, pontes e torres que estão permanentemente expostos ao vento. Por 

este motivo o tratamento deste assunto está largamente documentado na literatura, mas, apesar disso, 

alguns aspetos continuam ainda mal interpretados. Desde há muito tempo que trabalhos experimentais 

em túneis de vento e canais de água tem sido realizados com o fim de estudar o escoamento em torno de 

corpos de diferentes secções transversais, como Vickery (1966), Nakaguchi (1968), Bearman e Trueman 

(1972), Hasan (1989), Nakamura (1991), Norberg (1993), Lyn (1995), Reisenberger (2004), Venugopal 

(2006). Este tipo de trabalhos focaram-se essencialmente na medição das forças transversais, na 

frequência de desprendimento e na forma dos vórtices. 
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A simulação numérica do escoamento não é uma tarefa fácil apesar da simplicidade da geometria. 

O escoamento contêm um elevado nível de complexidade devido a vários fatores: presença de gradientes 

de pressão adversos, zonas de separação e de religação, regiões de recirculação e linhas de corrente 

altamente curvas. 

Devido ao crescimento e divulgação do poder computacional tornou-se possível a realização de 

simulações em escoamentos com Re mais elevados com introdução dos fenómenos turbulentos e 

refinamento da malha. Para o estudo do escoamento em torno de barras de secção retangular foi efetuada 

uma simulação 2𝐷, pois, segundo Monkewitz e Nguyen (1987), representa adequadamente o movimento 

do fluido. Esta simplificação resulta do conhecimento de que a instabilidade na esteira das barras é 

essencialmente 2𝐷 . Com base em visualizações experimentais realizadas por Lindquist (2000), 

diferentes configurações do escoamento em torno de barras de secção retangular foram observadas. Na 

Figura 5.13 (a) pode ver-se a formação de uma cauda constante com força de sustentação simétrica. 

Contudo, à medida que se aumenta a velocidade aparecem duas zonas de recirculação, Figura 5.13 (b), 

que se tornam assimétricas caso se aumente o número de Re, tal como se mostra na Figura 5.13 (c). A 

partir deste ponto as camadas de corte a jusante do cilindro tornam-se instáveis e provocam um 

movimento oscilatório. A amplitude deste movimento oscilatório aumenta com o aumento da velocidade 

do escoamento, ver Figura 5.13 (d). Se a velocidade continuar a aumentar geram-se instabilidades na 

traseira do cilindro, Figura 5.13 (e) e formam-se os conhecidos vórtices de Von Karman. 

 
Figura 5.13 – Configuração do escoamento em torno de elementos de secção retangular para diferentes números de Re.[4]  
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Na Figura 5.13 (f) mostram-se duas bolhas de recirculação que se formam devido à separação do 

fluxo nos cantos da superfície frontal da secção retangular. Mas se o comprimento da secção retangular 

for suficientemente longo acontece uma religação do fluxo e o comprimento desta região de religação 

tende a aumentar à medida que aumenta o Re, como se pode ver na Figura 5.13 (g). O aumento da zona 

de religação cresce até um determinado ponto, a partir do qual se soltam vórtices na lateral da secção 

retangular que vão interferir com os vórtices formados na esteira aumentando consideravelmente a 

turbulência. [4] 

O escoamento em torno de corpos de secção retangular é intrinsecamente associado ao número de 

𝑅𝑒 e à relação de aspeto (∅), definida por: 

∅ =
𝐴

𝐵
 (Eq. 65) 

Onde as dimensões 𝐴 e 𝐵, que correspondem ao comprimento e à espessura, respetivamente, estão 

representados na Figura 5.14. 𝑈 corresponde à velocidade do escoamento e 𝐿 à altura da barra de secção 

retangular. 

 
Figura 5.14 – Barra de secção retangular utilizada para estudo do escoamento cruzado. 

Na Figura 5.15 apresenta-se o domínio utilizado no modelo numérico, onde uma secção retangular 

com razão de especto de 4,8 é colocada a uma distância de 20 𝑚𝑚 da entrada do escoamento. Neste 

caso o comprimento 𝐴 é de 11 𝑚𝑚, a espessura 𝐵 é de 2,3 𝑚𝑚 e a altura 𝐿 é de 100 𝑚𝑚 mas não será 

tida em conta no modelo numérico pois o problema pode ser aproximado a um modelo 2𝐷. 

 

 
Figura 5.15 – Domínio do modelo numérico de um elemento de secção retangular.  
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Com o objetivo de simular o escoamento recorreu-se a um modelo numérico criado no software 

ANSYS® 15.0 e, de forma a simplificar o problema, assumiu-se que o fluido é incompressível, 2𝐷 e com 

propriedades constantes. Para os modelos de turbulência, foi selecionado o que melhor representa a 

realidade que é o modelo SAS (Scale Adaptative Simulation) e as propriedades do ar utilizadas foram, 

para a densidade 1,241 𝑘𝑔/𝑚3 e 1,7894×10−5 𝑘𝑔/𝑚. 𝑠 para a viscosidade. Na construção do modelo 

numérico foi utilizado o algoritmo PISO [11] associado ao esquema “Second Order Upwind”. Para a 

discretização do tempo foi adotada a formulação “Bounded Second Order Implicit” e calculada pela 

expressão: 

𝐶𝑟 =
𝑈∆𝑡

∆𝑙
 (Eq. 66) 

Onde 𝐶𝑟 corresponde ao Courant Number e deve ser ≤ 1, ∆𝑡 é o intervalo de tempo usado em 

cada iteração da simulação numérica e ∆𝑙 é o tamanho do menor elemento da malha de volumes finitos. 

Na camada limite utilizou-se um tamanho de elemento de 0,02 𝑚𝑚 com uma inflação de 1,1 e foram 

selecionados elementos triangulares como se mostra na Figura 5.16. 

 

 

 
Figura 5.16 – Malha de elementos finitos utilizada no modelo numérico. De acordo com a formulação proposta as 

condições de fronteira usadas no modelo numérico foram as seguintes: 

  Inlet – foi assumido um escoamento a velocidade constante; 

  Outlet – gradiente zero; 

  Symmetry – contorno livre sem atrito; 

  Wall – para a secção retangular sem escorregamento. 

Simulações preliminares foram realizadas com o objetivo de definir domínios computacionais 

adequados. Várias malhas foram testadas para um Re de 1500. Nos regimes de escoamentos com 

desprendimentos periódicos a frequência de formação dos vórtices está relacionada com a velocidade 

do escoamento e a razão de aspeto ∅ através do número de Strouhal: 

𝑆𝑡 =
𝑓𝑠∅

𝑈
 (Eq. 67) 
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Segundo Okajima (1992), o escoamento em torno de corpos de secção retangular é fortemente 

dependente da relação dimensional, aqui designada por razão de aspeto ∅. Em comprimentos curtos a 

recirculação não se observa e assim as duas camadas de separação encontram-se nas traseiras da secção 

retangular, podendo o escoamento assemelhar-se ao escoamento em torno de um cilindro. Com o 

aumento do comprimento começa a verificar-se a religação da camada limite. Para comprimentos 

superiores formam-se vórtices na lateral da secção retangular e passam a existir dois tipos de vórtices, 

tal como se mostra na Figura 5.17: 

 - O primeiro tipo é formado após a zona de recirculação e denominam-se por L – vórtices; 

 - O segundo tipo são os vórtices que resultam da aresta do bordo de fuga e denominam-se por T 

– vórtices. 

 
Figura 5.17 – Influência da razão de aspeto ∅ na configuração do escoamento e do tipo de vórtice formado. [4]. 

De forma a comprovar a variação na formação dos vórtices em função da razão de aspeto foram 

efetuadas varias simulações que apresentam os 3 tipos de vórtices explicados na Figura 5.17. 

Na Figura 5.18 podem observar-se os contornos de vorticidade e a força de sustentação provocada pelo 

desprendimento dos vórtices. Para uma razão de aspeto igual a 1, como não existe recirculação, a força 

de sustentação é um pouco desordenada e a frequência de desprendimento dos vórtices pode não ser 

constante mas ainda assim a força exercida pelos vórtices é a mais elevada. Para a razão de aspeto de 5 

a zona de recirculação do escoamento envolve toda a lateral da secção retangular e, por isso, provoca 

uma oscilação ordenada em torno do ponto de equilíbrio. Quando existe recirculação do escoamento na 

superfície lateral da secção retangular, a força de sustentação varia em função do comprimento, existindo 

um comprimento onde o efeito dos vórtices é praticamente nulo, como se pode verificar na Figura 5.21. 

À medida que aumenta o comprimento da secção retangular (∅ >  6) aparecem os vórtices do tipo 𝐿 e 

𝑇 como se pode constatar na Figura 5.18. Neste caso existe uma formação de vórtices após a zona de 

recirculação, pois o corpo de secção retangular é suficientemente comprido e permite a sua formação. 

Devido à mistura dos dois tipos de vórtices na esteira do elemento de secção retangular, existe uma 

atenuação do coeficiente de sustentação. [12] 

  

∅ ≤ 2,1 2,1 ≤ ∅ ≤ 6 ∅ > 6 

𝐿 – Vórtices 

𝑇  – Vórtices 
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Ø = 1 

 

 

Ø = 5 

 

 

Ø = 8 

 

 

Figura 5.18 - Escoamento em torno de um elemento de secção retangular com razão de aspeto de 1, 5 e 8.  
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Posto isto foi decidido estudar as alterações do escoamento em função da variação da razão de 

aspeto de barras de secção retangular, recorrendo a medições em túnel de vento. O túnel de vento usado 

no ensaio experimental possui uma potência de 37 𝑘𝑊, secção transversal com uma área de 0,25 𝑚2 e 

um comprimento de 1 𝑚, podendo atingir velocidades até 15 𝑚/𝑠. Para a realização destes ensaios foi 

construído um suporte para as barras de secção retangular como se mostra na Figura 5.19 (a). Foi depois 

realizada uma medição da vibração transversal da barra com um acelerómetro PCB Piezotronics®- 

modelo 357A08 colado no suporte, e através de um laser vibrometer VibroMet® 500V apontado para a 

face lateral da barra de secção retangular, como se mostra na Figura 5.19 (b). Ambos os sinais foram 

amostrados, condicionados e tratados no analisador de sinal Oros® modelo OR35. 

Este ensaio consistiu na medição da amplitude de vibração ao longo do tempo com um incremento 

da velocidade do escoamento entre os 5 e os 15 𝑚/𝑠, porque só a partir dos 5 𝑚/𝑠 é que se começa a 

medir uma amplitude de vibração considerável e a velocidade máxima do escoamento do túnel de vento 

é de 15 𝑚/𝑠. A medição da velocidade do escoamento foi efetuada recorrendo a uma sonda térmica de 

velocidade Testo®. O principal objetivo deste ensaio foi a caracterização do fluxo de ar em torno de 

barras de secção retangular através da quantificação da sua força transversal e da frequência de 

desprendimento dos vórtices. 

 
(a) 

 
(b) 

Figura 5.19 – (a) Suporte das barras de secção retangular. (b) Montagem experimental para medição da vibração transversal 

induzida pelo escoamento. 

Na Figura 5.20 apresenta-se a transformada de Fourier da aceleração transversal de uma barra de 

secção retangular com 11 𝑚𝑚 de comprimento em função da velocidade de escoamento, entre 5 𝑚/𝑠 e 

os 15 𝑚/𝑠 . Como se pode constatar, a frequência de desprendimento dos vórtices aumenta com o 

aumento da velocidade do escoamento com a frequência do primeiro modo natural da barra é de 825 𝐻𝑧, 

aproximadamente é necessário conhecer este mecanismo de geração de ruído. Quando a frequência de 

desprendimento dos vórtices é igual ou muito próxima da frequência natural da barra ocorre um 

crescimento da amplitude de vibração, atingindo a sua amplitude máxima quando as frequências são 

iguais, fenómeno designado por lock-in. [13]  
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Figura 5.20 – Transformada de Fourier da aceleração transversal da barra de secção retangular em função da velocidade do 

escoamento 

Para se estudar o comportamento da força de sustentação em função da razão de aspeto, foram 

efetuados ensaios experimentais com barras de secção retangular de diferentes comprimentos e com 

espessura constante de 2,3 𝑚𝑚. Para facilitar a comparação entre a simulação numérica e o ensaio 

experimental, efetuou-se uma normalização da aceleração transversal através da divisão do conjunto de 

resultados do ensaio experimental pelo seu valor máximo, obtendo-se assim o coeficiente de sustentação 

normalizado 𝐶𝐿. Da simulação numérica obtém-se diretamente o valor do coeficiente de sustentação que 

foi dividido pelo valor máximo do conjunto de resultados de forma a poder correlacionar com os obtidos 

experimentalmente. Os diferentes coeficientes de sustentação normalizados, do modelo numérico e do 

modelo experimental, para razões de aspeto compreendidas entre 3 e 7 apresentam-se na Figura 5.21. 

Como se pode ver existe uma boa correlação entre os valores obtidos pelas duas vias. 

 
Figura 5.21 – Coeficiente de sustentação normalizado em função da razão de aspeto.  
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O escoamento em torno de barras de secção retangular com razões de aspeto entre 3 e 7, apresenta 

recirculação na face lateral da secção e a sua força mínima ocorre para a razão de aspeto de 5,8, que 

corresponde a um comprimento da secção retangular de 13 𝑚𝑚. Esta razão de aspeto coincide com o 

comprimento da zona de recirculação à qual ocorre uma atenuação da força exercida pelos vórtices da 

esteira. Pode perceber-se esta atenuação no coeficiente de sustentação quando se efetua uma simulação 

de um escoamento com uma variação de velocidade entre 0 𝑚/𝑠 e os 12 𝑚/𝑠 . Na parte inicial do 

escoamento, quando ainda está a crescer a zona de recirculação, predomina a força exercida pelos 

vórtices da esteira, como se pode ver na Figura 5.22, mas quando se atinge a velocidade do escoamento 

e este estabiliza, acontece uma redução da força de sustentação e uma diminuição da frequência dos 

vórtices. 

 
Figura 5.22 – Variação do coeficiente de sustentação numérico do elemento de secção retangular com o comprimento de 

13 𝑚𝑚 ao longo do tempo. 

Além do coeficiente de sustentação, também se mediu a frequência de desprendimento dos vórtices 

através da aplicação da transformada de Fourier à aceleração transversal. Como se conhece da literatura, 

o número de Strouhal aumenta com o aumento da relação de aspeto até um certo valor e depois muda 

abruptamente para um valor mais alto, como se mostra na Figura 5.23. Fisicamente, estas 

descontinuidades escalonadas estão relacionadas com uma transição no tipo de desprendimento do 

vórtice como descrito em detalhe por Nakamura (1996) e Linqduist (2000). [14] 
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Figura 5.23 – Frequência de desprendimento dos vórtices em função da razão de aspeto. 

Resumidamente, o desprendimento é influenciado pela instabilidade da camada limite e com o 

aumento do comprimento da secção retangular as bolhas de recirculação tornam-se instáveis libertando 

vórtices e criando uma descontinuidade na evolução das frequências. A fim de perceber o fenómeno 

físico no processo de desprendimento dos vórtices relacionado com o salto do número de Strouhal, pode 

relacionar-se pelo número de vórtices sobre a face lateral da secção retangular. Na Figura 5.24 pode 

verificar-se a existência de 3 patamares que podem ser diretamente relacionados com o explicado na 

Figura 5.17. 

 
Figura 5.24 – Coeficiente de sustentação normalizado do modelo numérico em função da razão de aspeto e da frequência.  
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No primeiro patamar não existe zona de recirculação e o comportamento do corpo de secção 

retangular assemelha-se ao de um cilindro. Nesta zona a força de sustentação é a mais elevada de todas, 

como se apresenta na Figura 5.25. No segundo patamar já existem bolhas de recirculação nas faces 

laterais da secção retangular e a força de sustentação apresenta um pico máximo começando a cair até 

ao próximo patamar. No terceiro patamar verifica-se a presença de vórtices do tipo 𝐿 e 𝑇, sendo que 

neste patamar só apresenta um vórtice na face lateral do tipo 𝐿 por cada desprendimento. Contudo, à 

medida que aumenta o comprimento, o número de vórtices do tipo 𝐿 na face lateral da secção retangular 

aumenta e consequentemente os patamares da frequência de desprendimento estarão diretamente 

relacionados com o número de vórtices que se formam do tipo 𝐿. 

 
Figura 5.25 – Coeficiente de sustentação normalizado do modelo numérico em função da razão de aspeto. 

Neste estudo numérico também se procurou correlacionar o coeficiente de sustentação com o 

coeficiente de arrasto para diferentes razões de aspeto, tornando-se evidente que existe uma diferença 

de fase entre eles, com exceção ao comprimento de menor coeficiente de sustentação, em que a diferença 

de fase é zero, tal efeito pode ser verificado na Figura 5.26. 

Para se poder observar a formação dos vórtices de um escoamento cruzado sobre uma barra de 

secção retangular utilizou-se uma máquina de fumos SAFEX® - Fog 2001, que se mostra na Figura 5.27. 

O efeito “rabo de peixe” é bem visível, bem como a zona de recirculação na face lateral da secção 

retangular. É este movimento oscilatório na esteira das barras de secção retangular que provoca uma 

força alternada transversal ao escoamento e induz vibrações nas barras. 
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Figura 5.26 – Diferença de fase entre o coeficiente de sustentação e o de arrasto do modelo numérico em função da razão 

de aspeto. 

 

 
Figura 5.27 – Escoamento com fumo em torno da barra de secção retangular.  
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5.2.4 Escoamento em torno de corpos de secção retangular – Estudo da variação da distância entre 

duas secções retangulares 

Apesar de haver alguns estudos em torno de corpos de secção retangular estes concentram-se 

essencialmente no estudo de apenas um corpo. Contudo, a presença de um outro corpo na esteira pode 

alterar consideravelmente a formação dos vórtices e, além disso, os efeitos provocados serão diferentes 

em função do tipo de secção. A diferença entre elementos com bordo de fuga lisos (circular) ou com 

arestas vivas (retangular) é o ponto de separação. No caso de elementos circulares o ponto de separação 

não é fixo enquanto no retangular é fixo e isso altera a dinâmica do escoamento consideravelmente. 

Quando é colocado mais do que um elemento num escoamento as forças resultantes e a forma dos 

vórtices são completamente diferentes de quando só possui apenas um elemento. Entre muitos arranjos 

possíveis para a colocação de dois elementos, apenas a colocação alinhada horizontalmente alinhada 

com o escoamento interessa para o caso presente, sendo esta configura mostrada na Figura 5.28. Neste 

tipo de disposição os elementos afetam-se mutuamente e podem fazer variar a frequência de 

desprendimento dos vórtices e as forças atuantes em função da distância entre eles, 𝑃. [15] 

 
Figura 5.28 – Domínio do modelo numérico com dois elementos de secção retangular alinhados na direção do escoamento. 

A motivação deste estudo surgiu pela necessidade de perceber a influência da distância entre duas 

barras de secção retangular, que se compara ao passo entre os dentes de uma serra, na formação das 

perturbações aerodinâmicas que geram ruído. Este parâmetro afigura-se de elevada relevância para o 

aparecimento de ruído e vibração excessiva. Por isso, o objetivo traçado consiste na criação de uma 

ferramenta numérica que permita calcular o passo ótimo para redução da vibração durante o 

funcionamento da serra circular. 

Foi realizada uma simulação numérica bidimensional com um escoamento de velocidade constante, 

12 𝑚/𝑠 e efetuada a variação da distância entre os elementos. Pretende-se assim calcular o coeficiente 

de sustentação e arrasto dos dois elementos em função da distância entre eles, a pressão sonora gerada e 

a frequência dos vórtices. Para validação experimental do modelo numérico foram utilizadas duas barras 

de secção retangular com 2,3 𝑚𝑚 de espessura e 11 𝑚𝑚 de comprimento, tal como apresentado na 

Figura 5.28. A montagem experimental está apresentada na Figura 5.19, onde se mostram os dois 

elementos encastrados e o mecanismo que permite variar a distância entre eles. Em cada um dos 

elementos foram colocados acelerómetros na direção perpendicular ao escoamento para medir a vibração 

nessa direção. A medição experimental foi realizada num escoamento de velocidade constante, 12 𝑚/𝑠 

e a medição da vibração foi obtida após estabilização do escoamento, fazendo variar a distância entre os 

elementos de 0 𝑚𝑚 até 15 𝑚𝑚. 

𝑁° 1 𝑁° 2 

Ponto de medição 
Inlet 

Outlet 

Symmetry 

Wall 

𝑈 



Capítulo 5 – Ruído de funcionamento de uma serra circular 

109 

A Figura 5.29 e Figura 5.30 apresentam o coeficiente de sustentação normalizado em função do 

valor máximo e para diferentes distâncias entre elementos. Aqui pode verificar-se uma boa correlação 

entre os valores obtidos por via experimental e os resultantes da simulação numérica, onde a força 

máxima exercida sobre o elemento 𝑁° 1 ocorre a uma distância de 4 𝑚𝑚 e depois começa a diminuir. 

Enquanto no elemento 𝑁° 2 apresenta um aumento do coeficiente de sustentação até uma distância de 

13/14 𝑚𝑚 e depois começa a diminuir, Figura 5.30. 

 
Figura 5.29 – Coeficiente de sustentação normalizado do modelo experimental e do modelo numérico, do elemento 𝑁° 1, 

em função da distância entre eles. 

 
Figura 5.30 – Coeficiente de sustentação normalizado do modelo experimental e do modelo numérico, do elemento 𝑁° 2, 

em função da distância entre eles.  
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Dos resultados obtidos percebe-se que existe uma distância crítica entre elementos em termos de 

amplitude de vibração, isto deve-se ao facto de haver um sincronismo na formação dos vórtices em 

ambos os elementos. Os vórtices que se formam no primeiro elemento coincidem em fase com a 

formação dos vórtices do segundo elemento. Pelo gráfico da Figura 5.31, onde se calcula a função 

transferência da vibração entre os dois elementos, observa-se uma amplificação máxima a uma distância 

de 4 𝑚𝑚. 

 
Figura 5.31 – Função transferência do coeficiente de sustentação do modelo real e o modelo numérico entre os elementos 

𝑁° 1 e 𝑁° 2. 

 
Figura 5.32 – Coeficiente de arrasto normalizado do modelo numérico e a função transferência.  
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Dada a boa correlação entre o coeficiente de sustentação experimental e numérico, calculou-se 

também o coeficiente de arrasto que se mostra na Figura 5.32, o qual também apresenta uma amplitude 

máxima aos 4 𝑚𝑚 pois, como se sabe, quanto maior for a amplitude da vibração lateral maior é o arrasto 

causado. Para distâncias entre elementos muito pequenas os coeficientes de sustentação e de arrasto são 

muito baixos no elemento 𝑁° 1, mas quando começam a formar-se vórtices verifica-se um aumento. 

Neste caso apresentam o seu valor máximo a uma distância de 4 𝑚𝑚. 

De forma a caracterizar a variação do coeficiente de sustentação para os dois elementos, colocados 

a diferentes distâncias, foram avaliados os contornos de vorticidade, que se encontram representados na 

Figura 5.33. No gráfico da Figura 5.33 (a) existe uma distância muito curta entre os elementos (1 𝑚𝑚) 

o que dificulta a formação dos vórtices na esteira do elemento 𝑁° 1, pois o vórtice durante a sua formação 

encontra o elemento 𝑁° 2 antes de estar completamente formado. Mas à medida que aumentamos a 

distância entre os elementos torna-se possível a formação dos vórtices entre ambos e a uma distância de 

4 𝑚𝑚 é possível a formação completa do vórtice antes de embater no elemento 𝑁° 2, como se mostra 

na Figura 5.33 (b). Nesta situação existe a maior força de sustentação pois a formação dos vórtices está 

em fase nos dois elementos, isto é, quando o vórtice do elemento 𝑁° 1 encontra o elemento 𝑁° 2 já 

completou o seu ciclo. No entanto, se aumentar a distância entre elementos, o vórtice do primeiro irá 

encontrar o segundo já com um sinal negativo de força, por isso se percebe o decréscimo na força de 

sustentação, Figura 5.33 (c). No entanto, globalmente a força positiva ainda é superior à força negativa. 

[16] 

 

 
(a) 

 
(b) 

 
(c) 

Figura 5.33 - Vorticidade do escoamento em torno de dois elementos de secção retangular a diferentes distâncias 

1, 4 𝑒 6 [𝑚𝑚] de passo.  
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Num ponto distanciado do elemento 𝑁° 1  metade do passo e a 3 𝑚𝑚  da linha de centro do 

domínio do modelo numérico, Figura 5.28, são calculados, na simulação, os valores relativos à pressão 

sonora ao longo do tempo. A distância entre elementos que corresponde à maior pressão sonora é de 

4 𝑚𝑚, Figura 5.34, que também corresponde à distância que origina uma maior força transversal. [17] 

 

 
Figura 5.34 – Pressão sonora do modelo numérico em função da distância entre os elementos. 

Como foi explicado no início deste capítulo, no escoamento estabilizado a frequência de oscilação 

da força de arrasto é o dobro da frequência da força de sustentação. Pela observação da Figura 5.35 

percebe-se que a frequência da força de arrasto é sempre o dobro da frequência da força de sustentação 

apesar das oscilações que se verificam com a variação da distância entre os elementos. Com uma 

observação mais atenta dos dois gráficos pode identificar-se que existe uma tendência nas frequências 

para valores de passo inferiores a 4 𝑚𝑚 e outra tendência para valores superiores a 4 𝑚𝑚, por isso se 

pode verificar a existência da distância de sincronismo dos vórtices. Isto é, para distâncias inferiores a 

4 𝑚𝑚 o comprimento dos vórtices é superior a essa distância e o elemento 𝑁° 2 funciona como uma 

barreira que impede a inversão dos vórtices. A partir da distância de 4 𝑚𝑚 os vórtices formados no 

elemento 𝑁° 1  começam a poder efetuar o movimento descendente e à medida que esta distância 

aumenta surge uma força cada vez maior que contraria à da formação dos vórtices, por isso se percebe 

a diminuição na força de sustentação. 
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Figura 5.35 – Coeficiente de sustentação e de arrasto normalizado do elemento 𝑁° 1 em função da frequência e da distância 

entre elementos. 

 
Figura 5.36 – Coeficiente de sustentação e de arrasto normalizado do elemento 𝑁° 2 em função da frequência e da distância 

entre elementos. 

5.2.5 Escoamento em torno de corpos de secção retangular – Estudo da variação da inclinação do 

chanfro no bordo de fuga de uma secção retangular 

Uma forma de atenuação da força de sustentação no caso de alhetas consiste em colocar o bordo 

de fuga em chanfro. Em testes com placas rigidamente montadas num túnel de vento, Greenway & Wood 

(1973), mediram as flutuações da onda de pressão permanente causada pelos vórtices. Estes 

investigadores verificaram uma diminuição da pressão à medida que aumentavam o ângulo do bordo de 

fuga até aos 30°. A introdução de uma inclinação entre as faces, “chanframento” do bordo de fuga, 

destrói a simetria dos vórtices e por isso reduz a pressão gerada.[6] 

Num escoamento em torno de um corpo de secção retangular os vórtices são formados nos vértices 

logo, quando a secção retangular possui um bordo de fuga alinhado a 90° com o escoamento, existe a 

formação de dois vórtices, um em cada um dos vértices, de igual sinal e com a mesma fase. Na Figura 
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5.37 (a) pode verificar-se que a força exercida por cada um dos vórtices é somada, gerando uma força 

total com o dobro da intensidade. No entanto, ao desalinhar o bordo de fuga com a direção do escoamento 

provoca-se uma diminuição na força de sustentação exercida pelos vórtices. Isto é, à medida que aumenta 

o ângulo do bordo de fuga a força exercida pelos dois vórtices mantem-se constante mas desfasada, 

causando uma diminuição na força total. Na Figura 5.37 (b) apresenta-se a força exercida pelos vórtices 

de um bordo de fuga de 30°, tese verificada por Greenway & Wood (1973) e também neste trabalho 

experimental apresentado mais à frente. 

 

 
(a) 

 
(b) 

Figura 5.37 – Esquema do cálculo do coeficiente de sustentação devido à formação de vórtices no bordo de fuga. 

Posto isto, foi realizado um ensaio em túnel de vento para estudar o efeito do “chanframento” das 

barras de secção retangular. Para tal foram preparadas barras de secção retangular com um comprimento 

de 16 𝑚𝑚 que foram chanfradas no bordo de fuga ao longo de toda a espessura com os ângulos de 

90°, 75°, 60°, 45°, 30° e 15°, na Figura 5.38 mostram-se dois desses elementos. 

 
Figura 5.38 – Barras de secção retangular chanfradas para ensaio em túnel de vento.  
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O ensaio experimental consistiu na medição da oscilação lateral das barras através de um 

acelerómetro e de um laser vibrometer, fazendo um incremento da velocidade do escoamento entre os 

5 𝑚/𝑠 até aos 15 𝑚/𝑠 e realizando as medições com o escoamento em regime estacionário. 

De igual forma, este trabalho experimental também foi acompanhado de uma simulação numérica 

em torno de um elemento de secção retangular com chanfro. A simulação desenvolvida para o efeito 

utilizou a base das simulações anteriores, apenas com a variação do ângulo do bordo de fuga numa 

secção com 16 𝑚𝑚 de comprimento, tal como se encontra representado na Figura 5.39. 

 
Figura 5.39 – Domínio do modelo numérico de um elemento de secção retangular com chanfro no bordo de fuga. 

Com este ensaio pretendia-se verificar a atenuação da força exercida pelos vórtices sobre o 

elemento com a diminuição do ângulo do bordo de fuga. No ensaio experimental de um elemento com 

o bordo de fuga a 90° a aceleração transversal ao escoamento aumenta à medida que cresce a velocidade 

deste, mas quando a frequência de desprendimento dos vórtices iguala a frequência natural de vibração 

do elemento existe um aumento considerável na amplitude de vibração, tal como se pode ver na Figura 

5.40 (a). Como explicado anteriormente, o bordo de fuga com uma inclinação de 30° atenua bastante a 

força do vórtice sobre a estrutura. Experimentalmente pode verificar-se que existe um aumento da 

vibração lateral da barra com o aumento da velocidade do escoamento mas na zona de Lock-in não ocorre 

o aumento da amplitude de vibração devido à atenuação da força do vórtice, Figura 5.40 (b). 
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(a) 

 
(b) 

Figura 5.40 – Aceleração transversal ao escoamento da barra de secção retangular. (a) Com bordo de fuga a 90°; (b) Com 

bordo de fuga a 30°. 

Após a realização do ensaio experimental e da simulação numérica compararam-se os resultados 

de forma a verificar a boa correlação entre os mesmos e verificar a teoria explicada anteriormente. Na 

Figura 5.41 são representados os valores do coeficiente de sustentação normalizados do modelo 

experimental e do modelo numérico e verifica-se um decréscimo da força de sustentação gerada pelos 

vórtices à medida que diminuí o ângulo do bordo de fuga. De realçar que o ângulo de 30° revelou ser o 

ponto ótimo para atenuação da força dos vórtices pois observou-se um aumento da força dos vórtices 

com um bordo de fuga de 20°. 
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Figura 5.41 – Coeficiente de sustentação normalizado em função do ângulo do chanfro no bordo de fuga para um elemento 

de secção retangular com 16 𝑚𝑚 comprimento. 

5.3 Redução do ruído de funcionamento 

5.3.1 Implementação 

Como o ruído de funcionamento é uma das características a ter em atenção no projeto de uma serra 

circular, ao longo do tempo têm sido desenvolvidas algumas soluções por parte dos fabricantes de serras 

com vista à sua atenuação. De seguida serão apresentadas duas formas de redução do ruído emitido por 

uma serra circular, em que uma consiste no aumento do amortecimento de forma a atenuar a amplitude 

de vibração e a outra na introdução de um chanfro nos dentes da serra que atenua a força gerada pelos 

vórtices. 

A implementação das soluções encontradas foi efetuada numa serra com Ø 300 𝑚𝑚 de diâmetro 

e 120 dentes, Figura 5.42, que foi fixada na máquina de ensaios por uma flange de ∅ 80 𝑚𝑚 e medido 

o seu ruído em função da rotação. 

 
Figura 5.42 – Serra circular utilizada no estudo.  
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As medições do nível de pressão sonora 𝑁𝑃𝑆 apresentadas a seguir obedeceram sempre ao mesmo 

protocolo e foi utilizada a montagem experimental da Figura 5.43, com o microfone colocado a 300 𝑚𝑚 

de distância da serra circular e com uma variação da velocidade de rotação compreendida entre as 1000 

e as 4500 𝑟𝑝𝑚. 

 
Figura 5.43 – Montagem experimental utilizada para medição do ruido. 

5.3.2 Redução do ruído com a introdução de silenciadores 

Na Figura 5.44, a vermelho, apresenta-se o nível de pressão sonora da serra original onde se podem 

constatar duas zonas de elevado nível de ruído, uma às 1400 𝑟𝑝𝑚 e outra às 2750 𝑟𝑝𝑚. Com o objetivo 

de atenuar esses elevados níveis de ruido foram introduzidos dissipadores de energia vibratória efetuados 

por corte laser. As cavidades resultantes de reduzida espessura, menor que 1 𝑚𝑚, são preenchidas com 

um material viscoelástico que, por fricção, amortece a resposta vibratória da serra. 

 
Figura 5.44 – Medição do nível de pressão sonora da serra inicial e da serra com silenciadores.  
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De forma a determinar-se a disposição dos silenciadores ao longo da serra é necessário analisar o 

espectro do ruido à velocidade de maior intensidade, 2750 𝑟𝑝𝑚 , para identificar a frequência de 

desprendimento dos vórtices. Aplicando a transformada de Fourier ao sinal do ruído verifica-se a 

existência de uma frequência de desprendimento dos vórtices próxima dos 4 𝑘𝐻𝑧. 

Para identificar os modos naturais de vibração da serra em estudo desenvolveu-se uma simulação 

numérica no software ANSYS® 15.0. Nessa análise modal concentrou-se a atenção nos modos naturais 

de vibração em torno dos 4 𝑘𝐻𝑧, e na Figura 5.45 apresentam-se os modos imediatamente antes e depois 

dessa frequência. 

 
(a) 

 
(b) 

Figura 5.45 – Modos naturais de vibração da serra circular. (a) – 3991 𝐻𝑧; (b) – 4070 𝐻𝑧. 

Com a informação relativamente à forma de vibração da serra à frequência de excitação que 

provoca a maior intensidade de ruído, identificaram-se os pontos de maior amplitude de vibração de 

forma a poder retirar o máximo partido da introdução dos silenciadores. Estes elementos são tanto mais 

eficientes quanto maior for a amplitude do deslocamento sofrido por eles. Assim, após algumas iterações, 

foi obtido o desenho da Figura 5.46 para a sua disposição. 

  
Figura 5.46 – Serra circular modificada com inclusão dos elementos silenciadores. 

Após estas modificações recorreu-se de novo a uma análise modal por elementos finitos e percebe-

se na Figura 5.47 que os modos naturais de vibração, próximos dos 4 𝑘𝐻𝑧, apresentam as zonas de maior 

amplitude nos silenciadores que foram criados para dissipar a energia vibratória. 
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(a) 

 
(b) 

Figura 5.47 – Modos naturais de vibração após introdução dos silenciadores. (a) 3846 𝐻𝑧; (b) 4116 𝐻𝑧. 

Com a introdução dos silenciadores, mas ainda sem o polímero viscoelástico, foi obtido o nível de 

pressão sonora, representado a azul, na Figura 5.44 e Figura 5.48 que apresenta uma redução 

considerável às velocidades de rotação indicadas anteriormente. 

De forma a aumentar a eficiência dos silenciadores foi injetado um polímero viscoelástico e assim 

conseguiu-se uma redução do 𝑁𝑃𝑆 (a amarelo) em relação às serras com silenciadores sem o polímero, 

Figura 5.48. 

 
Figura 5.48 – Nível de pressão sonora da serra com silenciadores, com e sem o polímero viscoelástico. 

Pela análise dos sinais da aceleração obtidos num ensaio de impacto verifica-se um aumento 

significativo do amortecimento da serra após a injeção do polímero viscoelástico, Figura 5.49. Esta 

medição confirma a eficiência dos silenciadores na dissipação da energia de vibração. 
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Figura 5.49 – Aceleração da resposta da serra com e sem polímero viscoelástico, resultante do ensaio de impacto. 

Para a realização deste ensaio foi necessário utilizar uma máquina de corte por laser para cortar os 

silenciadores na serra e a construção de uma máquina para a injeção do polímero viscoelástico. Na Figura 

5.50 apresenta-se o desenho em perspetiva isométrica da máquina desenvolvida para o efeito. Nesta 

máquina é colocada a serra já com os silenciadores cortados por laser e através de um processo de injeção 

é introduzido o polímero viscoelástico dentro das cavidades. 

 
Figura 5.50 – Desenho em perspetiva isométrica da máquina desenvolvida para injeção do polímero viscoelástico nos 

silenciadores. 

5.3.3 Redução do ruído com introdução de um chanfro nos dentes da serra 

Além da solução dos silenciadores para redução do ruído também foi desenvolvida outra solução 

que atua de forma distinta. Esta solução, como já explicado anteriormente, atua sobre a força exercida 

pelos vórtices e não sobre a resposta, como é o caso dos silenciadores. Enquanto os silenciadores 
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dissipam a energia vibratória, esta faceta nos dentes da serra reduz a força que os vórtices exercem e por 

consequência obtém-se menores amplitudes de vibração. De forma a poder estudar a sua eficiência na 

atenuação da pressão sonora, efetuou-se a um “chanframento” dos dentes da serra com uma inclinação 

de 30º, tal como se mostra na Figura 5.51. 

  
Figura 5.51 – “Chanframento” dos dentes da serra para redução do ruído por efeito aerodinâmico. 

Procedeu-se posteriormente a uma medição do 𝑁𝑃𝑆 da serra com um chanfro nos dentes (a verde) 

em comparação com a serra original (a vermelho), Figura 5.52 e pode observar-se uma redução do 𝑁𝑃𝑆 

considerável. 

 
Figura 5.52 – Nível de pressão sonora da serra inicial (vermelho) e da serra com o chanfro nos dentes (verde). 
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Consegue-se perceber uma redução do nível de ruído entre o gráfico amarelo que representa a serra com 

silenciadores e com o polímero, com o gráfico a verde da serra com o chanfro nos dentes da Figura 5.53, 

devendo ser uma redução na ordem dos 2,5 𝑑𝐵, aproximadamente, o que a este nível é bastante bom. 
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Figura 5.53 – Nível de pressão sonora da serra com silenciadores e o polímero injetado e a serra com o chanfro nos dentes. 

Por fim, de forma a posicionar no mercado a solução encontrada, efetuou-se uma comparação com 

a concorrência de referência. Na Figura 5.54 pode observar-se o ensaio de ruído efetuado comparando 

com uma serra da concorrência (cinzento) e a serra com o chanfro nos dentes (verde) e a diferença no 

𝑁𝑃𝑆 é aproximadamente 3 − 4 𝑑𝐵 o que coloca a solução encontrada numa boa posição em termos de 

redução de ruído de funcionamento. 

 
Figura 5.54 – Nível de pressão sonora da serra concorrente (cinzento) e da serra com o chanfro nos dentes (verde). 

5.4 Conclusão 

Ao longo deste capítulo foram efetuados vários ensaios experimentais e simulações numéricas de 

escoamentos em torno de corpos de secção retangular. Este estudo resultou da necessidade na 

caracterização do escoamento em torno dos dentes de uma serra circular e para conhecer a sua influência 

nas vibrações e ruído da mesma. Este estudo assume particular importância porque se trata de fatores 

preponderantes para o bom funcionamento das serras. Como é conhecido, as serras circulares têm varias 

espessuras e diferente número de dentes, logo o comprimento dos dentes e o passo entre eles varia 

bastante. De forma a perceber a razão pela qual algumas serras vibram mais do que outras, para além de 
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fatores já referidos em capítulos anteriores, a excitação devido à força alternada dos vórtices deve ser 

tida em consideração. 

Devido à complexidade do problema e ao facto do escoamento ser turbulento para estes estudos é 

exigido um elevado poder computacional. Por isso optou-se por simplificar o problema variando apenas 

um parâmetro de cada vez. De acordo com a literatura científica da especialidade o escoamento em torno 

dos dentes de uma serra apenas apresenta fenómenos bidimensionais o que torna possível a realização 

de uma simulação 2𝐷. Apesar da interação entre os dentes ser um fator que altera a formação dos vórtices, 

para se estudar a força de sustentação em função do comprimento dos dentes foi utilizada apenas uma 

barra de secção retangular, de modo a simplificar o problema e obter informação que permitisse validar 

a simulação numérica. Outro facto que altera a formação dos vórtices é o passo entre os dentes de uma 

serra circular pelo que para este estudo, foram também efetuados ensaios com duas barras de secção 

retangular e variada a distância entre elas. Como o objetivo principal deste estudo era a atenuação da 

vibração de uma serra circular, pretendia-se compreender o fenómeno da geração dos vórtices para 

encontrar uma solução que levasse à dissipação da energia dos mesmos. 

O comprimento da secção retangular, razão de aspeto ∅, influencia a geração dos vórtices, fazendo 

variar a força alternada criada por estes em função do comprimento. Em função da razão de aspeto 

existem 3 zonas com geração de vórtices distintas. Na primeira zona de razão de aspeto inferior a 2, a 

força gerada pelos vórtices é mais elevada mas existe alguma desorganização dos vórtices na esteira do 

elemento fazendo com que a frequência de desprendimento possa variar. Na segunda zona com uma 

razão de aspeto compreendida entre os 2 a 6, passa a existir uma zona de recirculação na face lateral da 

secção retangular o que torna a força alternada de menor amplitude. Na terceira zona, onde a razão de 

aspeto é superior a 6, a secção retangular atinge um comprimento tal que leva ao desprendimento de 

vórtices na face lateral, passando a existir dois tipos de vórtices no escoamento, os do tipo 𝐿 e do tipo 𝑇, 

que se formam na face lateral e no vértice do bordo de fuga, respetivamente. 

A existência de um elemento a jusante de outro provoca uma alteração considerável no escoamento, 

influenciando a geração dos vórtices. Logo, a distância entre dois elementos, passo da serra, é bastante 

importante pois, quando demasiado pequena, impede a completa formação dos vórtices entre os dois 

elementos e possibilita a geração de forças de sustentação menores. No entanto, quando a distância entre 

os dois elementos é suficiente para a completa formação do vórtice atinge-se a máxima força de 

sustentação, porque os vórtices gerados nos dois elementos encontram-se em fase. A partir dessa 

distância, à qual ocorre um sincronismo, a força de sustentação diminui pois a formação dos vórtices 

começa a ocorrer com uma diferença de fase. 

A solução encontrada para a atenuação da força de sustentação provocada pelos vórtices foi a 

realização de um chanfro no bordo de fuga de cada dente. Como num elemento de secção retangular a 

geração dos vórtices ocorre nos vértices do bordo de fuga, sendo formados dois vórtices em fase que 

somados resultam na força exercida por estes sobre as barras. Por isso, ao efetuar um “chanframento” 

no bordo de fuga provoca-se uma atenuação na força total exercida pelos vórtices sobre as barras devido 

à mudança de fase entre estes. Sendo esta solução possível de aplicação aos dentes das serras circulares 

e consequentemente a redução da amplitude de vibração resultante da excitação por parte dos vórtices. 

A outra forma de redução do ruído consiste na introdução de silenciadores no corpo da serra. Esta 

forma atua de modo diferente da anterior pois a sua incidência é sobre a resposta vibratória ao estímulo. 

Esta abordagem consiste na introdução de amortecimento no corpo da serra de forma a reduzir a 

amplitude vibratória. Após este trabalho ficou claro que a colocação de silenciadores pode levar à 

atenuação do ruído de funcionamento das serras circulares. De igual forma se prova que para redução 
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efetiva do ruído são necessárias várias abordagens analisando a interação entre os vários mecanismos de 

produção de ruído pois interagem entre si. 
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Capítulo 6  

Conclusões 

6.1 Conclusões 

6.1.1 Vibração de funcionamento de serras circulares 

Após a realização do trabalho apresentado foi possível obter algumas conclusões sobre o 

comportamento dinâmico em serviço de uma serra circular Estas conclusões bem como as suas 

implicações no projeto de novas serras serão sintetizadas a seguir. 

Durante o funcionamento destas ferramentas a vibração transversal é a dominante. Esta vibração 

gera mau acabamento do corte, provoca um aumento da fricção entre a serra e a peça a ser cortada e, 

origina um maior desgaste da ferramenta. De forma a poder criar novos métodos de projeto que permitam 

melhorar a qualidade das serras circulares produzidas na Frezite®, foi necessário estudar a serra nas suas 

múltiplas vertentes. Primeiro foi analisado o seu comportamento dinâmico como placa circular 

encastrada pelo seu bordo interior. Esta simplificação foi importante para perceber qual o 

comportamento das frequências naturais de uma placa anelar quando submetida às condições de carga 

equivalentes às de funcionamento de uma serra circular. Para este estudo foram desenvolvidos modelos 

analíticos e numéricos que permitem simular o problema. Nestes modelos foram consideradas as 

solicitações presentes no funcionamento das serras circulares nomeadamente, as solicitações térmicas 

derivadas do aquecimento resultante do corte, as forças radiais devidas à velocidade de rotação e o anel 

de deformação plástica introduzido na produção com o propósito de aumentar a estabilidade das serras. 

Do modelo analítico foi possível concluir que para uma placa anelar as suas primeiras frequências 

naturais de vibração correspondem aos modos com 𝑛 diâmetros nodais e 𝑚 = 0 círculos nodais, sendo 

estes os mais influentes na qualidade do corte. A introdução de um anel de deformação plástica provoca 

uma diminuição das frequências dos modos naturais 𝑛 = 0 e 𝑛 = 1 enquanto os outros modos naturais 

veem as suas frequências aumentar com o incremento da pressão nos rolos. Por sua vez a presença de 

uma solicitação térmica na periferia provoca uma diminuição das frequências naturais dos modos com 

dois ou mais diâmetros nodais devido às tensões de compressão provocadas pelo aquecimento. O 

aumento da velocidade de rotação induz um aumento das tensões planares criando uma maior 

estabilidade na placa anelar e consequentemente um aumento das frequências naturais. No entanto deve-

se ter sempre em atenção as velocidades críticas da serra para evitar que sejam atingidas durante a 

utilização. As velocidades de rotação críticas provocam um grande desvio lateral da placa anelar, 

tornando-a instável, facto que resulta da frequência de rotação igualar a frequência natural da placa 

anelar. O modelo analítico revelou-se um método de cálculo bastante expedito para prever o 

comportamento de uma serra circular quando submetida às solicitações externas. No entanto, este 

modelo apresenta limitações ao nível geométrico e ao nível da correta reprodução do processo de 

deformação plástica, porque é necessário introduzir a largura do anel que é uma variável de difícil 

medição. 
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Assim, com o desenvolvimento do modelo numérico foi possível colmatar as limitações do modelo 

analítico, nomeadamente a possibilidade da introdução da geometria dos dentes, dos expansores 

térmicos e outros aspetos geométricos, além de que foi possível eliminar a variável da largura do anel 

da deformação plástica através da simulação do processo de compressão com dois punções. 

Como a introdução de um anel de deformação plástica é importante para a estabilidade de uma 

serra durante o seu funcionamento, foi necessário perceber e caracterizar corretamente este processo. 

Assim, e de uma forma sucinta, o estudo incidiu sobre duas variáveis, nomeadamente a quantidade da 

deformação plástica e a sua localização. O anel de deformação plástica introduz tensões planares na serra 

e para conhecer as suas, amplitude e distribuição, recorreu-se à extensometria elétrica. Através da 

medição das deformações após a aplicação do anel de deformação plástica foi possível dividir a placa 

anelar em duas zonas distintas, a parte interior e a parte exterior ao anel de deformação plástica. Enquanto 

no anel exterior as tensões circunferenciais são positivas e aumentam com o incremento da pressão dos 

rolos, as tensões radiais são negativas e diminuem com o incremento da pressão dos rolos. Em relação 

ao anel interior, quer as tensões circunferenciais, quer as tensões radiais são negativas e diminuem com 

o incremento da pressão aplicada aos rolos. A localização do anel de deformação plástica também 

apresenta variação sobre as tensões planares introduzidas, sendo importante perceber-se qual o raio 

indicado 𝑟𝑝 de forma a tirar o máximo partido da sua aplicação. As frequências dos modos naturais de 

vibração 𝑛 = 0 e 𝑛 = 1 decrescem à medida que o anel de deformação se afasta da flange e aumentam 

a partir de um determinado diâmetro, enquanto as frequências dos modos naturais de vibração 𝑛 ≥ 2 

aumentam à medida que o anel se afasta da flange e diminuem na periferia da placa. Em suma, é possível 

afirmar que o anel de deformação plástica influencia consideravelmente o comportamento de uma serra 

circular pois a distribuição de tensões altera a sua rigidez. 

A variação nas frequências dos modos naturais é bastante influenciada pela forma destes, isto é, 

os que apresentam maior deformação na direção circunferencial são mais influenciados pelas tensões 

circunferenciais, enquanto os modos com maior deformação na direção radial são mais influenciados 

pelas tensões radiais. Com os resultados apresentados ao longo do trabalho é possível afirmar com 

elevado grau de confiança que, quer o modelo numérico, quer o modelo analítico conseguem reproduzir 

o estado de tensão do modelo real. 

Com os ensaios experimentais das serras em rotação verificou-se a existência de velocidades 

críticas que apresentavam uma elevada amplitude de vibração lateral. Este facto tornou imperioso o 

desenvolvimento e construção de uma máquina para ensaios e medições da vibração das serras durante 

o seu funcionamento. Com esta máquina foi possível realizar ensaios de forma repetitiva, controlada e 

recorreu-se à instalação de um sensor de proximidade para medir as vibrações transversais da serra e um 

microfone para medição do ruído. O sensor de proximidade permitiu a construção do diagrama de 

Campbell com medições discretas e incrementos de rotação que permite identificar as velocidades 

críticas para cada serra. Percebeu-se que a principal causa de instabilidade das serras circulares é o facto 

de os harmónicos da frequência de rotação poderem igualar as frequências naturais de vibração, sendo 

o 1º e o 2º harmónico os de maior energia. No entanto, com o incremento da velocidade de rotação, com 

exceção às velocidades críticas, a amplitude da vibração transversal diminuí devido ao aumento da 

rigidez provocada pelas forças geradas pela rotação. 

Em suma, pode afirmar-se que as ferramentas desenvolvidas, quer ao nível do cálculo, quer ao 

nível de ensaios experimentais são capazes de caracterizar o problema e ajudar no projeto de serras em 

função das suas condições de funcionamento. Além disso, vários protótipos foram efetuados com 

excelentes resultados, de forma a verificar a robustez das soluções propostas. 
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6.1.2 Ruído de funcionamento de serras circulares 

Uma das principais preocupações dos fabricantes de serras circulares é o seu elevado nível de ruído 

de funcionamento, pois este degrada as condições de trabalho e contribui para o mau acabamento além 

de aumentar o desgaste da ferramenta. Assim sendo, foi de especial incidência neste trabalho procurar 

compreender os mecanismos geradores para poder atenuá-lo. Não existe muita literatura disponível que 

aborde os mecanismos de produção de ruído das serras circulares pelo que este assunto mereceu especial 

atenção neste trabalho. Os ensaios experimentais realizados de forma controlada e a consulta de literatura 

sobre escoamentos em torno de corpos, permitiram perceber quais as fontes geradoras de ruído. O ruído 

gerado pelas serras circulares resulta da formação de vórtices provocados pela interação do ar com os 

dentes da serra. Este mecanismo pode ser decomposto em duas grandes contribuições que são a diferença 

de pressão junto aos dentes (devido aos vórtices formados) e a vibração do corpo da serra quando 

excitada pela força alternada gerada pelo desprendimento dos vórtices. À medida que aumenta a rotação 

da serra aumenta exponencialmente a intensidade do ruído devido às variações de pressão provocadas 

pelos vórtices. Daqui resulta a formação de uma onda de pressão denominada por dipolo acústico. 

Contudo, esta fonte geradora de ruido apresenta uma intensidade baixa e por isso não foi aprofundado 

este estudo. Por outro lado, a determinadas velocidades são verificadas elevadas intensidades de ruído 

devido à vibração do corpo da serra que é excitada pela força alternada que é gerada pelo desprendimento 

dos vórtices. Esta força de excitação possui determinada frequência e amplitude, sendo pertinente a sua 

correta caracterização para perceber a sua influência ao nível da resposta vibratória da serra. Foi possível 

concluir que as frequências naturais de vibração da serra circular que provocam elevada intensidade de 

ruído se situam acima de 1 𝑘𝐻𝑧, o que produz ruído bastante incomodativo pois o ouvido humano é 

mais sensível na gama de frequências entre os 2 𝑘𝐻𝑧 e os 5 𝑘𝐻𝑧. 

A consulta da literatura sobre escoamentos permitiu perceber que o problema poderia ser 

aproximado a duas dimensões, o que conduziu ao estudo da caracterização dos parâmetros influentes na 

geração de ruído, nomeadamente: a velocidade do escoamento, o comprimento e espessura dos dentes 

da serra, bem como o passo entre dentes. Foi possível verificar a existência de uma variação na 

intensidade da força gerada pelos vórtices que é função da razão de aspeto dos dentes, ∅ 

(comprimento/espessura) que, por sua vez, está diretamente ligada ao tipo de vórtices formados. Para 

razões de aspeto baixas, ∅ ≤ 2,1, o vórtice apresenta uma intensidade alta, mas um desprendimento 

desordenado. À medida que aumenta a razão de aspeto, 2,1 ≤ ∅ ≤ 6, forma-se uma zona de recirculação 

na parte lateral do dente tornando a intensidade da força menor e a frequência de desprendimento 

ordenada. Para razões de aspeto ∅ > 6 passa a existir formação de vórtices na parte lateral do dente, L 

– vórtices, que se misturam com os vórtices da esteira, T – vórtices, onde a frequência de desprendimento 

depende da quantidade de vórtices formados na parte lateral. Após o estudo da intensidade da força do 

vórtice em função do comprimento da secção retangular concluiu-se que existem determinados 

comprimentos em que o seu valor é reduzido. Em relação ao passo entre os dentes verificou-se que a 

uma determinada distância existe sincronismo no desprendimento dos vórtices e ocorre uma 

amplificação da força gerando energia suficiente para excitar os modos naturais de vibração da serra. 

Em suma, deve referir-se que na altura do desenho da serra o comprimento do dente deverá ser 

selecionado de modo a que apresente uma menor força dos vórtices gerados e o passo entre os dentes 

deve ser diferente do passo de sincronismo. 

Na sequência deste estudo, ocorreu uma ideia para atenuação da intensidade da força do vórtice 

que consiste no desfasamento dos vértices de fuga dos dentes. Com a introdução de um chanfro no bordo 

de fuga do dente verificou-se que a um determinado ângulo a formação destes ocorre em oposição de 

fase e diminui a força gerada. A solução anterior revelou-se uma boa possibilidade para a redução do 
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ruído de funcionamento de uma serra circular através da atuação sobre a excitação. No entanto, foi 

também apresentada com bons resultados uma solução para a redução do ruído através da atuação sobre 

a resposta vibratória. Esta consiste na correta disposição ao longo da serra de dissipadores de energia 

vibratória obtidos através da inserção de um polímero viscoelástico numa ranhura realizada para o efeito. 

Ambas as soluções foram implementadas e comparadas, apresentando uma melhoria das condições de 

funcionamento. 

Fica assim completa a abordagem ao projeto das serras circulares com o objetivo de atenuar o 

nível do ruído. As ferramentas desenvolvidas tornam possível a previsão do seu comportamento em 

funcionamento e a possibilidade de escolher zonas de funcionamento mais favoráveis. 

6.2 Proposta de trabalhos futuros 

Ao longo deste trabalho sobre a vibração e ruído das serras circulares para corte de madeira, foram 

encontradas diversas soluções para atenuação, quer da vibração, quer do ruído. No entanto, as soluções 

propostas só poderão ser implementadas caso a empresa mantenha um apertado controlo sobre o 

processo de produção das serras. Isto é, durante a produção de serras circulares existem diversos 

processos que poderão induzir tensões residuais que irão alterar a sua rigidez e contribuir para que estas 

revelem um comportamento diferente do previsto. Atualmente existem alguns processos que podem 

contribuir para esta situação tais como: a retificação da espessura da serra, a retificação do assento da 

pastilha, o tensionamento e o afiamento da serra. Estas fases do fabrico podem alterar significativamente 

o comportamento final das serras circulares, pelo que deverão ser estudados e controlados. Propõe-se 

também a implementação de um processo de controlo de qualidade que permita avaliar o estado de 

tensão e o comportamento modal de todas as serras no final da sua produção. O atual método de controlo 

de qualidade dos discos de travão poderá corresponder ao que se pretende para as serras circulares pelo 

que apenas será necessária à sua adaptação. 

De igual modo deve referir-se que o processo de retificação da espessura é efetuado por abrasão 

de uma mó que atua diretamente sobre o corpo da serra. Este processo pode introduzir tensões residuais 

pelo que deverá ser estudado, quer em termos da sua refrigeração, quer da velocidade de avanço de 

forma a minimizar o seu impacto no comportamento da serra. 

Por sua vez a retificação do assento da pastilha de corte é um processo de capital importância pois 

a sua geometria influencia significativamente as frequências naturais de vibração. Tratando-se de uma 

operação crítica deverá também merecer especial atenção durante a implementação das medidas aqui 

propostas no processo produtivo. 

O processo de tensionamento, tal como foi explicado em capítulos anteriores, conduz a um ajuste 

nas propriedades dinâmicas pelo que é também de elevada importância para o comportamento dinâmico 

da serra. Neste caso deve ser dada especial atenção ao raio de curvatura dos rolos de tensionamento e 

realizado um apertado controlo sobre o seu desgaste. O mesmo deverá acontecer sobre a posição e a 

pressão do anel de deformação plástica cujas características finais deverão aproximar-se o mais possível 

dos valores previstos pelo projeto. Durante o processo de aplicação do anel de deformação plástica a 

pressão deve manter-se constante e o arco desse anel não deve ultrapassar os 360°. 

Finalmente deve referir-se que durante o processo de afiamento das pastilhas em carboneto de 

tungsténio, devido à sua elevada massa volúmica, o seu volume final influência bastante as frequências 

naturais de vibração. Assim sendo deverá efetuar-se um controlo apertado durante a sua execução e deve 

ser determinado o seu toleranciamento geométrico para garantir o desempenho das serras após afiamento. 
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