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Resumo

O presente estudo foi integrado nas actividades da Unidade de Investigacao CONSTRUCT,
tendo sido desenvolvido no laboratorio de Betao Estrutural da Faculdade de Engenharia
da Universidade do Porto. O principal objectivo do trabalho consiste em contribuir para a
compreensao da influéncia de variacbes na composicao de pastas de cimento, da dispersao
dos resultados obtidos com o ensaio do Cone de Marsh e a relagdo destes com a agua livre
avaliada através do ensaio de centrifugacao a que se submeteram as mesmas pastas.

Para desenvolver este estudo foi elaborado um plano experimental tendo em vista a obtencao
de uma amostra representativa de pastas de cimento com diversos racios agua/cimento e
dosagens de superplastificante. As pastas de cimento, consistindo numa mistura de cimento,
agua, superplastificante e filer calcario foram sujeitas a um conjunto de trés ensaios (ensaio
do cone de Marsh, ensaio de centrifugagao e ensaio de espalhamento, este tltimo executado
para controlo da qualidade da pasta) permitindo a observagio de variaveis aleatorias entre
as quais "tempo de escoamento'e "quantidade de agua livre".

Com vista a estabelecer uma relacao estatistica entre o tempo de escoamento obtido no
ensaio do cone de Marsh e a 4gua livre obtida pelo ensaio de centrifugagao foi efectuada
uma anélise estatistica recorrendo ao modelo de regressao gaussiano, usando o método dos
minimos quadrados ponderados, para solucionar o problema de heterocedasticidade presente
no tempo de escoamento quando vista como dependente da agua livre.

Analisando os resultados experimentais obtidos concluiu-se que o valor do tempo de escoa-
mento das caldas diminui com o aumento da razao agua/cimento utilizada na sua preparagao
e foi estabelecido um modelo estatistico entre o tempo de escoamento de uma pasta de
cimento no ensaio do cone de Marsh com a agua livre obtida pelo ensaio de centrifugacao.

Palavras-Chave: Agua livre; Cone de Marsh; Heterocedasticidade; Modelo linear gaussi-
ano; Método dos minimos quadrados ponderado; Pastas de cimento; Tempo de escoamento.






Abstract

The current study was developed within CONSTRUCT Research Unit, and carried out in
the Structural Concrete Laboratory of the Faculty of Engineering of the Porto University.
The aim of this study is to understand the influence of cement paste mix-proportions on
the results Marsh Cone test and its relationship with the free water content measured by
the centrifuge test.

An experimental plan was carried out to characterize cement pastes with varying wa-
ter/cement ratios and superplasticizer dosages. The cement pastes, consisting of a mixture
of cement, water, superplasticizer and limestone filler were subjected to a set of three tests
(Marsh cone test, centrifugation test and slump test, the latter was carried out for the
paste quality control) allowing the observation of random variables including "flow time"and
"amount of free water."

To establish a statistical relationship between flow time obtained in the Marsh cone test
and free water obtained by the centrifugation test a statistical analysis using the Gaussian
regression model was performed applying the method of weighted least squares to solve the
problem of heteroscedasticity present in the flow time when seen as dependent on the free
water.

Analyzing the obtained experimental results it was concluded that the flow time decreases
with increasing water/cement ratio and a statistical model was established between the flow
time of a cement paste in the Marsh cone and the free water obtained by the centrifugation
test.

Keywords: Cement pastes; Free water; Flow time; Gaussian linear model;
Heteroscedasticity; Marsh cone; Method of weighted least squares;






Lista de Figuras

[3.1 Procedimentos para a determinacao do ponto de saturacao pelo método de |
I AFREM . . o o 37
[3.2  Procedimentos para a determinacao do ponto de saturacao pelo método de |
I AFREM| . . o o o 37
[3.3  Procedimentos para a determinacao do ponto de saturacao pelo método de |
I AFREM . . o o 38
[3.4 Procedimentos para a determinacao do ponto de saturacao pelo método de |
I AFREM . . . e 38
[3.5 Procedimentos para a determinacao do ponto de saturacao pelo método de |
I AFREM . . o o 39
3.6 Racio w/p=0.42]. . . . . . .. 39
[3.7  Procedimentos para a determinacao do ponto de saturacao pelo método de |
I AFREM . . o o 39
[4.1 Grafico de dispersao dos residuos estudentizados contra a variavel indepen- |
| dente e contra os valores ajustados do modelo| . . . . .. ... ... ... .. 43
[4.2  Grafico dos residuos estudentizados para aferir da forma da heterocedastici- |
dade, onde 0os nomes dos eixos sao respectivamente na horizontal a variavel
independente z = x e z = yf3, e na vertical os valores dos residuos estudenti-
[ zados) ... e e e 66
[4.3  Grafico dos residuos estudentizados para aferir da forma da heterocedastici- |
dade, onde os eixos sao respectivamente na horizontal a variavel independente |
z =x ez =yp, ena vertical os valores dos residuos estudentizados quadréticos.| 67
[4.4  Grafico parcial de residuos do modelof4.43[ | . . . .. .. .. ... ... ... 68
4.5 (a)Grafico de dispersao em que a variancia da resposta é proportional ao
| quadrado da média, (b) Grafico de dispersao dos mesmos dados depois de
| aplicada a transtormacao logaritmical . . . . . . . . . .. .. ... ... .. 68
[4.6  Transformacao de Box-Cox|. . . . . . . . . . . . . .. .. 69
[4.7  Regra de Mosteller e Tukey| . . . . . .. .. ... o000 69
[4.8  Diagrama de dispersao do valor-p do teste de Breusch-Pagan consoante o |
[ tamanhodaamostral . . .. ... .. ... ... ... 70
[4.9 Diagrama de dispersao da taxa de erro para o teste de Breusch-Pagan conso- |
| ante o tamanho da. amostral . . . . . ... ... 0 Lo 70
4.10 Grafico de dispersao entre X e Y para o modelo (4.79)| . . . . . ... .. .. 74
4.11 Grafico dos residuos para o modelo (4.79). . . . . .. ... ... ... .. .. 75
[4.12 Gréfico de dispersao entre z e y para o modelo (4.91)] . . . . ... ... ... 7

9



.13 Grafico dos residuos para o modelo (4.91)[. . . . . .. ... ... ... .. .. 78
[4.14 Grafico de dispersao entre z e y para o modelo|4.98 . . . . . . ... ... .. 79
[4.15 Grafico dos residuos para o modelo}4.98 . . . . ... .. ... ... ... 80
[4.16 Grafico de dispersao entre x e y para o modelo}4.101f . . . . .. . ... ... 82
[4.17 Grafico dos residuos para o modelo4.101} . . . . . . . .. .. ... ... ... 82
[b.1 Grafico de dispersao dos dados|. . . . . . . ... oL 89
5.2 Grafico de dispersao dos dados e a recta de regressao definida pelo modelo (5.2))| 91
5.3 Histograma dos residuos do modelo ([5.2 .................... 92
5.4 Histograma dos residuos do modelo (5.4)| . . . . . .. .. ... .. ... .. 94
5.5 Grafico QQ dos residuos do modelo (5.4) . . . . . . . .. ... 95
5.6 Grafico de dispersao dos dados e recta de regressao definida pelo modelo (5.4)| 96
5.7 Grafico de Componente+Residuos do modelo (5.4)| . . . . .. ... ... .. 96
5.8 Grafico dos residuos de Pearson do modelo (5.4) . . . . ... ... ... ... 97
[5.9  Grafico de dispersao dos dados com a curva de regressao definida pelo modelo |

(5.6), com os respectivos intervalos de confianga para os valores ajustados da |

regressao e para os valores previstos.| . . . . .. . ... L. 98
[5.10 Grafico dos residuos de Pearson do modelo (5.6)[ . . . . . ... ... ... .. 99
[5.11 Grafico dos residuos estudentizados para aferir da forma da heterocedastici- |

dade, onde os eixos sao respectivamente na horizontal a variavel independente |

W free e na vertical o valor absoluto dos residuos estudentizados|. . . . . . . 100
[5.12 Grafico dos residuos estudentizados para aferir da forma da heterocedastici- |

dade, onde os eixos sao respectivamente na horizontal a variavel independente |

W free e na vertical o quadrados dos residuos estudentizados|. . . . . . . .. 100
[5.13 Gréfico das variaveis do modelo (5.11)) contra os residuos de Pearson.| . . . . 102
[>.14 Grafico de dispersao dos dados com a curva de regressao definida pelo modelo |

(5.11), com os respectivos intervalos de confianca para os valores ajustados |

da regressao e para os valores previstos.|. . . . . . .. ... 103
(.15 Grafico Q) normais para os residuos do modelo (5.11)] . . . . . ... .. .. 105
[>.16 Grafico dos Residuos Estudentizados com os intervalos de confianca para o |

modelo (5.11)| . . . . . .. oo 105
5.17 Graficos de diagnostico para as estatisticas do modelo (5.11)] . . . . . . . . . 106
5.18 Grafico QQ normais para os residuos do modelo (5.12)( . . . . . . .. .. .. 107
[5.19 Grafico dos Residuos Estudentizados com os intervalos de confianca para o |

modelo (5.12) . . . . . . .. 107
5.20 Gréficos de diagnostico para as estatisticas do modelo (5.12)] . . . . . . . .. 109
5.21 Grafico dos residuos de Pearson do modelo (5.13)| . . . . . ... ... .. .. 111
5.22 Grafico Componente+Residuo do modelo (5.13)| . . . . . . ... ... .. .. 112
[5.23 Grafico de dispersao dos dados e curva de regressao definida pelo modelo |

(5.13), com os respectivos intervalos de confianca para os valores ajustados |

da regressao e para os valores previstos.|. . . . . .. ... L. 113
5.24 Grafico da transformacao de Box-Cox para a varidvel resposta do modelo (5.15]).[114
5.25 Grafico QQ normais para o modelo (5.17)[ . . . . ... ... ... ... 116
[5.26 Grafico dos residuos estudentizados com os intervalos de confianca modelo |

GBI 117
[0.27 Grafico das varidveis do modelo (5.17)) contra os residuos de Pearson.| . . . . 120




11

[5.28 Grafico de dispersao dos dados com a curva de regressao definida pelo modelo

(5.17), com os respectivos intervalos de confianca para os valores ajustados

da regressao e para os valores previstos.|. . . . . . . ... L. 120

[5.29 Grafico de dispersao dos dados com a curva de regressao definida pelo mo-

delo [5.13] com os respectivos intervalos de confianca para os coeficientes de

regressao e para os valores previstos em comparacao com uma modelacao da

variancia por métodos nao parameétricos| . . . . . . . ... ... .. 121

[5.30 Grafico de dispersao dos dados com a curva de regressao definida pelo modelo

(5.13), com os respectivos intervalos de confianca para os coeficientes de

regressao e para os valores previstos em comparacao com uma modelacao

da variancia por métodos nao paramétricos| . . . . . . . ... L. 121

(6.1 Grafico de dispersao dos dados do estudo efectuado em Nunes et. al [110] e

curva de regressao definida pelo modelo (5.13)), com os respectivos intervalos

de confianca para os coeficientes de regressao e para os valores previstos.| . . 125







Lista de Tabelas

(2.1 Tipos de cimentos (adaptado da norma NP EN 197-1). |. . . . . ... .. .. 23
(2.2 Constituicao do clinquer do cimento Portland| . . . . . . . .. ... .. ... 24
[2.3  Adigoes para o betao (Adaptado de European Guidelines, 2005)( . . . . . . . 25
[3.1  Propriedades quimicas e fisicas do cimento e filler calcario| . . . . . . . . .. 32
[3.2 Caracteristicas segundo informacao do tornecedor do superplastificante| . . . 33
b1 Sumdariodosdadod . . . ... ... 88
(0.2 Sumario dos dados actualizadal. . . . . . .. ... o000 00000 88
5.3  Matnz de Correlacao de Pearson| . . . . . ... ... .. ... ... ..... 38
[>.4  Matriz de Correlacao de Spearman| . . . . . . . . .. .. ... ... 88
[5.5 Resultados obtidos para o modelo de regressao linear (5.1)] . . . ... .. .. 90
(.6  Resultados do modelo de regressao linear (5.3), coluna(2), e comparacao com |

| o modelo (5.1), coluna (1)l . . .. .. ... 93
(.7 Tabela do teste de curvatura para os residuos do modelo (5.4) . . . . . . .. 93
(.8 Resultados do modelo de regressao linear (5.5)), coluna(2) e comparagao com |

| o modelo (5.3), coluna (1)] . . . . .. .. .. .. . .. ... ... 97
[p.9 Tabela do teste de curvatura para os residuos do modelo (5.6)] . . . . .. .. 98
:5.10 Testes de homocedasticidade para o modelo (b.6)( . . . . . .. ... ... .. 99
.11 Resultados do modelo de regressao linear (5.7), coluna (1), e (5.8), coluna (2)] 101
[.12 Resultados do modelo de regressao linear (5.5) usando o modelo de variancia

(5.9), coluna(2), e comparagao com o modelo (5.5)), coluna (1), e (5.5) usando

o modelo de variancia (5.10), coluna(3)| . . . . . . .. ... ... ... ... 101

[5.13 Tabela do teste de curvatura para os residuos do modelo (5.11)[. . . . . . .. 102
.14 Testes de normalidade dos residuosl . . . . . . ... ... ... 104
[5.15 Teste de autocorrelacao dos residuos| . . . . . . . . . . ... ... 104
B.I6 Testes aos Outliers . . . . . .. .. ... .. . L 108
[p.17 Valores das varidveis excluidas na construcao do modelo (5.12)f . . . . . . .. 108
[.18 Resultados do modelo de regressio linear (5.12) retirados os outliers, co- |

| luna(2), e comparacao com o modelo (5.11)), coluna (1) . . . . .. ... ... 108
[5.19 Resultados do modelo de regressao linear ((5.13)) uma vez retirados os pontos |
| de influéncia, coluna(2), e comparacao com o modelo (5.12), coluna (1) . . . 110
[p.20 Tabela do teste de curvatura para os residuos do modelo (5.12))f. . . . . . .. 111
.21 Resultados do modelo de regressao linear (5.13), coluna(1), e comparagao |

| com o0 modelo (5.17), coluna (2) . . . . . . .. ... ... 115
[5.22 Resultados do modelo de regressao linear (5.16) . . . . . . ... ... .. .. 115

13



14

(.23 Resultados do modelo de regressao linear (5.13), coluna(1), em comparacao

com a variancia modelada por: regressao Quantil (2), regressao Loess (3),

regressao por nucleos (4), regressao Lasso (5).] . . . . .. ... ... 118

[5.24 Resultados do modelo de regressao linear usando estimadores HCCM: HCO(1),

HCI (2), HC2 (3), HC3 (4), HCA (B)] + -+ « o o o oo 119

[A.1 Tabela de registro dos valores dos ensaios|. . . . . . . . ... ... ... ... 127




Conteudo

[Agradecimentos| 3
[Resumal 5
[Abstract] 7
[Lista de Figuras| 9
ILista de Tabelas| 13
(1 Introducao| 17
2O material Betaol 21
2.1 Betao Auto-Compactavel[. . . . . .. .. .. ... ... ... .. 21
22 Cimentol . . . . . . . e 22

2.3 Adicoes| . . ... L e e 24
2.4  Adjuvantes|. . . . . . . ... 26

[3 Procedimento experimental 31
[3.1 Preparacao da amostral . . . . . . .. .. ... ... L 31
[3.2  Proporcoes das misturas| . . . . . .. .. ... Lo 33
[3.3  Caracterizacao dos materiais utilizados| . . . . . . . . . ... ... ... ... 34
[3.4 Descricao dos ensaios adoptados| . . . . . . . ... . oL 34
B.5  Controlo dosresultadosl. . . . . ... .. ... o Lo 36

[4 Heterocedasticidade dos residuos da regressao| 41
[4.1  Consequéncias de ignorar a heterocedasticidade| . . . . . . . . . . .. .. .. 44
[4.2  Método dos minimos quadrados generalizados| . . . . .. .. ... ... ... 46
[4.3  Método dos minimos quadrados ponderados| . . . . . .. .. ... ... ... 47
4.4 Residuos . . . . . .. o1
[4.5 'Testes a forma funcional da regressaol . . . . . . . . . ... ... ... ... 54
[4.6  ‘lranstormacoes para a homocedasticidade] . . . . . . . . .. ... ... ... o6
4.7 Pré-Testes . . . . . . . . 58
4.1  Testede Whitel . . . . . . . . . . oo 58

[4.7.2  Teste do coeficiente de correlacao de Spearman| . . . . . . .. .. .. 59

[4.7.3  Teste de Goldteld-Quandt| . . . . . . ... .. .. ... ... ... .. 60

[4.7.4  leste de Breusch-Pagan| . . . . . .. ... .. .. ... .. ...... 62




4.7.5 leste de Szroeter] . . . . . . ... L L 62

4.7.6 Teste de Monte Carlol. . . . . . . . ... ... .. ... ... ..., 64

[4.8  Modelacao da heterocedasticidade| . . . . . . . . ... ..o 71
[4.8.1 Variancia constante entre subgrupos| . . . .. .. .. ... ... ... 71

[4.8.2  Desvio padrao de Y é uma funcao linear de uma ou mais variaveis |

| independentes| . . . . . . ... Lo 72
[4.8.3  Varnancia de Y é uma funcao linear de uma ou mais variavelis inde- |

| pendentes| . . . . ... 75
[4.8.4  Variancia de Y é proporcional a uma poténcia do valor esperado| . . . 76

[4.8.5 Heterocedasticidade multiplicativa]. . . . . .. .. .. ... ... ... 78

4.8.6  Estimadores de Whitel . . . . . . . ... ... L. 83

4.9 Comentariosl . . . . . . . . . . . e 84

[> Aplicacao na modelacao da fluidez de pastas de betao| 87
bl DBreve discussao dos dados| . . . . . . .. ..o oo 87
[5.2  Uma primeira abordagem de modelacaol. . . . . . .. .. .. ... ... ... 89
5.3  Modelo log-polinomiall . . . . ... ... ... ... 0 0o o 92
[>.4  Modelo hiperbolico| . . . . . . .. .. ... 113
(.5 Discussao dos resultados| . . . . . .. ..o oo 116
6__Conclusoes e comentarios finais| 123
[A Tabela de Registro dos Resultados dos Ensaios 127




Capitulo 1

Introducao

O sector da construcao tem um papel preponderante no desenvolvimento da sociedade,
visto ser o responsavel pela construcao das infraestruturas necessarias ao desenvolvimento
da mesma. Este contributo, no entanto, acarreta aspectos negativos, pois o sector da
construcao, nomeadamente, a industria do cimento e betao é responsavel pelo consumo de
matérias primas nao renovaveis e pelo consumo de energia e consequente emissao de gases
de estufa. Dada a evolucao do conhecimento, e em virtude de uma sociedade preocupada
com o meio ambiente, a seguranca da obra e os aspectos econémicos, é fundamental investir
na fase de concepgao, construgao, proteccao e cura do betao, pois, tal como proposto por
Sitter e designado por "Lei dos Cinco" (ver [65]):

1 Euro investido na fase A, corresponde a 5 Furos na fase B, 25 na fase C e a
125 na fase D.

em que cada uma das fases consiste em:
A. Projecto, construcao e cura do betao;

B. Processos de iniciagao da corrosao em curso, mas com as fases de propagacao e portanto
de deterioracao ainda nao iniciadas;

C. Propagacao da corrosao iniciada;
D. Estado de propagacao avancada.

O betao é um dos materiais de construcao mais usados em engenharia civil, a par do aco.
No entanto, o engenheiro tem um conhecimento mais profundo do aco do que do betao,
pois o aco é produzido sob condi¢oes muito controladas e com propriedades certificadas
pelo fabricante de acordo com as normas vigentes. Assim sendo o engenheiro ou projectista
apenas necessita de especificar a classe do aco de acordo com o que as normas ditam em
funcao das caracteristicas individuais de cada obra, sendo apenas obrigado a verificar na
obra a correcta e ligacoes das armaduras. No caso do betao, o mesmo ja nao se verifica,
pois, apesar do cimento ter normas especificas de fabrico e controlo de qualidade, este nao é
o material de construcao mas sim o betao, e a qualidade do betao depende sobremaneira da
mao de obra que o produz, o coloca e o cura. Portanto o engenheiro deve ter em consideracao
que esta condicionante pode facilmente prejudicar as propriedades do betao fabricado em

17
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obra e desviar-se consideravelmente do pretendido no projecto. Outro aspecto a ter em
consideracao ¢ o meio onde a obra estéa inserida, pois o betao interage com o ambiente que o
rodeia e o seu comportamento ao longo da sua vida til é influenciado pelo ambiente. Daqui
se conclui que, para obter um betao de qualidade, é necessario conhecer as propriedades
de cada um dos seus constituintes, as interaccoes entre cada um desses constituintes e as
interaccoes com o meio ambiente e controlar as fases de producao, transporte, colocacao e
compactacao, isto é, o seu comportamento em estado fresco, assim como endurecido. S6
assim se pode garantir que o betdo terd as caracteristicas necessarias a obra em questdo. E
devido a estas particularidades que surge o problema que origina esta tese.

O presente trabalho tem como objectivo a modelagao matematica de uma relacao entre
varidveis que sao medidas através de dois ensaios laboratoriais usados em engenharia civil
para avaliar das caracteristicas de pastas de betao em estado fresco, nomeadamente, o ensaio
do cone de Marsh e o ensaio de centrifugacao, sao elas o tempo de escoamento e a quantidade
de agua livre por m3. A suspeita da existéncia de uma relagdo entre estes dois ensaios surge
pela primeira vez com o estudo efectuado por Nunes et. al [I10], e a questao foi deixada
em aberto por esses autores, uma vez que as técnicas de regressao classica falharam no
estabelecimento de um modelo estatistico que garantisse previsoes de qualidade, fruto da
heterocedasticidade dos residuos do modelo entao encontrado. O trabalho de Nunes et.
al [T10] deixou claro que se impunha uma investigacao cuidada pela via dos modelos de
regressao com residuos heterocedasticos, comecando pela aplicacao de testes a presenca de
heterocedasticidade e & modelacao da variancia. Este assunto é tradicionalmente tratado
na area de economia, mas menos desenvolvido nas areas das engenharias.

Torna-se entao necessario definir heterocedasticidade. Esta consiste na violacao da hipotese
de variancia constante dos residuos do modelo classico de regressao linear, dado que este
pressupoe que a variancia de cada residuo, condicional aos valores das variaveis explicativas,
é constante, ou seja, a relacao ¢ homocedastica. Por outras palavras, a heterocedasticidade
apresenta um padrao nao constante da distribuicao dos residuos do modelo em torno da
recta y = 0.

White [153] é o artigo mais citado, embora na area de economia, no perfodo compreendido
entre 1970 e 2005 (ver [91]) e inaugurou uma nova era na inferéncia estatistica para modelos
heteroceddasticos. Este interesse sobre a heterocedasticidade tem sido renovado com o
desenvolvimento dos modelos ARCH e GARCH (ver [58]), com a construgao de testes
estatisticos com base em técnicas de Monte Carlo que evitem erros de Tipo I (ver [58, [71]),
com propostas de modelacao da heterocedasticidade por redes neurais artificiais (ver [34]) ou
métodos nao paramétricos (ver [95]). No presente trabalho iremos centrar-nos em modelos
heterocedésticos mais classicos, tais como os descritos por Harvey [83], Glejser [68], Carrol
[39], entre muitos outros [58].

Um obstaculo encontrado na elaboracao desta tese foi a inexisténcia de bibliografia sobre
estudos estatisticos que relacionassem o ensaio do cone de Marsh e o ensaio de centrifugagao.
Que seja do nosso conhecimento, so existe o estudo anteriormente referido [I10]. No que se
refere ao ensaio do cone de Marsh e a propriedades de pastas de cimento, existem os mais
diversos estudos, tais como [2, 50, 62 121], 122] 109)], que tratando cada um deles aspectos
diferentes do comportamento dos betoes e dos ensaios para observar esses comportamentos.
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Para a resolucao do nosso problema estabeleceu-se entao um plano de trabalhos que con-
templou:

e a replicagdo do procedimento experimental descrito em Nunes et. al (ver [110])

adaptado a pesquisa das propriedades do betao que nos interessou;

e a pesquisa de referéncias bibliograficas que nos pudessem guiar no que diz respeito,

tanto a modelos de regressao heterocedasticos, como a engenharia de materiais de
construcao no que respeita ao comportamento do cimento e betao;

e terminando com a proposta de um modelo estatistico para a relacao que se pretendia

estudar.

Esta tese esta organizada em 6 capitulos:

1.

2.

este capitulo que constitui uma introducao;

o Capitulo 2 em que apresentamos brevemente o material com que vamos trabalhar
no estudo, o betao;

. 0 Capitulo 3 em que é feita a descrigao do programa experimental, onde se apresentam

todos os procedimentos experimentais realizados na producao e caracterizagao das
pastas para betao auto-compactavel;

. no Capitulo 4 ¢ feita uma breve descricao do modelo linear gaussiano, das consequén-

cias de ignorar a heterocedasticidade, a descricao de testes para avaliar da presenca
de dados heterocedasticos e de formas

. no Capitulo 5 é feita a apresentacao e discussao dos resultados obtidos, confrontando

esses resultados com a revisao bibliogréafica efectuada;

. no Capitulo 6, o altimo, apresentamos as conclusoes, tecemos alguns comentarios finais

e deixamos sugestoes para trabalhos futuros.






Capitulo 2

O material Betao

Neste capitulo serd feito um resumo da producao do cimento, os seus custos ambientais,
a caracterizacao dos diversos tipos de cimento e materiais adicionados ao mesmo, como
também a descricao do que sao superplastificantes, suas propriedades e o motivo porque sao
usados na construcao civil.

2.1 Betao Auto-Compactavel

O betao auto-compactavel surgiu no Japao no inicio da década de 80 do século passado
devido ao trabalho de investigacdo do Professor Okamura da Universidade de Téquio em
1986 (ver [74]). A motivagao consistiu no desenvolvimento de um betao auto-compactavel
que dispensasse a intervencao humana na fase de colocagao, levando & eliminacao da ne-
cessidade de mao de obra qualificada e, por sua vez, a uma melhoria da uniformidade e
homogeneidade do betao aplicado nas estruturas. Os subsequentes desenvolvimentos desta
tecnologia permitiram posteriormente a sua aplicagao na construcao de pontes e estruturas
de edificios. Ou seja, a aplicacao de um betao que conseguia preencher completamente os
moldes, passando por zonas densamente armadas sem a ocorréncia do bloqueio dos agregados
nem segregacao, unicamente pelo efeito do proprio peso e sem recurso a qualquer método
de compactacao.

Tal como é descrito em [33], a aplicagao do betao auto-compactavel, tem aspectos positivos
e negativos. Como vantagens do betao auto-compactavel, podem enunciar-se:

e Reducao do custo de producao pois, visto nao requerer a utilizagao de vibradores, nao
é necessario mao-de-obra especializada, para a realizacao da compactacao e de modo
a assegurar o total preenchimentos das cofragens e envolvimento das armaduras;

e reducao do periodo de construcao, visto nao ser necessario realizar a compactacao do
betao, o processo de betonagem torna-se mais rapido;

e melhoria das condicoes de trabalho e do meio ambiente: a eliminacao da vibracao no
processo de colocacao do betao, resulta numa diminuig¢ao do ruido associado;

e maior liberdade na concepcao estrutural passa a ser possivel a utilizagao de elementos
estruturais como as mais diferentes formas, mesmo que complexas;
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e maior durabilidade e melhor acabamento pois, ao contrario do betao corrente, ao nao
necessitar de vibragao gera estruturas homogéneas e como tal com um maior periodo
de vida 1til e menor necessidade de manutencao.

Quanto aos inconvenientes do betao auto-compactavel podem referir-se aos seguintes:

e FElevados custos: ao contrario do betao convencional, o betao auto-compactavel possui
na sua composicao uma elevada quantidade de finos, que por sua vez, é o componente
mais dispendiosa no custo total do betao;

e maior sensibilidade a variacoes dos constituintes: o betao auto-compactavel é bastante
influenciado pela variabilidade dos seus materiais constituintes;

e cofragens estanques: como se trata de um betao mais fluido, é necessario ter cuidados
especiais com as cofragens, quer ao nivel da estanquidade, quer ao nivel da sua solidez
e limpeza.

No inicio a sua utilizacao era restringida a projectos onde a colocacao do betao era de
dificil execucao devido a grande densidade de armaduras. Com a construcao dos primeiros
edificios, pilares e vaos de pontes, tornou-se claro que o leque de aplicacdes do betao auto-
compactavel ¢ bem mais vasto, o que fez aumentar gradualmente a sua utilizacao. Em

seguida sdo descritas as principais aplica¢oes praticas do betao auto-compactavel,[111]:
e Fundacoes, pilares, lajes, vigas e pecas delgadas;
e pecas com alta densidade de armadura;

e tuneis (arcos de sustentagio) e Pontes (macigos de ancoragem, pilares, vigas);

pecas com dimensoes reduzidas e estruturas pré-moldadas;

reabilitagao e/ou reforgo de estrutura.

2.2 Cimento

Cimento Portland é a denominacao convencionada mundialmente para o material usual-
mente conhecido na construgao civil como cimento. Segundo a norma EN 191-1 o cimento
¢ um ligante hidraulico, isto é, um material inorganico, finamente moido, que conveniente-
mente amassado com agua, forma uma pasta que devido a reaccoes de hidratacao, faz presa,
endurece e permanece mecanicamente resistente e estavel, tanto ao ar como na agua, em
condigoes normais de aplicacao. Um cimento que esteja de acordo com a norma europeia
tem a designacao de CEM.

Por definicao, ¢ um aglomerante hidraulico resultante da mistura homogénea de clinquer
Portland, gesso e adi¢oes finamente moidas. Aglomerante porque tem a propriedade de unir
outros materiais. Hidraulico porque hidrata ao se misturar com 4gua e depois de endurecido
ganha caracteristicas de rocha artificial, mantendo suas propriedades.
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As matérias primas utilizadas na fabricacdo de cimento devem conter Célcio, Silicio, Alumi-
nio e Ferro, pois sao estes os elementos quimicos que, combinados, vao produzir compostos
hidraulicos activos. Dependendo dos materiais adicionados ao clinquer o cimento Portland
tem diversas classificacoes descritas na tabela As adicoes sao outras matérias-primas
que, misturadas ao clinquer na fase de moagem, permitem a fabricacao dos diversos tipos de
cimento Portland hoje disponiveis no mercado. Essas outras matérias-primas sao o gesso,
as escorias de alto-forno, os materiais pozolanicos e os materiais carbonatos.

O clinquer é o principal constituinte na composi¢ao de cimentos Portland, tem como matérias-
primas o calcario e a argila e é a fonte de silicato tricalcico e silicato dicalcico. Estes
compostos sao os que conferem a caracteristica de ligante hidraulico e estao directamente
relacionados com a resisténcia mecanica do material ap6s a hidratacao.

Tipos de cimentos principais Constituintes

CEM 1 Cimento Portland Clinquer 95-100%

CEM II — Cimento Portland Composto Clinquer > 65%

CEM III — Cimento de Alto Forno Clinquer + 35-95% de escorias de alto forno

CEM IV - Cimento Pozolanico Clinquer 45% a 89% + 11% a 55% de silica de fumo,
pozolana ou cinzas volantes

CEM V Cimento Composto Clinquer > 20% + escoria >18% + pozolana

e/ou cinzas volantes siliciosas

Tabela 2.1: Tipos de cimentos (adaptado da norma NP EN 197-1).

Processo de fabricacao

Embora seja um dos mais antigos materiais de construcao, o processo de producao do
cimento é uma combinacao de féormulas tradicionais e alta tecnologia em equipamentos. Em
geral, uma fabrica de cimento situa-se nas proximidades de uma formacao calcéria, visto
que 70 a 80% da matéria prima é calcario.

A fabricacao do cimento Portland baseia-se nas seguintes etapas:

e Preparagao do cru:

1. extraccao do calcario;
2. britagem:;

3. pré-homogeneizacao, que consiste em formar uma pilha de armazenamento com
argila e remocao por cortes verticais com 75% de brita calcaria e 25% de argila;

4. moagem e homogeneizacao;

5. correccao com aditivos.
e Cozedura:

1. armazenamento nos silos alimentadores do forno;
2. pré-aquecimento;

3. entrada no forno rotativo.

e Arrefecimento, adicao de gesso e moagem;
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e Ensilagem e Ensacagem;

As matérias-primas necessarias para a producao de cimento, carbonato de calcio, silica, alu-
minio e minério de ferro, sao geralmente extraidas de rocha calcaria ou argila. Em seguida,
sao trituradas e transportadas para a fabrica onde sdo armazenadas e homogeneizados.

A moagem das matérias-primas produz um p6é fino conhecido como cru que é pré-aquecido
e em seguida introduzido num forno rotativo. O material é aquecido a uma temperatura de
1.500° C através de uma chama a 2.000° C, antes de ser subitamente arrefecido por injecgao
de ar. Assim é produzido o clinquer, o material basico necessario para a producao de todos
os tipos de cimento.

Uma pequena quantidade de gesso, 3 a 5%, é adicionada ao clinquer para regular o processo
de endurecimento do cimento. A mistura é entao finamente moida para se obter o cimento
puro. Durante esta fase, diferentes materiais minerais, chamados de "adicoes", podem
ser adicionados além do gesso. Usadas em variadas proporcoes, essas adi¢oes, que podem
ser recursos naturais ou sub-produtos industriais, dao ao cimento propriedades especificas
como reducao de impermeabilidade, resisténcia a sulfatos e ambientes agressivos, melhor
desempenho e acabamento.

Finalmente, o processo produtivo do cimento termina e o produto final é armazenado em
silos, antes de ser enviado a granel ou em sacos para consumo.

O clinquer de cimento Portland é constituido por:

Constituinte Percentagem
Oxido de célcio (CaO) 60 a 70%
Silica (SiO2) 20 a 25%
Alumina (A1203) 2a9%

Oxido de ferro III (Fe203) 1 a 6%
Oxido de magnésio (MgO) 0 a 2%

Tabela 2.2: Constitui¢ao do clinquer do cimento Portland

2.3 Adicoes

As adigoes sao materiais inorganicos finos, moidos ou nao, de granulometria menor ou igual
a do cimento, que podem ser utilizados no betao com a finalidade de melhorar as suas
propriedades, ou mesmo para adquirir propriedades especiais, tais como, a resisténcia a
compressao através da reducao do calor de hidratacao, a trabalhabilidade e a durabilidade.
Para além destes factores, as adigoes contribuem para a sustentabilidade e reducao dos
impactos ambientais associados a industria do betao através da reutilizacao de subprodutos
industriais em substituicao parcial do cimento, reduzindo assim a energia e poluicao associ-
ado a producao betao e a reutilizacao de materiais que de outra forma teriam como destino
final o aterro.

O documento normativo NP EN 206-1 (2005), referente as especificagbes técnicas do betao,
refere que as adicoes minerais podem ser classificadas em dois tipos, de acordo com a sua
interaccao com a agua:
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Tipo Adigao Exemplo
I Adigoes quase inertes Fileres minerais conforme NP EN 12620:2004
Pigmentos conforme EN 12878.
IT Adicoes pozolanicas  Cinzas volantes conforme NP EN 450:1995
Silica de fumo conforme LNEC E — 377:1993.
Hidraulicas latentes  Escoria granulada de alto forno
conforme LNEC E — 375:1993.

Tabela 2.3: Adicoes para o betdo (Adaptado de European Guidelines, 2005)

Em alternativa ao estabelecido na NP EN 206-1 para efeitos de utilizacao de adicoes, a
especificacao E 464 introduz uma outra metodologia para a utilizacao das adi¢oes como
ligantes, trata-se do conceito de mistura, o qual tem as seguintes condicoes de utilizacao:

1. o cimento a utilizar seja do tipo CEM I ou CEM II/A e de classe de resisténcia 42,5
ou superior;

2. as adicoes sejam do tipo I de origem calcéaria (satisfazendo a especificagao E 466) ou
do tipo II;

3. a composicao da mistura satisfaca os limites de composicao de um dos cimentos
previstos no Quadro 1 da NP EN 197-1;

4. a proporcao da silica de fumo nao ultrapasse 11% da massa de clinquer na mistura.

Quando for utilizado este conceito, os termos “dosagem de cimento” e “razdo agua/cimento”
devem ser substituidos pelos termos “dosagem de ligante” e “razao adgua/ligante”, respecti-
vamente.

Esta dissertacdo ird centrar-se s6 e apenas nas adigoes quase inertes (tipo I), nomeadamente,
os filers calcérios, sendo as suas propriedades descritas de seguida.

Filer calcario

Como mencionado acima, esta é uma adicao do tipo I, quase inerte. A adicao de filer
calcario finamente moido é efectuada para diminuir a percentagem de vazios, porque os
graos ou particulas desses materiais tém dimensoes adequadas para se alojar entre os graos
ou particulas dos demais componentes do cimento. E um material proveniente de rochas
calcérias, cujo principal componente é o carbonato de calcio. Este tipo de adi¢ao é bastante
usada no betao auto-compactavel, podendo dar excelentes propriedades reologicas e um bom
acabamento superficial do betao endurecido. O ideal é que o tamanho das particulas de filer
calcéario seja inferior a 0,125 mm (ver [51]). Os filers calcarios sdo especialmente adequados
para o betao auto-compactavel por garantirem uma maior uniformidade da granulometria
da mistura, controlando melhor a quantidade de &4gua na mistura conduzindo a melhoria
da trabalhabilidade e diminuindo a exsudagao. Tal como é afirmado em [I11], nos tltimos
anos existe um aumento do uso de filer calcario no betao auto-compactavel para estruturas
com grandes massas de betao, onde ocorre frequentemente fendilhagao devido a dilatacao
térmica. A utilizacao de filer calcario reduz o calor de hidratacao diminuindo o aumento de
temperatura do betao.
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Adicoes pozolanicas e hidraulicas latentes

Um material com propriedades pozolanicas ou hidraulicas latentes é um material que permite
a formacao de silicatos e aluminatos de calcio hidratados, isto é, sao verdadeiros cimentos,
mas reagem com lentidao quando usados isoladamente, portanto nao tém aplicacao pratica.
A activagao é feita, quando se junta soda, cal, silicato de s6dio ou cimento Portland, pois o
pH sobe para um valor de 12, activando as reaccoes de hidratacao das escorias. A hidratacao
do cimento produz uma grande quantidade de hidréxido de calcio que é capaz de activar a
reaccao deste tipo de adicoes.

As escorias de alto forno sao um subproduto do fabrico de ferro fundido, constituido por
cal, silica e alumina, que se encontram no estado vitreo.. E um material que é obtido pela
combinacao de ganga dos minérios dos metais com fundentes e cinzas de carvao, que quando
arrefecidos bruscamente e finamente moidos adquirem propriedades ligantes.

Pozolanas sao produtos naturais ou artificiais constituidos por silica e alumina. Apesar de
nao terem propriedades aglomerantes e hidraulicas (por si s6), contém constituintes que se
combinam na presenca de agua e a temperaturas normais, com o hidroxido de célcio para
formarem produtos resistentes como os C-S-H (silicatos hidratados de calcio). As vantagens
de usar o cimento pozolanico sao que estes tém baixo calor de hidratagao e permite refinar a
estrutura porosa por consumo do hidroxido de céalcio proveniente da hidratacao do clinquer.

Cinzas volantes é um residuo da queima do carvao que é arrastado nos gases de combustao
das centrais térmicas. Em Portugal é obtido nas centrais térmicas de Sines e Pego. Existem
dois tipos de cinzas volantes, a Cinza volante siliciosa que é constituida essencialmente por
silica e alumina com baixo teor de oxido de calcario reactivo (<10%). E a Cinza volante
calcaria que é constituida por silica, alumina e com um elevado teor de oxido de calcério
reactivo(>10%).

Silica de fumo é um subproduto da preparacao do silicio ou de ligas de silicio, especialmente
ferro-silicio. Provem da reducgao do quartzo de elevada pureza com carvao em fornos de arco
eléctrico. Nao deve ser usada em percentagem elevada em relacao a quantidade de cimento
pois pode produzir microfissuragao a longo prazo.

2.4 Adjuvantes

Sao materiais de natureza mineral ou organica adicionados ao betao, em percentagem inferior
a 5% da massa do cimento, NP EN 934-2 (2009), durante o processo de amassadura, para
modificar as propriedades do betao fresco ou endurecido, no sentido do cumprimento dos
requisitos especificos de cada obra como, por exemplo, o aumento da resisténcia, reducao
da permeabilidade, manutencao da consisténcia e reducdo da razao w/c.

Nos nossos dias, em virtude do custo do cimento, o emprego de adjuvantes ¢ mesmo uma
necessidade, apesar de nao terem sempre um custo baixo, nao representam necessariamente
um custo adicional, pois da sua utilizagao podem resultar poupancas econémicas, por
exemplo, no custo de mao-de-obra para efectuar a compactacao, no teor de cimento que
seria necessario, ou na melhoria da durabilidade sem a utilizagao de medidas adicionais.
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O desempenho de um determinado betao pode ser substancialmente melhorado com a
utilizacao de adjuvantes, desde que sejam cumpridas as recomendacoes do fabricante e que
a sua utilizacao tenha sido considerada na formulagao da composi¢ao do betao.

Principais caracteristicas, que se pretendem alcancar, com o uso de adjuvantes sao:

e Melhorar a trabalhabilidade;

e acelerar a presa;

e retardar a presa;

e acelerar o endurecimento nas primeiras idades;

e aumentar a resisténcia aos ciclos de gelo/degelo;

e diminuir a permeabilidade aos liquidos;

e impedir a segregacao e a sedimentacao do cimento nas caldas de injeccao;
e criar uma ligeira expansao no cimento, para ancoragem do pré-esforco;
e aumentar a aderéncia ao agregado e aos betoes endurecidos;

e produzir betao colorido;

e produzir betdo celular (leve);

e produzir propriedades fungicidas, germicidas e insecticidas;

e ajudar a bombear betao pobres;

e inibir a corrosdo das armaduras.

A classificacao dos adjuvantes é geralmente efectuada com base na sua actuacao sobre as
propriedades tecnologicas do betao. Esta classificacao é muitas vezes dificil, pois muitos deles
possuem simultaneamente vérias caracteristicas, pelo que se torna necessario determinar ou
atribuir-lhe uma funcgao principal, que permita a sua classificacao, como:

e plastificantes e superplastificantes (redutores de agua);

aceleradores e retardadores de presa;

aceleradores de endurecimento;

hidréfugos (ou redutores da capilaridade);

introdutores de ar, etc

Ha diversas caracteristicas a que os adjuvantes devem obedecer, nomeadamente a iden-
tificacao, tal como a homogeneidade, cor, teor de solido, entre outros, a compatibilidade
com os cimentos e o comportamento no betao. Uma descricao mais pormenorizada destas
caracteristicas encontra-se na norma NP EN 934-1 (2008). Do conjunto de adjuvantes
cobertos por esta norma, o presente trabalho versara sobre os superplastificantes.
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Superplastificantes

Os superplastificantes sao adjuvantes de nova geracao, que podem ser adicionados & misturas
de betao para fazé-las mais trabalhaveis. De acordo com a norma NP EN 934-2 (2009), os
superplastificantes sao adjuvantes que, sem modificar a sua consisténcia, permitem reduzir
fortemente a dosagem de 4dgua dum dado betdao, ou que, sem modificar a dosagem de
agua aumentam consideravelmente o abaixamento ou o espalhamento, ou que produzem
os dois efeitos simultaneamente. Estes sao vastamente usados em diferentes campos da
industria para melhorar as propriedades reoldgicas de particulas suspensas, especialmente em
aplicacoes de cimento. A sua adigdo permite a redugio da razao agua/cimento, melhorando
a trabalhabilidade de misturas frescas e o desempenho de pastas, argamassas e betao (ver
[155]). Apesar da sua utilizagdo generalizada, estes polimeros continuam a ser objecto de
estudo, pois existem muitas falhas no completo entendimento do seu desempenho (ver [72]).

O efeito dos superplastificantes é determinado, fundamentalmente, por trés fenémenos de
natureza fisico-quimica, dispersao, adsorcao, a adesao de moléculas de um fluido a uma
superficie solida, e potencial de repulsao intermolecular zeta, que resultam na desfloculacao
e dispersao das particulas de cimento, conferindo-lhes uma forte carga eléctrica negativa de
modo a repeli-las umas das outras.

Em geral, a quantidade de superplastificante a incluir numa composicao de betao ¢ deter-
minada experimentalmente por intermédio de ensaios em pastas compostas por cimento,
agua, uma adicao mineral e superplastificante, realizados com o objectivo de determinar
a quantidade de superplastificante responsavel pela obtencao de uma fluidez maxima da
pasta para uma dada relagdo agua/ligante, |10, 62]. Normalmente é suficiente adicionar
uns 2% de superplastificante por unidade de peso de cimento. Nao obstante, note-se que a
maioria dos superplastificantes disponiveis no mercado vém dissolvidos em &gua, de modo
que a agua adicionada & mistura deve ter em conta a dgua presente no adjuvante. Adicionar
demasiada quantidade de superplastificante pode resultar em uma segregacao excessiva da
argamassa ou betdo. Alguns estudos também mostram que demasiado superplastificante
pode aumentar o tempo de presa da argamassa ou betao, [72, 90 155].

A elevada trabalhabilidade obtida na presenca de superplastificantes permite a colocacao
do betao em areas com pouca acessibilidade ou com elevada densidade de armaduras, assim
como facilita a bombagem do betao. Como consequéncia da redugao da razao dgua/cimento,
que pode ser obtida com o uso de superplastificantes, obtém-se betoes com uma maior
resisténcia, impermeabilidade e durabilidade. Os betoes recentemente desenvolvidos, como
o betao autocompactavel e o betao de elevado desempenho, também requerem a presenca
de superplastificantes.

Os superplastificantes, & semelhanca dos plastificantes, sao em geral incorporados nos betoes
com o objectivo de alcangar um dos seguintes efeitos, [51]:

e Aumentar a trabalhabilidade, mantendo constante o consumo de agua e por conse-
guinte a razdo agua/cimento;

e Reduzir a 4gua de amassadura, mantendo-se a mesma trabalhabilidade, o que, para
a mesma dosagem de cimento, reduz a razado agua/cimento e eleva as resisténcias
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mecanicas dos betoes e aumenta a durabilidade;

e Diminuir o consumo de cimento dos betoes, a partir da reducao de agua e da manu-
ten¢ao da relacdo agua/cimento inicial, sem que haja queda da resisténcia para uma
dada trabalhabilidade.

A principal accao de um superplastificante é a de provocar a dispersao das particulas finas
da mistura, nomeadamente de cimento e de adicoes minerais, de forma a melhorar a fluidez
da pasta. Esta dispersao ¢ conseguida por aumento das forcas de repulsao resultantes,
principalmente, da adsorcao de polimeros nas superficies das particulas de cimento, e de
adicoes minerais eventualmente introduzidas.






Capitulo 3

Procedimento experimental

No presente capitulo apresentam-se as principais propriedades dos materiais seleccionados
para a realizacao do estudo experimental em pastas de cimento destinados a betoes auto-
compactaveis, bem como os procedimentos empregues nos ensaios adoptados para carac-
terizar o seu comportamento.Ao longo de todo o trabalho experimental foram adoptados
procedimentos rigorosos com o objectivo de eliminar a interferéncia de factores que nao foram
considerados no estudo, e que poderiam influenciar os resultados tais como temperatura
ambiente, humidade ambiente e temperatura da dgua usada nas composicoes, que foi deixada
a repousar em recipiente proprio para ter uma temperatura semelhante a ambiental.

O trabalho experimental foi realizado no Laboratorio de Betao Estrutural da Faculdade de
Engenharia da Universidade do Porto.

As misturas de pastas investigadas neste estudo foram preparadas com cimento, um aditivo
mineral, superplastificante e agua. As propriedades do cimento e filler calcario usados sao
apresentados na tabela O tamanho médio das particulas de filler calcario é de 4.5 um.
Foi usado um superplastificante do tipo solucao aquosa de policarboxilatos modificados, Sika
Viscocrete 3005®), com as caracteristicas descritas pela tabela

3.1 Preparacao da amostra

A mistura de pasta foi preparada em laboratorio, num misturador de duas velocidades
obedecendo a norma NP EN 196-1 (2006). A sequéncia de mistura consistiu em adicionar
ao cimento e filler calcario, 81% da dgua e misturar durante 60 segundos, parando de seguida
o misturador para limpar as paredes do recipiente, misturando novamente por 60 segundos,
e adicionando-se a restante 4gua juntamente com o superplastificante Em seguida misturou-
se por 60 segundos e de seguida limpou-se, novamente a parede do recipiente do material
que aderiu a esta. Reinicia-se o misturador por 30 segundos e findo este processo deixou-se
repousar por 3 minutos, no fim deste periodo misturou-se por um periodo de 30 segundos a
uma velocidade mais elevada. Antes de cada um dos ensaios foi agitada a pasta manualmente
com uma espatula, com 6 rotagoes no sentido do ponteiro do relogio, para destruir quaisquer
estruturas que se tenham formado durante o repouso, o denominado efeito tixotropico. A
sequéncia de ensaios foi aproximadamente a seguinte:

e Oh 00 min - mistura da pasta
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Tabela 3.1: Propriedades quimicas e fisicas do cimento e filler calcério

CEM I 42.5R  Filler Calcario

S (%) 62 -

S (%) 9.6 -
O4AF (%) 9.3 -

A (%) 7.6 -
Gesso(%) 4.5 -
CaCO; (%) 4.6 99.0
Total(%) 97.6 99.0
SO, (%) 18.76 -
AL, 04 (%) 5.31 <0.4
Fex03 (%) 3.23 0.4
CaO (%) 63.19 -
MgO (%) 1.71 -
SOs (%) 3.04 -
Perda de Igni¢ao (%) 2.72 43.10
Total (%) 97.96 -
NaOseq. (%) 0.86 -
CaO livre (%) 1.38 -
Densidade Especifica(g/cm?) 3.16 2.70
Blaine(¢cm?/gm) 3270 5150
Residuo, 90 pm(%) 2.1 7.9
Residuo, 45 pm(%) 16.9 23.7
Residuo, 32 pm(%) 29.3 30.8
Tamanho médio(um) 18.10 8.21

e Oh 15 min - inicio do ensaio do Cone de Marsh

e (Oh 20 min - inicio do ensaio de espalhamento

e Oh 30 min - inicio do ensaio de centrifugacao
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Equipamentos utilizados

Foram utilizados os seguintes equipamentos:

e Cone de Marsh e respectivo suporte;

Centrifugadora da marca Centurion Scientific, modelo K240, série k2;

e mini-cone;

placa de ceramica;

e rTégua;
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Viscocrete 3005
Massa volimica 1,05 + 0,02 kg/dm? (a +23 + 2°C)

Teor de solidos 26,0 + 1,3%.
pH (23 + 2 °C) 4,0 +1,0.
Teor de cloretos < 0,1%.

Tabela 3.2: Caracteristicas segundo informacao do fornecedor do superplastificante.

proveta de 1000 ml;

e gobelé de vidro de 500 ml;

e balanca com precisao de £0,1% da massa a determinar;
e espatula de borracha;

e crondmetro;

e misturadora: as amassaduras das pastas foram efectuadas numa misturadora do tipo
prescrito na NP EN 196-1 (2006) que consiste essencialmente numa panela, recipiente
em aco inoxidavel, e por uma pa misturadora accionada por um motor eléctrico. A
pa misturadora roda sobre si mesma, acompanhada de um movimento planetario em
torno do eixo do recipiente. Os dois sentidos de rotacao sao opostos. As velocidades
de rotacao sao as definidas na NP EN 196-1 (2006);

e pano humido.

3.2 Proporcoes das misturas

As quantidades dos materiais constituintes da pasta podem ser definidos em funcao do peso
dos solidos (w,), da seguinte forma:

Wy = (w/c) X we, (3.1)
wy = (f/c) X we, (3.2)
wsp = (sp/c) X (we + wy). (3.3)

Onde w,, é o peso da agua, wy é o peso do filler calcario e wg, é o peso do superplastificante.
A quantidade a adicionar por m?, descontando a 4dgua presente no superplastificante, sera:

Wye = Wy — wsp<1 - 7517) (34)

Onde v, € o teor de solidos do superplastificante.



34

3.3 Caracterizacao dos materiais utilizados

Ligantes

Utilizou-se um tipo de ligante para a realizacao das argamassas, o cimento Portland CEM
[ 42,5R fornecido pela Cimpor - Cimentos de Portugal.

Adicoes

Recorreu-se a um filer calcario da marca Betocarb® com as suas propriedades descritas na
tabela

Adjuvantes

O adjuvante escolhido para a realizacao deste trabalho experimental foi fornecido pela em-
presa Sika-Portugal e tem a designacio comercial de “Sika ViscoCrete 3005®”. E um redutor
de dgua de alta gama com uma base quimica constituida por carboxilatos modificados e esta
em conformidade com a especificagdo do LNEC E374. A massa especifica do adjuvante foi
fornecida pelo fabricante e a sua descri¢ao é apresentada na tabela [3.2]

Agua de amassadura

A 4gua utilizada em todas as amassaduras de pastas foi proveniente da rede publica de
abastecimento do Porto. Sendo esta agua potéavel, e de acordo com a especificacao do
LNEC E372, é considerada apta para o fabrico de betao. Ainda assim, nao foi caracterizada
por nao se considerar relevante a contribuicao das caracteristicas da dgua utilizada para este
trabalho.

3.4 Descricao dos ensaios adoptados

Ensaio do cone de Marsh

O cone de Marsh tem sido usado em diferentes sectores industriais para aferir a fluidez de
varios tipos de caldas, nomeadamente na indudstria petrolifera e na industria de construcao.
Na industria do cimento é usado como um ensaio de trabalhabilidade para especificacao
e controle de qualidade de pastas ou caldas de cimento. Pertence & familia de ensaios de
orificios como o funil-V ou o ensaio ORIMET. As especificacoes do ensaio variam de pais
para pais, em Portugal a norma aplicavel é a NP EN 445 (2008).

O principio deste ensaio consiste em preparar uma argamassa ou calda de cimento e medir
o tempo que um certo volume demora a escoar através de um funil, dado um determinado
diametro da abertura do cone. Os cones usados apresentam diversas geometrias e o didametro
do funil na zona de saida varia entre 5 mm e 12.5 mm. No presente trabalho foi utilizado um
funil com uma abertura de 10 & Imm, como definido na norma NP EN 445 (2008). Foram
vertidos 1000 ml de pasta no cone, medindo-se o tempo necessario para 500 ml de pasta
fluirem pelo funil, doravante esse tempo sera designado por Tflow e expresso em segundos.
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Este tempo de escoamento estd ligado a fluidez do material testado, quanto maior o tempo
de escoamento menor a fluidez. O tempo de escoamento depende do fluido, mas também
é afectado pela geometria do cone. As equacOes necessarias para resolver o problema de
escoamento podem ser derivadas no caso de um fluido seguindo um modelo de Bingham,
ver [110, 122], ou pelo modelo de Herschel-Bulkey, ver [109]. Nguyen et. al afirma, em
[109], e seguindo a norma francesa NF P18-358 (1985), que se deve usar um cone com um
orificio de 10 mm para medir a fluidez de caldas de injeccao ou para avaliar a capacidade
de fluidificacao de adjuvantes.

O procedimento utilizado no ensaio do cone de Marsh é o seguinte:
e (Colocar o cone numa posi¢ao vertical e segura;
e humidificar o seu interior antes de cada medicao;

e colocar uma rede na extremidade onde é vertida a pasta para retirar quaisquer grumos
presentes na pasta que possam influenciar a normal fluidez da mesma;

e fechar a extremidade mais fina do cone com um dedo;
e retirar o dedo e iniciar um cronémetro;

e parar o crondémetro quando o recipiente atingir a marca prevista.

Ensaio de centrifugacao

O ensaio de centrifugacao foi efectuado usando uma centrifugadora da marca Centurion
Scientific, modelo K240, série k2. Esta foi usada para compactar os solidos e para deter-
minar a dgua livre da pasta, designada por Wfree, o que permite calcular a densidade de
empacotamento da pasta. A agua livre é definida como a agua que se encontra livre nos
espacos vazios entre as particulas. Apds 30 minutos do inicio da preparacao da pasta, foram
enchidos 4 tubos, com 30 ml em cada recipiente. Foi entao efectuada a centrifugacao por 15
minutos a 3500 rpm, a uma forca de centrifugacao relativa de 2500xg. No final do processo
de centrifugacao a agua que ficou livre acima da pasta foi retirada com uma pipeta. O
peso de cada um dos recipientes foi medido antes da centrifugacao, winitia, € depois da
centrifugagao de retirada a agua livre, wyinq. A agua livre para cada um dos recipientes foi
entao calculada usando a seguinte expressao:

o Winitial — Wfinal

w; = 20 para i=1,2,3,4. (3.5)

Sendo que o valor de wy,.. € obtida pela média dos 4 valores anteriores através de:

w1 + Wo + W3 + wy

Whree —
free 1

O procedimento utilizado no ensaio de centrifugacao é o seguinte:
e Agitar a pasta com uma espatula para uniformizar o seu contetudo;

e humidificar o interior de cada um dos recipientes;
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e verter 30 ml de pasta em cada um dos recipientes;
e pesar o contetido, como atras foi descrito;
e colocar na centrifugadora e iniciar a mesma;

e no fim do ciclo de centrifugacao, retirar os recipientes e destes retirar o excesso de
agua encontrado na superficie da pasta compactada com uma pipeta;

e pesar novamente cada um dos recipientes e registar o seu peso.

Ensaio de espalhamento

O ensaio de espalhamento foi efectuado para aferir da deformabilidade da pasta e como
parametro de controle para aceitacao dos resultados dos ensaios. Para a realizacao deste
ensaio é necessario dispor de um cone truncado, com didmetros superior e inferior de 19 e
38 mm, e altura de 57 mm.

Este ensaio consiste em humedecer o interior do cone e a superficie da placa de espalhamento,
usando um pano humido, coloca-se a placa sobre uma superficie firme, plana e nivelada e
posicionou-se o cone no centro da mesma, encheu-se o cone de uma s6 vez, sem qualquer
tipo de compactacao, nivela-se a pasta no topo do cone e, em seguida, levanta-se de forma
cuidadosa e continua o cone na vertical. No final do movimento da pasta, mediu-se o
diametro aparentemente maximo da area de espalhamento da pasta, d;;, e o didmetro
perpendicular a este, d;5, onde i representa o niimero do ensaio. Para o valor do diametro de
espalhamento da amostra de betao testada tomou-se a média dos dois diametros registados,
para um melhor controle da amostra, optou-se por efectuar duas amostras, consecutivas,
deste ensaio, sendo que d;; designa o didmetro do primeiro ensaio e dy; o diametro do
segundo ensaio. O resultado final é calculado usando a seguinte expressao:

dy1 + dig + doy + dao

Doy = 1 (3.7)

3.5 Controlo dos resultados

O tempo de escoamento diminui geralmente com o aumento da dosagem de superplas-
tificante, racio sp/c. No entanto, para além de uma determinada dosagem o tempo de
escoamento nao diminui consideravelmente. FEsta dosagem particular, tem sido definida
como a saturacao ou dosagem Optima, ver [4, [74]. A determinagao do ponto de saturagao
¢ geralmente subjectivo, dependendo da forma da curva do grafico de dispersao entre o
tempo de escoamento e a dosagem de superplastificante e o critério do investigador. O
critério aqui usado é o definido por Gomes, em [74], pois a utilizagdo do logaritmo do tempo
de escoamento permite a utilizagao de um critério que depende apenas das caracteristicas
intrinsecas da pasta e nao no volume da amostra em si.

Assim para cada racio w/c foi tracado um gréfico com a dispersao do logaritmo do tempo
de escoamento, log(T flow), contra a dosagem de superplastificante, sp/c em %, obtendo-

se as Figuras 3.1, 3.3] e onde foi possivel aferir em que concentracao de
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superplastificante terminar a amostra para cada um dos racios w/c, considerando, também,
que a concentracao minima de superplastificante a testar seria quando o valor do tempo de
escoamento fosse superior a 55 segundos, ou log(T flow) > 4.007333

log(Tflow)
log(Tflow)

<
T T T T T T 7T T T T T T T 7T el T T T T T T 7T T T 1T T T T T
0.50% 0.80% 1.10% 1.40% 1.70% 2.00% 0.50% 0.80% 1.10% 1.40% 1.70% 2.00%

3.7

splc(%) splc(%)
(a) Racio w/p=0.32 (b) Récio w/p=0.33

Figura 3.1: Procedimentos para a determinacao do ponto de saturagao pelo método de
AFREM
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0.50% 0.80% 1.10% 1.40% 1.70% 2.00% 0.50% 0.80% 1.10% 1.40% 1.70% 2.00%

splc(%) splc(%)
(a) Racio w/p=0.34 (b) Récio w/p=0.35

Figura 3.2: Procedimentos para a determinacao do ponto de saturagao pelo método de
AFREM
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Capitulo 4

Heterocedasticidade dos residuos da
regressao

A regressao linear estuda a relacao entre a variavel dependente ou variavel resposta Y e uma
ou varias varidveis independentes ou regressoras X, ..., X,. O que se procura estabelecer é
uma relagao funcional entre Y e X;,..., X, o que pode ser traduzido por: "Y é explicado
em funcao de Xi,..., X,"ou "os factores explicativos de Y sao Xj,..., X, "ver por exemplo
[106], num vasto leque de obras introdutorias.

Assim, tem-se a funcao f de p variaveis:
Y =f(Xy,..., X)) (4.1)

Parte-se do principio que a equagao (4.1]) envolve um conjunto finito de parametros Jy, . . ., By,
tomando esta relacao o nome de relacao paramétrica.

Um caso particular das relagoes do tipo descritas por (4.1)) sdo aquelas em que a relacdo é
caracterizada pela linearidade dos parametros, isto é, que tomam a seguinte forma:

Y = X8 (4.2)

onde By, ..., [ sdo os parametros, o termo fy é o termo independente que é introduzido no
modelo e representa o ponto em que a recta ou hiperplano da regressao intercepta o eixo
dos yy. S6 em casos muito particulares se supoe que a nulidade das variaveis independentes
implica a nulidade da varidvel dependente. Quando assim acontece é necessario impor a
restricao By = 0.

Ocorrem situagoes em que o modelo (4.1)) nao ¢é linear relativamente aos parametros, mas
recorrendo a uma transformacao da variavel Y, g(Y'), é possivel, em geral, obter uma relacao
da forma (4.2).

Quando se considera [4.2| assume-se que Y ¢é apenas explicado por X. Contudo em situagoes
reais essa hipotese ideal é muitas vezes contrariada, pois devido a natureza dos dados existem
variaveis que nao sao observaveis ou também existem erros de observacao e lidamos muitas
vezes com quantidades aleatorias. O que implica que seja rigida e portanto seja necessario
introduzir uma variavel adicional, que se designara por e.
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Se € for inserido no modelo aditivamente, o modelo teérico definido passa a ser:

Y =Xp+e¢ (4.3)

,

Como € nao é observavel, é designado por residuo, erro ou perturbacao. Desta forma o
modelo (4.3]) tem duas componentes, a componente sistematica ou sinal, X7 e a componente
residual ou ruido e.

Exige-se fazer também uma distingao entre tipos de dados. Dados seccionais sao obser-
vacoes de vérias variaveis numa mesma data ou periodo de tempo. Enquanto que dados
longitudinais sao fruto de observacoes de uma mesma variavel em varias datas.

Considere-se um conjunto de dados com n observacoes. Entao define-se
Y =(Y,Ys,...,Y,)T

como o vector de observacoes da varidvel dependente Y. Defina-se a seguinte matriz

1 2z -+ @ik

1 219 @20 -+ x1p
X =

1 Tin Ton - Tnk

em que a primeira coluna representa o termo independente, em que cada uma das restantes
colunas representa uma variavel independente. Defina-se também os seguintes vectores de
parametros

B = (Bo,P1,---:Bk)T

e o vector de residuos
_ T
€ = (60,61,...,€k>

Como é amplamente conhecido um dos pressupostos do modelo de regressao linear (4.3
¢ o de que os erros devem ter variancia constante. Esta condicao ¢ designada por ho-
mocedasticidade. A varidncia ser constante equivale a supor que nao existem observacoes
incluidas na variavel residual cuja influéncia seja mais intensa na varidvel dependente. Uma
das técnicas usadas para verificar a suposicao de que os residuos sao homoscedasticos, é a
anélise do gréfico dos residuos versus valores ajustados. Este grafico deve apresentar pontos
dispostos aleatoriamente sem nenhum padrao definido, como se pode ver, por exemplo na
Figura [1.1] Se os pontos estao aleatoriamente distribuidos em torno da recta y = 0, sem
nenhum comportamento ou tendéncia, temos indicios de que a variancia dos residuos é
constante. J4 a presenca, por exemplo, de uma forma em funil é um indicativo da presenca
de heterocedasticidade. A hipodtese de igualdade de varidncia, ou homocedasticidade, é
fundamental na analise de modelos de regressao classicos [39]. Apesar de, teoricamente,
esta suposi¢ao ser importante, nao é satisfeita em algumas situagoes [145] [152]. Variancia
nao constante dos residuos do modelo, ou heterocedasticidade, é encontrada em muitos
campos de investigacao como, apenas para citar alguns, biologia [39], desenho de experiéncias
[22, 23] e muito frequentemente em econometria [7, 17, 39, 69, 97]. E o caso também do
exemplo de aplicagao que nos propomos abordar no Capitulo p| em que tratdmos o modelo
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Rstandard residuals
Rstandard residuals
0

X Fitted values

Figura 4.1: Grafico de dispersao dos residuos estudentizados contra a varidvel independente
e contra os valores ajustados do modelo

de propriedades de pastas de betao.

Existem varios tipos de heterocedasticidade. Pode acontecer por exemplo que um conjunto
de dados sejam heterocedastico, mas se dividido em subgrupos de dados, estes ja manifestam
uma relacao homocedastica. Outro tipo de heterocedasticidade é aquela em que a variancia
depende da média da variavel resposta ou de uma ou mais variaveis explicativas.

A heterocedasticidade e o seu impacto no modelo de regressao linear gaussiano tem sido pro-
fundamente estudado, especialmente em econometria. Ficou suficientemente demonstrado
que, usando regressao linear para modelar uma relacao existente entre varidveis e fazer
previsoes com dados heterocedasticos, pode resultar em falhas graves, pois a regiao com
baixa variancia tem menor influéncia na determinacao dos parametros e na determinacao
de intervalos de confianga, do que regices com maior variancia, [12] 69, 07, 1T5].

A modelacao da variancia pode, na regressao linear com dados heterocedasticos, atingir
erros de Tipo I e melhorar as probabilidades dos intervalos de confianca, para previsoes
baseadas em modelos de regressao gaussianos, permitindo alcancar o nivel de poténcia
nominal [39, 145].
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Considere-se o modelo de regressao heterocedastico

Y = XfB+e

var(elz;)) = o2, i=1,...,n. (4.4)

7

Continuamos a assumir que as perturbacgoes nao sao correlacionadas duas a duas, ou seja,
a matriz de covariancia e é diagonal

wp 0 0 ... 0
E[eeT] = 0°Q =02 0 Q?Q O o 0
0 0 0 ... wy

Existem dois tipos de abordagem para estabilizar a heterocedasticidade [39]:
e por via de transformagoes apropriadas;
e usando o método dos minimos quadrados ponderados.

Nas seccoes seguintes vai-se descrever os efeitos que a heterocedasticidade tém na determi-
nacao dos parametros de regressao e na andlise estatistica do modelo obtido e discutir-se
métodos para aferir da presenca da heterocedasticidade e para a sua modelacao.

4.1 Consequéncias de ignorar a heterocedasticidade

Os resultados anteriores implicam que o vector B obtido pelo método dos minimos qua-
drados, na presenca de heterocedasticidade, ¢ ineficiente relativamente ao estimador obtido
pelo método dos minimos quadrados ponderados. Outras dificuldades que advém de ignorar
a heterocedasticidade patente nos dados sao a seguir brevemente afloradas e comentadas.

Ineficiéncia do Estimador de Minimos Quadrados

Se a matriz de covariancia do estimador 5 do método dos minimos quadrados, a saber
Y= o?(XTX) ™, (4.5)
e a matriz de covariancia do estimador do método dos minimos quadrados ponderados,

55 = 03 (XTX) 7 (XTOX) (XTX) ! (4.6)

nao coincidem entao o estimador do desvio padrao dos parametros é desadequado.

Efeitos nos testes de hipoteses

As estimativas das variancias e covariancias do estimador de [ pelo método dos minimos
quadrados sao enviesados e inconsistentes quando a heterocedasticidade esta presente (ver
[94, [153]), logo os testes de hipdteses sao invélidos. Basta notar que, para o teste F' temos
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que como a variancia estimada, s2, ndo ¢ constante, o teste é habitual perde sentido e
precisaria de ser reformulado.

Efeitos na previsao

Previsoes baseadas no método dos minimos quadrados sao nao enviesadas, mas as previsoes
sao ineficiente, porque as estimativas sao ineficientes. Destacamos as seguintes particularida-
des dos estimadores do método dos minimos quadrados na presenca de heterocedasticidade:

e como nao sao verificadas as condicoes de Gauss-Markov nao temos garantia de que
o estimador pelo método dos minimos quadrados seja, em geral, o melhor estimador
linear nao enviesado e que seja eficiente. As previsoes obtidas por este estimador sao
também, em geral, ineficazes;

e os desvios padrao estimados e covariancias dos coeficientes de regressao sao tendenci-
0s0s e inconsistentes, e, portanto, os intervalos de confianca, seja para os parametros
seja para as previsoes, sao invalidos.

Matriz de covariancia do estimador dos parametros

Seja
9 €Te eTMe
pu— = 4-7
° n—k n-—k (47)

onde M = I, — X(XTX) ' XT. Logo, substituindo a expressao de M em (4.7)) temos

eT TX) 1XTé
82:6)(()()(3C XTe (48)
n_

o que implica que a diferenca, em termos de segundos momentos, entre o estimador usual e
o estimador apropriado é [69]:

var(B1X) — var(B]X) = o} (XTX)"' — c2A(XTX) T (XTOX)(XTX). (4.9)

2

Numa amostra suficientemente grande, tal que s?> ~ o2, a diferenca entre variancias é

aproximadamente
o2 (XTX\ ' /XTX  XTOX) /XTX\ !
o° _ (4.10)

n n n n n

e daqui temos que essa diferenca é

XX XTQX " /1 " sw;

1=1

onde se considera que os pesos sao 1 para o primeiro estimador e w; para o segundo estimador.
A diferencga entre os pesos w;/n e 1/n depende dos w; usados. Se estes sdo relacionados com
x; a diferenca pode ser consideravel, caso contrério, se os pesos nao sao correlacionados com
x;x], os pesos tenderdo a ser iguais. Portanto, a eficiéncia do estimador B prende-se com o
facto de a heterocedasticidade ser ou nao relacionada com z; ou x; X x;. Logo a conclusao
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a tirar é que, em geral, se a heterocedasticidade nao for correlacionada com as variaveis do
modelo, pelo menos em grandes amostras, o estimador dos minimos quadrados, apesar de
nao ser eficiente, nao é incorrecto. Quando se esta numa situacao em que o estimador do
método minimos quadrados for ineficiente deve-se usar o método dos minimos quadrados
ponderados que é um caso particular do método dos minimos quadrados generalizado que
a seguir se introduz.

4.2 Método dos minimos quadrados generalizados

O modelo linear gaussiano tém como hipdtese a varidncia constante, ou seja,
F(e|X)=0>>0 para i=1,...,n.

No entanto, em muitas situagoes praticas, isso nao é possivel. Entao torna-se necessério
relaxar essa hipdtese. Como tal, vamos supor que

var(Y) = a*Q (4.12)

onde (2 é uma matriz diagonal, n xn, conhecida. A interpretacao desta condicao é que, se () é
diagonal, entao as observacoes de Y nao sao correlacionadas, mas tém variancias diferentes.
Se algum elemento de €2 pertencente a diagonal fosse nao nulo entao as observagoes seriam
correlacionadas.

Considere-se o seguinte modelo

Y = Xf[+e
E(e) = 0 (4.13)
var(e) = o°Q

entao o estimador B determinado pelo do método dos minimos quadrados, ja nao é eficiente.
Como 0%() é a matriz de covariancia dos erros, {2 é nio singular e definida positiva, logo
existe uma matriz U, n X n, nao singular e simétrica, tal que Q = UTU = UU.

Defina-se entao

Z = UY
V = U'X (4.14)
u = Ule
O modelo (4.13) vem
U'Y =U'XB+Ue (4.15)

ou seja
Z =VB+u. (4.16)
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Da hipoétese exogeneidade do método dos minimos quadrados vem que os erros deste tltimo
modelo sdo centrados E(u) = 0. Mais, a matriz de covariancia de u ¢ dada por

var(u) = E((u = E(u))(u - E(w))7)
= E(uuT)
= E(U teeU™)
= U 'E(ee) U ™)
= U QU

= o]

Logo os elementos de v tem média nula e variancia constante. Como estamos nas condi-
¢coes do modelo de regressao linear mais simples, podemos aplicar o método dos minimos
quadrados isto ¢, minimizamos

SQR = Zugui:uTu
i=1

— (Y - XA - XB) (4.17)
YTOY — 28TXTQY 4 BTXTO X,

Derivando em ordem a /3, obtemos

OSQR

95 —2XTQ7Y + XTQ 71X} (4.18)

que tem como solugao

B=(XTQ' X)) XTQ Y, (4.19)

O estimador apresentado em deve ser usado na pratica sempre que os pressupostos
do modelo de regressao linear pelo método dos minimos quadrados usual sejam violados. A
dificuldade da sua utilizagao esté no facto de €2 ser suposto conhecido. Em termos estatisticos
a ideia sera substituir {2 por uma sua estimativa empirica com os perigos que dai advém
para as propriedades do estimador. Para tal considere-se o método dos minimos quadrados
ponderados a seguir descrito.

4.3 Meétodo dos minimos quadrados ponderados

Um dos pressupostos subjacentes a maioria dos métodos de modelacao matemética de
regressao por minimos quadrados, incluindo lineares e nao lineares, ¢ que cada ponto
correspondente a uma observacao fornece informacgoes igualmente precisas sobre a parte
deterministica da variacao total do processo, ou seja, o desvio padrao do termo de erro
é constante ao longo de todo a distribuicao das varidveis explicatorias. Esta hipdtese, no
entanto, claramente nao é sustentavel em todas as aplicagoes. Em situagoes como a que
acabamos de descrever, quando nao parece ser razoavel supor que cada observacao deve ser
tratada de igual forma, o método dos minimos quadrados ponderados pode muitas vezes
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ser utilizado para maximizar a eficiéncia na estimacao de parametros. Isso é feito para
tentar dar a cada individuo observado a sua quantidade adequada de influéncia sobre as
estimativas dos parametros. Um procedimento que trata todos os dados igualmente daria
a pontos medidos com menos precisao mais influéncia do que deveriam ter e daria a pontos
de elevada precisdo muito pouca influéncia, ver [39).

Quando os erros, €, nao sao correlacionados, mas tém varidncia nao constante, tal que a
matriz de covariancia de € é

o (1) .0
o?Q = o? 0 w_2 ; (4.20)
0 0 -
Considerando
W=

como {2 é uma matriz diagonal, W também é uma matriz diagonal cujos elementos sao os
pesos Wy, W, - . ., Wy,. Substituindo Q= por W em (4.19)), temos o estimador de minimos

quadrados ponderados de [3: R
B=(XTWX)'XTWY. (4.21)

Seja, entdo, Z = z1,..., 2, e h(Z) = diag(W)
var(e|Z) = o*w(Z) (4.22)

onde w(Z) > 0, com vista a preservar a positividade do segundo momento, é uma fungao
da variavel que representa a heterocedasticidade, assumindo que w(Z) é conhecida, temos
que para cada uma das observacoes i da populagdo, podemos expressar a variancia dos
parametros na equacao de regressao como

0‘12 = ”UCLT’(6|Z7;) = O'Q/ZU(ZZ) == O-sz‘ (423)

onde w; varia com cada uma das observagoes z;. Dada essa estrutura, pode-se entao
transformar a equacao de regressao dos minimos quadrados, de modo que o erro se torne
homocedastico e satisfaca os pressupostos do teorema de Gauss-Markov.

Considere-se a transformacao onde se divide o termo do erro por /w;. Entao o novo erro
fica €;/w;. Com isto temos que a variancia do modelo fica

var (\/EZTZ|ZZ> =E (;—Z|ZZ> = 02% = o2, (4.24)
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Entao o novo termo é homocedéstico, e como consequéncia disto podemos dividir a equacao
de regressao por v/h;, tal que

Vo2 Ja2) | JaZ)

Embora esta nova equagao de regressao parecer peculiar, e parecer complicar a interpretacao,
o investigador tem que ter em mente que esta transformacao é realizada de modo a alcancar
a eficiéncia dos parametros, ou seja, obter a varidncia correta. Quando se interpretam
os resultados, o investigador deve estar preocupado com a forma de regressao original, nao
transformada, e nao a equacao de regressao pelo método dos minimos quadrados ponderados.
Por fim, note-se que a equacao ainda ¢ linear nos parametros, e satisfaz todas os
pressupostos do teorema de Gauss-Markov para o método dos minimos quadrados, desde
que além da heterocedasticidade, todos os outros pressupostos nao sejam violados.

(4.25)

Y XT3
w

Uma observacao pertinente sobre este método ¢ que atribui maior peso a observacoes com
menor variancia, ou seja, as observacoes com menor variancia tem um contributo maior para
a determinacao das estimativas dos parametros,. No entanto o estimador obtido por esta
via apresenta boas propriedades, sendo uma delas fulcral para os nossos propoésitos, que vem
do facto de, ver [144], Visek (2011) ter demonstrado a sua consisténcia e robustez mesmo
na presenca de heterocedasticidade.

Em termos de implementacao do método, existem versoes iterativas, com grande interesse
pratico.

Versao iterativa dos minimos quadrados ponderados
Considere-se a norma L,, onde 1 < p < 2, representada por:
Y = XTB[IP = (Y = XTB)TW(Y — X7p) (4.26)

onde )
W = diag(|ly; — z] B]*7P),

sendo x; e y; a linha ¢ de X e de Y respectivamente. Descrevemos o seguinte algoritmo
iterativo para o método dos minimos quadrados ponderados, em que a sequéncia de pesos
W®) e coeficientes ) sdo encontrados passo-a-passo, ver [36].

1. Definir um limite para o residuo inicial, €1, que pode ser dependente dos dados; definir
um valor elevado para o peso dos residuos W,,; definir critérios de paragem, €3 € k0.

2. Calcular a matriz diagonal W) tal que
wk lyi — ITB(k)‘%p,
excepto se |y; — #1327 < ;. Tomar w; = Whig-

3. Calcular B(’“) resolvendo o problema do método dos minimos quadrados ponderado,
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isto é minimizando

(Y = XTH)TW(Y — XTH).
4. Se [|B*HD — M| < &y, tomar § = S*HD ¢ terminar.

5. Se k < kpaz, voltar ao passo (2); caso contrario o algoritmo nao convergiu no nimero
de passos pretendido.

Este método ¢ de facil implementacao e fidvel, excepto quando o valor absoluto dos residuos
for igual ou muito proximo de zero, para mais pormenores ver [86].

Coeficiente de determinagao em regressao pelo método dos minimos
quadrados ponderados

Considere-se o modelo
Y =X"8+¢ (4.27)

onde  é um vector, k x 1, de parametros desconhecidos, € é um vector, n x 1, de variaveis
aleatorias nao observadas, com € ~ N(0,02W), e W é uma matrix diagonal, n x n, com
elementos w;; > 0 na sua diagonal. Como usual W nao é conhecida e é necessario estimar
através dos residuos de uma regressao pelo método dos minimos quadrados.

Seja, entao a equacao transformada
WYy = WViXTR 4 WY 2 (4.28)
fazendo Y* = W12y, X* = W~12XT e ¢ = W~'/2¢, de onde obtemos
Y*=X"6+¢€". (4.29)

Willett et. al (ver [I54]) afirma que o coeficiente de determinagao de uma regressao pelo
método dos minimos quadrados ponderados nao tem a mesma utilidade que o coeficiente de
determinagao usual, pois

R, =1 (4.30)

- SQT YVHAY* — Y+

SQR _ (m —XBYY - mw)
onde 3* sdo os coeficientes de regressao pelo método dos minimos quadrados ponderados.
Logo R%,;¢ ¢ o coeficiente de determinagdo dos dados transformados, e é a medida de
proporc¢ao da variacao de Y ponderado explicado por X ponderado. Assim o que o coeficiente
de determinacao que surge na maioria dos pacotes estatisticos computacionais quando é
feita uma regressao pelo método dos minimos quadrados ponderados reflecte a eficiéncia
da ponderacao em resolver o problema de heterocedasticidade: mas de um ponto de vista
aplicado é mais realista e eficiente reportar o coeficiente na métrica original. Entao Willett
et.al. propoe um novo coeficiente de determinacao

(4.31)

(Y — XTB)(Y — X75")
pseudo R%VLS =1- < vV e
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uma estatistica que obviamente sera menor que a obtida na regressao original sem ponde-
racdo. A utilidade de R? para a inferéncia da qualidade de ajustamento de um modelo de
regressao tem sido debatido ao longo dos tempos, ver |28 29] 96| 100], como complemento a
este valor foi sugerida a estatistica R2, que se revela mais fidvel. Draper, em [56], propoem
um outro critério, apelidado de critério Box-Wetz, como alternativa a R?

" maxY — minY (4'32)
(k—1)s%/n

onde Y sao os valores ajustados da regressio, s* estima a variancia do modelo, 02, e k é o
niimero de parametros do modelo. Draper considera que um bom ajustamento do modelo é

obtido para valores de u superiores a 10.

Perante estes resultados conclui-se que basear qualquer analise estatistica de um modelo
de regressao linear, tanto cléssico como ponderado, usando apenas o coeficiente de deter-
minacao para avaliar da qualidade do ajustamento, impedira a revelacao de caracteristicas
importantes dos dados e inadequagao do modelo, [96], sendo que Kvalseth recomenda uma
andlise detalhada dos residuos para revelar estruturas e informacao que poderao melhorar
a qualidade da analise do modelo.

4.4 Residuos

Todos no6s sabemos que os residuos sao a base dos métodos de diagndstico em modelos de
regressao linear. Suponha-se que ajusta um modelo aos dados, assumindo uma variancia
do erro constante 0. Os residuos comuns sao dados pela diferenca entre as respostas e os
valores ajustados

€& =Y — U, para 1=1,...,n (4.33)

Os residuos comuns nao sao correlacionados com os valores ajustados ou quaisquer combi-
nacoes lineares das variaveis independentes. Logo, padroes que se identifiquem nos graficos
dos residuos contra qualquer uma das variaveis revelam violagoes das hipoteses do modelo.

Se o modelo estiver devidamente ajustado, entao os residuos comuns sao variaveis aleatorias
com média nula e variancia dada por:

var(e;) = o*(1 — hy) (4.34)

onde h; é chamado de valor de alavanca. Em modelos lineares este valor estd compreendido
entre 0 e 1 (ver [147]) dependendo da localizacdo dos valores previstos para uma determi-
nada observacao em relacao a outras observacoes. Valores levados de h; correspondem a
observacoes com valores invulgares de x; que puxam a superficie de regressao, enquanto
valores baixos de h; correspondem a observagoes proximas do modelo considerado.

Residuos de observagoes com valores elevados de h; tem menor variancia. Para corrigir este
efeito pode-se dividir o residuo por uma estimativa do seu desvio padrao e assim surgem os

residuos studentizados: .
(A

V1= h; (4.35)

e 6(i)
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onde &(Qi) é uma estimativa de o° calculado da regressao eliminando a observacao i. Se

os erros originais forem normalmente distribuidos, entao ep; segue uma distribuicao ¢ de
Student com n — k — 2 graus de liberdade e os residuos estudentizados podem ser usados
para testar outliers.

2

Se o modelo é ajustado usando o método dos minimos quadrados ponderados, com pesos w;,
conhecidos e positivos, entao os residuos comuns sao substituidos pelos residuos de Pearson

epi = /Wies (4.36)

Os residuos estudentizados nao sao afectados pelos pesos, pois os pesos sao cancelados pelo
numerador e denominador na respectiva formula. Para além dos habituais testes para a
andlise da gaussianidade dos residuos, da sua independéncia e colinearidade ¢ recomendado
a anélise grafica dos mesmos.

Graficos de diagnéstico

Cook et. al [44] [45] sugerem que em complemento a testes formais utilizados para diagnosti-
car a violagao da hipotese nula de homocedasticidade do modelo de regressao gaussiano, se
use analise de graficos dos residuos contra as variaveis independentes ou os valores ajustados.

Considere-se entao o modelo

Y = X'f+e¢€
e ~ N(0,0%1) (4.37)

onde 8 é um vector, k x 1, de parametros desconhecidos, € é um vector, n x 1, de variaveis
aleatorias nao observadas, e 02, constante desconhecida, ¢ a variancia do modelo (4.37)).
Colocando a hipotese alternativa de que a varidncia nao é constante, entdo a matriz de
covariancia dos erros é

oW, (4.38)

onde W é como na Secc¢ao e o2 ¢ o verdadeiro parametro de escala ou variancia do modelo.
A matriz W é uma matriz diagonal, n x n, com w; = w(z;,d) onde z] = (z1,...,2q) é a
i-ésima linha de uma matriz conhecida Z, Z é a matrix de parte ou totalidade das variaveis
independentes X, sendo § um vector de dimensao ¢ x 1.

Se ajustarmos o modelo (4.37) ao conjunto de dados, mas a matriz de covaridncia dos
verdadeiros erros é (4.38) entao

J#
Como E(¢?|z;) depende de (1—h;;) mesmo quando W = I, Cook et. al [44] sugerem substituir

€; por b; = €;/+/(1 — h;i), onde €; é o residuo i do modelo 1)
Apresentamos de seguida uma breve discussao dos diferentes tipos de graficos de residuos a
que podemos recorrer.
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Graficos lineares dos residuos

Se se suspeitar de que a variancia é nao constante e ¢ uma funcao de variavel peso z;, um
método de diagnostico consiste em construir o grafico de dispersao da variavel b; contra a
variavel z;, pois a média de b;|z; é zero . Logo a forma deste grafico é determinado
pela variancia:

B2
var(biz) = E(b?|z) = ((1 — hyi)w; + Z ﬁ) o) (4.40)

Para melhor se observar a fun¢ao peso, w, é sugerido que se remova o factor (1 — h;;) do
primeiro termo da equacgao . Isso é conseguido fazendo o grafico da varidvel €_; =
bi/+/(1 — hi;) contra a variavel z;, onde é_; sao os residuos estudentizados do modelo de
regressao obtido pelo método dos minimos quadrados. Se a variancia for, por outro lado,
uma funcao da resposta esperada, entao as expressoes indicam que a forma do grafico
linear dos residuos é dado por
E(&y:) £ s.e.(é]yi).

Como a média condicional, E(€;|7;), ndo é completamente conhecida, pois =] ¢ desconhe-
cido, substituindo =} por .CL'IB, entao a forma do gréafico pode ser aproximado considerando
0 £ s.e.(&9;) contra g;. Como exemplo ilustrativo considere-se a Figura

Graficos quadraticos dos residuos

Como os graficos dos residuos lineares conduzem a alguma dificuldade para identificar a
funcao w directamente, pois, repare-se na Figura4.2] esses residuos sao simétricos em relagao
ao eixo horizontal, para eliminar essa dificuldade Tsai et. al [138], recomendam que se
apresente o grafico dos residuos quadrados €2 contra z;. O padrao deste grafico é determinado
por

[E(é(Qi)|zi) + s.e.(éy]2)

onde s.e.(€4)|%) = ﬂvar(ééﬂzﬁ. Obviamente o limite inferior deste grafico é 0 pois os
residuos quadrados sao nao negativos. Se o segundo termo na equagao for ignorado,
entdo s.e.(€x|Z) = v2w;. Logo o padrio do grafico dos residuos estudentizados pode
identificar directamente a funcao peso w para situacoes de variancia nao constante. Note-se
que o mesmo se aplica para os valores ajustados da forma que foi referida quando tratamos
da aproximacao em graficos lineares de residuos. A Figura ilustra esta abordagem.

Grafico parcial de residuos

Um grafico parcial de residuos é usado para visualizar os efeitos de uma variavel independente
na resposta, ao remover os efeitos dos outras variaveis independentes. O residuo parcial para
a variavel 5, para j =1,...,k, é

Y; — (BO + ZXZ-J-,B].) =YVi+é— <BO + ZXZ-]-,B]-,> = X3 + é. (4.41)

J'#3 J'#i
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De notar que o lado esquerdo de (4.41)) indica que o residuo parcial é a resposta com os
efeitos de todas variaveis independentes, excepto a variavel j. O lado direito de (4.41]) indica
que o residuo parcial é também igual ao residuo com o efeito da varidvel j adicionado de
volta. O gréfico parcial de residuos é simplesmente o grafico de dispersao da resposta contra
estes residuos parciais. Vejamos o seguinte exemplo ilustrativo.

Counsidere-se o modelo
Y =5X +2X? +e (4.42)

onde X ~ N (0,1) e e ~ N(0,1), e ajuste-se o modelo linear
Y = X, (4.43)

usando o método dos minimos quadrados. Como se pode verificar pela Figura [4.4] o nosso
modelo linear ajustado (linha vermelha) ndo constitui um bom ajuste aos dados. Pelo
contrario a linha verde, obtida usando uma regressao por Loess, (ver [85]) para mais detalhes
sobre este método e outros métodos nao paramétricos), traduz um ajustamento melhor aos
dados, ou seja, o modelo nao reflecte o comportamento das observacoes e portanto é
necessario adicionar um termo ao modelo , sendo que neste caso o termo & X2

4.5 Testes a forma funcional da regressao

Testes a forma funcional da regressao sao uma parte importante de qualquer anélise de um
modelo. Nesta seccao vamos estudar alguns desses testes. Para uma leitura mais completa
recomenda-se Thursby [134] e Thursby et. al [135].

RESET (Regression Specification Error Test)

Ramsey [116] desenvolveu um teste estatistico para a qualidade da especificagdo do modelo
de regressao linear gaussiano acrescentando um conjunto de regressores Z, tal que o modelo
aumentado é

Y = X8+ ZT. (4.44)

Se Z fosse conhecido, entao o teste reduz-se a um teste F' para Hy : ~ = 0. O ponto
crucial é a escolha das variaveis Z. Esta escolha depende da verdadeira forma funcional do
modelo sobre a hipotese alternativa, que normalmente é desconhecida. Esta dificuldade pode
ser ultrapassada usando poténcias das variaveis do modelo original como descrito em [116J.
Outra forma de proceder consiste em usar momentos de ordem mais elevada de Y = XT7/.
Para efectuar este teste é usual proceder da seguinte forma:

1. aplicar o método dos minimos quadrados a 1) para encontrar Y

2. aplicar o método dos minimos quadrados a

Y =Y +75Y2 4 . 44,7 (4.45)
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Sobre a hipotese nula, tem-se

R?-R2
m

R Fle—tn—k—m) (4.46)
n—(m+k)—1

onde R% e R? sdo o valor de R? respectivamente da primeira e segunda regressao.

Thursby [134] desenvolveu um procedimento para fazer a distin¢ao entre erros de especifi-
cacao da forma funcional do modelo e heterocedasticidade. Esse procedimento consiste em
usar simultaneamente o teste Reset e o teste de Goldfeld-Quandt (ver paragrafo (4.7.3)) mais
abaixo). Thursby deduz a independéncia dos dois testes e a utilidade de ambos. Conclui que,
se o teste Reset é insensivel & heterocedasticidade, entao, independentemente do resultado do
teste de Goldfeld-Quandt, uma estatistica de teste Reset significativa implica que o modelo
nao esta devidamente especificado. No caso contrario, ou seja, se tivermos um valor da
estatistica significativo para o teste de Goldfeld-Quandt e nao significativo para o teste Reset,
estamos na presenca de heterocedasticidade. Estatisticas com valores nao significativos em
ambos os testes implica que nao existe nenhum problema de heterocedasticidade.

Teste rainbow

A ideia bésica por tras do teste Rainbow (ver [I4I]) ¢ que, mesmo quando a verdadeira
relacao entre a variavel resposta e as variaveis explicativas ¢ nao-linear, um bom ajustamento
linear pode ser obtido sobre subconjuntos da amostra. Por conseguinte, o teste rejeita a
hipotese nula de linearidade sempre que o valor de R? no ajuste global é significativamente
inferior ao valor de R? sobre um, adequadamente seleccionado, subconjunto dos dados.
Seja €Te a soma do quadrado dos residuos pelo método dos minimos quadrados para as n
observacoes e seja €7€ a soma do quadrado dos residuos obtidos pelo método dos minimos
quadrados a partir meio das observagoes (n/2 observacoes). Entdo, sobre a hipotese nula
Hy, o teste da hipotese

Hy:0®=F(Te/(n—k)) = E(€€¢/(n/2 —k))
H,:0® <E(Te¢/(n —k)) < E(€€/(n/2—k))

segue a seguinte distribuicao

—ae— ~ Flojam2—) (4.47)

A questao crucial no teste Rainbow é a escolha adequada do subconjunto a usar na cons-
trucao da estatistica. Isto afecta a poténcia do teste e, naturalmente, a distribuicao da
estatistica de teste sob a hipotese nula. Utts [141] recomenda pontos proximos de X, para
a construcao da amostra, uma vez que um incorrecto ajuste linear, em geral, nao ira ser tao
flagrante nas proximidades de X como seria em regides mais afastadas. A proximidade a
X é medido pela magnitude dos elementos diagonais correspondentes da matriz H, matriz
alavanca na regressao. Pontos proximos sao aqueles com baixa alavancagem h;. O tamanho
ideal do subconjunto a testar depende da hipdtese alternativa. Utts recomenda que se use
cerca de metade das observacoes, a fim de obter alguma robustez em relacao a outliers.
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4.6 Transformacoes para a homocedasticidade

No chamado método de regressao linear, ver por exemplo [40], a transformagao da variavel
dependente esta suficientemente generalizada para lidar com a heterocedasticidade, depen-
dendo da distribuicao dos dados. Se a variancia pode ser representada como uma forma
conhecida dependente da média, o investigador pode resolver a questao da heterocedasti-
cidade usando uma transformacao de variavel conveniente. Por exemplo, se o investigador
suspeitar que a variancia é proporcional ao quadrado da média, entao é possivel aplicar
a transformacao logaritmica & variavel da resposta. Por outro lado, se a variancia parece
ser directamente proporcional a média entao, usando a transformacao da raiz quadrada da
variavel de resposta, obteremos um modelo homocedastico.

Uma transformagao da varidvel resposta, no entanto, deve ser usada com discri¢ao, pois
se os dados sao lineares e heterocedasticos, se for aplicada uma transformacao desaquada
podemos destruir a linearidade e assim vir a reduzir a precisao das previsoes obtidas por
modelos de regressao que assumem linearidade.

Outro desafio que surge esta naturalmente na seleccao da transformagao adequada. Um dos
métodos mais comuns para identificar o tipo de heterocedasticidade que depende da média
consistem em analisar o grafico dos quadrados dos residuos contra os valores ajustados
no modelo de regressao [44] [I38]. No entanto, apesar deste procedimento ser simples,
identificar uma transformacgao apresenta algumas dificuldades, isto porque os dados podem
ter caracteristicas tais como outliers ou serem nao lineares. Um caso ilustrativo esti
representado na Figura [4.5] em que uma simples transformacao logaritmica evidencia uma
forma simples de eliminar a heterocedasticidade que resultou bastante bem nestes dados. A
forma como medimos os dados ou observacoes em diversos casos nao reflecte as relagoes entre
eles e, tal como Tuckey afirma em [137], aprender a transformar os dados ¢ uma arte subtil
da anélise de dados. Veremos que no problema que nos interessa investigar essa questao é
colocada. Colocam-se as seguintes questoes:

e Como escolher essa transformacao?
e Havera alguma transformacao dos dados que facilite a anélise de regressao?

e Como decidir uma transformagao é a mais adequada aos dados em estudo?

Uma transformacao revela-se proveitosa dividem-se em trés tipos de situagoes:

1. Variavel resposta ter uma distribuicao nao normal conhecida. Para solucionar esta
problema é escolhida uma transformacao tal que a varidvel transformada tenha uma
distribuicao o mais préoximo possivel da distribuicao normal;

2. o valor esperado da resposta, E(Y), esta relacionado com as varidveis explicativas X
através de uma funcao nao linear nos parametros;

3. a distribuicao dos erros e a forma funcional da regressao nao conhecidas de forma
precisa. E a que apresenta mais dificuldades em solucionar.
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Como idealmente se pretende uma transformagao que forneca um modelo facilmente inter-
pretavel e que faca sentido cientificamente, com variancia constante e erros aproximada-
mente normais, relembramos procedimentos habitualmente usados para resolver este tipo
de problemas, para uma descrigdo mais detalhada consultar [39).

Transformacao de poténcias
E a familia de transformacoes mais conhecida:
U(U,\) =U* (4.48)

O parametro A pode assumir varios valores, por regra entre —2 e 2, mas usualmente restringe-
se ao intervalo —1 e 1, sendo que os mais facilmente identificados sao:

e \ = 1/2 para a raiz quadrada;

e )\ = 1/3 para a raiz cubica;
e )\ = () para o logaritmo natural;
e )\ = —1 para a transformacao inversa,

e )\ =1, em que nao se faz qualquer transformacao.

Fox et. al, [64], descreve um processo em que se podem usar métodos empiricos para se
encontrar um valor optimizado de A, usando o grafico de cada um das variaveis explicativas
contra os valores ajustados do modelo, e visualizando uma linha que reflicta a relacao entre
esses valores e a variavel explicativa.

Naturalmente em muitos destes casos, a varidvel a transformar tem de ser estritamente
positiva.

Método de Box-Cox

Quando a distribuicao normal nao se adequa aos dados, muitas vezes é 1til aplicar a
transformagao de Box-Cox para obtermos a normalidade, ver [147]. Considerando 1, ..., x,
os dados originais, a transformacao de Box-Cox [21], recorre & fun¢do de verosimilhanga
para estimar o valor de A, ver Figura [4.6

Esta transformacao é dada por:

A

y; —1
2= se NF#£D0,
yM = A 7 (4.49)

In(y;) seA=0,

Regra de Mosteller e Tukey

Se uma relacao é nao linear, mas no entanto é mono6tona e a curvatura da funcao de regressao
é relativamente constante, Mosteller e Tuckey, em [105] propdem uma regra ilustrada na
figura que pode guiar-nos na escolha de transformacoes para a linearizacao.
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4.7 Pré-Testes

Pelo que j4 foi dito e pela consulta da literatura que existe um consenso generalizado segundo
o qual é necessario tomar medidas correctivas na presenca de dados heterocedasticos. Nao
existe, no entanto, nenhum teste estatistico para decidir da presenca ou nao de uma relacao
heterocedéstica que seja comummente aceite. Ao longo dos anos tém sido desenvolvidos
varios testes dos quais se podem citar os testes de White, Goldfeld-Quandt, Glejser, Theil,
Breuch-Pagan e Szroeter, entre muitos outros, (ver [39, [45] 69]).

A maior parte destes testes sao nao construtivos, ou seja, sao usados para determinar se
estamos ou nao na presenca de heterocedasticidade, mas nao revelam nada sob a forma
funcional dessa heterocedasticidade. Testes construtivos, por outro lado, requerem a especi-
ficacao e estimacao de uma estrutura paramétrica da forma funcional da heterocedasticidade
sao testes do tipo Wald ou racio de verosimilhanca que permitem esta modelagao da hete-
rocedasticidade.

As formas de heterocedasticidade mais usadas sao a aditiva e a multiplicativa.

e Aditiva tem a seguinte forma

2 _ T -
o; =4;v, para i=1,...,n.

e A heterocedasticidade multiplicativa investigada pela primeira vez por Park [I14] e
mais tarde aprofundada por Harvey [83] tem a seguinte forma:

of =exp(Z]vy) para i=1,...,n.

Nas proximas sub-seccoes vamos descrever alguns destes testes, e comentar sobre a sua
poténcia e introduziremos uma técnica de Monte Carlo para minimizar o problema de erros
de Tipo I que estes testes apresentam (ver [5§]).

4.7.1 Teste de White

Seja € = (€1,...,€,) o vector dos residuos calculados usando o método dos minimos quadra-
dos e seja
1
6% = €Té
n—=k

o estimador da sua variancia assumindo a homocedasticidade. Quando a hipdtese de
homocedasticidade é verdadeira temos que

sao estimadores consistentes da mesma matriz de covariancia. No entanto, caso a hipotese
nula seja falsa, estas tendem a divergir. Ou seja, construindo uma estatistica baseada neste
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facto podemos avaliar da veracidade da hipdtese nula. O que White, [153] propoe é que,
na versao mais simples, se considere a estatistica nR?, onde R? é calculado da regressao €2,
onde € sao os residuos da regressao original, nas variaveis XT &) X7, onde sdo eliminadas
as variaveis redundantes. Sobre a hipotese nula nR? tem uma distribuicdo qui-quadrado
com graus de liberdade igual ao nimero de varidveis desta ultima regressao. Ou seja, se
ndo existirem redundancias em X7 () X7, entdo o nimero de variaveis serd k(k +1)/2 — 1.
White em [I53] defini as condigbes suficientes para que estes resultados sejam aplicaveis.

Tal como White afirma, este teste também é um teste de ma especificacao da forma funcional
da regressao original, pois, por exemplo, seja z; € X uma variavel, se a estatistica de White
mostrar evidéncias que devemos recusar a hipotese nula e o investigador nao suspeitar de
evidéncias de heterocedasticidade entao o teste é conclusivo de que falta uma variavel na
forma funcional da regressao, por exemplo, 2.

4.7.2 Teste do coeficiente de correlacao de Spearman

Yin et. al [I56] sugere que se use o coeficiente de Spearman, para criar uma estatistica para
avaliar se a variancia é constante.

O coeficiente de correlacao de Spearman é uma medida nao paramétrica de dependéncia
estatistica entre duas variaveis que, ao contrario do coeficiente de correlacao de Pearson,
nao é afectado pela hipotese da distribuicao das varidveis em estudo nao serem normais.
Para uma amostra de dimensao n e variaveis X e Y, os ranks de ambas as variaveis, x; e
yi, sao determinados e calcula-se a sua diferenca d; = x; — y;. O coeficiente de correlacao de
Spearman é

ps=1-— 6§:n&_n : (4.50)
=1

Yin et. al considera o seguinte procedimento:

e considera-se o valor absoluto dos residuos da regressao original e uma das varidveis
independentes Xj;

e calcula-se o indice na ordenacao desses mesmo residuos e na ordenacao da variavel
independente e determina a diferenca entre esses indices:

d; = rank(|e;|) — rank(X;);
e considere-se a hipotese nula
H() : P = O,

de que o coeficiente de correlagao de Spearman é nulo.

n—29 1/2
T:p(l—ﬁ>

que tem uma distribuicao ¢-Student com n — 2 graus de liberdade;

e 3 estatistica de teste é
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e se o valor-p for superior ao nivel de significancia pretendido, nao rejeitamos a hipotese
nula de homocedasticidade, caso contrario, rejeitdmos a hipotese nula.
Torna-se entao necessario investigar o modelo quanto a presenca de heterocedasticidade.
Note-se que este resultado implica, caso se rejeite a hipotese nula, que existe uma correlacao
entre as variaveis em estudo, portanto os residuos tém uma associacao com a variavel
independente usada no teste.

4.7.3 Teste de Goldfeld-Quandt

Considere-se um conjunto de observagoes, X, de variaveis explicativas e Y uma variavel
resposta. Assuma-se que se pode dividir as observacoes em dois grupos tais que, sob a
hipotese de homocedasticidade, os dois grupos apresentam a mesma variancia, e que na
hipotese alternativa as variancias variam nos dois subgrupos, ou seja,

Hy: o? =02
H,: o} # 0, (4.51)

onde 0% é a variancia dos residuos da regressao de X; em Y; com n; observagoes e o5 ¢ a
variancia dos residuos da regressao de X5 em Y5 com ny observagoes.

O que é sugerido por Goldfeld et. al [73], é que se ordene as observagoes de forma a separar as
que apresentam maior variancia das de menor variancia. A estatistica de teste requer dividir
a amostra em dois grupos com n; e ny observagoes respectivamente. Para obter variancias
estatisticamente independentes estima-se a regressao para cada um dos subgrupos e toma-se
a seguinte estatistica

eler/(ng — k)
elea/(ng — k)
onde e; e ey sao os vectores de residuos de cada uma das regressoes, com n; > n,. Sob a
hip6tese nula tem-se

GQ = (4.52)

GQ ~ F(nlfk,ngfk)-

Goldefeld et. al sugere que se omitam algumas observagoes no centro da amostra, no entanto,
quantas mais observacoes se eliminar, menor serao os graus de liberdade em cada um dos
grupos. Varios autores sugerem que se evite eliminar mais que 1/3 da amostra.

Quando a hipotese nula é verdadeira, a estatistica G() segue exactamente uma distribuicao
Fin—kma—r), € a dimensao do teste é correcta; caso contrario, a distribuicao é apenas
aproximada e é recomendével usar um teste mais robusto como o teste de White.

Levene [98], sugere uma estatistica semelhante a de Goldfeld-Quandt, que consiste em:
>z =2 (g—1)
?:1 Z?;(Z‘j - 5@')2/( ?:1(7%' - 1))

onde o conjunto dos residuos, €, é dividido em g < n grupos com j observacoes, 1 < 7 < n;,
sendo

Lo = (4.53)

zij = lei — &l (4.54)
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. ( ) s (455)

_ (Z 3 ) / (z n> | (1.56)

i=1 j=1

8]

Os valores criticos de Ly sdo obtidos da distribui¢do F com g —1 e > 7 (n; — 1) graus de

liberdade. Considerando a mediana €; de ¢; substituindo a média de ¢; pela sua mediana na
equacao (4.54) temos uma nova estatistica:

2 i (Zi — 2)2/(9 —-1
im1 2om (i — 202/ (0 (ni — 1)

que esta a mesma distribuicao da anterior.

L, =

(4.57)

Carapeto et. al, em [34], propoem um teste semelhante ao teste de Goldfeld-Quandt, onde
as observacoes sao ordenadas pela ordem decrescente da varidvel X; que se considera ser
responsavel pela heterocedasticidade, e divididas em dois subgrupos, um com m observacoes
e outro com n — m observagoes.

QQuer-se testar as hipoteses

HO: o7 < o)
Hl: o7 > o) (4.58)
e a estatistica teste é definida por

6% &Lée  EMTLMeé (4.59)
1= 52 = @he  aMTI,Mé '

onde I; e I, sao semelhantes a matriz identidade, com dimensao n X n, em que alguns
dos elementos da diagonal sao zero, mais especificamente, no caso de Iy, os elementos da
sua diagonal nao nulos sao os m elementos de X; que tém maior variancia, enquanto que
I, representa os restantes. Usando a relacao € = Me pois a matriz de projeccao é M =
I— X(XTX)71XT.

Dado um resultado particular gy para a estatistica, podemos calcular Plg > ¢o| e assim obter
um valor p para o teste

[ETMTllMe

- - — T T _
eTMT I, Me > qO:| = P[E M (Il qOIQ)ME > 0] (460)

A distribuicao das formas quadraticas MTI; M e MTI, M, matrizes simétricas semi-positivas
quadréaticas, sdo calculadas usando o algoritmo de Imhof [88], que é uma avaliagdo numérica
da inversao do integral de Fourier, sob a hipdtese de que os residuos tem distribuicao normal
com média zero. O valor-p é representado por
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onde 0(t) = 537 tan~'(\t), p(t) = TT/— (1 + A3t)/* e ); sdo os valores proprios de
MT(Il — quz)M

4.7.4 Teste de Breusch-Pagan

O teste de Breuch-Pagan ¢é descrito em [25]. Este teste ¢ construido considerando a seguinte
hipotese
of =0’ f(+27) (4.62)

onde z; ¢ um vector de variaveis independentes. O modelo é homocedastico se v = 0. A
estatistica teste é calculada fazendo a regressao de €?/(eTe/n) em z; e obtendo a soma dos
quadrados explicada pela regressao. Ou seja, ¢ dado por:

1
BP = S(g"2(272) ' 2g) (4.63)
onde g; = €7 /(eTe/n) — 1. Sob a hipotese nula BP tem uma distribui¢ao qui-quadrado com

numero de graus de liberdade igual ao niimero de variaveis do vector z;.

Koenker, [93] argumenta que este teste ndo é robusto quando a distribuicao dos residuos
nao ¢ normal e sugere o seguinte estimador para a variancia de €,

eIy (e-c 2 (4.64)
—ni:l &—— - .

De facto, tendo ¢; uma distribuicao que nao a normal, a variancia deste nao é necessariamente

202, Seja entao u = (€2,...,€2) e 1 o vector coluna, de dimensdo n X 1, composto por uns.
Entao
_ €Te
U=—
n
e (4.63) pode-se
— 1
BP = —(u—1)'2(2'2)" 2" (u - ut) (4.65)

Sob a hipo6tese nula, esta estatistica tem a mesma distribuicao que a primeira. Note-se que
a estatistica proposta por Koenker é uma versao studentizada da versao de Breuch-Pagan.

4.7.5 Teste de Szroeter

Szroeter [131] introduziu uma classe de estimadores da forma

2
7 2iew M€ (4.66)

D iem €
onde M é um subconjunto de {1,2,...,n}, e os h; formam uma sequéncia crescente de

escalares nao estocasticos dos pesos. Szroeter sugere varias maneiras de obter valores para
os pesos h;. Uma dessas maneiras baseia nos residuos do método dos minimos quadrados.
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Propoe os seguintes estimadores:

SKH = (22(1—%3 (z+1)> )/(nl éf) (4.67)

22
1%61 n+1
= ’ 4.
S (n2_1) ) (1.65)

7,11

()

Sob as condigoes da hipotese nula, Sy segue, assimptoticamente, uma distribui¢ao A (0, 1).
Se os residuos, €; seguirem uma distribuicao

e N(0,1)

entao os pontos criticos de SK H podem ser encontrados usando o método de Imhof, [88].
Szroeter sugere os seguintes limites para a estatistica SKH: h} para o limite inferior e A,
para o limite superior, sendo h} e hj; os limites do teste de Durbin-Watson, [59], aplicando
a um conjunto de n + 1 observacoes e k variaveis explicativas. Rejeita-se a hip6tese nula
se SKH > 4 — h} e nao se rejeita caso SKH < 4 — hy;, considerando-se inconclusivo caso
contrario.

A estatistica Sp pode ser interpretada como uma variante da estatistica GQ (4.52)), onde os
residuos de regressoes dos subgrupos foram substituidos pelos da regressao original baseados
em todos as observagoes, em (4.52), tal que €]e; é substituido por

i=ni1+nz+1

e eley é substituido por
n

E ~2
GZ .

i=1
Harrison et. al [81] sugerem uma estatistica semelhante baseado na razao entre a soma dos
quadrados de um subconjunto de residuos e a soma dos quadrados dos residuos do conjunto

total:
HM = (Z ef) / (Zé?), (4.70)
onde n; = |n/2].

Harrison et. al [81] propoem os seguintes limites para esta estatistica:
by =(1+bn—n,n—kn—k)"

como limite inferior;

by = (14+bn—ny —k,ni,n—k)™*
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como limite superior, onde b = (vy,ve,v3) = (v1/v3)Fo(v1,v3) € Fo(v1,v2) € o valor critico
para o nivel a da distribuigdo F'(v1,v2). A hipotese nula, homocedasticidade dos residuos,
¢ rejeitada se H M < b} e nao rejeitada se HM > b;; caso contrario o teste ¢ inconclusivo.
Harrison sugere aproximagoes para a estatistica HM, ver [80], mas estas, infelizmente,
oferecem uma reducao de custos computacionais desprezavel.

4.7.6 Teste de Monte Carlo

Assumindo que
e=(e1y...,&0)7 (4.71)

tem uma distribuicao continua condicional em X entao, em situacoes em que a amostra
¢ finita e se suspeita da baixa poténcia do teste que estd a ser usado para aferir da
homocedasticidade, de entre os testes anteriormente descritos, podemos recorrer a um
procedimento de Monte Carlo como o descrito por Dufour et. al [5§].

Suponhamos que se pretende verificar se uma estatistica, digamos Sy = S(Y, X), cuja
distribui¢do nula, dado X, é livre de parametros. Seja G(z) a fun¢do de sobrevivéncia
associada a Sy sobre a hipotese Hy, isto é

G:N—0,1]

é a funcao tal que
G(J’J) = PH(] [So Z .T] Vx

onde Pp, é a medida de probabilidade nas condi¢oes da hipdtese nula. Supondo que a
distribuicao de Sy é continua, entdo temos que G(z) =1 — F(z) onde

F(x) = Pp,[S < ]

é a funcao de distribuicao de Sy sobre H,.

Sem perda de generalidade, suponhamos que o argumento é para um ponto critico na cauda
a direita: Hj ¢é rejeitada para um nivel o quando Sy > ¢(«), onde ¢(«) é o valor do nivel
critico tal que G(c(a)), ou equivalentemente, quando o valor-p associado & estatistica é
menor ou igual a a.

Suponhamos que é possivel gerar N replicacoes, independentes e identicamente distribuidas,
do vector € nas condigoes de (4.71). Este procedimento permite obter N simulacoes e N
realizacoes independentes da estatistica teste, Si,...,Sn.

Descrevemos de seguida o algoritmo para o teste de Monte Carlo:
1. Gerar N replicacoes independentes e identicamente distribuidas do vector
2. fazer Y = X78+¢® para i=1,...,N
3. ajustar o modelo Y = X730

4. determinar a estatistica S;
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5. criar o vector A, com comprimento N
6. se p;i(S;) < a fazer Ali] = 1; se p;(S;) > « fazer Ai] =0

SN Ali]+1

7. calcular GN = S

8. se Gy < « rejeita-se a hipotese nula de homocedasticidade para um nivel «; caso
contrario nao se rejeita a hipdtese nula.

A regiao critica associada a este procedimento de Monte Carlo é

P (Sh) < «
NGN(JI) +1
@) = T
N
A ; 1 00 Sz_
GN(.I') _ 21:1 [OvN[( .ZU)

sendo 1 a funcao indicatriz, como é habitual:

1, sexe A

La(@) = {O, sexd A

Entao, desde que a distribui¢ao de Sy induzida por Py, na condicao de H seja continua,

temos

Ifa(N + 1)]
N+1 7

Note-se que a adi¢ao de 1 no denominador e numerador em é necessario para esta
se verificar. Em particular, se N for escolhido tal que a(/N + 1) seja um inteiro, temos que
Py, [pn(So) < o] = a. Logo a regido critica tem a mesma dimensao que G(x) < a.
Este procedimento assim obtido é teoricamente exacto, independentemente do nimero N
de replicagoes usado.

Py lpn(So) < a = para 0<a<1. (4.72)

Uma implicagdo da hipotese (4.71) é que a normalidade ndo tem qualquer interferéncia
na validade do teste, logo é possivel usar qualquer distribui¢cao para e como, por exemplo,
distribuicoes de cauda pesada.

Como exemplo, dessa necessidade, considere-se o seguinte modelo
Y =15X +e¢, (4.73)

onde X ~ N(0,1), ¢ um vector, 25 x 1, e ¢ ~ N (0, X?), é um vector, 25 x 1. Simulando este
modelo para N = 100 e usando o teste de Breusch-Pagan obtemos a Figura de onde
concluimos que, por exemplo, o teste em questao no que toca a este modelo nao é muito
eficiente a detectar a heterocedasticidade. E pela Figura podemos também concluir
que mesmo aumentando o tamanho da amostra a eficiéncia deste teste nao melhora. O que
demonstra a necessidade de usar o método de Monte Carlo neste tipo de situagoes.
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Figura 4.2: Gréfico dos residuos estudentizados para aferir da forma da heterocedasticidade,
onde os nomes dos eixos sao respectivamente na horizontal a variavel independente z = x e
z =y, e na vertical os valores dos residuos estudentizados.
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4.8 Modelacao da heterocedasticidade

Uma vez apresentados diferentes testes a que podemos recorrer para decidir sobre a presenca
ou nao de heterocedasticidade, passamos agora a expor diversas formas de modelar a
heterocedasticidade.

4.8.1 Variancia constante entre subgrupos
Seja
Y; = X/B8+¢ para i=1,...,n
E(e) = 0 (4.74)

Suponhamos que as n observacoes estao divididas em m grupos cada, um deles com n,,
observagoes; o vector 8 ¢ o mesmo em todos os grupos mas, para cada m, tem-se

var(eqp) = 0%, para i=1,... Ny, (4.75)

m’

Entao, fazendo o2, = s2,, o estimador dos minimos quadrados ponderados vem

= (il <%> X;Xm> ) <i1 (%) X;Ym> (4.76)

Como XY, = XJnXmBm onde Bm ¢ o estimador pelo método dos minimos quadrados do
m subconjunto de observacoes, entao

- (S (S6E)wen)

)

— <Z vm> B (i vm3> (4.77)

i1 i=1
M
= E WP
i=1
onde

M -1
W = (Z(U@T(,Bm))_l> (var(Bm)) . (4.78)
i=1
Ou seja, o estimador com a menor matriz de covariancia recebe o maior peso e vice-versa.
Note-se que, se o nimero de observacoes for menor do que o ntimero de regressores, 0s
estimadores Bm nao podem ser calculados e este resultado nao tem qualquer utilidade.
No entanto, nao é isso que se pretende. O que se pretende é estimar os pesos. Para tal, como
os estimadores pelo método dos minimos quadrados, apesar de enviesados, sao consistentes,



72

podemos usar os residuos encontrados por este método para calcular

eTe

Nm

~2
Om

Esta expressao fornece o estimador necessario para determinar as variancias de cada sub-
grupo. Com este estimador podemos obter o estimador da matriz de covariancia assimpto-
tica.

4.8.2 Desvio padrao de Y é uma funcao linear de uma ou mais
variaveis independentes

Considere-se o seguinte modelo:

Y = Xf[+¢e
E(e) = 0
E(?) = o°=(ZTy) (4.79)
E(e;e;) = 0 para i#j

onde v é um vector de parametros desconhecidos de dimensao px1com 0 <p < k, e Z é um
vector de variaveis, que podem ou nao ser idénticas a uma variavel da matriz X ou serem
uma fungao de uma variavel de X. O estimador de 8 pelo método dos minimos quadrados
generalizado é

o= (X' X)) XTQ Y
n -1y
- (zw—zxixz) ST e (4.50)
=0 1=0

Quando v é substituido por um estimador, 4, em (4.80)), ficamos com um estimador pelo
método dos minimos quadrados ponderados.

Por hip6tese, os erros o; ‘e, 05 '€a, . .., 0, '€, sdo independentes e identicamente distribuidos
com média zero e variancia 1, logo

E(o;e|) =c para 1<i<n

onde ¢ é uma constante, independente de 7 e depende da distribuicao de a[1|ei|. Daqui se

deduz que
&l = (2% + v (4.81)

onde ¢; sao os residuos do modelo (4.79)) e v sdo os novos erros, tais que
v =|é| — E(le]). (4.82)
Aplicando o método dos minimos quadrados a (4.81]) temos que um estimador de ¢y ¢

= (272)1Z7|¢|. (4.83)
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Usando agora o método dos minimos quadrados ponderados, temos que um estimador
robusto de 3 é

b= (Z(ZH)_QQM’Z) > () iy (4.84)

i=1n =17
Note-se que o estimador 7, em geral, nao possui as propriedades requeridas para a aplicacao
do método dos minimos quadrados, pois v é heterocedastico, e auto-correlacionado e com
média nao nula, mas se estiver nas condi¢oes apropriadas, ver [83], |é| converge em distri-
buicao para |e|. O estimador 4 serd um estimador consistente de v e o estimador de [ tera
as mesmas propriedade assimptoticas do estimador dos minimos quadrados generalizado.

Assimptoticamente nao é possivel melhorar o estimador B, mas, encontrando um melhor
estimador de v encontraremos um melhor estimador de . Para tal, note-se que, se ||
converge para |e|, entao assimptoticamente v sera independentemente distribuido com média
zero e variancia dada por

E(v*) = E(|€]) = (E(|e]))” = o*(1 = ¢)* = (ZT7)*(1 = ¢)* (4.85)
Aplicando o método dos minimos quadrados ponderados a v temos
o ~ -1 ~
A = (ZTQ‘lZ> <ZTQ‘1\€|). (4.86)

O segundo estimador é descrito por Harvey em [83], e o primeiro por Glejser, em [68|, com
o proposito de testar a homocedasticidade.
O teste que Glejser, [68] parte da hipotese de homocedasticidade, ou seja,

Hy: o,=0
Hy: 3;: 0;,#40 para i=1,...,n (4.87)

Para tal, considere-se v* = 0, onde v* = (7a,...,7)7 ¢ 7 = (71,7*T). Entdo, supondo a
hipotese nula verdadeira, temos que a covariancia de 4 é:

5= (1 ;62> AR (4.88)

onde v é estimado pelos residuos do modelo 1) e 2 = eTe. Logo se 4 e 4 forem variaveis
com distribuicao normal, temos que as estatisticas teste sao

02 %/*T_D_l%/*
G; = 4.89
()5 5

02 ﬁ/*TDflf?*
Gy = 4.90
= (8) 20
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que seguem uma distribuigdo qui-quadrado com k — 1 graus de liberdade, X? |, e D =
(Z7Z)7!. Se os erros sdo normalmente distribuidos, entao

)"

A hipotese nula é rejeitada se as estatisticas G; ou (5 sao superiores a X(Qk—m)- A estatistica

G5 é computacionalmente mais conveniente que G;, pois 24*TD~14* ¢ igual & soma dos
quadrados da regressao de |é| em Z.

Glejser, (ver [68]) deduz um processo mais simples para testar a homocedasticidade. Este
teste consiste em avaliar a significancia dos parametros 4*T na regressao (4.81)), caso qualquer
um destes parametros seja significativo rejeita-se a hipotese nula de homocedasticidade.

Considere-se com por exemplo o modelo em que X ~ N(0,1) é um vector, 1000 x 1,
e e ~ N(0,X) é um vector, 1000 x 1, daqui se obtém as Figuras e que serve
de exemplo para comparacao com possiveis modelos com heterocedasticidade da forma do
modelo (4.79).

40
o
o
o

20

-20
I

-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 4.10: Gréfico de dispersao entre X e Y para o modelo (4.79)
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Figura 4.11: Grafico dos residuos para o modelo (|4.79))

4.8.3 Variancia de Y é uma funcao linear de uma ou mais variaveis
independentes

Um outro modelo heterocedastico proposto por varios investigadores, tais como Amemiya
[9], Harvey [83] e Goldfeld et. al [71] consiste em que 0% seja uma fungao linear de uma das
variaveis explicativas, ou seja, quando temos o seguinte modelo:

Y = Xf+e
E(e) = O
E(?) = o°=2Ty (4.91)

E(ejej) = 0 para i#j

onde v ¢ Z sao como na secgao [4.8.2]
O estimador S pelo método dos minimos quadrados ponderados é

B=(XTQ'X) I XTQ Y (4.92)
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tem média 3 e covariancia (XTQ X)L
Para o modelo (4.91)) podemos escrever que

E=272Ty+v (4.93)

onde v = é2 —E(€?) e € & o vector de residuos do modelo (4.91). Entdo, como assinalado por
Goldfeld [73], temos que: _
y=(Z272)"Z7¢ (4.94)

¢ =(é2,...,é2). No entanto, v tem média nula, ¢ heterocedéstico e auto-correlacionado (ver

[83]), logo 4 é um estimador enviesado e ineficiente de . De facto note-se que se tem
E(€) = M2y,

onde M é a matriz .
M=1,— X(XTX)_IXT,

em que cada um dos elementos da sua diagonal representa uma diferenca de quadrados e
E(4) = (Z7Z)"'ZTM Z~, o que implica que podemos ter os seguintes estimadores

4= (ZTMMZ) ' ZTMé (4.95)

¥ =(ZTMZ)'Z7é, (4.96)
onde (4.94) resulta de aplicar o método dos minimos quadrados a

E=MZy+w (4.97)

de onde se pode concluir que E(w) = 0, enquanto que (4.97) é um estimador Minque (ver
[118]).

Considere-se como exemplo do modelo a varidavel X ~ N (0,1) é um vector, 1000 x 1,
e e ~N(0,X) éum vector com dimensao 1000 x 1. Daqui se obtém as figuras e
que serve de exemplo para comparacao com possiveis modelos com heterocedasticidade da
forma do modelo (4.91)).

4.8.4 Variancia de Y é proporcional a uma poténcia do valor espe-
rado

Considere-se o seguinte modelo com erros heterocedasticos:

Y = Xf@+¢
E(e) = 0
E(?) = 0% =0*(XTB)? (4.98)
E(eej) = 0 para i#j
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Figura 4.12: Gréfico de dispersao entre x e y para o modelo (4.91))

descrito por Theil [I33] e por Amemiya [8]. A sua matriz de covariancia é
Q = 0*V = o*diag((x]B)?, ..., (271 3)%) (4.99)

Este modelo pode ser visto como um caso particular de (4.79)).
O estimador de 8 é dado por:

B=(XTQ' X)) XTQY,

Néo é um estimador fiavel, porque 2 depende de e este é desconhecido mas, usando o
método dos minimos quadrados para obter um estimador usando 8 = (XT7X)™' XTY e depois
usando esta estimativa para obter uma estimativa pelo método dos minimos quadrados
ponderados através de

B=(XTU X)) XTU Y, (4.100)
nas condicoes descritas por Theil [133] e Amemyia [7], temos uma convergéncia para a
normalidade, \/ﬁ(ﬁ — f) tem uma distribui¢do normal com média 0 e matriz de covariancia

limn((XTQ1 X)),

Considere-se o modelo (4.98) com X ~ N(0,1) é um vector, 1000 x 1, e € ~ N(0, X3),
¢ um vector, 1000 x 1, daqui se obtém as figuras e que serve de exemplo para
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Figura 4.13: Grafico dos residuos para o modelo (|4.91])
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comparagao com possiveis modelos com heterocedasticidade da forma do modelo (4.98]).

4.8.5 Heterocedasticidade multiplicativa

Este modelo surge na literatura em 1973 com Harvey [83]. Harvey propoe os seguintes
pressupostos para este modelo:

Y,
(Ez
(¢}

[E(EZ'EJ‘

E(e)
E(e;)
)

X;rﬁ—i—q
0

0% = exp (Z7y)
L F 7,

0, para

para

1=1,...,n

(4.101)

onde Z é um vector nas condicoes dos modelos anteriores, n é naturalmente o ntiimero de
observacoes e v ¢ um vector de parametros desconhecidos de dimensao s x 1. Considere-se
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Figura 4.14: Gréfico de dispersao entre x e y para o modelo m

o seguinte ilustrativo,

s = 2
7= (logk,\)
Entao, temos que
01-2 = /{:Xﬁ‘i,

o que significa que a variancia é proporcional a poténcia de uma das varidveis explicativas,
tal como descrito em [114 [94].
O estimador de 3 pelo método dos minimos quadrados ponderados é obtido por:

B = <Z(exp(—Zh)XiXJ) > (exp(=Z]7) XY (4.103)

=1 i=1
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Figura 4.15: Gréafico dos residuos para o modelo

Para obter o estimador 3, ¢ necessario obter um estimador 4 de ~. para isso note-se que, se

fizermos
log & = Z]v + v, (4.104)

onde
v = log(& /a?),

aplicando o método dos minimos quadrados a (4.104) temos

n -1 5
y=>_zzl| > Zilogé. (4.105)
=1 =1

No entanto as perturbacoes v; sao heterocedésticos e auto-correlacionadas, com média nao
nula.

Admitindo que ¢; tem distribuicdo normal e se é; converge em distribuicao para ¢;, entao
assimptoticamente, v; é independente com média e variancia dados por, (ver [83]):

E(v;)) = —1.2704
E(v?) — (E(v;))* = 4.9348 (4.106)

)
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Isto implica que o primeiro elemento de 7, 9y é inconsistente. No entanto, a falta de
consisténcia do estimador nao tem consequéncias, pois na expressao do estimador

B= (Z(GXP<—ZJ VX X] ) > (exp(—Zy) X.Y; (4.107)
=1 i=1
mudar 94y muda apenas a constante de proporcionalidade. Se fizermos 4T = (%;,4*T), entdo

A*T é consistente e @ ¢ um estimador assimptoticamente eficiente. Tem-se entao que a matriz
de covariancia de 4 é
> =4.9348 (272)7" (4.108)

Daqui se deriva um teste de homocedasticidade, representada pela condicao v* = 0. Considere-

se a estatistica 9 D1
AxT =1 2
G, = ( ¢ ) B 7 (4.109)

—e) %

que segue uma distribui¢ao qui-quadrado com s—1 graus de liberdade, sendo D = (Z72)7L.

Park [114], deduziu um teste para este modelo de variancia que passa por testar a significan-
cia do valor de 71 no modelo (4.104). Caso o teste ¢ para ; = 0 tenha um valor-p inferior a
0,05 entao é rejeitada a hipotese nula de homocedasticidade e este modelo ¢ admitido para
a variancia do modelo da média.

Considere-se o modelo (4.101)) com X ~ N(0,1) é um vector, 1000 x 1, e € ~ N (0, exp(X))
¢ um vector, 1000 x 1, daqui se obtém as figuras e que serve de exemplo para
comparag¢ao com possiveis modelos com heterocedasticidade da forma do modelo (4.101]).
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Figura 4.16: Gréfico de dispersao entre x e y para o modelo 4.101
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4.8.6 Estimadores de White

Novamente, considere-se o modelo
Y =X0+¢ (4.110)

Como ja tivemos ocasiao de referir anteriormente o estimador de 5 obtido pelo método dos
minimos quadrados ¢ dado por 3 = (XTX)"'XTY] logo

var(f) = ¥ = (XTX) ' XTQX(XTX) "L (4.111)
Considere-se também a matriz "chapéu"
H=X(XTX)'XT (4.112)
onde os elementos da sua diagonal,

hii = ZCi(XTX)ill'T

sao os valores de alavanca. Como

temos, que, se considerarmos §2 = 021, na expressao (4.111)), esté reduz-se a ¥ = o?(XT7X) L.
O que na préatica se faz é estimar o2 usando o erro médio quadratico:

n
62

Qi1 &
MSE = &i=11 411
S — (4.113)

do modelo de regressao (4.110)), o que leva ao seguinte estimador:
Yors = MSE(XTX)™!. (4.114)

E desta ideia que White [I53], entre outros, propde: os estimadores HCCM. O primeiro
estimador deste tipo, designado HC0 surge com White:

Sheo = (XTX) ' X diag[e2] X (XTX) 7. (4.115)

O estimador HC0 é assimptoticamente justificado, pois

VB, — ) 5 N(0,%), (4.116)

mas, para pequenas amostras, o seu comportamento é enviesado, resultando em erros do
Tipo I, (ver [52]).

Para obviar a esta falta de centricidade, Hinkley [84] propde um outro estimador:

. n
YHC1 =
n J—

kiHCO, (4.117)

No entanto, este estimador nao é recomendado pois apresenta os mesmos problemas com
amostras finitas que HCO.
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Outros investigadores propoem outras variantes deste estimador, baseados no método de
"jacknife", que resultam de ajustar os valores da matriz chapéu, como por exemplo consi-

derando:
€;

1= hi;
e construindo uma matriz diagonal com os valores de €, de modo a obter-se o seguinte
estimador:

*

- 2
Yhee = (XTX) ' X diag [1 efh ]X(XTX)P (4.118)

Sob a hipotese homocedasticidade é ndo enviesado, (ver [89]).

Se, em (4.118)), substituirmos /(1 — h;;) por (1 — h;;) obtemos um estimador enviesado mas
com melhor comportamento para erros do Tipo I, (consultar [102]),

2

‘ 2} X(XTX)™! (4.119)

Yoz = (XTX) ' X diag | ———
nos = (X1X) g l(l — hii)

O estimador HC'3 apresenta bom comportamento em muitas situagoes, excepto quando os
dados apresentam pontos de alavanca muito altos, (ver [I52]), ou quando a distribuigao dos
erros é normalmente distribuida.

Cribari-Neto [52] propdéem um estimador que tem em vista resolver o problema colocado
por valores elevados de alavancagem. Para tal, consideram

51' — i 47 i 7
min { 2 }

ou seja, usa os valores de alavanca para descontar em (4.115), atribuindo maior peso a
valores de alavancagem menores. O estimador proposto é dado por:

4
(1 — hig)?

Apesar de H(C'4 apresentar um bom comportamento para os testes ¢, € um estimador mais
enviesado do que HC2 e HC'3.

Shos = (XTX) ' X Tdiag { } X(XTX)™! (4.120)

4.9 Comentarios

Para um investigador que pretende estimar um modelo que admita a heterocedasticidade, as
questoes fundamentais sao como testar o modelo quanto a presenca de dados heterocedéas-
ticos e como testar o modelo heterocedastico escolhido. A conclusao a que se pode chegar é
que nao existe um melhor procedimento, cada processo tem os seus méritos e a analise dos
resultados finais de cada modelo é que ditam o caminho a seguir.

Podemos adoptar uma variedade de testes que permitem avaliar da heterocedasticidade de
um modelo, no entanto, como cada um dos testes tem caracteristicas muito especificas,
devem-se usar testes de caracter geral, tais como o teste de White ou de Breusch-Pagan.
Note-se que, caso se ordene por ordem nao decrescente, os residuos do modelo que sao
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usados para estimar a variancia deste, mas nao se consiga distinguir, no caso de duas ou
mais variaveis independentes, a direccao que a variancia toma em relacao a cada uma das
varidveis independentes, o teste de Goldfeld-Quandt ¢ inviavel.

O investigador também deve ter em conta que, quando se testa a heterocedasticidade, mesmo
um teste estatistico significativo, pode ser sintoma de uma mé especificacao do modelo, tal
como uma variavel nao incluida no modelo ou a forma funcional da média incorrectamente
especificada. Thursby [134] sugere uma estratégia para se fazer a discriminagdo entre cada
uma das situacoes.

Se o investigador tiver a priori uma nocao de qual a forma funcional da variancia deve agir
de acordo com essa convicgao. No entanto, no caso do ntimero de observacoes ser pequeno,
é exigir muito aos dados atingir uma defini¢ao clara do modelo de variancia. Surekha et.
al [130], e concluiram que a eficiéncia de um estimador dos parametros de regressao obtido
pelo método dos minimos quadrados ponderados depende mais da escolha de estimador dos
pesos e do tamanho da amostra do que da correcta especificacao do modelo de variancia.
Os resultados por eles obtidos também implicam que estimadores baseados no método dos
minimos quadrados pesados nao tem um bom comportamento para amostras de pequena
dimensao, n < 20. Os mesmos investigadores mostraram ainda que a especificacao

o? = 7Ty

pode levar a estimadores fracos do parametro da regressao, caso sejam usadas variancias
negativas. Resumindo, a escolha de estimador para a variancia nao é importante, desde
que nao se use estimadores com propriedades assimptoticas pobres. Na auséncia de um
conhecimento pormenorizado da forma da heterocedasticidade é recomendado recorrer aos
estimadores de White. Para a estimacao de um modelo especifico a maioria dos estimadores
recomendados exibem propriedades assimptoéticas idénticas, logo é razoavel usar um qualquer
estimador encontrado pelo método dos minimos quadrados ponderados para o vector de
parametros [ que seja baseado nas propriedades de eficiéncia assimptoticas dos parametros
de estimacao da variancia.

No seguimento do trabalho anteriormente citado devido a Shureka et. al, num outro
trabalho devido a Rilstone, [I19], fica demonstrado que o uso de modelos semi-paramétricos
em amostras de dimensdo média, (n = 50) é a forma mais eficiente de modelar dados
heterocedésticos, no caso de nao se conhecer a forma da heterocedasticidade, sendo que
o método dos niicleos se sobrepdoem a qualquer outro método semi-paramétrico. Quanto
a escolha da funcdo de ponderacao ou peso, nao se demonstram grandes diferencas entre
diversos tipos de especificacao, mas o mesmo ja nao ¢ verdade quanto ao parametro de
suavizacao, onde se encontraram grandes diferencas. Também é recomendado comparar os
resultados destes estimadores com os de White.






Capitulo 5

Aplicacao na modelacao da fluidez de
pastas de betao

O que se pretende com este estudo é estabelecer uma relacao entre o tempo de escoamento
de 0,5 litro de pasta de cimento obtida através de um ensaio pelo Cone de Marsh e a dgua
livre obtida pelo ensaio de centrifugagao, para solucionar o problema deixado em aberto em
[110], a heterocedasticidade do tempo de escoamento duma pasta de cimento no ensaio do
cone de Marsh na relacao com a agua livre obtida pelo ensaio de centrifugacao.

Foi elaborado um desenho factorial para o plano experimental visando estabelecer um
modelo numérico entre o tempo de escoamento de uma pasta de cimento por um ensaio com o
cone de Marsh (Tflow) e a dgua livre obtida pelo ensaio de centrifugagao ( Wfree). Realizou-
se um outro ensaio, o ensaio de espalhamento (Dflow), para controlo das observacoes.

Os dados usados neste estudo foram obtidos através de ensaios laboratoriais, tal como
descrito no Capitulo [} executados no Laboratorio de Estruturas do Departamento de
Engenharia Civil da Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto. Os dados foram
recolhidos usando formulario proprio disponivel no Anexo [A] e tratados com o software
estatistico R, versao 3.2.0. Os ficheiros com o c6digo fonte em R encontram-se depositados

em:
https://www.dropbox.com/sh/sl8x1z3qw0s0w8p/AAADY4viH4RDUU6SXbAIx4n-
a?dl=0

O estudo permitira analisar diferentes modelos, sugerindo dois modelos possiveis para a mé-
dia das observacgoes do tempo de escoamento usando o modelo de regressao linear gaussiano
analisando varias formas de solucionar o problema da modelacao da heterocedasticidade nos
dados.

5.1 Breve discussao dos dados

Os dados obtidos sao resumidos na Tabela 5.1 e na Figura [4.5]

Uma vez que Gomes, (ver [74]), recomenda que se use apenas as observacoes de Tflow
abaixo de 55 s (pois observou que acima deste valor, o escoamento deixa de ser continuo e ha
maiores diferencas entre os resultados de medi¢oes consecutivas). Procedemos a remocao das
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Wilree Tflow Dflow
Min. : 58.42  7.47  83.75
1st Qu.:  75.25 10.92 126.50
Median : 89.67 17.22 155.50
Mean : 92.68 23.93 150.40
3rd Qu.: 107.08 32.61 172.75
Max. : 143.75 7852 212.00

Tabela 5.1: Sumaéario dos dados

correspondentes observacoes, temos que a actualizacao da anterior Tabela [5.1] é esplanada
na Tabela 5.2

Wiree TfHow Dflow
Min.: 62.67 7.47  90.25
Ist Qu.: 7817 10.60 129.75
Median : 91.55 16.50 156.38
Mean : 94.23 21.21 152.52
3rd Qu.: 109.36 28.56 173.88
Max. : 143.75 54.66 212.00

Tabela 5.2: Sumario dos dados actualizada

Comecemos por analisar as possiveis relagoes que existam entre as variaveis estudadas.
Para tal efectuam-se os habituais testes de correlacao com os resultados apresentados na
Tabela [5.3] para o coeficiente de correlacao de Pearson, e na Tabela [5.4] para o coeficiente
de correlacao de Spearman. Daqui se conclui que existe uma forte relacao entre as

Wiree Tflow  Dflow

Witree 1 -0.844  0.337
THow  -0.844 1 -0.254
Dflow  0.337  -0.254 1

Tabela 5.3: Matriz de Correlacao de Pearson

Wiree Tflow  Dflow

Witree 1 -0.955  0.297
THow  -0.955 1 -0.308
Dflow  0.297  -0.308 1

Tabela 5.4: Matriz de Correlacao de Spearman

variaveis Wfree e Tflow, pois tanto o coeficiente de Pearson, (T=-0.844), como o coeficiente
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Figura 5.1: Grafico de dispersao dos dados
de Spearman, (rs = —0.955), entre essas as varidveis revelam uma correlacdo negativa

significativa e forte. Ou seja, tipicamente, & medida que Wfree aumenta Tflow diminui.

5.2 Uma primeira abordagem de modelacao

Numa primeira abordagem, admitindo que devemos sempre comecar considerando o modelo
mais simples para os dados que dispomos, considere-se entao o seguinte modelo linear para

esta relacao:

Tflow = By + B1 Wfree

(5.1)

onde 8 = (Bo, f1) é um vector. Para obter estimativas dos coeficientes [y e 1, aplica-
se a teoria classica dos modelos de regressao linear gaussianos, obtendo-se os resultados
apresentados na Tabela . Obtem-se um valor estimado para [, B = (73.392, —0.554),
com desvio padrao para cada um dos coeficientes dado por (3.139,0.033). Como os testes t
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para ambos os coeficientes sao significativos, com valores p < 0.01, rejeitdmos a hipotese de
que By = 0 e B; = 0. Admitindo os pressupostos do modelo linear gaussiano diriamos que
o modelo é significativo. A equacao do modelo de regressao ajustado seré, segundo a
Tabela [5.5¢

Tflow = 73.392 — 0.554 Wifree (5.2)

Na Figura exibimos o diagrama de dispersdo dos dados (Wfree, Tflow), e este modelo,

Varidvel Dependente:

Tfow
Wiree —0.554***
(0.033)
Counstant 73.392%**
(3.139)
Observations 118
R? 0.713
Adjusted R? 0.710
Residual Std. Error 6.845 (df = 116)
F Statistic 287.944*** (df = 1; 116)
Note: *p<0.1; *p<0.05; **p<0.01

Tabela 5.5: Resultados obtidos para o modelo de regressao linear (|5.1])

o que nos revela falhas na adaptacao do modelo aos dados. Note-se que a Tflow
em funcao de Wfree é decrescente, como foi visto pelos coeficientes de correlacao, e que o
histograma da Figura (5.3) revela alguns problemas com a distribui¢ao dos residuos quando
comparados com distribuicao normal. Portanto ¢ necessario considerar alguns remédios tais
como transformacoes e adicao de variaveis para obter um modelo da média que melhor se
adapte aos dados. Para tal considere-se a regra de Tukey-Mosley referida na secgao 4.6
notando que a variavel Tflow é decrescente. Podemos aplicar a transformacao logaritmica
a esta variavel, obtendo o seguinte modelo teoérico

log(Tflow) = By + 1 Wiree (5.3)

onde 5 = (B, 51) € um vector. Aplicando novamente o modelo de regressao linear gaussiano
aos dados, usando o modelo (5.3)), obtemos os resultados descritos na Tabela (5.6)), coluna
(2). Temos entao que o valor estimado para [ é B = (5.482,—0.028), com desvio padrao
para cada um dos coeficientes dado por (0.099,0.001). Como os testes t para ambos os
coeficientes sao significativos, com valores p < 0.01 rejeitdmos a hipotese de que Fy = 0 e
B1 = 0, Podemos dizer que o modelo é significativo e a equacao do modelo de regressao
ajustado é

log(Tflow) = 5.482 — 0.028 Wfree. (5.4)
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Tflow

Figura 5.2: Grafico de dispersao dos dados e a recta de regressao definida pelo modelo (j5.2])

Note-se que, segundo a Tabela pela comparacao entre os modelos e (5.4) temos uma
consideravel melhoria do valor do coeficiente R? ajustado, logo o modelo (5.4)) explica melhor
a variacao dos dados. De notar, pela observacao das Figuras e 5.5 que a distribuigao
dos residuos do modelo aproxima-se da distribuicao normal. No entanto, como se
pode verificar pelas Figuras e 5.7 o ajustamento da recta de regressao nao é ainda um
completo sucesso, o que nos leva a questionar que possa faltar uma variavel ao modelo.
Observando a Figura[5.8 concluimos que a distribui¢ao dos residuos nao é aleatoria em torno
de zero, o que é um prenuncio de heterocedasticidade. A figura apresenta um padrao curvo,
representado pela linha a vermelho, no gréafico dos valores ajustados contra os residuos.
Acrescente-se que o valor da estatistica teste de Tuckey para a nao aditividade é 5.576 com
o valor-p do teste t igual a 0 (ver Tabela . O que reforca a ideia de falta de ajustamento
do modelo aos dados.  Considerando o que foi discutido sobre graficos CERES, e
reparando que a curvatura que os dados tém em relacao a variavel Wfree é positiva, faz
sentido acrescentar a variavel (Wfree)? ao modelo . Isto significa que o modelo teérico
passa a ser:

log(Tflow) = By + 1 Wfree + Bo( Wfree)? (5.5)
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Figura 5.3: Histograma dos residuos do modelo (/5.2))

5.3 Modelo log-polinomial

Estude-se entao o modelo (5.5 usando a regressao linear gaussiana, e comparando com o
modelo (5.4). Obtemos a Tabela , o que implica que o modelo a considerar para os dados

deste estudo é
log(Tflow) = 7.809 — 0.077 Wfree + 0.0003( Wfree)?, (5.6)

notando-se uma melhoria ligeira do valor do coeficiente de correlacdo R? ajustado e os
coeficientes de regressao sendo todos significativos, pois o seu valor-p, em todos eles, é
inferior a 0.01 (ver Tabela . Observando a Figura ficamos com a impressao de que
existe uma certa diferenca de variancia entre valores elevados e baixos de log Tflow. Ora,
fazendo a representacio grafica dos residuos estandardizados do modelo (5.6) (ver Figura
5.10f), verifica-se que nao existe simetria na distribui¢do dos valores dos residuos em torno
de zero, tanto para os valores ajustados como para as varidveis independentes do modelo
53).

Executando os testes mais frequentes para a homocedasticidade obtemos a Tabela [5.10] o
que nos leva a rejeitar a hipotese de homocedasticidade. Portanto é necessario modelar a
variancia. Considerando o que foi discutido na Seccao [4.8] e relembrando que:
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Varidvel Dependente:

Tflow log(Tflow)
(1) (2)
Wiree —0.554*** —0.028***
(0.033) (0.001)
Constant 73.392%** 5.482***
(3.139) (0.099)
Observations 118 118
R?2 0.713 0.860
Adjusted R? 0.710 0.859
Residual Std. Error (df — 116) 6.845 0.217
F Statistic (df = 1; 116) 287.944** 710.870***
Note: *p<0.1; *p<0.05; “**p<0.01

Tabela 5.6: Resultados do modelo de regressao linear (5.3)), coluna(2), e comparacao com o

modelo (5.1]), coluna (1)

Estatistica Pr(> [t])

Wilree 5.576 0
Tukey 5.576 0

Tabela 5.7: Tabela do teste de curvatura para os residuos do modelo (/5.4)

e o teste de Spearman para a homocedasticidade revela uma associacao entre os residuos
e a variavel independente Wifree;

e a presenca de padroes que os residuos do modelo apresentam contra a variavel Wifree,
principalmente tanto na Figura [5.10] onde se pode observar um possivel padrao em
funil semelhante a uma heterocedasticidade multiplicativa, como na Figura m (onde
se pode observar um padrao linear);

podemos concluir que os modelos seguintes sao razoaveis para a variancia:
log(€*) = 7o + 71 Wree (5.7)

ou
€] = Y0 + 71 Wiree, (5.8)

onde € ¢ o vector dos residuos e €2 & o vector do quadrado dos residuos. Aplicando o método
dos minimos quadrados a ambos os modelos obtemos a Tabela Logo, temos que os
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Figura 5.4: Histograma dos residuos do modelo (/5.4))

modelos de varidncia a considerar sao:
log(e?) = —0.794 — 0.047 Wree, (5.9)

le] = 0.323 — 0.002 Wfree. (5.10)

Apesar do modelo expresso na equagao (5.9) apresentar um valor R? ajustado mais signifi-
cativo, pela tabela, nao nos permite excluir o modelo ((5.10)), pois o que se pretende é obter
uma melhor estimativa de § e nao um modelo mais eficiente para a variancia.

Estimacao dos parametros e sua significancia

Aplicando o método dos minimos quadrados ponderados usando ambos os modelos de
variancia obtemos os resultados expostos na Tabela [5.12] que nos leva a concluir que a
melhor opcao para a modelacao da variancia é o modelo , pois apresenta um valor de
R? ajustado mais significativo, e apresentar valores de pseudoR? = 0.88902 contra um valor
de pseudoR? = 0.88889 para o modelo . O modelo a considerar é portanto (ver Tabela
5.12))

log(Tflow) = 8.132 — 0.083 Wfree + 0.0003( Wfree)? (5.11)

Apesar de nao revelar grande melhoria no coeficiente R? ajustado, com este modelo temos a
questao da heterocedasticidade resolvida, como se pode constatar pela Figura[5.13] onde os
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Figura 5.5: Grafico QQ dos residuos do modelo 1)

residuos de Pearson nao revelam qualquer padrao em relagao a qualquer uma das variaveis
independentes ou mesmo em relacao aos valores ajustados. Comparando também as Figuras
e parece-nos que se obtem uma melhor estimacao para os intervalos de confianca
dos valores previstos no modelo ([5.11])
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Figura 5.6: Grafico de dispersao dos dados e recta de regressao definida pelo modelo 1)
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Figura 5.7: Grafico de Componente-+Residuos do modelo (|5.4])
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Varidvel Dependente::

log(Tflow)

(1) (2)
Wriree —0.028** —0.077*

(0.001) (0.009)
[(Wfree™2) 0.0003***

(0.00005)

Constant 5.482%** 7.809***

(0.099) (0.427)
Observations 118 118
R? 0.860 0.890
Adjusted R? 0.859 0.888
Residual Std. Error 0.217 (df = 116) 0.193 (df = 115)
F Statistic 710.870** (df = 1; 116)  463.187*** (df = 2; 115)
Note: *p<0.1; *p<0.05; ***p<0.01

Tabela 5.8: Resultados do modelo de regressao linear ((5.5)), coluna(2) e comparacio com o

modelo (5.3)), coluna (1)
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Figura 5.9: Grafico de dispersao dos dados com a curva de regressao definida pelo modelo
(5.6), com os respectivos intervalos de confianga para os valores ajustados da regressao e

para os valores previstos.

Estatistica Pr(> |t|)

W free 0.425 0.672
I(W free?) 0.865 0.389
Tukey test -0.893 0.372

Tabela 5.9: Tabela do teste de curvatura para os residuos do modelo (/5.6)
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Nome do Teste Formula da Variancia Estatistica Valor-p Hy

Spearman Wfree -4.2352 0 Homocedéstico
Score log(T flow) 4985015  0.38444974  Homoceddstico
Score Wfree 7.813147 0.005186749 Homocedéstico
Breusch-Pagan 5.2259 0.07332 Homocedastico
Levene 4.073798  4.247016x107%  Homocedastico
Koenker 21.504 0 Homocedéstico
White 105.06 0 Homocedéstico
Goldfeld-Quandt 0.35737 0 Homocedéstico
Carapeto & Holt 0.95157 0.5005 Heterocedastico
Glejser W free™! 2.1924 0.03035 Homocedéastico
Glejser W free 02 2.3912 0.0.0184 Homocedéstico
Glejser W freeb? -2.7594 0.006732 Homocedéstico
Glejser W freel -2.9222 0.004179 Homocedéastico
Harvey 781.153 < 0.001 Homocedéastico
Park exp(W free) -4.654 8.71 x 107° Homocedastico

Tabela 5.10: Testes de homocedasticidade para o modelo 1)
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Figura 5.12: Grafico dos residuos estudentizados para aferir da forma da heterocedastici-
dade, onde os eixos sao respectivamente na horizontal a variavel independente W free e na
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Varidvel Dependente:

log(res?) |res|

(1) (2)
Wiree —0.047** —0.002**

(0.010) (0.010)
Constant —0.794 0.323

(0.965) (0.965)
Observations 118 118
R? 0.157 0.079
Adjusted R? 0.150 0.071
Residual Std. Error (df = 116) 2.104 0.138
F Statistic (df = 1; 116) 21.662** 9.988***
Note: *p<0.1; *p<0.05; “**p<0.01

Tabela 5.11: Resultados do modelo de regressao linear 1} coluna (1), e 1) coluna (2)

Varidvel Dependente:

log(Tflow)
(1) (2) (3)
Wiree —0.077*** —0.084*** —0.084***
(0.009) (0.007) (0.006)
[(Wfree™2) 0.0003*** 0.0003*** 0.0003***
(0.00005) (0.00003) (0.00003)
Constant 7.809*** 8. 157 8.132***
(0.427) (0.363) (0.305)
Observations 118 118 118
R2 0.890 0.907 0.926
Adjusted R? 0.888 0.905 0.924
Residual Std. Error (df = 115) 0.193 2.012 1.414
F Statistic (df = 2; 115) 463.187*** 5H58.067** 717.308***
Note: *p<0.1; *p<0.05; “**p<0.01

Tabela 5.12: Resultados do modelo de regressio linear (5.5) usando o modelo de variancia
(5.9), coluna(2), e comparagao com o modelo (5.5)), coluna (1), e (5.5) usando o modelo de

variancia (5.10)), coluna(3)
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Figura 5.13: Gréfico das variaveis do modelo 1’ contra os residuos de Pearson.

Estatistica Pr(> |t|)

Wrree -2.128 0.035
[(Wfree'2) -2.138 0.035
Tukey test -2.121 0.034

Tabela 5.13: Tabela do teste de curvatura para os residuos do modelo (|5.11])
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Figura 5.14: Gréfico de dispersao dos dados com a curva de regressao definida pelo modelo
(5.11)), com os respectivos intervalos de confianga para os valores ajustados da regressao e

para os valores previstos.
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Verificacao dos pressupostos do modelo

O modelo definido em (5.11)) s6 serd adequado se validados todos os pressupostos. Vamos
nesta subseccao fazer uma anéalise desses pressupostos.

Normalidade dos residuos

A partir da anélise das Figuras e podemos concluir que as observagoes se aproxi-
mam da recta sem nenhum afastamento sistematico, embora haja uma pequena percentagem
de pontos com mau comportamento, pelo que somos levados a concluir que os residuos
sao normalmente distribuidos. Alguns valores se afastam da recta poderao corresponder
a outliers. Apesar de (ver Tabela os testes de normalidade dos residuos rejeitarem

Teste Estatistica Valor-p H,
Kolmogorov-Smirnov ~ 0.38308  1.776x107'® Normais
Shapiro-Wilk 0.84043  5.925x107!° Normais

Tabela 5.14: Testes de normalidade dos residuos

a hipotese de normalidade, estd questao da normalidade dos residuos nao se coloca pois
estes sao os residuos observados e nao os reais. Sao uma amostra de uma populacao que
assumimos normal, e o Teorema do Limite Central e a Lei dos Grandes Nimeros garantem
a normalidade destas observacgoes.

Autocorrelacao dos residuos

Teste Autocorrelacao Estatistica Valor-p  Hj
Durbin Watson 0.05190805 1.893632 0434 p=0

Tabela 5.15: Teste de autocorrelacao dos residuos

Aplicando o teste de Durbin-Watson aos residuos (ver Tabela|5.15) somos levados a concluir
que os residuos sao independentes.

Outliers

Aplicando testes a existéncia de outliers obtém-se os resultados expressos na Tabela [5.16] e
representados na Figura[5.17] Nesta Figura pode identificar-se os pontos que sao outliers. As
observacoes 50, 52 e 64, numa primeira aplicacao do teste revelam um valor-p de Boferroni
estatisticamente significativo, logo deve-se excluir esses pontos na construgao do modelo de
regressao. Uma segunda aplicagao do mesmo teste revela uma tltima observacao, 69, com
um valor p significativo. Retirando estes pontos obtemos os resultados que constam da
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Figura 5.15: Grafico QQ normais para os residuos do modelo (5.11))
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o\

Quantis Tedricos

Figura 5.16: Grafico dos Residuos Estudentizados com os intervalos de confianca para o
modelo ([5.11])
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Figura 5.17: Graficos de diagnostico para as estatisticas do modelo ((5.11)

Tabela o que nos revela uma melhoria do valor de R? ajustado significativa, levando a
optar por retirar as observagoes citadas (ver Tabela|5.17). Obtem-se o modelo:

log(Tflow) = 8.136 — 0.085 Wfree + 0.0003( Wfree)?. (5.12)

Observando as Figuras e e comparando com as Figuras e conclui-se que
a exclusao dos outliers melhora consideravelmente a normalidade dos residuos.

Pontos de alavanca

Na Figura [5.20] representamos as distancias de Cook e outras medidas de diagnostico para
o modelo (5.12)). Pela observagao desta Figura conclui-se que existe uma observacgao, a 114,
com um valor de alavancagem que apesar de estar dentro do que na pratica se considera
um valor razoavel, o ponto ¢ excluido, pois, no contexto do problema, esta observacao é
para um valor de Dflow=212.00 mm, um valor considerado elevado, pois esta amassadura
fica no intervalo para os quais se comeca a verificar exsudacao. Analisando a Tabela [5.19
constatamos que apesar de perdermos um pouco de qualidade de ajuste, pois o valor de
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Figura 5.19: Grafico dos Residuos Estudentizados com os intervalos de confianca para o

modelo ([5.12)
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N° do Residuo

Valor do Residuo Valor-p nao ajustado Bonferroni-p

20
92
64
69

4.867163
4.704741
4.055875
3.673557

3.6687e-06 0.00043290
7.1916¢-06 0.00084861
9.1724e-05 0.01082300
0.00036979 0.042526

Tabela 5.16: Testes aos Outliers

N° da Observacao Water Wiree Tflow Dflow

20
02
64
69

0.32 88.42 46.1 179.25
0.36  88.58 44.67 915
037 9342 32.85 90.25
0.38  96.92 226 98.5

Tabela 5.17: Valores das variaveis excluidas na construcao do modelo ((5.12])

Varidvel Dependente:

log(Tflow)

(1) (2)
Wiree —0.084*** —0.085***

(0.006) (0.004)
[(Wfree™2) 0.0003*** 0.0003***

(0.00003) (0.00002)
Constant 8.132*** 8.146***

(0.305) (0.214)
Observations 118 114
R? 0.926 0.961
Adjusted R? 0.924 0.960
Residual Std. Error 1.414 (df = 115) 0.990 (df = 111)

I* Statistic

717.308*** (df = 2; 115)  1,372.339** (df = 2; 111)

Note:

*p<0.1; *p<0.05; **p<0.01

Tabela 5.18: Resultados do modelo de regressdo linear (5.12)) retirados os outliers, coluna(2),
e comparagdo com o modelo (5.11)), coluna (1)

R? ajustado diminui, retirando a observacio 114, obtemos um modelo que reflecte melhor
o pretendido para o tipo de pasta de betao em estudo. Ficamos, entao, com o seguinte



109

3Z

112
19

36 80 ‘
Ioooq,T‘,JwﬂqﬂJo“11w1w11o Lw‘1,»11,91“1171Jq.ﬂw]o:,kﬁ‘lquTJLoL,]momomﬁqﬂ,nwﬂm‘lm 1

3Z

Cook's distance
0.00 0.02 0.04

2

0

"3"34"[‘*]41151]']‘“[114141411]1 lmJH J]ﬂjbﬂjjm J ! “WI" L’Nﬁfhfﬂﬂﬂlﬂwl&'

36
T T T T T T

10 -2

0.6

Bonferroni p—value Studentized residual:
0.2

32

hat-values
0.0 0.2 04 06

Index

Figura 5.20: Graficos de diagnostico para as estatisticas do modelo ((5.12)

modelo:
log(Tflow) = 8.151 — 0.085 Wfree + 0.0003( Wfree)? (5.13)
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Dependent variable:

log(Tflow)

(1) (2)
Wiree —0.085*** —0.085***

(0.004) (0.005)
[(Wfree™2) 0.0003*** 0.0003***

(0.00002) (0.00003)
Constant 8.146*** 8.140***

(0.214) (0.276)
Observations 114 113
R? 0.961 0.956
Adjusted R? 0.960 0.955
Residual Std. Error 0.990 (df = 111) 0.994 (df = 110)

I Statistic

1,372.339** (df = 2; 111)  1,199.937** (df = 2; 110)

Note:

“p<0.1; *p<0.05; **p<0.01

Tabela 5.19: Resultados do modelo de regressao linear (5.13) uma vez retirados os pontos
de influéncia, coluna(2), e comparagdo com o modelo (5.12), coluna (1)
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Homocedasticidade dos residuos

Na Figura representamos os graficos dos residuos do modelo (5.13). A partir da
andlise grafica desta figura parece licito admitir que os residuos do modelo Sa0
homoscedasticos, uma vez que estes se distribuem de forma aleatoria em torno zero e sem
padrao aparente. No entanto, pela analise da Tabela [5.20, poderiamos concluir que a forma
funcional do modelo estaria incorrecta, pois os testes estatisticos de curvatura tém valor-p
inferior a 5%. No entanto, aqui estariamos a cometer um erro de Tipo I pois, e atendendo
a Figura nao parece existir curvatura.
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Figura 5.21: Gréfico dos residuos de Pearson do modelo 1)

Estatistica Pr(> [t|)

Wiree 2.579 0.011
[(Wfree'2) 2.675 0.009
Tukey test 2.467 0.014

Tabela 5.20: Tabela do teste de curvatura para os residuos do modelo (|5.12)
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Figura 5.22: Gréafico Componente+Residuo do modelo (5.13))

O Modelo final

Uma vez que todos os pressupostos da regressao linear simples foram validados, podemos
concluir que o modelo (5.13)) é adequado, representando devidamente os dados. Este modelo
esta representado na Figura [5.23
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Figura 5.23: Grafico de dispersdo dos dados e curva de regressio definida pelo modelo (5.13)),
com os respectivos intervalos de confianca para os valores ajustados da regressao e para os
valores previstos.

5.4 Modelo hiperbélico

Considere-se novamente o modelo linear
Tflow = By + B1 Wiree, (5.14)

onde 5 = (fo, /1) € um vector de parametros. Aplicando agora a transformagao de Box-Cox
(ver 4.6) obtém-se a curva da Figura[5.24] que nos sugere que uma possivel escolha para A
seria A = —1, ou seja, devemos optar pela transformacao inversa da resposta:

1
W = ﬁo + 51 Wfree (515)

Aplicamos os mesmos procedimentos da secgao anterior, (secgao [5.3)), no que diz respeito a
modelacao da heterocedasticidade, onde a heterocedasticidade segue um modelo multiplica-
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tivo, com a variancia modelada pela seguinte relacao tedrica:
log(c®) = o + 11 Wiree. (5.16)

Encontrando os mesmos pontos de outliers e pontos de alavancagem, e obtemos, por fim, o
seguinte modelo:

1
= —0.116945 + 0.002189 Wfree — 0.000003 Wfree?,
Tflow
log(c?) = —0.7936001000 — 0.0466841100 Wfree, (5.17)

através de uma regressao pelo método dos minimos quadrados ponderados. Os resultados
obtidos sao explanados na Tabela , onde se compara os resultados entre este modelo,
(modelo[5.17)) coluna (2), e o modelo ([5.13)), coluna(1). Da anélise desta tabela conclui-se que
o ajustamento do modelo aos dados é melhor do que o modelo , mas tomando
em atengao as Figuras[5.25] [5.26] e [5.27] em comparagao com as Figuras e conclui-se
que apesar de um melhor ajustamento do modelo (5.17), o modelo apresenta melhores
resultados para a distribuicao dos residuos. O modelo estd representado na Figura
com os respectivos intervalos de confianga para os valores ajustados (linha tracejada a
vermelho) e os intervalos de previsao (linha tracejada a azul).

log-Likelihood

Figura 5.24: Grafico da transformacao de Box-Cox para a variavel resposta do modelo ([5.15]).
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Varidvel Dependente:

log(THow) 1/THow
(1) (2)
Wioree —0.085*** 0.002189***
(0.006) (0.000380)
[(Wfree™2) —0.0003*** —0.000003
(0.00003) (0.000002)
Constant 8.151*** —0.116945***
(0.298) (0.019595)
Observations 113 113
R2 0.949 0.954722
Adjusted R? 0.948 0.953899

Residual Std. Error
F Statistic

1.390 (df = 110)
1,014.383** (df — 2; 111)

0.091350 (df = 110)
1,159.722000** (df = 2; 110)

Note:

*p<0.1; *p<0.05; **p<0.01

Tabela 5.21: Resultados do modelo de regressao linear 1) coluna(1), e comparagao com

o modelo (5.17)), coluna (2)

Varidvel Dependente:

log(res?)
Wiree —0.0466841100***
(0.0100305600)
Constant —0.7936001000
(0.9648674000)
Observations 118
R?2 0.1573532000

Adjusted R?

Residual Std. Error

I Statistic

0.1500891000
2.1041280000 (df = 116)
21.6614800000*** (df = 1; 116)

Note:

*p<0.1; *p<0.05; **p<0.01

Tabela 5.22: Resultados do modelo de regressao linear ([5.16|)
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Figura 5.25: Grafico QQ normais para o modelo ({5.17))

5.5 Discussao dos resultados

Face ao exposto nas seccoes anteriores, a escolha do modelo mais adequado para representar
a variacao da varidvel Tflow como funcao da variavel Wfree recai sobre o modelo log-
polinomial, por trés razoes principais:

1. apresenta melhores resultados ao nivel de residuos do que outros modelos;
2. no campo em estudo é frequente o seu uso, (ver |74, 110]);
3. é de mais facil interpretacao.

Apesar de o coeficiente de determinagio ser menor (ver Tabela , a diferenca encontrada
no ajustamento entre o modelo log-polinomial e o modelo hiperbélico nao justifica um
aumento na dificuldade em interpretar os resultados.

Resta-nos investigar a utilizacao de métodos nao paramétricos, e comparar no modelo os
resultados que se obtém nomeadamente na avaliacao da capacidade preditiva do modelo
adoptado. Seguindo o procedimento delineado por Kuk (ver [95]) para modelar a variancia,
usando métodos ndo paramétricos, e por Rilstone usando semi-paramétricos (ver [119]),
obteve-se os resultados sumarizados na Tabela [5.23, onde se compara as estimativas pelo
método dos minimos quadrados ponderados com pesos estimados pelo método dos minimos
quadrados para o modelo (5.13)) (coluna (1)) e usando diferentes tipos de ponderagdo com
estimacoes do modelo da média pelo método dos minimos quadrados ponderados com pesos
estimados por uma regressao quantil (coluna (2)), regressao Loess (coluna (3)), regressao
por nucleos (coluna (4)), regressdo Lasso (coluna (5)). Para cada um destes métodos
representamos os dados com as respectivas curvas que representam o modelo, intervalos
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Residuos Estudentizados

Quantis Tedricos

Figura 5.26: Grafico dos residuos estudentizados com os intervalos de confianga modelo
(5.17)

de confianga para os valores ajustados e intervalos de previsao, (ver Figuras e . A
analise desses resultados permite concluir que o modelo (5.13)) ¢ o suficientemente preciso
para ser usado em previsao.

A analise da Tabela[5.24] obtida usando estimadores de White para o modelo (5.6)), permite
concluir que nao obteriamos melhores resultados usando este estimador pois os valores de
R? ajustados sdo menores para estas estimativas do que para o modelo ([5.13).
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Figura 5.27: Gréfico das variaveis do modelo 1} contra os residuos de Pearson.
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Figura 5.28: Gréfico de dispersao dos dados com a curva de regressao definida pelo modelo
(5.17), com os respectivos intervalos de confianca para os valores ajustados da regressao e
para os valores previstos.
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Figura 5.30: Gréfico de dispersao dos dados com a curva de regressao definida pelo modelo
(5.13)), com os respectivos intervalos de confianga para os coeficientes de regressao e para
os valores previstos em comparacao com uma modelagao da variancia por métodos nao

paramétricos






Capitulo 6

Conclusoes e comentarios finais

Neste capitulo sao apresentadas as conclusoes gerais de todo o trabalho e principais reco-
mendagoes, reflexo de todos os resultados obtidos experimentalmente, da analise estatistica
posteriormente realizada e da interpretacao que foi possivel fazer no contexto de engenharia.
As conclusoes serao apresentadas focando o objectivo primordial desta dissertacao, isto é,
a “Modelacao de propriedades de pastas de betao autocompactavel com comportamento
heterocedéstico”. Por fim, serao apresentadas algumas propostas consideradas validas, para
que, futuramente se realizem investigacdes no sentido de aprofundar certos aspectos da vasta
area que engloba este tema.

O estudo permitiu concluir que:

Para valores baixos de agua livre temos uma elevada variabilidade do tempo de esco-
amento e para valores elevados de adgua livre a variabilidade do tempo de escoamento
é baixa;

para valores de Wifree superiores a 120 [/m? temos que o tempo de escoamento
estabiliza, e que portanto amassaduras que tenham um valor superior a este nao
representam um ganho de eficiéncia na fluidez da pasta de betao;

na anéalise dos modelos estatisticos, o valor de R? nao é o melhor para aferir do
ajustamento deste tipo de modelos e como Willett et. al salientaram (ver [154]),
deve-se ter em conta o comportamento dos residuos e a distribuicao destes;

em termos praticos uma transformacao dos dados deve ter em conta o contexto do
problema e nao deve ser completamente dominada pela optimalidade face a critérios
usados na teoria classica subjacente & modelagao (ver [17]);

a escolha da funcao que modela a variancia nao se deve basear no valor de R?, mas
sim nos resultados obtidos pelo método dos minimos quadrados ponderados para cada
um dos modelos;

uma ma especificacao da funcao que representa a variancia provoca problemas com a
qualidade dos residuos como tinha concluido Belsley [18];

apesar da literatura recomendar a modelacao pela via da heterocedasticidade multi-
plicativa como forma geral de encarar a modelagao da variancia (ver [95]), neste caso,
revelou-se uma opgao que nao é a mais acertada;

123



124

e a influéncia de outliers deve ser levada em conta na andlise do graficos de residuos na
tomada de decisoes sobre a fungdo que representa a variancia [6];

e os graficos dos residuos lineares e quadraticos sao um bom auxiliar na tomada de
decisoes sobre a escolha da fungdo que representa a variancia [44), 45, [138];

e ¢ necessario ter em atencao se o software usado tém ou nao em conta o facto de a
transformacao do modelo pelo método dos minimos quadrados ponderado interferir
no calculo do valor de R? [154];

e a utilizacao dos testes sob a heterocedasticidade dos dados deve ser cuidadosa e a
informacao transmitida por eles deve ser tida em conta para a construcao do modelo
de variancia;

e caso exista informacgao sobre a forma da heterocedasticidade, a utilizacdo do método
dos minimos quadrados ponderado é preferivel aos estimadores de White, pois permite
a construcao de intervalos de confianca e de previsao mais precisos.

Face ao estudo realizado, apresentamos de seguida recomendacoes para futuros trabalhos
distribuidos por dois topicos, um deles relativo as opcoes que foram tomadas na realizacao
de ensaios laboratoriais e um outro relativo a adopcao de protocolos experimentais baseados
num planeamento estatistico das experiéncias.

Ensaios de fluidez

A Figura mostra-nos a curva de regressao definida pelo modelo , com 0s respectivos
intervalos de confianca para os coeficientes de regressao e para os valores previstos, com os
dados do estudo efectuado em Nunes et. al [I10]. Apesar de se ter usado apenas um tipo de
cimento no estudo, o modelo obtido para este tipo de cimento seria comum, pelo menos na
forma, a outros tipos de cimento. Ora, na verdade, o inico tipo de cimento usado nos ensaios
foi cimento Portland CEM I 42,5R, enquanto que em Nunes et. al [110] foram contemplados
os diversos tipos de cimento existentes para a fabricacao de betao auto-compactavel, o que
se sugere é a realizacao do mesmo estudo para os restantes tipos de cimento.

Planeamento de experiéncias

O principal objectivo de um planeamento experimental reside essencialmente na procura
orientada de relagoes entre variaveis e na comparagao de niveis de factores, recorrendo ao
tratamento estatistico dos dados recolhidos.

Se tivéssemos ao nosso dispor tempo e recursos or¢amentais infinitos provavelmente nao
existiriam grandes necessidade de complicados planeamentos de experiéncias. Na producao
e controle de qualidade queremos controlar o erro e aprender o maximo possivel sobre o
processo industrial ou a teoria subjacente usando os recursos disponiveis. Numa perspectiva
de engenharia, numa fase da experimentagao temos de ter em conta que é importante
conseguir:

e reduzir o tempo para projectar/desenvolver novos produtos e processos
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Figura 6.1: Grafico de dispersao dos dados do estudo efectuado em Nunes et. al [I10] e
curva de regressao definida pelo modelo (5.13)), com os respectivos intervalos de confianga
para os coeficientes de regressao e para os valores previstos.

e melhorar o desempenho dos processos existentes
e melhorar a fiabilidade e o desempenho dos produtos
e alcancar robustez do produto e do processo

e realizar a avaliacao de materiais, alternativas de projecto, criacao de componentes e
de sistemas tolerancias, etc.

Pretende-se sempre afinar ou melhorar o processo. Num mundo globalizado como o de
hoje, esta unidade para a competitividade afecta todos noés, tanto como produtores como
consumidores.

Existem varias estratégias de experimentacao para estudar a influéncia de tratamentos ou
factores sobre determinado sistema. e consequentemente sobre uma dada variavel resposta.
A mais correcta, nos casos que envolvem véarios factores, é realizar uma experiéncia factorial,
na qual se variam simultaneamente todos os niveis dos factores em estudo ao invés de
ensaiar um factor de cada vez. Neste caso, estuda-se sucessivamente o efeito sobre a variavel
resposta de cada um dos factores mantendo os restantes constantes. A maior desvantagem
da estratégia "um factor de cada vez", que é muito comum na pratica industrial, é nao
permitir estudar as possiveis interaccoes entre factores. Por outro lado, a estratégia de "um
factor de cada vez"é sempre menos eficiente do que uma experiéncia factorial.

No trabalho que realizdmos para esta Tese foi utilizado um plano factorial 2'¢ para o
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planeamento experimental, ao qual o estudo que apresentamos incidiu apenas sobre dois
factores, a saber Sp/p e w/c. O plano usado esté descrito na literatura para modelos homo-
cedasticos. Trabalhos recentes de Wiens et. al [I50] abordam a problematica da defini¢ao
de planos experimentais para a modelacao de relacoes em presenca de heterocedasticidade.
Recomendamos um seguimento atento dessa investigagao que no futuro podera dar frutos
no melhoramento do planeamento das experiéncias realizadas.



Apéndice A

Tabela de Registro dos Resultados dos
Ensaios

Composicao 1121345678910 |11 12|13 14|15
w/e
Sp/p

Vw/Vp

Vs/Vm

clmento

Filer calcario

superplastificante

agua 1

agua 2

data amassadura

inicio amassadura

tfunil 1(sec)

tfunil 2(sec)

Tabela A.1: Tabela de registro dos valores dos ensaios
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