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Resumo

Analise do Comportamento Elasto-plastico de Materiais Diicteis
baseada em Homogeneizagdo Computacional

Palavras-chave: Micro-mecanica; Homogeneizacao; Propriedades efetivas; Fun-
¢ao de cedéncia.

Ao longo da ultima década, a utilizacdo de ferramentas analiticas e numéricas
para a previsao do comportamento constitutivo dos materiais a varias escalas tem
despertado o interesse da comunidade cientifica.

O objetivo deste trabalho é a determinagao, por homogeneizagao computacio-
nal e na hipétese de grandes deformacdes, das propriedades efetivas de materiais
ducteis que, resultado da sua degradacdo interna, possuem vazios com geometrias
variadas na sua microestrutura.

Em primeiro lugar, sdo determinadas, através da analise de RVE’s 3D, as
propriedades elasticas efetivas de materiais com vazios geometricamente parame-
trizaveis tais como esféricos, esferoidais e elipsoidais. Os resultados obtidos sdo
comparados com a solugao teérica de Kachanov, Tsukrov et al. (1994)) e também
com a solugao estocastica de Drach et al. (2014)). Constata-se que o aumento da
fragdo volimica de vazios provoca uma diminui¢ao generalizada das propriedades
elasticas do material e também, a excecao do caso da esfera, um aumento do grau
de anisotropia. Verifica-se também uma boa correlagdo dos resultados obtidos
com as previsoes analitica e estocastica.

E depois analisado o inicio da cedéncia pldstica, avaliando-se o efeito da ge-
ometria dos vazios nas curvas de cedéncia. E proposto um critério de cedéncia
macroscopica, baseado na evolugdo da raiz quadrada da dupla contragao do pri-
meiro tensor de Piola-Kirchhoff homogeneizado. Sdo analisados materiais duicteis
com vazios cilindricos, comparando-se as curvas de cedéncia obtidas com as do
modelo de Gurson (1977) e GTN (Tvergaard e A. Needleman, |1984). Sao tam-
bém considerados vazios esféricos, esferoidais e elipsoidais, avaliando-se o modelo
proposto por Madou e Leblond (2012a,b)) (ML) e também o Modelo ‘Variacional’
Modificado (MVAR) de Danas e Aravas (2012).

No caso dos vazios cilindricos, observa-se que, a exce¢ao da solicitagao de corte
puro, as curvas do modelo de Gurson (1977) e GTN (Tvergaard e A. Needleman,
1984)) aparentam sobrestimar a resposta do material. No entanto, as curvas cal-
culadas sao conservadoras, uma vez que o vazio cresce até ao momento em que é
verificado o critério de cedéncia. Nos caso dos vazios elipsoidais, é verificado que
o modelo ML prevé com boa exatiddao o limite superior da resposta do material.
O modelo MVAR, para fragbes volimicas elevadas, prevé com relativa precisdo o
limite inferior, embora nao seja verificada essa correlacdo para toda a gama de
solicitagOes analisada.
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Abstract

An Elasto-plastic Analysis of Ductile Materials based on Compu-
tational Homogenization

Keywords: Micro-mechanics; Homogenization; Effective properties; Yield func-
tion.

Over the paste decade, the use of analytical and computational tools for the
prediction of the constitutive behaviour of materials at several scales has been the
subject of increasing interest of the scientific community.

The aim of this work is the determination, based on computational homoge-
nization at large strains, of the effective properties of ductile materials which, as
a result of its internal degradation, contain voids with distinct geometries.

In the first place, effective elastic properties of materials with geometrically
parametrized voids, such as spheric, spheroidal, and ellipsoidal, are determined,
considering 3D RVEs. The obtained results are compared with the theoretical
solution of Kachanov, Tsukrov et al. (1994) and also with the stochastic solution
of Drach et al. (2014)). It is observed that the increase of the void volume fraction
causes a generalized decrease of the effective elastic properties and also, excluding
the case of the sphere, an increase of the degree of the anisotropy. It is also
observed a good correlation with both theoretical and stochastic solutions.

Secondly the onset of plastic yielding is studied, evaluating the effect of voids
geometry on the yield curves. A macroscopic yield criteria is proposed, based
on the evolution of the square root of the double contraction of the homogenized
first Piola-Kirchhoff tensor. Ductile materials with cylindrical voids are analysed,
comparing the obtained yield curves with Gurson (1977) and GTN (Tvergaard
and Needleman, [1984) counterparts. Spherical, spheroidal and ellipsoidal voids
are also considered, evaluating the recent model proposed by Madou and Leblond
(2012alb) (ML) and the Modified ‘Variational’ Model (MVAR) introduced by Da-
nas and Aravas (2012).

Excluding pure shear loading, for the case of cylindrical voids the curves from
Gurson (1977) and GTN (Tvergaard and Needleman, [1984)) models seem to ove-
restimate the material response. Although the determined curves are conservative,
the void grow until the yield criteria is verified. For ellipsoidal voids it is observed
that the ML model predicts with good accuracy the upper bound of the material
response. For high volume fractions, a relative precision with the lower bound
is verified with the MVAR model, albeit that relation is not valid for the entire
range of imposed deformation gradient.
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Capitulo 1

Introducao

Ao longo das ultimas décadas, a utilizacdo de métodos numéricos para resolver
o conjunto de equacoes associado a diversos problemas fisicos, tipicamente de-
nominada por simulacdo, tornou-se uma das ferramentas mais importantes no
desenvolvimento de estruturas e sistemas complexos. Esta evolucao deveu-se ao
crescimento notavel da capacidade computacional, aliado ao facto das comunida-
des cientifica e industrial estarem cada vez mais cientes do potencial das ferra-
mentas de simulagao. O desenvolvimento de projetos cada vez mais desafiantes,
quer a nivel tecnolégico quer econémico, apenas é possivel através da utilizacio
das técnicas de simulacgao.

Em aplicacbes em que o material é sujeito a niveis de plasticidade préximos
da rotura, desenvolvem-se fenémenos microscépicos de degradacdo interna que
provocam uma diminuicdo generalizada da sua capacidade de carga. Nessas si-
tuacdes, os modelos constitutivos tradicionais como, por exemplo, o modelo de
von Mises, ndo conseguem prever de forma satisfatéria a resposta do material,
uma vez que nao contemplam os mecanismos de dano. Para ser possivel mode-
lar o comportamento do material até niveis de plasticidade préximos da rotura,
desde a década de 50 que engenheiros e cientistas procuram desenvolver modelos
constitutivos continuos capazes de prever a evolucdo da deterioracao interna do
material. Surgiu assim a Mecdnica do Dano Continuo que, ao longo dos anos, se
tornou umas das disciplinas mais importantes da Mecdnica dos Meios Continuos.

Embora sejam atualmente a estratégia mais utilizada na industria para a
modelagdo do comportamento do material, os modelos constitutivos continuos
encontram-se proximos dos seus limites de aplicabilidade. Isto deve-se, principal-
mente, ao facto das consideragoes fenomenoldgicas e micromecanicas, subjacentes
a sua formulacgdo, ndo permitirem contemplar todos os fenémenos que ocorrem na
microestrutura. Como resposta a estas limitagoes, recentemente, uma nova abor-
dagem tem vindo a ser desenvolvida: Modelagio Multi-Escala. O comportamento
do material, em vez de ser caracterizado por um conjunto de equacoes constitu-
tivas, é modelado através de um FElemento de Volume Representativo que contém
a informacao relativa a sua microestrutura. O modelo final contém informacao
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a varias escalas, uma vez que ao problema original & macro-escala, é acoplado o
problema a micro-escala. A ligacdo entre os dois dominios é estabelecida com base
nas técnicas de Homogeneizagdo.

Com o continuo desenvolvimento tecnoldgico, cada vez mais surgem novos
materiais que, desenhados a partir da sua microestrutura, possuem propriedades
especificas para a sua aplicacdo final. A Modelacio Multi-Escala apresenta nesse
aspeto um grande potencial, na medida em que possibilita a modelacdo do com-
portamento da microestrutura com grande flexibilidade e precisao. E, no entanto,
uma ferramenta numérica com grande margem de desenvolvimento, tratando-se
de um dos temas em aberto na area da Mecinica Computacional.

1.1 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é a determinacao, por homogeneizacao compu-
tacional, das propriedades efetivas de materiais que, resultado da sua degradacao
interna, possuem vazios com geometrias variadas na sua microestrutura.

Em primeiro lugar sdo determinadas, através de modelos 3D a microescala, as
propriedades elasticas efetivas de materiais porosos, considerando-se vazios geo-
metricamente parametrizaveis tais como vazios esféricos, esferoidais e elipsoidais.
Os resultados obtidos sdo depois comparados com a solucdo teérica de Kachanov,
Tsukrov et al. (1994) e também com a solugao estocastica de Drach et al. (2014)).

E depois analisado o inicio da cedéncia pléstica, tendo-se como objetivo o es-
tudo do efeito da geometria dos vazios nas curvas de cedéncia. Juntamente com
os modelos utilizados, é proposto um critério de cedéncia macroscépica, baseado
na evolugao da raiz quadrada da dupla contragdo do primeiro tensor de Piola-
Kirchhoff homogeneizado. Em primeiro lugar sdo analisados materiais porosos
com vazios cilindricos, comparando-se as curvas de cedéncia obtidas com as do
modelo de Gurson (1977) e GTN (Tvergaard e A. Needleman, 1984). Sao de-
pois analisados vazios esféricos, esferoidais e elipsoidais, avaliando-se o modelo
proposto por Madou e Leblond (2012a,b)) e também o Modelo ‘Variacional’ Mo-
dificado de Danas e Aravas (2012).

1.2 Revisao bibliografica

Nesta secgao efetua-se uma breve revisao bibliografica dos principais temas abor-
dados neste trabalho.

1.2.1 Modelos Multi-Escala

Apesar de ser uma area de investigacao recente, muitos dos fundamentos dos Mo-
delos Multi-Escala ja foram introduzidos ha algumas décadas. Um dos primeiros
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conceitos a ser introduzido foi a homogeneizacao, destacando-se os trabalhos pi-
oneiros de Hill (1963) e Hashin (1983) na andlise de materiais compésitos. E
através da homogeneizacdo que sdo transmitidas as propriedades microscépicas
para as suas correspondentes & macro-escala, estando subjacente, normalmente, a
regra das misturas (Molina, [2007; Reis, |2014).

Em Miehe e Koch (2002]) é proposta uma familia de algoritmos e representagoes
matriciais para o calculo das tensdes homogeneizadas e do médulo tangente global,
na hipétese de pequenas deformagdes. Em Miehe (2003) o trabalho é estendido
para grandes deformacdes.

Na publicagdo Souza Neto e Feijéo (2006) é apresentada uma formulagao ge-
ral variacional de primeira ordem de um Modelo Multi-Escala, para pequenas e
grandes deformactes. A formulacdo é baseada na média volumétrica dos cam-
pos de deformagao e tensao microscépicos, ao longo de um Elemento de Volume
Representativo, sendo ainda desenvolvida a versao discretizada do modelo para
a sua implementacio em elementos finitos. E também demonstrado que, sob
determinadas restrigdes cinematicas, o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff homo-
geneizado a partir da configuracdo de referéncia é equivalente ao tensor de Cauchy
homogeneizado a partir da configuracao deformada.

1.2.2 Propriedades elasticas efetivas de materiais porosos

Um dos trabalhos com maior impacto no problema da determinacao do comporta-
mento elastico de materiais com inclusées elipsoidais é a solucdo para o problema
da inclusao de Eshelby (1957). Nesta publicagao, sdo estabelecidas solugbes anali-
ticas para o campo de deslocamentos, deformagcoes e tensdes de um corpo infinito
com uma incluséo elipsoidal sujeita a uma deformagao permanente (designada por
Mura (1987)) pelo termo eigenstrain). Além disso, é também demonstrado que o
campo de deformacoes e tensoes é constante no interior da inclusao.

As solugoes analiticas do comportamento efetivo de materiais porosos podem
ser estabelecidas com base nos limites inferior e superior das propriedades gerais
(Hashin e Shtrikman (1963)) e posteriores publicagoes) ou através do calculo direto
a partir das solucoes de elasticidade existentes. Uma dessas solugoes é proposta em
Kachanov, Tsukrov et al. (1994), onde sdo desenvolvidas expressoes analiticas para
o comportamento elastico efetivo de materiais com cavidades de varias geometrias,
quer em 2D como em 3D. A contribuicdo do vazio na resposta efetiva do material
é estabelecida através do tensor de flexibilidade da cavidade.

Em Tsukrov e Novak (2002) é proposta uma estratégia numérica para a de-
terminacao das constantes elasticas, aplicavel a vazios 2D com formas irregulares.
Sao utilizados dois métodos computacionais, nomeadamente o Método dos Ele-
mentos Finitos e o Mapeamento Conformal.

Através de uma metodologia estocéstica, em Drach et al. (2013) é estabelecida
uma correlacdo entre os momentos principais de inércia do vazio e o moédulo de
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Young efetivo. Um trabalho semelhante é apresentado em Drach et al. (2014),
considerando no entanto como parametro geométrico da correlagdo as areas pro-
jetadas do vazio.

1.2.3 Fratura ductil

Desde a década de 50 que varios investigadores procuram desenvolver modelos
constitutivos continuos capazes de incorporar, através de uma variavel de dano, a
degradacdo interna do material. Um dos modelos com maior impacto na literatura
é o modelo de Gurson (1977). Trata-se de um modelo micromecanico, onde é
assumida uma distribuicdo peridédica de vazios esféricos, representados por um
RVE com a forma de uma esfera com um vazio esférico concéntrico. Mais tarde
em Tvergaard e A. Needleman (1984) sdo propostas alteragbes no modelo de
Gurson, introduzindo-se o efeito da nucleagio e coalescéncia de vazios.

Um aspeto importante do modelo de Gurson é que estéd implicito o compor-
tamento isotrépico do material, dado que é assumido que os vazios permanecem
esféricos ao longo do processo de evolugdo do dano. Embora para solicita¢des pu-
ramente hidrostaticas isto seja consistente com os fenémenos de dano observados
no material, para solicitagbes com componente de corte o modelo de Gurson nao
é realista, uma vez que ndo é considerada a anisotropia ‘morfologica’ resultante
da evolucdo da forma dos vazios (Danas e Aravas, 2012)). Por este motivo, va-
rios investigadores procuraram estender o campo de aplicabilidade do modelo de
Gurson, considerando vazios com formas mais complexas.

Em Gologanu et al. (1997) é proposto um modelo que assume que os vazios
sdo esferoidais. Na sua formulacdo é adotada a mesma estratégia do modelo
de Gurson, utilizando-se, porém, novos campos de velocidades. Recentemente,
em Madou e Leblond (2012alb) é proposta uma generalizagdo deste modelo para
vazios elipsoidais genéricos, desenvolvendo-se ainda em Madou, Leblond e Morin
(2013) as respetivas leis de evolucao das varidveis microestruturais.

Em Monchiet et al. (2014)) é proposta uma funcao de cedéncia para vazios
esferoidais, utilizando-se campos de velocidade do tipo Eshelby.

Uma abordagem alternativa aos modelos micromecanicos sdo os modelos de-
senvolvidos a partir de técnicas de homogeneizagdo avancadas. Em Castafieda
e Zaidman (1994) e Kailasam, Castafieda e Willis (1997) é proposto um modelo
constitutivo para materiais dicteis porosos, considerando-se vazios elipsoidais ge-
néricos. Na sua formulagao é utilizado o método de homogeneizagdo comparativa
linear ‘variacional’ de Castaneda (1991) e as estimativas para materiais linear-
eldsticos com microestruturas elipsoidais de Castaneda e Willis (1995)). A sua
implementagdo numérica é descrita em Aravas e Castaneda (2004). Em Danas
e Aravas (2012) é proposta uma modificagdo deste modelo, de forma a que seja
reproduzida, para solicitagoes hidrostaticas, a solucao exata para os vazios esféri-
cos e cilindricos (dada pelo modelo de Gurson) e também para que seja capaz de
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prever, por calibracgdo, a evolugao das varidveis microestruturais de acordo com o
recente modelo de ‘segunda-ordem’ de Danas e Castanieda (2009bla)). Este ultimo
modelo é baseado no método de homogeneizagao nao-linear de segunda ordem de
Castaneda (2002).

Recorrendo a técnicas de homogeneizagdo computacional, em Giusti et al.
(2009) ¢é avaliado o modelo de Gurson e, através da correlagdo estatistica dos
resultados obtidos, é proposta uma funcido de cedéncia. Sdo analisados vazios
cilindricos, modelados numa estratégia multi-escala através de um RVE 2D em
estado plano de deformacdo. Em Fritzen et al. (2012)) é realizada uma andlise
semelhante, considerando-se no entanto RVE’s 3D com miltiplos vazios esféricos.
Recentemente, Khdir et al. (2015) realiza uma andlise semelhante, considerando
no entanto multiplos vazios esferoidais orientados aleatoriamente.

1.3 Estrutura do documento

Este documento encontra-se organizado por capitulos, incluindo-se, no final, um
conjunto de anexos e as referéncias bibliograficas.

Capitulo 2

No sao introduzidos alguns dos conceitos fundamentais da Mecdnica
dos Meios Continuos e do Método dos Elementos Finitos. Em primeiro lugar,
sdo apresentadas as entidades e relagoes fisicas necessarias & implementacao de
um modelo capaz de simular o comportamento de um sélido em deformacao,
seguindo-se uma descrigdo das varias etapas associadas a aplicacdo do Método dos
Elementos Finitos.

Capitulo 3

) ¢ dedicado a descri¢ao dos Modelos Multi-Escala. Iniciando-se pela
introducao do conceito de Elemento de Volume Representativo, é depois apresen-
tado o conceito geral de um Modelo Multi-Escala. Segue-se a formulacdo de um
problema a micro-escala, baseada no Teorema dos Trabalhos Virtuais, e a carac-
terizagdo das vérias restricbes cineméticas associadas a diferentes condigoes de
fronteira. Por fim, é descrita a estratégia de resolugdo numérica do problema a
micro-escala, recorrendo ao Método dos Elementos Finitos.

Capitulo 4

No sdo apresentados, numa perspetiva a vérias escalas, os varios concei-
tos tedricos relacionados com a fratura dictil. Em primeiro lugar, sdo introduzidos
os aspetos fenomenoldgicos, nomeadamente os mecanismos microscépicos envolvi-
dos e as respetivas evidéncias macroscépicas. Sao depois apresentados alguns dos
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modelos tedricos existentes na literatura, dando-se especial atencao aos modelos
que incorporam o efeito da geometria dos vazios no critério de cedéncia plastica.
No final, é realizado um estudo paramétrico das curvas de cedéncia dos modelos
tedricos, avaliando-se o efeito da geometria dos vazios e do pardmetro de Lode.

No sdo descritas varias metodologias para a determinacao das proprie-
dades elasticas efetivas de materiais porosos. Em primeiro lugar, é introduza a lei
de Hooke generalizada, apresentando-se as relagoes eldsticas para materiais com
diferentes tipos de isotropia. E depois introduzida a solu¢do exata de Kachanov,
Tsukrov et al. (1994) para o comportamento eldstico efetivo de materiais porosos
com vazios elipsoidais, que tem como base a solucdo para o problema de Eshelby
(1957). E também descrita a solucéo proposta por Drach et al. (2014), que estabe-
lece com base em modelagio estatistica uma correlacdo entre as area projetadas
do vazio e o modulo de Young efetivo. No final, é proposta uma metodologia
numérica para a determinacao das propriedades elasticas efetivas a partir do pro-
blema a partir do programa a micro-escala utilizado, comparando-se os resultados
obtidos com as previsoes teodricas.

Capitulo 6

No sdo obtidas, por homogeneizagao computacional, as curvas de ce-
déncia para materiais porosos com vazios com diversas geometrias e fragoes vo-
ldmicas, comparando-se depois com as respetivas previsdes teéricas. E proposta
uma estratégia para a imposi¢do do gradiente de deformacdo, de forma a que
seja realizado um varrimento dos varios estados de tensao compreendidos entre a
solicitacio puramente hidrostética e de corte puro. E também proposto um cri-
tério de cedéncia macroscépica, baseado na evolucao da raiz quadrada da dupla
contracao do primeiro tensor de Piola-Kirchhoff homogeneizado.

Em primeiro lugar, é analisado o inicio da cedéncia em materiais porosos com
vazios cilindricos, utilizando-se um modelo 2D em estado plano de deformacao
e um modelo 3D. As curvas de cedéncia obtidas sdo comparadas com as curvas
tedricas do modelo de Gurson (1977) e GTN (Tvergaard e A. Needleman, 1984).

Sao depois considerados, em anélises 3D, vazios esféricos, esferoidais e elipsoi-
dais, avaliando-se as previsoes tedricas do modelo proposto por Madou e Leblond
(2012alb) e também do Modelo ‘Variacional’ Modificado de Danas e Aravas (2012)).

No ¢ apresentada uma sintese do trabalho desenvolvido e as principais
conclusbes. Sdo também indicadas algumas sugestoes de trabalhos futuros.
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Mecanica dos Meios Continuos e
Método dos Elementos Finitos

Intrinseco a formulagdo dos Modelos Multi-Escala encontram-se os conceitos teé-
ricos da Mecdnica dos Meios Continuos, que estabelecem as entidades e relacoes
fisicas necessarias a implementacdo de um modelo capaz de simular o comporta-
mento de um solido.

Devido a complexidade inerente aos problemas de mecanica dos sélidos, é
necessario recorrer a ferramentas numéricas que, através de apropriadas apro-
ximagoes, sdo capazes de resolver os mais diversos tipos de modelos. Um dos
métodos numéricos mais populares, e enquadrado no contexto desde trabalho, é
o Método dos Elementos Finitos. Este método permite obter uma aproximacao
para varios tipos de problemas governados por um conjunto de equagoes dife-
renciais, baseando-se na divisdo do dominio do problema num ntmero finito de
sub-dominios e na interpolacao sistematica do campo de varidveis. Atualmente,
é globalmente aceite como uma das ferramentas numéricas mais poderosas, em
virtude da sua flexibilidade e capacidade de implementagdo computacional.

Neste capitulo sdo introduzidos alguns dos topicos fundamentais aos conceitos
introduzidos acima, tendo como base Souza Neto, Peric et al. (2011). Para uma
consulta mais detalhada sobre o tema da Mecinica dos Meios Continuos sugerem-
se as referéncias Shabana (2011)), Holzapfel (2000) e Gurtin (1982). Relativamente
ao Método dos Elementos Finitos sugerem-se os livros Zienkiewicz, Taylor e Zhu
(2013) e Zienkiewicz e Taylor (2013]).

2.1 Cinematica da deformacao

Considere-se um corpo % ocupando a regiao €2 do espago Fuclidiano tri-dimensional
& e com uma fronteira regular 02. A deformacao é uma fungéo, univoca e suave,
que descreve a posicao de cada ponto material & de A relativamente & configura-
¢ao de referéncia,

x = (p) - (2.1)
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Um movimento (ver Figura ¢é definido como sendo uma deformacdo de
% dependente da varidvel tempo. Desta forma, durante o movimento ¢ a posi-
¢ao espacial & da particula material p (relativa a configuragao de referéncia) no
instante de tempo ¢ é dada por

x = ¢(p,t) . (2.2)

configuragao
de referéncia

Figura 2.1: Deformagdo de um corpo.

O campo de deslocamentos é, por defini¢ao, dado por

u{p,t} = o(p.t) —p. (2.3)

E possivel entdo exprimir a posicio da particula p na configuracio deformada do
solido % na forma

x=p+u{pt}. (2.4)

A velocidade da particula material p é definida como sendo a derivada em
ordem ao tempo do movimento ¢,

z{p,t} = &’g}t)’t) . (2.5)

Assumindo que ¢(p, t) é invertivel, para qualquer instante ¢, é possivel exprimir
os pontos materiais p a partir da sua configuracao deformada,

p=y (@) =z -u{p (@)t} , (2.6)

onde ¢~ !(x,t) é a funcio de mapeamento da configuracdo de referéncia. Com
base nesta funcdo é possivel definir a velocidade espacial

vz, t} =@ {p (@,1),t} . (2.7)
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Ambos os campos & e v representam a velocidade do s6lido durante a deforma-
¢ao. No entanto, encontram-se subjacentes a sua definicao referenciais diferentes,
resultando desse facto significados fisicos distintos. A luz destes diferentes ti-
pos de analise é possivel definir dois tipos de descricdo do movimento do corpo:
formulacao material e espacial.

A descricdo material, também designada por formulacdo de Lagrange, tem
como variavel as particulas materiais na sua configuragao de referéncia. Do ponto
de vista conceptual, esta descri¢io consiste na fixacdo de um ponto material p do
solido ao longo do movimento e na observacao da evolucdo das variaveis.

A descricao espacial, também conhecida por formulacao de Euler, tem a po-
sicdo espacial & como varidvel. Esta descricdo pode ser imaginada como a obser-
vacao da evolugdo de uma varidvel num ponto fixo do espaco.

2.1.1 Gradiente de deformacao

O gradiente de deformacdo do movimento ¢ é o tensor de segunda ordem F
definido (com base na descri¢do material) como

&I:t

F{p,t} =Vyp(p,t) = o (2.8)

Considerando a relagao (2.4]), a expressao anterior pode ser escrita na forma
F=I+V,u, (2.9)

onde I é o tensor identidade de segunda ordem.
Em termos da descri¢ao espacial, o gradiente de deformagao F' pode ser igual-
mente expresso como

F{z,t} = [Vx cpfl(a:,t)}il =[I-V,u] . (2.10)

Nas expressoes anteriores os operadores V,, e V, denotam o operador gradiente
da formulacao material e espacial, respetivamente.

Para a compreensao do significado fisico do gradiente de deformagao considere-
se uma fibra material infinitesimal dp, que liga duas particulas materiais vizinhas:
p e p+ dp (Figura . Apés a deformacdo ¢;, estas particulas sdo mapeadas
para as posi¢oes * e * + de. O gradiente de deformacdo é o operador linear
que relaciona as fibras infinitesimais dp com o seu homoélogo na configuracao
deformada dx, ou seja:

de=Fdp. (2.11)
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configuragao
de referéncia
T T

Figura 2.2: Gradiente de deformagdo (adaptado de Souza Neto, Peric et al.,
2011)).

Decomposicao isocérica e volumétrica do gradiente de deformacgao

Uma deformacao volumétrica consiste na contragdo ou dilatacdo pura e uniforme
em todas as direcoes do solido, ou seja

F=cI, (2.12)

onde o escalar ¢ corresponde ao racio de contracao/dilatacao.
O determinante do gradiente de deformagao F'

J=det F, (2.13)

representa, localmente, o volume apods deformacao por unidade de volume de re-
feréncia. Uma deformacao isocorica é caracterizada pela condigdo de conservagio
de volume, podendo-se exprimir matematicamente como

J=1.

Com base nos dois tipos de deformacdo apresentados, qualquer deformacao
pode ser decomposta localmente como uma deformacao volumétrica seguida de
uma deformagcao isocorica, ou vice-versa. Tem-se entdo que

F:ESOFV:FVESO7 (214)

onde

wl—=

F,=(detF)3 I (2.15)

¢é a componente volumétrica de F' e
Feo = (detF) 5 F (2.16)

a componente isocérica, associada a distorcao local.
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Decomposicao polar do gradiente de deformacgao

A decomposicdo polar do gradiente de deformacao permite a distingdo entre ro-
tagoes e elongacdes puras. Define-se entao

F=RU=VR, (2.17)

onde R denota o tensor de rotagdo e os tensores U e V' a elongacdo direito
e esquerdo (right/left stretch tensors), respetivamente. Note-se que estes dois
ultimos tensores sao simétricos definidos positivos, expressos por

U=VC, (2.184)
V =VB, (2.18D)

onde C' e B sdo, respetivamente, os tensores de deformagao de Cauchy-Green
direito e esquerdo, matematicamente dados por

C=F'F, (2.19a)
B=FF". (2.19b)

2.2 Tensores de deformacoes

A deformacao de um sélido pode ser expressa por diferentes quantidades e, embora
todas representem o mesmo fenémeno fisico, a sua selecao baseia-se principalmente
no compromisso entre o aspeto fenomenolégico que se pretende modelar e o seu
enquadramento matematico.

Das varias alternativas existentes para a quantificacdo da deformacao, destacam-
se duas familias: tensores de deformacao de Lagrange e de Euler. O tensor de
deformacao de Lagrange é definido por

1
WM 1) m#£0
Em =™ (2.20)
In[U] m=0,
onde m é um ndimero real e In[-] denota o tensor logaritmico de [-]. O tensor de

deformacao de Fuler é semelhante ao da familia de Lagrange, sendo este funcao
do tensor de elongacao esquerdo V:

Lovm_on mzo
em=¢ ™ (2.21)
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O programa utilizado no ambito desta dissertagdo encontra-se implementado
para grandes deformagoes, considerando-se no modelo constitutivo material o ten-
sor de deformacao logaritmico de Lagrange (m = 0). Este é também denominado
por tensor de Hencky, e ¢ matematicamente definido por

E=W(U)=(VFF). (2.22)

Um aspeto importante dos tensores de deformacao até agora apresentados
reside no facto destes serem nulos para movimentos de corpo rigido (rotagao e/ou
translacao).

2.3 Tensores de tensoes

Num corpo em deformacao desenvolvem-se tensGes no seu interior, podendo estas
ser caracterizadas por diferentes quantidades. S&o apresentados nesta secgdo os
tensores enquadrados no trabalho desenvolvido.

2.3.1 Tensor de Cauchy

O tensor das tensdes de Cauchy é, por definicdo, dado por
t{x,n} =o{z}n, (2.23)

onde t é a tracdo na superficie e n o vetor normal a superficie. Na literatura é
frequentemente denominado por tensor das tensoes verdadeiras, uma vez que é
definido com base na configuracdo deformada do sélido. Resultado do equilibrio
de momento angular tem-se que o tensor de Cauchy é simétrico,

oc=o". (2.24)

A semelhanca da decomposicao do gradiente de deformacao nas componentes
volumétrica e isocérica, o tensor das tensdes de Cauchy pode ser decomposto
na parte hidrostatica e desviadora. A primeira, também designada por pressao
hidrostatica ou tensao média, é definida como

1
p= gtra . (2.25)

As tensoes desviadoras sao expressas por

s=o—pl. (2.26)
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2.3.2 Primeiro tensor das tensoes de Piola-Kirchhoff

O primeiro tensor de Piola-Kirchhoff, na notagao utilizada representado por P, é
a versao material do tensor das tensdes de Cauchy. Assim sendo, as tensbes sdo
quantificadas relativamente & configuragdo nao deformada do sélido. Matemati-

camente é expresso por
P=JoF T, (2.27)

Contrariamente ao tensor de Cauchy, o primeiro tensor das tensbes de Piola-
Kirchhoff nao é necessariamente simétrico.

2.3.3 Tensor das tensoes de Kirchhoff

Utilizando o tensor de Cauchy e o determinante do gradiente de deformacao é
possivel definir o tensor das tensées de Kirchhoff:

T=Jo. (2.28)

Dada a simetria do tensor de Cauchy, o tensor das tensoes de Kirchhoff é também
simétrico.

2.4 Principios fundamentais de conservacao

Até ao momento foram introduzidas algumas das varidveis que caracterizam a de-
formacgao e movimento, bem como as medidas da deformacéo e da tensao desen-
volvidas no interior de um sélido continuo. No entanto, é fundamental que sejam
respeitadas um conjunto de leis que impoem o comportamento destas variaveis.
Os principios fundamentais tém como base as leis e principios termodindmicos e
dinamicos, sendo nos tépicos seguintes indicados, de forma sintética, alguns deles.

2.4.1 Conservagao da massa

O principio da conservagao da massa pode ser expresso matematicamente na forma
p+pdivyu=0, (2.29)

onde p é a densidade do material do sélido e div,(-) denota o operador divergéncia
espacial.

2.4.2 Balango de momento linear

Considerando a formulacio espacial do movimento de um sélido, o balanco de
momento linear, resultado do teorema de Cauchy, pode ser definido pelo sistema
de equagoes
divyo+b=pi ,em p(Q),
(2.30)
t=on sem ¢ (09))



14 Capitulo 2

onde t é o campo vetorial de tracdo na fronteira do sélido na configuragao de-
formada ¢ (02), n o vetor unitario normal & superficie definida por ¢ (9£2) e b o
vetor das forgas de volume por unidade de volume deformado ¢ (€2).

Considerando a formula¢ao material (Lagrange), o sistema de equagoes ante-
rior pode ser expresso a partir da configuracao de referéncia,

divyP+b=pit ,em Q,
_ (2.31)
t=PN ,em 0f) ,

onde
b=Jb (2.32)

é a forga de volume de referéncia (for¢a de volume por unidade de volume na
configuragao nao deformada), o termo

p=Jp (2.33)

¢ a densidade de referéncia (massa por unidade de volume na configuragao de
referéncia), t a tracdo na superficie de referéncia (forca de superficie por unidade
de area de referéncia) e IN o vetor unitdrio normal & superficie nao deformada
09Q. Na notacao adotada div,(-) denota o operador divergéncia material de (-).

As equagoes acima indicadas sdo também designadas como forma forte das
equacoes de equilibrio.

2.5 Principio dos Trabalhos Virtuais

Nesta seccao sao introduzidas as equagoes de equilibrio na forma fraca, obtidas
da aplicagdo do Principio dos Trabalhos Virtuais (o qual se encontra subjacente
a sua definicdo o Principio da Energia Minima).

Considere-se novamente um sélido genérico %A, que ocupa a regido ) C &,
com fronteira 92 na sua configuragdo de referéncia, sujeito a forgas de volume no
seu interior e a forgas de tracdo na sua fronteira.

2.5.1 Versao espacial

A versdo espacial do Principio dos Trabalhos Virtuais estabelece o equilibrio do
solido se e apenas se for satisfeita a equagao

/ [U:Vxn—(b—p'zl)-n]d‘/—/ t-mdA=0, Ynev, (2.34)
©(£2) ©(09)

onde 1) é o deslocamento virtual admissivel, pertencente ao espaco de deslocamen-
tos virtuais 7.
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2.5.2 Versao material

A versao material estabelece o equilibrio do s6lido em relagdo a configuracao de
referéncia de %, sendo necessario que o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff, P,
satisfaca a equacao

/[P:vpn—(é—ﬁu)-n} V- [ Enpda=0, Vpev.  (2.35)
Q o0

A versdo material da aplicagdo do Principio dos Trabalhos Virtuais é obtida a
partir da versdo espacial através das identidades

1
o= jPFT : (2.36a)
Vea=V,aF ", (2.36b)

onde a relacdo (2.36bf) é valida para um campo vetorial genérico a. Na passagem
da versao espacial para material é também utilizada a relacdo (Gurtin, 1982)

[ a@av= [ J@atem) av. (2.37)
()

Q

valida para qualquer campo escalar a.

2.5.3 Formulacao quasi-estdtica

Os efeitos de inércia do sélido podem ser desprezados em certos modelos (por
exemplo, sob a aplicacdo de uma carga de forma lenta e incremental), designando-
se este tipo de andlise por formulacao Quasi-FEstdtica.

Desprezados os termos de inércia as equagoes de equilibrio vém simplificadas.
A descrigao espacial do Principio dos Trabalhos Virtuais vem

/ [0 :V,n—b-n] dV—/ t-ndA=0, Vnev, (2.38)
©(82) ©(09)

e a descricdo material

/[P:vpn—i)-n] V- [ Enda=0, wmer. (2.39)
Q o2

2.6 DMétodo dos FElementos Finitos

As equacgoes de equilibrio apresentadas anteriormente, aplicdveis ao problema de
deformacao de um soélido, apresentam um grau de complexidade elevado. Isto im-
possibilita a obtenc¢ao de solugoes puramente analiticas para sélidos com modelos
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constitutivos ou geometrias de maior complexidade, tornando-se entao necessaria
a utilizagdo de métodos numéricos para a resolucdo do problema. O processo
mais utilizado por exceléncia na industria e comunidade cientifica é o Método dos
Elementos Finitos. Embora a solucao obtida nao seja exata, desde que o erro asso-
ciado a solucao aproximada seja desprezavel, no contexto da aplicacao, possibilita
a analise de modelos complexos de forma expedita.

A aplicacdo do Método dos Elementos Finitos pode-se resumir as seguintes
etapas:

1. Formulacéo integral do problema;
2. Discretizagao espacial;
3. Discretizacdo temporal;

4. Resolucao do sistema de equagbes originado pela discretizacdo espacial e
temporal.

Nos topicos seguintes sao introduzidas de forma sintética as varias etapas
enumeradas acima.

2.6.1 Formulagao integral do problema

A formulacédo integral do problema pode ser obtida através de diferentes métodos,
tais como o Principio Variacional de Hamilton, o Método dos Residuos Pesados
ou o Principio dos Trabalhos Virtuais. Neste documento a forma fraca do pro-
blema (formulagao integral) é obtida através do Principio dos Trabalhos Virtuais,
encontrando-se em e a formulacdo espacial e material, respetiva-
mente, para problemas considerados como Quasi-Fstdticos.

2.6.2 Discretizagao espacial

A discretizagdo espacial é a base do Método dos Elementos Finitos e consiste na
divisdo do dominio continuo do problema num conjunto finito de sub-dominios
designados por elementos finitos, .. O dominio discretizado vem

Nelem

Qx~0'= | Q., (2.40)
e=1

onde (-)d designa a entidade discretizada, nelem 0 nimero de elementos e |J a
operacao de assemblagem.
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Interpolacao das variaveis

Uma vez discretizado o dominio, as varidveis do problema sdo calculadas por
interpolacdo no interior do elemento. Considere-se um campo vetorial genérico
a(x) definido sobre o dominio do elemento finito .. A sua interpolagdo no
elemento vem

Nnés

a{x} ~"a{x} = Z a{x;} NS (x) , (2.41)
i=1
onde "a{x} designa o campo a{x} interpolado, n,¢s 0 nimero de nés, a{x;} o
valor de a{x} nonéie Nf(x) a funcao de interpolacao associada ao né i no ponto
x.
As funcoes de interpolagdo, também designadas por funcdes de forma, de-
pendem do tipo de elemento utilizado na discretizagdo e possuem, entre outras
(Zienkiewicz, Taylor e Zhu, [2013), a propriedade de delta de Kronecker,

Ni(xj) = bij (2.42)

onde d;; ¢ a funcdo de delta de Kronecker,

{ 6ij =1 ,para i =j, (2.43)

9i; =0 ,para i # j .

Para a interpolagdo no dominio global discretizado Q% em Npontos O Processo

é semelhante:
Mpontos

"a(x) = Y a{xi}N{(z). (2.44)

i=1
No entanto, neste caso, a fung¢io de forma N7 (x) encontra-se definida no dominio
do problema e nao apenas no dominio do elemento (Figura [2.3)).

Nf(xi)=1

Figura 2.3: Interpolacdo no elemento finito: fungao de forma global (Souza Neto,
Peric et al., 2011)).
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As fungées de forma podem ser representadas matricialmente na forma

NY{x} = [diag[N{(z)] diag[N§(z)] - diag|[Ng ()],  (245)

Mpontos

onde diag [NY (x)] é a matriz diagonal de dimensoes ndim X Ndim (Ndim ¢ 0 NMero
de graus de liberdade do problema) que contém a funcao de forma do né i. Desta
forma a interpolacao é dada por

ha{x} = NYa , (2.46)

onde a é o vetor global com os valores nodais do campo vetorial,
_ 1 1 Tpontos Mpontos T 2 47
a P al y .. andlm g e s al s .. s andlm s ( . )

onde o elemento genérico a] é a componente ¢ do campo vetorial no né global j.

A discretizacdo espacial requer a introducdo do operador gradiente discreto,
GY, e do operador gradiente simétrico discreto, BY, que correspondem a versao
discretizada dos operadores V() e V,(-), respetivamente. Ambas as matrizes
(também designadas por matrizes de deformagao) precisam de ser estabelecidas
conforme o tipo de problema (i.e. problemas bi-dimensionais ou tri-dimensionais).
Para problemas bi-dimensionais em estado plano de deformacdo a matriz GY
assume a forma

[ ony | ONY 1 Vibontos
ox 0 | Oz 0 | | oz gO
0 BNf | 0 aNg | | 0 aanontos
x| x| | 1
- 8Nf O ! 8Ng O ! ! 8]Vgpcmtos O ’ ’
ay g : ay g : : ay 8Ng
0 Mg ™ d ontos
L oy oy . dy J
e BY,
8ng ; 8]VZQ ; ; 8]V;{pontos
ox 0 | Ox 0 [ [ ox gO
ONY | ONZ | | 8Nn ontos
Bi=1 0 -0 Frio0 0 —ponter | (2.49)
8Nf 8ng : 8Ng 8N29 : : 8]Vgpcontos angontos
dy oz |, Oy or | ‘ dy oz

Discretizacao espacial das equagoes de equilibrio

Com os elementos acima descritos as equagdes de equilibrio podem ser expressas
na versao discretizada.
Com base na formulagao espacial, a equagao ([2.38|) discretizada resulta

T
{[p(ﬂd) [(BQ)TO'— (NQ)Tb} dV—L(an) (N9)T ¢ dA} n=0, nevt,
(2.50)
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onde % denota a versdo discretizada do espaco de deslocamentos virtuais, 7.
A equagao (2.39), correspondente & versdo material, vem

{/Qd [(GQ)TP— (N9)" B} av — (Ng)TtdA}Tfrl _0, nevl. @51)

04

Como as equagOes indicadas tém que ser verificadas para qualquer vetor de
deslocamentos virtuais 77, os termos no interior das chavetas tém que se anular.
Logo, apés algumas substituicdes e manipulacao algébrica, pode-se estabelecer a
equacao de equilibrio na forma fraca como

fint o fext -0 , (252)

onde f™ e f' denotam, respetivamente, os vetores globais de forcas internas e
externas. No procedimento do Método dos Elementos Finitos estes vetores globais
sao normalmente obtidos através da assemblagem dos vetores elementares,

= né\l (f;“t) : (2.53a)
Fo58 = n,lA\j (fj"t> : (2.53b)

O operador A denota a assemblagem dos elementos finitos, onde cada componente
do vetor de forgas global associado a um né em particular é obtida do somatorio
das respetivas contribuigcoes dos vetores elementares que partilhem esse mesmo
no.

Segundo a formulacio espacial os vetores elementares de forcas internas e
externas vém, respetivamente,

fint — / Blo AV, (2.54a)
P(Se)
feext — / NTb dV + NTt dA . (254b)
() P(992e)

A versao material é dada por

e

int — / GTpav, (2.55a)

e

Fot = / GToav + [ GTEdA. (2.55b)
Qe 0N

Quadratura de Gauss

Como indicado nas expressdes acima, os vetores elementares de forgas internas
e externas sao obtidos por integragdo. Um dos métodos mais utilizados para a
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avaliacdo numérica dos integrais é a quadratura de Gauss: seja a(x) um campo
genérico, definido no dominio do elemento €2, e seja & : T — {2, 0 mapeamento
do dominio normalizado T em .. O integral de a(x) sobre €. é obtido por

Ngauss

[, at@ iz = [a@icni© dcx X Walichi@), @50

onde {; (i =1,...,ngauss) SA0 as posicoes dos ngauss pontos de gauss no dominio
normalizado T, W; os respetivos pesos e

Jj(€) = det [0x/0(C] , (2.57)

o determinante do jacobiano da transformacéo «.

2.6.3 Discretizagao temporal

Muitos dos materiais apresentam um comportamento que depende do histérico
de deformagao (por exemplo, materiais dependentes da trajetéria de deformagao
ou dependentes da taxa de deformacao). Este aspeto de maior complexidade no
comportamento do material é implementado nos modelos de Elementos Finitos
através de uma estratégia incremental. Isto significa que é realizada uma discre-
tizacdo temporal: o intervalo de tempo total [tg,t] é dividido em (n + 1) passos
sequenciais no tempo, nos quais as equagoes de equilibrio tém que ser satisfeitas.

De forma a incluir o histérico de deformacao nas equagoes constitutivas, que
caracterizam o tensor das tensoes, é introduzido um conjunto de varidveis internas
a, intrinsecas ao tipo de material.

Considerando, por exemplo, o primeiro tensor das tensoes de Piola-Kirchhoff,
tem-se que no instante ¢,41,

Py = P {Foy1, o}, (2.58)

onde P {F,;1,a,} ¢é o funcional constitutivo incremental. Introduzindo este fun-
cional na equagao (2.39) e levando em consideragao a discretizacido temporal das
forcas externas, é possivel definir o problema incremental quasi-estdtico de valor
inicial:

Dado um conjunto de varidveis internas o, e o campo de deslocamentos w, no

instante de tempo t,, bem como as forcas externas b, 1 e t, 1 no instante de
tempo tyy1, procura-se o campo de deslocamentos un+1 que satisfaca

/Q [p{FnJrlaan} : vpn*5n+l '77} dV*/@QEnJrl 'ndA:Oa V’I’] € 7/7
(2.59)
para qualquer 11 € V.
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2.6.4 Meétodo de Newton-Raphson

Estabelecida a equagao de equilibrio, de caracter nao linear, é necessario utilizar
um método numérico suficientemente robusto e eficiente para a sua resolucio.
Um dos métodos mais populares, e implementado no cédigo de elementos finitos
utilizado, é o método de Newton-Raphson. Através deste método é garantida,
quando devidamente implementado, uma taxa de convergéncia quadratica.

Uma iteragdo j genérica do método de Newton-Raphson consiste na resolugao
da versao linearizada da equacio de equilibrio do problema em ordem ao vetor de
deslocamentos global iterativo du'?),

KV 5ult) = —p0) (2.60)
onde ) denota o vetor residuo,
0 = el - (2.61)

e K a matriz global tangente, que na versao material vem

Nelem

Kp= 2T — A1 / GTAG dV . (2.62)
e= Qe

a'U'n+1

u<j4>rl

n

O tensor de quarta ordem A consiste na versao material do médulo tangente,

oP

(2.63)
O processo iterativo ocorre até que um critério de convergéncia imposto seja sa-
tisfeito.

2.6.5 Pseudo-cédigo do Método dos Elementos Finitos

Em conclusao da apresentacao do Método dos Elementos Finitos, encontra-se na
Tabela a estrutura global do cédigo de elementos finitos utilizado em for-
mato de pseudo-cdédigo. Para maior detalhe é possivel encontrar em Souza Neto,
Peric et al. (2011) uma descri¢do da implementagdo computacional de todas as
metodologias.

2.7 Conclusoes

Neste capitulo sdo introduzidos os conceitos béasicos sobre a mecanica dos meios
continuos e a aplicacdo do Método dos Elementos Finitos para a resolugdo de
problemas da mecénica dos sélidos.
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Tabela 2.1:  Algoritmo do método de Newton-Raphson para a solugdo do Método
dos Elementos Finitos incremental (Souza Neto, Peric et al., 2011)).

1. Inicializacao de varidveis para j = 1;
G j) __ pint ext
Upiq = Uy rl) = n+1(un) — A1 f
onde 7 é o residuo e A\,,+1 o fator de carga prescrito no instante t,1.

2. Incrementacao do contador: j =j + 1

3. Caélculo da matriz de rigidez;

G) _ orV
T T TG
8“5511

4. Célculo do vetor de deslocamentos iterativo, Julith;
Kg,g)éu(j+1) — —T(j)

5. Atualizacdo dos deslocamentos globais, usfill);

ul ) =l 4 6ulty

F(j+1).

6. Atualizacdo do gradiente de deformacdo, F,"" ;

. . —1
FLY = (1= vl

7. Atualizacdo das tensoes e varidveis internas;
(G+1) _ (G+1) (G+1) _ 4 (3+1)
o-nJrl =0 FnJrl ; O anJrl =« Fn+1 ) O
onde & denota o funcional incremental que governa a evolucao de .

8. Célculo do vetor de forcas internas, f* {ugjll) };

Nelem
fint {usljj-ll)} _ e'él fént {ugjf)}
9. Calculo do vetor residuo, rU+1;

P+ — fint {uglj_:‘ll)} _ )\n+1fcxt

10. Verificagdo da convergéncia.

IF CONV<TOL THEN Novo incremento ELSE ir para 2) END IF
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Capitulo 3
Modelos Multi-Escala

Independentemente do tipo de material, o seu comportamento e propriedades sao
profundamente dependentes da sua microestrutura. Esta dependéncia acentua-se
quando o material se encontra sujeito a solicitagoes severas, onde as singularidades
e heterogeneidades da microestrutura, tais como inclusoes e vazios, desempenham
um papel importante na caracterizacao da resposta. Os modelos constitutivos ma-
croscépicos, baseados em consideragoes fenomenoldgicas e micromecanicas, assu-
mem que o material é homogéneo (sendo ainda geralmente considerada a hipétese
de isotropia). Logo, em aplicagoes onde é exigido um elevado grau de precisao na
descri¢do da resposta do material, os modelos macroscopicos podem apresentar
algumas limitacGes, uma vez que nao conseguem incorporar, de forma flexivel e
precisa, o comportamento da sua microestrutura.

Com o objetivo de introduzir os efeitos da microestrutura nas propriedades glo-
bais do material, varias aproximagoes e metodologias foram desenvolvidas. Um
desses métodos, que tem vindo a ganhar cada vez mais popularidade na comu-
nidade cientifica e académica, é o Método Multi-Escala Acoplado. Este método
difere dos habituais modelos macroscépicos, na medida em que é analisada néo
uma, mas duas escalas em simultdneo. Ao problema a macro-escala é acoplado o
problema & micro-escala, relativo a microestrutura do material. O sucesso desta
abordagem reside no facto de ser genérica e universal para todos os tipos de mate-
rial. Refira-se ainda que os Modelos Multi-Escala, além apresentarem um grande
potencial de aplicacdo na simulagdo de processos que envolvam solicitagoes com-
plexas, podem ser utilizados no desenvolvimento, verificacdo ou otimizagdo de
modelos constitutivos macroscopicos (ver por exemplo Giusti et al., 2009).

Este capitulo é baseado principalmente em Souza Neto, Peric et al. (2011)) e
Reis (2014)). Em primeiro lugar, é apresentado o conceito de Elemento de Volume
Representativo (RVE), seguindo-se a formulagao variacional do modelo matema-
tico que define o problema microscopico de um sélido em deformacio. Posterior-
mente, sdo detalhados os varios aspetos inerentes aos varios tipos de condigoes de
fronteira aplicdveis ao RVE, concluindo-se com a implementacao do Método dos
Elementos Finitos a resolugdao do problema microscépico.
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3.1 Elemento de Volume Representativo

O conceito de Elemento de Volume Representativo foi introduzido pela primeira
vez por Hill (1963), com o objetivo de caracterizar sistematicamente, através de
uma sub-regido representativa, a microestrutura do material. O RVE encontra-se
associado a um ponto do dominio macroscépico e segundo a definicao de Hill,
apenas caracteriza apropriadamente a microestrutura caso seja estatisticamente
representativo. Noutras palavras, o RVE deve ter uma dimensdo que inclua o
maior nimero de heterogeneidades que representam, em termos médios, a micro-
estrutura do material (Nemat-Nasser e Hori, [2013]).

Na encontra-se uma representacao esquemaética de um RVE gené-
rico, constituido por vazios de dominio'Qz e fronteira 09}, bem como inclusoes,
de dominio genérico (1), e fronteira d€2,. Com base na sua defini¢do, o dominio
do RVE pode ser dividido no sub-dominio material €2, (constituintes sélidos, tais
como a matriz material, inclusoes, etc.) e no sub-dominio QZ, relativo aos vazios.

Q, | 09,

Q ¢ 0 O

Figura 3.1: Elemento de Volume Representativo (RVE).

No contexto dos modelos multi-escala, onde no modelo constitutivo sdo envol-
vidas diferentes escalas, o tamanho do RVE é um pardmetro importante. Como
tal, o comprimento caracteristico do RVE, lzyg, deve ser muito superior ao com-
primento caracteristico das heterogeneidades, [, mas muito inferior a dimensao
do dominio macroscopio, I acro, OU SEja:

lhet < lRVE < lmacro . (31)

A relacao anterior é geralmente denominada por Principio da Separacio de Escalas
(Hashin, [1983]).

Relativamente a constituicio do RVE, refira-se ainda que no modelo descrito é
adotada uma abordagem de primeira ordem, onde apenas proporcionalidade entre
os diversos constituintes tem influéncia nos resultados. No caso de abordagens
de segunda ordem, o tamanho do RVE é preponderante nos resultados obtidos
(Kouznetsova et al., 2004).
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3.2 Modelo

Considerando um ponto material genérico  a macro-escala, a descricdo das he-
terogeneidades da microestrutura é modelada através de um RVE. A perturbagao
ao equilibrio do RVE ¢ definida pela deformagao local no ponto x, & macro-escala.
Na hipdtese de deformagoes finitas, o tensor que faz o mapeamento da configura-
¢ao de referéncia para a configuragdo deformada é o gradiente de deformacao e o
tensor de deformacdes utilizado é o tensor de Hencky. A micro-escala, as equagoes
de equilibrio sdo resolvidas de acordo com as restrigdes cinematicas impostas na
fronteira do RVE, obtendo-se, por homogeneizacao, o tensor de tensées macrosco-
pico. No programa utilizado é utilizado o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff, uma
vez que se trata do conjugado da taxa do gradiente de deformacao. Na
é representado esquematicamente o modelo descrito.

111

Yo
F{x,t} .OQ.

L = |©
0 O..

/ e 200

! Resolugao das
T equagoes de equilibrio

N

bk

Figura 3.2: Representagdo esquematica de um modelo multi-escala.

3.2.1 Homogeneizacao

A homogeneizagdo é um dos conceitos basilares dos modelos multi-escala, uma
vez que permite a transi¢do de entidades definidas & micro-escala para a macro-
escala (Nemat-Nasser e Hori, [2013]). Considerando um campo genérico A{y} no
dominio do RVE, (1, a sua média volumétrica ¢ definida como

Afa) = vl;t /Q Afy}av (3.2)

Na expressao anterior V), denota o volume total do RVE e y um ponto genérico
do RVE (micro-escala). Note-se que o dominio €2, é relativo a configuragao nao
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deformada do RVE (configuragao de referéncia).

Na seccao seguinte sao detalhadas as varias etapas para o estabelecimento
de um modelo multi-escala, na hipétese de deformagoes finitas. A formulagao
variacional utilizada, nomeadamente o Principio dos Trabalhos Virtuais, é definida
na configuragdo de referéncia. Logo, todas as quantidades homogeneizadas sao
definidas como sendo a média volumétrica do respetivo campo, considerando a
configuracido nao deformada do RVE.

3.3 Formulacgao variacional

O problema a micro-escala é formulado a partir de um principio variacional, no-
meadamente o Principio dos Trabalhos Virtuais. E admitida a hipétese de gran-
des deformacées, utilizando-se, como tal, o tensor de deformacées de Hencky e
o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff para as tensbes. A formulacdo variacional
apresentada encontra-se organizada nos seguintes topicos:

e Aplicacao do gradiente de deformagao macroscopico ao RVE;
¢ Defini¢do dos deslocamentos admissiveis no RVE;

e Equilibrio no RVE;

o Homogeneizacao das tensoes;

e O Principio de Hill-Mandel.

Na notacao adotada,  denota um ponto infinitesimal genérico a macro-escala,
ao qual se encontra associado um RVE de dominio €, e fronteira 0€2,, na configu-
racdo de referéncia. A micro-escala, y representa um ponto infinitesimal do RVE
na configuracao deformada, e Y as coordenadas na configuracdo nao deformada.

3.3.1 Aplicacao do gradiente de deformacao macroscépico ao RVE

Como ja mencionado, em modelos baseados na hipotese de deformagoes finitas, a
deformacao do RVE ¢é imposta a partir do gradiente de deformacao. Isto significa
que o gradiente de deformacdo macroscopico tem que ser igual ao gradiente de
deformacao microscépico homogeneizado, ou seja:

Flz,t} — 12 /Q Fly)dv . (3.3)

Recordando a expressao (2.9),

F=I+V,u,
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pode-se reescrever ([3.3)) na forma

1
F{m,t}z—/ I+ V,ufy,t}dV
Vi Ja
o (3.4)
EI+—/ v, uly,t} dV .
Vu QM p {y }

Aplicando o Teorema de Gauss (ou Teorema da Divergéncia), pode-se transformar
o integral da expressao anterior num integral ao longo da fronteira 9€2,,,

Flot} =T+ 12 /8 ufy.t}e N{Y}dA, (3.5)

sendo que N{Y} é o vetor unitario na direcdo exterior da fronteira ndo deformada
011, do RVE.

3.3.2 Deslocamentos admissiveis no RVE

Considerando a restrigdo descrita pela expressao (3.5)), introduz-se o conceito de
conjunto de deslocamentos microscopicos cinematicamente admissiveis minima-
mente restringidos:

K, = {u, suficientemente regular |V, (F{x,t} —I) = / u{y,t} @ N{Y'} dA4
o9,

(3.6)
Sem perda de generalidade, o campo de deslocamentos pode ser decomposto
na seguinte forma:

uw{y,t} = (F{z,t} - 1)Y +u{y,t}. (3.7)

A primeira componente é o deslocamento linear (varia linearmente com Y - co-
ordenadas de referéncia do RVE) e a segunda componente, u{y,t}, denota a
flutuacao de deslocamentos. Assim sendo, o gradiente de deformacgado pode ser
reescrito como

Fly,t) =1+ V,uly,t)
=1+ V,[(F{z,t} -1)Y +u{y,t}]
=1+ (Flz,t}—I)I+Vyu{y,t}
= F{z,t} + Vyu{y,t} .

(3.8)

Como se pode observar na expressao anterior, o gradiente de deformacdo mi-
croscopico pode ser decomposto em duas componentes: a deformagdao homogénea
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imposta F'{x,t} e a flutuacdo do campo de deslocamentos microscépicos u{y,t}.

Substituindo (3.8) em (3.3)) obtém-se

1
Flat}= - /Q Flx.t} + Vyaly,t} dV
H Iz

1 (3.9)
= Flz,1) + 7/ V,aly, i) dV .
VM Qu
Simplificando, e utilizando uma vez mais o Teorema de Gauss, tem-se que
/ @y} @ N{Y dA=0. (3.10)
o0

n
A expressao anterior introduz o conceito de conjunto de flutuagoes de deslocamen-
tos microscopicos cinematicamente admissiveis minimamente restringido:

~

H = {ﬁ,suﬁcientemente regular ]/ u{y,t} @ N{Y'} dA = 0} . (3.11)
o9,

E também possivel definir o conjunto de deslocamentos virtuais ¥,,, necessario

a aplicacdo do Principio dos Trabalhos Virtuais na obtencdo da forma fraca da

equacao de equilibrio. O deslocamento virtual tem que ser consistente com os con-

juntos ja estabelecidos, podendo ser dado pela diferenca entre dois deslocamentos
admissiveis,

Yp={n=u —us | u,up € %,} . (3.12)

Uma vez que a condigdo de restricdo minima tem que ser verificada, o conjunto
de deslocamentos virtuais no RVE coincide com o conjunto de flutuagao de des-
locamentos minimamente restringido:

V=K. (3.13)

E, por hipétese, assumido que o conjunto de velocidades de flutuacdo cinematica-
mente admissiveis pertence ao conjunto de deslocamentos virtuais, isto €,

uc,. (3.14)

3.3.3 Equilibrio no RVE

As equacodes de equilibrio que definem a forma forte do problema, considerando
deformacoes finitas, sdo as seguintes:

div P{y,t} +b.{y,t} =0, Vy € 2,
div P{y,t} +b.{y,t} =0, Vy € Y,
_ 3.15
P{yvt}'N{Y}+tu{yat}:07 Vyeag,ua ( )

|[P{y,t} - N{Y}||=0, Yy € 99,
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onde l_’u ¢ a forga de volume por unidade de volume de referéncia (configuragao
nio deformada) e t, é a tragdo externa por unidade de drea de referéncia na fron-
teira do RVE. As duas primeiras equagoes exprimem a conservacao da quantidade
de movimento angular em €,,, sendo a primeira equagao referente ao sub-dominio
material do RVE, Q7 e a segunda referente aos vazios, (2. Esta tltima é trivial-
mente satisfeita na situagao de nao existir qualquer fluido pressurizado no interior
do vazio. A terceira equacao define o equilibrio na fronteira do RVE, 0€),, e a
ultima equagao garante a continuidade do campo vetorial P{y,t} - N{Y }, sendo
imposto que o ‘salto’, isto é, a descontinuidade do campo, é nulo na interface
solido-vazio.

A formulagao fraca pode ser obtida da aplicacdo do Principio dos Trabalhos
Virtuais, considerando-se neste caso a equacao , estabelecida a partir da
configuracdo de referéncia. A expressao obtida traduz o equilibrio entre as forgas
internas devidas a deformagao do sélido (primeira parcela) e as forcas de volume
e de fronteira:

J

Ply.t}:VndV - [ by.t) naV - [ gy} -nda
" Qs 09,

. (3.16)
—/ t{y,t} mdA=0, mev,.
o0y,

“w

Na expressdo anterior, ¢, define a tragao nas superficies internas (interface sélido-
vazio) por unidade de drea nao deformada. Note-se que este termo se anula na
situacdo de vazios sem qualquer fluido pressurizado no seu interior.

3.3.4 Homogeneizacao das tensoes

Utilizando o principio de homogeneizagao descrito pela equagao (3.2), também ja
utilizado para a homogeneizacao do gradiente de deformacao, o primeiro tensor
de Piola-Kirchhoff homogeneizado é dado por

Pla,t) — ;M/Q Ply,t}dv | (3.17)

podendo ser reescrito na forma

1
Pla.t} = /Q Ply, (}I 4V

L (3.18)
=_ | Py t}(V,Y)T av.
7, Pl )
Considerando a relagao (Gurtin, 1982)
/ AVa)Tav = [ (An)@adA— / divA®adV, (3.19)
Q o) Q
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valida para qualquer campo tensorial regular A e campo vetorial @ num dominio
), onde n denota o vetor unitario normal & fronteira 02, é possivel desenvolver
(13.18) em

1
Pz, 1) = — l/ Ply,}N{Y} ® Y dA —/ div P{y,1} ® Y dV] . (3.20)
Vi | Joq, Q
Considerando as relagoes de equilibrio no RVE, agrupadas em (3.15)), pode-se
escrever

P{x,t} = ;ﬂ VBQ# t,{y,t} Y dA - /Q# b {y,t}@Y dV] : (3.21)

Recordando a expressao , que relaciona o tensor das tensoes de Cauchy
e o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff, tem-se que
1 T
o= detFPF . (3.22)
O tensor de Cauchy o deve ser calculado pela expressao acima, uma vez que o
resultado nao é garantidamente igual ao obtido por homogeneizacao do tensor de
Cauchy microscépico (Souza Neto e Feijéo, |2008), isto é,

1 1
— t}dV # ——PF". 2
7 o £ g (3.23)

3.3.5 Principio de Hill-Mandel

O principio de Hill-Mandel permite estabelecer a ligacdo entre as duas escalas,
tendo como base a consideragdo energética da conservagdao do fluxo de energia
(poténcia) entre ambas as escalas. Considerando os tensores até agora detalhados,
obtidos com base na consideracdo de deformacoes finitas, o principio de Hill-
Mandel pode-se exprimir da seguinte forma:

Pla.t): F{a,t} = ‘2 /Q Ply,t}: Fly,t} dV . (3.24)

A expressao anterior tem que ser verificada para qualquer taxa de gradiente de
deformacao admissivel,

F{y,t} = Va{y,t} = F{x,t} + Va{y,t}, (3.25)

bem como para qualquer campo de tensdes microscépicas P{y,t} em equilibrio.
Substituindo a relagdo anterior em ({3.24)) resulta

P{w,t}:F{m,t}E;H Vﬂ Ply,t): F{x,t) dV+/QP{y,t}:va{y,t} dV]

= ;M [F{m,t}:/mp{y,t} dV—i—/QHP{y,t}:Vﬂ{y,t} dV] .
(3.26)
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De acordo com a defini¢ao do primeiro tensor de Piola-Kirchhoff homogeneizado,

equagdo (3.17), tem-se que

P{ac,t} . F{x,t} EP{w,t} : F{x,t}‘i‘;/ﬂ

P{y,t} : Va{y,t} dV , (3.27)

I:

concluindo-se entdo que a a aplicacao do principio de Hill-Mandel impoe a verifi-
cacao da seguinte condicao:

/Q P{y,t}: Va{y,t} dV =0. (3.28)

Integrando por partes o primeiro membro da equagao anterior, e considerando
a existéncia de vazios no dominio, obtém-se

/ Ply.t}: Valy,t} dV = / Ply, i} - N{Y}-a{y,1} dA
Q, o9,
—/ div P{y,t} - uf{y,t} dV
O
_ (3.29)
[Pt N{Y Y- iy, t} dA

- / div P{y,t} - u{y,t} dV .
2

Considerando as equagoes de equilibrio na forma forte, equacao (3.15)), e assu-
mindo que no interior dos vazios, {1}, as forcas de volume b, sdo nulas, a expressao
anterior pode ser escrita na seguinte formas:

/ Ply,t}: Va{y,t} dV = / E{y. 1) aly, ¢} d4
Q, 09,

i | (3.30)
~ [ Budw.t) -yt v

Como é possivel observar, a equacdo anterior é composta por dois integrais dis-
tintos. Uma vez que os dois termos sdo independentes, a condi¢cdo imposta pela
expressao (3.28) é verificada se e somente se

/ t{y,t}-ufy,t} dA=0, (3.31a)
20,
/Qsl_m{i%t} aify ) dV =0 (3.31b)

Com base na definicdo do campo de flutuacdes de velocidade cinematicamente ad-
missiveis, equacao (3.14)), chega-se finalmente & principal conclusdo do principio



32 Capitulo 3

de Hill-Mandel: as forcas de volume e de tracdo correspondem as reacoes ne-
cessarias as restri¢des cinematicas impostas pelas condi¢bes de fronteira, ou seja,

/ £y, t) -ndA=0, (3.32a)
o9,

/QS b {y,t}-ndV=0. (3.32Db)
I

3.3.6 Equilibrio microscépico

Com base no principio de Hill-Mandel, os termos associados as for¢as de volume
e de tracdo anulam-se na equacdo variacional que governa o equilibrio a micro-
escala (equacdo [3.16)). Logo, o problema & micro-escala é definido por:

Dado um gradiente de deformagio F{x,t} a macro-escala, encontre-se o campo
de flutuagoes de deslocamentos admissiveis u{y,t} que satisfaca a equagao

/ P{y,t}:VndV—/ By} -ndA=0, Wne¥,.  (3.33)
Q, o,

Assumindo que os vazios nao se encontram sujeitos a qualquer pressao interna,
a equagao de equilibrio na forma fraca simplifica-se na condicao

/ Plyt}:VndV =0, Vne¥,. (3.34)
Q

m

3.4 Condicoes de fronteira

Um dos aspetos mais importantes nos modelos multi-escala é o tipo de condigdo
de fronteira imposta ao RVE. O seu efeito nos resultados obtidos é profundo,
uma vez que os deslocamentos sdo diretamente dependentes do tipo de restrigoes
impostas na fronteira. Assim sendo, é essencial garantir uma boa conformidade
com o tipo de problema, material e natureza de distribuicao de heterogeneidades
na microestrutura, de forma a que o modelo consiga reproduzir da melhor forma
possivel o comportamento real do sélido.

Na caracterizagao das condigoes de fronteira é necessirio garantir a confor-
midade com a formulacio até agora descrita. Logo, a restricdo cinematica, dada
pela equacao , bem como as condigOes resultantes da aplicacdo do principio
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de Hill-Mandel, equagoes (3.32h) e (3.32p), tém que ser verificadas. Na literatura
é habitual encontrarem-se quatro tipos de condicoes de fronteira:

o Hipétese de Taylor;

e Condigao de fronteira linear;

e Condicao de fronteira periédica;
e Tracgado uniforme na fronteira.

Os quatro tipos de condigoes de fronteira sao de seguida detalhados.

3.4.1 Hipébtese de Taylor

A hipotese de Taylor é a condicdo de fronteira mais simples e restritiva. Esta
condi¢ao assume o campo de deslocamentos a micro-escala é linear em Y, ou seja,

uw{y,t} = (F{z,t} —1)Y . (3.35)
Como consequéncia, o campo de flutuacdo de deslocamentos é nulo,
u{y,t} =0. (3.36)

Note-se que, com base nesta condicao de fronteira, sdo automaticamente satisfeitas
as condigoes e ([3.32). Atendendo & defini¢do de gradiente de deformagao,
equacao , conclui-se também que o gradiente de deformagéo microscépico
coincide com o macroscépico,

F{y,t} = F{x,t} . (3.37)

Encontra-se na Figura[3.3|uma representacdo esquemaética da deformacgiao do RVE.

Esta condicdo de fronteira, apesar da sua simplicidade, apresenta algumas
limitagbes: nado é capaz de caracterizar as interagdes mecanicas entre diferentes
heterogeneidades do RVE e, devido a forte restricdo de deslocamentos, tende a
sobrestimar a rigidez do material (Molina, 2007; Speirs, [2007).

Q u{y,t} = (Fla,1} - )Y

Figura 3.3: Representacao esquematica da deformagdo do RVE quando assumida
a condicao de fronteira de Taylor.
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3.4.2 Condigao de fronteira linear

A condigédo de fronteira linear assume que os deslocamentos na fronteira do RVE
sdo lineares em Y,

u{y,t} = (F{z,t} - 1Y , Yy € 09, . (3.38)
Isto significa que o campo de flutuacao dos deslocamentos é nulo na fronteira
u{y,t} =0, Yy € 09, . (3.39)

De acordo com a definicdo de flutuacdo de deslocamentos, a condicdo de fron-
teira linear verifica automaticamente a equacao . Assim sendo, é possivel
definir o conjunto de flutuagoes de deslocamentos microscépicos cinematicamente
admissiveis na condicao de fronteira linear:

szlljm' = {u, suficientemente regular [u{Y,t} =0 VY € 0Q,} . (3.40)

Note-se que a primeira expressao da aplicacdo do principio de Hill-Mandel, equa-
¢do (3.32h), ¢ também satisfeita. Por outro lado, a relagdo (3.32b) apenas é
verificada na auséncia de forcas de volume e aceleragoes. Contudo, a deformacéo
de um sélido pode ser analisada como um problema Quasi-Estdtico, anulando-se
portanto os termos de inércia. Encontra-se na [Figura 3.4 uma representacao do
modo de deformacao genérico de um RVE sujeito a condi¢ao de fronteira linear.

Equagoes de

u{y,t} equilibrio
e _—

Figura 3.4: Representagao esquematica da deformagdo do RVE quando assumida
a condicao de fronteira linear.

3.4.3 Condicao de fronteira peridédica

A condicao de fronteira periédica trata-se de uma das mais utilizadas na comu-
nidade cientifica, uma vez que apresenta uma excelente capacidade de reproduzir
o comportamento de materiais que apresentem uma microestrutura periédica (ou
quase-periddica). Repare-se no entanto que, embora a distribuigdo da microestru-
tura apresente um padrdo, nao é necessario que o RVE possua heterogeneidades
com distribuicao periddicas.
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Esta condicdo de fronteira estabelece que a fronteira que define os limites do
RVE pode ser dividida em d grupos iguais tais que,

o0, = (L7 uT). (3.41)

Isto significa que cada ponto da parte positiva y* € Ff tem o seu par na parte
negativa y~ € I';. Além disso, é necessdrio garantir que o vetor normal unitario
a F;r e I';” nos pontos yT e y~, respetivamente, satisfaz a condicdo

Nt=-N". (3.42)

Na encontra-se uma representacao esquematica do modo de deformagao

de um RVE quando assumida a condi¢do de fronteira periddica, que ilustra a
condicao de simetria descrita.

Considerando a expressao (3.10), que define o conjunto de flutuagoes de des-

locamentos microscopicos cinematicamente admissiveis minimamente restringido,
e com base nas condigoes introduzidas acima, tem-se que

o

d
iy} o N{Y}dA=Y" /asz @iy, 1) ® Ni{YY} d4;
Z i=1" M

/

d
= ; l /F Sy e NH{Y )AL (3.43)

+ /Fﬁi{y‘,t} ®@ N7 {Y }dI;
=0.

Tendo em conta a relagdo entre os vetores normais unitarios dada pela relagao
(3.42), a expressao anterior resulta

/BQ u{y,t} @ N{Y}dA = Zd: [/F+ai{y+, t} o N {Yyt}dr/

3.44

— /Jr’l~1,i{y+,t} & Ni+{Y+} dF;«i_ ( )
T
=0.

Logo, pode-se concluir que s6 é verificada a condicdo indicada caso a flutuagao de
deslocamentos seja igual na parte positiva e negativa da fronteira:

E possivel entdo definir o conjunto de flutuacoes de deslocamentos microscopicos

cinematicamente admissiveis na condicdo de fronteira periddica:

H L = {ﬁ,suﬁcientemente regular | w;{y",t} = w;{y~,t} V par {y", y*}} .
(3.46)
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Tal como na condicdo de fronteira linear, a condicdo de Hill-Mandel inerente as
forcas de volume, equagao ), apenas ¢ verificada na auséncia de forcas de
volume e aceleragoes. A equacdo (3.32h) apenas ¢é satisfeita caso o campo de
tragoes seja anti-peridédico, ou seja,

t,{Y" t} =—-t,{Y ,t}. (3.47)

Equagées de

u{y,t} equilibrio
_— _—

e

Figura 3.5: Representagdo esquematica da deformagdo do RVE quando assumida
a condicao de fronteira periddica.

3.4.4 Tracgao uniforme na fronteira

A condicdo de tragdo uniforme na fronteira é baseada no conceito de conjunto de
flutuagoes de deslocamentos microscépicos cinematicamente admissiveis minima-
mente restringido:

~

JZ/E”C‘ =X, = {ﬁ, suficientemente regular |/ w{y,t} @ N{Y}dA=0; .
89,

(3.48)
Trata-se portanto da condicdo de fronteira que menos restringe a cinematica do
RVE. Tal como nos casos anteriores, a equagao (3.32b) apenas é verificada na
auséncia de forgas de volume e aceleragbes. Da condigdo (3.32h) conclui-se que
a tracdo ao longo da fronteira do RVE é uniforme e igual a tracdo da tensédo
homogeneizada:
P{y,t} n{y,t} = P{x,t} n{y,t} . (3.49)
Na Figura [3.6] encontra-se uma representacao da deformacao de um RVE quando
assumida a condicdo de tracao uniforme na fronteira.
As condigoes de fronteira introduzidas podem ser ordenadas hierarquicamente
em funcao do grau de restricdo ao campo de flutuacdo de deslocamentos. Desta
forma tem-se que

%Erac‘ D Ji/,ljer‘ D Ji/l]jin' D Ji/anlor . (3.50)
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\/

Equagdes de
Q uly,t} equilibrio
e

Figura 3.6: Representacao esquematica da deformacgdo do RVE quando assumida
a condicao de tracao uniforme na fronteira.

Esta relacdo é importante na analise de simulagées com diferentes condigoes de
fronteira, na medida em que a restricdo de menor grau do RVE constitui o inferior
do comportamento do material e vice-versa.

3.5 Aproximacgao numérica

Até ao momento foram introduzidos os conceitos tedricos inerentes a formulacao
do problema de fronteira microscépico. Nesta seccao é descrita a estratégia de
resolucao numérica do problema, utilizando-se como ferramenta numérica o Mé-
todo dos Elementos Finitos. No entanto, é preciso incorporar na sua formulacao
numérica as varias restricdes associadas ao problema microscépico. Uma possibi-
lidade é a incorporacao das restricdes no sistema de equacoes global através dos
Multiplicadores de Lagrange (Miehe, 2003). Porém, é utilizado um método mais
recente, nomeadamente o método da Condensag¢do, que consiste na eliminacao de
linhas e colunas do sistema de equacdes global associadas a graus de liberdade
prescritos. Comparando os dois métodos, o método da condensa¢do resulta num
sistema de equagoes mais pequeno e, desta forma, mais eficiente do ponto de vista
computacional (Reis, 2014)).

O programa de elementos finitos utilizado é o MSP (Microscale Problem),
desenvolvido por Reis (2014)), e resolve o problema a micro-escala na hipétese
de grandes deformacoes. O principal ‘“nput’ é o gradiente de deformacdo ma-
croscépico e, como resultado final, além da configuracdo deformada do RVE e
os valores discretos das varidveis do problema (por exemplo as componentes dos
tensores de deformagao e tensao), é calculado o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff
homogeneizado.

3.5.1 Discretizagao temporal

Como j4 foi referido, a estratégia utilizada para a resolucdo de problemas depen-
dentes do histérico de deformacéao é a discretizacdo temporal. Do ponto de vista
do problema microscépico, a estratégia incremental passa pela discretizagdo do
gradiente de deformacdo imposto ao RVE num conjunto finito de incrementos,
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sendo necessario resolver em cada incremento o problema de equilibrio microsco-
pico.

Considere-se um incremento genérico (n + 1), no qual é prescrito o gradiente
de deformagao microscépico, F,+1{y}. Sendo conhecido o conjunto de varidveis
internas no instante anterior, 8,{y}, e o algoritmo intrinseco ao modelo consti-
tutivo aplicavel ao RVE, 157 o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff microscopico
atualizado é dado por

Poii{y} = P{Fof{y}, Buly}} - (3.51)

De acordo com o conceito de homogeneizagao, o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff
homogeneizado vem

Pz = Vl | PRy}, Bulu}) v, (3.52)

e considerando a definicao de gradiente de deformagao tem-se que

Pz} = Vlh /Q P4V, un{y}, Bufyl} V. (3.53)

Aplicando o operador gradiente material a expressao (3.7)), que define o campo de
deslocamentos com base na sua decomposicdo na componente linear e de flutuacao
de deslocamentos, conclui-se que

Puafa} = [ P{Fa{e}+ Vsl fulull V. (350)

I "

Assim sendo, a equacgao de equilibrio do problema microscépico na versao incre-
mental, considerando um RVE com vazios sem qualquer tipo de pressao interna,
resulta:

/Q P{Fo{@) + Vptinsi{y), By} : VR dV =0  Vne¥,. (3.55)

1%

3.5.2 Discretizacao espacial

Um dos conceitos fundamentais do Método dos Elementos Finitos é a discretizagao
espacial do dominio do problema num conjunto finito de sub-dominios elementa-
res, tendo ja sido introduzidos na Secg¢do [2.6.2] os varios conceitos inerentes a sua
implementacdo. Em termos matemaéticos, a discretizacido espacial caracteriza-se
pela seguinte substitui¢do de conjuntos funcionais:

Q, —at

(3.56)
Y — Vi
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onde o indice (-)¢ denota a entidade discretizada. Note-se que o dominio discre-
tizado Qﬁ é composto pela assemblagem dos dominios elementares dos elementos
finitos. Assim, a versao discretizada da expressao (3.55) vem

| PP} + Vyiridy} Bu{w}} G -mdV =0 Vnerd, (357

I
podendo ser convenientemente rearranjada na forma

T
l /Q (GO P{Fufa} + Vit {y}, Buly}} dV| -n=0 Vne %l (3.58)
I
A matriz GY é o operador gradiente global aplicado a um dominio discreto, sendo
constituida pelas derivadas das fungoes de forma correspondentes ao tipo de ele-
mento utilizado. Uma vez que a expressdo anterior tem que ser verificada para
qualquer vetor de deslocamentos virtuais admissiveis, conclui-se que:

| (@) P{Fur{e) + Ty {y}, Bufyl} dV=0.  (359)
m
A expressao anterior representa o equilibrio de forcas internas no RVE, podendo
ser escrita como

{1 {y}} =0. (3.60)

O método utilizado para a resolucao da equacado de equilibrio microscépico
é o método de Newton-Raphson, que tal como ja referido é capaz de resolver
problemas nao lineares com uma taxa de convergéncia quadratica. Porém, a sua
aplicacao requer a linearizacao da equacao variacional de equilibrio microscopico
discretizada, que resulta em

£ {1 {y}Y + Ky {0 {y 1} sa {y}v*) =0, (3.61)

onde K {ﬂn+1{y}}(j ) denota a matriz de rigidez global do RVE. O indice (1))
é referente a iteragao genérica (j) do método de Newton-Raphson e duUtY repre-
senta o vetor de flutuacdo de deslocamentos iterativo.

Uma vez calculado daU*Y | a atualizacdo do campo de flutuacio de desloca-
mentos total na iteracao (j + 1) é da forma

al ) {yy = @Y, {y} + salit D {y} . (3.62)

Em termos de implementacio computacional, o vetor global de forgas internas
f1t & obtido por assemblagem dos vetores de forcas internas elementares,

Nelem

(il = A | 6Pty av, (3.63)

e=1
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tal como a matriz de rigidez global,

Nelem

Kr{an1{y)} = A /Qd GTAG dV (3.64)

e=1

onde o tensor de quarta ordem A é o modulo tangente material, obtido pela
expressao .

E importante reparar que a equacio é genérica, ndo incluindo portanto
nenhuma consideracao relativamente ao tipo de condicao de fronteira selecionada.
Nas sec¢Oes seguintes sao introduzidas as particularidades resultantes da aplicacao
das condigoes de fronteira, nomeadamente a condi¢do de fronteira linear, periédica
e de tragao uniforme na fronteirall]

3.5.3 Condicao de fronteira linear

Recordando o conceito de condi¢do de fronteira linear, tem-se que a flutuacdo de
deslocamentos na fronteira do RVE é nula. Assim sendo, o campo de flutuacio
de deslocamentos pode ser decomposto em duas componentes distintas:

wyth= (o (3.65)

onde ¢ denota os graus de liberdade no interior do RVE e b os graus de liberdade
na fronteira. Analogamente, a matriz de rigidez global do RVE também pode ser
dividida em sub-matrizes, pelo que a expressao (3.61) pode ser reescrita como:
-y () (7) -y (G+1)
oo 3.66

ol TR | Ysa( T (3.66)
Como é imposto que a flutuacdo de deslocamentos é nula na fronteira do RVE, a
expressao simplifica-se na seguinte forma:s:

90+ [ B faa)0+0 0. (3.67)

3.5.4 Condicao de fronteira peridédica

A condigao de fronteira periédica impde que a flutuagao de deslocamentos é igual
em lados adjacentes. Por conseguinte, o campo de flutuacdo de deslocamentos
pode ser convenientemente dividido em trés sub-conjuntos,

,az'

w{y,t} =Ja*, , (3.68)

u

'A condicdo de fronteira de Taylor nio requer a resolugio da equagio (3.61), uma vez que
impo6e que o conjunto de flutuagdes de deslocamentos no RVE é nulo.
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onde ™ e 4~ denotam a flutuacdo de deslocamentos dos graus de liberdade na
parte positiva e negativa da fronteira do RVE, respetivamente. Com base nesta
decomposicao, a expressao (3.61)) pode ser escrita na forma

€ ) oy U1

fz' kii ; ki-i— ; ki— St
R L e m o4 - o
Fre + | BTkt kT sut =0. (3.69)
- - ,77'7‘7774777, - —_- =
f ki kTt kT U~

De acordo com o espaco de flutuagoes de deslocamentos admissiveis da condicao
de fronteira periddica, tem-se que

t=a (3.70)

I~
I
I~

sendo possivel simplificar (3.69) em

o . . () y (G+D)
k" ! k't 4+ k' ! ou’ ’ 0
B el - - - =
KT+ kT kT 4+ kT kT kT st

(3.71)

De modo a evitar movimentos de corpo rigido, é necesséario adicionar restrigoes,
sendo que, no caso particular de um RVE 2D com geometria quadrangular (ou
ctibica no caso 3D), uma solugao possivel passa pela fixacao completa dos vértices
do RVE. Note-se que esta manipulacao é valida nas hipoteses da condicao de
fronteira periddica.

3.5.5 Tracao uniforme na fronteira
De acordo com a condic¢do de tracao uniforme na fronteira, a equagao que define
as restrigoes cinematicas, bem como o conjunto de flutua¢ées dos deslocamentos,

é dada por

/ a{y,t} @ N{Y} dA=0. (3.72)
o9,

De forma a incorporar a expressao anterior no sistema de equagoes global micros-
cOpico é necessario discretizar o integral, resultando

ca’=o0, (3.73)
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onde a matriz C é a matriz de restri¢io dos graus de liberdade ao longo da fronteira
do RVE. Em problemas tri-dimensionais, a matriz C assume a forma

0 [NiNpdA 0
0 [NiNsdA 0

[[NINidA 0 0 1 [N,NidA 0 0
0 [NNdA 0 + 1+ 0 [N,NdA 0
0 0 [NNdA, | 0 0 [N,NdA
[N\N,dA 0 0 . [ N,NdA 0 0
C=|[NN3sdA 0 0 o [N,N3dA 0 0
|
|
|
|

(3.74)
e em problemas bi-dimensionais:
JN{NydA 0 ([NaNydA 0 (fN,NdA 0
B 0 [NiNodA, 0  [N,NydA, 0  [N,NyA
TS NiN2dA 0 [NaNpdA 0 ' [N,NpdA 0
(3.75)

Nas expressoes anteriores IN; denota o valor da funcao de forma i e IN; a direcdo
i vetor normal exterior a fronteira do RVE, 0f2,,.

No contexto do Método dos Elementos Finitos, a matriz de restricdo global é
obtida através da assemblagem das matrizes elementares C®,

Tlelem

C= '51 ce . (3.76)

Até ao momento, o campo de flutuagao de deslocamentos foi dividido em duas
componentes: a primeira inerente aos nés no interior do RVE, @?, e a segunda
relativa aos nés da fronteira, @’. No entanto, é ainda necessdrio decompor @’ na
forma

at
at={ady , (3.77)

uP

onde os indices f, d e p dizem respeitos aos nés da fronteira livres, dependentes
e prescritos, respetivamente. Esta decomposicao também é estendida a matriz de
restricao,

C:[Cf‘cd‘cp], (3.78)
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podendo-se escrever (3.73) na forma

i
[clicticr |Qaty =0 (3.79)
uP
De modo a evitar movimentos de corpo rigido é necessario prescrever os des-
locamentos de alguns graus de liberdadeE] Impondo-se que

=0, (3.80)

a expressao (3.79)) simplifica-se na forma

‘ at
[Cfcd}{ﬁd}zo. (3.81)

A 1ltima expressdo permite introduzir o conceito de graus de liberdade depen-
dentes:

al=Ra', (3.82)

onde
R = [Cd}_lcf. (3.83)

Note-se que os graus de liberdade dependentes devem ser selecionados de forma a
garantir que a matriz C?% é invertivel. Caso o RVE seja um quadrado, é possivel
considerar como dependentes os graus de liberdade dos cantos da aresta superior.

Introduzindo as diferentes relagoes previamente analisadas na equagao (3.61))
tem-se que

NG L j ‘ j+1
fi () it | gil | gid () S G+1)
g ST Y el
FEy + | kf kST kT sul =0, (3.84)
- - - - = k R + [ - - = -
fd k& kY pdd RéwS

que apés condensacao, resulta no seguinte sistema de equacoes:

. ) B L G .\ G+D)
A o O R WOGKER NEAW
f/+RTpd K'RTkY | B/ TR + RTEY + RTk“R | |su/ [

(3.85)

2Trés graus de liberdade em problemas bi-dimensionais e seis graus de liberdade em problemas
tri-dimensionais.
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3.5.6 Discretizacao do tensor das tensoes homogeneizado

Uma vez estabelecido o equilibrio microscopico, para completar o modelo multi-
escala é necessario calcular o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff homogeneizado,
para assim caracterizar o estado tensorial no ponto infinitesimal macroscépico.
Existem duas alternativas possiveis, sendo que na primeira o tensor homogenei-
zado é calculado a partir da média volumétrica do tensor microscépico ao longo
da configuracdo nao deformada do RVE. A segunda alternativa, mais simples e
eficiente do ponto de vista computacional, é o calculo através da relacao .
Esta expressdo pode ser simplificada, uma vez que nas condigdes de fronteira
linear, periddica e de tracdo uniforme na fronteira, a aplicacdo do principio de
Hill-Mandel impde que Bu = 0, resultando

1 _
Plat} = - /8 tfytteyad. (3.86)
K Iz

No entanto, no contexto do Método dos Elementos Finitos, é necessario adaptar
a expressao anterior. E demonstrado em Miehe (2003) que

t,{y,t} dA=t,{y,t} da, (3.87)

onde ¢, denota a tracdo a atuar na fronteira do RVE na configuragao deformada.
Assim sendo, o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff homogeneizado pode ser cal-
culado a partir de

1
Plz, i) = — / t,{y,t} Y da. (3.88)
Vi Joo,
A implementacao numérica da expressdo anterior é dada por
1 int
P{x} = —DyFp" , (3.89)
Vi

onde Dy, é a matriz de coordenadas de referéncia de todos os ny nds da fronteira
do RVE,

Dy=[D1 Dy - Dy, (3.90)

sendo que a sub-matriz genérica ID;, correspondente a cada né da fronteira, é
definida como

Y, 0
o wn

Do = |y, o (3.91)
0 Y,

%

O termo F})nt ¢é o vetor das forgas nodais internas na fronteira do RVE.
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3.5.7 Pseudo-cédigo do programa MSP

Em conclusao da apresentacdo dos conceitos inerentes a modelos multi-escala,
encontra-se na Tabela a estrutura global do programa utilizado (MSP), em
formato de pseudo-cédigo. O programa encontra-se totalmente implementado em
Fortran 90°, e permite a resolugdo de problemas de fronteira & micro-escala, na
hipdtese de grandes deformagdes, calculando o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff
homogeneizado.

3.6 Conclusoes

Neste capitulo sdo introduzidos os conceitos essenciais relativos a modelos multi-
escala, desde a formulacao do modelo até a sua implementacdo computacional
através do Método dos Elementos Finitos.
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Tabela 3.1:  Algoritmo do programa MSP.

1. Leitura do ficheiro de dados com informacao relativa a:

[\)

ot

Malha;

Propriedades do material e modelos contitutivos;

Tipo de problema: estado plano de tensdo, deformagao e axissimétrico;
Numero de incrementos (nine);

Condic¢ao de fronteira;

Gradiente de deformacao macroscépico.

. Identificacao dos nés interiores, nas arestas e vértices do RVE:
IF UNIFORM TRACTION CONDITION SELECTED THEN

Célculo da matriz C;

ELSE

Ir para 3.

ENDIF

. Definicdo do gradiente de deformagao incremental

M=k A=A+ AN 5 By = AFF, = Y P,

. Calculo do deslocamento linear incremental:

Au{yhoss = i (Fla} - DY

. Inicializacdo do vetor de flutuacio de deslocamentos, u{y} = 0;

. Ciclo incremental: enquanto n < n;,., atualizar incremento n =n + 1 e:

(a) Atualizar o vetor de deslocamentos:

u{y} = Auj o {y} +uf{y}

(b) Célculo do vetor de forgas internas;

(¢c) Verificacdo da convergéncia:

IF CONV<TOL THEN

Calculo e armazenamento do tensor de tensées macroscopico;
ELSE

Ir para 6.
ENDIF

(d) Resolugao do sistema de equagoes:

o Condicao de fronteira linear: Equagéo (3.67));
o Condigao de fronteira peridédica: Equacido (3.71));
» Condigao de tracdo uniforme na fronteira: Equacao (3.85)).

(e) Atualizacdo dos deslocamentos

u{y} = u{y} + du{y}

voltar para (a).
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Fratura ductil a varias escalas

Em diversas aplicagoes de engenharia, e principalmente naquelas em que os com-
ponentes estruturais e mecanicos sdo sujeitos a condi¢es de servico desfavoraveis,
é crucial conhecer o tempo de vida til dos componentes. De igual forma, tam-
bém nas operagoes de conformagao plastica é importante a capacidade de prever
o estado ultimo de colapso dos componentes, dada a severidade do processo do
ponto de vista metalirgico. Procurando evitar a inconveniéncia de ensaiar de
forma sistematica modelos reais em laboratoério, desde a década de 50 que enge-
nheiros e cientistas investigam os mecanismos de iniciacao e evolug¢ao do dano no
material, responsdveis pelo colapso dos componentes. Surgiu entdo um ramo da
Mecanica dos Meios Continuos designado por Mecanica do Dano Continuo, que
tem como objetivo a formulacdo de modelos constitutivos continuos capazes de
prever a evolucao da deterioracao interna do material. Embora tratando-se de um
fenémeno microscopico, o efeito do dano a macro-escala é modelado através da
introdugao de uma varidvel de dano (e respetiva lei de evolugao) no modelo cons-
titutivo continuo do material. A Mecdnica do Dano Continuo estd diretamente
relacionada com Mecdanica da Fratura, visto que ambas estudam o comportamento
efetivo de solidos danificados, com o objetivo de avaliar a sua seguranca e capa-
cidade de servigo. No entanto, as abordagens das duas disciplinas sao distintas.
Na Mecanica do Dano Continuo, os defeitos existem & micro-escala, mas a macro-
escala o material é modelado como um meio continuo. Na Mecanica da Fratura
surgem descontinuidades no dominio macroscépico, relacionadas com a presencga
de fendas.

Neste capitulo sdo introduzidos os aspetos fenomenologicos da fratura ductil,
nomeadamente os mecanismos microscépicos envolvidos e as respetivas evidén-
cias macroscépicas. Sdo depois apresentados alguns dos modelos existentes na
literatura, especialmente aqueles que incorporam o efeito da geometria dos vazios
existentes na microestrutura dos materiais, associados a presenca de dano. No
final é ainda realizado um pequeno estudo paramétrico das curvas de cedéncia dos
varios modelos apresentados.
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4.1 Aspetos fenomenologicos

A fratura ductil é o resultado da nucleacéo, crescimento e coalescéncia de vazios na
microestrutura do material (Benzerga e Leblond, 2010). E através da nucleacio
que surgem vazios, tratando-se de um mecanismo intimamente relacionado com a
existéncia de inclusoes e particulas de fase diferente. Com a aplicacdo continua de
deformacao plastica a nucleacio mantém-se, acompanhada pelo crescimento dos
vazios existentes. Num determinado estdgio de deformacao plastica acumulada,
os vazios mais proximos entre si comegam a interagir, desencadeando-se o pro-
cesso de coalescéncia que, eventualmente, levard a formacao de uma macro-fenda
e consequente rotura por fratura ductil. Nesta seccio sao indicadas algumas evi-
déncias dos mecanismos microscépicos acima referidos, bem como o seu impacto
na resposta macroscopica do componente.

E importante referir que, embora as etapas de evolugio do dano sejam bem
definidas e aparentemente independentes entre si, na realidade, os varios mecanis-
mos encontram-se interligados e relacionados com outros fatores adicionais, tais
como a distribuicao de heterogeneidades na microestrutura, geometria dos vazios,
estado de tensao, taxa de deformacdo, encruamento do material e temperatura
(Horstemeyer et al., 2003).

4.1.1 Mecanismos microscopicos

Com o desenvolvimento de técnicas de microscopia mais avancgadas, tais como
a microscopia de varrimento e a tomografia computadorizada, foi possivel aos
investigadores observarem de perto os varios mecanismos envolvidos no processo
de evolucao do dano ductil do material. Nos tépicos seguintes sdo indicadas
algumas observagoes microscopicas dos fenémenos envolvidos.

Nucleagao

Como ja referido, a nucleacao esta diretamente associada a presenca de particulas
de segunda fase e inclusdes, localizadas tanto no interior como nos limites dos
graos. Durante o processo de deformacao plastica, o mecanismo de nucleacao

pode ocorrer através da rotura (cracking) das particulas ou inclusoes (Figura 4.1al)
ou pela separagao (debonding) de superficies na interface entre as particulas e a

matriz .

O mecanismo de nucleagao é um processo influenciado por varios fatores, entre
os quais: a forma e dimensoes das particulas/inclusées, as propriedades mecanicas
da matriz e a direcao de carregamento (Benzerga e Leblond, 2010)). Na
sdo indicados alguns pardmetros, juntamente com o seu efeito no tipo de meca-
nismo de nucleacao.
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20 um
(a) Rotura da particula (b) Separagdo de superficies
(particle cracking); (debonding);

Figura 4.1: Fendémenos de nucleagdo observados num aluminio 6061 reforcado
com particulas de 6xido de aluminio (AlyO3), solicitado na dire¢do horizontal
(Kanetake et al., [1995).

Tabela 4.1: Parametros preponderantes no mecanismo de nucleacdo e respetivas
tendéncias com o aumento do respetivo pardmetro (Benzerga e Leblond, 2010).

. Tendéncia
Parametro Debonding  Cracking
Resisténcia da matriz N Ve

Coeficiente de encruamento da matriz
Elongacao da particula
Rigidez da particula
Carga na direcdo axial
Carga na direcdo transversal

Parametro de Lode

NN N
v NN N

Crescimento

O crescimento de vazios é um processo continuo e estavel, controlado essenci-
almente pela deformacio plastica aplicada. Os vazios originados por particle
cracking sdo propicios a abrir e a tornarem-se arredondados com o aumento da
deformagao, enquanto que os vazios gerados por debonding (inicialmente arredon-
dados) tendem a alongar-se ao longo da direcdo principal da carga aplicada. Na
¢é apresentada uma reconstrucio tridimensional de uma populagao de
cavidades em dois estagios de deformacao diferentes, sendo evidente o crescimento
dos vazios existentes (Babout et al., [l

'E importante notar que na passagem entre os dois estdgios de deformacéo, além do cres-
cimento dos vazios, houveram também fenémenos de nucleacdo e coalescéncia, visto que estes
mecanismos nao sao independentes entre si.
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Figura 4.2: Reconstrucao tridimensional da populagido de cavidades em dois esta-
gios de deformagao distintos, com diregao de carregamento vertical (Babout et al.,

2001)

Coalescéncia

A coalescéncia é um fenémeno subito, que ocorre quando os vazios atingem uma
determinada dimensdo e se ligam entre si, formando uma micro-fenda que se
propaga ao longo da microestrutura. Este processo terminal pode desenrolar-se
sob véarios modos, dependendo dos fatores microestruturais, condi¢bes de carre-
gamento e propriedades de escoamento plastico da matriz (Benzerga e Leblond,
. O modo de coalescéncia mais observado corresponde & coalescéncia por
estriccdo interna localizada , onde a ligacdo entre dois vazios adja-
centes vai diminuindo (por estricgdo) até que os vazios se unam. Outro modo de
coalescéncia, também normalmente observado, é a formacdo de bandas de corte
microscépicas localizadas . Neste modo a posi¢ao relativa dos vazios
é um fator importante, caracterizando a direcdo da banda de corte.

(b) Coalescéncia por corte localizado;

Figura 4.3: Modelos para os modos de coalescéncia, obtidos através de chapas
perfuradas a laser e solicitadas na direcao vertical (Weck e Wilkinson, [2008).
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E ainda documentado em (Benzerga, |2000) outro modo de coalescéncia desig-
nado por ‘necklace coalescence’, caracterizado pela formacao de colunas de vazios.
Este modo é observado em clusters alongados de vazios e o fenémeno ocorre numa
direcao paralela a direcdo de aplicacdo da carga.

Este fenémeno é um assunto discutido atualmente na comunidade cientifica,
devido acima de tudo & influéncia que o tipo de carregamento tem no modo de
coalescéncia. Na recente publicacdo Wong e Guo (2015)) é analisado este tema do
ponto de vista energético, considerando-se multiplos estados de tensao.

4.1.2 Evidéncias macroscopicas

Dos mecanismos descritos acima, apenas o processo de coalescéncia provoca al-
teragoes significativas no comportamento do componente (Benzerga e Leblond,
2010). Do ponto de vista geral dos varios estagios de evolugao do dano, a prin-
cipal evidéncia macroscépica é a formacao de uma fenda macroscépica, originada
pela coalescéncia dos vazios de maiores dimensoes, que conduz & rotura final por
fratura ductil.

Na [Figura 4.4] é representado de forma esquematica os mecanismos microscé-
picos de nucleacgdo, crescimento e coalescéncia de vazios, juntamente com o seu
efeito em termos médios na curva de resposta de um provete axisimétrico enta-
lhado. Sdo também indicadas algumas observagoes obtidas por Benzerga (2000),
que demonstram a evolucao do dano numa sec¢ao do provete na regiao do entalhe.
Na fase anterior ao ponto (c) o processo de acumulagado de dano desencadeia-se
gradualmente pelos mecanismos de nucleagao e crescimento de vazios (acompanha-
dos também por alguns eventos isolados de coalescéncia). A alteragao na resposta
assinalada pelo ponto (c) corresponde a formagao da fenda macroscépica, resul-
tado da coalescéncia dos vazios de maiores dimensbes. A parte final da curva de
resposta corresponde a propagacao da fenda ao longo do provete, observando-se
ainda um ligeiro aumento da inclinagao, resultante do avanco da fenda ao longo
de bandas de corte. O ponto (f) corresponde a rotura final do provete.

4.2 Critérios de cedéncia

Existem disponiveis na literatura varios modelos matematicos para os mecanismos
introduzidos na sec¢do anterior. Contudo, é necessario acoplar nestes modelos
um critério de cedéncia que reproduza da melhor forma o efeito dos vazios no
amaciamento material e respetiva evolucdo do estado de tensao.

Uma das referéncias com maior impacto na literatura é o modelo micromeca-
nico de Gurson (1977). Este modelo serviu de base a vérios autores (Tvergaard,
1981 Tvergaard e A. Needleman, [1984; Gologanu et al., [1997; Madou e Leblond,
2012aub, 2013; Madou, Leblond e Morin, 2013; Monchiet et al., 2014), que pro-
curaram melhorar a sua precisdo e estender o seu campo de aplicabilidade. A
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Figura 4.4: Representacao esquemética dos mecanismos microscépicos de nucle-
acao, crescimento e coalescéncia de vazios e a respetiva relacdo com os aspetos
fenomenoldgicos macroscopicos em provetes axisimétricos entalhados de aco de
alta resisténcia (adaptado de Benzerga, 2000).

estrutura base é geralmente semelhante, invocando-se o principio da conservagao
da massa e a hipotese de lei de fluxo pléastico associativa.

Alternativamente, recorrendo a métodos de homogeneizacao avancados, varios
autores (Castaneda e Zaidman, 1994; Kailasam, Castaneda e Willis, [1997; Danas
e Castaneda, |2009b; Danas e Aravas, |2012)) desenvolveram modelos constitutivos
para materiais elastoplasticos e viscoplasticos porosos. Estes modelos, comparati-
vamente aos micromecanicos, apresentam uma maior robustez e coeréncia interna,
mas sao mais complexos de implementar.

De seguida sao apresentados alguns dos critérios de cedéncia com maior im-
pacto na literatura e que, enquadrados no contexto deste trabalho, incorporam o
efeito da geometria dos vazios.
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4.2.1 Modelo de Gurson

Gurson (1977)) na sua publicacdo propés um modelo micromecénico capaz de re-
produzir o efeito do dano na deformagao de um sélido. O modelo é representativo
do estégio de crescimento dos vazios e tem como base os limites superiores da
teoria da plasticidade. Na deducdo da funcdo de cedéncia é assumido uma dis-
tribuicdo periédica de vazios esféricos, representados por um RVE com a forma
de uma esfera com um vazio esférico concéntrico. Assim sendo, a tnica varidvel
microestrutural deste modelo é a fracdo volimica de vazios,

<

v
f=<,

= (4.1)

onde V' denota o volume de vazios e V), o volume total. A matriz é isotrpica
e perfeitamente pléstica (caracterizada pelo modelo constitutivo de von Mises)
e o campo de velocidades imposto consiste em duas componentes: um campo
de expansao isotrépica e incompressivel e um campo linear, correspondente a
um campo de deformacdo uniforme. E imposta ainda a condi¢do de taxa de
deformacdo homogénea na fronteira. A funcao de cedéncia é dada por:

2
O (o, f) = (UeO‘) +2f cosh (;’;’) ~(1+7). (4.2)

Oy y

Nesta expressao p é a tensdo média (pressao hidrostatica), oy a tensdo de cedéncia
do material e ooy ¢ a tensdao equivalente de von Mises,

aeq:wgs:s, (4.3)

onde s denota o tensor das tensoes desviadoras.
Gurson também estabeleceu, através de uma andlise semelhante, a curva de
cedéncia para vazios cilindricos:

Oy y

2
O (o, f) = (“) +2f cosh (\/§ i”) ~(1+77) (4.4)

Neste caso, o material ¢ transversalmente isotrépico e p, ¢ a tensao média no
plano. Por exemplo, caso o plano xy seja o plano de isotropia tem-se que

Oxx + Oyy

: (4.5)

Py =

Essencialmente o modelo de Gurson introduz o efeito da pressdo hidrostatica

na cedéncia do material. Este pardmetro é decisivo na evolu¢cdo do dano do
material, uma vez que influencia diretamente a dilata¢do/contragdo dos vazios.
Note-se ainda que, na condicdo de ndo existir vazios, f = 0, o modelo de Gurson
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¢é coincidente com o modelo de von Mises. Outro aspeto importante é que no
modelo de Gurson esta implicito o comportamento isotrépico do material, pois é
assumido que os vazios permanecem esféricos ao longo do processo de evolucao do
dano. Embora em solicitagbes hidrostéticas (elevada triaxilidade) esta hipotese
seja consistente com os mecanismos de crescimento de vazios, em solicitagoes
de corte (baixa triaxilidade) o modelo de Gurson nao é capaz de prever de forma
precisa o comportamento do material, uma vez que nao é considerada a anisotropia
‘morfoldgica’ resultante da evolucao da forma dos vazios (Danas e Aravas, 2012]).

Evolugao da microestrutura

Tal como ja referido, a tnica variavel microestrutural do modelo de Gurson é a
fragdo volimica de vazios. A deducdo da respetiva lei de evolugdo baseia-se no
principio da conservacido da massa e no pressuposto da deformagdo volumétrica
eldstica ser desprezavel. A densidade de um material poroso pode-se escrever na
forma

p=po(l—f), (4.6)

onde pg representa a massa volimica da matriz. Derivando em ordem ao tempo
e considerando a matriz incompressivel (pgp = 0) tem-se que

; P
f=—=0-1). (4.7)
p
O principio da conservagao da massa traduz-se na relagao
: p
Ev=——, (4.8)
Yoop

onde ¢, denota a taxa de deformacao volumétrica total. Assumindo que a defor-
macao volumétrica elastica é desprezavel, tem-se entao que

Y (1.9

em que €Y representa a componente plastica da taxa de deformacao volumétrica.
Admitindo que a lei de fluxo pléastico é associativa tem-se que

6= "}/gi = {s + %fay sinh (2:) I} : (4.10)
y

onde ¥ é a taxa do multiplicador plastico. Assim sendo, a componente volumétrica
¢é dada por

3
el =tré =9 foysinh (p) . (4.11)
20y
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A taxa de evolucao do dano pode entdo ser calculada a partir da expressao

f=4 (f - f2) oy sinh (3p> . (4.12)
20y
Note-se que esta lei de evolugao de dano ndo estd associada a qualquer fenémeno
dissipativo. Um aspeto importante a ter em atencao é a necessidade de ser definido
um valor inicial ndo nulo para a fracdo volimica de vazios. Isto dificulta a definicao
das propriedades materiais, uma vez que néao é facil definir a porosidade inicial de
um material.

4.2.2 Modelo de Gurson-Tvergaard-Needleman

Baseando-se em estudos micromecanicos de materiais com vazios esféricos e cilin-
dricos distribuidos de forma periédica, Tvergaard (1981) introduziu os fatores ¢,
g2 € g3 no critério original de Gurson, com o intuito de melhorar a sua precisao
global. Uma possivel interpretacio fisica destes pardmetros é que estes represen-
tam o efeito da interacdo entre os vazios (Benzerga e Leblond, 2010). Para a
maioria dos materiais ducteis g1 =~ 1.5, o =~ 1 e g3 = q% sao valores recomendados
(Chen e Butcher, 2013)). Mais tarde em Tvergaard e A. Needleman (1984) é ainda
incorporado o efeito da coalescéncia de vazios, através da modificacdo da lei de
evolugao da fracdo volumica de vazios. A fungdo de cedéncia resultante é

2
o 3p
Do (0, f) = < eq) +2q, f* cosh <q2> e (] @13)
Oy 20y
Na expressao anterior f* representa a fracdo volimica de vazios corrigida. A
modificagdo consiste em admitir uma variacdo da taxa de crescimento da fracao
volumica de vazios, quando atingido um determinado valor critico (Figura {4.5)),
ou seja:

f < fe,

() = (4.14)

(f:: — fc)(f — fc)
(f f— f c)

A constante f = 1/q; consiste no valor de f* no momento tltimo da fratura

(correspondente a fragdo voltimica f) e a fracdo volimica f. define o momento a

partir da qual ocorre coalescéncia.

fe+

fz e

Efeito da nucleacao de vazios

O efeito da nucleacao de vazios pode ser incorporado no modelo até agora descrito
admitindo a decomposi¢ao

f = fcrescimento + fnucleagéo ) (415)
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fe=

fO fc ff

*s"

Figura 4.5: Representagdo do modelo de coalescéncia introduzido por (Tvergaard
e A. Needleman, 1984)).

onde o termo fcrescimemo representa o crescimento dos vazios, calculado através
da expressao . Existem modelos de nucleagdo, representada pelo termo
fnudeagao, controlados pela tensdo ou pela deformacao, sendo implementado nor-
malmente em codigos de elementos finitos os modelos controlados pela deforma-
¢do. Em Chu e A Needleman (1980) é proposto um dos modelos mais utilizados,
que consiste em admitir que a deformacao necessaria & nucleacao segue uma dis-
tribuicdo normal, ou seja,

r n 1 &Tp — & 2 =
fnucleagéo = SNJ\C/ﬂ exp [_2 <8NN> 1 eb. (416)

Na expressao anterior f;, é a fragdo volimica de vazios a nuclear, ey o valor médio
e sy o desvio padrao da distribuicao normal.

4.2.3 Modelo de Golaganu-Leblond-Deveaux

O modelo de Golaganu-Leblond-Deveaur (GLD) é uma extensdao do modelo de
Gurson, que incorpora a anisotropia resultante da geometria dos vazios (Gologanu
et al., 1997). O RVE considerado neste modelo, representado na
consiste num esferoide,

ay =az =a#as, (4.17)

com um vazio da mesma geometria concéntrico no seu interior.
O conjunto de varidaveis microestruturais neste modelo é a fracdo volimica f,
a proporcionalidade do esferoide,

w=—, (4.18)
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Figura 4.6: Elemento de volume representativo considerado no modelo de
Golaganu-Leblond-Deveaur (GLD).

e o versor m do eixo principal do esferoide, ou seja:
Sa = {f,w,m} . (4.19)

Tal como no modelo de Gurson, o modelo material da matriz obedece a teoria
de fluxo pléstico Jo associativa e o campo de velocidades é constituido por duas
componentes. Porém, o campo de velocidades isotropico é substituido por um que
descreve a expansdo do vazio. A funcdo de cedéncia do modelo GLD é dada pela
expressao:

||s +non Q|
Oy

2
) +2(g+1)(g+ f) cosh (/‘»Gh> —(g+1)°—(g+1)?*.

Ty
(4.20)
O tensor Q e X sdo os tensores transversalmente isotrépicos, dados porﬂ

‘I)GLD =C (

X=mkok+lal)+ (1 -202)mem, (4.21)
1 2
Qz—g(k®k+l®l)+§m®m. (4.22)

O termo o}, denota a média ponderada das tensdes normais ao longo dos eixos
principais do vazio,

ohn=0:X, (4.23)

e os termos kK, ag, g, C e n sdo constantes, expressas em funcdo dos pardme-
tros microestruturais que caracterizam a geometria do vazio (f e w) através das
expressoes indicadas no Anexo [A]

2Embora sejam indicados os versores k e [, estes podem ser substituidos por quaisquer outros
versores transversais.
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O modelo GLD possui particularidades importantes para os casos limite con-
vencionais. No limite de um vazio esférico (w — 1) e cilindrico (w — ), o
critério reduz-se ao critério de Gurson. O modelo GLD também se reduz
a condicao de cedéncia de von Mises quando f = 0, mas apenas para o caso dos
vazios prolatos (w > 1). Nos vazios oblatos (w < 1) o limite f — 0 corresponde
a um material com uma distribuicdo de fendas circulares.

Evolugao da microestrutura

Em Gologanu et al. (1997) sao estabelecidas as leis de evolucao das varidveis
microestruturais. A porosidade f obedece a lei de evolucao ja considerada no
modelo de Gurson, vindo neste caso

f- e, (1.21)

A evolucao da geometria do vazio, nomeadamente o fator de proporcionalidade
do esferoide w, é estabelecida através do pardmetro

S=hw, (4.25)

cuja lei de evolugao é

. 3 9 T?247T¢ a — af .
5=3 [1+<2_2> (1= v7) (_ﬁ)]m.sg.m

L (4.26)
+(_fal+3a2—1+3a2—1)1:s’p,
onde T denota a triaxilidade,
p
T=2> 4.27
> (127)

e qpe a? sdo constantes que dependem da geometria do vazio, encontrando-se

também no Anexo [A]as respetivas expressoes. O tensor P é a taxa de deformagédo
plastica, cuja componente desviadora ¢ indicada por €P.

Por dltimo, assumindo que os vazios rodam em conformidade com o material,
a lei de evolucao para o eixo do esferoide é dada por

m=W -m, (4.28)
onde W ¢ o tensor de rotacao total material.

4.2.4 Modelo de Madou-Leblond

O recente modelo de Madou-Leblond (ML) trata-se de uma generalizagdo do mo-
delo GLD para vazios elipsoidais genéricos (Madou e Leblond, 2012alb, [2013;
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Madou, Leblond e Morin, 2013). O RVE considerado neste modelo consiste num
elipsoide com uma cavidade elipsoidal concéntrica (ver Figura sendo que neste
caso aj # az # as) e a matriz, tal como nos modelos anteriores, é perfeitamente
plastica e obedece a lei constitutiva do modelo de von Mises. O conjunto de varié-
veis microestruturais neste caso inclui ambas as proporcionalidades do elipsoide e
respetivos eixos principais, ou seja,

Sa = {f)wlaw27kal} ) (429)

onde a a
w1 = 71 s w9 = ﬁ . (430)

a3 az

A formulacao deste modelo segue a mesma estratégia utilizada no modelo GLD,
introduzindo-se contudo novos elementos. Em Madou e Leblond (2012a)) é obtida
a expressao do critério de cedéncia deste modelo (com estrutura semelhante &
do modelo de Gurson), utilizando-se o campo de velocidades incompressivel in-
troduzido por Leblond e Gologanu (2008), juntamente com a condi¢do de taxa
de deformacdo homogénea na fronteira. No entanto, este campo de velocidades
introduz imprecisdes para alguns casos particulares, nomeadamente em vazios es-
feroidais extremamente oblatos (Madou e Leblond, 2012a). Como solucdo para
este problema, em Madou e Leblond (2012b)) os autores adotam uma estratégia
‘hibrida’ para a determinacao dos termos da funcao de cedéncia. Para solicitacoes
hidrostaticas, uma componente do campo de velocidades de Leblond e Gologanu
(2008) é substituida pelo campo calculado numericamente a partir do Método dos
Elementos Finitos. Para solicitagoes desviadoras a estratégia adotada é mais ex-
pedita, utilizado-se os limites rigorosos para compdsitos nao lineares propostos por
Castaneda (1991), Willis (1991) e Michel e Suquet (1992). O critério de cedéncia
do modelo de Madou-Leblond é dado por:

Dy = Qig} +2(1+g)(f + g) cosh (E({:'}) —(g+1)*=(g+ /). (431)

Na expressao anterior g é a porosidade secundaria, que depende da geometria
do vazio. A constante Q{o} encontra-se relacionada com a forma quadratica de
Willis, QV{o'}, através da expressio

Q{o} = QW {o} — (1 +9)(f +g)x’0i - (4.32)
A constante L{o} é dada por
L{oc} =Koy . (4.33)

Encontram-se no Anexo [B]as expressoes para o célculo de todos os termos envol-
vidos no critério de cedéncia.
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No caso particular do vazio esférico, o critério de cedéncia (4.31)) reduz-se a
expressao

- (1 n §f> (?)2 +2f cosh (;fy) - (1+£7), (4.34)

que ¢ igual ao critério proposto em Leblond, Perrin et al. (1994). No caso do vazio
cilindrico circular, o critério de cedéncia vem

2
Oe
(I)ML:< q) +3f
Oy

+ 2f cosh <\é§0yy+02z> — (1 +f2) .

Oy

2
(Uyy - O-ZZ)Q /4 + U?zy + 0-32/7; + U§$‘|

Oy

(4.35)

Para estados de tensdo axisimétricos (0., # Oyy = Ozzy Ogy = Oyy = Opp = 0)
esta expressao reproduz a solucao de Gurson (expressao . Ambos os casos
particulares indicados (vazios esféricos e cilindricos) possuem a propriedade de
respeitar o limite ndo linear de Hashin-Shtrikman. Outro caso particular de inte-
resse sdo os vazios esferoidais, sendo que neste caso o critério de Madou-Leblond
é praticamente coincidente com o critério de Golaganu-Leblond-Deveaur (Madou
e Leblond, |2012b)).

Evolugao da microestrutura

Nas publicagoes Madou e Leblond (2013) e Madou, Leblond e Morin (2013) os
autores completam o modelo proposto, desenvolvendo as leis de evolucao para as
variaveis microestruturais. A estratégia adotada é contudo diferente da utilizada
no modelo GLD. E considerado modelo constitutivo para materiais eldsticos de
Castaneda e Zaidman (1994), introduzindo-se fatores de corregao heuristicos, de-
terminados numericamente, para levar em conta os efeitos de plasticidade. Um
aspeto relevante a ter em atencdo é que as solucgoes obtidas ndo sao restritas ao
modelo de Madou-Leblond, podendo ser incorporadas em qualquer outro critério
que tenha em consideracao a forma dos vazios. Dado o objetivo deste trabalho e
o grau de complexidade das expressoes envolvidas, ndo sdo aqui indicadas as leis
de evolugdo, podendo ser consultadas nos artigos acima referidos.

4.2.5 Modelo Variacional Modificado

Tal como ja referido, uma abordagem diferente dos modelos micromecanicos até
agora descritos sao os modelos constitutivos desenvolvidos a partir de técnicas de
homogeneizagao avangadas. Dos varios modelos propostos na literatura, é descrito
neste trabalho o Modelo ‘Variacional’ Modificado de Danas e Aravas (2012). Este
modelo trata-se de uma modificacdo do modelo constitutivo ‘variacional’ proposto
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por Castanieda e Zaidman (1994)), Kailasam, Castanieda e Willis (1997)) e Kailasam
e Castaneda (1997)), de forma a que este reproduza, para solicita¢oes hidrostéticas,
a solugao exata de vazios esféricos e cilindricos e também para que seja capaz de
prever, por calibragdo, a evolug¢do da forma do vazio de acordo com o recente
modelo de ‘segunda ordem’ de Danas e Castafieda (2009bja). Este ultimo modelo
tem como base o método de homogeneizacdo nao-linear de segunda ordem de
Castaneda (2002). O modelo de ‘segunda ordem’, embora seja mais preciso, nao
é descrito neste trabalho. Isto porque o Modelo ‘Variacional’ Modificado é mais
simples de ser implementado, demonstrando-se ainda em Danas e Aravas (2012])
uma boa correlagdo entre ambos os modelos.

O modelo ‘variacional’ original trata-se de um modelo constitutivo desenvol-
vido para materiais ducteis porosos sujeitos a qualquer tipo de carregamento tri-
dimensional, contemplando também a evolucdo da forma e orientacdo dos vazios.
Na sua formulacao é utilizado o método de homogeneizacdo comparativa linear
‘variacional’ (Castaneda, |1991), juntamente com as estimativas para materiais
linear-elasticos com microestruturas elipsoidais (Castaneda e Willis, 1995). A
matriz é considerada isotrépica, elasto-plastica segundo modelo constitutivo de
von Mises e independente da taxa de deformacdo. A porosidade do material é
modelada através da consideragdo de uma distribuicdo uniforme de vazios elip-
soidais orientados de igual forma ao longo da microestrutura, sendo assumida
a hipdtese simplificativa da funcdo de distribuicdo dos centros dos elipsoides ser
igual a forma dos préprios vazios. Esta simplificacdo traduz-se numa generalizacao
da microestrutura em regime diluido de Eshelby (1957)) para o regime nao diluido,
demonstrando-se em Danas e Castafieda (2009a) que a precisdo dos resultados
nao é afetada de forma significativa pela distribuicdo dos vazios (especialmente
para porosidades reduzidas). Com base nas hip6teses estabelecidas, o conjunto
de variaveis internas relevantes que descrevem o estado da microestrutura sao

Sa = {gp?f7w17w2akal} 3 (436)
onde P é a deformacao plastica acumulada na matriz.

Nota. Chama-se a atengdo o facto da nomenclatura adotada ser ligeiramente di-
ferente da utilizada pelos autores nas respetivas publicacoes. A varidvel w também
denota proporcionalidade do elipsoide, mas o seu significado € o inverso da varid-
vel definida neste trabalho. Esta modificacdo tem o intuito de manter a simbologia
coerente entre os diversos modelos apresentados.

O critério de cedéncia do Modelo ‘Variacional’ Modificado (MVAR) é expresso
por
Poivar (0, 80) = 0 — 0y , (4.37)

sendo a tensdo efetiva 6, definida como

A

o.m:o
O = 4| ——— .

7 (4.38)
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O tensor de quarta ordem m é obtido a partir da modificagao do tensor do modelo
‘variacional’ original (VAR), mVA®. Este tensor é func¢ao do tensor microestrutural
Q, definindo-se na forma

3 3f _
VAR e : 1
m —2K—|—17f lim GQ . (4.39)

Na expressao anterior o tensor de quarta ordem K, definido como
K=1-1J, (4.40)

denota as componentes de corte do tensor identidade de quarta ordem simétrico,

1
lijrt = 5(52‘1@%‘1 + 6:0jk) (4.41)
e J é a respetiva componente hidrostatica,
1
Jijkl = géijékl . (4.42)

Representando-se por S o tensor de Eshelby (ver Anexo @, o tensor microestru-
tural Q é definido como

Q=C: (I1-S{v}) , (4.43)

onde C é o tensor de rigidez, que pode ser expresso em func¢do do moédulo de
rigidez transversal, GG, e do médulo de compressibilidade, K, através da seguinte
manipulacao:

C =2GK +3KJ . (4.44)

O limite de K — oo na expressao traduz a condicao de incompressibilidade
da matriz, calculando-se o tensor microestrutural Q através das expressoes dadas
no Anexo|Cl Isto porque através da defini¢ao , a componente hidrostatica do
tensor de rigidez C, equacao (4.44)), se anula na condigdo de incompressibilidade.

A modificagdo introduzida no modelo MVAR, consiste em modificar a parte
hidrostatica do tensor original mY4® através da expressao

m=m"*" + (q? - 1) J:m"R ). (4.45)

O fator escalar gj é definido como

__1-f
q‘]_\/fln(l/f)' (4.46)

O fator de correcao qj garante que:

e No caso particular de vazios esféricos e cilindricos, para solicitagoes hidros-
taticas o modelo MVAR é coincidente com a solucao exata dada pelo modelo
de Gurson;
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e Para qualquer outra combinacgdo de varidveis microestruturais sao reprodu-
zidos os resultados obtidos a partir da formulacao de ‘segunda ordem’;

e E corrigido o facto da formulacido ‘variacional’ sobre-estimar a rigidez do
material em regimes de baixa triaxialidade (especialmente para baixas po-
rosidades).

Note-se, no entanto, que este modelo nao se trata de um limite superior, mas sim
uma estimativa do comportamento efetivo de materiais porosos.

Evolugao da microestrutura

A evolugao das varidveis microestruturais do modelo ‘variacional’ depende apenas
da evolugao da deformagao plastica acumulada na matriz, sendo desprezada (tal
como nos casos anteriores) a componente elastica de deformagao.

Utilizando-se apenas nesta sec¢ao, por comodidade, a seguinte notagao

nM =k, n® =1, n® =m, (4.47)

a evolucao dos fatores de proporcionalidade é dada por
-1
g = ["y apw ! (n<3>n(3> - n(s)n(s)) Aa‘pl s=1,2, (4.48)

onde ay, é um fator escalar (heuristico), introduzido para melhorar a sua precisao.
No ambito do estudo de materiais plasticos independentes da taxa de deforma-
¢80, oy = 7/4 é um valor recomendado (Danas e Aravas, 2012)). O tensor de
concentracao A é definido como

A= } <| — %K : m—1> : (4.49)

A evolucao da orientacdo dos eixos principais vem
W =w.n (4.50)

onde w denota o tensor (antisimétrico) de rotagado microestrutural,

1 38 w2+ w? . ) N ) )
w=W-4|C:eP—— — 2 (nPnD) £ nWn®) . A eP n(l)n(])] .
Ly )oase]
i#j
wi;twj

(4.51)
E importante ter em atencdo que nos casos particulares dos vazios esféricos e
esferoidais ha componentes do tensor de rotagdo do material que sdo nulas.

Nota. Nas expressoes anteriores os termos w; surgem com o expoente negativo,
uma vez que vém de acordo com a nomenclatura aqui utilizada.
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4.2.6 Comparacao entre os varios critérios de cedéncia

Apresentados alguns dos modelos com maior impacto na literatura que incorporam
o efeito da geometria do vazio da resposta do material, é de seguida apresentado
um breve estudo paramétrico das respetivas curvas de cedéncia. No entanto, é
primeiro introduzida a definicdo de pardmetro de Lode, uma vez que se trata de
um parametro importante no fenémeno de fratura ductil.

Parametro de Lode

Baseando-se em evidéncias experimentais, varios autores chegaram a conclusdo
que, em regimes de baixa triaxialidade, o parametro de Lode (representado pela
varidvel L) desempenha um papel importante no mecanismo de colapso plastico
do material (Barsoum e Faleskog, 2007).
O parametro de Lode (ou de forma equivalente o angulo de Lode, 6) é por
definicao
27 I3

L=—cos(30) = ———-, (4.52)

3
2 054

onde I3 denota o terceiro invariante das tensdes desviadoras,
I3 =dets. (4.53)

Em termos conceptuais o pardmetro de Lode permite a distin¢do entre diferentes
estados de tensdo de corte, encontrando-se na a sua interpretagao
geométrica no plano desviador.

No contexto do estudo do comportamento plastico de materiais porosos, torna-
se comodo exprimir as condicdes de carregamento tri-axiais através de medidas
de tensao diferentes das tensoes principais. Considerando a tensao média, a ten-
sao equivalente de von Mises e o terceiro invariante das tensdes desviadoras, as
tensoOes principais podem, depois de alguma manipulacao algébrica, ser expressas
na seguinte forma:

3 o1 T 3

= =— 0+ - =T

2 Oeq COS( +3>+2 ’

3 09 T 3

= =— 0— - =T .
2 e cos( 3>+2 , (4.54)
3

70—3ECOSH+§T.

20¢q 2

Na encontra-se a representagao grafica da evolugao das tensoes prin-
cipais adimensionalizadas, 30;/(20¢q), em fungao do pardmetro de Lode, conside-
rando a triaxialidade nula (7" = 0, ou seja p = 0). Com base nesta representacao
constata-se que:
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3

Figura 4.7: Representacao geométrica das tensdes principais, desviadoras, tensao
equivalente e pardmetro de Lode no plano desviador (também designado por plano
IT) (Bai e Wierzbicki, 2010).

o Para L = —1 (ou 6 = 0) o estado de tensao é axisimétrico, com uma tensao
positiva e duas negativas (tensao axisimétrica);

e Quando L =1 (6 = 7/3) o estado de tensdo é também axisimétrico, mas
composto por duas tensbes positivas e uma negativa (tracdo biaxial com
compressao axisimétrica);

o Para L =0 (6 = 7/6) o estado de tensao é caracterizado por tensoes de corte
no plano, uma vez que uma das tensoes principais se anula (por exemplo:
estado plano de tensdo);

o Para os restantes valores do parametro de Lode, o estado de tensdo é uma
combinacao entre corte no plano e estado de tensdo axisimétrico.

Como nota final, note-se que para valores de triaxilidade ndo nulos, as curvas
transladam na direg¢ao vertical (quando T > 0 as curvas deslocam-se para cima e
vice-versa).

Microestrutura isotréopica: vazios esféricos

Na encontram-se representadas no plano (oeq/0y,p/oy) as curvas de
cedéncia dos modelos de Gurson, GTN (com ¢ = 1.5, g2 = 1 e g3 = ¢}), ML
e MVAR, para vazios esféricos com diferentes fracées volumicas: f = 0.1,1 e
10 %. E também indicado, como referéncia, a curva de cedéncia de von Mises,
que corresponde a situagéo de porosidade nula (f = 0). O pardmetro de Lode nao
tem qualquer efeito nas curvas de cedéncia no caso dos vazios esféricos.
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Parametro de Lode L
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Figura 4.8: Tensoes principais normalizadas 30;/(20¢q) em funcdo do parametro
de Lode (adaptado de Danas e Aravas |2012]).

Analisando as varias curvas de cedéncia, constata-se que o aumento da fragdo
voliimica provoca uma diminuicdo generalizada da resisténcia mecanica do mate-
rial. Este facto é coerente com a deterioragao do material associada a evolucao do
dano. Para estados de tensao puramente hidrostéticos (oeq = 0), os modelos ML
e MVAR, tal como ja referido, sdo coincidentes com o modelo de Gurson, que é a
solucdo analitica para este tipo de solicitagoes. Para tensoes puramente desviado-
ras (p = 0), ou seja, quando a triaxialidade é nula, verifica-se uma boa correlagao
entre os varios modelos, observando-se contudo diferencas com o aumento da fra-
¢ao volimica. Quando f = 10 % é facilmente visivel que o modelo de Gurson
corresponde ao limite superior, seguindo-se os modelos ML, e MVAR e GTN. Esta
propriedade é coerente com o facto do modelo de Gurson ser baseado nos limites
superiores da teoria da plasticidade. E importante notar também que para este
tipo de solicitagbes os modelos ML e MVAR sdo coincidentes, o que reflete o facto
da formulacao subjacente a ambos os modelos ser semelhante para este tipo de
solicitagoes. Para valores de triaxialidade intermédios e para as fragées voliimicas
f=0.1e1% o modelo ML ¢é praticamente coincidente com o modelo de Gurson,
distinguindo-se apenas para a fragdo volumica f = 10 %. O modelo MVAR ¢é
aquele que apresenta maiores diferencas com o modelo de Gurson, tratando-se na
generalidade de um modelo mais conservador. Relativamente as previsdes para os
regimes de compressao, p < 0, sdo observadas as mesmas propriedades, uma vez
que as curvas sao simétricas em relagdo ao eixo vertical p = 0.
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Microestrutura anisotrépica: vazios elipsoidais

Na[Figura 4.10]encontram-se representadas as curvas de cedéncia dos modelos ML
e MVAR, para vazios com diferentes geometrias com fracdo volimica f =1%. E
admitido que L = —1, que corresponde a solicitacbes axisimétricas em torno do
eixo x3. Sdo consideradas quatro geometrias: esfera (w; = 1, wy = 1); esferoide
prolato (w; = 4, wa = 1); esferoide oblato (w; = 0.25, wy = 1); elipsoide
(w1 = 4, Wo = 0.25).

Como se pode observar, a geometria do vazio tem um grande impacto na res-
posta do material. Dos casos analisados, os materiais porosos com vazios esféricos
apresentam a maior resisténcia, seguindo-se os vazios esferoidais prolatos, obla-
tos e, por ultimo, o vazio elipsoidal. Comparando os dois modelos, constata-se
que apenas sdo aproximadamente coincidentes para solicitacbes puramente des-
viadoras. No entanto, a excecdo do caso da esfera, para solicitagdes puramente
hidrostéaticas os modelos preveem diferentes comportamentos do material, especi-
almente nos casos do esferoide oblato e do elipsoide, verificando-se que o modelo
MVAR é mais conservador que o ML.

No regime de compressdo, a excecao do caso da esfera, constata-se que o mo-
delo ML ¢é o que apresenta maiores diferencas relativamente ao regime de tragao.
As curvas ndo sdo simétricas, observando-se que em compressao a curva de ce-
déncia nao é tao suave como em tracdo. Logo, pode-se concluir que o modelo ML
prevé que o material é mais resistente & compressao do que a tracdo, o que intui-
tivamente vai de encontro ao o comportamento real do material. Repare-se ainda
que na gama —1.25 < p < 0 a geometria do vazio nao tem praticamente qualquer
efeito. Embora as diferencas sejam menores comparativamente ao modelo ML,
as curvas do modelo MVAR também néo sdo simétricas, tendo-se registado ainda
uma tendéncia contraria ao modelo ML. No caso do elipsoide é facilmente visivel
que a curva de cedéncia se ‘inclina’ para o lado da tracdo, prevendo maior resis-
téncia do material a tragdo do que a compressao. Esta propriedade, do ponto de
vista fisico, foge a realidade, podendo-se apontar como uma possivel imprecisao
deste modelo.

Efeito do parametro de Lode

Na, sao apresentadas as curvas de cedéncia dos modelos ML e MVAR
para as mesmas geometrias até agora analisadas (com f = 1%), mas considerando
agora diferentes valores do parametro de Lode: L = —1,0, 1.

Como se pode observar, na generalidade, o efeito pardmetro de Lode na ce-
déncia do material é mais pronunciado no modelo ML, com maior impacto no
caso do vazio elipsoidal. Neste modelo, o aumento do parametro de Lode pro-
voca um aumento da capacidade de resisténcia do material em regimes de tracao,
acompanhado de uma diminui¢do na compressdo. No modelo MVAR, embora na
generalidade com menor amplitude, o impacto do pardmetro de Lode é mais acen-
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tuado para o eferoide oblato, observando-se ainda que, neste caso particular, ao
contrario da tendéncia do modelo ML, o aumento do pardmetro de Lode provoca
uma diminui¢do da capacidade de resisténcia a tragdo e um aumento no regime
de compressao. Existem também, para ambos os modelos, pontos em que o pa-
rdmetro de Lode nao tem qualquer efeito na resposta do material, nomeadamente
para solicita¢oes puramente hidrostaticas (oeq = 0) e para solicitagdes puramente
desviadoras. Contudo, neste dltimo caso regista-se com o vazio elipsoidal um li-
geiro desvio, para o lado da compressao no modelo ML e para a tragao no modelo
MVAR, do ponto de intersecdo das curvas.

Nas publicagoes Danas e Castaneda (2012)) e Hutchinson e Tvergaard (2012) é
estudado o efeito do pardmetro de Lode na evolugio das variaveis microestruturais,
considerando-se toda a gama de deformacao até ao estado ultimo da rotura. No
entanto, nao foi estudada ainda a influéncia do pardmetro de Lode na superficie
de cedéncia dos modelos apresentados, tratando-se de um possivel trabalho futuro
a ser desenvolvido.
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Figura 4.10: Curvas de cedéncia dos modelos ML e MVAR, para vazios
f=1%elL=-1.

com diferentes geometrias com fragdo volimica
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Figura 4.11: Curvas de cedéncia dos modelos ML. e MVAR para vazios com

diferentes geometrias com fracao volimica f = 1 %, considerando-se diferentes
parametros de Lode: L =—-1,0, 1.
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4.3 Conclusoes

Neste capitulo sao introduzidos os varios aspetos fenomenolégicos da fratura dic-
til, descrevendo-se os mecanismos microscopicos e as respetivas evidéncias ma-
croscopicas. Focando-se a atencao no efeito da geometria dos vazios na resposta
do material, sdo também descritos alguns dos modelos existentes na literatura.

O estudo paramétrico realizado permitiu concluir que o aumento da fracao
volimica de vazios provoca uma diminuicdo da resisténcia do material. Além
disso, verificou-se também que a geometria dos vazios tem um grande impacto na
resposta do material, constatando-se que o material apresenta maior resisténcia
no caso do vazio esférico. Qualquer distorcdo da esfera para um esferoide ou
elipsoide provoca uma diminuicdo do dominio elastico do material. O pardmetro
de Lode também afeta ligeiramente as curvas de cedéncia no caso dos esferoides
e elipsoides, a excecao das solicitagoes puramente hidrostéticas (oe.q = 0) ou,
de forma aproximada, puramente desviadoras (p = 0). Comparando os modelos
apresentados, observou-se que o modelo MVAR ¢, na generalidade, um modelo
mais conservador.
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Determinacao das propriedades
elasticas efetivas

Um sélido em deformacao, antes de qualquer fenémeno de dissipagao irreversivel,
possui sempre um determinado dominio em que a deformacéo é totalmente reversi-
vel, ou seja, elastica. E o ponto de partida da histéria da deformacéo, tratando-se
de um regime bem definido para a grande maioria dos materiais homogéneos. No
caso dos materiais porosos, o seu comportamento elastico vem afetado pela pre-
senca dos vazios, sendo necessario desenvolver metodologias capazes de prever de
forma precisa o comportamento efetivo do material. Neste capitulo sdo descritas
algumas estratégias para o tratamento deste tipo de problema.

Inicia-se o capitulo pela introducao dos aspetos gerais da lei de Hooke ge-
neralizada, descrevendo-se com maior detalhe as relagdes elasticas de materiais
ortotrépicos, transversalmente isotrépicos e isotrépicos. E depois apresentada a
metodologia analitica para a previsdo do comportamento linear elastico efetivo de
materiais porosos, dando-se énfase ao caso dos vazios elipsoidais. E também apre-
sentada uma metodologia estocédstica, bem como a estratégia numérica utilizada
para a determinagao das constantes eldsticas, através do programa & micro-escala
utilizado no d&mbito deste trabalho. No final sdo analisados exemplos numéricos,
comparando-se os resultados obtidos com a solucao analitica.

5.1 Lei de Hooke

A relacdo matematica que descreve o comportamento elastico de um material na
hipdtese de pequenas deformagoes é a lei de Hooke que, na forma generalizada, é
dada por

e=S:0, (5.1)

onde o tensor de quarta ordem S representa o tensor de flexibilidade. A mesma
relagdo pode ser escrita em termos do tensor de rigidez C na forma

c=C:¢e. (5.2)
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Devido as relacoes de simetria do tensor das deformacoes e tensdes, o = o' e

e =¢eT, ambos os tensores constitutivos S e C possuem simetria menor,

iger = ik = ()ijik - (5.3)

Logo, das 81 componentes do tensor constitutivo, apenas 36 sdo independentes.
Considerando a fun¢do densidade de energia de deformacao,

¢:%c:s:s, (5.4)

e admitindo a propriedade
o= g—f , (5.5)
¢é possivel provar que os tensores constitutivos possuem também simetria maior,
(it = (g - (5.6)

Por conseguinte, o niimero de constantes elasticas independentes é reduzido para
21, caracteristico de um material com comportamento anisotrépico generalizado.

Com base nas propriedades de simetria dos tensores constitutivos, torna-se
possivel escrever a lei de Hooke na forma matricial, utilizando a notagao de Voigt:

o11 [C11 Ci2 Ciz Cuu Ci5 Cig] (en

0922 Cy Caz Coy (o5 (O | €22

o33 | _ C33 C34 C35 Cs6| | €33 (5.7)
023 Cu Cys Cug| | 2e23 ’
013 Cs5 Cse| | 2¢e13

012 | sim. Cess] 2e12

Encontra-se no Anexo [E]a descri¢ao detalhada da obtengao da expressao anterior.

Além das simetrias ja indicadas, é ainda habitual admitir-se que o material
possui propriedades de simetria eldstica, reduzindo-se assim o ntmero total de
constantes elasticas independentes. Esta hipotese tem como base os planos de
simetria da estrutura cristalina e o tipo de microestrutura do material. Por exem-
plo, em materiais com sistema cristalino monoclinico, caracterizado por um plano
de simetria, o nimero de constantes eldsticas reduz-se para 13. Nas secgoOes se-
guintes sdo descritas com maior detalhe as relagées de elasticidade de materiais
com comportamento ortotrépico, transversalmente isotrépico e isotropico.

5.1.1 Materiais ortotrépicos

Os materiais ortotrépicos sao caracterizados por possuirem dois planos de simetria
eléstica ortogonais. Nesta condicao, é possivel provar que o material apresenta
também simetria em relagdo a um terceiro plano, mutuamente ortogonal aos dois
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primeiros. Assim sendo, o nimero de constantes eldsticas independentes é redu-
zido para 9 e a matriz de rigidez pode ser escrita na forma

[C11 Ci12 Ci3 O 0 0
Ci2 Cy Coz3 0 0 0
Ciz Co3 C33 0 0 0
0 0 0 Cu O 0
0 0 0 0 Css O
0 0 0 0 0 Cel

Cij = (5.8)

O tensor de rigidez encontra-se relacionado com as 9 constantes elasticas,
relativas as dire¢bes normais aos planos de simetria. Considerando o médulo de
rigidez, E;, o médulo de rigidez transversal, G , e o coeficiente de Poisson, v;j, a
matriz de rigidez pode ser escrita na form

[ 1 —1wo3139 101 + 103131 V31 + V21 V32 0 0 0 T
EyE3 A EsE3A EsE3A
1—vi3v31 w32 +riav3 0 0 0
E1E3A E1E3A
1—vipvm
Cij = F1FyA 00 0 (59
Gas 0 0
i sim. Gi2 |

onde A é o determinante da matriz de rigidez, dado por

A~ (1 —vo3 30 — 11331 — V12 Vo1 — 2132 V13 V21)

5.10
E1EqEj3 (5.10)
Tratando-se de uma matriz simétrica, é possivel estabelecer a relagao
Va1 + V313 Vit V3alig
EsEsA E1EsA
V31 + V91 V V13 + V1o V
31 21V32 V13 12 V23 (5.11)

EyEsA E\EA
V32 + V12 V31 _ a3 + vo1 V13
E1E3A E1E>A

Do mesmo modo, com base na propriedade de simetria da matriz de flexibilidade
tem-se que

Vij Vji .o . .
— =1,2,3 . 5.12
Ei E] ’ 1, 74,9, 1 7é.] ( )

LA partir das constantes eldsticas indicadas é possivel obter as restantes, encontrando-se na

do Anexo @ as respetivas relacoes.
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As constantes elasticas expressas em funcdo dos termos da matriz de rigidez
vém:
] e ©

E - 9 E = ) E = ’
1T CpaCa3 — (Ca3)? > 011033 — (Ci3)? 57 011 Cay — (Cra)?

_ C12C33 — C13C23 Vs = C13C2 — C12C23 Vo = C23C11 — C12C13
Co2C33 — (Co3)? 7 Co9C33 — (Co3)% ' C11C33 — (Ch13)? 7

V12

Gaz = Cuy Gi3 = Css G12 = Ceg ,
(5.13)
onde a constante © é dada por
0= Cungng, + 2C23C13012 — C11C223 — 0220123 — 0330122 . (5.14)

5.1.2 Materiais transversalmente isotréopicos

Os materiais transversalmente isotrépicos podem ser compreendidos como um
caso particular de isotropia ortotrépica, onde as propriedades de elasticidade num
dos planos de simetria é independente da direcdo: o material possui um eixo de
simetria. No total, o tensor constitutivo é caracterizado por 5 constantes eldsticas,
vindo neste casd?

[Ci1 Ci2 Ci3 0 0 0
Ci2 Ci1 Ciz O 0 0
o Cis Ciz Css 0 0 0
Cij 0 0 0 Cyu O 0 (5.15)
0 0 0 0 Cyu 0
Lo 0 0 0 0 3(Cn-Co)l
A constantes elasticas admitem as propriedades,
El = E2 )
Vi3 = 123 , (5.16)
Gi3 = Gas
que permitem estabelecer a igualdade
Ey
Go=—""—. 5.17
12 2(1 —+ 1/12) ( )

2 Admitindo como plano de isotropia o plano ortogonal & direcdo da terceira componente do
sistema de eixos (direco 3).
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Assim sendo, utilizando a notagao
Ey=Fy=FE,, FE3=L,
Vi3 =193 =Vpt, Vi2="Vp, (5.18)
Gi3=Ga3 =Gr, Gi2=Gp,

a matriz de rigidez pode entdo ser escrita na forma

rl— VptVtp Vp + UptVtp Vip + VpVtp 0 0 0 ]
E,E:A E,E:A E,E:A
1 — vpvy Vip + Vplip 0 0 0
E,EA E,EA
Ly 0O 0 0
Cij = E2A . (5.19)
Gpt 0 0
Gpt 0
| sim. Gp_

As constantes elasticas em funcdo dos termos da matriz de rigidez sdo dadas
por:

C] S
E, = 5 E, = )
P 011033 — (Ch3)? T (Cn)? - (Cha)?

o C12C53 — (Ch3)? by = C11C13 — C12C13 (5.20)
P 01033 — (Ch3)2 P C11C33 — (Ch3)?

1
Gpt = Cge = 5(011 - 012) 5
onde neste caso a constante © vale

© = C33(C11)? + 2C12(C13)? — 2C11(C13)® — C33(C12)” . (5.21)

5.1.3 Materiais isotrdpicos

Nos materiais isotrépicos o comportamento elastico é indiferente da dire¢do, podendo-
se escrever a matriz de rigidez na forma

[C11 Cia Ci2 O 0 0
_|Ci2 Ci2 Cin O 0 0
“%=19 0 0 cu 0 0 (5.22)
0 0 0 0 Cu O
0 0 0 0 0 Cu
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E o tipo de comportamento elastico mais simples, verificando-se as relacoes

E1 :EQ :E3 :E;
Vig = V13 = V23 =V} (5.23)

G2 =G13=Gx3=G.

No total, o comportamento elastico de um material isotrépico é caracterizado por
2 constantes elasticas, uma vez que

E
G =

TR (5.24)

As constantes elasticas expressas em funcdo dos termos da matriz de rigidez

vém:
o (C11)? + C12011 — 2(C12)?
Ci+ Cia ’
(5.25)
O
v=—-
Ci1 + Cr2

5.2 Meétodos analiticos

Na secc¢do anterior sao introduzidos os aspetos gerais de elasticidade, na hipdtese
do material ser totalmente homogéneo. No entanto, no caso de materiais porosos
a relagdo entre as deformagoes e as tensdes vem afetada pela presencga dos vazios.
As solugoes analiticas para o problema podem ser estabelecidas com base nos
limites superior e inferior das propriedades gerais (Hashin e Shtrikman (1963)
e posteriores publicac¢oes) ou através do cédlculo direto utilizando as solugoes de
elasticidade existentes.

Um dos principais marcos da micromecénica é a solucao para o problema de
Eshelby (1957), que descreve o comportamento eldstico efetivo de um sélido com
uma inclusdo elipsoidal (ver Anexo @[) Baseando-se nesta solucao, Kachanov,
Tsukrov et al. (1994) desenvolveram solugoes exatas para o comportamento elas-
tico efetivo de materiais porosos com vazios elipsoidais, descrevendo-se de seguida
os resultados obtidos por este autor.

Uma vez que para o tipo de cavidades estudadas neste trabalho existe dis-
ponivel na literatura a solucdo exata, nao sao indicadas solugoes para os limites
superior e inferior das propriedades elasticas efetivas, sugerindo-se a referéncia
Torquato (2002) para uma consulta pormenorizada do assunto.
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5.2.1 Solugao exata

O problema da determinacao do comportamento eldstico efetivo de materiais com
cavidades de determinadas geometrias ¢ analisado com grande detalhe em Kacha-
nov, Tsukrov et al. (1994). Nesta publicagdo sao obtidas solugbes analiticas para
vazios de diversas geometrias, quer em 2D como em 3D, na hipétese do mate-
rial possuir comportamento linear elastico. Isto significa que nao é contemplada
qualquer nao linearidade resultante da compressao e possivel fecho das cavidades.
Além disso, é também assumido que ndo existe interacdo entre vazios, embora as
solucoes obtidas com base nessa hipodtese sirvam de base a alguns dos modelos
que j& consideram a interagdo entre vazios (Kachanov, Tsukrov et al., [1994]).

A anédlise de Kachanov, Tsukrov et al. (1994) tem como ponto de partida
a deformacao total efetiva num sélido com uma cavidade sujeito a uma tensao
remota o, que é dada pela soma

e=Sp: 0+ Ae, (5.26)

onde Sy é o tensor de flexibilidade da matriz. A deformacao adicional Ae devida
a presenca do vazio é, com base na aplicagdo do teorema da divergéncia, definida

€omo
1

Age = ———
€ 2V, Jr

(un +nu) dI', (5.27)
onde u denota os deslocamentos da fronteira da cavidade, I' = 0§, m o vetor
normal unitério na diregao interior ao vazio e V), o volume total do RVE (incluindo
a cavidade).
A deformacéao adicional Ae pode ser escrita como uma funcgao linear da tensao
aplicada através da relacao
Ae=H:0o, (5.28)

onde o tensor de quarta ordem H é o tensor de flexibilidade da cavidade. A
construgao deste tensor vem em funcido da geometria do vazio, caracterizando o
seu efeito no comportamento efetivo do material.

Para a obtencao das propriedades elasticas efetivas, o problema é formulado
em termos do potencial elastico

1 1
w(a):§a:50:a+§a:H:azwo—i—Aw, (5.29)
onde g é o potencial elastico da matriz e Ay é a alteracdo do potencial devido &
presenca do vazio. Com base na expressao anterior, pode-se concluir que o tensor
de flexibilidade da cavidade H possui as relacoes de simetria menor e maior do
tensor de flexibilidade da matriz Sg, ou seja,

Hijri = Hjire = Hijie = Hpaij - (5.30)
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Admitindo a presenca de mais do que uma cavidade, a condi¢do de ndo existir
interacao entre vazios considera que o campo de tensdo na regido envolvente de
cada vazio nao é afetado pela presenca de outros defeitos. Assim sendo, a alteragao
do potencial eldstico Ay pode ser expressa por

1 k
A¢:50;2H<>:a, (5.31)

onde H® ¢ o tensor de flexibilidade da cavidade genérica (k).
O tensor de flexibilidade efetivo S resulta da relacao

S (Yo + A)

i =
J 80’1']'

= SijkiOkl » (5.32)

a partir da qual se pode retirar o valor das constantes elasticas efetivas do material.

Vazios elipsoidais

Caso o vazio seja elipsoidal (incluindo-se o caso particular da esfera e do esferoide),
a solugdo analitica do comportamento eldstico do material é, como ji referido,
baseada na solugdo do problema de Eshelby.

Figura 5.1: Representacao da geometria de um vazio elipsoidal de raios aj, asg,
a3 orientados com os versores k, l, m, respetivamente.

Considerando um elipsoide genérico, com raios ai, as e ag, orientados com
os versores k, I e m, respetivamente (Figura 5.1), o tensor de flexibilidade da
cavidade elipsoidal é dado porﬂ

H =H 111 kkkk + Haoos ULl + Hszzsmmmm
+ Hy19 (KKl + Ukk) + Hyyss (Hmm + mmil)
+ Hasi1 (mmkk + kkmm) + Hio12 (kL + k) (k1 + k)
+ Hoagos (Im + ml) (Im + ml) + Hszi31 (mk + km) (mk + km) |

(5.33)

3Para tornar a notacio mais compacta, o simbolo do produto tensorial ® é omitido (por
exemplo: k® k® k ® k — kkkk).
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onde os coeficientes Hj;j; sao expressos em funcdo do tensor de Eshelby (desig-
nado por S), do médulo de rigidez e coeficiente de Poisson da matriz, Ey e vy
respetivamente, e da fragdo volimica do vazio f através das expressoes:

Hii11 :i{g — S2222) (1 — S3333) — S2233S3322

— 19 [S1122(1 — S3333 + S2233 + S1133(1 — Sa200 + S3322)]} ;
Hj 122 —%{81122 1 — S3333) + S1133S3322
0 (5.34b)
— 1 [(1 — S2222) (1 — S3333 + S1133) + S2233(S1122 — 53322)]} ;
(1+ 1)

H — . .34

1212 = 30— 2S1213) (5.34c)
onde
Sti11 =1 Sti22 St1133
A = —det S2211 SQQQQ -1 82233 . (5.35)
S3311 S3z22  S3333 — 1

Os restantes coeficientes Hjp, sdo obtidos por permutacao ciclica de (1,2,3).
Encontram-se no Anexo as expressdes para o calculo do tensor de FEshelby
para vazios de geometria elipsoidal, bem como os casos particulares do esferoide
e da esfera.

Esferoide

Para o caso particular da cavidade esferoidal, admitindo que o eixo de simetria xg
estd alinhado com o versor m (a1 = ag = a), o tensor de flexibilidade da cavidade
vem

h
H= Ei haII + hol + é’(mmI + Imm) + hymIm + hsmmmm| , (5.36)
0
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onde I é o tensor identidade de segunda ordem, | é o tensor de quarta ordem
identidade simétrico, i = (0;x0;; + 0i10k;)/2, e os coeficientes h; sdo dados por

1
h1 :K{(l — S3333 + S1133) [S1122 — (1 — S1111)]
; (5.37a)
— S1133(1 + 10)(S1122 — 83311)}
1+ I
hy= M. 5.37b
> 2(1 - 2S1212) ( )
2
hs3 :K{(l — Si111 + Si212) [(1 — v0)Ss311 + v0(S1111 + S1122 + S1133 — 1)]
+ (1 — Sa333) [v0(1 — S1111) — S1122] — (1 + VO)SH33S3311} ;

(5.37¢)
ha = 2(1 4 ){ = = ] (5.37d)
= |7 - : )

! (1= 2S1313) (1 —2S1212)
1
hs :K{(l — Si111 4+ S1122) [(1 + 206) (1 — S1111 — S1122) — 2S3311]
—S1133(1 + 1) (1 — S1111 + S3311) (5.37e)
+ (1 — S3333 + S1133)(1 — S1111 — VOSUQQ)} _ At w) .
(1 —2S1313)

Na publicagdo David e Zimmerman (2011) é alertado o facto das expressoes
acima, retiradas de Kachanov, Shafiro et al. (2003), conterem erros tipograficos.
Particularmente, é especificada como uma primeira possivel fonte de erro um fator
multiplicativo de 2 no denominador da equagao , a primeira expressao da
pagina 263 do livro Kachanov, Shafiro et al. (2003)).

Para efetuar a verificagdo das equacgoes acima indicadas, considere-se o desvio
(baseado na norma Euclidiana) dado por

1i f li 1i
o R met] s — He g — Hgl) -
et HpapsHpibs |

onde HP denota o tensor de flexibilidade da cavidade calculado a partir da ex-
pressao do caso geral de um elipsoide, equacao , e H®' a partir do caso
particular do esferoide, equacao . Considerando, por exemplo, um esferoide
oblato (a1 = az = 2a3) com fracdo volumica f = 2%, calculou-se um desvio
entre os dois tensores de cerca de 51%. Removendo o fator multiplicativo de 2
da expressao o desvio reduz-se para 15%. Com base nestes resultados
confirma-se que as expressoes indicadas para o caso particular do esferoide néo
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estdo corretas, uma vez que os resultados obtidos tém que ser iguais aos do caso
geral de um elipsoide, o que nao se verificou.

Pretendendo-se garantir a coeréncia de resultados, todas as previsdes analiticas
das propriedades eldsticas efetivas foram obtidas a partir do caso geral do elipsoide,
uma vez que a expressdo € igualmente valida nos casos particulares do esferoide

e da esfera. No entanto, como referéncia é indicado a seguir o caso particular da
esferal

Esfera

No caso ultimo de uma esfera os termos correspondentes a orientacdo do elipsoide
anulam-se, resultando a expressao

o i 3(1—1/0)

H= 1 25 [10(1 4 vo)l — (1 + 5u)IT] . (5.39)

Neste caso as constantes elasticas efetivas podem ser obtidas diretamente das
expressoes

o sy L
E=FEy {1 Iyt 2(703(2;)5 o)} | (5.40)

1/—1 y_l 14+6f(1 —vo)(7—5vp)
“5 7 < 5) 1+ 3f(1 — 1) (9 + 5vp) [2(7 — 5y0)]*1 : (5.41)

5.3 Meétodos estocasticos

As solugbes analiticas até agora introduzidas descrevem o comportamento elas-
tico efetivo de materiais porosos, com vazios de determinadas geometrias per-
feitamente definidas. No entanto, na realidade os poros existentes nos materiais
possuem geometrias complexas e nao regulares, que impossibilita o seu tratamento
analitico. Na recente publicagdo Drach et al. (2014]) é analisado este tipo de pro-
blema, estabelecendo-se com base em modelacao estatistica uma correlacio entre
as areas projetadas do vazio e o médulo de Young efetivo. A regressdo polinomial
tem como base um conjunto de geometrias de poros, obtidos por microtomografia
de raios-X, de dois materiais compdsitos (carbono/carbono e tecido de carbono
3D/epoxy) e os resultados individuais de cada cavidade obtidos através do Mé-
todo dos Elementos Finitos. Em Drach et al. (2013) o mesmo autor adota uma
estratégia em tudo semelhante & descrita, considerando no entanto como parame-
tro geométrico do vazio os momentos principais de inércia e o récio area/volume.
Porém, com as dreas projetadas obtém-se melhores resultados (Drach et al., [2014).

4Calculou-se de igual forma o desvio para o caso particular da esfera, tendo-se verificado um
erro nulo, que confirma a validade da expressdo indicada.
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Admitindo que os poros se encontram alinhados, a relagao do tensor de flexibi-
lidade da cavidade com o médulo de Young efetivo F;, nas trés diregoes ortogonais,
é estabelecida com parametro adimensional F; através da expressao

E; 1
A _ i=1,2,3. (5.42)
Ey 1+ fE;
A relacio entre Ej e o tensor H é
- FE
E; = TOHM@' ; (5.43)

sem soma sobre indices repetidos. Como ja referido, em vazios com formas com-
plexas nao existem solugoes analiticas para o tensor de flexibilidade da cavidade,
sendo necessario calcular o tensor H por via numérica. Drach et al. (2014) es-
tabelece uma aproximacdo para Ej; através de um polinémio, determinando as
respetivas constantes a partir de um conjunto de resultados de vazios com varias
geometrias. Tem-se entdao que

E,‘ =+ 621211 + 03142 + 04143 + 6512111212 + 061211143 + C7AQA3 , (544)

onde ¢; sdo constantes e o pardmetro A; é dado por

A, = Aizave(d) (5.45)
mid (A4;)

Na expressao anterior, avg (4;) e mid (4;) denotam o valor médio e amplitude
média dos resultados, respetivamente, da area projetada normalizada A;,

G VA
71_\3/%’

(5.46)

onde V" denota o volume do vazio. Logo, para a determinacdao do médulo de
Young nas trés diregdes basta conhecer o valor das areas projetadas A; do vazio
(Figura 5.2).

Na sua publicagao, Drach et al. (2014)) obtém, por microtomografia de raios-X,
um conjunto de vazios provenientes de dois materiais compdsitos: carbono/carbono
e tecido de carbono 3D/epozy. Os vazios sdo depois modelados num RVE de ma-
triz isotrépica com Ey = 1 e v = 0.33, calculando-se os termos H;;; e, consequen-
temente, F;. Das expressdes resultantes dos dois conjuntos de dados, apenas se
consideram neste trabalho as referentes aos vazios do compésito carbono/carbono:
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Figura 5.2: Representagdo esquematica das areas projetadas de um vazio (Drach

et al., 2014)).

Fy =2.509 + 0.844A4; — 0.349A45 — 0.195A5

.84 94 3 5.47
—0.270A41 A5 — 0.106 A1 A3 + 0.252 A5 A3 ; (>470)

By =2.485 — 0.3624; + 0.790A5 — 0.2014, (5.47h)
— 031541 A5 + 0.2124; A3 — 0.125 A5 A5 ; '

E3 =2.177 — 0.2194; — 0.205A, + 0.516 A3 (5.47¢)

+0.209A1 Ay — 0.174A1 A3 — 0.163 45 A5 .

Optou-se por esta solugdo pelo facto de, no caso particular dos vazios elipsoidais,
apresentar uma melhor correlacdo com a solucio analitica de Kachanov. Na
encontra-se, a titulo de exemplo, a comparacao da evolugao dos médulos
de Young efetivos para um vazio esferoidal prolato (a1 = 2as3 ,a2 = a3), que de-
monstra a melhor correspondéncia dos resultados obtidos a partir dos vazios do
compésito carbono/carbono. Na encontram-se os valores da variacao
da area projetada normalizada, necessarios na expressao (5.45)).

5.4 Meétodos numéricos

Descritos os métodos analiticos, bem como uma abordagem estocéstica, é agora
introduzida nesta sec¢do a metodologia proposta para a obtencao das proprieda-
des elasticas efetivas, recorrendo ao Método dos Elementos Finitos. O programa
utilizado (MSP) resolve o problema & micro-escala, na hipétese de grandes de-
formacoes, encontrando-se no a respetiva formulagdo. Recordando,
a microestrutura do material é modelada através de um Flemento de Volume



86 Capitulo 5

=}
K
=
K
£
Esferoide prolato . ST
(w1=2, wa=1)
0.9 | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
f /%
’ --- Carbono/Epozy -~ Carbono/Carbono Solucao analitica

Figura 5.3: Moddulo de Young efetivo nas trés dire¢oes para um vazio esferoidal
prolato (a1 = 2as ,as = as).

Tabela 5.1: Variagoes dos valores da area projetada normalizada dos vazios me-
didos do compésito carbono/carbono (Drach et al., [2014).

Valor minimo  Valor maximo Média Amp,ht.ude
média
min max avg = max;min Hlld — max;min
A, 1.03 1.79 1.41 0.38
A, 1.05 1.75 1.40 0.35
A 0.99 1.59 1.29 0.30

Representativo, ao qual é imposto um determinado gradiente de deformacdo e
condigoes de fronteira. E obtido como resultado, além do campo de flutuacao de
deslocamentos, o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff homogeneizado.

5.4.1 Geometria do RVE

O tipo de RVE estudado consiste num cubo, com um vazio de determinada geome-
tria no seu centro. Considerando uma cavidade elipsoidal genérica (Figura 5.1J),
a sua geometria é caracterizada pelas proporgoes

<a1 az) = (wnw2) (5.48)

as 7CL3
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e pela orientacdo no espago dos seus eixos de simetria. Sado analisados, para
trés fragoes voltumicas de vazios (f = 0.1,0.5 e 2%), quatro casos particulares:
um elipsoide, dois esferoides (oblato e prolato) e uma esfera, indicando-se na
as respetivas geometrias. Em todos os casos é admitido que os eixos
de simetria do elipsoide se encontram alinhados com o sistema de eixos global do
RVE.

Tabela 5.2: Geometrias dos vazios analisados.

Esferoide Esferoide

Esfera Prolato Oblato Elipsoide
f . -
1 T J
(2,2) (1,1) (2,1) (0.5,1) (2,1.5)

Relativamente as dimensdes do RVE, é admitido o comprimento lateral,
lRVE - 1 mim .

Repare-se no entanto que o valor desta dimensao nao tem influéncia nos resultados.
O programa a micro-escala utilizado é baseado numa formulagdo de primeira
ordem e, como tal, apenas a proporc¢ao dos constituintes do RVE tem influéncia
nos resultados.

As dimensoées do elipsoide podem ser determinadas a partir da expressio

s 3V

Amwiwsy

as = (549)

que tem como base a definigao de fracdo volumica de vazios, f = V) [V, € a
expressao de cdlculo do volume de um elipsoide, V¥ = (4majazas)/3.

Malha de elementos finitos

A estratégia adotada para a discretizagao espacial do RVE tira partido dos pla-
nos de simetria da geometria da cavidade, nomeadamente através da introdu-
¢ao de uma superficie curva envolvente ao vazio. Desta forma estabelece-se uma
concordancia entre a superficie curva da cavidade e os planos laterais do RVE,
indicando-se na como exemplo, um RVE com um vazio elipsoidal
(w1 =2,wy =1.5e f=0.2%) dividido em vérios sub-volumes através metodolo-
gia descrita.



88 Capitulo 5

Figura 5.4: Metodologia de discretizacdo espacial do RVE, indicando-se a verde
a superficie de concordancia entre a superficie curva do vazio (superficie azul) e a
lateral do RVE.

Os sub-volumes do RVE (32 no total) sao discretizados com malha estruturada
de hexaedros de 20 nds, com integragao reduzida ao longo de 8 pontos de Gauss.
Note-se que todos os sub-volumes possuem um total de 6 faces, por forma a
permitir a implementagao deste tipo de malha. O ntimero total de elementos varia
entre 1488 e 2064, encontrando-se na o ndmero total de elementos de
todas as malhas.

Na sdo apresentadas 1/8 das malhas correspondentes a fra¢ao vo-
ltmica f = 2%, sendo que as restantes apresentam a mesma morfologia, variando
apenas a proporc¢ao do vazio.

5.4.2 Propriedades da matriz

E considerada uma matriz isotrépica, elasto-perfeitamente pléstica e caracteri-
zada pelo modelo constitutivo de von Mises, encontrando-se na as
respetivas propriedades mecanicas. Ao contréario do tipo de andlises presentes no
as propriedades eldsticas efetivas sdo determinadas a partir do pri-
meiro incremento de aplicagdo da deformacdo, encontrando-se o material ainda
fora do regime plastico. Assim sendo, o valor da tensdo de cedéncia nao afeta
os resultados obtidos, tendo-se optado por um valor habitual no contexto das
propriedades indicadas, caracteristicas de um aco.

5.4.3 Determinacao das constantes elasticas

Considere-se um RVE genérico com um vazio elipsoidal genérico, em que matriz é
constituida por um material homogéneo e isotrépico. Com base nos planos de si-
metria do vazio e nas propriedades da matriz é possivel concluir que, nas direcoes
dos eixos de simetria do elipsoide, o material apresenta um comportamento orto-
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Tabela 5.3: Numero de elementos de todas as malhas.

' Fracéo Ntmero de
Geometria .
volimica elementos
.y f=01% 1654
(15 elr)a f=05% 1504
. f=01% 2046
Esfero(lzdelp))rolato f=05% 1856
) f=2% 1666
. f=0.1% 2046
Ebfezglge f)blato f=05% 1872
o f=01% 1504
E<121p810;1e f=05% 1504

Tabela 5.4: Propriedades mecanicas da matriz.

Descrigao Valor
Moédulo de Young, E 200 GPa
Coeficiente de Poisson, v 0.3
Tensdo de cedéncia, oy 240 MPa

trépico. Da mesma maneira, no caso de um esferoide, conclui-se que o material é
transversalmente isotrépico e no caso ultimo da esfera é isotrépico. Assim sendo,
as constantes elasticas podem ser determinadas com base na lei de Hooke, e o
problema resume-se ao calculo dos termos do tensor constitutivo, a partir da de-
formagao e tensdes homogeneizadas. Para um estudo mais detalhada da questao
das simetrias eldsticas sugere-se a publicagdo Sevostianov e Kachanov (2008)).

Recordando a relagdo constitutiva de um material ortrotépico em termos da
matriz de rigidez,

o11 [C11 Ci2 Ci3 0 0 0 €11
022 Cia Ca Ch 0 0 0 €92
oz3| _ |Ciz Ca3 Cz 0 0 0 €33
0923 0 0 0 044 0 0 2523 ’
013 0 0 0 0 055 0 2613
012 L 0 0 0 0 0 066_ 2612
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(c) Esferoide oblato (0.5,1); (d) Elipsoide (2,1.5);

Figura 5.5: Malhas de elementos finitos com vazios de diferentes proporgoes
(w1 ,ws) e fragdo voltmica f = 2% (é representado apenas 1/8 do RVE).

existem cerca de 9 termos independentes a ser determinados. A estratégia uti-
lizada consiste na aplicacdo de estados de deformacao particulares, onde apenas
uma das componentes do tensor € é diferente de zero. Desta forma, em cada si-
mulagdo é obtida a respetiva coluna da matriz de rigidez. Por exemplo, impondo
e11 # 0 (e as restantes componentes iguais a zero) tem-se que

04 = Clz’f‘:ll s 1= 1,2,3 . (5.50)

Uma vez calculados todos os termos Cjj, as constantes eldsticas sao calculadas a
partir das expressoes .

Embora no caso particular do esferoide e da esfera o niimero de constantes
elésticas seja menor, é sempre considerado o caso geral de comportamento or-
trotépico. Desta forma a estratégia é valida para todas as geometrias analisadas,
sendo possivel confirmar os casos particulares de isotropia, através da identificacio
de constantes eldsticas de valor igual.

Gradiente de deformacao imposto

Como indicado acima, os varios estados de deformacdo impostos para a deter-
minacao das propriedades devem garantir que apenas uma das componentes do
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tensor € é ndo nula. Porém, no programa utilizado, a deformagcédo é imposta ao
RVE através do gradiente de deformagao, sendo necesséario relacionar de forma
explicita os dois tensores.

Na hipétese de pequenas deformagoes, o tensor de Hencky E pode ser utilizado
como uma aproximagao do tensor de deformacoes infinitesimais €,

E~e= % {Vpu + (Vpu)T] . (5.51)

Recordando, o tensor E é definido como
1 T
E=InU = 3 InFF- .

E a partir desta expressio que é calculado o gradiente de deformacio F que
garante os estados de deformacéao pretendidos. No entanto a relagdo nao é direta,
sendo necessario aplicar a decomposicao espectral ao tensor de Hencky EE|

3
E=) NIFel, (5.52)
=1

onde AP sdo os valores préprios de E e 17 os respetivos vetores préprios, calculados
a partir das expressoes indicadas no Anexo [F]
Com os tensores definidos no espaco caracteristico, da definicdo do tensor de
Hencky retira-se que
A =exp(\), (5.53)

onde A{ denota os valores préprios do tensor U (right stretch tensor). Os valores
proéprios do gradiente de deformacao A;" podem ser calculados a partir dos valores
proprios A através da relagao

U=FF" — \'=,/\. (5.54)

Por fim, utilizando os vetores préprios 17 do tensor de Hencky imposto, é realizado
o retorno do gradiente de deformagdo ao espago inicial (referente ao sistema de
eixos global do RVE),

F = [¥] [diag (A, A5, A5)] [¥]" (5.55)

onde [¥] é a matriz constituida pelos vetores préprios 17 normalizados agrupados
por colunas. Encontram-se na os varios gradientes de deformacao
impostos que, como ja referido, permitem determinar a matriz de rigidez coluna
a coluna.

5Note-se que o tensor E é simétrico, admitindo portanto a decomposicao espectral.
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Tabela 5.5: Gradientes de deformagao impostos para a determinagdo da matriz
de rigidez coluna a coluna.

[€] [F]
0 0 r 2718 0 0
000 0 1 0
0 0 o L o 0 I
0 0 0 Tl 0 0 7
010 0 2718 0
L0 0] L o 0 1
0 0 0 Tl 0 0 7
0 00 0 1 0
0 0 1] L 0 0 2718 |
0 0 0] Tl 0 0 7
0 0 1 0 1543 1.175
0 1 0 | 0 1175 1.543 |
0 0 1T [ 1543 0 1175 ]
000 0 1 0
1 0 o | 1175 0  1.543 |
0 1 0] 1543 1175 0
1 00 1.175  1.543
0 0 o 0 0 1

5.5 Resultados obtidos

Com a metodologia descrita na sec¢ao anterior foram simulados um total de 216
RVE’s, obtendo-se as constantes eldsticas efetivas dos quatro tipos de vazio in-
dicados na para trés fracoes volimicas diferentes: f = 0.1,0.5 e 2%.
Foram consideradas trés tipos de condigoes de fronteira: linear, periddica e tragao
uniforme na fronteira. Nas figuras seguintes encontram-se os resultados obtidos,
nomeadamente o médulo de Young, coeficiente de Poisson e modulo de rigidez
transversal calculados, juntamente com a previsao analitica de Kachanov, Tsukrov
et al. (1994) e também, no caso do médulo de Young, a solucdo estocéstica de

Drach et al. (2014). A |[Figura 5.6| corresponde ao vazio elipsoidal, as Figuras
e 5.8 ao esferoide prolato e oblato, respetivamente, e por tltimo a cor-
responde ao caso do vazio esférico. Procurando-se apresentar de forma sintética

os resultados obtidos, sdo representadas no mesmo grafico as curvas referentes as
constantes elasticas nas trés dire¢oes do referencial considerado.
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Figura 5.6: Resultados obtidos para o vazio elipsoidal.
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Vij

Solucéo estocéstica

0.98

T2
094 71

Esferoide prolato
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0.297

f 1%

|
0 0.5 1 15 2 2.5 3
f 1%

Solugdo analitica  OLinear  + Periddica Tracdo uniforme

Figura 5.7: Resultados obtidos para o vazio esferoidal prolato.
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Figura 5.8: Resultados obtidos para o vazio esferoidal oblato.
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Figura 5.9: Resultados obtidos para o vazio esférico.
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5.6 Analise de resultados

Analisando-se de um ponto de vista geral as varias curvas da evolugao de todas as
constantes elasticas efetivas, observa-se uma diminuicao das propriedades eldsticas
com o aumento da fracdo volimica. Constata-se ainda que no caso do elipsoide
sdo obtidas trés curvas distintas, nos esferoides duas e na esfera apenas uma curva.
Este facto reflete o tipo de isotropia efetiva do material, justificada com base nas
propriedades de simetria do vazio. Note-se que na determinagdo das constantes
elasticas foi sempre admitido o caso geral do material ser ortotrépico, tornando-se
possivel este tipo de verificagdo.
No caso do elipsoide, verificam-se as relagoes:

E1>FEy>FE3, vi3>1e3>vi2, Gi2>G13> Gas.

Atendendo & geometria do vazio, conclui-se que o material apresenta maior rigidez
na direcdo normal ao plano que contém a menor seccao do elipsoide, e vice-versa.
O mesmo raciocinio é aplicado ao caso dos esferoides, sendo que neste caso apenas
uma das direcdes difere das restantes. E também observado que, & excecdo do
caso da esfera, a diferenca relativa entre as constantes elasticas aumenta com a
fragdo volimica. Logo pode-se concluir que o grau de anisotropia do material
aumenta com a fracdo volimica.

Examinando com maior detalhe os resultados obtidos por via numérica, observa-
se que a diferenca entre as constantes eldsticas obtidas com diferentes condicoes
de fronteira aumenta com a fragdo voltmica. Este resultado é coerente na medida
em que, para fragdes volumicas superiores o vazio se encontra mais préximo dos
limites do RVE e, portanto, o efeito da condigdo na fronteira tem maior influéncia
no modo como o vazio se deforma.

Verifica-se também que na evolugdo do mddulo de Young e do moédulo de
rigidez transversal, para a fracdo volimica f = 2% (onde as diferencas sdo mais
acentuadas) os resultados obtidos com a condigdo de fronteira linear sdo sempre
superiores aos da condicdo de fronteira periédica. Por sua vez, a condi¢ido de
tracao uniforme na fronteira corresponde ao limite inferior, encontrando-se sempre
abaixo das restantes. Estes resultados sdo consistentes com o grau de restricao
imposto ao campo de flutuacao de deslocamentos do RVE:

e A condicao de fronteira linear, como impoe que o campo de flutuacao de
deslocamentos é nulo na fronteira, é a mais restritiva das trés e, por isso,
corresponde ao limite superior da resposta efetiva do material;

e A condicao de tracdo uniforme na fronteira é baseada no conjunto de flutu-
acoes de deslocamentos minimamente restringido e, portanto, corresponde
a situagdo em que o RVE tem maior liberdade para se deformar.

Estas diferencgas sdo ainda mais acentuadas na evolugao do coeficiente de Poisson,
onde se verifica o maior desvio relativamente as previsdes analiticas. Neste caso,
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o limite superior é dado pela condicao de tracao uniforme na fronteira e o inferior
pela condicao de fronteira linear. Estes resultados sdo coerentes na medida em
que, como coeficiente de Poisson, por defini¢ao, relaciona a deformacéo transversal
em relacdo a direcdo longitudinal de aplicacdo da carga, na condicdo de tragao
uniforme o RVE tem maior liberdade para se deformar e, consequentemente, a
deformacao transversal serda maior: o coeficiente de Poisson é superior.

Relativamente a solucdo estocastica, observa-se uma boa correlacdo com a
previsao analitica e os resultados obtidos. Embora na formulagdo das duas so-
lucGes, analitica e estocéstica, se encontrem principios distintos, nos exemplos
analisados os resultados finais sdo bastante aproximados. No caso dos vazios es-
feroidal e esférico ndo se confirmou de forma exata o respetivo tipo de isotropia,
encontrando-se no entanto os resultados bastante préximos dessa condicdo. Isto
justifica uma abordagem comum neste tipo de estudos, que é a aproximacio de
vazios com formas irregulares por elipsoides equivalentes . A princi-
pal vantagem deste tipo de aproximacao reside no facto de existirem disponiveis
solucOes analiticas exatas para a cavidade elipsoidal, tornando o problema mais
simples. E possivel encontrar na publicacio Drach, Tsukrov et al. um
exemplo deste tipo de estratégia.

A=

20

Figura 5.10: Vazio irregular aproximado por um elipsoide (Drach, Tsukrov et al.,

o)

5.7 Malha refinada

Pretendendo-se avaliar o grau de confianca dos resultados anteriores, procedeu-se
a um refinamento da malha utilizada. Considerou-se apenas o caso da fragdo vo-
ltimica f = 2%, visto que corresponde ao caso onde as diferencas nos resultados
obtidos com diferentes condi¢des de fronteira é maior. Encontra-se representado
na [Figura 5.11] as malhas refinadas, indicando-se na legenda o nimero de elemen-
tos.

5.7.1 Resultados obtidos

Os resultados obtidos com a malha refinada (néo incluidos no documento) encontram-
se praticamente sobrepostos com os obtidos com a malha inicial, tendo-se verifi-
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Figura 5.11: Malhas refinadas com vazios com diferentes proporg¢oes (wy,ws) e
fracdo volumica f = 2% (¢é representado apenas 1/8 do RVE).

cado um desvio méximo entre os dois resultados inferior a 0.1%. Conclui-se com
isto que a malha inicial consegue reproduzir de forma suficientemente precisa o
comportamento elastico do material.

5.8 Conclusoes

Neste capitulo sdo introduzidos os principais conceitos do comportamento linear
elastico de materiais porosos com cavidades elipsoidais. Iniciando-se pela des-
cricdo detalhada da lei de Hooke, sdo depois apresentadas varias metodologias
para o tratamento do problema de materiais pororos: a solugdo analitica exata de
Kachanov, Tsukrov et al. (1994) para materiais com cavidades elipsoidais, uma
metodologia estocdstica (Drach et al., 2014)) e, por tltimo, a estratégia numérica
adotada para a determinacao das constantes eldsticas efetivas.

Com os resultados obtidos é possivel concluir que a geometria dos vazios exis-
tentes & micro-escala podera condicionar a lei eldstica a utilizar & macro-escala. E
verificado que o aumento da fracdo volimica provoca uma diminuicdo das propri-
edades eldsticas e um aumento do grau de anisotropia do material. E observada
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uma boa correspondéncia entre as previsoes analiticas e os resultados obtidos,
bem como uma relagdo direta do tipo de isotropia efetiva com as propriedades
de simetria do vazio. Relativamente a solugdo estocastica, embora determinada
a partir de vazios com formas irregulares, verifica-se uma boa correlacdo com os
restantes resultados. Procedeu-se ainda a um refinamento da malha utilizada, néo
sendo registada qualquer alteracdo significativa nos resultados obtidos.
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Capitulo 6

Analise do inicio da cedéncia plastica
em materiais ducteis

Uma das potencialidades de aplicagdo dos Modelos Multi-FEscala é o desenvolvi-
mento, validacdo ou otimizacdo de modelos constitutivos macroscépicos. Este
capitulo vem enquadrado no estudo do dano ductil e o objetivo principal é a
avaliacdo, por homogeneizacdo computacional, de alguns dos modelos tedricos
existentes na literatura. Mais precisamente, é avaliada a condicdo de cedéncia
plastica em materiais porosos porosos submetidos a deformagoes volumétricas po-
sitivas, estudando-se o efeito da geometria dos vazios nas respetivas curvas de
cedéncia. A metodologia proposta ¢é inspirada no trabalho de Giusti et al. (2009),
avancando-se no entanto para analises tri-dimensionais de vazios com geometrias
mais complexas, na hipdtese de grandes deformacoes. Refira-se que em Fritzen
et al. (2012)) também sao utilizados modelos 3D, embora seja considerado que o
RVE possui multiplos vazios dispersos aleatoriamente.

Na primeira seccao é estudado o comportamento de materiais porosos com va-
zios cilindricos, através de um modelo 2D e também 3D. Para ambos os modelos é
descrita a geometria do RVE, a sua discretizacio e as propriedades da matriz, bem
como a estratégia adotada para a imposi¢do da deformacgao ao RVE. E também
proposto um critério de cedéncia macroscépica, baseado na evolugao da raiz qua-
drada da dupla contragido do primeiro tensor de Piola-Kirchhoff homogeneizado.
Na segunda secgao é realizada uma andlise semelhante a primeira, considerando-se
neste caso vazios esféricos, esferoidais e elipsoidais. Com os resultados obtidos sao
tracadas as curvas de cedéncia, procurando-se avaliar algumas das particularida-
des existentes tendo em conta os fenémenos de plasticidade observados no RVE.
Sao também tracadas as respetivas curvas de cedéncia tedricas e comparadas com
os resultados obtidos.
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6.1 Vazio cilindrico

O estudo da influéncia dos vazios cilindricos tem interesse pratico, por exemplo,
em materiais cuja microestrutura inclui inclusées alongadas numa determinada
direcdo. Nestes materiais, a partir de um determinado valor de deformacao plés-
tica podem formar-se vazios que, de forma aproximada, podem ser considerados
cilindricos (Gurson, [1977)).

6.1.1 Modelagcao 2D do problema

O comportamento de um material poroso com vazios cilindricos pode ser mode-
lado, numa andlise multi-escala, através de um RVE bi-dimensional em estado
plano de deformagcédo com um vazio circular no seu interior. Nos tépicos seguintes
sao descritos os varios aspetos do modelo utilizado.

Geometria do RVE

O RVE utilizado consiste num quadrado de dimensoes
lRVE - 1 mm 5

contendo um vazio circular no seu centro. Sao consideradas trés fragoes voltimicas:
f=0.1,05e2%. O raio do vazio, designado pela varidvel r, é determinado a

partir da relacao
r= \/Z , (6.1)

que tem como base a definicdo de fracdo volimica de vazios e a expressao de
calculo da area de um circulo. Note-se que o raio calculado a partir da expressao

(6.1) vem em milimetros, uma vez que estd implicito que 4, =1 mm?.

Malha de elementos finitos

Na discretizacdo do RVE sao utilizados elementos quadrilateros de 8 néds, com
integragao reduzida ao longo de 4 pontos de Gauss. Sao utilizadas malhas estru-
turadas , desenhadas através de uma metodologia em tudo semelhante
a das malhas jd apresentadas no Neste caso, tratando-se de um pro-
blema 2D, sao utilizadas curvas de concordancia entre a circunferéncia do vazio e
as arestas do RVE.

Propriedades da matriz

Tal como no ¢ admitido que a matriz é isotrépica, elasto-perfeitamente
pléstica e caracterizada pelo modelo constitutivo de von Mises. As propriedades



Analise do inicio da cedéncia plastica em materiais ducteis 103

(a) f =0.1% (340 elementos) (b) f = 0.5% (328 elementos)  (c) f = 2% (252 elementos)

Figura 6.1: Malhas de elementos finitos do RVE 2D com vazio circular.

mecanicas consideradas sdo também as mesmas, nomeadamente:

E =200GPa, v=03, o,=240MPa.

Imposicao do gradiente de deformacao

A estratégia utilizada para avaliar a transicdo elasto-plastica dos diferentes RVE’s
consiste em submeter cada RVE a um conjunto significativo de solicitagoes. Pos-
teriormente, é efetuada a homogeneizagao das tensoes e analisada a transicdo do
dominio eldstico para o plastico, tipicamente definida por uma fun¢do de cedéncia.

Para que sejam obtidas as curvas de cedéncia é necessario efetuar um varri-
mento dos varios estados de tensdo compreendidos entre a solicitagdo puramente
desviadora (p = 0) e puramente hidrostatica (0o.q = 0). Como no programa MSP
é imposto o gradiente de deformacao, a estratégia proposta consiste na definicao
do pardmetro «, tal que

[ 2
% V1—a?
F=TI+ , (6.2)

com

0<a<l. (6.3)

Quando « = 0 é imposto corte puro ao RVE, enquanto que o« = 1 corresponde a
situacao de tragao biaxial . Qualquer valor intermédio resulta numa
combinacao dos dois tipos de solicitacdo. Repare-se que a matriz que contém o
parametro o possui norma unitdria, garantindo-se assim a magnitude da deforma-
¢ao aplicada é constante. No programa computacional a deformacio é aplicada
de forma incremental, tendo-se considerado uma discretizacio ‘pseudo-temporal’
de 10,000 incrementos.
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@

Corte puro Tragao biaxial

Figura 6.2: Representacao esquematica da relagio entre o pardmetro « e a defor-
magao imposta ao RVE.

6.1.2 Estabelecimento do critério de cedéncia macroscépica

O critério de cedéncia macroscépica utilizado é baseado na derivada da raiz qua-
drada da dupla contragdo do primeiro tensor de Piola-Kirchhoff homogeneizado.
Este tensor, introduzido no é o conjugado da taxa do gradiente de
deformacao e ¢ uma medida de tensdo que tem como referéncia a configuragdo nao
deformada do sélido. No Anexo [G] encontra-se um estudo preliminar com a sua
evolucao para diferentes solicitacoes, condigoes de fronteira e fragées volimicas,
que serviu de base para o estabelecimento do critério utilizado. Contudo, para
uma melhor compreensao do comportamento da raiz quadrada da dupla contragao
do primeiro tensor de Piola-Kirchhoff é apresentada na nos moldes do
estudo preliminar, a sua evolucdo até ao fator incremental total A = 0.02, para
varias solicitages, admitindo as condigbes de fronteira linear (limite superior)
e de tragao uniforme (limite inferior). O grafico superior corresponde a fragao
volimica f = 0.1% e o inferior a f = 2%.

Como se pode observar, a raiz quadrada da dupla contracao do primeiro tensor
de Piola-Kirchhoff reproduz de forma ponderada a evolucao das varias componen-
tes do tensor. Para a solicitacdo de corte puro observa-se uma estabilizacdo apds
entrar em plasticidade, reproduzindo diretamente o comportamento das tensoes
de corte (ver caso @ = 0 no Anexo . Com a introducao da solicitagdo de tracao
biaxial (aumento do pardmetro «), a componente de corte vai desaparecendo e as
curvas refletem a evolugdo das tensdes normais (ver caso a = 0.5 no Anexo |G)).
Note-se ainda que a ligeira inflexdo observada na regiao A ~ 0.0025, relacionada
com a inflexdo das tensoes de corte, também se vai atenuando & medida que a
componente de deformacao de tragao prevalece em relacao a componente de corte.
O aumento da fragdo volimica provoca a diminuicio generalizada da magnitude
das tensoes e uma atenuagao da sua inflexao.

Posto isto, a cedéncia plastica serd assinalada na regiao de inflexdo. Mais
precisamente, o critério consiste em considerar que o material entra em cedéncia
plastica quando a derivada da raiz quadrada da dupla contracdo atinge um valor
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Figura 6.3: Evolugdo da raiz quadrada da dupla contracao do primeiro tensor de
Piola-Kirchhoff até ao fator incremental total A = 0.02, para diferentes solicita-
¢oes e condigoes de fronteira. O gréafico superior corresponde ao caso f = 0.1% e

o inferior a f = 2%.
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igual ou inferior a 5% da derivada correspondente ao dominio eldstico, ou seja:

Pn-‘,—l - Pn

< 0.05P, , 4
o < 0.05P (6.4)

onde

P=vVvP:P, (6.5)

e Pe ¢ o valor de P no dominio eldstico. A tolerancia de 5% garante a aplicabilidade
deste critério mesmo nos casos em que as tensoes estabilizam, tal como observado
na solicitacao de corte puro.

A titulo de exemplo, na sdo apresentados no plano (o¢q/0y, py/0y)
os resultados obtidos para vérias solicitagoes com fracao volimica f = 2% e con-
dicao de fronteira linear, colocando-se em evidéncia os pontos onde é verificado
o critério de cedéncia proposto. E também representada a configuracio defor-
mada do RVE para trés casos particulares, ilustrando-se assim a relagdo entre a
deformacgao imposta a micro-escala e o respetivo ponto da curva de cedéncia, a
macro-escala [l

Nota. No cdlculo da tensdo equivalente e da pressao hidrostdtica, apenas sdo
consideradas as componentes de tensdo no plano do vazio.

Como nota final, refira-se que nas publicagdes Fritzen et al. (2012) e Giusti
et al. (2009) sdo realizados estudos semelhantes ao apresentado neste capitulo,
verificando-se contudo tensdes com um comportamento diferente do aqui des-
crito: o critério de cedéncia é baseado na estabilizacdo da tensdo equivalente
e hidrostética, ndo sendo observado qualquer tipo de inflexdo. A diferenca de
resultados podera ser justificada no facto do programa aqui utilizado se encon-
trar implementado para grandes deformagbes, permitindo assim que o possivel
amaciamento provocado pelo crescimento do vazio seja levado em consideracao.
Repare-se contudo que o critério aqui proposto, mesmo na hipdtese das tensoes
estabilizarem, é capaz de reproduzir os mesmos resultados.

6.1.3 Curvas de cedéncia

Com o modelo descrito, foram calculados para as varias solicitacbes os estados
de tensao onde é verificado o critério de cedéncia proposto, encontrando-se na
a representacao no plano (oeq /0y, py/0oy) das curvas de cedéncia obtidas
com as diferentes condigoes de fronteira, juntamente com as previsdoes do modelo
de Gurson e GTN (com ¢ = 1.5, g2 = 1 e g3 = ¢%). O gréfico superior corresponde
a fracao volimica f = 0.1%, o do meio a f = 0.5% e o inferior a f = 2%.

!Para que seja mais facilmente visivel o tipo de deformacédo imposta ao RVE, foi aplicado um
fator de amplificacdo de 4 & deformada real.
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Figura 6.4: Resultados obtidos até ao fator incremental total A = 0.02, para a
fragdo volumica f = 2% e condigao de fronteira linear. Sao também assinalados

os pontos em que é verificado o critério de cedéncia proposto.
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Figura 6.5: Curvas de cedéncia obtidas com o modelo 2D, juntamente com as

previsoes do modelo de Gurson e GTN.
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6.1.4 Andlise de resultados

Como se pode observar na em todos os casos as curvas de cedéncia
apresentam uma tipologia semelhante a das solugbes de Gurson e GTN, onde o
aumento da pressao hidrostatica provoca uma diminuicdo da resisténcia do ma-
terial. Comparando as diferentes fracbes voliimicas verifica-se que, tal como ja
referido no estudo paramétrico do o aumento das dimensdes do vazio
também provoca uma diminui¢do generalizada da capacidade de resisténcia do
material.

Em regimes de baixa triaxialidade (pressao hidrostatica reduzida), verifica-se
uma boa correlacao entre os resultados obtidos e as solugdes teodricas, especial-
mente com a condi¢cdo de fronteira linear. Este resultado é coerente na medida
em que, da mesma forma que o modelo de Gurson é baseado nos limites superiores
da plasticidade, a condicdo de fronteira linear fornece o limite superior da resposta
do material. Logo pode-se concluir que, em regimes de baixa triaxilidade, os mo-
delos tedricos sao capazes de prever com precisdo o limite superior da resposta
de um material poroso com vazios cilindricos. Analisando os resultados obtidos
com as condigoes de fronteira periddica e de tracdo uniforme, constata-se que a
diferenca em relacdo & condicao de fronteira linear aumenta com o aumento da
fragdo volimica. Para compreender melhor estas diferencas encontra-se nas Figu-
ras [6.6] e [6.7] a deformagao plastica equivalente acumulada na matriz do RVE no
momento da cedéncia, para diferentes condigoes de fronteira e fragdes voliumicas.

A corresponde & fracao volimica f = 0.1% e a a f=2%.

Comparando as duas figuras, verifica-se que para fragao volumica f = 2% ([Fi-|
o efeito do vazio é mais pronunciado, sendo visivel a formagao de bandas
de corte, ortogonais entre si e orientadas com o sistema de eixos do RVE. No caso
f=01% também se observam bandas de corte, mas a deformagao
plastica encontra-se maioritariamente na regiao envolvente do vazio. Assim sendo,
como para fragdoes volimicas superiores a deformacao plastica encontra-se mais
dispersa e, acima de tudo, préxima dos limites do RVE, o efeito das condi¢des na
fronteira é mais acentuado.

Em regimes de elevada triaxilidade (pressao hidrostética elevada e tensao equi-
valente reduzida), existem diferencas entre as previsdes dos modelos tedricos e os
resultados obtidos. Para a fragao volimica f = 0.1% é claramente visivel que os
modelos tedricos aparentam sobrestimar o comportamento material, atenuando-se
a diferenga com o aumento da fragdo volumica. Para ajudar a interpretar estes
resultados, encontra-se na para a solicitagao de tracao biaxial (o = 1)
a deformacao plastica equivalente do RVE no momento da cedéncia para a fracio
volimica f = 0.1% e f = 2% e condicio de tracio uniforme na fronteira. E tam-
bém indicado o detalhe a regido do vazio, juntamente com a malha na configuracao
nao deformada.

Como se pode observar, para a solicitacdo de tragdo biaxial a deformagao plas-
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tica é maior do que no caso de corte puro e concentra-se totalmente no contorno
do vazio. Analisando a fracao volimica f = 0.1%, verifica-se que a diferenca en-
tre as dimensoes do vazio no momento da cedéncia relativamente & configuragao
inicial é maior do que para a fraciao volimica f = 2%. Como o vazio da configu-
ragdo inicial até a cedéncia plastica aumentou as suas dimensoes, a resisténcia do
material serd tanto menor quanto maior for esse aumento. Por isso a diferenca
entre os resultados e as solugdes tedricas é maior para a fragao volimica f = 0.1%
do que para f = 2%.

Equivalent Plastic Strain Equivalent Plastic Strain Equivalent Plastic Strain
0 0.0011 0.0022 00033 0 0.0011 0.0022 00033 0 0.0012 0.0024 0.0036
[

(a) Linear (b) Periddica (c¢) Tragdo uniforme

Figura 6.6: Deformacdo plastica equivalente na cedéncia plastica, para a fragao
volimica f = 0.1% e solicitagdo de corte puro (a = 0).

Equivalent Plastic Strain Equivalent Plastic Strain Equivalent Plastic Strain
0 0.00076 0.0015 00023 0 0.00062 00012 00019 0 0.0009 00018 0.0027
[ - [ - [ ]

(a) Linear (b) Periédica (¢) Tragao uniforme

Figura 6.7: Deformacdo plastica equivalente na cedéncia plastica, para a fragdo
volimica f = 2% e solicitacdo de corte puro (a = 0).
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f=01% f=2%

Equivalent Plastic Strain
0 0.023 0.047 0.07

Equivalent Plastic Strain
0 0.16 033 0.49

Figura 6.8: Deformagao plastica equivalente na cedéncia plastica para a solicitacao
de tragao biaxial (o = 1), considerando as fragoes volumicas f = 0.1% e f = 2%,
com a condicdo de tracdo uniforme na fronteira.

6.1.5 Malha refinada

Foi também realizado um segundo conjunto de simulacées, utilizando-se no en-
tanto malhas com um maior grau de refinamento (Figura 6.9)).

(a) f =0.1% (832 elementos) (b) f =0.5% (772 elementos)  (c) f = 2% (868 elementos)

Figura 6.9: Malhas refinadas do RVE 2D com vazio circular.

Resultados obtidos

Os resultados obtidos com a malha refinada (ndo apresentados neste documento)
encontram-se praticamente sobrepostos com os resultados anteriores, podendo-se
concluir que as malhas iniciais garantem um grau de confianca suficientemente
elevado.
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6.1.6 Modelagao 3D do problema

Além dos modelos 2D em estado plano de deformacéo, o comportamento de mate-
riais porosos com vazios cilindricos pode também ser simulado através de modelos
tri-dimensionais. Nesta seccao é apresentado o modelo 3D utilizado, pretendendo-
se no final comparar os resultados obtidos através da analise 3D e 2D.

E importante referir que:

e O critério de cedéncia utilizado permanece inalterado, uma vez que é apli-
cével tanto em andlises 2D como 3D;

¢ A semelhanca da analise 2D, para o calculo da tensdo equivalente e pressao
hidrostatica apenas sao consideradas as componentes de tensdo no plano do
vazio.

Geometria do RVE

O RVE utilizado consiste num cubo com comprimento lateral
lRVE — 1 mm 5

com um vazio cilindrico centrado. Foram consideradas as mesmas fragoes volu-
micas (f = 0.1,0.5 e 2%), calculando-se o raio do vazio da mesma forma que no
modelo 2D.

Nota. Refira-se que na andlise 3D, dada a geometria do RVE, nao foi utilizada
a condigdo de tracao uniforme na fronteira. Uma vez que o vazio se estende até
a superficie do RVE, gera-se uma descontinuidade na fronteira. Isto obrigaria
a adaptagdo do codigo utilizado, uma vez que a condicdo de tragcdo uniforme €
baseada num processo de integragdo ao longo da fronteira. Dado o objetivo deste
trabalho e o grau de complexidade da implementacao numérica da condicdo de
tracdo uniforme, deu-se prioridade aos restantes estudos, ficando no entanto a
sugestdo dessa implementacdo para trabalhos futuros.

Malha de elementos finitos

A malha de elementos finitos utilizada consiste basicamente na reproducéo das
malhas 2D ao longo da direcao longitudinal do vazio. Sao utilizados, tal como no
elementos hexaédricos de 20 nés com integragao reduzida em 8 pontos
de Gauss, encontrando-se representadas na as malhas para as trés
fracOes voluimicas analisadas.
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% (2520 elementos)

Figura 6.10: Malhas de elementos finitos do RVE 3D com vazio cilindrico.

Imposicao do gradiente de deformacgao

O gradiente de deformacao imposto é em tudo semelhante ao considerado no
modelo 2D, impondo-se neste caso a deformacdo no plano do vazio, ou seja

2
\/% Vi—a? 0
I+ 0 a?

\/‘ : (6.6)
7 O

0 0 0

F =

Repare-se que em andlises 3D o gradiente de deformagcao é uma matriz de dimensao
3. O ntimero de incrementos considerado, cerca de 1500, é menor do que no caso
2D, devido ao maior peso computacional do modelo.

6.1.7 Resultados obtidos

Na sdo apresentados os resultados obtidos, juntamente com as curvas
de cedéncia obtidas com o modelo 2D e as respetivas solugoes teéricas (modelo de

Gurson e GTN).
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Figura 6.11: Comparacao entre o modelo de Gurson, GTN, os resultados do
modelo 3D e as curvas de cedéncia obtidas na anélise 2D.
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6.1.8 Andlise de resultados

Analisando na generalidade os resultados obtidos, pode-se concluir que o modelo
3D com a condicao de fronteira periddica reproduz com boa precisao os resulta-
dos obtidos com o modelo 2D. Este comportamento esta perfeitamente de acordo
com o esperado, dadas as propriedades do problema. Na hipdtese de estado plano
de deformacdo, o vazio circular representa um cilindro de comprimento infinito.
Ora, como na condi¢ao de fronteira periédica o material pode ser imaginado como
uma repeticao periddica do RVE, o vazio repetir-se-ia de igual forma na direcao
longitudinal, formando um vazio de dimensdes infinitas, tal como no estado plano
de deformacao. Para analisar com maior detalhe este fenémeno, encontra-se nas
Figuras e[6.13] num corte longitudinal do RVE, a deformacao pléstica equiva-
lente no momento da cedéncia para a fracido volimica f = 0.1%, com a condicao
de fronteira linear e periédica. A corresponde & solicitagdao de corte
puro (¢ =0) e a solicitagao de tragao biaxial (a = 1).

Como se pode observar em ambas as figuras, ao contrario do verificado com a
condic¢ao de fronteira peridédica, com a condic¢io de fronteira linear a distribuicio
da deformacao plastica ao longo do comprimento do vazio ndo é uniforme. Isto
ocorre porque na condicao de fronteira linear, apenas em secgoes suficientemente
afastadas das superficies é reproduzida a condicao de estado plano de deformacao.
Uma possivel solucao para diminuir este efeito seria considerar um RVE mais com-
prido, garantindo-se assim uma atenuacao da influéncia da fronteira no processo
de homogeneizacdo. No entanto, dado o peso computacional destas simulacoes e
os meios disponiveis nao foi possivel realizar tal estudo.

Além das diferengas na distribuicdo da deformacéo plastica, um aspeto interes-
sante também verificado na solicitacao de tragdo biaxial é que, com
condicdo de fronteira linear, a geometria do vazio ndo é constante em todo o seu
comprimento, observando-se uma redugao da sua secc¢do nos limites do RVE. Isto
ocorre porque o vazio, até ao momento em que é verificado o critério de cedéncia,
cresce. No entanto, nos limites do RVE a sec¢do é menor porque na condigdo de
fronteira linear é imposto que o campo de flutuagao de deslocamentos na fronteira
é nulo.

Analisando os resultados obtidos para a solicitacdo de corte puro, observa-se
uma boa correlagio entre os resultados obtidos com ambas as condi¢ées de fron-
teira. Uma possivel interpretagdo para esta particularidade reside no facto do
vazio nao ser tracionado, o que faz com que a sua geometria nio se altere signi-
ficativamente e, consequentemente, o efeito da fronteira seja menos pronunciado.
Na encontra-se a deformacao pldstica equivalente numa seccio cen-
tral do RVE, para a solicitagao de corte puro e f = 2%. Comparando com a
Figura 6.7| (anélise 2D correspondente), pode-se verificar a boa correla¢ao obtida
na distribuicdo de deformagao plastica na matriz, especialmente para a condicao
de fronteira periddica.
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Embora, do ponto de vista geral, os resultados obtidos com a condicdo de
fronteira periédica sejam bastante coerentes com a andlise 2D, observa-se para a
fragao volimica f = 0.1% um ligeiro desvio dos resultados na regido de elevada
triaxilidade. Esta diferenca poderd ter origem no nimero de incrementos: na
andlise 2D admitiu-se 10,000 incrementos enquanto que na andlise 3D, devido
ao peso computacional das simulacdes, assumiu-se cerca de 1500. No estudo
preliminar (Anexo |G]), constatou-se que a inflexdo das componentes do primeiro
tensor de Piola-Kirchhoff se acentua com a diminuicdo da fracdo volimica. Ora,
se a discretizagao ‘pseudo-temporal’ é mais grosseira, faz com que seja mais dificil
reproduzir o ponto onde, teoricamente, se verificaria de forma exata o critério
de cedéncia proposto. Por outro lado, como para a fragao volimica f = 2% a
inflexdo das componentes do primeiro tensor Piola-Kirchhoff é mais suave, o efeito
da discretizacdo tem um efeito menos pronunciado nos resultados finais.

T F———— —— —

Equivalent Plastic Strain Equivalent Plastic Strain
0 0.0028 0.0057 0.0085 0 0.0044 0.0089 0013
E—

(a) Linear (b) Periédica

Figura 6.12: Deformacao plastica equivalente na cedéncia plastica para a fragao
volumica f = 0.1% e solicitagdo de corte puro (a = 0).

Equivalent Plastic Strain Equivalent Plastic Strain
0 033 067 1 4 0.34 068 1

(a) Linear (b) Periédica

Figura 6.13: Deformacao plastica equivalente na cedéncia plastica para a fragdo
volumica f = 0.1% e solicitagdo de tragao biaxial (v =1).
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Equivalent Plastic Strain Equivalent Plastic Strain
0 0.0043 0.0086 0.013 0 0.0071 0.014 0.021
[ ] [ ]

(a) Linear (b) Periédica

Figura 6.14: Deformacao pldstica equivalente na cedéncia plastica para a fracao
volimica f = 2% e solicitagdo de corte puro (o = 0).

6.2 Vazio elipsoidal

Embora nos modelos classicos de dano dtctil seja assumido que os vazios sdo
cilindricos ou esféricos, nos tltimos anos vérios autores (Gologanu et al., (1997}
Kailasam, Castanieda e Willis, [1997; Danas e Castaneda, [2009b; Danas e Aravas,
2012, Madou e Leblond, 2012a,b; Madou, Leblond e Morin, |2013; Monchiet et al.,
2014) procuraram desenvolver solugdes para vazios com geometrias mais comple-
xas, tais como esferoides e elipsoides. Nesta sec¢ao sdo analisados vazios esféricos,
esferoidais e elipsoidais, com o objetivo avaliar alguns dos modelos recentemente
existentes na literatura, nomeadamente o modelo ML proposto por Madou e Le-
blond (2012a.b) e o modelo MVAR, proposto por Danas e Aravas (2012]).

6.2.1 Modelacao 3D do problema

O modelo utilizado para este problema é em tudo semelhante ao utilizado no
para a determinacdo das propriedades eldsticas efetivas. A geome-
tria do RVE, as malhas de elementos finitos e as propriedades da matriz sdo
exatamente as mesmas, encontrando-se na a sua descricdo. Resumida-
mente, sdo analisados, para as mesmas trés fracées volumicas consideradas até
agora, vazios com quatro geometrias diferentes: esfera (w; = 1, wg = 1), esfe-
roide prolato (wy = 2, wy = 1), esferoide oblato (w; = 0.5, wy = 1) e elipsoide
(w1 = 2, wy = 1.5). Repare-se também que, relativamente ao modelo 3D utili-
zado na seccio anterior para o estudo dos vazios cilindricos, apenas é modificada
a geometria do vazio e o tipo de deformacao imposta.
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Imposicao do gradiente de deformacgao

O gradiente de deformacao imposto vem no seguimento da abordagem proposta
na seccao anterior, modificando-se apenas a componente de tragdo biaxial para

tracao triaxial (Figura 6.15)), ou seja:
o -
? V 1-— a2 0
2
0 \/% 0 |- (6.7)

0 0 —
3

Tal como nos estudos anteriores, a norma da matriz que contém o pardmetro «
¢é unitaria, garantindo-se assim que a magnitude da deformacado imposta é cons-
tante. Dado o grande volume de simulacées a realizar e o peso computacional das
mesmas, foi assumida uma discretizacao ‘pseudo-temporal’ de 1500 incrementos.

T~

4
o = 0 < o =
Corte puro Tracao triaxial

Figura 6.15: Representacdo esquematica da relagdo entre o parametro a e a de-
formacao imposta ao RVE.

Critério de cedéncia

Com o estudo preliminar apresentado no Anexo [G] é possivel constatar que no
caso do vazio esférico (bem como nas restantes geometrias analisadas), o com-
portamento do primeiro tensor de Piola-Kirchhoff é relativamente semelhante ao
observado no caso dos vazios cilindricos. Por este motivo, o critério de cedéncia
utilizado serd o mesmo da secgao anterior.

6.2.2 Curvas de cedéncia

Na [Figura 6.16| sdo apresentadas, para as trés fracées voliimicas analisadas, as
curvas de cedéncia obtidas com o vazio esférico. As Figuras|[6.17] [6.18] e [6.19] cor-
respondem aos casos do esferoide prolato, oblato e elipsoide, respetivamente. Sao
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também representadas as curvas tedricas obtidas com os modelos ML e MVAR,
incluindo-se ainda no caso da esfera a solugdo do modelo de Gurson e GTN (com
@1 =15, g =1eqs=q}).

Como descrito no no caso dos esferoides e elipsoides as curvas
de cedéncia dos modelos ML e MVAR dependem do parametro de Lode. Para
avaliar qual o comportamento deste parametro nas simula¢bes numéricas, incluiu-
se a sua andlise no estudo preliminar apresentado no Anexo[G} Com os resultados
obtidos chegou-se a conclusdao que o parametro de Lode é nulo no regime elastico,
evoluindo depois para valores compreendidos entre 0 e 1. Logo, ao tracar as curvas
de cedéncia tedricas é assumido

L=0,

uma vez que, tal como demonstrado no estudo paramétrico do para
este valor as curvas de cedéncia sao, no regime de tracdo, mais conservadoras do
que no caso L = 1. Assim, serd possivel verificar com precisao se os modelos
tedricos sobrestimam ou nao a resposta do material.

Nota. Analisando com atencio o estudo paramétrico do constata-se
que a afirmagdo anterior ndo € verdade no modelo MVAR no caso do esferoide
oblato. No entanto, como o efeito do parametro de Lode nas curvas de cedéncia
do modelo MVAR ¢ reduzido (atenuando-se ainda mais as diferencas com a dimi-
nui¢do da distor¢do do esferoide), assumiu-se o mesmo valor para todas as curvas
tedricas.
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Figura 6.16: Vazio esférico: curvas de cedéncia calculadas e as respetivas solugoes

tedricas (Gurson,

GTN, ML e MVAR).
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Figura 6.17: Vazio esferoidal prolato (w3 = 2, wg = 1
calculadas e as respetivas solugoes tedricas (ML e MVAR)

): curvas de cedéncia



122

Capitulo 6

f=01%

Teq/0y

Esferoide oblato
(w1=0.5, wa=1)

>
©
~
o
O
N

Teq/0y

SEERE - |
)‘4*‘.\'\. iy
\ \ ‘%

¥+ ¥
02 | 4_ *\‘\ N
txy 8
P
0 ! ! ! ! P! om
0 0.5 1 1.5 2 2.5
P/Uy
— ML -----MVAR

--@-- Linear

- Periddica

--=+-- Trac¢ado uniforme
Figura 6.18: Vazio esferoidal oblato (w; = 0.5, wy = 1): curvas de cedéncia

calculadas e as respetivas solugoes tedricas (ML e MVAR).
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Figura 6.19: Vazio elipsoidal (w; = 2, we = 1.5): curvas de cedéncia calculadas

e as respetivas solugdes tedricas (ML e MVAR).
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6.2.3 Analise de resultados

Analisando de forma geral os resultados obtidos, constata-se que algumas das par-
ticularidades observadas da andlise dos vazios cilindricos voltam a ser verificadas:

¢ Na regiao de baixa triaxilidade existe uma boa correlacao entre os resultados
obtidos e as previsoes tedricas, especialmente para a condicdo de fronteira
linear. Com a condigdo de fronteira periddica e de tragao uniforme existem
ligeiras diferencas, que se acentuam com o aumento da fragdo voltimica;

e Na regidao de maior triaxilidade, e acima de tudo para fragdes voltmicas
reduzidas, as curvas de cedéncia calculadas sdo mais conservadoras que as
dos modelos teoricos.

Além destas propriedades, observa-se para a fragdo volumica f = 0.1% (e
também, embora de forma menos acentuada, para f = 0.5%), que todas as curvas
de cedéncia apresentam uma evolugdo irregular na regido de maior triaxilidade.
Este comportamento, também ja detetado nos resultados obtidos com o modelo
3D para o vazio cilindrico, podera ter origem na discretizacao ‘pseudo-temporal’
adotada. Para avaliar esta explicacao, procedeu-se a um refinamento no ntimero de
incrementos, encontrando-se na sec¢ao seguinte os resultados obtidos. Além disso,
para analisar com maior detalhe os resultados obtidos na regido de triaxilidade
elevada, serd também estudada a evolucdo da fragdo voliimica até ao momento
em que ¢é verificado o critério de cedéncia.

6.2.4 Refinamento da discretizacao ‘pseudo-temporal’

Para avaliar o efeito da discretizacido ‘pseudo-temporal’ foi realizado o mesmo
conjunto de simulagoes, considerando no entanto que a deformacao é aplicada,
nao em 1500, mas em 5000 incrementos. Assim, serd possivel obter com maior
precisao o ponto onde, teoricamente, se verificaria de forma exata o critério de
cedéncia estabelecido. No entanto, antes de serem apresentadas as curvas de
cedéncia obtidas, serd ainda analisada a evolugdo da fracdo volumica.

Evolucao da fragdo volimica até a condicdo de cedéncia plastica

Tal como ja referido na analise das curvas de cedéncia obtidas com os vazios cilin-
dricos, uma possivel explicacdo para as diferencas observadas entre os resultados
obtidos e as previsdes dos modelos tedricos na regido de triaxilidade elevada é o
facto do vazio, face & componente de tracdo da deformacao aplicada, aumentar de
dimensdes até ao momento em que é verificado o critério de cedéncia. A macro-
escala, isto traduz-se numa diminuicdo da resisténcia do material, tornando assim
as curvas de cedéncia mais conservadoras. Consequentemente, a comparacao di-
reta dos resultados obtidos com os modelos tedricos podera tornar-se irrealista,
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uma vez que se estdo a comparar dois problemas com fracdes voltimicas dife-
rentes. Posto isto, nas simula¢bes com o nimero de incrementos refinado foi ja
implementado no MSP o célculo da fragdo volimica, através da estratégia descrita
nos paragrafos seguintes.

E demonstrado em Souza Neto e Feijéo (2008) que para um RVE com geome-
tria periddica, caso o campo de flutuacao de deslocamentos seja também periédico
na fronteira, o determinante do gradiente de deformacao macroscopico mede a taxa
de variacao de volume total do RVE, ou seja,

.
J=det F = o (6.8)

10

Na expressao anterior V), denota o volume total do RVE (incluindo os vazios)
na configuragdo deformada e Vo o volume total na configuracao de referéncia.
Repare-se que, como

AL gPer (6.9)

esta relacdo é valida, quer para a condi¢do de fronteira peridédica, como para
a condicao de fronteira linear. Na condi¢do de tracdo uniforme na fronteira a
relacdo nao é valida, uma vez que o campo de flutuacdo de deslocamentos
na fronteira do RVE nédo é necessariamente periddico.

Como o volume total do RVE pode ser decomposto na soma do volume ma-
terial, V;/, com o volume de vazios, V}/, considerando a expressio (6.8) tem-se
que

V) =Vdet F -V . (6.10)

No MSP o volume total material V7 é calculado por integragao de Gauss, obtendo-
se entdo a fracdo volimica de vazios através da expressao

Vv Vs
=t =17_-_—Fr 6.11
!/ V Vyodet F (6.11)

Para analisar o comportamento da evolugao da fragdo voliimica nos resultados
obtidos (j4 com o nimero de incrementos refinado), é apresentado na
para o caso do esferoide oblato, a evolugao do desvio da fragdao voliimica em relacao
ao valor inicial, ou seja,

_f=fo
fo

onde fy é a fragdo volimica inicial (configuracdo ndo deformada) e f a fragdo
volimica na configuracdo deformada em cada incremento. O grafico superior
corresponde a fracao voltimica inicial fo = 0.1% e o inferior a fy = 2%.

Como se pode observar, no caso fo = 0.1% o vazio aumenta consideravelmente
de dimensoes, atingindo-se no momento da cedéncia fragdes volimicas superiores
ao dobro do valor inicial. Para fy = 2% as diferengas sdo menores, registando-se

8¢ -100% (6.12)
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variacoes inferiores a 16%. Repare-se contudo que, para a solicitagdo de corte
puro (o = 0), em ambos os casos a fracdo volimica é praticamente estavel. Pode-
se entao concluir que o vazio, e consequentemente a fracdo volimica, aumenta de
dimensoes quando o RVE ¢ tracionado, sendo esta diferenca tanto maior quanto
menor for a fracdo volimica inicial. Embora apenas demonstradas de forma qua-
litativa, estas particularidades sdo também verificadas na andlise das curvas de
cedéncia dos vazios cilindricos . Note-se também que a diferenca
entre os resultados obtidos com diferentes condigoes de fronteira é mais acentuada
para fragoes volimicas superiores. Isto é coerente com os resultados obtidos até
ao momento e, tal como ja referido, podera ser justificado pelo facto do vazio,
para fragoes voliimicas superiores, se encontrar mais préximo dos limites do RVE,
acentuando-se assim o efeito da condi¢ao na fronteira.

Um aspeto curioso observado para a fracao volimica fo = 0.1% é que, a ex-
cecao do caso de corte puro, os valores da fragdo voliimica no momento em que
¢é verificado o critério de cedéncia sdo relativamente aproximados entre si. Esta
particularidade poderda resultar do equilibrio entre duas tendéncias dos resulta-
dos obtidos: por um lado, é visivel que a taxa de aumento da fracdo voltimica
é proporcional a magnitude da componente de tracdo da deformacio imposta ao
RVE; por outro lado, tal como demonstrado na conforme a compo-
nente de tragao da deformagdo imposta prevalece em relagdo a de corte (aumento
do pardmetro «), o critério de cedéncia é verificado para fatores incrementais
cada vez menores. Assim, embora com o aumento do pardmetro « a fragdo volu-
mica aumente com uma taxa superior, a condicao de cedéncia plastica também é
verificada mais rapidamente.

Curvas de cedéncia

Nas Figuras [6.21] [6.22] [6.23] e [6.24] encontram-se as curvas de cedéncia obtidas
com o ntmero de incrementos refinado. E também indicado, para cada caso, o
valor méaximo da fragdo volimica na cedéncia, fi"**, o respetivo desvio em relagao
ao valor inicial, a solicitacdo em que ocorre e a respetiva condicdo de fronteira.
Considerando os valores limite da fragdo volumica, fo e fi***, sao também tracadas
as curvas dos modelos ML e MVARE| Assim, a curva de cedéncia obtida com a
fragdo volumica fy (representadas a trago continuo) corresponde ao limite superior
e com [y (representadas a trago interrompido) ao limite inferior.

2Para ndo tornar a figura do caso da esfera demasiado pesada, sio omitidas as curvas de
cedéncia do modelo de Gurson e GTN.
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Figura 6.20: Evolugao da variagado da fracdo volimica em relacio ao valor inicial,
desde a configuracao inicial até ao ponto em que é verificado o critério de cedéncia
proposto, para o caso do esferoide oblato. O grafico superior corresponde a fragao

volimica f = 0.1% e o inferior a f = 2%.
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calculadas com o ntimero de incrementos refinado e as respetivas solugoes tedricas
(ML e MVAR).
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Analise de resultados

Iniciando a anélise de resultados pela comparacao dos valores maximos da fragao
voltimica na cedéncia, verifica-se que o desvio em relagdo ao valor correspondente
a configuragao nao deformada é tanto maior quanto menor for a fracdo volimica
inicial. Uma possivel interpretacao para este facto é que, uma vez que para fragdes
volimicas reduzidas o vazio se encontra mais afastado das superficies do RVE, o
efeito das restrigdes cinemdaticas impostas na fronteira ndo é tao pronunciado
e o vazio tem maior liberdade para se deformar. Repare-se também que estes
resultados estao perfeitamente de acordo com a evolucao das componentes do
primeiro tensor de Piola-Kirchhoff (ver Anexo , na medida em que:

o Para fraces voltimicas reduzidas o vazio cresce consideravelmente e, & macro-
escala, isso reflete-se num amaciamento do material;

e Para fragoes volimicas superiores, como a deformacao do vazio é mais ate-
nuada, as tensbes estabilizam quando o RVE entra em regime plastico.

Estes resultados poderao ser justificados pelo facto do codigo utilizado se encon-
trar implementado para grandes deformagoes, levando assim em consideracao o
crescimento do vazio.

Analisando as curvas de cedéncia calculadas, verifica-se que com o refinamento
do nimero de incrementos, as curvas de cedéncia apresentam uma evolugdo re-
gular. A discretizagdo ‘pseudo-temporal’ é, tal como a discretizacio espacial, um
parametro determinante nos modelos numéricos, especialmente nos casos em que
o sélido apresenta um comportamento nao-linear. Além disso, o nimero de in-
crementos também afeta diretamente o comportamento do critério de cedéncia
proposto, na medida em que:

e« Com um ndmero maior de incrementos a precisao do critério de cedéncia
aumenta;

e O valor relativo ao dominio elastico da derivada da raiz quadrada da dupla
contracdo do primeiro tensor de Piola-Kirchhoff é determinado com base
no primeiro incremento. Em situacbes em que o comportamento elastico
seja nao linear, por exemplo, serd necessario analisar com maior cuidado a
escolha do ponto cuja derivada serd representativa do dominio elastico;

¢ Na implementacao numérica do critério de cedéncia, a derivada é calculada
através do método método das diferengas finitas (expressao . A utiliza-
¢ao de métodos mais sofisticados como, por exemplo, o método das diferen-
cas finitas centradas, ¢ um aspeto interessante que poderé ser analisado em
trabalhos futuros.

Nas curvas de cedéncia obtidas por via numérica também se pode observar
que, tal como no caso do vazio cilindrico, a diferenca entre condigoes de fron-
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teira aumenta com a fracdo volimica. Para averiguar qual a possivel origem
deste comportamento, encontra-se nas Figuras e a deformagao pldstica
equivalente no momento em que ¢é verificado o critério de cedéncia, para o vazio
esferoidal oblato com fy = 0.1% e fy = 2%, respetivamente. E também represen-
tada na parte superior a localizacao tridimensional no RVE dos planos analisados.
Analisando individualmente cada fracao voltimica, verifica-se que:

e O valor maximo da deformacdo plastica na condicdo de fronteira linear é
inferior ao obtido com a condi¢do de fronteira periédica que, por sua vez, é
também inferior ao obtido com a condicdo de tracdo uniforme;

o Existe uma banda de corte no plano normal ao semi-eixo de menor compri-
mento (plano OYZ), sendo esta mais pronunciada na condigao de fronteira
periédica e de tracao uniforme.

Estes resultados estdo de acordo com grau de restricdo cinematica imposta em
cada condicdo de fronteira, na medida em que: quanto maior liberdade o RVE
tiver para se deformar, maior sera a deformacio plastica equivalente e, como tal,
mais pronunciada serd a banda de corte. Comparando as duas fragées voliimicas
pode-se concluir que:

e Para a mesma condicdo de fronteira, o valor maximo da deformacao plastica
para a fracao volimica inicial fo = 0.1% ¢é superior ao obtido com fy = 2%;

e A deformagao plastica encontra-se mais concentrada na regido envolvente
do vazio para fo = 0.1%.

Assim sendo, com estes resultados é possivel chegar a uma possivel explicagao para
o facto da diferenca existente entre diferentes condi¢bes de fronteira aumentar
com a fragdo volumica: como vazio se encontra mais préximo dos limites do
RVE, o efeito das condic¢Ges cineméticas impostas na fronteira é mais acentuado e,
consequentemente, as diferencas nos resultados sdo mais pronunciadas. Repare-
se que este raciocinio é coerente com o facto ji analisado da fracdo volamica
aumentar de forma acentuada para fragoes voltimicas iniciais reduzidas.

Um aspeto interessante observado nas curvas de cedéncia calculadas é que,
com a fragdo volumica fy = 2% (e também, embora de forma menos acentuada,
com fy = 0.5%), para a solicitacdo de tragao triaxial (ponto com pressao hidros-
tatica maxima e tensdo equivalente minima) apenas no caso da esfera é que o
estado de tensdo na cedéncia é puramente hidrostético (o.q = 0) para todas as
condigoes de fronteira. Isto ocorre porque, a micro-escala, o facto do vazio néao
ser totalmente simétrico implica que a macro-escala o material seja anisotrépico.
Nestes materiais, ao impor uma deformacao volumétrica nao se obtém um estado
de tensao puramente hidrostatico, dado que a magnitude das tensdes normais nao
é igual em todas as direcbes. Além disso, repare-se que o desvio em relagdo ao
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estado de tensdao puramente hidrostatico aumenta com a fragdo volimica. Este
tipo de comportamento estd de acordo com os resultados obtidos no estudo das
propriedades eldsticas apresentado no na medida em que: como a di-
ferenca entre as constantes eldsticas em diferentes dire¢oes aumenta com a fragao
voltimica, pode-se concluir que o grau de anisotropia também aumenta e, conse-
quentemente, os pontos obtidos para solicitagdo de tracao triaxial afastam-se da
condicdo de estado de tensdao puramente hidrostatico.

Comparando os resultados obtidos com as curvas teéricas, verifica-se uma boa
correlagdo entre o modelo ML e as curvas obtidas com a condicao de fronteira
linear, uma vez que em praticamente todos os casos estas se encontram no inte-
rior do balizamento estabelecido pelas curvas tedricas correspondentes aos valores
limite das fragdes volumicas fo e fi"**. Pode-se entdo desde ja concluir que o
modelo ML é capaz de prever com boa precisdao o limite superior da resposta
do material. Repare-se também que, por exemplo no caso da esfera, para a fra-
¢ao volumica fo = 0.1% a curva de cedéncia obtida com a condi¢ao de fronteira
linear encontra-se praticamente sobreposta com a curva de cedéncia do modelo
ML correspondente a fragao volimica f"**, enquanto que para fo = 2% apenas
se verifica esta correspondéncia em alguns pontos. Estes resultados sdo coeren-
tes porque, tal como demonstrado na a fracdo volimica na cedéncia
tende a apresentar maiores variagoes quando fy = 2%.

Relativamente as curvas de cedéncia do modelo MVAR, observa-se uma rela-
tiva correspondéncia com as curvas obtidas com as condigoes de fronteira peridédica
e de tragao uniforme, especialmente para a fracao voltimica fo = 2%. Repare-se
contudo que para esta fragdo voltimica inicial, nos estados de tensdo puramente
hidrostatico ou de corte puro, os modelos teéricos tendem a sobrestimar a resposta
do material. Por outro lado, para fy = 0.1% as curvas de cedéncia do modelo
MVAR séo conservadoras, com a exceciao dos estados puramente hidrostitico ou
de corte puro. Esta tltima afirmacao nao é totalmente verificada no caso do esfe-
roide oblato, onde a curva de cedéncia do modelo MVAR é conservadora mesmo
para o estado de tensdo puramente hidrostatico.

Para completar a andlise de resultados, é ainda apresentado nas Figuras [6.27]
e para todas as geometrias, a deformacio plastica equivalente na cedéncia,
considerando a fracdo volumica fy = 2% e a condi¢do de tracdo uniforme na

fronteira. A corresponde & solicitagdo de corte no plano (a = 0) e a
a solicitagao de tracao triaxial (o = 1).

Como se pode observar, quando o RVE é sujeito a corte puro
verifica-se a existéncia de bandas de corte. No caso da esfera formam-se duas
bandas de corte, em dois planos verticais, ortogonais entre si e orientados com
o RVE. No caso dos esferoides e do elipsoide, apenas se forma uma banda de
corte, coincidente com o plano que contém a sec¢do de maior area do vazio. Este
comportamento estd de acordo com o estudo das propriedades elasticas apresen-

tado no [Capitulo 5] onde é verificado que, no caso dos esferoides e do elipsoide,
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o médulo de rigidez é menor na direcdo normal ao plano que contém a seccao
de maior area do vazio. Analisando a pode-se concluir que o va-
lor maximo da deformagao plastica equivalente é superior ao caso de corte puro.
Além disso, a deformacédo plastica encontra-se concentrada na regiao envolvente
do vazio, especialmente nas zonas com menor raio de concordancia, onde o fator
de concentracao de tensdes é maior.
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Figura 6.25: Deformagao plastica equivalente na cedéncia plastica na solicitagao
de corte puro (o = 0) para o vazio esferoidal oblato e fracdo voltmica fy = 0.1%.
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Figura 6.26: Deformagao plastica equivalente na cedéncia plastica na solicitacao
de corte puro (a = 0) para o vazio esferoidal oblato e fracdo volumica fy = 2%.
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Figura 6.27: Deformagao plastica equivalente na cedéncia plastica para todas as
geometrias analisadas, com a solicitagdo de corte puro (a = 0), fragdo volimica
fo = 2% e condicao de tragao uniforme na fronteira.
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Figura 6.28: Deformagao plastica equivalente na cedéncia plastica para todas
as geometrias analisadas, com a solicitagdo de tragao triaxial (o = 1), fracdo
volimica fy = 2% e condicao de tracdo uniforme na fronteira.
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6.2.5 Estudo preliminar da resposta do material em regime de
compressao

Em todas as andlises realizadas até ao momento é avaliado o inicio da cedéncia
plastica de um material poroso em regime de tracdo. No entanto, em regime de
compressdo o material comporta-se de forma diferente, uma vez que sdo envolvidos
outros fenémenos metalirgicos, como por exemplo o fecho de vazios (Saby et al.,
2013). Trata-se de um tema com interesse do ponto de vista industrial e ainda em
aberto na comunidade cientifica, especialmente no ambito da modelacdo multi-
escala, onde ainda muito pouco trabalho foi desenvolvido.

Enquadrado na metodologia dos estudos anteriores, é aqui analisado de forma
preliminar o comportamento do material em regime de compressao. No entanto
¢é importante frisar que, a partida, a capacidade das ferramentas numéricas dis-
poniveis para modelar o comportamento de um material poroso em regime de
compressao € limitada, uma vez que os vazios tender-se-ao a fechar. Logo, para
realizar um estudo completo seria necessario utilizar um modelo de contacto. A
implementacio deste tipo de ferramenta no cédigo a micro-escala utilizado é um
aspeto com bastante potencial que podera ser considerado em trabalhos futuros.

O modelo de elementos finitos é igual ao utilizado no regime de tragdao, modificando-
se apenas o tipo de deformagao imposta ao RVE. Neste caso o gradiente de defor-
magao macroscopico é da forma

_ - -
f”% V1—a? 0

0

0

& 0 . (6.13)

Quando o = 0 é imposto corte puro (tal como nos casos anteriores), enquanto que
a =1 corresponde a solicitagdo de compressao triaxial (ver .

Para analisar o tipo de resposta do material em compressao e avaliar a aplica-
bilidade do critério de cedéncia proposto nos estudos anteriores, foram simulados
todos os exemplos até que, devido a sub-incrementagio sucessiva, fosse atingido
o fator incremental

AXN< 1076,

Com esta estratégia, embora o esfor¢co computacional seja maior, garante-se que
a janela de resultados é o mais alargada possivel.
Resultados obtidos

Nos resultados obtidos verificou-se que, tal como esperado, a partir de um de-
terminado fator incremental total existe inter-penetracao de elementos. Como ja
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Figura 6.29: Representagdo esquematica da relagdo entre o parametro « e a de-
formacao imposta ao RVE.

referido, isto ocorre porque néo existe qualquer modelo de contacto implementado
no programa, sendo que os resultados obtidos a partir do momento em que ha
inter-penetracdo de elementos nao tém qualquer significado fisico.

Com o objetivo de avaliar a aplicabilidade do critério de cedéncia proposto,
encontra-se na a evolugao da raiz quadrada da dupla contragao do
primeiro tensor de Piola-Kirchhoff homogeneizado para o caso do vazio elipsoidal,
até ao fator incremental total em que ocorre inter-penetracao de elementos. Sao
apresentados os resultados obtidos com as fragoes volimicas f = 0.1% e f = 2%
e condigbes de fronteira linear e de tracdo uniforme.

Nota. Apenas sao indicados os resultados obtidos com o vazio elipsoidal, uma vez
que com o0s resultados obtdos com as restantes geometrias ndo diferem de forma

substancial.

Como se pode observar, para a fracao volimica f = 0.1% a raiz quadrada da
dupla contragao aumenta de forma continua, enquanto que para f = 2% existe um
ligeiro patamar de inclinagdo menos acentuada, relacionado com uma estabiliza-
¢ao das tensoes. Também se verifica que, relativamente a condi¢ao de tracdo uni-
forme, com a condicdo de fronteira linear a inter-penetracdo de elementos ocorre
para fatores incrementais superiores. Isto reflete o grau de restricdo cinematica
subjacente a cada condigao de fronteira, sendo que quanta maior liberdade o RVE
tiver para se deformar, mais rapidamente se ird fechar o vazio.

Com base na gama de resultados obtidos, é possivel concluir que o critério de
cedéncia proposto nao é capaz de prever a cedéncia do material, dado que néo
existe nenhuma zona de inflexdo na evolugdo das tensbes homogeneizadas.
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Figura 6.30: Evolucao da raiz quadrada da dupla contragao do primeiro tensor de
Piola-Kirchhoff para diferentes solicitagoes e condi¢oes de fronteira, até ao fator
incremental total em que ocorre inter-penetracao de elementos. O gréafico superior
corresponde ao caso f = 0.1% e o inferior a f = 2%.
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6.3 Conclusoes

Este capitulo enquadra-se no estudo da fratura ductil e tem como objetivo a
avaliacdo de alguns dos modelos constitutivos existentes na literatura que incor-
poram o efeito da geometria do vazio no inicio da cedéncia plastica do material.
Como tal, sdo implementados varios modelos a micro-escala, quer 2D como 3D,
considerando-se vazios com varias geometrias. Contudo, para tragar as curvas de
cedéncia é necessario efetuar um varrimento dos varios estados de tensdao com-
preendidos entre a solicitagdo puramente hidrostatica e de corte puro. Como tal,
integrado nos modelos utilizados é proposta uma estratégia para a imposicao do
gradiente de deformagao que, através de um parametro «, consiste numa combina-
¢ao ponderada de uma componente de corte puro e de tragdo. Além do varrimento
no espaco das tensoes, para tracar as curvas de cedéncia é também necessério es-
tabelecer um critério de cedéncia. Nao existindo nenhuma solucdo consensual na
literatura, é proposto um critério de cedéncia baseado na evolugao raiz quadrada
da dupla contragao do primeiro tensor de Piola-Kirchhoff homogeneizado.

No estudo dos materiais porosos com vazios cilindricos é utilizado em primeiro
lugar um modelo 2D em estado plano de deformacao, chegando-se a conclusao de
que os modelos tedricos de Gurson e GTN, a excecdo da solicitacdo de corte
puro, aparentam sobrestimar a resposta do material. No entanto, verificou-se que
quando na deformagdo imposta é introduzida a componente de tracdo, o vazio
cresce até que seja verificado o critério de cedéncia. A fracdo volimica aumenta e
as curvas calculadas sdo mais conservadoras. Contudo, para a solicitagdo de corte
puro é verificado que o vazio nao se deforma de forma consideravel, podendo-se
concluir que os modelos tedricos de Gurson e GTN, na regido de baixa triaxi-
lidade, preveem com boa precisdo o limite superior da resposta do material. O
limite inferior, dado pela condicdo de tracdo uniforme na fronteira, encontra-se
abaixo das previsoes tedricas, aumentando as diferencas com o aumento da fracio
volimica. Além do modelo 2D, é também implementado um modelo 3D para a
andalise dos vazios cilindricos. Comparando os resultados obtidos, conclui-se que
o0 modelo 3D com a condi¢ao de fronteira peridédica reproduz de forma precisa o
modelo 2D.

Sao também analisados vazios esféricos, esferoidais e elipsoidais, tendo-se ve-
rificado que a discretizacio ‘pseudo-temporal’ deve ser adequada ao tipo de pro-
blema. Além disso, e & semelhanga dos resultados obtidos com o vazio cilindrico,
foi também verificado que o vazio cresce até ser verificado o critério de cedén-
cia proposto. Logo, para avaliar com precisao este fenémeno, foi implementado
no MSP o célculo da fracdo volimica, tornando-se assim possivel comparar com
precisdo as curvas de cedéncia calculadas com as respetivas previsoes tedricas.

Comparando os resultados obtidos com as solugGes tedricas, é possivel concluir
que o modelo ML prevé de forma precisa o limite superior da resposta do material.

Por outro lado, verifica-se que o modelo MVAR, para as fragbes voltimicas
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f =0.1 e 0.5%, é conservador na regiao compreendida entre os casos extremos
da solicitacdo puramente hidrostatica e de corte puro. Em contrapartida, para
fo = 2% é verificada uma boa correlacao com as curvas de cedéncia obtidas com
a condicao de fronteira periddica e de tragdo uniforme, observando-se contudo
que para a solicitagdo puramente hidrostatica e de corte puro, o modelo MVAR
sobrestima a resposta do material. Logo pode-se concluir que, para fracées volu-
micas elevadas, o modelo MVAR prevé com relativa precisdo o limite inferior da
resposta do material, embora nao seja verificada essa relagdo em toda a gama de
solicitagoes analisada.

No final é ainda realizado um estudo prévio do comportamento do material
em regime de compressao. E verificado que existe inter-penetracio de elementos,
uma vez que nao existe no programa nenhum modelo de contacto. Também é
demonstrado que o critério de cedéncia proposto, dentro da gama de resultados
validos, ndo é capaz de prever o inicio da cedéncia plastica do material.
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Conclusoes gerais e perspetivas de
trabalhos futuros

O principal objetivo do trabalho desenvolvido é a determinacdo de propriedades
efetivas de materiais porosos, por homogeneizagao computacional, na hipétese de
grandes deformagdes. A microestrutura do material é modelada através de um
Elemento de Volume Representativo que, resultado do processo de degradacao
interna, possui vazios no seu interior. Sao utilizados tanto modelos 2D como 3D,
considerando-se vazios com diferentes geometrias e fragoes volimicas.

Nos topicos seguintes é apresentada, por capitulos, uma sintese dos varios
aspetos analisados e conclusbes retiradas.

Capitulo 2| e |Capitulo 3

Nestes dois primeiros capitulos iniciais sdo introduzidos os conceitos tedricos fun-
damentais a formulacdo de um Modelo Multi-Escala. No sdo intro-
duzidos os conceitos base da Mecanica dos Meios Continuos e do Método dos
Elementos Finitos, necessarios a formulagdo de um modelo numérico capaz de
simular o comportamento de um sélido em deformacao. No é introdu-
zido o conceito de um Modelo Multi-Escala, apresentando-se a sua formulacdo e
os varios tipos de condi¢des de fronteira utilizadas. E ainda descrita a resolucéo
do problema microscopico através do Método dos Elementos Finitos.

Capitulo 4

No sdo apresentados os varios conceitos tedricos relacionados com a
fratura ductil. Sao, primeiro, descritos os aspetos fenomenologicos, seguindo-se
uma descricao de alguns dos modelos de dano existentes na literatura. E também
apresentado um estudo paramétrico das curvas de cedéncia dos modelos tedricos
considerados, avaliando-se o efeito da fragdo volimica, da geometria do vazio e do
parametro de Lode.
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E verificado que a distor¢do de um vazio esférico, para um esferoide ou elip-
soide, provoca uma diminuicao generalizada da resisténcia do material. Constata-
se também que o pardmetro de Lode tem um efeito reduzido nas curvas de ce-
déncia. No caso dos esferoides e elipsoides, verifica-se que o modelo MVAR é, na
generalidade, mais conservador que o modelo ML.

Capitulo 5

O objetivo do é a determinagao, por homogeneizacdo computacional,
das propriedades elésticas efetivas de materiais ducteis com vazios elipsoidais.
E primeiro introduzida a lei de Hooke generalizada, descrevendo-se de seguida
a solugao analitica de Kachanov, Tsukrov et al. (1994)) e a solucdo estocéstica
proposta por Drach et al. (2014). E também descrita a metodologia numérica
adotada para a determinacio das constantes elasticas efetivas.

Nos resultados obtidos constata-se que o aumento da fracido voliimica provoca
uma diminuicdo generalizada das propriedades elasticas do material e, a excecao
do caso da esfera, um aumento do grau de anisotropia. Verifica-se uma relacao
direta entre o tipo de isotropia efetiva e as propriedades de simetria do vazio,
bem como uma boa correlagao dos resultados obtidos com as previsoes analiticas
e estocéstica.

No ¢ analisado o inicio da cedéncia plastica de materiais dtcteis,
avaliando-se alguns dos modelos constitutivos existentes na literatura que con-
sideram o efeito da geometria dos vazios. Juntamente com os modelos utilizados,
é proposta uma estratégia para a imposicao do gradiente de deformacao, de forma
a que seja realizado um varrimento dos varios estados de tensao compreendidos
entre a solicitacdo puramente hidrostética e de corte puro. E também proposto
um critério de cedéncia macroscopica, baseado na derivada da raiz quadrada da
dupla contracdo do primeiro tensor de Piola-Kirchhoff homogeneizado.

Sao primeiro analisados vazios cilindricos, modelados através de um RVE 2D
em estado plano de deformacdo. As curvas de cedéncia obtidas sdo comparadas
com as curvas do modelo de Gurson e GTN, constatando-se que, a excegdo da
solicitagado de corte puro, os modelos tedricos aparentam sobrestimar a resposta
do material. Porém, nos resultados obtidos é verificado que o vazio cresce até ao
momento em que é verificado o critério de cedéncia proposto, tornando as curvas
mais conservadoras.

Foi também utilizado um modelo 3D para o caso do vazio cilindrico, tendo-se
observado uma boa correspondéncia com os resultados 2D quando considerada a
condicao de fronteira periddica.

Sao depois estudados materiais porosos com vazios elipsoidais, tendo-se verifi-
cado que a discretizacao ‘pseudo-temporal’ deve ser adequada ao tipo de problema.
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Para avaliar com precisao a influéncia do crescimento dos vazios até ao momento
em que € verificado o critério de cedéncia, foi implementado no programa utilizado
o céalculo da fracao voltimica.

Com os resultados obtidos constata-se que o modelo ML prevé com boa exa-
tiddo o limite superior da resposta do material.

Por outro lado, é verificado que o modelo MVAR, para fra¢oes volimicas eleva-
das, prevé com relativa precisdo o limite inferior da resposta do material, embora
nao seja verificada essa correlagdo em toda a gama de solicitagoes analisada.

No final é ainda realizado um estudo preliminar do comportamento do material
em regime de compressao, tendo-se verificado que para este tipo de solicitagoes
é necessario utilizar modelos de contacto. Constata-se também que, na gama de
resultados validos, o critério de cedéncia proposto nao é capaz de prever o inicio
da cedéncia plastica do material.

7.1 Perspetivas de trabalhos futuros

Em todos os estudos realizados foi considerada uma matriz isotrépica, elasto-
perfeitamente plastica e caracterizada pelo modelo constitutivo de von Mises. Em
estudos futuros pretende-se utilizar modelos materiais mais complexos, sendo que
um possivel trabalho a ser desenvolvido é, por exemplo, a validacdo de modelos
constitutivos existentes na literatura para materiais porosos anisotrépicos (por
exemplo o modelo proposto por Keralavarma e Benzerga, [2010)).

No ambito deste trabalho, a avaliacdo do efeito da geometria do vazio foi
estabelecida com base num fator de proporcionalidade de 2. A andlise de vazios
mais distorcidos é um aspeto interessante a ser analisado no futuro, uma vez que
permitiria acentuar as diferencas obtidas entre diferentes geometrias.

No estudo das propriedades elasticas efetivas apresentado no foram
considerados trés valores de fragdo volimica. No entanto, um maior niimero de
casos permitiria a caracterizagdo mais pormenorizada da evolugao das constantes
elasticas efetivas.

No seguimento do trabalho desenvolvido, pretende-se ainda a analisar a in-
fluéncia da imposicdo ao RVE de solicitacdes mais complexas como, por exemplo,
trajetorias combinadas de carregamento/descarregamento.

Por fim, para ser possivel avaliar o comportamento do material em regime de
compressao, a implementacdo de um modelo de contacto no MSP constitui um
aspeto desafiante que serd desenvolvido no futuro.
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Anexo A

Parametros do critério
Golaganu-Leblond-Deveaux

No modelo de Golaganu-Leblond-Deveaur existe um total de seis constantes, que
dependem dos parametros microestruturais que caraterizam a geometria do esfe-
roide. Sejam ej e es as excentricidades do vazio e da fronteira do RVE, respeti-
vamente (ver [Figura 4.6| do [Capitulo 4)):

2 RVE \ 2
a a
1-— (> ; 1-— (ag“”‘:) ; (prolato)
el = €9 = (Al)

2 RVE \ 2
1-— (a?’) ; 1-— <a3 ) , (oblato)
a aRVE

onde (-)®® denota a dimensao relativa a fronteira do RVE. As constantes g, k,
a1, ag, e C sao entdo dadas por:

0; (prolato)
g = 6% e“;’ (1 - w2)3 (AZ)
= = ;  (oblato
\/1—e3 f\/l—e% / w ( )
1 In(e1/e2) _1_
R
K= 1 (A.3)

5/2 5/2
3 1+(gf—g1)+§(gf/ ~a?) =2 (g3 - a})
2 In (g7/91)
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1
e1—(1— ;ig tanh™ e; ; (prolato)
1
a1 = (A4)
—e1 (1 — e%) +2\€/31 — e% sinh~!ep . (oblato)
1
(L+¢€3) . 1
(1+e2)’+2(1—¢2)’ (prolato)
Qo = (A5)
(1= 632) (1- 26%) ;  (oblato)
(1—2€3)" +2(1—¢€3)
_ 2 (L= f)lg+1)(g+ flse . (A6)
PTG )Pt (gt P+ g+ D9+ ) 2rlan —an)se — 2] T
2 wk@+D(g+1)se
TR DT — e (A1)
onde
gr = L ) g1 = L 5
g+ f g+1 (A8)
sq =sinh 2k (a1 — ag)] , cq = cosh[2k (a1 — a2)] .

No modelo GLD surge ainda a constante af na lei de evolugao da proporcio-

nalidade do esferoide w, que é dada por

1 .
(3—ef)’

(1-e)
(3-2c)

(prolato)

(oblato)
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Anexo B

Parametros do critério
Madou-Leblond

O critério de cedéncia de Madou-Leblond é expresso em funcdo das constantes
L{o} e Q{o}, que dependem da geometria do vazio. Para apresentar as varias
equagoes de forma sintética, destas foram organizadas por secgdes.

B.1 Parametros geométricos

Os semi-eixos Ry, R e R3 do elipsoide associado ao RVE sao calculados a partir
das expressoes

Ry = \/ a% + AML , Ry = \/ a% + AML 5 R3 = \/ a% + AML 5 (B-l)

onde Ay, é a solugdo positiva da equacao

(a% + AML) (ag + AML) (a§ + AML) - (016?@3)2 =0. (B.2)

Os semi-eixos do elipsoide achatado a1, as e az sdo dados por

ﬁlzm’ &sz, (&3:0) ) (B3)

cujo parametro de forma é

a
k = — .
ax
Note-se que para um vazio cilindrico k& = 0, pois a1 = +o0o. A porosidade secun-
déria define-se como

(B.4)

=2

&1&2
== B.5
9= R R.R (B.5)
com as constantes relacionadas
g g
g=——, gr=——7". (B.6)

g+1
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As excentricidades podem entéo ser definidas nas forma

ai
€rz ;17 gmz:Ea gyz_Riz (B7)
B.2 Constante £
A constante L{o} ¢é definida como
L{o} =Koy, (B.8)
onde k é dado por
3
K= — B.9
°F (B.9)
e a média ponderada das tensGes normais oy, por
on = Hyopy + Hyoyy + Hy0,, . (B.10)
A constante F' é obtida da expressdo
_ 1 3 11k? +5
P N Y (G P R 7A
In (g7/91) 2 11k% + 51
(B.11)
3 8 — 5g1 13 3
(1 -k)?1 —k(gr—g1) — —k(g>—g7) | .
5( ) n<8_59f>+10 (9r —g1) 10 (gf 91”
Excecionalmente para o caso de um esferoide prolato F vem
- 1-+/3/2 114563, /(1 — €2
Inf 111 5fc2./(1—e2,)
Os termos H, H, e H, sdo obtidos das expressoes
Hy = (1 k2) HP' + K2 HS™ (B.13a)

1 2 2 3/201 _ _E&,.
Hy — (1 —k) ngOI—i-ngbl—F 7(1 —k) (aNIL+BML> [( Tz ( &3V & ) 7

2 Qi 1 —am — ga:z)z + B%u
(B.13b)
H.=1-H,— H,, (B.13c)
onde
ngol -1 2H11;)r01 ’ <B14a)

HM = HP (B.14b)
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4k?
ANy, — m y (B15)
3k?
B = 11 30k2° (B.16)
com HP™' e HSP' definidos como
1 o
HPol = 3 (1 + &2 — ;) , (B.17a)
1(2-78% +5&2
HoP = = 7z 2z B.17b
v =3 (2 ~7E2, 1 106D, (B.17b)

Note-se que no caso particular de um esferoide prolato, H, reduz-se a HErOl uma
vez que k e (a2, + B2,)/2 sdo zero.
No caso especial de um vagzio cilindrico eliptico tem-se que

H, = ho2® - (95% _ 1) . (B.18)
2 2 (962 —1) + 368},

B.3 Constante Q
A constante Q{o} é definida como
Qf{o} = QM) ~ (1 +9)(f + 9)K’0 , (B.19)
onde a forma quadrética de Willis QV{o} é dada por
QW{U} = o8 . Mds. gds | goffdg | ppoffdg | yoffdg (B.20)

Na expressio anterior o8 e g°fd8 denotam as tensdes normais e de corte, respe-
tivamente,

Ozx

o't =0, 0 ; (B.21a)
Ozz
Oy

oMe =g b (B.21b)
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Os tensores M98 e M°fd8 s50 definidos como

-1
L =12 =1/20 o |Tun Tuze Tuss

MdgE(l—f) —1/2 1 —1/2 + — T2211 T2222 T2233 , (BQQ&)
-1/2 -1/2 1 Ts311 Taza2  Tasss
10 0] g [T 0 0 -
MTe =31 - f) 0 1 0 +5 ] 0 Tam 0 , (B.22b)
0 01 0 0 Tiss

onde o tensor de quarta ordem T;j;; encontra-se relacionado com o tensor de
Eshelby (calculado para o elipsoide do vazio e propriedades eldsticas da matriz),
Sijki, através da expressao

1
T= lim —

v—1/2 2GC{G’ vi:(1=8{v}) . (B.23)

Note-se o paralelismo com o tensor microestrutural Q = C : (I — S{v}) (Anexo
. O tensor possui as propriedades de simetria maior e menor,

Tijrt = T = Tijie = Thiij (B.24)

e as suas componentes sdo dadas por

Ty + 33T
Ty = 2 — 2L F5etn
47
T +To + (a? + a?) T
T1122 = 1 — ! 2 éﬂ_l 2) 12 s (B25)
_ 1 (af+a3) Ti
T1212 =5 T 5 _ 5
2 8

e restantes permutacoes ciclicas de (1,2, 3) e (a1, a2, ag). Nas expressoes anteriores
os termos Z; e Z;; (4,5 = 1,2,3) s@o os integrais de Eshelby, calculados a partir
das expressoes descritas no Anexo

Nota. Os integrais de Eshelby com indices diferentes, Z;;(i,j = 1,2,3,1 # j), sdo
definidos no Anexo[D| de forma ligeiramente diferente dos artigos do modelo ML.
As expressoes aqui documentadas tém como referéncia os livros Kachanov, Shafiro
et al. (2003) e Mura (1987), que introduzem um fator multiplicativo de 3 nos
integrais L;;. Logo, a expressao vem ligeiramente diferente da apresentada
na publicagio Madou e Leblond (2012b).
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Anexo C

Modelo ‘Variacional’: calculo do
tensor microestrutural

As expressoes abaixo indicadas tém como referéncia o Anexo A da publicacao
Aravas e Castafieda (2004), onde é descrita a implementacdo computacional do
modelo ‘variacional’.

E demonstrado em Kailasam, Aravas et al. (2000) que o tensor microestrutural
Q pode ser escrito na forma

1 wiwe E{¢}

onde o tensor de quarta ordem E{&} é dado por

1
Eijriié, v} = 0indji + 0udjn — —= (0ir&& + 0u&ién + 0u&i&t + 05&i6k)

I3
2v 1 1
— 040k — 5 (04 Oki&i&; —r 7 &&&&
+ [ Okl |£|2( 7€k + 0ri&)) +|£|41_V§§g§k£z
(C.2)
e a matriz Z, representativa da forma do vazio, é obtida por

1 1

Z=—kk+—IQl+mem. (C.3)
w1 wWa

O integral da expressao (C.2), através de uma mudanga de varidveis, pode ser
desenvolvido em

s 2T
I““E/g:l“‘(ﬁ) as@©= [ [ AEeopsmodyds,  (C4)

onde
&= (singcosy, singsiny, coso) . (C.5)
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O integral pode ainda ser expresso no dominio normalizado através das variaveis

0
X =4 r B =(s+1)5 (C.6)
vindo entao
a2 1ol
Iy = 7/ / A€y, o)) sine drds . (C.7)
-1J-1
Utilizando a quadratura de Gauss o integral resulta em
7.‘,2 nGg naG
In = — WiW;A (€{xi, d;})sing; , (C.8)
i=1j=1

onde 6; = 0(r;) e ¢; = ¢(s;) s@o as posicoes do pontos dos ng pontos de Gauss e
W; e W; os respetivos pesos.

Para vazios onde os fatores de proporcionalidade sdo substancialmente dife-
rentes da unidade, é necessario um ntumero elevado de pontos de Gauss para
calcular o integral de forma suficientemente precisa (Aravas e Castafieda,
2004)). Pretendendo-se tornar o processo numérico mais eficiente, os tensores mi-
croestruturais podem ser expressos, no sistema de eixos local definido pelos eixos
principais do vazio, a partir da solucdo do problema de FEshelby. Assim sendo,
considerando o referencial dado por a; > as > ag, o tensor microestrutural Q
pode ser expresso na formalﬂ

G

Q1111 = m (87T -1y — 30«% z'-11) 5
Quizs = - [mm/ F(1— )T +T) — (a% + a%) 112] : (C.9)
Quziz = 75 [87(1 = v) = (1= 20)(T1 + To) — (a} + a3) Taa] -

Os termos Z; e Z;; (i,j = 1,2,3) sdo os integrais de Eshelby, cujas expressoes se
encontram descritas no Anexo As restantes componentes ndo nulas de Q sédo
obtidas por permutacdo ciclica de (1,2,3) e (a1,a2,a3), bem como através das
propriedades de simetria,

Qijrt = Qjikt = Qijik = Qutij - (C.10)

!Tal como indicado no Anexo os integrais de Fshelby sdo aqui definidos com um fator
multiplicativo de 3 relativamente & publicacdo Aravas e Castaneda (2004), vindo as expressoes
ligeiramente diferentes.
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Na condigao de incompressibilidade (v = 1/2) tem-se que

1 Il +3a%111

- —4_

GQ1111 o ;

1 T+ T+ (a2 +a3)T

“Quapp=2- -2 (a1 + a3) Thz 7 (C.11)
G 4

1 (a% +CL%) 112

— —1_ a2

GQ1212 in

Note-se a semelhanca com o tensor T associado ao modelo ML, descrito no Anexo
B
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Anexo D

Problema de FEshelby: inclusao
elipsoidal

O problema da inclusdo de FEshelby descreve o comportamento elastico de um
solido na presenca de uma inclusdo sujeita a uma deformacio permanente z—:;-kj
(designada por Mura (1987) pelo termo eigenstrain). Na resolucdo do problema,
Eshelby utiliza o principio da sobreposicao de efeitos e a funcio de Green, con-
siderando a matriz como um meio infinito, homogéneo e com comportamento
linear elastico (Eshelby, [1957). O resultado final é o tensor de quarta ordem S;;,
designado por tensor de Eshelby, que relaciona as deformacoes no sélido com a
deformacdo permanente €

*
i
No caso de uma inclusdo elipsoidal, o tensor S;;; é constante, o que significa

que o campo deformagcoes e tensées na matriz e na inclusdo é uniforme, ou seja:
€ij = Sijri €55 - (D.1)

O tensor S; 1, como relaciona dois tensores simétricos, apresenta simetria menorﬂ
Sijkt = Sjikt = Sijix (D.2)

e, caso a matriz seja isotropica, é fungdo da geometria da inclusdo e do coeficiente
de Poisson.

As expressoes para a obtencao do tensor de FEshelby, para inclusdoes com de-
terminadas particularidades geométricas, vém simplificadas. No contexto deste
trabalho apenas sdo detalhadas as expressoes para o caso de um elipsoide gené-
rico, e os casos particulares do esferoide e da esfera. Sugere-se ao leitor a consulta
de (Mura, [1987) ou (Kachanov, Shafiro et al.,[2003) para um estudo completo das
varias solugOes existentes.

LA excecdo da esfera que, como indicado na Seccio , possui simetria menor e maior.
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D.1 Elipsoide genérico

Caso a inclusdo seja um elipsoide genérico de raios distintos a1, ag, as, o tensor
Sijr1 € expresso em termos de integrais elipticos incompletos através das seguintes
expressoes:

3 (1—-2v)
S =" a7 —=7 D.
S ayZyy + Sr(i— )" (D.3a)
3 (1—-2v)
S = 4T, — "7 D.3b
n2 = g V)a2 L (D.3b)
3 (1-2v)
S =" a7 T D.3
s = g %t T gy (D.3¢)

(@+a) , . (1-2)

1671 — )12 T Ter -y D) (D.3d)

S1212 =
As restantes componentes S;;;; nao nulas sao obtidas através das relagoes de
simetria Sijr = Sjir = Sijix e por permutacao ciclica de (1,2, 3) nos termos S,
a;, Iz (§] I”
Assumindo que a; > ag > ag os integrais de Fshelby vém

4raiasa
7, = T 2)1 2 23 — [Fa(0, k) — £a(0,K)] , (D.4a)
draiasas a2 a’% - a?&
I3 = —Ea(0, k)| ; (D.4b)
@ -a)fat—a3 | @
IQ =47 — Zl — Zg y (D4C)

onde Fg(0, k) e Eq(0, k) sao os integrais elipticos incompletos,

1

k2 sin? w

0
Falo.k) = [ o—

0
£a(0, k) :/0 V1—sinw dw (D.6)

cujos argumentos sao dados por

as 2
el = arcsiny/1 — () , (D.7)
aj
a2 — a2
kel =1/ —5—3 - (D.8)

ai — aj
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Os termos I;; sao obtidos a partir das seguintes relagdes (e respetivas permutagoes
ciclicas):

47

31 +Tio + T3 = ol (D.9a)
1
303711 + a3Ti2 + a3Ti3 = 3T, , (D.9b)
Io— 14
Ilg = M . (D9C)

D.2 Esferoide

No caso de um esferéide (a1 = as # as) o tensor de Eshelby vem simplificado,
sendo apenas funcao da geometria, através do pardametro w = as/aq, e do coefici-
ente de Poisson:

2

S1111 = S2222 = TR - f)u()l ) + 4(19_ ” {1 —2v+ 4(1—11)2)] , (D.10a)
1 1 3
Ss333 = =) [2 VeI ’LU2:| + 2(19_ ) [—4—1— 2v + 4(1—“)2)] , (D.10b)
S1122 = Soa11 :8(11—) {1 — 7 _1 2}
Vg v ; (D.10¢)
+ ) [—4(1 —2v) + 1 w2] ,
w? g 3w?
S1133 = Soo33 = 2(1 — V)(l — w2) — 4(1 — l/) [1 —2v+ = w2] R (DlOd)
1
S =S = (2v—-1)+
311 = sz =5 Z) [ 1_ le (D.106)
aTie {2(1—21/) - 1—w2] :
w2
S = TR 0wty 16(19— v) {4(1 Rt —3w2} ’ (D-10f)
S1313 = So323 T [1 — 2+ m
; 1+ w?) (D.10g)
) [1—21/+3(1_w2)

Nas expressoes anteriores o termo g depende da forma do esferoide:
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e Oblato: w <1

g= (Lfi/? [arccosw—w\/l—wﬂ , (D.11)

1—w?)

e Prolato: w >1

v [w\/ w? — 1 — arccosh w} : (D.12)

9= (w2 — 1)3/2

Os integrais de Eshelby sao dados por

I, =1 =27g, (D.13a)
Ig =47 — 211 s (D13b)

m Il - Ig

ITh=Zeo=T=—— —F—5—5 D.13
11 22 12 2 1(2_a))’ ( c)
I, — 13
Ti3=To3 = 755 » (D.13d
(a3~ a) :
4
31-33 = ;Z - 21.13 . (D.13e)
3

D.3 Esfera

No caso tltimo de uma esfera (a; = a2 = az = a), o tensor de Eshelby depende
apenas do coeficiente de Poisson:

7 —5v
S = —; D.14
1111 B1—0) ( a)
4 — 5
S =— D.14b
1212 B1—0)’ ( )
ov —1
S = —. D.14
1122 15(1—0) ( c)

As restantes componentes sao obtidas por permutacao ciclica dos termos (1,2,3) e
pelas relagoes de simetria, que no caso da esfera além da simetria menor, o tensor
Sijki possui simetria maior, ou seja

Sijki = Sjirt = Sijik = Skuij - (D.15)
Os integrais de Eshelby neste caso reduzem-se a
4
T =Ty =Ty = ?” : (D.16a)
47
Tinw=Ipn=I3=Tis=T13=1o3 = — . (D.16b)

5a2
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Anexo E

Lei de Hooke na forma matricial:
Notacao de Voigt

E usual na implementacdo computacional das equagoes relativas ao Método dos
Elementos Finitos a representacao de tensores na forma de vetores e matrizes. A
principal vantagem desta notacéo é a maior facilidade de programacao e eficiéncia
do programa em termos de consumo de memoria.

E.1 Notacao de Voigt

Seja A;ji; um tensor de quarta ordem genérico. Caso o tensor possua simetria
maior e menor,

Aijki = Ajirl = Aijik = Ariij (E.1)
é possivel representé-lo na forma matricial através da notacao de Voigt. A trans-
formacao A — Ay, € realizada através da correlacao de indices:

(11) — 1 ; (22) — 2 ; (33) — 3
23 . oy o (12) ; (E.2)
(32) C 31 L) '

Na expressao anterior os termos em parénteses denotam os termos (i5) ou (kl) do
tensor Ajjr, que correspondem aos indices m ou n (nimero sem parénteses) na
notacao matricial A,,,. Desta forma tem-se que

[A1111 A1z Anzz Aries A1z Ao
Ago11 Agooo Agozz Agz2z Ag21z Ag2io
4] = As311 Assze Asszzz Asses Asziz Assie ‘ (E.3)

Ao311 Agzzo Aszszz Aszsaz Agziz Azzin
A1311 A1z Aiszzz Aises Az Aisie
[A1211 A1222 Ar233 Ai223 Ai213 Ar212]

Note-se que devido as relagdes de simetria iniciais, a matriz [A] é simétrica.
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E.1.1 Representacao vetorial dos tensores de deformacao e tensao

O tensor de deformagdo €;; pode ser representado na forma vetorial, através de
um método andlogo ao descrito anteriormente, resultando:

€11 €1
€22 €2
€11 €12 €13 £33 €3
[s]: €91 €29 €23 — € = = (E4)
ot eny o 2e93 €4
1 2
3 3 33 2613 es
2612 6
O tensor das tensoes o;; vem
o11 o1
022 02
011 012 013 ag o3
[0’]: 091 092 0923 — O = = (E5)
023 04
031 032 033
013 05
012 06

Na Equacao as componentes de deformagao de corte na representacao veto-
rial vém multiplicadas por 2, sendo € geralmente designado por deformacoes de
engenharia. A introdugado deste fator multiplicativo tem o intuito de garantir a
manutencao da propriedade comutativaﬂ ou seja,

c:o=0':¢. (E.6)

E.2 Lei de Hooke na forma matricial

A lei de Hooke generalizada é descrita pela seguinte relacio:

€ij = Sijkl Okl ; (E7)
0ij = Dijri €t »

onde o tensor de quarta ordem S;;j; é o tensor de flexibilidade e D;j;z; o tensor de
rigidez. Ambos possuem simetria maior e menor, o que possibilita a sua repre-
sentagdo na forma matricial. Logo, através das relagoes 16gicas (E.2)), o tensor de

'Devido & propriedade de simetria dos tensores das deformacdes e tensdes, tem-se que le] :
[o] = [o]": [e].
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rigidez D;ji; na forma matricial ¢ dado por

[Di111 D112 D113 Dii2s D11z Diiiz]
Daooo D223z Dageg  Daoiz Da2io
D] = D3333 D332z D3313 Dssi2
Dagas D231z Dasio
D1313 Dis12

| sim. Di212]
(E.8)
(D11 D12 D13 D1y Dis D
Doy Doz Doy Dos Dog
_ D33 D3y Dss  Dsg
N Dyy Dys Dyg
D55 Dsg
_sim. D66_
O tensor de flexibilidade resulta
[S1111 S1122 S1133 251123 251113 251112]
S2222  S2233 252223 252013 252212
8] = S3333 253323 253313 253312
452323 4S2313 4S2312
451313 451312
| sim. 451212
(E.9)

[S11 Si2 S13 S1a S5 Sie]
522 523 524 525 526
S3z 531 S35 Sae

Saa Sas Sue
Ss5 Sse
| sim. Se6]

Note-se os fatores multiplicativos nas tltimas trés linhas e colunas, necessarios
para que se mantenham coerentes os resultados obtidos quer pela matriz de flexi-
bilidade ou pela matriz de rigidez.

Na notagao matricial a lei de Hooke generalizada pode entao ser escrita como:

Em = Smn On ; (ElOa)
m = Din &n - (E.10b)
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E.3 Constantes elasticas

As matrizes de rigidez e flexibilidade definidas anteriormente caracterizam o com-
portamento elastico de um material e as suas componentes sao expressas em funcio
das constantes elasticas, nomeadamente:

e FE: moédulo de Young;

e v: coeficiente de Poisson;

e (G: modulo de rigidez transversal;
e x: mbédulo de compressibilidade;
e \: primeiro pardmetro de Lamé.

Existem ainda outras constantes elasticas, sendo indicadas acima apenas as mais

usuais.
Na tabela seguinte encontram-se as relacdes entre as constantes elasticas con-

sideradas.

Tabela E.1: Relagoes entre constantes elasticas.

A G E v K
A G A ¢ G(Pz\/\szG) ) M54
A \ )\(12—VQV) /\(1+u)y(1—2u) V /\glyu)
A\, K A 3 (k=) 79';5{”:)\)‘) =2 K
G, E Ggg:ZEG) G E e 3(3%35)
G,v R e 2G(14v) v %
G.x K-3G G Sere = "
E,v (1+V)E(l£—2u) 2(1%11/) E v ﬁ
P MR gm o, owmE
V,K % 73’;8;3)” 3r(1-2v) v K

r=vE2+9\24+2E)\
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Anexo F

Decomposicao espectral

Dado um tensor genérico A, um vetor nao nulo 1 é um vetor préprio de A, com

o valor proprio associado A, se
Al=)l. (F.1)

O espaco definido pelos vetores que satisfazem a equacio acima é denominado por
espaco caracteristico, possuindo as propriedades:

e Os valores préprios de um tensor definido positivo sdo positivos;

e O espaco caracteristico de um tensor simétrico é constituido por vetores
mutuamente ortogonais.

A partir das propriedades enunciadas, pode-se escrever que, caso o tensor A
seja simétrico, este admite a representacao

n
A= NLol, (F.2)
i=1
onde \; sdo os valores préprios de A e l; os respetivos vetores préprios. A expressao
acima é denominada por decomposicio espectral de A. Relativamente a base {1;}
o tensor A é representado pela matriz diagonal

A= diag [)\1, )\2, e ,)\n] > (F3)

e os vetores |; sdo denominados por dire¢des principais de A.
Alternativamente, pode-se também estabelecer a decomposicdo espectral a
partir das eigenprojections L;, ou seja,

p
A=) NL;, (F.4)
=1

onde p < n denota o nimero de valores préprios distintos. Os tensores L; possuem
a propriedade

L =1, (F.5)
=1
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bem como

LiZLj:(Sij, i,j:1,...,p, (FG)

onde d;; representa o delta de Kronecker. Caso p = n (valores préprios distintos)
tem-se que
L,=1,®1;, (F7)

sendo que no caso geral L; é dado por

u 1
H /\i—/\j(A_)\jI) sep>1;
L, ={ (=) (F.8)
I sep=1.

F.1 Calculo dos valores proprios
Os valores préprios satisfazem a equacio caracteristica,
det(A—\I)=0, (F.9)
podendo-se escrever no caso tridimensional que
det(A — NI) = A2 — [N + D\ — I3, (F.10)

onde os invariantes I; sao definidos como

L =trA; (F.11a)
_1 2 2] .

b_ignA)—uA}, (F.11b)

Is =det A . (F.11c)

Admitindo que A é uma matriz real, tem-se que

A1 = —2/@Q), cos (?) + % ; (F.12a)
2 1
A2 = —2/Q) cos (9)‘—; ﬂ) +2 (F.12b)

(F.12¢)
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onde Q) e 0 sao definidos como

I? - 3@,

Q= g (F.13)

4 (2B 4+ 901, — 2713)

(F.14)
54,/Q3

0, = cos

F.2 Calculo dos vetores préprios

Calculados os valores proprios, os vetores préprios podem ser calculados a partir
da Equacao ou seja
Al = )\1. (F.15)

A expressdo anterior resulta num sistema de equagoes linear, podendo-se retirar
as proporcgoes entre as varias componentes dos vetores proprios.

F.3 Calculo das eigenprojections

Calculados os valores préprios, os tensores L; sdo dados por:

b Se)\l%/\Q#A?)?

- 2)\i3 — Il)\,? + I3

I
A% — (I - \)A+ Ai’ ; (F.16)

L;
e Se \; # \j = )\, calcula-se L; pela expressao anterior e
Lj =1I- Lz y (Fl?)

o Se)\lz)q:)\g,
L =1. (F.18)
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Anexo G

Estudo preliminar da evolucao do
primeiro tensor de Piola-Kirchhoff

Este pequeno estudo tem como objetivo a analise e identificagdo de comportamen-
tos tipicos da evolucdo das componentes do primeiro tensor de Piola-Kirchhoff
homogeneizado, para diferentes solicitagoes, condi¢des de fronteira e fragdes vo-
limicas. Sao analisados vazios com duas geometrias: cilindricos e esféricos. Para
o caso dos vazios cilindricos é utilizado o modelo 2D e para os vazios esféricos o
modelo 3D, ambos descritos no A metodologia utilizada consiste em
correr todas as simulagoes até ser atingido o fator incremental total A = 0.02. Este
valor garante uma janela de resultados razoavelmente ampla, podendo-se assim
observar as principais alteracdes na resposta macroscépica do material.

G.1 Vazio cilindrico

Na |Figura G.I| encontra-se a evolucao das componentes do primeiro tensor de
Piola-Kirchhoff para a = 0 (corte puro). Sao apresentados no mesmo grafico,
para as fracgoes volumicas f = 0.1 e 2%, os resultados obtidos com a condicao de
fronteira linear, periddica e de tracdo uniforme. As Figuras e correspon-
dem aos casos a = 0.5 (solicitagdo mista) e « = 1 (tragao biaxial), respetivamente.
Utilizando a [Equagao 3.22| (Capitulo 3)),

PFT

det F’

é calculado o tensor de Cauchy e, a partir deste, as varias medidas de tensao
associadas. Na |Figura G.4] é apresentada a evolucdo da tensdo equivalente de
von Mises e da pressao hidrostatica transversal. Nos graficos sdo apresentados os
resultados para dez valores de a distintos, considerando a a condicdo de fronteira
linear (limite superior) e de trac@o uniforme (limite inferior).

o

Nota. Para o cdlculo da tensdo equivalente e pressdo hidrostdtica, apenas foram
consideradas as componentes de tensdo no plano do vazio.



Anexo G

172

P>; /MPa Py /MPa

P31 /MPa

140

105

70

35

140

105

70

35

140

105

70

35

Figura G.1: Evolucao das componentes primeiro tensor de Piola-Kirchhoff para o = 0 (corte puro).
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Figura G.3: Evolugdo das componentes primeiro tensor de Piola-Kirchhoff para o =1 (tragao biaxial).
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G.1.1 Andlise de resultados

Analisando a evolucdo do primeiro tensor de Piola-Kirchhoff verifica-se que:

o Em todos os casos apenas se desenvolvem tensdes normais e tensoes de corte
no plano, o que esta perfeitamente de acordo com o tipo de deformacao
imposta ao RVE;

e Para a situacdo de corte puro, o = 0, as tensoes de corte sdo as que apre-
sentam maior magnitude, estabilizando apés entrar em regime de plasti-
cidade. As tensdes normais na condi¢do de fronteira linear permanecem
praticamente nulas, tendo-se registado contudo, para a condi¢do de fron-
teira periddica e de tragdo uniforme, um ligeiro aumento quando atingido
um determinado valor de fator incremental (A ~ 0.005);

o Para a = 0.5 (solicitacdo mista), é possivel observar que as tensoes normais
prevalecem relativamente as de corte, registando-se ainda pontos de inflexao
na evolucdo de ambas as tensdes. Repare-se contudo que a inflexdo das
tensdes de corte ocorre primeiro (A & 0.0025) que nas tensoes normais (A ~
0.08);

e Quando o = 1 (tragdo biaxial pura), as tensdes de corte sdo nulas e as
tensdes normais sdo ligeiramente superiores ao caso o = 0.5. Observa-se
também que o ponto de inflexdo (A ~ 0.006) se deslocou para um valor de
fator incremental inferior ao registado em « = 0.5;

o Comparando a resposta obtida com as duas fragoes volimicas, verifica-se que
o aumento das dimensbes do vazio provoca uma diminuicdo generalizada da
magnitude das tensoes e atenuacdo da inflexdo das curvas.

A permite uma visualizacao global dos factos até agora indicados,
uma vez que a tensdo equivalente de von Mises no plano estd intimamente rela-
cionada com as tensoes de corte e a pressao hidrostatica no plano com as tensoes
normais no plano. Analisando o gréafico superior, verifica-se que a tensao equi-
valente diminui com o aumento do pardmetro « (diminuigdo da componente de
corte aplicada ao RVE), observando-se também que a inflexdo das curvas é mais
acentuada. No caso a = 1, tal como ja apontado, a tensdo equivalente de von
Mises é praticamente nula e para o caso a = 0, estabiliza num valor préximo da
tensdo de cedéncia da matriz. Relativamente a evolucio da pressdo hidrostatica
no plano, observa-se uma proporcionalidade direta com a magnitude da compo-
nente de tragao aplicada ao RVE (aumento do pardmetro «). Verifica-se também
que o ponto de inflexdo ocorre para valores de fator incremental cada vez mais
baixos. Embora nos casos @ = 0.1 e @ = 0.2 néo seja visivel, foi depois confir-
mado noutras simulacées que existe um o ponto de inflexdo, ja para valores de
fator incremental superiores a A = 0.02.
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G.2 Vazio esférico

A semelhanca da seccdo anterior, é apresentado nas figuras e a evo-
lugdo das componentes do primeiro tensor de Piola-Kirchhoff para os casos a = 0,
0.5 e 1, respetivamente. Na é apresentada a evolugao da tensao equi-
valente de von Mises (gréfico superior) e da pressao hidrostética (grafico inferior).
Na ¢ apresentada a evolugao da triaxialidade (gréafico superior) e do
pardmetro de Lode (grafico inferior)H O motivo pelo qual se analisou o parametro
de Lode esta relacionado com seu efeito nas curvas de cedéncia dos modelos teéri-
cos ML e MVAR. Embora no caso do vazio esférico as curvas sejam independentes
do parametro de Lode, é importante conhecer o comportamento deste parametro
com o tipo de deformacao aplicada. Assim, ao tragar as curvas de cedéncia ted-
ricas nos casos particulares da esfera degenerada, serd possivel escolher um valor
de parametro de Lode préximo do obtido por via numérica.

Nota. Embora nao seja documentado, foi realizado este mesmo estudo conside-
rando todas as geometrias consideradas no ambito deste trabalho. No entanto, por
uma questdo de brevidade e, acima de tudo, porque em todos 0s casos o primeiro
tensor de Piola-Kirchhoff evolui de forma semelhante, apenas é indicado o caso
da esfera.

'Note-se que neste caso as medidas de tensdo foram calculadas considerando todas as com-
ponentes do tensor de Cauchy.
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Figura G.5: Evolucao das componentes primeiro tensor de Piola-Kirchhoff para o = 0 (corte puro).
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Figura G.7: Evolugdo das componentes primeiro tensor de Piola-Kirchhoff quando o =1 (tragao triaxial).
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Figura G.8: Evolucao da tensdo equivalente de von Mises (grafico superior) e da

pressao hidrostatica (grafico inferior).
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G.2.1 Andlise de resultados

Como se pode observar nas figuras da evolugdo das componentes do primeiro ten-
sor de Piola-Kirchhoff, o comportamento das tensdes é em tudo semelhante ao
obtido no estudo anterior dos vazios cilindricos. As diferencas consistem essen-
cialmente na magnitude das tensdes normais, que aumentaram ligeiramente em
relagdo ao estudo anterior. No entanto, todas as conclusoes que foram retiradas
da andlise anterior mantém-se no caso do vazios esféricos.

Analisando a evolucdo da triaxialidade, pode-se concluir que:

 Para a solicitac¢ao de corte puro (o = 0), a triaxilidade permanece nula. Este
resultado é coerente porque, uma vez que neste caso as tensoes normais sao
proximas de zero, a pressao hidrostatica é praticamente nula;

o O aumento do pardmetro o (aumento da magnitude da componente de tra-
¢do triaxial aplicada), conduz a valores de triaxialidade cada vez mais eleva-
dos. Por este motivo o caso a = 1 néo é indicado, uma vez que os resultados
se encontram totalmente fora da gama de valores dos restantes casos. Do
ponto de vista tedrico esta particularidade faz todo o sentido, uma vez que
no estado de tensao puramente hidrostatico (ceq = 0) a triaxilidade ¢é infi-
nita;

o A excegiio dos casos limite de corte puro (a = 0) e de tragio triaxial (o = 1),
a curva triaxilidade apresenta um patamar em que é constante, seguindo-se
uma fase de declive positivo e posterior inflexdo. O patamar de valor cons-
tante corresponde ao dominio eldstico, onde as tensdes de corte e normais,
embora com diferente magnitude, evoluem de forma semelhante. A regiao
de declive positivo tem inicio no ponto de inflexdo das tensdes de corte,
sendo que a nao linearidade observada nesse periodo reflete a forma como
as tensoes de corte se vao atenuando. A regido de inflexao esta diretamente
relacionada com a inflexdo das tensoes normais.

Relativamente ao parametro de Lode, verifica-se que em todos os casos é nulo
na regiao correspondente ao regime eldstico, evoluindo depois para valores com-
preendidos entre 0 e 1. Esta evolugdo é mais acentuada com a condicao de tracio
uniforme na fronteira. Verifica-se também que existe uma regido de inflexao, cada
vez mais acentuada conforme a componente de tragao da deformacao imposta pre-
valece em relacdo a de corte. Observando com maior atengao, verifica-se que esta
inflexdo esta relacionada com a estabilizacao, apds o periodo de inflexdo, da ten-
sao equivalente (ver gréafico superior da . O caso a = 1 nao ¢ indicado
porque, como as tensdes de corte sdo praticamente nulas e as tensdes normais
iguais entre si, ndo faz sentido analisar um parametro que esta, por definicao,
intimamente relacionado com as tensoes desviadoras.
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G.3 Conclusoes

Com os resultados obtidos foi possivel identificar alguns comportamentos tipicos
das varias componentes do primeiro tensor de Piola-Kirchhoff, em relacao ao tipo
de solicitacao imposta ao RVE. Como os resultados obtidos com o vazio cilindrico
e esférico sdo muito proximos entre si, as conclusées aqui indicadas sdo validas
para ambos 0s casos.

Uma das principais conclusoes a que foi possivel chegar é que, dada a evolugao
do primeiro tensor de Piola-Kirchhoff nas varias simulagoes, as tensoes de corte
encontram-se diretamente relacionadas com a componente de corte da deformacao
imposta e as tensGes normais com a componente de tracdo. No caso o = 0 as
tensbes de corte sdo as tnicas componentes e estabilizam apés o RVE entrar em
regime de plasticidade. Para o = 1 as tensoes de corte sdo nulas e as tensoes
normais atingem a magnitude maxima. Um aspeto relevante observado foi que,
a excecao da solicitacdo de corte puro, existem pontos de inflexdo na evolugio
de todas as componentes. No contexto do estabelecimento do critério de cedén-
cia utilizado neste trabalho este facto foi preponderante, sendo utilizado como
identificacdo da cedéncia plastica do material a macro-escala.



185

Referéncias

Aravas, N. e P.P. Castaneda (2004). «Numerical methods for porous metals with
deformation-induced anisotropy». Em: Computer methods in applied mecha-
nics and engineering 193.36, pp. 3767-3805.

Babout, L. et al. (2001). «Characterization by X-ray computed tomography of de-
cohesion, porosity growth and coalescence in model metal matrix composites».
Em: Acta Materialia 49.11, pp. 2055-2063.

Bai, Y. e T. Wierzbicki (2010). « Application of extended Mohr—Coulomb criterion
to ductile fracture». Em: International Journal of Fracture 161.1, pp. 1-20.

Barsoum, I. e J. Faleskog (2007). « Rupture mechanisms in combined tension and
shear—experiments». Em: International Journal of Solids and Structures 44.6,
pp. 1768-1786.

Benzerga, A.A. (2000). «Rupture ductile des toles anisotropes. Simulation de la
propagation longitudinale dans un tube pressurisé». Tese de doutoramento.
Ecole Nationale Supérieure des Mines de Paris.

Benzerga, A.A. e J.B. Leblond (2010). «Ductile fracture by void growth to coa-
lescence». Em: Advances in Applied Mechanics 44, pp. 169-305.

Castafieda, P.P. (1991). «The effective mechanical properties of nonlinear isotropic
compositesy. Em: Journal of the Mechanics and Physics of Solids 39.1, pp. 45—
71.

— (2002). «Second-order homogenization estimates for nonlinear composites in-
corporating field fluctuations: I-theory». Em: Journal of the Mechanics and
Physics of Solids 50.4, pp. 737-757.

Castafieda, P.P. e J.R. Willis (1995). «The effect of spatial distribution on the
effective behavior of composite materials and cracked media». Em: Journal of
the Mechanics and Physics of Solids 43.12, pp. 1919-1951.

Castaifieda, P.P. e M. Zaidman (1994). «Constitutive models for porous materials
with evolving microstructure». Em: Journal of the Mechanics and Physics of
Solids 42.9, pp. 1459-1497.



186 Referéncias

Chen, Z. e C. Butcher (2013). Micromechanics Modelling of Ductile Fracture. Solid
Mechanics and Its Applications. Springer Netherlands.

Chu, C.C. e A Needleman (1980). «Void nucleation effects in biaxially stretched
sheets». Em: Journal of Engineering Materials and Technology(Transactions
of the ASME) 102.3, pp. 249-256.

Danas, K. e N. Aravas (2012). «Numerical modeling of elasto-plastic porous ma-
terials with void shape effects at finite deformations». Em: Composites Part
B: Engineering 43.6, pp. 2544—-2559.

Danas, K. e P.P. Castaneda (2009a). «A finite-strain model for anisotropic visco-

plastic porous media: II-Applications». Em: Furopean Journal of Mechanics-
A /Solids 28.3, pp. 402-416.

— (2009b). «A finite-strain model for anisotropic viscoplastic porous media: I-
Theory». Em: European Journal of Mechanics-A/Solids 28.3, pp. 387-401.

— (2012). «Influence of the Lode parameter and the stress triaxiality on the
failure of elasto-plastic porous materials». Em: International Journal of Solids
and Structures 49.11, pp. 1325-1342.

David, E.C. e R'W. Zimmerman (2011). «Compressibility and shear compliance
of spheroidal pores: Exact derivation via the Eshelby tensor, and asymptotic
expressions in limiting cases». Em: International Journal of Solids and Struc-
tures 48.5, pp. 680-686.

Drach, B., A. Drach e I. Tsukrov (2013). «Characterization and statistical mo-
deling of irregular porosity in carbon/carbon composites based on X-ray mi-
crotomography data». Em: ZAMM-Journal of Applied Mathematics and Me-
chanics/Zeitschrift fir Angewandte Mathematik und Mechanik 93.5, pp. 346—
366.

— (2014). «Prediction of the effective elastic moduli of materials with irregularly-
shaped pores based on the pore projected areas». Em: International Journal
of Solids and Structures 51.14, pp. 2687-2695.

Drach, B., I. Tsukrov et al. (2011). «Numerical modeling of carbon/carbon com-
posites with nanotextured matrix and 3D pores of irregular shapes». Em:
International Journal of Solids and Structures 48.18, pp. 2447-2457.

Eshelby, John D. (1957). «The determination of the elastic field of an ellipsoidal
inclusion, and related problemsy». Em: Proceedings of the Royal Society of
London A: Mathematical, Physical and Engineering Sciences. 1226. The Royal
Society, pp. 376-396.

Fritzen, F. et al. (2012). «Computational homogenization of elasto-plastic porous
metalsy. Em: International Journal of Plasticity 29, pp. 102-119.



Referéncias 187

Giusti, S.M. et al. (2009). «An assessment of the Gurson yield criterion by a
computational multi-scale approach». Em: Engineering Computations 26.3,
pp- 281-301.

Gologanu, M. et al. (1997). Recent extensions of Gurson’s model for porous ductile
metals. Springer.

Gurson, A.L. (1977). «Continuum theory of ductile rupture by void nucleation
and growth: Part I—Yield criteria and flow rules for porous ductile media».
Em: Journal of engineering materials and technology 99.1, pp. 2-15.

Gurtin, M.E. (1982). An Introduction to Continuum Mechanics. Mathematics in
Science and Engineering. Elsevier Science.

Hashin, Z. (1983). «Analysis of composite materials—a survey». Em: Journal of
Applied Mechanics 50.3, pp. 481-505.

Hashin, Z. e S. Shtrikman (1963). «A variational approach to the theory of the
elastic behaviour of multiphase materials». Em: Journal of the Mechanics and
Physics of Solids 11.2, pp. 127-140.

Hill, R. (1963). «Elastic properties of reinforced solids: some theoretical princi-
ples». Em: Journal of the Mechanics and Physics of Solids 11.5, pp. 357-372.

Holzapfel, G.A. (2000). Nonlinear Solid Mechanics: A Continuum Approach for
Engineering. Wiley.

Horstemeyer, M.F., S. Ramaswamy e M. Negrete (2003). «Using a micromechani-
cal finite element parametric study to motivate a phenomenological macroscale
model for void/crack nucleation in aluminum with a hard second phase». Em:
Mechanics of Materials 35.7, pp. 675—687.

Hutchinson, J.W. e V. Tvergaard (2012). «Comment on “Influence of the Lode
parameter and the stress triaxiality on the failure of elasto-plastic porous ma-
terials” by K. Danas and P. Ponte Castaneday». Em: International Journal of
Solids and Structures 49.23, pp. 3484-3485.

Kachanov, M., B. Shafiro e I. Tsukrov (2003). Handbook of elasticity solutions.
Springer Science & Business Media.

Kachanov, M., I. Tsukrov e B. Shafiro (1994). «Effective moduli of solids with
cavities of various shapes». Em: Applied Mechanics Reviews 47.1S, S151-S174.

Kailasam, M., N. Aravas e P.P. Castaneda (2000). «Porous metals with develo-
ping anisotropy: constitutive models, computational issues and applications to
deformation processing». Em: CMES: Computer Modeling in Engineering &
Sciences 1.2, pp. 105-118.



188 Referéncias

Kailasam, M. e P.P. Castafieda (1997). «The evolution of anisotropy in porous
materials and its implications for shear localization». Em: TUTAM Symposium
on Mechanics of Granular and Porous Materials. Springer, pp. 365-376.

Kailasam, M., P.P. Castaneda e J.R. Willis (1997). «The effect of particle size,
shape, distribution and their evolution on the constitutive response of nonli-
nearly viscous composites: I-Theory». Em: Philosophical Transactions of the

Royal Society of London A: Mathematical, Physical and Engineering Sciences
355.1730, pp. 1835-1852.

Kanetake, N., M. Nomura e T. Choh (1995). «Continuous observation of micros-
tructural degradation during tensile loading of particle reinforced aluminium
matrix compositesy. Em: Materials Science and Technology 11.12, pp. 1246—
1252.

Keralavarma, S.M. e A.A. Benzerga (2010). «A constitutive model for plastically
anisotropic solids with non-spherical voids». Em: Journal of the Mechanics
and Physics of Solids 58.6, pp. 874-901.

Khdir, Y.K. et al. (2015). «A computational homogenization of random porous
media: Effect of void shape and void content on the overall yield surface». Em:
European Journal of Mechanics-A/Solids 49, pp. 137-145.

Kouznetsova, V.G., M.G.D. Geers e W.A.M. Brekelmans (2004). «Multi-scale
second-order computational homogenization of multi-phase materials: a nested
finite element solution strategy». Em: Computer Methods in Applied Mecha-
nics and Engineering 193.48, pp. 5525-5550.

Leblond, J.B. e M. Gologanu (2008). «External estimate of the yield surface of an
arbitrary ellipsoid containing a confocal void». Em: Comptes Rendus Mecani-
que 336.11, pp. 813-819.

Leblond, J.B., G. Perrin e P. Suquet (1994). «Exact results and approximate
models for porous viscoplastic solids». Em: International Journal of Plasticity
10.3, pp. 213-235.

Madou, K. e J.B. Leblond (2012a). «A Gurson-type criterion for porous ductile
solids containing arbitrary ellipsoidal voids—I: Limit-analysis of some repre-
sentative celly. Em: Journal of the Mechanics and Physics of Solids 60.5,
pp. 1020-1036.

— (2012b). «A Gurson-type criterion for porous ductile solids containing arbi-
trary ellipsoidal voids—II: Determination of yield criterion parameters». Em:
Journal of the Mechanics and Physics of Solids 60.5, pp. 1037-1058.

— (2013). «Numerical studies of porous ductile materials containing arbitrary el-
lipsoidal voids—I: Yield surfaces of representative cellsy. Em: Furopean Journal
of Mechanics-A/Solids 42, pp. 480—489.



Referéncias 189

Madou, K., J.B. Leblond e L. Morin (2013). «Numerical studies of porous ductile
materials containing arbitrary ellipsoidal voids—II: Evolution of the length and
orientation of the void axes». Em: European Journal of Mechanics-A/Solids
42, pp. 490-507.

Michel, J.C. e P. Suquet (1992). «The constitutive law of nonlinear viscous and
porous materialsy. Em: Journal of the Mechanics and Physics of Solids 40.4,
pp. 783-812.

Miehe, C. (2003). « Computational micro-to-macro transitions for discretized micro-
structures of heterogeneous materials at finite strains based on the minimi-
zation of averaged incremental energy». Em: Computer Methods in Applied
Mechanics and Engineering 192.5, pp. 559-591.

Miehe, C. e A. Koch (2002). «Computational micro-to-macro transitions of dis-
cretized microstructures undergoing small strains». Em: Archive of Applied
Mechanics 72.4-5, pp. 300-317.

Molina, A.J.C. (2007). «Computational homogenization for multi scale finite ele-
ment simulation». Tese de doutoramento. Swansea University.

Monchiet, V., E. Charkaluk e D. Kondo (2014). «Macroscopic yield criteria for
ductile materials containing spheroidal voids: An Eshelby-like velocity fields
approach». Em: Mechanics of Materials 72, pp. 1-18.

Mura, Toshio (1987). Micromechanics of defects in solids. Vol. 3. Springer Science
& Business Media.

Nemat-Nasser, S. e M. Hori (2013). Micromechanics: overall properties of hetero-
geneous materials. Elsevier.

Reis, F.J.P. (2014). «Multi-Scale Modelling and Analysis of Heterogeneous So-
lids at Finite Strainsy». Tese de doutoramento. Faculdade de Engenharia da
Universidade do Porto.

Saby, M. et al. (2013). «Three-dimensional analysis of real void closure at the
meso-scale during hot metal forming processes». Em: Computational Materials
Science 77, pp. 194-201.

Sevostianov, I. e M. Kachanov (2008). «On approximate symmetries of the elastic
properties and elliptic orthotropy». Em: International Journal of Engineering
Science 46.3, pp. 211-223.

Shabana, A.A. (2011). Computational Continuum Mechanics. Cambridge Univer-
sity Press.

Souza Neto, E.A. e R.A. Feijéo (2006). «Variational foundations of multi-scale
constitutive models of solid: small and large strain kinematical formulation».
Em: LNCC Research & Development Report 16.



190 Referéncias

Souza Neto, E.A. e R.A. Feijéo (2008). «On the equivalence between spatial and
material volume averaging of stress in large strain multi-scale solid constitutive
models». Em: Mechanics of materials 40.10, pp. 803-811.

Souza Neto, E.A., D. Peric e D.R.J. Owen (2011). Computational Methods for
Plasticity: Theory and Applications. Wiley.

Speirs, D. (2007). «Characterisation of materials with hyperelastic microstructu-
res through computational homogenisation and optimisation methods». Tese
de doutoramento. Swansea University.

Torquato, S. (2002). Random heterogeneous materials: microstructure and ma-
croscopic properties. Vol. 16. Springer Science & Business Media.

Tsukrov, I. e J. Novak (2002). «Effective elastic properties of solids with defects
of irregular shapes». Em: International journal of solids and structures 39.6,
pp. 1539-1555.

Tvergaard, V. (1981). «Influence of voids on shear band instabilities under plane
strain conditions». Em: International Journal of Fracture 17.4, pp. 389-407.

Tvergaard, V. e A. Needleman (1984). «Analysis of the cup-cone fracture in a
round tensile bary. Em: Acta metallurgica 32.1, pp. 157-169.

Weck, A. e D.S. Wilkinson (2008). « Experimental investigation of void coalescence
in metallic sheets containing laser drilled holes». Em: Acta Materialia 56.8,
pp. 1774-1784.

Willis, J.R. (1991). «On methods for bounding the overall properties of nonlinear
composites»y. Em: Journal of the Mechanics and Physics of Solids 39.1, pp. 73—
86.

Wong, W.H. e T.F. Guo (2015). «On the energetics of tensile and shear void
coalescences». Em: Journal of the Mechanics and Physics of Solids.

Zienkiewicz, O.C. e R.L. Taylor (2013). The Finite Element Method for Solid and
Structural Mechanics. Elsevier Science.

Zienkiewicz, O.C., R.L. Taylor e J.Z. Zhu (2013). The Finite Element Method: Its
Basis and Fundamentals. Elsevier Science.



	Resumo
	Abstract
	Agradecimentos
	Lista de Figuras
	Lista de Tabelas
	Notação
	Introdução
	Objetivos
	Revisão bibliográfica
	Modelos Multi-Escala
	Propriedades elásticas efetivas de materiais porosos
	Fratura dúctil

	Estrutura do documento

	Mecânica dos Meios Contínuos e Método dos Elementos Finitos
	Cinemática da deformação
	Gradiente de deformação

	Tensores de deformações
	Tensores de tensões
	Tensor de Cauchy
	Primeiro tensor das tensões de Piola-Kirchhoff
	Tensor das tensões de Kirchhoff

	Princípios fundamentais de conservação
	Conservação da massa
	Balanço de momento linear

	Princípio dos Trabalhos Virtuais
	Versão espacial
	Versão material
	Formulação quasi-estática

	Método dos Elementos Finitos
	Formulação integral do problema
	Discretização espacial 
	Discretização temporal
	Método de Newton-Raphson
	Pseudo-código do Método dos Elementos Finitos

	Conclusões

	Modelos Multi-Escala
	Elemento de Volume Representativo
	Modelo
	Homogeneização

	Formulação variacional
	Aplicação do gradiente de deformação macroscópico ao RVE
	Deslocamentos admissíveis no RVE
	Equilíbrio no RVE
	Homogeneização das tensões
	Princípio de Hill-Mandel
	Equilíbrio microscópico

	Condições de fronteira
	Hipótese de Taylor
	Condição de fronteira linear
	Condição de fronteira periódica
	Tração uniforme na fronteira

	Aproximação numérica
	Discretização temporal
	Discretização espacial
	Condição de fronteira linear
	Condição de fronteira periódica
	Tração uniforme na fronteira
	Discretização do tensor das tensões homogeneizado
	Pseudo-código do programa MSP

	Conclusões

	Fratura dúctil a várias escalas
	Aspetos fenomenológicos
	Mecanismos microscópicos
	Evidências macroscópicas

	Critérios de cedência
	Modelo de Gurson
	Modelo de Gurson-Tvergaard-Needleman
	Modelo de Golaganu-Leblond-Deveaux
	Modelo de Madou-Leblond
	Modelo Variacional Modificado
	Comparação entre os vários critérios de cedência

	Conclusões

	Determinação das propriedades elásticas efetivas
	Lei de Hooke
	Materiais ortotrópicos
	Materiais transversalmente isotrópicos
	Materiais isotrópicos

	Métodos analíticos
	Solução exata

	Métodos estocásticos
	Métodos numéricos
	Geometria do RVE
	Propriedades da matriz
	Determinação das constantes elásticas

	Resultados obtidos
	Análise de resultados
	Malha refinada
	Resultados obtidos

	Conclusões

	Análise do início da cedência plástica em materiais dúcteis
	Vazio cilíndrico
	Modelação 2D do problema
	Estabelecimento do critério de cedência macroscópica
	Curvas de cedência
	Análise de resultados
	Malha refinada
	Modelação 3D do problema
	Resultados obtidos
	Análise de resultados

	Vazio elipsoidal
	Modelação 3D do problema
	Curvas de cedência
	Análise de resultados
	Refinamento da discretização `pseudo-temporal'
	Estudo preliminar da resposta do material em regime de compressão

	Conclusões

	Conclusões gerais e perspetivas de trabalhos futuros
	Perspetivas de trabalhos futuros

	Parâmetros do critério Golaganu-Leblond-Deveaux
	Parâmetros do critério Madou-Leblond
	Parâmetros geométricos
	Constante L
	Constante Q

	Modelo `Variacional': cálculo do tensor microestrutural
	Problema de Eshelby: inclusão elipsoidal
	Elipsoide genérico
	Esferoide
	Esfera

	Lei de Hooke na forma matricial: Notação de Voigt
	Notação de Voigt
	Representação vetorial dos tensores de deformação e tensão

	Lei de Hooke na forma matricial
	Constantes elásticas

	Decomposição espectral
	Cálculo dos valores próprios
	Cálculo dos vetores próprios
	Cálculo das eigenprojections

	Estudo preliminar da evolução do primeiro tensor de  Piola-Kirchhoff
	Vazio cilíndrico
	Análise de resultados

	Vazio esférico
	Análise de resultados

	Conclusões

	Referências 2

