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Resumo

O objetivo deste trabalho é o estudo do crescimento enddégeno numa economia
em que este decorre da investigacao concretizada em inovacao horizontal e vertical,
em interligacdo com a acumulacao de capital fisico, revelando assim dinamicas de
transigao ricas a varios niveis. Para este fim, usamos o modelo de Gil (2013), para
o qual fazemos o estudo analitico da dinamica local e simulagoes numéricas. Em
Gil (2013) apenas é realizado o estudo do equilibrio dindmico de longo-prazo. Este
modelo representa uma extensao de Gil et al. (2013) ao qual se acrescenta uma nova
variavel endogena, o capital fisico. Esta alteracao origina um sistema dinamico tridi-
mensional. Uma vez que se trata de um sistema nao linear, este ¢ analisado através
de linearizagao, com o intuito de compreender as propriedades da convergéncia e
estabilidade. Através do estudo analitico do modelo, constatamos que a existéncia
de pelo menos uma dimensao estavel nao esta garantida para o caso geral. Deste
modo, definimos condicoes analiticas suficientes para que tal se verifique. A abor-
dagem numérica realizada assenta nos resultados analiticos obtidos e ilustra, para
melhor interpretacao econdmica, a dinamica de transigao para valores plausiveis dos
parametros. Constatamos que a endogeneizacao do processo de acumulagao de ca-
pital se traduz em dinamicas de transicao mais ricas que no modelo de base, em Gil

et al. (2013), em particular da taxa de crescimento do produto.

Palavras-chave: crescimento endégeno, conhecimento tecnolégico, capital fisico,

dinamica das empresas, dinamica de transicao nao-mondétona.
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Abstract

The aim of this thesis is the study of endogenous growth in an economy where it
results from R&D activities, materialized in horizontal and vertical innovation. This
study explores the interrelation between the two types of innovation and physical ca-
pital, revealing rich transitional dynamics at several levels. To this purpose, we use
Gil (2013) model, which we analytically study the local dynamics and do numerical
simulations. Gil (2013) only performs the study of the steady state. This model
represents an extension of Gil et al. (2013) model to which it introduces a new en-
dogenous variable, physical capital. This modification produces a three-dimensional
system. Since this is a non-linear system, it’s analyzed by linearization, in order
to understand the stability and convergence properties. By the analytical study we
found that, in gereral, the existence of at least one stable dimension isn’t guaran-
teed. Thus, we determine analytical sufficient conditions so it can be guaranteed.
The numerical approach performed is based on the analytical results obtained and
shows, for better economic analysis, the transitional dynamics for plausible values
of the parameters. We find that the endogenization of physical capital accumula-
tion process translates in richer transitions than the base model Gil et al. (2013),

specially the economic growth rate dynamics.

Keywords: endogenous growth, technological knowledge, physical capital, firm

dynamics, non-monotonic transitional dynamics

JEL Classification: 041, D43, L16
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Capitulo 1

Introducao

A motivacao para este trabalho resulta da importancia do crescimento econémico
e do seu estudo, nomeadamente no que respeita as explicagoes conseguidas para as
diferencas entre paises e os determinantes do crescimento no longo-prazo. Para tal,
a construcao de modelos matematicos é uma importante ferramenta para retirar

conclusoes neste contexto. Como afirma Fisher (1925):

“The economic world is a misty region. The first explorers used unaided
vision. Mathematics is a lantern by which what before was dimly visible
now looms up in firm, bold outlines. The old phantasmagoria disappear.

We see better. We also see further.”

Aliar uma importante ferramenta metodoldgica, como a modelacao, a um tema
interessante e de grande importancia como o crescimento econémico, mais especifi-
camente o crescimento enddégeno, torna este trabalho desafiante e motivador.

Os modelos econdémicos, em particular os analiticos, representam uma simpli-
ficagdo cujo objetivo é compreender a complexidade da realidade através de um
conjunto de varidveis explicativas. Sendo uma simplificacao, os modelos nao sao
extensivos de forma a explicar toda a realidade. A sua representacao estd sujeita a
pressupostos simplificadores e a sua interpretacao tem limitagoes. Uma vez que a
solucao do modelo pode nao ser a solucao do problema que motivou a sua construcao,
a sua interpretacao exige algumas reservas. Existe a necessidade de compreender o
que escapa a conce¢ao do modelo. Apesar das suas limitagoes, os modelos analiticos
sao uma importante ferramenta metodolégica em economia, e em particular no es-
tudo do crescimento econémico.

O estudo da dinamica de modelos de crescimento econémico nem sempre foi
considerado relevante, privilegiando-se a andlise da estatica comparativa e as pro-

priedades de equilibrio. No entanto, durante a tltima década o estudo da dinamica
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tem ganho cada vez mais importancia. O estudo da dinamica é particularmente
relevante uma vez que, empiricamente, a transicao para o equilibrio pode ser um
processo longo. Assim como o estado mais frequente de uma economia nao é no
ponto de equilibrio, devido aos varios choques que a afetam.

Os conceitos de Teoria Qualitativa utilizados de seguida podem ser encontrados
com mais detalhe em Zhang (2005). Podemos interpretar o conceito da dinamica
como o comportamento de uma ou mais varidaveis de estado ao longo do tempo.
Na formulagado em tempo continuo (a mais habitual na literatura do crescimento
econdémico), este comportamento é representado por equagoes diferenciais; caso a
dinamica seja representada por 2 ou mais equagoes, representando a evolucao de
duas ou mais variaveis, entao denominamos o sistema que a caracteriza de multidi-
mensional. Apesar do estudo deste comportamento poder ser realizado no sentido
crescente ou decrescente do tempo, a grande maioria dos economistas analisa o
comportamento das varidveis explicativas durante a convergéncia para o ponto de
equilibrio, no sentido crescente do tempo (futuro). O ponto de equilibrio repre-
senta uma solugao que permanece inalterada ao longo do tempo. Trata-se assim de
uma solugao de longo prazo. Este pode ser localmente assimptoticamente estavel,
atraindo todos os estados iniciais proximos, ou instavel, indicando a existéncia de
pelo menos um estado inicial que nao se aproxima do equilibrio.

De forma a poder analisar sistemas dinamicos representados por equagoes nao
lineares, o método mais frequentemente utilizado em modelacao é a linearizagao.
Esta é fundamentada pelo teorema de Hartman-Grobman segundo o qual, caso o
ponto de equilibrio seja hiperbdlico, localmente perto do equilibrio as solugoes do
sistema de equacOes diferenciais nao lineares sao semelhantes as solugoes da sua
linearizacao.

Tirando partido deste teorema, o sistema linear pode ser estudado como apro-
ximacao local do sistema original nao linear perto do equilibrio. O espago estavel do
sistema linear serd uma boa aproximacao local da variedade estavel para a dinamica
nao linear. A variedade estavel representa o conjunto de estados iniciais que na
realidade convergem para o equilibrio.

Tratando-se de uma aproximacao, o uso da linearizagao implica que existira
sempre um erro. Caso o erro seja quantitativo e nao qualitativo, este pode nao
ser relevante para a correta interpretacao dos resultados do modelo. Com o obje-
tivo de estudar a relevancia dos erros de linearizagao para o caso particular de um
modelo, Atolia et al. (2010) estudam a dinamica de duas variagoes desse modelo
apos um choque moderado e um intenso. Posteriormente comparam os resultados

com os obtidos através de uma técnica de andlise numérica denominada backward
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integration. Uma vez que a solugao obtida por simulagao numérica é mais precisa,
os autores consideram que a diferenca de resultados entre as duas técnicas expressa
o erro associado a linearizacao. Atolia et al. (2010) concluem que o aumento de
intensidade do choque provoca um aumento dos erros da linearizagao, tornando-os
mais persistentes no tempo. Apesar disso, os autores defendem a utilidade da line-
arizacao, particularmente se os choques considerados forem moderados e o foco da
analise for o longo-prazo, onde a trajetéria obtida por linearizacao é mais préxima
do caso nao linear.

O trabalho que se segue debruca-se sobre modelos de crescimento endégeno base-
ados em atividades de investigacao e desenvolvimento (I&D), em que o crescimento
de longo-prazo ¢é explicado pelo proprio modelo tendo como motor o progresso tec-
nolégico gerado no setor de I&D. Sera baseado no modelo de crescimento endégeno
com dois tipos de I&D (vertical e horizontal) estudado por Gil et al. (2013), acres-
centado de acumulag@o de capital fisico como em Gil (2013).

O objetivo e contributo deste trabalho passa pelo estudo analitico da dinamica
local desse modelo, cujo sistema dinamico auténomo é tridimensional, e pela respe-
tiva ilustracao numérica sustentada pelos resultados analiticos obtidos.

O propdsito da investigacao que define este trabalho é o de contribuir para uma
melhor compreensao dos mecanismos de crescimento endogeno através da descricao
da dinamica local de um modelo. O modelo escolhido, por representar uma mo-
delagao nao trivial, é o desenvolvido por Gil (2013).

Dessa forma, é um objetivo intermédio deste trabalho procurar respostas a um
conjunto de questoes: 1) Existe a possibilidade de, dependendo da escolha de valo-
res para alguns parametros, estes afetarem o equilibrio de longo-prazo ou as carac-
teristicas da dinamica do modelo?; 2) As velocidades de transigao para o equilibrio
de longo-prazo sao idénticas para todas as varidveis e constantes no tempo?; 3)
A convergéncia para o equilibrio processa-se sempre de forma mondtona ou existe
possibilidade de convergéncia nao monotona, possivelmente com overshooting, ou
oscilatdria, mesmo no caso de uma versao linearizada do sistema dinamico?; 4)
Como se comporta a dimensao média das empresas, aferida pelo stock de capital por
empresa, no processo de convergéncia?

Veremos de seguida que, na generalidade e dependendo dos valores dos parametros,
¢é possivel que nao exista qualquer trajetéria convergente para o equilibrio. Caso
a convergencia seja possivel, constataremos a possibilidade de um ajustamento
monotono ou nao monotono, em particular com overshooting ou undershooting, das
principais variaveis endégenas do modelo, dependendo da situacao inicial da econo-

mia. Este resultado representa um dos principais contributos associados ao modelo
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Gil (2013), visto que permite explicar, em particular, o comportamento nao linear
da taxa de crescimento do produto, verificado empiricamente, assim como enunciar
concretamente quais as caracteristicas iniciais da economia que se encontrarao na
origem dos diferentes tipos possiveis de ajustamento para o equilibrio de longo-prazo.
Os restantes resultados obtidos encontram-se descritos no Capitulo 7, referente as
conclusoes.

O presente trabalho encontra-se organizado da seguinte forma: no Capitulo
2, realizamos uma breve revisao de literatura focada nos modelos de crescimento
enddgeno e no estudo da dinamica; no Capitulo 3, apresentamos o modelo Gil (2013)
que servira de base para o restante trabalho; no Capitulo 4, apresentamos os resul-
tados analiticos obtidos através do estudo analitico da dinamica local do modelo;
no Capitulo 5, realizamos um estudo numérico ilustrativo, sustentado nos resulta-
dos analiticos obtidos; no Capitulo 6, apresentamos uma interpretacao econémica
alternativa para o estudo numérico do capitulo anterior; no Capitulo 7, sumariamos

as conclusoes obtidas, dando uma perspetiva global do trabalho.



Capitulo 2
Revisao da literatura

Os modelos de crescimento endégeno procuram ultrapassar uma forte limitagao en-
contrada, por exemplo, em modelos como os de Solow (1956) ou Cass (1965) e
Koopmans (1965). Nestes modelos, o crescimento de longo-prazo ¢ determinado
pelo crescimento do progresso tecnologico e este processo é encarado como exdgeno
ao proéprio modelo, tornando-os incapazes de compreender os fundamentos que ex-
plicam o progresso tecnologico e consequentemente o crescimento de longo-prazo
(Barro e Sala-i-Martin, 2004). O foco deste trabalho serdo os modelos de cresci-
mento enddgeno em que o progresso tecnoldgico surge de um esforco de investigacgao,
no setor de I&D, feito pelas empresas que desejam entrar no mercado. Estas sao
incentivadas pela expectativa de rendas monopolistas, assim que do seu esforco surja
um novo produto (Barro e Sala-i-Martin, 2004).

Duas formas de inovagao sao usualmente consideradas neste tipo de modelos:
horizontal ou vertical. A inovacao horizontal resulta numa expansao do niimero de
variedades de produtos. Cada novo produto nao é substituto perfeito nem comple-
mentar de um ja existente, gerando assim uma nova industria, seguindo o conceito
de Romer (1990). Neste caso, o nimero de industrias ou de produtos de uma eco-
nomia pode ser encarado como uma medida do grau de especializacao dos fatores
utilizados na producdo por uma empresa (Barro e Sala-i-Martin, 2004). A inovagao
vertical resulta da criacao de um produto de qualidade superior, tornando o ante-
rior obsoleto dado serem substitutos perfeitos. Descrevem assim, consoante Aghion
e Howitt (1992), o conceito Schumpeteriano de destruicao criativa.

Para que surja uma inovagao, as empresas necessitam alocar recursos a inves-
tigagao; contudo, esta alocagao s6 ocorre se existir um incentivo. Os modelos de
inovacao horizontal assumem tipicamente que, apds uma invencao, existe um direito
monopolista perpétuo sobre a producao deste, por exemplo por via de concessao de

uma patente perpétua. Os modelos que consideram inovacao vertical assumem tipi-
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camente que, na sequéncia deste tipo de inovacao, a empresa que inventou o produto
de qualidade superior possui também o direito monopolista sobre a sua producao,
por exemplo por via da concessao de uma patente; no entanto, o monopdélio nao sera
perpétuo, terminando no momento em que ocorra a proxima inovagao que torne o
produto do monopolista incumbente obsoleto.

Posto isto, em ambos os modelos as empresas vao decidir investigar caso con-
siderem que o valor atualizado dos rendimentos futuros, provenientes das rendas
monopolistas, supera as despesas presentes em investigagao (Barro e Sala-i-Martin,
2004).

Alguns destes modelos, como os de Aghion e Howitt (1992) ou Romer (1990),
concluem que o crescimento econémico depende positivamente do tamanho da po-
pulacao ou da quantidade de trabalho alocada ao setor de investigacao. Este re-
sultado denomina-se efeitos de escala sobre o crescimento, existindo controvérsia
quanto a sua validade empirica. Constatando este facto, Jones (1995) desenvolveu
um modelo mantendo a estrutura bdasica dos anteriores (dado considerar que pos-
suem fortes fundamentos microeconémicos), mas eliminando os efeitos de escala. O
autor classifica-o como um modelo de crescimento semi-enddégeno, porque, apesar
do motor do crescimento ser o progresso tecnoldgico que resulta de um esfor¢co em
investigacao, o modelo prevé que o crescimento de longo-prazo é determinado por
variaveis exogenas ou parametros nao sensiveis a acoes de politica de incentivo a
I&D, como a taxa de crescimento da populacao ou o grau de externalidades da
investigacao.

Eicher e Turnovsky (2001) analisaram um modelo baseado em Jones (1995) mas
caracterizado por um sistema dinamico de dimensao superior, resolvido na perspe-
tiva do planeador central. Os autores consideram a alocacao de trabalho entre varios
setores e a taxa de juro também enddgenas, assim como a acumulacao de capital
e de tecnologia. O aumento de dimensao do sistema dinamico (para dimensao 4)
permite que a variedade estével se torne multidimensional (dimenséao 2). Neste con-
texto, os autores concluem que a velocidade de convergéncia nao sera constante no
tempo nem igual para todas as variaveis enddgenas, compatibilizando assim a teoria
com os factos empiricos conhecidos sobre a dinamica de transicao das economias.
No seu modelo, Eicher e Turnovsky (2001) analisam a dinamica de ajustamento
como ainda nao tinha sido feito em modelos sem efeitos de escala. Considerando
diferentes tipos de choque de produtividade, recorrem a simulagdo numérica para
proceder a andlise da dinamica multidimensional numa versao linearizada do sis-
tema dinamico. O modelo atende a possibilidade de alteracao na monotonia da

convergéncia e compatibiliza o crescimento com varias estruturas produtivas, nao
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sendo necesséario considerar rendimentos constantes a escala na producao. Também
relevante é a possibilidade de ajustamentos assimétricos na sequéncia de choques
contrarios mas de igual dimensao, considerada por Eicher e Turnovsky (2001). Es-
tas consideragoes resultam do aumento de dimensao do sistema dinamico. Arnold
(2006) faz um estudo analitico sobre a dindmica de transi¢do do modelo de Jones
(1995) considerando um sistema dinamico de dimensdo 4, mas na perspetiva do
equilibrio descentralizado. O autor constata que a variedade estavel tem dimensao
2 como haviam afirmado Eicher e Turnovsky (2001). Observa também que para os
valores de parametros mais plausiveis, a transicao para o equilibrio é monétona. No
entanto, o autor prova que também ¢é possivel a existéncia de transigao oscilatéria
através de ilustragoes geradas por simulacao numérica.

Um exemplo andlogo é o artigo de Brito e Dixon (2009) no qual foi analisada
a dinamica de uma generalizacdo do modelo de Ramsey (1928), acrescentando a
entrada e o nimero de empresas na economia como variaveis endégenas. Nao se
tratando de um modelo de crescimento enddégeno, é representado por um sistema
dinamico de dimensao 4 com uma variedade estavel de dimensao 2, a semelhanca
do modelo de Eicher e Turnovsky (2001). Em Brito e Dixon (2009), a decisao de
uma empresa entrar no mercado decorre de um processo de otimizacao intertem-
poral. As empresas consideram o valor atualizado dos lucros futuros auferidos pelo
incumbente e comparam com o custo de entrada no presente. Dado a decisao nao se
prender exclusivamente com os lucros presentes, os autores observam que uma em-
presa pode decidir entrar mesmo que estes sejam negativos desde que antecipe que
eventualmente subam no futuro. Este artigo apresenta um importante contributo
em termos de estudo integralmente analitico do seu sistema dinamico multidimensi-
onal, ao contrério de Eicher e Turnovsky (2001), cujo estudo da dindmica é essenci-
almente numérico. Em particular, Brito e Dixon (2009) caracterizam analiticamente
as condicoes iniciais que determinam trajetérias de transigao nao mondtonas para o
equilibrio numa versao linearizada do sistema dinamico.

Arnold e Kornprobst (2008) fazem um estudo analitico de uma altera¢ao do
modelo de Romer (1990). Os autores substituem a inovagao horizontal nesse modelo
pela inovacao vertical, representada pelo acréscimo de qualidade segundo Grossman
e Helpman (1991). Os autores mostram que os valores dos parametros para os quais
existe um ponto de equilibrio podem ser divididos em 2 subespagos. Um destes
apresenta uma variedade estavel de dimensao 2, enquanto o outro é caracterizado por
instabilidade ou pela indeterminacao local do equilibrio. Os autores alertam para a
possibilidade de existéncia de uma bifurcagao de Hopf. Este tipo de bifurcacao ocorre

quando os valores préprios complexos cruzam o eixo imaginario. Nessa situagao,



CAPITULO 2. REVISAO DA LITERATURA

nao estao reunidas as condigoes para a aplicacao do teorema de Hartman-Grobman,
nao sendo possivel utilizar a linearizacao como metodologia de andlise. A dinamica
observada nesta variagao do modelo nao é observada nos modelos originais de Romer
(1990) e Grossman e Helpman (1991).

Eliasson e Turnovsky (2004) analisam um modelo de crescimento endégeno re-
presentativo de uma pequena economia aberta com a dotacao de um recurso re-
novavel. Verificam que, se esta nao possuisse o recurso, a taxa de crescimento em
equilibrio de longo-prazo para essa economia seria superior. Os autores fazem um
estudo essencialmente analitico e analisam a dinamica apds a aplicagao de alguns
choques. Apesar da relacao negativa de longo prazo entre a dotacao do recurso e o
crescimento econdémico, um choque provocado por um aumento do stock do recurso
gera provavelmente um aumento de crescimento de curto-prazo, verificando-se um
comportamento nao monoétono da taxa de crescimento da economia. O sistema que
representa a dinamica deste modelo é tridimensional, sendo que existe apenas uma
trajetoria estavel que representa o subespaco estavel, de dimensao 1, associado ao
valor préprio negativo.

Sequeira (2011) apresenta outro exemplo metodolégico da andlise, em economia,
de um sistema dinamico de dimensao 4. O autor analisa uma vertente de modelos de
crescimento endégeno que consideram simultaneamente como fatores de crescimento
a acumulagao de capital fisico, o capital humano e o setor de 1&D. Adiciona o
efeito de externalidades no setor de 1&D, o que origina o aumento de dimensao do
sistema dinamico, e deriva o equilibrio e as condi¢oes que garantem pelo menos uma
condigao estdavel. Sequeira (2011) observa que para os valores mais provaveis dos
parametros, geralmente usados para calibracao, a variedade estavel é bidimensional
e esta associada a dois valores préprios complexos com parte real negativa. Ou
seja, 0 autor preveé, para esses valores dos parametros, uma trajetéria oscilatéria
(ndo mondtona) até ao equilibrio. No entanto, alerta que nao é possivel excluir
outros cendrios como uma trajetéria mondtona ou instabilidade, gerando ilustragoes
numéricas que o comprovam.

Gomez e Sequeira (2012) analisam a mesma vertente de modelos que Sequeira
(2011). Contudo, consideram a introdugao de dois tipos de externalidades: um
efeito positivo proveniente da I&D e um efeito negativo gerado pela sobreposicao do
esforco de investigacao. Esta alteracao origina um sistema dinamico de dimensao
5. Posteriormente, comparam os resultados com os obtidos através da analise do
mesmo modelo, considerando apenas a existéncia de uma externalidade e no caso de
nao existirem externalidades. Na auséncia de externalidades, os autores conseguem

definir uma condi¢ao necessaria que garante a existéncia de um espago estavel nao
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vazio. No entanto, com o aumento da dimensao do sistema dinamico devido a consi-
deracao de externalidades, os autores apenas conseguem definir condigoes suficientes
para o espaco estavel nao vazio. Deste modo, reflete-se o aumento da complexidade
da analise gerado pelo aumento da dimensao da dinamica. Da mesma forma que em
Sequeira (2011), a situagao de instabilidade nao pode ser afastada.

Todavia, empiricamente, a fracdo do produto destinada a I1&D (denominada in-
tensidade de I&D) e a taxa de crescimento econémico apresentam uma correlagao
negativa ou nao significativa, contrariando as conclusoes a este respeito da litera-
tura central do crescimento enddégeno. Considerando simultaneamente o conceito
de inovagao horizontal e vertical num tnico modelo, Gil et al. (2013) propoem um
modelo de crescimento endégeno com dinamica de transi¢ao, consistente com aquela
evidéncia empirica quer na dtica de séries temporais quer de dados seccionais. O
modelo assume que a alocagao de recursos entre inovacoes estd relacionada com a
divisao de despesa real em investigacao, contrariamente a outros modelos que con-
sideram a divisao entre alocacao de trabalho. Os autores exploram a interligagao
entre os diferentes tipos de inovacao, que possuem influéncias assimétricas no cresci-
mento econémico. Enquanto a inovacao horizontal tem um impacto de um para um
na economia, o impacto da inovacao vertical é amortecido pelo efeito da destruicao
criativa.

Os autores concluem que a fonte tltima de crescimento é o aumento de qualidade
gerado pela inovagao vertical. Contudo, esta nao ocorre se o nimero de variedades
de produtos for muito baixo. Nessa situagao, nao existe possibilidade de crescimento
em equilibrio de longo prazo. Constata-se assim uma complementaridade entre os
dois tipos de inovagao: a inovagao vertical permite a horizontal, mas sé existe um
aumento de qualidade se existir um numero minimo de variedades na economia.
Relevante para estas conclusoes é a condicao de que em equilibrio os dois tipos
de entrada, horizontal ou vertical, possuem o mesmo retorno para uma empresa
que pretenda entrar no mercado. O modelo permite também analisar a relacao
entre a dinamica das empresas e o crescimento. Gil et al. (2013) concluem que a
dimensao das empresas esta positivamente relacionado com o crescimento econémico
ao longo do ajustamento. Estas entram no mercado de forma gradual, conforme os
factos estilizados e contrariamente a modelos em que o ajustamento é instantaneo.
A entrada em grande escala é penalizada pelos custos de ajustamento. De notar
a auséncia de relacao entre os custos fixos de entrada horizontal e o crescimento
econdémico, embora aqueles apresentem uma relacao importante com a dimensao
das empresas.

Em Gil (2013), o modelo de Gil et al. (2013) é extendido com a inclusdo de
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acumulacao de capital fisico. Deste modo, o modelo passa a exibir um sistema
dindmico de dimensao 3, com variedade estavel (possivelmente) bidimensional (como
em Eicher e Turnovsky (2001); Brito e Dixon (2009), e outros). Contudo, em Gil
(2013), apenas é feito o estudo do steady state do modelo.

O modelo que servira de base ao trabalho a desenvolver é Gil (2013). A motivacao
para a andlise de Gil (2013) resulta da exigéncia do estudo analitico de um sistema
tridimensional e do aliciante de poder contribuir de alguma forma para um artigo
cientifico ndo publicado. Nao menos importante o facto de Gil (2013) apresentar um
set-up analitico mais geral relativamente a Eicher e Turnovsky (2001), Jones (1995) e
outros. Concretamente, em Gil (2013) o crescimento enddgeno resulta do esforco de
[&D das empresas e a sua existéncia é independente da dinamica da populagao. Esta
consideracao é mais realista relativamente a modelos cujo crescimento econémico
em equilibrio de longo-prazo apenas existe se existir crescimento da populagao. Do
mesmo modo, o modelo nao considera efeitos de escala, sendo a sua remog¢ao apenas
paramétrica. Assim, a remocao destes efeitos nao altera a dindmica do modelo. Em
contraste, noutros modelos como Eicher e Turnovsky (2001), é a prépria remogao
dos efeitos de escala que gera a dinamica multidimensional.

Devido a sua relevancia para o trabalho a desenvolver, segue-se uma descricao
do modelo Gil (2013).

10



Capitulo 3

O Modelo

Nesta seccao reproduzimos, de uma forma nao exaustiva, o modelo desenvolvido em
Gil (2013). O modelo representa uma economia fechada em que é produzido apenas
um bem final homogéneo, Y. As empresas que produzem este bem utilizam como
fatores de producao a forca de trabalho, L, e um conjunto de N bens intermédios
que se encontram disponiveis num dado instante de tempo na economia. Estas
empresas sao price-takers em todos os mercados e vendem o seu produto a um preco
unitario. Possuem também uma tecnologia de rendimentos constantes a escala. Os
bens intermédios, utilizados como fator de produgao, sao considerados nao duraveis
e sao produzidos utilizando capital fisico. Existe apenas um produtor por cada
bem intermédio, explorando as rendas monopolistas que o incentivaram a inovar
para entrar no mercado. Estes produtores estao sujeitos a uma procura isoelastica
e fixam o preco de forma a maximizarem os seus lucros. Assim sendo, o preco é
um markup sobre o custo marginal, refletindo o poder de mercado que possuem. O
nivel de conhecimento tecnolégico da economia é medido pelo indice de qualidade
agregado, (). Este reflete nao s6 o incremento de qualidade em todas as industrias
de bens intermédios (como resultado de I&D vertical), mas também a entrada de
novas variedades de bens intermédios (como resultado de 1&D horizontal). O total
de lucros e producao no setor intermédio, assim como a produgao do bem final,
apresentam uma relacao linear com este indice.

O modelo considera que as familias apresentam um comportamento semelhante
ao descrito em Ramsey (1928). No entanto, no modelo em andlise supoe-se que a
forca de trabalho, além de exdgena, é constante. A familia é considerada imortal,
englobando varias geragoes. Estas transferem valor entre elas com base no altruismo
(Barro e Sala-i-Martin, 2004). Logo, a geracao presente vai escolher uma trajetéria

de consumo, {C(t),t > 0} que maximize o valor atualizado do somatério de todas
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as utilidades futuras da sua familia, incluindo a presente. Este valor é dado por

U= /Ooo (%) e dt, (3.1)

onde C(t) representa o consumo num dado instante de tempo, p representa a taxa
de desconto intertemporal e 6 o inverso da elasticidade intertemporal de substituicao
do consumo, que se assumem positivos. Podemos interpretar # como a disposicao
das familias em alterar o seu padrao de consumo. Esta disposi¢ao serd tanto maior
quanto menor for § (Barro e Sala-i-Martin, 2004). Por outro lado, as familias estao
sujeitas a uma restricao orcamental. Podem decidir alocar o seu rendimento a con-
sumo ou poupancga, com esta ultima a financiar a acumulacao de capital fisico ou,
alternativamente, as despesas com os dois tipos de I&D. A partir da restricao das

familias, deriva-se a restricao orcamental ao nivel agregado
Y(t) = C(t) + K(t) + R,(t) + Ry(t), (3.2)

sendo K a variacio de capital fisico, R,(t) e Ry(t) as despesas em 1&D vertical e
horizontal, respetivamente.
A trajetoria de consumo étimo segue a equacao de Euler, de forma analoga a
Ramsey (1928),
ci) 1
N\ K) — 3.3
G = @K =), (3.3

em que r representa a taxa de juro real que remunera os ativos financeiros. Em

equilibrio, r(Q, K) = Aa? ( féfz))a_l, sendo A uma constante positiva representa-
tiva da produtividade total dos fatores. Deste modo, constatamos que r depende do
indice agregado de qualidade, @), e do capital fisico, K.

A condicao de transversalidade, que garante também a auséncia de esquemas
Ponzi, segue também a descrigdo de Ramsey (1928). Considerando as varidveis
agregadas K e (), a condicao de transversalidade pode ser escrita como

lim e "C(t)"?[K(t) + CLQ(t)] =0, (3.4)

t—+00

onde ( representa o custo fixo de I&D vertical. Da mesma forma, podemos descrever

a funcao producao agregada como
Y(t)=ALQW]"“K®#)®* , 0<a<1 , (3.5)

em que « representa a elasticidade do produto face o capital.
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O modelo considera simultaneamente dois tipos de 1&D: horizontal e vertical.
Assume que os agentes que realizam os dois tipos de 1&D sao diferentes e que a I&D é
efetuada por empresas que tencionam entrar no mercado. Logo, ap6s uma inovagao,
uma nova empresa sera criada e entrard num mercado novo ou ja existente, conforme
o tipo de inovacao realizada. Considera também que existe concorréncia perfeita
entre os potenciais entrantes e liberdade de entrada no setor de 1&D. As empresas
decidem investir em I&D, de forma a entrar no mercado, caso o valor atualizado da
incumbéncia supere os custos de entrada. Em equilibrio estes serao iguais. Uma vez
que, no contexto deste modelo, estamos interessados numa situacao de equilibrio
em que existem os dois tipos de inovacao, os dois tipos de entrada, horizontal e
vertical, deverao gerar o mesmo retorno esperado. Desta forma, os agentes sao
indiferentes em relacao ao tipo de inovacao a desenvolver. Esta condicao de nao
arbitragem implicarda que o custo total de entrada horizontal e o custo médio de
entrada vertical sejam idénticos.

O indice de qualidade de um bem intermédio presente na economia num dado
momento de tempo, denotado por ¢(j), estd indexado a j que representa o nivel
de qualidade dos bens intermédios. O modelo considera que este indice segue um
processo de Poisson. Assim, a taxa de chegada de uma nova inovagao vertical,
definida por I(j), é determinada endogenamente e depende da despesa efetuada
num determinado instante de tempo neste tipo de 1&D, R,(j), e da produtividade
da I&D medida pelo fator ®(j)

1(j) = Ru(j) - (j)- (3.6)

A produtividade da I&D, é representada por

1

o(j) = CL)\I—%‘*Q(J')’

(3.7)
sendo A > 1 o salto de qualidade que ocorre quando se inova verticalmente. Deste
modo, ® varia inversamente com: custo fixo de entrada vertical, (; dimensao da
economia, medida pela forca de trabalho, L; presente nivel de qualidade dos bens
intermédios, representado por ¢(j). Permite assim ultrapassar a questao dos efeitos
de escala no crescimento, uma vez que o beneficio que uma economia com maior
populacao poderia ter é diluido pela dependéncia negativa do fator de produtividade
de I&D relativamente a L. Por seu turno, a relagdo deste fator com o nivel de
qualidade dos bens intermédios expressa a dificuldade crescente em inovar a medida
que se sobe na escada de qualidade.

Uma vez que a [&D e a acumulagao de capital representam ambas alternativas ao
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consumo, estas devem gerar o mesmo retorno real, . Denotando o valor atualizado

da incumbeéncia por V, a livre entrada via inovagao vertical exige

VEi+1)-1() = Ru(j)-
Obtém-se em Gil (2013) a condi¢ao de nao arbitragem de 1&D vertical

Wok?(t)a
€ Y

r(t)+I1(t) =

_ K(@)
. o LQ(t) o
nolégico. Esta implica que a taxa de chegada de uma inovacao vertical é simétrica

em que mp = Aa(l — «) e k(t)

, sendo k o stock de capital por stock tec-

para todas as industrias, I(t). Recordando a expressao de 7(Q, K) = r(k) e substi-

tuindo na condicao anterior obtemos

Wok(t)a
¢

Wok(t)a

APkt 4+ I(t) = < I(k) = — Ak ()1
Relativamente a I&D horizontal, o modelo considera que o ntmero de novas

entradas horizontais de bens intermédios num dado momento de tempo,

_ Ru(t)

N =25

(3.8)

é crescente com a despesa efetuada em I&D horizontal, denotado por Ry(t), e de-
crescente com o custo de entrada horizontal, denotado por n. Por sua vez, considera
que o custo de entrada horizontal é crescente com o nimero de variedades de bens
intermédios existentes, funcionando na pratica como uma barreira a entrada. E
também crescente com o numero de novas entradas horizontais a cada instante, o
que induz que novas variedades entrem no mercado de forma gradual. Esta relacao

expressa-se coimo

n(t) = oN(1)7 - N(t)", (3.9)
sendo que 7, ¢ e o sao parametros positivos. Assume-se que a variedade de bem

intermédio criada pelo inovador possui a qualidade média das variedades existentes,

Q@
dw = wa-

A livre entrada neste tipo de I&D exige

N -V(q) = Ry & V(q) = n(t).
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Em Gil (2013), obtém-se a condi¢ao de nao arbitragem de 1&D horizontal
r(t)+I(t) = —=

sendo 7(t) = mo - L - k(t)* - q(t) o lucro médio do monopolista.
A condicao de nao arbitragem entre os dois tipos de 1&D, referida anteriormente,
é obtida igualando a taxa de retorno efetiva, r(t) + I(t), das diferentes inovagoes
mok(t)*  7(t)

=T e L =),

e iguala o custo médio de entrada vertical ao custo total de entrada horizontal.
Esta condic¢ao pode ser reescrita da seguinte forma recorrendo a taxa de entrada

horizontal, z, tal que

N(t) =z (Q(t), N(t)) - N(1), (3.10)
em que .\
2(Q,N) = (%) ToiN (), (3.11)

Daqui, observa-se que a taxa de entrada horizontal x, depende positivamente do
indice agregado de qualidade, @), e negativamente do niimero de variedades existen-
tes, N (refletindo a barreira a entrada enunciada anteriormente).

Existe também uma segunda interagao entre os dois tipos de entrada. Neste caso,
entre o numero de variedades e a taxa de crescimento do indice agregado, expressa
por

Q(t) = [I()= +2(Q(1), N(1))] - Q(t), (3.12)

em que = = ATa — 1 representa o beneficio resultante do aumento de qualidade.
O equilibrio geral dinamico do modelo exige que os consumidores e produtores
de bens intermédios e finais escolham o comportamento 6timo. Desta forma irao
maximizar a sua utilidade ou lucros, consoante o objetivo. Exige também que sejam
cumpridas as condigoes que garantem a livre entrada nos dois tipos de 1&D, assim
como a condi¢ao que garante que estas proporcionarao o mesmo lucro aos agentes
que ponderam entrar no mercado. Todas estas exigéncias foram mencionadas ante-
riormente, logo podemos descrevé-las através de um sistema dinamico constituido
pelas equagoes (3.3), (3.10), (3.12) e
C(t)

K(t) = LQ(1) (Ak‘(t)“ ~ oW C(Qt), N(t)) — I(t) ¢ Alf") : (3.13)
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A equagao (3.13) é derivada da restrigao orcamental agregada, substituindo (3.5),
(3.6) e (3.8) em (3.2), resolvendo em ordem a K e usando (3.11). Recorde-se ainda
que a condicdo de transversalidade (3.4) tem de ser verificada.

Considerando z(t) = %, que representa o consumo por stock tecnolégico,
assim como as varidveis z e k e r(t) = r(k) e I(t) = I(k) (como visto acima), o

sistema anterior pode ser expresso de forma equivalente como

= _](k)-E%—(%—I—l)x]x

! :- %(mk)—p)—z-f(k)—x] . (3.14)

. 1 o
i = E(Aka—z—gx—mm I(k)) —E-I(k)—a:} k
\ L

O sistema (3.14) descreve a evolucao das varidveis econdémicas ao longo do tempo.
Este sistema dinamico envolve as duas variaveis de estado, = e k, e uma variavel
transformada da variavel de controlo, z, associada ao consumo. Este sistema sera
o ponto de partida para o estudo da dinamica (local) neste trabalho, permitindo a

descri¢ao do comportamento (local) das variaveis de estado em varios cenérios.
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Capitulo 4
Estudo analitico

No presente capitulo desenvolvemos, tanto quanto possivel, o estudo analitico do
modelo representado pelo sistema de equagoes diferenciais (3.14). Os resultados
obtidos, para além da descricao rigorosa do comportamento das variaveis de estado,
dao sustentacao tedrica ao estudo numérico do Capitulo 5.

Nos casos em que nao for possivel obter resultados gerais, serao fixados valores
para alguns parametros, seguindo a literatura existente (por exemplo, Barro e Sala-
i-Martin, 2004).

Em particular, o parametro «, representativo da elasticidade do produto face ao
capital assume tipicamente valores entre 0,3 e 0,4 enquanto que A\, representativo
do salto de qualidade que ocorre quando se inova verticalmente, assume geralmente
valores entre 1,5 e 3. O valor de A vai determinar o caracter drastico da inovagao
vertical.

No modelo Gil (2013) a inovagao vertical é considerada dréstica. Nesse sentido,
assim que surja um bem intermédio de qualidade superior, o bem de menor quali-
dade torna-se instantaneamente obsoleto. No entanto, existem modelos em que o
bem de qualidade inferior permanece no mercado apds uma inovagao, competindo e
condicionando a estratégia de prego do inovador.

Em concreto, com A < 1/a, os produdores de um bem intermédio de quali-
dade inferior mantém-se no mercado, competindo com o bem de qualidade superior.
Desta forma, o inovador é condicionado pela presenca de um concorrente, tendo de
definir uma estratégia de preco limite de modo a eliminar a concorréncia e tornar-
se monopolista. A situagao de charneira ocorre quando A = 1/a. Neste caso, os
produtores de bem final sao indiferentes em relacao as duas alternativas do bem
intermédio presentes no mercado, optando pelo bem de qualidade superior. Assim,
no momento em que ocorre a inovagao, o bem de qualidade inferior torna-se obsoleto

e deixa de ser um concorrente para o inovador que se torna monopolista (Li, 2001).
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4.1. EQUILIBRIO CAPITULO 4. ESTUDO ANALITICO

Apesar das varias pistas empiricas existentes, em relacao a ~, o, ( ou ¢ apenas
podemos afirmar que sao positivos. Assim, na impossibilidade de obter resultados
gerais, assumimos « = 1/3 seguindo a abordagem geralmente utilizada na literatura
de crescimento econémico. Adicionalmente, sempre que pertinente, serda assumido
para A a situagao charneira A = 1/«, dado o cardcter drastico da inovagao em Gil
(2013).

O estudo analitico do modelo encontra-se organizado da seguinte forma: na
Seccao 4.1 sao analisadas as propriedades do equilibrio geral dindmico de longo-
prazo; na Seccao 4.2 é realizado o estudo qualitativo da dinamica local através da
linearizacao do sistema original, assumindo que o ponto de equilibrio do modelo é
hiperbdlico; para melhor exposicao, a hiperbolicidade do equilibrio é analisada na

Seccao 4.3.

4.1 Equilibrio

Nesta sec¢ao, sao analisadas as propriedades do equilibrio geral dinamico de longo-
prazo do modelo. No contexto do modelo apenas sao economicamente relevantes
os equilibrios interiores, ou seja, aqueles em que nenhuma variavel endégena seja
nula. O modelo possui a particularidade de o equilibrio se definir implicitamente,
nao sendo possivel a sua representacao analitica. KEsta caracteristica representa
um obstaculo no desenvolvimento do estudo analitico. Contudo, de acordo com
Gil (2013), a resolugao analitica permite obter a expressao de z* assim como duas

expressoes que definem a varidavel x* em funcao de k*.

Lema 4.1. O equilibrio interior geral dinamico de longo-prazo (steady state) do

modelo é um estado (x*,k*, z*) onde

2= A(k*)* — {1+A1°‘a (027)1 (o — (o + 7+ D"k, (4.1)
e x* e k* satisfazem
A Qka—l _
r = fi(k) = M% (4.2)
xr = f2<k) = ﬁ (ﬂ'oka — CAO(2]€0171) . (43)

Demonstra¢ao. O equilibrio do modelo é solugao do seguinte sistema de equagoes
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4.1. EQUILIBRIO CAPITULO 4. ESTUDO ANALITICO

algébricas:

| [1 (ke — 2 — o —Am (k) —=1(k) — <] k=0,

Os equilibrios interiores sao solugao de:

Lr(k) — p) — EI(k) —2 =0 (4.4)

| 1 <Ak‘" (o CA%J(W _EI(k) —x =0,
Da tltima equacao, vem o valor de z* como funcao dos valores de =* e k*:
AR — 25 — (a* — AT (k) — K EI(KY) — k2 =0
& 2 = AR — (ot — O (k) — K EI(EY) — Ko

Resolvendo a 1° equagao em ordem a I (k) e substituindo na 2 e na tltima, obtemos

(4.1) e:

—_
—
—

%@(k)—p)—z(””) )

Dado r(k), I(k) e m definidos no capitulo anterior e resolvendo as duas primeiras

equagoes em ordem a z, obtemos (4.2) e (4.3). O
Pressuposto 4.2. p < Aa? (f_—aa)a_l

Proposicao 4.3. Considerando o Pressuposto 4.2, o modelo possui pelo menos um

equilibrio interior tal que k €|kmin; kmax| onde

ol
TN
Q
ol
3
)
8
|
VS
o)
N——
D

(4.5)

min —



4.1. EQUILIBRIO CAPITULO 4. ESTUDO ANALITICO

Demonstracao. A intersegao de (4.2) e (4.3) permite obter os pontos (k*;x*) que
representam, respetivamente, os valores de k e z em equilibrio. Substituindo estes
em (4.1) obtemos o estado das varidveis em equilibrio.

De acordo com o Lema 4.4, fi(k) decresce enquanto fo(k) cresce com k. Vendo,
do Lema 4.5, que fi(k) tem um limite inferior negativo quando k — +o00 e que
fa(k) cresce indefinidamente, os gréficos de f; e fy intersetam-se pelo menos uma
vez. Donde, fi(k) = fo(k) possui pelo menos uma solugdo. No entanto, essa solugao
apenas ¢ economicamente relevante no contexto deste modelo se a taxa de entrada
horizontal for positiva em equilibrio (z* > 0). Tal acontece se f(k) se torna positivo

antes de f,(k) se tornar negativo. Seja ki, tal que fa(kpmin) = 0. Temos:

Ca

_a'

f2(k) =0 & mok — (A = 0 & kpin =

Substituindo k = kyn, em (4.2) obtemos:

_ Aa? (S ot p
fl(kmzn) - (1706)
O(c +v+1)

9

onde fi(kmin) > 0 segue do Pressuposto 4.2. Dado que o equilibrio ocorre para
fi(k) > 0, e dado que f,(k) é decrescente, o valor kpe tal que fi(kmaz) = O
estabelece um limite superior para o intervalo dos valores de k de equilibrio. Assim,

temos:

_ Aa’kel —p _ P \a-t
kmar) =0 ——— =05 ko = ( —— .
filkimaz) Olc+v+1) <Aa2>

Lema 4.4. As funcoes f1 e fo s@o mondtonas, respetivamente, decrescente e cres-

cente.

Demonstracao. O sinal da derivada de f; e fo determina a monotonia. Temos

df1 1 2 2
G Aa?(a— 1)k°
o oty rn e e DELO

= a—2 2
dk mk |:7T()OZI€ - CAO[ (O[ - 1)} > 0,

j& que « €]0; 1[. O
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4.1. EQUILIBRIO CAPITULO 4. ESTUDO ANALITICO

Lema 4.5. Os valores-limite de fi e fy sao

. 1% .
] - : ] -
Jig B = o0 5 g ) = =
Lema 4.6. Sea=1/3 ¢
d 27
— | — 4.
C>(J+7)3<4)(d+0+7) (4.6)

em que d = Z0(c + v + 1), entdo o equilibrio real € unico, sendo possivel obter as

coordenadas de equilibrio explicitamente.

Demonstracao. A equacao fi(k) = fo(k) é equivalente ao seguinte polinémio:
filk) = folk) © k*+bk* ' +a=0&k+ak' *+b=0

onde:

aZ0(c+v+1)+ 0+
E(c+~v+1)(1—-a)

a:H(0+7)CP S0 . b=
E0(oc+ v+ 1)m

< 0.

Considerando 1 — a = =" ¢ k = y™, o polinémio anterior pode ser reescrito como
y"4+ay™ " +b=0.

. . . s . . 7 o
Considerando conforme o enunciado a@ = 1/3, o polindmio anterior é de 3~ grau:

n=1m=3e
v+ ay® +b=0.

O método de Cardano-Tartaglia determina as suas solugoes. As suas solugdes po-
dem ser reais ou complexas, sendo que estas ultimas surgem em pares conjugados.
Consequentemente, podem existir duas solugoes complexas e uma real ou, alterna-
tivamente, trés solugoes reais. H&a unicidade de equilibrio real quando ha solugoes
complexas. Uma condicao suficiente para a unicidade do equilibrio real, resultante
da aplicacao do método de Cardano-Tartaglia, é:

ath  V?

+ <0&b a3+b <0= a3+b>0<:>
27 4 27 " 4 (b<0) 97 T 4
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4.2. ESTABILIDADE CAPITULO 4. ESTUDO ANALITICO

IS Rt AT

Conciliando (4.7) com o Pressuposto 4.2 obtemos a condigao (4.6). Esta garante a

existéncia de apenas um equilibrio real e a sua relevancia econémica.

A expressao de k* é
an 3
B (t-3) 4.8
: (48)

sendo:

sl q ¢ PPl q ¢ | P 2a° a?
t= 2+ eI = =T
\/2+ 4+27+\/2 g rogr 1T p T apE Ty

Os valores z* e z* obtém-se deste por substituigdo em (4.3) e (4.1), respetivamente.
O]

4.2 Estabilidade

A Seccao 4.2 destina-se ao estudo qualitativo da dinamica local do modelo através da
linearizacao. Contudo, esta apenas é valida se o equilibrio for hiperbélico. Um ponto
de equilibrio diz-se hiperbdlico se a matriz jacobiana, nesse ponto, nao possuir valores
préprios com parte real nula (Zhang, 2005). Como veremos na Secc¢ao 4.3, existe
apenas uma situacao em que o ponto de equilibrio nao é hiperbdlico. No entanto,
podemos definir condicoes suficientes robustas que garantam a hiperbolicidade do
equilibrio.

Como tal, nesta sec¢gao admitimos por conveniéncia a hiperbolicidade do equilibrio,
cientes de que a linearizagao como abordagem metodologica apenas é valida se a hi-
perbolicidade se confirmar.

A estabilidade de um ponto de equilibrio de um sistema de equacoes diferenci-
ais como (3.14) depende do sinal da parte real dos valores préprios da sua matriz

jacobiana no equilibrio. Esta matriz foi calculada em Gil (2013) e é:

—(2+1)2 0 e k)
J = —2* 0 Jog(z*, ")
—C — k* -1 J33(.T*, k?*)

onde

[1]

k*
Ji2 = Bo— ——l—l) B 2%
. 07<< (k)
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4.2. ESTABILIDADE CAPITULO 4. ESTUDO ANALITICO

1 k*
J23 = _BO <— + = + E—) (k*)o‘fzz*

Jsg = —By(k*)* + By(k*)*' — Bs(k*)*? — z*; (4.9)

sendo By = Aca*(1 —a); By = g (1+@)=By ; By = Aa [1 —A\Taa(l - 2a) — aQ] e
Bs = (A2 B,.

Observamos que Ji3 > 0 e Joz < 0 enquanto que o sinal de J33 varia consoante
os valores escolhidos para os parametros. As expressoes do traco e determinante da

matriz J sao:

tr(J) = — (% + 1) 2+ Jay (4.10)

det(J) = Z*Jlg — (E + 1> .CE*J23 > 0. (411)
v

Existem 3 valores préprios que caracterizam a dinamica do modelo, uma vez
que esta é representada por um sistema em R3?. Dado que o determinante de uma
matriz é igual ao produto dos seus valores préprios, e considerando que det(J) > 0,
os valores proprios referentes a matriz jacobiana possuem todos parte real positiva
ou, alternativamente, 2 valores préoprios possuem parte real negativa. De acordo
com o Teorema da Variedade Estavel, as alternativas anteriores representam, respe-
tivamente, uma situacao de instabilidade total e uma situacao de instabilidade na
presenca de uma variedade estavel de dimensao 2 (Zhang, 2005). Do ponto de vista
do problema econémico em causa, a segunda alternativa é a tnica interessante. No
que resta desta subseccao procuramos descrever situagoes em que ela ocorre.

Dadas as alternativas possiveis e atendendo a que o traco de uma matriz é a

soma dos seus valores proprios, obtemos o resultado seguinte.

Proposicao 4.7. Sdo condicoes suficientes para a existéncia de uma variedade

estdvel de dimensao 2:

tr(J) <0 (4.12)
ou
tr(J) >0 e det(J) > as-tr(J) (4.13)
onde
o — J23 - <% + 1) QI*J33 + (C + k’*)Jlg. (414)
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Demonstragao. A condi¢ao (4.12) garante a existéncia de pelo menos um valor
préprio com parte real negativa. Dado det(J) > 0, (4.12) representa uma condi¢ao

suficiente para uma variedade estavel de dimensao 2. O

O tnico elemento capaz de tornar tr(J) positivo é Jz3. Analisando pormeno-
rizadamente este termo, observamos que By > 0 para todos os valores dentro do

intervalo habitual de variacao dos parametros a e A:

1—«a

[e} 1—062 T
By,>0e1-)\aa(l—2a)—a?>0s )\ - . 4.15
y >0< af a)—a* >0 < [a(1—2a)] (4.15)

Ou seja, a condigao (4.15) é sempre verificada para os valores de « € [0,3;0,4] e
A € [1,5;3]. Deste modo, By é o fator determinante do sinal de tr(J).
Lema 4.8. Se a =1/3 e A = 1/a, entao existe uma variedade estdvel de dimensao

2.

Demonstracao. Procurando os valores de k* que anulam os elementos de J33 com

dependeéncia explicita de k encontramos:

—Bsk™ 7 4 Bok** ' = Bik** =0 E** *(=Bs + Bok" — Bk =0 &

— By + /B2 — 4B, B;

& k* =
(k£0) 2B,

(4.16)

Uma condicio suficiente para que —Bsk*® 2+ Bok** 1 — B1k* seja sempre negativo

é garantir a inexisténcia de raizes reais ja que B; > 0. Tal acontece se
B3 — 4B,B3 < 0. (4.17)

Temos entao Js3 < 0 e consequentemente tr(J) < 0. Paraa=1/3e A =1/a =3,

substituindo em (4.17) obtemos:
2
AN? V3 1 24\”
Z) (-2 2] - —1) (£
(A (1) () (2) <o

(1 - ‘/§9+ 1) —16(V/3 — 1)5;11\/5 <0
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Asseguramos assim a existéncia de uma variedade estavel bidimensional, dado que

a condicao (4.17) é satisfeita. O

Os resultados seguintes apresentam condi¢oes suficientes para a existéncia de
uma variedade estavel de dimensao 2 em situagoes mais gerais do que o = 1/3 e
A =1/a = 3. As expressoes encontradas sdo mais complexas, mas podem servir de

referéncia quando se queira trabalhar com outros valores para os parametros.

Lema 4.9. Se a = 1/3 ¢ A € [1,5;3], entdo uma condicao suficiente para a

existéncia de uma variedade estdvel de dimensao 2 é:

8~ VI3 /(8 vI.5)" — 64y I5(yI.5— 1)
16(/1.5 — 1)

k' >

. (4.18)

Demonstragao. As solugoes de (4.16), para o caso particular de o = 1/3, sao:

8 — VA= /(8 = VAP — 64VA(VA - 1)

b= 16(vVX — 1)

(4.19)

A solucdo de maior valor de (4.19), definida como k**, representa um limite inferior

para k* que garante a existéncia de um espago estavel nao vazio. Uma vez que:

Ak | =TV —63) + 48V/\ + 64 + 39v/X — 88
- 2
N 2 (VA-1) VAV T 48V + 64

(<0 emAe€e]l,53],

para o intervalo de variacdo de )\, k*T estd negativamente relacionado com . Ou
seja, k*1 serd tanto maior quanto menor A. Desta forma, substituindo A pelo menor

valor do seu intervalo de variagdo (A = 1,5) em (4.19) obtemos a condigao (4.18). [

Foram efetuadas outras abordagens analiticas na procura de condi¢oes adicionais
para k. No entanto, estas nao apresentam um contributo adicional, estando referidas

€11l anexo.

Lema 4.10. Se a = 1/3 e A € [1,5;3], entao uma condi¢ao suficiente para a

existéncia de uma variedade estdavel de dimensao 2 é:

e [CHEY a2 d B-vL5* (VL,5-1)
z><0+7)k ﬂ‘”““ﬂa 175_1)—8 : . (4.20)
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Demonstragao. Sendo o« = 1/3, vamos estabelecer um limite superior para a ex-
pressao:
—Bs + Bok* — Bik*2. (4.21)

Assim, o valor de k* que maximiza (4.21), indicado por k*, é:

O (—Bs + Bok* — B1k*?) ) 8 — VA
=0k = ———.
ok 16(vVA — 1)

Analisando a relagao de (4.21) e A:

0 (=Bs+ Bok™ — Bik™?) AR [(1 = 20)aBACk + By [(1+ o)k + ac?] 0
o - I—a)x =

observamos que possuem uma relagdo negativa. Deste modo, dado A € [1,5;3], o

valor maximo que (4.21) pode assumir é:

A (- V15’ _(WI5-1)
- [V s S

Desta forma, majorando (4.21) e substituindo em (4.22), obtemos a condicao (4.20)
para o = 1/3. O

Proposicao 4.11. Uma condicio suficiente para a ezisténcia de uma variedade

estavel de dimensao 2 é:

ZF > (C i ) k’*a_2(—Bg + ng’* — Blk*Q). (422)
o+

Demonstracao. A condigao (4.13) ¢ satisfeita se tr(J) > 0 e:
as < 0.

Atendendo ao Lema 4.12, podemos definir um limite minimo para z* que garanta
ay < 0:

k*
2> C—; z". (4.23)

Uma vez que este limite inferior esta positivamente relacionado com a taxa de

entrada horizontal, z*, definindo um limite maximo para z* obtemos uma nova
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condigao suficiente para as < 0. Desenvolvendo ¢r(J) > 0 obtemos:

—B3k** ™2 4 Bok*™t — Byk*
< —> +G 2 ! (4.24)
242

cujo numerador é positivo. Deste modo, majorando (4.24) tal que

_B3k,*o¢—2 + ng*a_l _ Blk*a _ _ng,*a—2 +Bgl€*a_1 _ Blk’*a
242 741 ‘

e substituindo em (4.23) obtemos a condicao (4.22). O

Lema 4.12. Uma condi¢ao suficiente para ay < 0 € que (4.23) se verifique.

Demonstracao. A equacao (4.14), que representa a expressao de as, pode ser rear-

ranjada da seguinte forma:

B k* k*
——Ok*a722* + BOE <]. + —> k*a72 (C—I——ZE* - Z*> - (z + ].) ZE*J33.
0 ¢ gl gl

Desta forma, podemos observar que, dado J33 > 0, a condi¢ao (4.23) garante
as < 0. ]

4.3 Hiperbolicidade

Nesta secgao ¢ abordada a questao relativa a hiperbolicidade do equilibrio do modelo.
Os conceitos de Teoria Qualitativa utilizados de seguida encontram-se com mais
detalhe em Zhang (2005). Um ponto de equilibrio diz-se hiperbdlico se a matriz
jacobiana, nesse ponto, nao possuir valores préprios com parte real nula.

Uma vez que o sistema (3.14) nao é linear, a abordagem metodoldgica utilizada
para estudar a dinamica local é a linearizagao em torno do ponto de equilibrio. De
acordo com o teorema de Hartman-Grobman, se um ponto de equilibrio é hiperbélico
entao, localmente préximo do equilibrio, as solucoes do sistema de equacoes diferen-
ciais nao lineares sao qualitativamente equivalentes as solugoes da sua linearizagao
em torno do equilibrio. Assim, o sistema linear representa uma boa aproximacao lo-
cal ao sistema ndo linear. E assim essencial garantir a hiperbolicidade do equilibrio.

Sendo o sistema linear uma boa aproximacao local do caso nao linear, entao
o espaco estavel, E*) representa uma boa aproximacao local da variedade estavel.

Em concreto, E* representa um plano tangente a variedade estavel no ponto de
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equilibrio, gerado pelos dois vetores proprios associados aos valores proprios de parte
real negativa. No entanto, apenas os pontos que se encontram na variedade estavel
convergem para o equilibrio. Assim, apesar de E* representar uma boa aproximagao
para a andlise das trajetorias dos pontos que convergem para o equilibrio, os pon-
tos que se encontram no plano E® nao irao convergir para este. O espaco estavel

encontra-se representado na Secgao 5.1.

Proposicao 4.13. Se todos os wvalores proprios forem reais, entao o equilibrio é

hiperbalico.
Demonstragao. Dado det(J) # 0, se todos os valores préprios forem reais, entao

nenhum sera nulo. Como tal, o ponto de equilibrio é hiperbdlico. O

Proposicao 4.14. Se existem valores proprios complexos, entao uma condi¢ao su-

ficiente para a hiperbolicidade do equilibrio é tr(J) < 0.

Demonstracao. Sejam pu, o £ i os valores préprios. Como:

det(J) = u(a® + %) >0
temos p > 0. Logo, tr(J) < 0= a < 0 e o equilibrio é hiperbdlico. O]
Lema 4.15. Se existem valores proprios complexos, entdo uma condi¢ao necessdria

e suficiente para a hiperbolicidade do equilibrio € tr(J) # u em que u representa o

valor proprio real da matriz jacobiana.

Demonstracao. Sejam p, o + i os valores préprios de J. J& vimos que pu # 0.

Teremos o = 0 se e 86 se tr(J) = p+ 20 = p. O

Coroldrio 4.16. Se « = 1/3 e A = 1/a, entao o ponto de equilibrio do modelo é

hiperbalico.

Demonstracao. Basta verificar tr(J) < 0 e invocar a Proposicao 4.14. O
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Capitulo 5
Estudo numeérico

No presente capitulo encontra-se representado o estudo numeérico realizado através
do software Matlab. O objetivo desta analise numérica é ilustrar os resultados
analiticos obtidos no Capitulo 4 e detalhar o seu estudo para melhor interpretacao
econémica.

Nesta abordagem computacional consideramos o« = 1/3 e A = 1/a. A sus-
tentacao analitica efetuada garante que os resultados obtidos sao robustos para
valores préximos a estes. Para os restantes parametros existentes no modelo, ado-
tamos valores tipicamente utilizados na literatura de crescimento econémico, em
particular utilizados nas ilustragoes numéricas de Gil et al. (2013) (ver também:
Barro e Sala-i-Martin, 2004). A excegao é o parametro representativo do custo fixo
de entrada vertical, definido por ¢. O valor definido para ¢ visa a calibragao do
modelo, de forma a replicar uma taxa de crescimento de longo-prazo da economia
proxima de 2,5%. Esta calibracao procura aproximar o comportamento descrito
no modelo da evidéncia empirica relativa a taxa de crescimento de longo-prazo das
economia desenvolvidas (Barro e Sala-i-Martin, 2004).

A Tabela 5.1 apresenta os diferentes valores assumidos para os parametros:

a | A p ol v |08 |AlL|lo| C
133002121215 1]1]1]375

Tabela 5.1: Valores dos parametros assumidos para a ilustragao numérica.

Dados os valores dos parametros fixados na Tabela 5.1, encontram-se na Tabela

5.2 os valores gerados pelo modelo em equilibrio de longo-prazo:
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x* k* z* gy* det(J) tr(J) I s 13

0,0074 | 2,6634 | 1,1330 | 0,0252 | 5,9419 x e~* | - 0,0757 | -0,2064 | -0,0192 | 0,1499

Tabela 5.2: Valores verificados em equilibrio de longo-prazo na ilustragdo numérica.

*

em que gy* representa a taxa de crescimento de longo-prazo da economia e p;,
1 = 1,2,3, os valores préprios da matriz jacobiana, J, avaliada no equilibrio de

longo-prazo considerado.

Observacao: Constatamos que, para os valores de parametros fixados, o modelo
gera apenas valores préoprios reais. Todavia, a possibilidade de uma ilustracao al-
ternativa gerar valores proprios complexos nao é excluida. Deste modo e a titulo de

exemplo, ceteris paribus, se 0 =y =0,2 e ( = 4,6 temos:
= —0,1275+0,0576¢ , po = —0,1275 — 0,0576¢ , us = 0, 1426,

sendo p;, ¢ = 1,2,3, os valores préoprios de J. Nesta situacao a convergéncia para
o equilibrio ocorre de forma oscilatoria, uma vez que os valores préprios comple-
xos estao associados a estabilidade, dado possuirem parte real negativa. Contudo,
existem indicios numéricos de que, caso exista convergéncia oscilatoria, esta é pra-
ticamente impercetivel a escala utilizada e nao altera a interpretacao econémica. O
facto do aumento de ( e diminuicao de o e v gerar comportamento oscilatorio reflete

a tensao existente entre as barreiras a entrada horizontais e verticais.

Para a presente ilustracao verificamos que a maioria das condigoes analiticas
enunciadas no Capitulo 4 sdo satisfeitas. Em concreto, o Pressuposto 4.2 (p <
0,0731) e a Proposigao 4.3 (1,8750 < k* < 13,0946) da Seccao 4.1 relativa ao
equilibrio. Da Sec¢ao 4.2 relativa a estabilidade: Proposigao 4.7 (tr(J) < 0), Lema
4.8 (1, p2 < 0 < p3), Lema 4.10 (2* > 0,06), Proposigao 4.11 (z* > —0,1427) e
Lema 4.12 (2* > 0,0396). O Lema 4.15 (—0,0757 # 0,1499) da Seccao 4.3 repete
que o ponto de equilibrio do modelo é hiperbdlico, conforme enunciado no Corolario
4.16. As condicdes suficientes enunciadas no Lema 4.6 (¢ > 11,1812) e Lema 4.9
(k* > 12,6121) nao se verificam.

Deste modo, sabemos a priori que, para os valores fixados na Tabela 1, o ponto
de equilibrio ¢é hiperbdlico e existe uma variedade estavel bidimensional. E com base
nesta sustentacao analitica que realizamos a abordagem computacional de forma a
detalhar o processo de convergéncia dos pontos que se encontram sobre a variedade

estavel.
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O estudo numérico estd organizado da seguinte forma: na Seccao 5.1 é apresen-
tada a metodologia utilizada para a andlise do processo de convergéncia; nas Seccoes
5.2, 5.3, 5.4 e 5.5 sao analisadas e interpretadas individualmente as diferentes regioes
do diagrama de fase. Por tltimo, na Seccao 5.6 recapitulamos resumidamente as
principais caracteristicas de cada fase do ponto de vista da taxa de crescimento da

economia, gy .

5.1 Metodologia

Na presente secgao é descrita a abordagem metodoldgica utilizada para analisar o
processo de convergéncia. A Figura 5.1 ilustra o espaco estavel do sistema linear,

representado por um plano tangente a variedade estavel no ponto de equilibrio.

0.2

K 0 -02 —k— (x* k*.z*)

Figura 5.1: Representacao do espago estavel associado ao sistema linear.

Os subespacos préprios associados aos valores préprios estaveis encontram-se
sobre este plano e dividem o espaco de fase em 4 regioes distintas, denominadas fases.
Assim, as trajetérias para o equilibrio sao qualitativamente diferentes consoante o
ponto de partida inicial.

A Figura 5.2 ilustra o diagrama de fase representado sobre o espaco estavel, E*.
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K 0 g2 —— [ k7)

Figura 5.2: Representacao do espaco estavel e diagrama de fase associado ao sistema
linear.

No contexto do modelo procuramos compreender o comportamento ao longo do
tempo das variaveis de estado x e k, associadas a estabilidade. A analise da varidvel
fluxo z, associada a instabilidade e representativa do consumo por stock tecnoldgico,
nao é particularmente relevante em termos do modelo em andlise. Apesar de z
representar uma variavel de controlo no problema de otimizacao do consumo das
familias, nao o representa do ponto de vista do sistema dinamico agregado, dado
que este é derivado na otica do equilibrio geral descentralizado e nao do equilibrio
geral de planeador central.

Assim, seguindo a abordagem de Eicher e Turnovsky (2001) vamos analisar a
dinamica de x e k através da projecao do espaco estavel, £°, no plano horizontal
(z, k). Uma vez que esta projegao nao é ortogonal ao espago estével, a componente
instavel associada a z continua a exercer influéncia na dinamica observada de x e k.
Cientes deste facto e por abuso de linguagem, no seguinte estudo sera utilizado o
termo proje¢ao como referéncia a proje¢ao nao ortogonal no plano horizontal (z, k).

Conforme descrito no Apéndice A, segundo Eicher e Turnovsky (2001) a dinamica

de z e k no espago de fase (z,k) pode ser descrita por:

[f1V(2,2)V(1,1) — H2V(2,1)V(,2) (2 — p)va2)va
( .T ) 0(272)’0(171) o U(291),U(172) U(292)U(171) - 0(271)7’}(172) ( T — QZ* >
b (1 — M2)U(2,1)U(2,2) H2U(2,2)V(1,1) — H1V(2,1)V(1,2) =k
V(2,2)V(1,1) — Y(2,1)V(1,2) V(2,2)V(1,1) — V(2,1)V(1,2)

sendo pu; e pp os valores proprios associados a estabilidade e v(; j) o elemento 7 do

vetor proprio associado ao valor proprio 7. As projecoes dos subespacos préprios
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associados aos valores préprios negativos sao definidas como

B k(t) — k= 2D () — 27)

B k() -k = (x(t) — z*)

e dividem o espago de fase em 4 regioes distintas denominadas fases, representadas
pelas letras A, B, C e D.

A Figura 5.3 representa a projecao do diagrama de fase no espaco de fase (x, k) e
ilustra a projecao neste plano horizontal de vérias trajetérias possiveis, dependendo
da situacao inicial, assim como a projecao dos subespagos préprios associados aos

valores proprios negativos.

;
29r

2.8

271

k(t)
>

26F E®

2.5
2.4

Figura 5.3: Representagao grafica da projecao do diagrama de fase num plano horizontal.
As linhas a preto representam a projecido dos subespacos proprios associados aos valores
proprios estaveis. Estes dividem em quatro fases distintas (A, B, C e D) a dinamica de
convergéncia para o equilibrio. As fase A e B s@o divididas em duas regides cada. As
linhas coloridas ilustram a projecao das diferentes trajetérias dependendo do ponto de
partida inicial. As fases A e B sao caracterizadas por uma convergéncia nao mondtona em
ambas as variaveis. Por outro lado, nas fases C e D a convergéncia é mondtona.

Dividimos as fases A e B em duas regioes cada que, apesar de pertencerem
a mesma fase, representam situagoes econdémicas distintas. As regides As; e B
representam as situagoes iniciais em que x(0) < z*. Por outro lado, as regides A; e
B, representam as situagoes iniciais em que z(0) > z*.

Dada a relacao inversa entre a taxa de entrada horizontal, z, e o niimero de bens
intermédios, N, expressa em (3.11), se z(0) < x* ent@o existe um elevado nimero
de variedades iniciais de bens intermédios na economia relativamente ao stock total

de conhecimento tecnoldgico, e vice-versa para x(0) > x*.
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Assim, no que se segue consideramos a analise das situagoes iniciais em termos
de nimero de variedades iniciais de bens intermédios. Deste modo, uma economia
pode ser inicialmente pobre ou rica em variedades de bens intermédios, consoante
se encontre a direita ou a esquerda da reta a tracejado. Adicionalmente, dado
Vgo =~ 0, consideramos k(0) > k* nas fases A ¢ D e k(0) < k* nas fases B e C,
que correspondem respetivamente a economias ricas e economias pobres em stock de
capital fisico relativamente ao stock de conhecimento tecnolégico e por trabalhador
no momento inicial.

Apesar de impercetivel na Figura 5.3, o declive de E} € negativo (v22 < 0).
Deste modo, ambas as variaveis pré-determinadas x e k terao convergéncia monotona
ou nao mondétona, dependendo do ponto de partida inicial. Tal podera ser constatado
na analise individual das regioes, apresentada abaixo.

Sera também percetivel que x e k£ podem realizar overshooting ou undershooting
no processo de ajustamento. Estes termos, geralmente utilizados em Teoria de
Controlo, descrevem processos nao monotonos com a particularidade da variavel
atingir, instantaneamente, o respetivo valor de equilibrio antes do préprio equilibrio
do modelo (Kuo e Golnaraghi, 2003).

No estudo que se segue consideramos, para cada fase, duas condigoes iniciais de
magnitudes diferentes para realcar as diferencas quantitativas consoante o afasta-
mento do equilibrio. A escolha destas condicoes nao é arbitraria devido ao cardcter
local do teorema de Hartman-Grobman. Deste modo, estas deverao ser relativa-
mente préoximas do equilibrio de forma a reduzir os erros associados a linearizagao.
Adicionalmente, esta escolha tem em consideragao as condigoes I(t) > 0e N(t) >0
ao longo de toda a transi¢ao para o equilibrio.

A andlise de cada regiao segue a seguinte estrutura: num primeiro momento
¢ analisado o processo de ajustamento de z e k e da respetiva velocidade de con-
vergéncial; segue-se a andlise das varidveis fundamentais do modelo, nomeadamente
o capital fisico, K, o nimero de bens intermédios, N, e o indice agregado de quali-
dade, @; por tltimo, é analisada a dinamica da taxa de crescimento da economia,
gy, € da dimensao média das empresas, medida pelo stock médio de capital fisico
por empresa, K (t)/N(t).

Contudo, como sera percetivel, nem todas as varidveis sao estacionarias em

K(t)

equilibrio. Dado k = 775, (3.5) e (3.12), as taxas de crescimento das principais

!Segundo Eicher e Turnovsky (2001) e Steger (2006), a velocidade de convergéncia das varidveis

de estado z e k é respetivamente w, = — (%) e W = — (%)
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go(t) =1(t) - E+z(t) ; grx(t) =g (t) +90() 5 grx/n({t) = gx(t) — gn(t) ;

gn(t) =x(t) 5 gv(t) = (1 = a)go(t) + agk(t) = go(t) + ag(t) ;

sendo g; a taxa de crescimento da varidvel 7.2
Em equilibrio dinamico de longo-prazo z e k sao estacionérios, sendo g, = 0 e

gr= = 0. Deste modo, dado gx(t) = gk (t) — go(t), em equilibrio temos:

9K+ /N* = gr+ — gn= = (0 +v)z" > 0.

Assim, em equilibrio @, N, K, K/N e Y crescem a uma taxa constante posi-
tiva, seguindo uma trajetoria de crescimento sustentado denominada balanced growth
path, correspondente ao steady state (x*, k*, z*).

Uma vez que estas variaveis nao sao estaciondarias em equilibrio, nao existe um
valor de referéncia para o qual convergem. Como tal, utilizamos como termo de
comparacao para a convergéncia observada, a trajetéria que a respetiva varidvel
teria caso se encontrasse em equilibrio de longo-prazo desde o instante inicial de
tempo, seguindo o respetivo balanced growth path. Esta abordagem é geralmente
utilizada na literatura de crescimento econémico (Barro e Sala-i-Martin, 2004).

Para permitir uma melhor andlise grafica, estas duas trajetérias sao representa-

das corrigidas pela tendéncia considerando:

Qa(t) = Q(0) x e9e®=9e:)t - K, (#) = K(0) x 9K (t)=9x)t

Ny(t) = N(0) x e@xO=ox)t o (K/N),(t) = Ka(t)/Na(t)

sendo Qq, K4, Ny e (K/N), as respetivas varidveis corrigidas pela tendéncia. Este
método representa uma transformagao matematica geralmente utilizada na litera-
tura de ciclos economicos de forma a analisar a componente ciclica de curto-prazo
da economia, abstraindo-se da tendéncia de longo-prazo.

Nas seguintes seccoes, sao analisadas individualmente as diferentes regioes do

C2g0(t) = Q)/Q(), gn(t) = N(t)/N(1), gk (t) = K(8)/K(t), gr(t) = k(t)/k(t) e gy (t) =
Y(1)/Y ().
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diagrama de fase com base na metodologia exposta. Importa salientar as diferentes
grandezas das varidveis, em particular das variaveis de estado, encontrando-se repre-
sentadas em escalas de diferente dimensao. Em termos de interpretagao econémica,
consideramos que a dotacao inicial de k e z é diferente de equilibrio de longo-prazo.
Em primeiro lugar sao analisadas as regioes que caracterizam uma economia rica em
capital fisico (as regides A, As e D), seguidas da andlise das regides que caracterizam
uma economia pobre em capital fisico (as regides By, By e C).

No Capitulo 6, é realizada uma interpretacao econdémica alternativa, interpre-
tando o efeito de choques exdégenos: considerando que a economia se encontra ini-
cialmente em equilibrio de longo-prazo e que a ocorréncia de um choque exdégeno e

nao antecipado nos custos de entrada horizontal ou vertical altera esse equilibrio.

5.2 Fase A

5.2.1 Regiao A,

A regiao A; caracteriza uma economia inicialmente pobre em nimero de variedades
de bens intermédios, implicando z inicial superior ao equilibrio de longo-prazo, z*,
mas que possui um stock inicial de capital fisico relativamente ao stock de conheci-
mento tecnoldgico, k, superior ao de equilibrio de longo-prazo, k*.

A Figura 5.4 ilustra o processo de convergéncia de uma condigao inicial per-
tencente a esta regiao. Como serd visivel na andlise individual das varidveis, a

convergeéncia das variaveis de estado z e k nao é monotona.

2951

29

k(t)
E

28

2.75F

265 L L L ! . T

Figura 5.4: Representacao gréafica da projecao da trajetéria para o equilibrio, ilustrada
pela linha encarnada, considerando uma condicao inicial pertencente & regiao A;. As linhas
a preto representam a projecao dos subespacos proprios associados aos valores préprios
estaveis. A reta vertical a tracejado representa a divisao efetuada entre as regioes A; e
As.
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As condigbes iniciais consideradas na andalise seguinte sao (1, 1z*;1,1k*) e
(1,25x*;1,25k*), representando afastamentos de z e k relativamente ao valor de
equilibrio de igual magnitude. A magnitude destes afastamentos apenas tem efeitos

quantitativos, sendo a convergéncia qualitativamente equivalente.

Dinamica da taxa de entrada horizontal, z: Na Figura 5.5 observamos a
evolucao ao longo do tempo da taxa de entrada horizontal e da sua velocidade
de convergencia, denotada por w,. Verificamos a nao monotonia do ajustamento
de z, sendo inicialmente crescente e posteriormente decrescente até ao respetivo
valor de equilibrio, x*. Conforme observado nos graficos superiores da Figura 5.5,
o ritmo de entrada horizontal esta positivamente relacionado com o afastamento
inicial relativamente ao equilibrio.

Ao longo de todo o ajustamento, novas empresas entram na economia via inovagao
horizontal a um ritmo superior ao de equilibrio de longo-prazo. Tal resulta da eco-
nomia possuir um reduzido nimero de variedades iniciais de bens intermédios, N (0),
para dado Q(0).

Segundo (3.9), o custo de entrada horizontal, 7, é crescente com o numero de
variedades existente. Assim, & medida que novas empresas entram na economia
via inovagao horizontal, 1 cresce e atua como barreira a entrada. Deste modo, a
medida que os custos de entrada aumentam, industrias de novas variedades de bens
intermédios sao criadas a um ritmo cada vez menor, contudo superior ao de equilibrio
de longo-prazo.

No entanto, observamos que no inicio do ajustamento a taxa de entrada ho-
rizontal, z, é crescente. Este comportamento de z resulta da complementaridade
existente entre os dois tipos de inovacao. Ceteris paribus, o aumento do nivel de
conhecimento tecnolégico da economia, (), gerado pela inovacao vertical facilita o
surgimento de novas variedades de bens intermédios. Observamos a dinamica da
taxa de chegada de uma nova inovagao vertical, I, na Figura 7.1 no Apéndice B.
Assim, uma vez que na fase inicial do ajustamento o ritmo de entrada vertical é
elevado, refletindo o elevado k inicial, o impacto positivo desta inovacao em z, via
aumento de (), compensa o aumenta dos custos de entrada horizontal, gerando x
crescente.

A medida que o ritmo de entrada vertical diminui, diminui também o seu impacto
positivo em z. Deste modo, a partir de determinado momento o efeito negativo de
1 domina, gerando z decrescente até atingir z*.

Dado que z se encontra inicialmente a divergir do respetivo valor de equilibrio,

w, € negativa, tornando-se positiva a partir do momento em que z atinge o seu valor
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maximo. As varidveis de estado x e k convergem assintoticamente para o respetivo
valor de equilibrio de longo-prazo a velocidade — o, que corresponde ao valor préprio
negativo de menor valor absoluto?.

" x107° Condig&o inicial = (1.1*x*;1.1*k*) » x107° Condicao inicial = (1.25*x*;1.25*k*)

. .
0 50 100 150 200

-0.05f o 0 -0.05¢

X

o =0
X X

50 100 150 200 0 50 100 150 200

Figura 5.5: Representacao grafica da evolucao da taxa de entrada horizontal, x, e da
sua velocidade de convergéncia, w,, ao longo do tempo ilustradas pelas linhas a azul,
admitindo que inicialmente ambas as varidveis de estado se encontram 10% (& esquerda)
e 25% (a direita) acima do seu valor de equilibrio de longo-prazo. As linhas encarnadas
representam os respetivos valores de equilibrio de longo-prazo.

Dinamica do stock de capital fisico por stock de conhecimento tecnolégico,
k: A Figura 5.6 ilustra o processo de convergéncia do stock de capital fisico por
unidade de stock de conhecimento tecnolégico e por trabalhador, k, e da respetiva
velocidade de convergéncia, wy, ao longo do tempo.

O valor de k comega por cair acentuadamente, como reflexo da sua produtividade
marginal inicial relativamente reduzida. Verificamos a ocorréncia de undershooting,
uma vez que k atinge instantaneamente o respetivo valor de equilibrio de longo-prazo
préximo do 20° instante de tempo. Nesse instante de tempo, w;, possui uma assintota
vertical, conforme visivel nos gréficos inferiores da Figura 5.6. Este comportamento
reflete o facto de k, que até esse instante de tempo havia convergido para o respetivo
valor de equilibrio de longo-prazo, decrescer de tal forma que comeca a divergir de
k*. A divergéncia estd associada a velocidade de convergéncia negativa. A partir
do instante em que k atinge o valor minimo, k£ converge novamente para k* e wy
torna-se positivo, refletindo os recursos libertados pela redugao de z. Tal como x,
k converge assintoticamente para o respetivo valor de equilibrio de longo-prazo a

velocidade —pus.

3Na presente ilustracio, obtemos para = e k a velocidade de convergéncia assintética de
0,001938. A diferencga relativamente a —uo pode dever-se a erros de aproximagdo associados
ao codigo Matlab utilizado, representado em anexo.
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O ajustamento de k é relativamente célere em comparagao com o ajustamento
observado de z, o qual assume valores relativamente préximos do valor de equilibrio
de longo-prazo aproximadamente a partir do 150” instante de tempo (ver também

Figura 7.7 no Apéndice C, com a dindmica de g;).

Condig&o inicial = (1.1*x*;1.1*k*)
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Condig&o inicial = (1.25*x*;1.25%k*)
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Figura 5.6: Representacao grafica da evolugao de k e da sua velocidade de convergéncia, wg,
ao longo do tempo, admitindo que inicialmente ambas as varidveis de estado se encontram
10% (& esquerda) e 25% (a direita) acima do seu valor de equilibrio de longo-prazo. As
linhas encarnadas representam os respetivos valores de equilibrio de longo-prazo.

Dinamica do indice agregado de qualidade, Q: O indice agregado de quali-
dade, @), é uma medida do nivel de conhecimento tecnoldgico e reflete o incremento
de qualidade em todas as industrias de bens intermédios, assim como a entrada
de novas industrias destes bens (novas variedades). Como tal, na Figura 5.7 estd
presente nao apenas o efeito da entrada horizontal, observado na Figura 5.5, mas
também o efeito da entrada vertical.

Observamos que o ajustamento de ) é monotono. Durante a totalidade do pro-
cesso de convergencia, () cresce a um ritmo superior ao balanced growth path e res-
petiva taxa de crescimento de longo-prazo, aproximando-se da respetiva tendéncia.

O elevado crescimento de () resulta do elevado ritmo de entrada em ambos
os tipos de inovacao. Os determinantes da elevada taxa de entrada horizontal,
x, encontram-se na analise individual de x realizada anteriormente.

A célere entrada vertical resulta da complementaridade existente entre inovacao
vertical e capital fisico. Ceteris paribus, quanto maior o k inicial, maior o produto
e lucro por trabalhador; consequentemente maior o incentivo a inovar, ou seja, o
lucro monopolista resultante de uma inovacao. Assim, a taxa de chegada de uma
inovacgao vertical, I, possui uma relacao direta com k. Esta reflete o comportamento

nao monétono de k durante o ajustamento, conforme observado na Figura 7.1 no
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apéndice B. Uma vez que a economia possui um elevado £ inicial, o ritmo de entrada
vertical é também elevado.

Ao longo do ajustamento, o crescimento de () serd cada vez menor devido a
dificuldade crescente em inovar a medida que se sobe na escada de qualidade e ao
menor incentivo para inovar resultante dos custos crescentes de entrada horizontal.

Condig&o inicial = (1.1*x*;1.1*k*) x10° Condigéo inicial = (1.25*x*;1.25"k*)
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Figura 5.7: Representagao grafica do indice agregado de qualidade, corrigido pela
tendéncia, e da respetiva taxa de crescimento, admitindo que inicialmente ambas as
variaveis de estado se encontram 10% (& esquerda) e 25% (& direita) acima do seu va-
lor de equilibrio de longo-prazo. O conceito tedrico de tendéncia representa os valores que
uma varidvel assumiria caso se encontrasse em equilibrio dinamico de longo-prazo desde
o momento inicial. A linha azul ilustra o valor de @ corrigido pela tendéncia; a linha
encarnada representa a projecao da tendéncia de Q.

Dinamica do capital fisico, K: A Figura 5.8 ilustra o processo de convergéncia
ao longo do tempo do capital fisico corrigido pela tendéncia. A Figura 5.9 representa
o mesmo ajustamento apenas durante os primeiros 50 instantes de tempo, numa
escala mais reduzida. Conforme constatado na Figura 5.9, o ajustamento de K nao
¢ mondtono. Numa fase inicial, K cresce a uma taxa inferior ao balanced growth path,
afastando-se da respetiva tendéncia. Posteriormente, o crescimento de K é superior
ao balanced growth path até atingir o equilibrio dinamico de longo-prazo.

A reduzida acumulacao inicial de capital fisico resulta da produtividade marginal
decrescente de K, P,,,,. Ceteris paribus, quanto maior o valor de K menor P, .
Dado k = % e uma vez que o valor inicial de k é elevado, entao o valor inicial de
K também é elevado. Assim, a acumulacao inicial de K ocorre a um ritmo inferior
ao balanced growth path.

Ao longo do ajustamento, o aumento do nivel de conhecimento tecnologico, @,

tem um efeito positivo em P,,,., tornando o capital fisico mais produtivo. Em

9K
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concreto, com o mesmo K é possivel produzir mais produto final, Y. Consequente-
mente, aumenta o incentivo a sua acumulacao. A partir de certo momento, o efeito
do aumento deste incentivo domina, gerando um crescimento de K superior ao de
Q@ e, também, ao balanced growth path, aproximando K, da respetiva da tendéncia.
O célere crescimento de K é impulsionado pela libertacao de recursos na economia

resultante do abrandamento da entrada via 1&D horizontal.

Condig&o inicial = (1.1*x*;1.1*k*) x10* Condigéo inicial = (1.25*x*;1.25"k*)
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Figura 5.8: Representacao grafica do capital fisico ao longo do tempo corrigido pela
tendéncia, admitindo que inicialmente ambas as varidveis de estado se encontram 10%
(a esquerda) e 25% (a direita) acima do seu valor de equilibrio de longo-prazo. O conceito
tedrico de tendéncia representa os valores que uma variavel assumiria caso se encontrasse
em equilibrio dinamico de longo-prazo desde o momento inicial. A linha azul ilustra o
valor de K corrigido pela tendéncia; a linha encarnada representa a projecao da tendéncia
de K.

Condig&o inicial = (1.1*x*;1.1*k*) Condigéo inicial = (1.25*x*;1.25"k*)
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Figura 5.9: Representacao grafica do capital fisico corrigido pela tendéncia durante os
primeiros 50 instantes de tempo, admitindo que inicialmente ambas as varidveis de estado
se encontram 10% (& esquerda) e 25% (a direita) acima do seu valor de equilibrio de longo-
prazo. O conceito tedrico de tendéncia representa os valores que uma varidvel assumiria
caso se encontrasse em equilibrio dindmico de longo-prazo desde o momento inicial.
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Dinamica do nimero de bens intermédios, N: A Figura 5.10 representa a
evolugao ao longo do tempo do ntmero de variedades de bens intermédios corrigido
pela tendéncia. Este apresenta um comportamento mondtono, crescendo a um ritmo
superior ao balanced growth path durante a totalidade do ajustamento.

Em equilibrio de longo-prazo a taxa de entrada horizontal, z, é estacionaria, ou
seja, novas empresas entram no mercado via inovagao horizontal a uma taxa cons-
tante positiva z*. Deste modo, nesse equilibrio o nimero de bens intermédios, N,
encontra-se sempre em crescimento, seguindo uma trajetéria de crescimento susten-

tado, i.e. de balanced growth path.

Condigéo inicial = (1.1*x*;1.1*k*) x10* Condigéo inicial = (1.25*x*;1.25"k™)
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Figura 5.10: Representacao grafica do nimero de variedades de bens intermédios ao longo
do tempo corrigida pela tendéncia, admitindo que inicialmente ambas as varidveis de
estado se encontram 10% (& esquerda) e 25% (a direita) acima do seu valor de equilibrio
de longo-prazo. O conceito tedrico de tendéncia representa os valores que uma varidvel
assumiria caso se encontrasse em equilibrio dinamico de longo-prazo desde o momento
inicial. A linha azul ilustra o valor de N corrigido pela tendéncia; a linha encarnada
representa a projecao da tendéncia de N.

Dinamica da taxa de crescimento da economia, gy: A Figura 5.11 ilustra o
comportamento da taxa de crescimento da economia ao longo do tempo. Observamos
a nao monotonia do ajustamento de gy, em particular a ocorréncia de overshooting.
Durante a maioria do ajustamento gy > gy, contudo a amplitude de variagao de
gy ¢ relativamente reduzida, em particular para um afastamento inicial de 10%
representado no grafico esquerdo da Figura 5.11.

Nos instantes iniciais do ajustamento, gy é reduzido devido a gj negativo (como
explicado acima, k comega por cair significativamente). A medida que a queda de k
se atenua e gg ainda ¢é elevado (devido a x a crescer e [ ainda alto), gy eleva-se acima

do valor de equilibrio de longo-prazo. Nos periodos seguintes, comeca a reduzir-se,
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com a queda de I e de z (e, logo, de gg) a mais que compensar a (ligeira) subida de

k em direcao ao equilibrio de longo-prazo.

Condigéo inicial = (1.1*x*;1.1*k*) Condigdo inicial = (1.25*x*;1.25"k™)
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Figura 5.11: Representagao grafica da evolucao da taxa de crescimento da economia ao
longo do tempo, admitindo que inicialmente ambas as varidveis de estado se encontram
10% (& esquerda) e 25% (a direita) acima do seu valor de equilibrio de longo-prazo. As
linhas encarnadas representam os respetivos valores de equilibrio de longo-prazo.

Dinamica da dimensao média das empresas, K/N: A Figura 5.12 representa
a evolugao da dimensao média das empresas corrigida pela tendéncia, (K/N),. Esta
¢ medida pelo stock médio de capital fisico por empresa. No momento inicial, a eco-
nomia possui empresas de dimensao média elevada fruto do elevado stock de capital
fisico, K(0), e do reduzido niimero de variedades de bens intermédios existente, N (0)
face a Q(0). Durante a totalidade do ajustamento K/N evolui a um ritmo inferior
ao observado em balanced growth path, aproximando-se da respetiva tendéncia.
Notando que N cresce a taxa x e K a taxa g; + gg e que, como ja visto acima,
x converge para o equilibrio de longo-prazo de modo significativamente mais lento
que gi e go, resulta entao que N estara mais tempo a crescer acima da tendéncia de
longo-prazo que K. Logo, (K/N),, a dimensao média das empresas corrigida pela
tendéncia, exibird um comportamento monétono decrescente ao longo da dinamica

de transicao.
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Condigéo inicial = (1.1*x*;1.1*k*) Condigéo inicial = (1.25*x*;1.25"k*)
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Figura 5.12: Representagao grafica da dimensao média das empresas ao longo do tempo
corrigida pela tendéncia, admitindo que inicialmente ambas as varidveis de estado se en-
contram 10% (& esquerda) e 25% (a direita) acima do seu valor de equilibrio de longo-prazo.
O conceito tedrico de tendéncia representa os valores que uma varidvel assumiria caso se
encontrasse em equilibrio dindmico de longo-prazo desde o momento inicial. A linha azul
ilustra o valor de K/N corrigido pela tendéncia; a linha encarnada representa a projegao
da tendéncia de K/N.

5.2.2 Regiao A,

A regiao A, representa o espaco da Fase A que caracteriza uma economia inicial-
mente rica em nimero de variedade de bens intermédios, implicando x inicial inferior
ao equilibrio de longo-prazo, z*, cujo stock de capital fisico relativamente ao stock de
conhecimento tecnolégico é superior ao respetivo valor de equilibrio de longo-prazo,
k*.

A Figura 5.13 ilustra o ajustamento de x e k caracterizado por nao monotonia
em ambas as variaveis de estado, assim como observado na regiao A;. Apesar de
impercetivel na Figura 5.13, a nao monotonia de k sera visivel na andlise individual

desta varidvel.
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Figura 5.13: Representacao grafica da projecdo da trajetdria para o equilibrio, ilustrada
pela linha rosa, considerando uma condicdo inicial pertencente & regiao As. As linhas
a preto representam a projecao dos subespacos proprios associados aos valores préprios
estaveis. A reta vertical a tracejado representa a divisao efetuada entre as regioes A; e
As.

Consideramos nesta andlise as seguintes condigbes iniciais (0, 9z*; 1, 1k*) e
(0, 75x*; 1, 25k*), representando afastamentos opostos de x e k relativamente ao valor

de equilibrio, mas de igual magnitude.

Dinamica da taxa de entrada horizontal, : A Figura 5.14 representa o ajus-
tamento nao mondétono da taxa de entrada horizontal, z, e da respetiva velocidade
de convergéncia, w,. Esta nao monotonia traduz-se em overshooting, uma vez que z
atinge instantaneamente o respetivo valor de equilibrio de longo-prazo na fase inicial
do ajustamento. Nesse instante, a sua velocidade de convergéncia, w,, possui uma
assintota vertical, caracteristica dos fenémenos de over/undershooting.

Inicialmente os custos de entrada horizontal, n, sao elevados devido a relagao
direta, descrita em (3.9), entre 1 e o nimero de variedades de bens intermédios,
N. Estes funcionam como uma barreira a entrada e, como tal, na fase inicial do
ajustamento temos x < x*.

No entanto, dada a complementaridade existente entre os dois tipos de inovacao
(referida na andlise da regiao A;), o elevado ritmo inicial de entrada vertical, reflexo
do elevado k inicial, possui um impacto positivo em z (via aumento de (). Este efeito
mais que compensa os elevados custos de entrada horizontal, gerando z crescente,
de tal forma que se verifica um overshooting. A dinamica da taxa de chegada de
uma inovacao vertical, I, encontra-se representada no Apéndice B, na Figura 7.2.

A medida que o ritmo de entrada vertical diminui, reduz-se o seu impacto positivo
em z e o efeito negativo gerado pelo crescimento dos custos de entrada horizontal

torna-se dominante. Consequentemente, x decresce aproximando o seu valor de
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equilibrio de longo-prazo.

X 107° Condigéo inicial = (0.9"x*;1.1*k") o 107 Condigao inicial = (0.75*x*;1.25%")
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Figura 5.14: Representagao gréafica da evolucao da taxa de entrada horizontal, x, e da

sua velocidade de convergéncia, w,, ao longo do tempo, admitindo que inicialmente o
afastamento de z e k tem igual dimensao mas sentidos opostos. A esquerda é representado
o afastamento de 10%, & direita o afastamento de 25%. As linhas encarnadas representam
os respetivos valores de equilibrio de longo-prazo.

Dinamica do stock de capital fisico por stock de conhecimento tecnolégico,
k: A Figura 5.15 ilustra o ajustamento ao longo do tempo do stock de capital fisico
relativamente ao stock de conhecimento tecnoldgico, k, e da respetiva velocidade
de convergéncia, wy. A dinamica de transicao de k é qualitativamente idéntica a
descrita na regiao A; (ver também Figura 7.8 no Apéndice C, com a dindmica de
gr)- De forma andloga a w,, wy; possui uma assintota vertical quando k atinge

instantaneamente o respetivo valor de equilibrio de longo-prazo.
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Figura 5.15: Representacao grafica da evolugao de k e da sua velocidade de convergéncia
(wg) ao longo do tempo, admitindo que inicialmente o afastamento de z e k tem igual
dimensao mas sentidos opostos. A esquerda é representado o afastamento de 10%, a
direita o afastamento de 25%. As linhas encarnadas representam os respetivos valores de
equilibrio de longo-prazo.
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Dinamica do indice agregado de qualidade, Q: A Figura 5.16 ilustra o ajus-
tamento ao longo do tempo do indice agregado de qualidade, ), corrigido pela
tendéncia, e da respetiva taxa de crescimento, go. O ajustamento de @ reflete o
contributo dos dois tipos de inovacao para o aumento do nivel de conhecimento tec-
nologico. A dinamica da taxa de chegada de uma inovacao vertical, I, encontra-se
representada no Apéndice B, na Figura 7.2.

O indice @ evolui a um ritmo decrescente, contudo superior ao balanced growth
path durante a totalidade do ajustamento, aproximando-se da tendéncia. Apesar
do menor ritmo de entrada horizontal nesta regiao, a dinamica de transicao de @) é
qualitativamente equivalente a descrita na regiao A;.

Condig&o inicial = (0.9x*;1.1*k*) Condigéo inicial = (0.75*x*;1.25%k*)
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Figura 5.16: Representacao grafica do indice agregado de qualidade, corrigido pela
tendéncia, e da respetiva taxa de crescimento, admitindo que inicialmente o afastamento
de z e k tem igual dimensao mas sentidos opostos. A esquerda é representado o afasta-
mento de 10%, & direita o afastamento de 25%. O conceito tedrico de tendéncia representa
os valores que uma varidvel assumiria caso se encontrasse em equilibrio dinamico de longo-
prazo desde o momento inicial. A linha azul ilustra o valor de @ corrigido pela tendéncia;
a linha encarnada representa a projecao da tendéncia de Q.

Dinamica do capital fisico, K: A Figura 5.17 ilustra o ajustamento nao mondétono
do capital fisico corrigido pela tendéncia. Contrariamente a regiao A, nesta regiao
existe um elevado nimero de variedades iniciais de bens intermédios, no entanto, a

dinamica de transicao de K é qualitativamente idéntica a descrita na regiao A;.
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Condigéo inicial = (0.9*x*;1.1*k*) Condig&o inicial = (0.75*x*;1.25%k*)
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Figura 5.17: Representacao grafica do capital fisico ao longo do tempo corrigido pela
tendéncia, admitindo que inicialmente o afastamento de z e k tem igual dimensao mas
sentidos opostos. A esquerda é representado o afastamento de 10%, a direita o afastamento
de 25%. O conceito tedrico de tendéncia representa os valores que uma varidvel assumiria
caso se encontrasse em equilibrio dindmico de longo-prazo desde o momento inicial. A
linha azul ilustra o valor de K corrigido pela tendéncia; a linha encarnada representa a
projecao da tendéncia de K.

Dinamica do nimero de bens intermédios, N: A Figura 5.18 representa o
comportamento ao longo do tempo do ntmero de variedades de bens intermédios,
N, corrigido pela tendéncia. A Figura 5.19 representa o mesmo ajustamento apenas
durante os primeiros 50 instantes de tempo, numa escala mais reduzida. Este re-
flete o comportamento da taxa de entrada horizontal, x, observado na Figura 5.14.
Inicialmente N cresce a um ritmo inferior, afastando-se da respetiva tendéncia, e
posteriormente superior ao balanced growth path até atingir o respetivo equilibrio

dinamico de longo-prazo.
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Figura 5.18: Representacao grafica do niimero de variedades de bens intermédios ao longo
do tempo corrigida pela tendéncia, admitindo que inicialmente o afastamento de z e k tem
igual dimensao mas sentidos opostos. A esquerda é representado o afastamento de 10%, a
direita o afastamento de 25%. O conceito tedrico de tendéncia representa os valores que
uma variavel assumiria caso se encontrasse em equilibrio dinamico de longo-prazo desde
o momento inicial. A linha azul ilustra o valor de N corrigido pela tendéncia; a linha
encarnada representa a projecao da tendéncia de N.
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Figura 5.19: Representagao grafica do niimero de variedades de bens intermédios corrigido
pela tendéncia durante os primeiros 50 instantes de tempo, admitindo que inicialmente o
afastamento de z e k tem igual dimensao mas sentidos opostos. A esquerda é representado
o afastamento de 10%, & direita o afastamento de 25%. O conceito tedrico de tendéncia
representa os valores que uma variavel assumiria caso se encontrasse em equilibrio dindmico
de longo-prazo desde o momento inicial.

Dinamica da taxa de crescimento da economia, gy: A Figura 5.20 ilustra o
comportamento nao monoétono, em particular o overshooting, da taxa de crescimento
da economia, gy, ao longo do tempo. A dinamica de transicao de gy é qualitati-
vamente idéntica a descrita na regiao A;, embora as taxas de crescimento sejam

inferiores nesta regido para cada instante do tempo (devido ao menor z e, logo, gq).
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Figura 5.20: Representagao grafica da evolucao da taxa de crescimento da economia ao
longo do tempo, admitindo que inicialmente o afastamento de z e k tem igual dimensao
mas sentidos opostos. A esquerda é representado o afastamento de 10%, a direita o
afastamento de 25%. As linhas encarnadas representam os respetivos valores de equilibrio
de longo-prazo.

Dinamica da dimensao média das empresas, K/N: A Figura 5.21 representa
o comportamento ao longo do tempo da dimensao média das empresas corrigida pela
tendéncia, (K/N),. Durante o ajustamento, /N evolui a ritmo inferior ao obser-
vado em balanced growth path, aproximando-se da respetiva tendéncia. A dinamica
de transicao de K/N é qualitativamente equivalente & descrita na regiao A;.
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Figura 5.21: Representagao grafica da dimensao média das empresas ao longo do tempo
corrigida pela tendéncia, admitindo que inicialmente o afastamento de x e k tem igual
dimensao mas sentidos opostos. A esquerda é representado o afastamento de 10%, &
direita o afastamento de 25%. O conceito tedrico de tendéncia representa os valores que
uma variavel assumiria caso se encontrasse em equilibrio dinamico de longo-prazo desde
o momento inicial. A linha azul ilustra o valor de K/N corrigido pela tendéncia; a linha
encarnada representa a projegao da tendéncia de K/N.
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5.3 Fase D

A fase D representa uma economia semelhante a analisada na regiao As, caracteri-
zada por um stock inicial de capital fisico relativamente ao stock de conhecimento
tecnologico, k, superior ao de equilibrio de longo-prazo, k*, e considerada rica em
nimero de variedades de bens intermédios, implicando x inicial inferior ao equilibrio
de longo-prazo, x*. Contudo, comparativamente com a regiao Ay, para o mesmo va-
lor de k, esta economia é caracterizada por um maior nimero de bens intermédios,
N(0) para dado (0), de tal forma que a dinamica de transicao é qualitativamente
diferente.

A Figura 5.22 ilustra este processo de convergéncia caracterizado por monotonia
em ambas as variaveis de estado, conforme sera visivel na andlise individual das

varidveis.
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Figura 5.22: Representacgao grafica da projecao da trajetéria para o equilibrio ilustrada
pela linha amarela, considerando uma condicdo inicial pertencente & fase D. As linhas
a preto representam a projecao dos subespacos préoprios associados aos valores préprios
estaveis.

Desta forma, observamos que a proporcionalidade dos afastamentos de z e k
em relagao ao respetivo valor de equilibrio de longo-prazo pode ditar trajetorias
de convergéncia qualitativamente distintas. Nesse sentido, uma condicao suficiente

para a monotonia do ajustamento é

(2(t) — %) + k* < k(0) < 22D (2(t) — %) + k*.

As condigbes iniciais consideradas na seguinte andlise sao (0,852*;1, 1k*) e
(0, 75x*; 1, 15k*), representando afastamentos opostos, com magnitudes distintas, de

x e k relativamente ao valor de equilibrio de longo-prazo.
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Dinamica da taxa de entrada horizontal, x: A Figura 5.23 representa a
evolugao ao longo do tempo da taxa de entrada horizontal, z, e da respetiva veloci-
dade de convergéncia, denotada por w,. Observamos a monotonia do ajustamento
de x, contrariamente as regices anteriores. Deste modo, a velocidade de convergéncia
é sempre positiva e nao apresenta assintotas verticais. A velocidade de convergéncia
assintética de x é —puo, correspondente ao valor préprio negativo de menor valor
absoluto.

Ao longo do ajustamento, empresas entram na economia via inovagao horizontal a
um ritmo inferior ao de equilibrio de longo-prazo, x*. Tal resulta da economia possuir
um elevado nimero inicial de variedades de bens intermédios, N(0) para dado Q(0).
Este comportamento resulta dos elevados custos de entrada horizontal, n, devido a
relacao direta entre n e o nimero de variedades iniciais de bens intermédios.

O ritmo de entrada horizontal é crescente como consequéncia da complementa-
ridade existente entre os dois tipos de inovacao, referida na andlise da regiao A;. A
dinamica da taxa de chegada de uma inovagao vertical, I, encontra-se representada
no Apéndice B, na Figura 7.3. Deste modo, dado [ elevado, refletindo o elevado &
inicial, o impacto positivo da inovagao vertical em z (via aumento de () mais que
compensa o elevado 7, gerando z crescente. No entanto, contrariamente ao obser-
vado na regiao As, este impacto positivo contraria o efeito do aumento de 7 ao longo
de toda a dinamica de transicao.

X 107 Condicéo inicial = (0.85"x*;1.1*k") o 1078 Condigzo inicial = (0.75*x*;1.15*k*)
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Figura 5.23: Representagao grafica da evolucao da taxa de entrada horizontal, x, e da
sua velocidade de convergéncia, w;, ao longo do tempo, ilustradas pelas linhas a azul.
Consideramos uma condicao inicial em que x é 15% inferior a z* e k 10% superior a k*
(& esquerda), e uma condigao inicial em que x é 25% inferior a z* e k é 15% superior
a k* (a4 direita). As linhas encarnadas representam os respetivos valores de equilibrio de
longo-prazo.
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Dinamica do stock de capital fisico por stock de conhecimento tecnolégico,
k: Na Figura 5.24 observamos o processo de convergéencia ao longo do tempo do
stock de capital fisico relativamente ao stock de conhecimento tecnolégico, k, e da
respetiva velocidade de convergéncia, wy. Verificamos que k decresce monotona-
mente até atingir o respetivo valor de equilibrio de longo-prazo, k*, como reflexo da
sua produtividade marginal inicial relativamente baixa (ver também Figura 7.9 no
Apéndice C, com a dindmica de g;). Como tal, a sua velocidade de convergéncia
¢ sempre positiva, nao apresentando assintotas verticais. Tal como x, k converge

assintoticamente a velocidade —ps.
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Figura 5.24: Representacao grafica da evolucao de k e da sua velocidade de convergeéncia,
wg, ao longo do tempo, ilustradas pelas linhas a azul. Consideramos uma condicao inicial
em que z é 15% inferior a x* e k é 10% superior a k* (& esquerda), e uma condigao inicial
em que x é 25% inferior a x* e k é 15% superior a k* (& direita). As linhas encarnadas
representam os respetivos valores de equilibrio de longo-prazo.

Dinamica do indice agregado de qualidade, @: A Figura 5.25 ilustra o ajus-
tamento ao longo do tempo do indice agregado de qualidade, (), corrigido pela
tendeéncia, e da respetiva taxa de crescimento, gg. Esta apresenta um comporta-
mento nao mondtono distinto do observado nas regides anteriores, convergindo de
forma célere para valores relativamente préximos do equilibrio de longo-prazo, gg-.

O crescimento de @) reflete o contributo dos dois tipos de inovacao para o aumento
do nivel de conhecimento tecnoldgico. A taxa de chegada de uma inovacao vertical, I,
¢ superior ao respetivo valor de equilibrio de longo-prazo durante todo o processo de
ajustamento. Tal resulta da relacao de complementaridade existente entre inovacao
vertical e capital fisico, descrita na andlise da regiao A;. Por outro lado, verificamos
que a taxa de entrada horizontal, z, é inferior ao respetivo valor de equilibrio de

longo-prazo, x*, durante a totalidade do ajustamento. Assim, a medida que se

53



5.3. FASE D CAPITULO 5. ESTUDO NUMERICO

acentua a queda de I e x ainda reduzido, gg decresce atingindo valores inferiores a
gg+. Nos periodos seguintes, gg comeca a aumentar, com o crescimento de x a mais
que compensar a queda de I em diregao ao equilibrio de longo-prazo.
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Figura 5.25: Representagao grafica do indice agregado de qualidade, corrigido pela
tendéncia, e da respetiva taxa de crescimento. Consideramos uma condicao inicial cujo x
é 15% inferior a z* e k é 10% superior a k* (& esquerda), e uma condigao inicial cujo x é
25% inferior a x* e k é 15% superior a k* (a direita). O conceito tedrico de tendéncia re-
presenta os valores que uma varidvel assumiria caso se encontrasse em equilibrio dinamico
de longo-prazo desde o momento inicial. A linha azul ilustra o valor de @ corrigido pela
tendéncia; a linha encarnada representa a projecao da tendéncia de Q).

Dinamica do capital fisico, K: A Figura 5.26 representa o processo de con-
vergéncia do capital fisico corrigido pela tendéncia. Contrariamente as regioes an-
teriores, durante a totalidade do ajustamento o capital fisico, K, cresce a uma taxa
inferior ao balanced growth path, aproximando-se da tendéncia por cima.

Tal deve-se ao maior nimero de variedades iniciais de bens intermédios, N (0)
para dado Q(0), por stock de capital fisico relativamente ao stock de conhecimento
tecnologico, k. Devido aos custos de entrada horizontal crescentes com N, menor
sera a taxa de entrada horizontal, x, e o seu efeito positivo no nivel de conhecimento
tecnologico, ). Por esta via, menor serd o crescimento da produtividade marginal
de K, Py, (gerado pelo aumento de ()) reduzindo o incentivo a sua acumulagao,
de tal forma que o crescimento de K é inferior ao balanced growth path ao longo do

ajustamento.
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Figura 5.26: Representacao grafica do capital fisico, corrigido pela tendéncia, ao longo do
tempo. Consideramos uma condi¢ao inicial cujo x é 15% inferior a x* e k é 10% superior a
k* (a esquerda), e uma condi¢ao inicial cujo x é 25% inferior a z* e k é 15% superior a k* (a
direita). O conceito tedrico de tendéncia representa os valores que uma varidvel assumiria
caso se encontrasse em equilibrio dindmico de longo-prazo desde o momento inicial. A
linha azul ilustra o valor de K corrigido pela tendéncia; a linha encarnada representa a
projecao da tendéncia de K.

Dinamica do niimero de bens intermédios, N: Na Figura 5.27 observamos o
comportamento ao longo do tempo do niimero de variedades de bens intermédios, /V,
corrigido pela tendéncia. Este reflete o comportamento monétono da taxa de entrada
horizontal, x, observado na Figura 5.23. Durante a totalidade do ajustamento, N

cresce a um ritmo inferior ao balanced growth path.

Condig&o inicial = (0.85*x*;1.1*k*) Condig&o inicial = (0.75*x*;1.15*k*)

0.3 T T T 0.3 T T
—Nd —Nd
trend

trend

0.05 q 0.05r q

0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
t t

Figura 5.27: Representacao grafica do nimero de variedades de bens intermédios, corrigido
pela tendéncia, ao longo do tempo. Consideramos uma condi¢do inicial cujo = é 15%
inferior a z* e k é 10% superior a k* (4 esquerda), e uma condicao inicial cujo x é 25%
inferior a x* e k é 15% superior a k* (a direita). O conceito tedrico de tendéncia representa
os valores que uma varidvel assumiria caso se encontrasse em equilibrio dinamico de longo-
prazo desde o momento inicial. A linha azul ilustra o valor de N corrigido pela tendéncia;
a linha encarnada representa a projecao da tendéncia de N.
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Dinamica da taxa de crescimento da economia, gy: A Figura 5.28 repre-
senta o ajustamento da taxa de crescimento da economia, gy, ao longo do tempo.
Contrariamente as regioes anteriores, gy apresenta uma comportamento monétono,
evoluindo a uma taxa crescente e inferior a de equilibrio de longo-prazo, gy+. Deste
modo, constatamos que a dotagao inicial de K e N pode determinar ajustamentos
qualitativamente distintos da prépria taxa de crescimento da economia.

Nos instantes iniciais, gy é reduzido devido a g negativo (conforme explicado
anteriormente, k comega por cair significativamente). A medida que a queda de
k se atenua e gg comeca a crescer impulsionado por z, gy eleva-se em direcao ao
equilibrio de longo-prazo.
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Figura 5.28: Representagao grafica da evolucao da taxa de crescimento da economia ao
longo do tempo, admitindo que inicialmente os afastamentos de z e k tém magnitudes
distintas e sentidos opostos. Consideramos uma condicao inicial cujo x é 15% inferior a z*
e k é 10% superior a k* (& esquerda), e uma condigdo inicial cujo x é 25% inferior a z* e
k é 15% superior a k* (a direita). As linhas encarnadas representam os respetivos valores
de equilibrio de longo-prazo.

Dindmica da dimensao média das empresas, K/N: A Figura 5.29 ilustra
a evolugao ao longo do tempo da dimensao média das empresas corrigida pela
tendeéncia, (K/N),. Contrariamente as regioes anteriores, o ajustamento de K/N
nao é mondtono. Num primeiro momento, K /N cresce a um ritmo inferior ao balan-
ced growth path, de tal forma que é ultrapassado pela respetiva tendéncia e comeca
a afastar-se desta. Posteriormente, K/N cresce a um ritmo superior ao balanced
growth path, reaproximando-se da tendéncia.

Dado que N cresce a taxa x e K a taxa g; + gg, o relativamente baixo g, inicial
mais que compensa o alto gg, gerando um crescimento de K inferior a z e de (K/N),

inferior ao balanced growth path. Todavia, a medida que a queda de g, se atenua e gg
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comega a crescer (fruto do crescimento de x e I ainda alto), o ritmo de crescimento

de (K/N), eleva-se para valores superiores ao balanced growth path.
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Figura 5.29: Representagao grafica da dimensao média das empresas, corrigida pela
tendéncia, ao longo do tempo. Consideramos uma condi¢ao inicial cujo x é 15% infe-
rior a z* e k é 10% superior a k* (& esquerda), e uma condicao inicial cujo z é 25% inferior
ax* ek é15% superior a k* (& direita). O conceito tedrico de tendéncia representa os valo-
res que uma varidvel assumiria caso se encontrasse em equilibrio dindmico de longo-prazo
desde o momento inicial. A linha azul ilustra o valor de K/N corrigido pela tendéncia; a
linha encarnada representa a projegao da tendéncia de K/N.

5.4 Fase B

5.4.1 Regiao B,

A regidao B; caracteriza uma economia inicialmente rica em numero de variedades
de bens intermédios, implicando z inicial inferior ao equilibrio de longo-prazo, x*,
que possui um stock inicial de capital fisico relativamente ao stock de conhecimento
tecnolodgico, k, inferior ao valor de equilibrio de longo-prazo, k*.

Encontra-se representado na Figura 5.30 o processo de convergéncia de uma
condicgao inicial pertencente a esta regiao. O ajustamento de x e £ nao é mondtono,

como serd observado na andlise individual das varidveis.
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Figura 5.30: Representacao grafica da projecao da trajetdria para o equilibrio, ilustrada
pela linha azul, considerando uma condic&o inicial pertencente & regiao By. As linhas
a preto representam a projecao dos subespacos proprios associados aos valores préprios
estaveis. A reta vertical a tracejado representa a divisdo efetuada entre as regioes By e
Bo.

As condigbes iniciais consideradas na andlise seguinte sao (0,9z*;0,9k%) e
(0, 75x*; 0, 75k*), representando afastamentos de z e k relativamente ao respetivo

valor de equilibrio de igual sentido e magnitude.

Dinamica da taxa de entrada horizontal, x: Na Figura 5.31 observamos a
convergencia nao monotona da taxa de entrada horizontal, x, e da respetiva velo-
cidade de convergeéncia, denotada por w,. Dado o elevado ntimero de variedades
iniciais de bens intermédios na economia, os elevados custos de entrada horizontal
funcionam como barreira a entrada gerando, ao longo de todo o ajustamento, uma
entrada horizontal em menor escala do que em equilibrio de longo-prazo.

Verificamos adicionalmente que z é decrescente nos instantes iniciais do ajusta-
mento. Tal resulta da complementaridade existente entre os dois tipos de inovacao,
referida na andlise da regiao A;. A dinamica da taxa de chegada de uma inovacao
vertical, I, encontra-se representada na Figura 7.4, no Apéndice B. Uma vez que [ é
inicialmente relativamente reduzida, refletindo o reduzido £ inicial, o impacto posi-
tivo da inovagao vertical em x (via aumento de @)) nao é suficiente para compensar
os elevados custos de entrada horizontal, gerando x decrescente.

Todavia, a medida que I aumenta, cresce o impacto positivo da inovacao ver-
tical em z (via aumento de (Q), mais que compensando os altos custos de entrada
horizontal e gerando x crescente até atingir o equilibrio de longo-prazo, x*.

Uma vez que z diverge inicialmente de x*, w, é negativa, tornando-se positiva a
partir do instante em que z atinge o seu valor minimo. A velocidade de convergéncia

assintotica de x é —ps.
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Figura 5.31: Representacao grafica da evolugao da taxa de entrada horizontal, x, e da sua
velocidade de convergéncia, w,, ao longo do tempo, admitindo que inicialmente ambas as
varidveis de estado se encontram 10% (a esquerda) e 25% (& direita) abaixo do seu valor
de equilibrio de longo-prazo. As linhas encarnadas representam os respetivos valores de
equilibrio de longo-prazo.

Dinamica do stock de capital fisico por stock de conhecimento tecnolégico,
k: A Figura 5.32 ilustra o comportamento ao longo do tempo do stock de capital
fisico relativamente ao stock de conhecimento tecnoldgico, k, e da respetiva veloci-
dade de convergéncia, wy. Observamos que o ajustamento de k£ nao é mondtono,
ocorrendo um overshooting. A variavel de estado k comeca por crescer acentuada-
mente, refletindo a sua relativamente elevada produtividade marginal inicial, atin-
gindo instantaneamente o respetivo valor de equilibrio de longo-prazo na fase inicial
do ajustamento. Nesse mesmo instante, wy possui uma assintota vertical, particula-
ridade deste tipo de processos nao mondtonos. Nos instantes seguintes, k£ comeca a
decrescer, refletindo o desvio de recursos dedicados ao aumento de x. A velocidade
de convergéncia assintotica de k é —puo. Tal como nas regioes anteriores, verificamos
que o ajustamento de k é relativamente célere comparativamente com o ajustamento

observado de x (ver também Figura 7.10, no Apéndice C, com a dinamica de gx).
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Figura 5.32: Representacao grafica da varidvel de k e da sua velocidade de convergeéncia,
wk, ao longo do tempo, admitindo que inicialmente ambas as varidveis de estado se encon-
tram 10% e 25% abaixo do seu valor de equilibrio de longo-prazo. As linhas encarnadas
representam os respetivos valores de equilibrio de longo-prazo.

Dinamica do indice agregado de qualidade, @: A Figura 5.33 representa a
evolucao do indice agregado de qualidade, @), corrigido pela tendéncia, e da respetiva
taxa de crescimento, gg. O crescimento de @) reflete o incremento de qualidade em
todas as industrias de bens intermédios (via inovagao vertical), assim como a entrada
de novas industrias destes bens (via inovagao horizontal). O ajustamento de @ é
monotono, crescendo a um ritmo inferior mas cada vez mais proximo do balanced
growth path e respetiva taxa de crescimento de longo-prazo.

O reduzido crescimento de () resulta do baixo ritmo de entrada face ao balanced
growth path em ambos os tipos de inovacao. A entrada horizontal é lenta ao longo de
todo o processo de ajustamento, conforme observado na Figura 5.31. A lenta entrada
vertical na fase inicial do ajustamento resulta da complementaridade existente entre
inovagao vertical e capital fisico, referida na andlise da regiao A;. Uma vez que o
valor inicial de k é reduzido, o ritmo de entrada vertical é baixo. A dinamica da taxa
de chegada de uma inovacao vertical, I, encontra-se representada na Figura 7.4, no
Apéndice B. A medida que o crescimento de I e x se acentua, gg aumenta até @

atingir o respetivo balanced growth path.
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Figura 5.33: Representacao grafica do indice agregado de qualidade, corrigido pela
tendéncia, e da respetiva taxa de crescimento, admitindo que inicialmente ambas as
varidveis de estado se encontram 10% (a esquerda) e 25% (& direita) abaixo do seu valor
de equilibrio de longo-prazo. O conceito tedrico de tendéncia representa os valores que
uma variavel assumiria caso se encontrasse em equilibrio dinamico de longo-prazo desde
o momento inicial. A linha azul ilustra o valor de @ corrigido pela tendéncia; a linha
encarnada representa a projecao da tendéncia de Q).

Dinamica do capital fisico, K: A Figura 5.34 ilustra o processo de convergéncia
ao longo do tempo do capital fisico, K, corrigido pela tendéncia. Este exibe um
comportamento nao mondtono; inicialmente cresce a ritmo superior e posteriormente
inferior ao balanced growth path.

Dada a produtividade marginal decrescente de K, P, , ceteris paribus quanto

menor o valor de K maior serd P, . Sendo k = % e uma vez que o valor inicial de

k é reduzido, concluimos que o valor inicial de K também é reduzido. Deste modo,

inicialmente P,,,,. ¢é elevada e existe um forte incentivo a acumulacao de capital

9K
fisico. Consequentemente, o crescimento inicial de K é célere e superior ao de @ e,
também, ao balanced growth path, afastando-se da tendéncia. A medida que o valor
de K aumenta e a queda de P, se acentua, o crescimento de K é cada vez menor,

atingindo valores inferiores ao balanced growth path e aproximando-o da tendéncia.
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Figura 5.34: Representacao grafica do capital fisico ao longo do tempo corrigido pela
tendéncia, admitindo que inicialmente ambas as varidveis de estado se encontram 10% (&
esquerda) e 25% (a direita) abaixo do seu valor de equilibrio de longo-prazo. O conceito
tedrico de tendéncia representa os valores que uma variavel assumiria caso se encontrasse
em equilibrio dindmico de longo-prazo desde o momento inicial. A linha azul ilustra o
valor de K corrigido pela tendéncia; a linha encarnada representa a projecao da tendéncia
de K.

Dindmica do niimero de bens intermédios, N: A Figura 5.35 representa
a evolucao ao longo do tempo do nimero de variedades de bens intermédios, N,
corrigido pela tendéncia. Durante a totalidade do ajustamento N cresce a um ritmo

inferior ao balanced growth path.
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Figura 5.35: Representacao grafica do niimero de variedades de bens intermédios ao longo
do tempo corrigido pela tendéncia, admitindo que inicialmente ambas as varidveis de
estado se encontram 10% (& esquerda) e 25% (& direita) abaixo do seu valor de equilibrio
de longo-prazo. O conceito tedrico de tendéncia representa os valores que uma varidvel
assumiria caso se encontrasse em equilibrio dinamico de longo-prazo desde o momento
inicial. A linha azul ilustra o valor de N corrigido pela tendéncia; a linha encarnada
representa a projecao da tendéncia de N.
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Dinamica da taxa de crescimento da economia, gy: A Figura 5.36 representa
a evolucao ao longo do tempo da taxa de crescimento da economia, gy. Observamos
a ocorréncia de undershooting na fase inicial do ajustamento, sendo que, durante a
maioria do ajustamento, gy ¢ inferior a respetiva taxa de crescimento em equilibrio
de longo-prazo, gy«.

Inicialmente, gy é elevado devido a g também elevado (como referido acima, k
comega por crescer acentuadamente). A medida que a subida de k se atenua e gg
ainda é reduzido (devido a x ainda baixo e I a crescer), gy reduz-se para valores
abaixo de gy+. Nos instantes seguintes, gy comeca a crescer, com a subida de z e de

I (e, logo, gg) a mais que compensar a (ligeira) queda de k em diregao ao equilibrio

de longo-prazo.
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Figura 5.36: Representagao grafica da evolucao da taxa de crescimento da economia ao
longo do tempo, admitindo que inicialmente ambas as varidveis de estado se encontram
10% (& esquerda) e 25% (a direita) abaixo do seu valor de equilibrio de longo-prazo. As
linhas encarnadas representam os respetivos valores de equilibrio de longo-prazo.

Dindmica da dimensao média das empresas, K/N: A Figura 5.37 repre-
senta a evolugao ao longo do tempo da dimensao média das empresas corrigida pela
tendéncia, (K/N),. Inicialmente, a dimensao média das empresas é reduzida fruto
do reduzido stock de capital fisico, K(0), e do elevado ntiimero de bens intermédios
existente, N (0) para dado Q(0). Durante a totalidade do ajustamento K /N cresce a
um ritmo superior ao balanced growth path, aproximando-se da respetiva tendéncia.

Sendo que, conforme referido anteriormente, N cresce a taxa r e K a taxa
gr + go e que, como visto acima, x converge para o equilibrio de longo-prazo de
modo significativamente mais lento que g; e gg, resulta entao que N estard mais
tempo a crescer abaixo da tendéncia de longo-prazo que K. Deste modo, ao longo

da dinamica de transi¢do (K/N), exibird um comportamento mondtono crescente.
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Figura 5.37: Representagao grafica da dimensao média das empresas ao longo do tempo
corrigido pela tendéncia, admitindo que inicialmente ambas as varidveis de estado se encon-
tram 10% (& esquerda) e 25% (a direita) abaixo do seu valor de equilibrio de longo-prazo.
O conceito tedrico de tendéncia representa os valores que uma varidvel assumiria caso se
encontrasse em equilibrio dindmico de longo-prazo desde o momento inicial. A linha azul
ilustra o valor de K/N corrigido pela tendéncia; a linha encarnada representa a projegao
da tendéncia de K/N.

5.4.2 Regiao B,

A regiao B, caracteriza uma economia inicialmente pobre em nimero de variedades
de bens intermédios, implicando x inicial superior ao equilibrio de longo-prazo, z*,
e cujo stock de capital fisico relativamente ao stock de conhecimento tecnolégico, k,
¢ inferior ao valor de equilibrio de longo-prazo, k*.

A Figura 5.38 ilustra o ajustamento de uma condigao inicial pertencente a esta
regiao. KEste é caracterizado por uma convergéncia nao mondtona de ambas as
variaveis de estado. Apesar de impercetivel na Figura 5.38, a nao monotonia do

ajustamento de k serd visivel na analise individual desta variavel.
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Figura 5.38: Representacao grafica da projecdo da trajetdria para o equilibrio, ilustrada
pela linha de tom azul claro, considerando uma condigao inicial pertencente a regiao Bs.
As linhas a preto representam a projecao dos subespacos proprios associados aos valores
proprios estaveis. A reta vertical a tracejado representa a divisao efetuada entre as regioes
Bl (§ BQ.

Consideramos nesta anélise as seguintes condigoes iniciais (1, 1z*;0,9k*) e
(1,252*;0,75k*), representando afastamentos de z e k relativamente ao valor de

equilibrio de igual magnitude mas sentidos opostos.

Dinamica da taxa de entrada horizontal, x: A Figura 5.39 ilustra a evolugao
nao monotona da taxa de entrada horizontal, z, e da respetiva velocidade de con-
vergeéncia, w,, ao longo do tempo. Observamos a ocorréncia de undershooting, como
tal, w, possui uma assintota vertical quando z atinge, instantaneamente, o respetivo
valor de equilibrio de longo-prazo.

Inicialmente os custos de entrada horizontal sao relativamente reduzidos devido
a relacao direta entre o nimero de variedades de bens intermédios, N, e os custos
de entrada horizontal, 1. Deste modo, x ¢ inicialmente superior ao respetivo valor
de equilibrio de longo-prazo, z*. A medida que aumenta N (e, logo, 1), a entrada
horizontal evolui a ritmo decrescente e x reduz-se abaixo de x*, exibindo um wun-
dershooting. Porém, dada a complementaridade existente entre os dois tipos de
inovacao, referida na andlise da regiao Ay, a medida que o ritmo de entrada vertical
cresce, aumenta o seu impacto positivo em z (via aumento do nivel de conhecimento
tecnolégico, @), gerando = crescente e aproximando x*. A dindmica da taxa de
chegada de uma inovacao vertical, I, encontra-se representada na Figura 7.5, no
Apéndice B.
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Figura 5.39: Representagao gréafica da evolucao da taxa de entrada horizontal, x, e da
sua velocidade de convergéncia, w,, ao longo do tempo, admitindo que inicialmente o
afastamento de z e k tem igual dimensao mas sentidos opostos. A esquerda é representado
o afastamento de 10%, & direita o afastamento de 25%. As linhas encarnadas representam
os respetivos valores de equilibrio de longo-prazo.

Dinamica do stock de capital fisico por stock de conhecimento tecnolégico,
k: A Figura 5.40 representa a evolugao ao longo do tempo do stock de capital fisico
relativamente ao stock de conhecimento tecnoldgico, k, e da respetiva velocidade
de convergéncia, wy. O ajustamento de k é qualitativamente idéntico ao descrito
na regiao B; (ver também Figura 7.11, no Apéndice C, com a dinamica de gy).
Observamos a ocorréncia de um overshooting de k, consequentemente wy, possui uma
assintota vertical quando k atinge, instantaneamente, o respetivo valor de equilibrio

de longo-prazo.
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Figura 5.40: Representacgao grafica da evolucao de k e da sua velocidade de convergéncia,
wk, ao longo do tempo, admitindo que inicialmente o afastamento de z e k tem igual
dimensao mas sentidos opostos. A esquerda é representado o afastamento de 10%, a
direita o afastamento de 25%. As linhas encarnadas representam os respetivos valores de
equilibrio de longo-prazo.
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Dindmica do indice agregado de qualidade, Q: A Figura 5.41 ilustra a
evolucao ao longo do tempo do indice agregado de qualidade, ), corrigido pela
tendéncia, e da respetiva taxa de crescimento, gg. O indice @) reflete o efeito da en-
trada horizontal, observado na Figura 5.39, assim como o efeito da entrada vertical
no aumento de nivel de conhecimento tecnoldogico. O ajustamento de () é mondtono,
crescendo a um ritmo inferior mas cada vez mais préximo do balanced growth path.
Apesar do maior ritmo de entrada horizontal nesta regiao, a dinamica de transicao

de @ é qualitativamente idéntica a descrita na regiao Bj.
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Figura 5.41: Representacao gréafica do indice agregado de qualidade, corrigido pela
tendéncia, e da respetiva taxa de crescimento, admitindo que inicialmente o afastamento
de z e k tem igual dimensao mas sentidos opostos. A esquerda é representado o afasta-
mento de 10%, & direita o afastamento de 25%. O conceito tedrico de tendéncia representa
os valores que uma varidvel assumiria caso se encontrasse em equilibrio dinamico de longo-
prazo desde o momento inicial. A linha azul ilustra o valor de @) corrigido pela tendéncia;
a linha encarnada representa a projecao da tendéncia de Q).

Dinamica do capital fisico, K: A Figura 5.42 representa o processo de con-
vergéncia ao longo do tempo do capital fisico corrigido pela tendéncia. O ajusta-
mento de K nao é mondtono, sendo que K cresce inicialmente a um ritmo superior e
posteriormente inferior ao respetivo balanced growth path. A analise do ajustamento

de K ¢é qualitativamente idéntica a realizada na analise da regiao Bj.
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Figura 5.42: Representacao grafica do capital fisico ao longo do tempo corrigido pela
tendéncia, admitindo que inicialmente o afastamento de z e k tem igual dimensao mas
sentidos opostos. A esquerda é representado o afastamento de 10%, a direita o afastamento
de 25%. O conceito tedrico de tendéncia representa os valores que uma varidvel assumiria
caso se encontrasse em equilibrio dindmico de longo-prazo desde o momento inicial. A
linha azul ilustra o valor de K corrigido pela tendéncia; a linha encarnada representa a
projecao da tendéncia de K.

Dindmica do niimero de bens intermédios, N: A Figura 5.43 ilustra o ajus-
tamento do nimero de variedades de bens intermédios, N, corrigido pela tendéncia.
Este reflete a nao monotonia da taxa de entrada horizontal, x, observado na Fi-
gura 5.39. Inicialmente N cresce a um ritmo inferior (afastando-se da tendéncia) e

posteriormente superior (aproximando-se da tendéncia) ao balanced growth path.
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Figura 5.43: Representacao grafica do nimero de variedades de bens intermédios ao longo
do tempo corrigido pela tendéncia, admitindo que inicialmente o afastamento de x e k tem
igual dimensao mas sentidos opostos. A esquerda é representado o afastamento de 10%, a
direita o afastamento de 25%. O conceito tedrico de tendéncia representa os valores que
uma varidvel assumiria caso se encontrasse em equilibrio dinamico de longo-prazo desde
o momento inicial. A linha azul ilustra o valor de N corrigido pela tendéncia; a linha
encarnada representa a projecao da tendéncia de N.
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Dinamica da taxa de crescimento da economia, gy: A Figura 5.44 ilustra
o comportamento nao mondtono, em particular o undershooting, da taxa de cresci-
mento da economia, gy. A dinamica de transi¢ao de gy é qualitativamente idéntica
a descrita na regiao By. No entanto, para cada instante de tempo verificamos que

as taxas de crescimento sao superiores nesta regiao (devido ao maior z e, logo, gg).
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Figura 5.44: Representagao grafica da evolucao da taxa de crescimento da economia ao
longo do tempo, admitindo que inicialmente o afastamento de z e k tem igual dimensao
mas sentidos opostos. A esquerda é representado o afastamento de 10%, a direita o
afastamento de 25%. As linhas encarnadas representam os respetivos valores de equilibrio
de longo-prazo.

Dinamica da dimensao média das empresas, K/N: A Figura 5.45 ilustra
a evolugao ao longo do tempo da dimensao média das empresas corrigida pela
tendéncia, (K/N),. Durante a totalidade do ajustamento a dimensao média das em-
presas evolui a um ritmo superior ao balanced growth path. A dinamica de transicao

de K/N é qualitativamente equivalente & descrita na anélise da regiao Bj.
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Figura 5.45: Representagao grafica da dimensao média das empresas ao longo do tempo
corrigida pela tendéncia, admitindo que inicialmente o afastamento de x e k tem igual
dimensao mas sentidos opostos. A esquerda é representado o afastamento de 10%, a
direita o afastamento de 25%. O conceito tedrico de tendéncia representa os valores que
uma variavel assumiria caso se encontrasse em equilibrio dinamico de longo-prazo desde
o momento inicial. A linha azul ilustra o valor de K/N corrigido pela tendéncia; a linha
encarnada representa a projecao da tendéncia de K/N.

5.5 Fase C

A Fase C, a par da regiao B,, caracteriza uma economia inicialmente pobre em
nuimero de variedades de bens intermédios, implicando z inicial superior ao equilibrio
de longo-prazo, z*, e cujo stock de capital fisico relativamente ao stock de conheci-
mento tecnoldgico, k, é inferior ao stock de equilibrio de longo-prazo, k*. No entanto,
a Fase C é caracterizada por um menor nimero de variedades iniciais de bens in-
termédios, N(0) para dado Q(0), para o mesmo valor de k, de tal forma que a
dinamica de transicao é qualitativamente diferente da regiao Bs.

A Figura 5.46 representa o processo de convergéncia das variaveis de estado z e
k. Estas apresentam um comportamento mondtono, como sera observado na andlise

individual das varidveis.
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Figura 5.46: Representacao grafica da projcao da trajetoria para o equilibrio ilustrada pela
linha a verde, considerando uma condicao inicial pertencente a fase C. As linhas a preto
representam a projecao dos subespacos préoprios associados aos valores proprios estaveis.

Assim, constatamos que uma economia com as mesmas caracteristicas, concre-
tamente pobre em ke em N, pode convergir de forma monétona (Fase C) ou nao
mondtona (regido Bsy), consoante a sua situagao inicial. Em concreto, uma condigao

suficiente para a monotonia da convergéncia é

v v
—D ((t) — %) + k* < k(0) < 22 (2(t) — 2¥) + k*
Y(L,1) Y(1,2)
As condigbes iniciais consideradas na seguinte andlise sao (1, 152*;0,9%k*) e
(1,25z*;0,85k*), representando afastamentos opostos de z e k relativamente ao valor

de equilibrio e de magnitudes distintas.

Dinamica da taxa de entrada horizontal, x: A Figura 5.47 ilustra a con-
vergéncia mondtona da taxa de entrada horizontal, z, e da respetiva velocidade de
convergeéncia, w,, ao longo do tempo. Uma vez que z decresce monotonamente até
ao respetivo valor de equilibrio de longo-prazo, x*, a sua velocidade de convergéncia
é sempre positiva, nao possuindo assintotas verticais. A velocidade de convergéncia
assintética de © é —pus.

Ao longo de todo o ajustamento, empresas entram na economia via inovagao hori-
zontal a um ritmo superior a z*, como consequéncia da relagao direta entre os custos
de entrada horizontal, n, e o nimero de variedades iniciais de bens intermédios, N.
Assim, & medida que aumenta N (e, logo, 1), x decresce aproximando-se de z*.
Apesar do efeito resultante da complementaridade entre os dois tipos de inovagao

continuar presente, ao longo de todo o ajustamento o efeito de n é dominante.
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Figura 5.47: Representagao grafica da evolucao da taxa de entrada horizontal, x, e da
sua velocidade de convergéncia, w;, ao longo do tempo, ilustradas pelas linhas a azul.
Consideramos uma condi¢ao inicial em que z é 15% superior a z* e k é 10% inferior a
k* (& esquerda), e uma condigao inicial em que x é 25% superior a z* e k é 15% inferior
a k* (a direita). As linhas encarnadas representam os respetivos valores de equilibrio de
longo-prazo.

Dinamica do stock de capital fisico por stock de conhecimento tecnolégico,
k: Na Figura 5.48 observamos o processo de convergéncia ao longo do tempo do
stock de capital fisico relativamente ao stock de conhecimento tecnolégico, k, e da
respetiva velocidade de convergéncia, wy. Contrariamente as regices By e By, 0 ajus-
tamento de k é mondtono, crescendo acentuadamente nos instantes inicias, como
reflexo da sua relativamente alta produtividade marginal inicial (ver também Fi-
gura 7.12, no Apéndice C, com a dindmica de g;). Como tal, a sua velocidade de

convergéncia é sempre positiva, nao apresentando assintotas verticais.
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Figura 5.48: Representacao grafica da evolugao de k e da sua velocidade de convergeéncia,
wg, ao longo do tempo, ilustradas pelas linhas a azul. Consideramos uma condicao inicial
em que x é 15% superior a z* e k é 10% inferior a k* (& esquerda), e uma condigao inicial
em que = é 25% superior a x* e k é 15% inferior a k* (& direita). As linhas encarnadas
representam os respetivos valores de equilibrio de longo-prazo.

Dinamica do indice agregado de qualidade, @Q: A Figura 5.49 representa
o ajustamento nao monotono do indice agregado de qualidade, (), corrigido pela
tendéncia, e da respetiva taxa de crescimento, gg. Ambos os tipos de inovagao
contribuem para o aumento do nivel de conhecimento tecnolégico, Q.

Ao longo do ajustamento, observamos uma elevada taxa de entrada horizontal, z,
e uma reduzida taxa de chegada de inovacao vertical, I. A dinamica de [ encontra-
se representada no Apéndice B, na Figura 7.6. A lenta entrada vertical resulta
da complementaridade existente entre inovacao vertical e capital fisico, referida na
analise da regiao B;. Deste modo, a medida que se acentua o crescimento de [ e
x ainda alto, gg cresce elevando-se acima do respetivo valor de equilibrio de longo-
prazo. Nos periodos seguintes, gg comega a decrescer, com o decréscimo de x a mais

que compensar a (ligeira) subida de I.
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Figura 5.49: Representacao grafica do indice agregado de qualidade, corrigido pela
tendéncia, e da respetiva taxa de crescimento. Consideramos uma condi¢ao inicial cujo x
é 15% superior a x* e k é 10% inferior a k* (& esquerda), e uma condigao inicial cujo x é
25% superior a x* e k é 15% inferior a k* (a direita). O conceito tedrico de tendéncia re-
presenta os valores que uma varidvel assumiria caso se encontrasse em equilibrio dinamico
de longo-prazo desde o momento inicial. A linha azul ilustra o valor de @ corrigido pela
tendéncia; a linha encarnada representa a projecao da tendéncia de Q.

Dinamica do capital fisico, K: A Figura 5.50 representa o processo de con-
vergencia do capital fisico corrigido pela tendéncia. Contrariamente as regides By e
B,, durante a totalidade do ajustamento o capital fisico cresce a uma taxa superior
ao balanced growth path, aproximando-se da respetiva tendéncia.

Tal resulta do menor nimero de variedades iniciais de bens intermédios, N (0)
para dado Q(0), por stock de capital fisico relativamente ao stock de conhecimento
tecnologico, k. Uma vez que os custos de entrada horizontal sao crescentes com N,
a entrada horizontal ocorre a um ritmo superior, gerando um maior crescimento do
nivel de conhecimento tecnologico, (). Assim, o efeito positivo de ) na produtividade
marginal do capital fisico, P, , ¢ superior, elevando o incentivo a sua acumulagao,

de tal forma que o crescimento de K é superior ao balanced growth path durante a

totalidade do ajustamento.
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Condigéo inicial = (1.15*x*;0.9*k*) Condig&o inicial = (1.25"x*;0.85%k*)
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Figura 5.50: Representacao grafica do capital fisico, corrigido pela tendéncia, ao longo do
tempo. Consideramos uma condi¢ao inicial cujo x é 15% superior a z* e k é 10% inferior a
k* (& esquerda), e uma condi¢ao inicial cujo x é 25% superior a z* e k é 15% inferior a k* (a
direita). O conceito tedrico de tendéncia representa os valores que uma varidvel assumiria
caso se encontrasse em equilibrio dindmico de longo-prazo desde o momento inicial. A
linha azul ilustra o valor de K corrigido pela tendéncia; a linha encarnada representa a
projecao da tendéncia de K.

Dinamica do niimero de bens intermédios, N: Observamos na Figura 5.51 o
comportamento ao longo do tempo do niimero de variedades de bens intermédios, /V,
corrigido pela tendéncia. Novamente, fica evidente o comportamento monétono da
taxa de entrada horizontal, z, observado na Figura 5.47. Concretamente, N cresce

a um ritmo superior ao balanced growth path durante a totalidade do ajustamento.
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Figura 5.51: Representacao grafica do nimero de variedades de bens intermédios, corrigido
pela tendéncia, ao longo do tempo. Consideramos uma condi¢do inicial cujo = é 15%
superior a z* e k é 10% inferior a k* (& esquerda), e uma condicao inicial cujo x é 25%
superior a x* e k é 15% inferior a k* (a direita). O conceito tedrico de tendéncia representa
os valores que uma varidvel assumiria caso se encontrasse em equilibrio dinamico de longo-
prazo desde o momento inicial. A linha azul ilustra o valor de N corrigido pela tendéncia;
a linha encarnada representa a projecao da tendéncia de N.
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Dinamica da taxa de crescimento da economia, gy: A Figura 5.52 representa
o comportamento da taxa de crescimento da economia, gy, ao longo do tempo.
Observamos um comportamento monoétono de gy, crescendo a taxas superiores a
de equilibrio de longo-prazo, gy«, contrariamente ao observado nas regioes B; e
B>. Assim, tal como na fase D, constatamos que a dotagao inicial de K e N pode
determinar ajustamentos qualitativamente distintos da prépria taxa de crescimento
da economia.

Nos instantes iniciais do ajustamento, gy ¢é elevado devido a g, também elevado
(conforme explicado anteriormente, k comega por crescer significativamente). A
medida que a subida de k se atenua (gj reduz-se), mais que compensando a subida
de gg, gy reduz-se em dire¢ao ao equilibrio de longo-prazo.
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Figura 5.52: Representagao grafica da evolucao da taxa de crescimento da economia ao
longo do tempo, admitindo que inicialmente os afastamentos de z e k tém magnitudes
distintas e sentidos opostos. Consideramos uma condigao inicial cujo x é 15% superior a
x* e k é 10% inferior a k* (& esquerda), e uma condicao inicial cujo = é 25% superior a z*
e k é 15% inferior a k* (& direita). As linhas encarnadas representam os respetivos valores
de equilibrio de longo-prazo.

Dindmica da dimensao média das empresas, K/N: A Figura 5.53 repre-
senta a evolugao ao longo do tempo da dimensao média das empresas corrigida pela
tendéncia, (K/N),. Contrariamente as regides B; e By, K/N apresenta um compor-
tamento nao monétono. Inicialmente K/N cresce a um ritmo superior ao balanced
growth path, de tal forma que ultrapassa a respetiva tendéncia e comeca a afastar-se
desta. Posteriormente, K/N cresce a um ritmo inferior ao balanced growth path,
reaproximando-se da tendéncia.

Notando que N cresce a taxa x e K a taxa g, + gg, o relativamente alto gj inicial

mais que compensa o reduzido gg, resultando num crescimento de K superior a x e
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de (K/N), superior ao balanced growth path. Contudo, & medida que o crescimento
de g se atenua e g comega a decrescer (devido ao decréscimo de z e I ainda baixo),

o ritmo de crescimento de (/K/N), reduz-se abaixo do balanced growth path.

Condigéo inicial = (1.15*x*;0.9*k*) Condigéo inicial = (1.25*x*;0.85*k™)
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Figura 5.53: Representagao grafica da dimensao média das empresas, corrigida pela
tendéncia, ao longo do tempo. Consideramos uma condic¢ao inicial cujo xz é 15% supe-
rior a x* e k é 10% inferior a k* (& esquerda), e uma condigao inicial cujo = é 25% superior
ax* ek é15% inferior a k* (& direita). O conceito tedrico de tendéncia representa os valo-
res que uma variavel assumiria caso se encontrasse em equilibrio dindmico de longo-prazo
desde o momento inicial. A linha azul ilustra o valor de K/N corrigido pela tendéncia; a
linha encarnada representa a projecao da tendéncia de K/N.

5.6 Sintese de resultados

Apos analisadas as diferentes regioes do diagrama de fase, constatamos que a mai-
oria das variaveis pode exibir ajustamentos qualitativamente distintos, consoante o
ponto de partida inicial. Uma vez que a analise efetuada foi exaustiva, nesta seccao
recapitulamos as principais caracteristicas das diferentes regioes analisadas.

Na Fase A, que engloba as regioes A; e As, e na Fase B, que engloba as regioes B;
e Bs, observamos um comportamento nao mondtono da taxa de entrada horizontal,
z, e do stock de capital fisico relativamente ao stock de conhecimento tecnoldgico,
k. Maioritariamente estes processos nao monétonos correspondem aos denominados
overshooting ou undershooting, exceptuando o comportamento de z nas regides A;
e By. Em caso de over/undershooting de = ou k verificamos que as respetivas veloci-
dades de convergéncia possuem uma assintota vertical quando a variavel de estado
atinge, instantaneamente, o respetivo valor de equilibrio de longo-prazo. Nas res-
tantes fases, observamos um comportamento monétono de x e k (Fases C e D). As
variaveis de estado convergem assintoticamente a velocidade —pus, que corresponde

ao valor proprio negativo de menor valor absoluto.
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O numero de bens intermédios, N, evidencia um comportamento nao mondtono
nas regioes em que ocorre over/undershooting da taxa de entrada horizontal, concre-
tamente nas regides A; e By. Constatamos que a nao monotonia do ajustamento de
k transmite-se ao ajustamento do capital fisico, K. Este apenas apresenta comporta-
mento mondétono nas Fases C e D. Relativamente ao indice agregado de qualidade,
@), e a dimensdo média das empresas, K /N, observamos que apresentam compor-
tamento nao mondtono nas regioes caracterizadas por monotonia nas variaveis de
estado (Fases C e D), e evidenciam comportamento mondtono nas restantes regioes.

Uma vez que K, N, Q) e K/N nao sao estaciondrios em equilibrio de longo-prazo,
a monotonia do seu ajustamento significa que, durante a totalidade do ajustamento,
crescem a taxas superiores ou inferiores ao balanced growth path.

Focando particularmente no comportamento da taxa de crescimento da eco-
nomia, gy, constatamos que a monotonia ou nao monotonia do ajustamento das
variaveis de estado transmite-se ao ajustamento de gy. Na Figura 5.54 encontra-se
representado o ajustamento de gy para condic¢oes iniciais pertencentes as diferentes
regioes do diagrama de fase. Estas figuras foram apresentadas individualmente na
andlise da respetiva regiao, contudo sao novamente apresentadas em conjunto de

forma a ilustrar a variedade de ajustamentos possiveis de gy .
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Figura 5.54: Representacao da evolucao ao longo do tempo da taxa de crescimento do
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Os graficos da Figura 5.54 encontram-se organizados consoante a posicao da
regiao no diagrama de fase. Os graficos superiores representam as regioes onde
existe um elevado valor inicial de k, os inferiores as regides onde o valor inicial de k
é reduzido. Dado k(0) idéntico entre as regides ricas e entre as regides pobres em
k, ao analisar os graficos da esquerda para a direita observamos o efeito positivo da
redugao do ntimero de variedades iniciais de bens intermédios no comportamento ao
longo do tempo da taxa de crescimento do produto, gy, devido a relagao negativa

existente ente z e N.
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Capitulo 6

Interpretacao alternativa da

dinamica de transicao: choques

No capitulo anterior, consideramos que a economia inicialmente nao se encontra em
equilibrio de longo-prazo e, como tal, ajusta-se de forma a atingi-lo, dando origem
a uma dinamica de transi¢ao. Contudo, existem interpretacoes alternativas para a
origem da dinamica de transi¢ao. Neste capitulo ilustramos uma dessas alternativas.

Em concreto, consideramos que apesar de, inicialmente, a economia se encontrar
em equilibrio de longo-prazo, um choque nao esperado nos custos tecnologicos, no-
meadamente ¢ na [&D vertical, o ou vy na [&D horizontal, altera o préprio equilibrio
da economia. Assim, visto que o ntmero de variedades iniciais de bens intermédios
e o stock de capital fisico relativamente ao stock de conhecimento tecnolégico, z(0)
e k(0) respetivamente, permanecem inalterados, no momento do choque a economia
terd de se ajustar de forma a atingir o equilibrio no longo-prazo.

Outros choques poderiam ser considerados, por exemplo nas preferéncias das
familias, p ou #, ou na tecnologia existente, A ou «. No entanto, atendendo ao
papel desempenhado pela inovacao no modelo, consideramos mais pertinente a con-
sideracao de choques nos custos tecnologicos.

A perspetiva de choques iniciais difere da anterior apenas no que respeita a
intuicao econémica do momento inicial. Como tal, todos os gréficos e a andlise das
variaveis do capitulo anterior permanecem validos nesta perspetiva.

No entanto, nesta perpectiva, nem todas as regioes do diagrama de fase sao ne-
cessariamente relevantes do ponto de vista econémico. A sua relevancia depende da
forma como os valores de steady state, z* e k*, reagem ao tipo de choques conside-
rados. Assim, podemos ter regioes onde a economia nunca se encontrara.

Nesse sentido, de seguida fazemos uma abordagem analitica, através de estatica

comparada, de forma a determinar as regioes economicamente interessantes nesta

80



CAPITULO 6. INTERPRETACAO ALTERNATIVA DA QINAMICA DE
TRANSICAO: CHOQUES

perspetiva.

Lema 6.1. O wvalor de steady state k* € crescente com o custo fixo de entrada

vertical, C.

Demonstragao. O sinal de determma a relac@o entre k* e (. Recordando (4.2) e

(4.3), no steady state 1nter10r temos

A’k —p =
< - (
O(c+~v+1) (e +7)¢

fi(k*) — fo(k*) =0 mok** — CA®K* ™) = 0. (6.1)

Derivando ambos os membros de (6.1) em ordem a ( resulta

Aa? (o — 1)k 2. %—’? B =
O(c +~v+1) (0 +7)C?
ok* ok*
: Cﬂoak*a_la—c — C?Ad’ (o — 1)k 72 o ﬂok*a:| = 0.
Deste modo, resolvendo em ordem a ag obtemos
ok* . Woka
¢ Cmaks™! = (Aa%(a — ke - (I [ Al D
Dado a €]0; 1], temos 2% > 0. O

C

Lema 6.2. O valor de steady state k* € crescente com as elasticidades do custo de

entrada horizontal, o e 7.

Demonstracao. O sinal de 8"”*

e de %—"j: determina respetivamente a relagao entre k*
e o e k*ery. De forma analoga ao Lema 6.1, derivando ambos os membros de (6.1)

em ordem a ¢ e 7y obtemos

Ac? (o — 1)k**?220(0 + v+ 1) — (Aa?k™ " —p) 0
02(c+~v+1)?

Lf\f! (1]

[Woak*a 18k CAO( ( 1)]{:*&—2%] (0_ +7) o (ﬂ_ok*a _ CAaZk*a—l)

(0 +7)?

81



CAPITULO 6. INTERPRETACAO ALTERNATIVA DA QINAMICA DE
TRANSICAO: CHOQUES

Ac?(a — 1)k*a_2%—f9(0 +94+1) — (A?k* " —p) 0
%2(c +~v+1)?

L/\! [1]

Woak*a_l% —(Aa?(a — 1)k*a_2%—lf;] (0 +7) — (mok*™ — CAa?k* ")

=0.
(o +7)?
Resolvendo em ordem a % e %—": temos
*xQ sa—1 C(o+7)? | Aa2k*o—1—

ok* B ok* B —7T0k3 + CAOPk’ + E’Y [ €(G+’y+1)2pi| ' (6 2)

oy  Oo H ’ '
em que

C(U + /7)214052(05 - 1)k*a_2 sa—1 2 *a—2
H= — [mocrk — CA*(a — 1)k** %] (0 + ).

Z0(c+~+1)
Dado « €]0; 1], entao H < 0. Substituindo (4.2) e (4.3) em (6.2) resulta

o ore S22 A (555) - Rk
oy 9o H :

Uma vez que em equilibrio temos f1(k*) = fo(k*), dado 0 +v < 0 + v + 1, entao

o+

m) — f2(k") <0.

fu(k) (

Juntamente com H < 0 obtemos %—f = %’f; > 0. O

Lema 6.3. O wvalor de steady state x* € decrescente com o custo fixo de entrada

vertical, C.

Demonstracao. O sinal de %i; determina a relacao entre z* e (. Resolvendo as duas

primeiras equagoes de (4.4) em ordem a I(k) - = resulta

I(k)E=~(5+1)a"
( ) @7(%“) ot = %(T(/f*)—p)—x*. (6.3)
I(k*)

(1]
I

g(r(k") —p) —a*
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Dado r(k) = Aa?k*"!, derivando (6.3) em ordem a ¢ obtemos

7y Ox* _ 10r(k*) Ok*  Ox* - ox* Aa®(a — 1)k*™ 288]2*
7 aC 0 ok ac  oc o Ootvy+1l)

De acordo com o Lema 6.1 sabemos 2 _C > 0. Deste modo, dado a €]0; 1], temos

ag<0 L]

Lema 6.4. O wvalor de steady state x* € decrescente com as elasticidades do custo
de entrada horizontal, o e 7.

Demonstragao. O sinal de e de determma respetivamente a relagao entre x*

e o ex* e . Derivando (6.3) em ordem a o e 7y resulta, respetivamente

Oz* _ 10r(k*) Ok*  Odx”
do 0 Ok* Oo do

"+ (0 +7)

Oz* _ 10r(k*) Ok*  Ox”
oy 6 Ok Oy oy

2+ (0 +7)

Dado r(k) = Aa?k*~!, resolvendo as equagoes anteriores obtemos

ox* %oﬂ(a R ) A -

— Jdo
oo c+v+1
ot %oﬂ(a — 1)k*°‘_2%—’$ —z*
oy o+v+1
De acordo com o Lema 6 2 temos % > 0e %—k; > 0. Assim, dado a €]0;1],
concluimos que ~ < 0e 2 <. O

Nos lemas anteriores demonstramos a relagao entre os valores de steady state, x*
e k*, e os parametros relativos aos custos tecnolégicos, ¢, o e . Constatamos que,
qualitativamente, o efeito destes parametros é idéntico. Em concreto, um choque
positivo num dos parametros afeta positivamente k* e negativamente x*.

Consequentemente, no caso de um choque positivo a condicao inicial encontrar-
se-a a sudeste do novo equilibrio de longo-prazo, nas regices By e C'. Caso o choque
seja negativo a condicao inicial encontrar-se-a4 a noroeste do novo equilibrio, nas
regides A, e D. Assim, nesta perspetiva a condicao inicial nunca se encontra nas
regioes A; e B;. Nesse sentido, a andlise destas regioes nao sera economicamente

relevante.

83



Capitulo 7
Conclusao

No decurso deste trabalho procuramos contribuir para uma melhor compreensao
dos mecanismos da dinamica de transicao dos modelos de crescimento enddgeno.
Para esse fim descrevemos a dinamica local do modelo Gil (2013), reproduzido no
Capitulo 3. Este modelo representa uma extensao para a literatura de crescimento
enddgeno do modelo Ramsey (1928).

Deste modo, procuramos resposta as questoes enunciadas no Capitulo 1, no-
meadamente: 1) Existe a possibilidade de, dependendo da escolha de valores para
alguns parametros, estes afetarem o equilibrio de longo-prazo ou as caracteristicas da
dindmica do modelo?; 2) As velocidades de transi¢ao para o equilibrio de longo-prazo
sao idénticas para todas as variaveis e constantes no tempo?; 3) A convergéncia para
o equilibrio processa-se sempre de forma mondtona ou existe possibilidade de con-
vergéncia nao mondtona, overshooting ou oscilatoria, mesmo no caso de uma versao
linearizada do sistema dindmico?; 4) Como se comporta a dimensao média das em-
presas, aferida pelo stock de capital por empresa, no processo de convergéncia?

Nesse sentido, estudamos o sistema linear como aproximacao local do sistema
original nao linear, proximo do equilibrio. Tratando-se de uma aproximacao, existira
sempre erro. Contudo, dada a robustez dos resultados analiticos obtidos, acredita-
mos que este é apenas quantitativo e irrelevante para a correta interpretacao dos
resultados.

No Capitulo 4 abordamos a questao 1) e demonstramos que, na generalidade,
existem valores dos parametros para os quais o equilibrio interior do modelo nao
é Unico ou nao existe qualquer trajetéria convergente para o equilibrio. Uma vez
que estas situagoes nao sao interessantes do ponto de vista do problema econémico
em causa, definimos condicoes suficientes que garantem a unicidade do equilibrio e
a existéncia de um espaco estavel nao vazio. Provamos também que sé existe um

espago estavel nao vazio através de uma variedade estavel bidimensional.
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No Capitulo 5 ilustramos numericamente o processo de convergéncia para valores
determinados dos parametros. Esta abordagem numérica foi ilustrativa, assentando
nos resultados analiticos obtidos no Capitulo 4.

Em termos gerais, verificamos que a endogeneizagao do processo de acumulacao
de capital resulta em dinamicas de transigao ricas. No seguimento da questao 3),
constatamos a possibilidade de ajustamentos qualitatitavamente distintos, nomea-
damente mondtonos e nao mondtonos. Este comportamento nao é exclusivo das
variaveis de estado, sendo particularmente interessante o comportamento da taxa
de crescimento do produto, gy. Este representa um dos principais contributos do
modelo aqui explorado, uma vez que permite explicar os fundamentos do compor-
tamento nao linear de gy, observado empiricamente, assim como prever o tipo de
ajustamento da taxa de crescimento do produto com base no niimero de variedades
iniciais de bens intermédios e stock inicial de capital fisico. A interligacao entre os
diferentes tipos de inovagao e o capital fisico é fundamental para o comportamento
nao linear das varidveis do modelo.

No que respeita a questao 4), verificamos que a dimensao média das empresas,
medida pelo stock médio de capital fisico por empresa, apresenta um comportamento
qualitativamente distinto consoante o ponto de partida inicial. Esta apresenta um
comportamento nao mondétono nas regioes caracterizadas pela monotonia do ajus-
tamento das variaveis de estado, e evidencia um comportamento mondtono nas
restantes regioes. Uma vez que esta variavel nao é estacionaria em equilibrio, a mo-
notonia do seu ajustamento implica que, durante a totalidade do ajustamento, esta
cresce a taxas superiores ou inferiores a respetiva taxa de crescimento em equilibrio
de longo-prazo.

Relativamente & questao 2), concluimos que, durante o ajustamento, as taxas
de crescimento e as velocidades de convergéncia das variaveis sao distintas entre
si, mesmo no caso do sistema linear. Em equilibrio estas nao sao necessariamente
iguais. Este comportamento resulta diretamente da dimensao da variedade estavel.
Caso a variedade estavel fosse unidimensional tal nao seria observado. Observamos
que as variaveis de estado convergem assintoticamente a velocidade —pus, correspon-
dente ao valor proprio negativo de menor valor absoluto. Verificamos também que,
em caso de over/undershooting das varidveis de estado, as respetivas velocidades
de convergéncia apresentam uma assintota vertical no momento em que a varidavel
atinge, instantaneamente, o respetivo valor de equilibrio.

No Capitulo 6 apresentamos uma interpretacao econémica alternativa, que difere
da anterior apenas no conceito de situacao inicial. Nesse sentido, a andlise anterior

permanece valida. Contudo, demonstramos que nem todas as regioes do diagrama
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CAPITULO 7. CONCLUSAO

de fase sao economicamente interessantes nesta perspetiva.

Em suma, o presente trabalho da resposta as questoes enunciadas no Capitulo
1 e permite uma melhor compreensao dos mecanismos de crescimento enddgeno.
Através da anédlise do modelo Gil (2013) focamos alguns aspetos que outros au-
tores nao observam. Nesse sentido, este trabalho nao representa a replicacao da
anélise de outros autores, referidos no Capitulo 2. Concretamente, a questao 4) é
abordada por Brito e Dixon (2009) contudo num contexto de crescimento exégeno.
Nesse sentido, a presente analise representa uma extensao dos resultados de Brito
e Dixon (2009) ao contexto de crescimento enddégeno. No que respeita a questao
2) e a andlise das velocidades de convergéncia, existe uma complementaridade com
Eicher e Turnovsky (2001). Este trabalho distancia-se dos restantes autores princi-
palmente no que respeita a questao 3). Estudos como Arnold e Kornprobst (2008)
e Eliasson e Turnovsky (2004) nao se debrugam sobre esta problematica. Por ou-
tro lado, Arnold (2006) e Sequeira (2011) apresentam exemplos numéricos para
a ocorrencia de comportamento oscilatorio; contudo nao analisam a possibilidade
de nao monotonia sem oscilacao, relacionada com alternativas situagoes iniciais do
sistema dinamico. Assim, as consideracoes relativamente a possibilidade de compor-
tamento nao monoétono da propria taxa de crescimento do produto representam um

contributo adicional para a literatura existente.
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Apeéendice A

Seguindo a abordagem de Eicher e Turnovsky (2001), descrevemos a dinamica de
z e k no espago de fase (z,k). Através do sistema linear obtemos as solucoes das

variaveis associadas a estabilidade:

x — % = vy D1t + v 9y Doet?!
: (7.1)
]{? — k}* = U(271)D1€u1t -+ U(272)D26M2t

em que D; e Dy sao constantes obtidas a partir dos valores iniciais 2(0) e k(0).
Diferenciando as equagoes do sistema anterior, de forma a obter o seu compor-

tamento ao longo do tempo, resulta:

dlz — z*
% = M1U(1,1)D1€’“t + ,UQIU(LQ)DQGMN
(7.2)
d(k — k*
% = NlU(2,1)D1€’”t + M2U(2,2)D2€“2t
A partir de (7.1) obtemos
( Dyett = V(22) (& — &%) — v o) (k = k)
V(2,2)V(1,1) — V(2,1)V(1,2)
(7.3)

vk — k") —ve)(r —2*)
V(2,2)V(1,1) — V(2,1)V(1,2)

D26”2t =

\

Deste modo, substituindo (7.3) em (7.2) temos:

((d(z —a") _ (mveayvan — Hvenvee) (@ — o) + (B2 — p)vavan (b — k)
dt V(2,2)0(1,1) ~ V(2,1)V(1,2)

d(k - k‘*) _ (Ml - M2)U(2,1)U(2,2)($ - f*) + (M20(2,2)0(1,1) — H1V,1)V1 2))(k5 k?*)
dt V(22)V(1,1) ~ V(2,1)V(1,2)
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APENDICE A

que representa a evolucao ao longo do tempo de (x —x*) e (k — k*), respetivamente.

Assim, contruimos a seguinte matriz jacobiana calculando as derivadas parciais das

equacoes anteriores para x e k:

[1V(2,2)V(1,1) — H2V2,1)V(1,2) (12 — p1)va2)va )
V(2,2)V(1,1) — Y(2,1)V(1,2) V(2,2)V(1,1) — V(2,1)V(1,2)
J =
(,u1 - M2)0(2,1)0(2,2) M2V(22)V(1,1) — H1V(2,1)V(1,2)
V(2,2)V(1,1) — V(2,1)V(1,2) V(2,2)V(1,1) — V(2,1)V(1,2)

Podemos assim descrever a dinamica de z e k no espago de fase (x, k) por:

(1))
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Apeéendice B

Dinamica da taxa de chegada de uma inovagao vertical, I: As seguintes

figuras ilustram o processo de ajustamento da taxa de chegada de uma inovagao

vertical, I. Estas encontram-se organizadas pela ordem de andlise das varias regioes,

efetuada no Capitulo 5. A interpretacao da dinamica de I encontra-se integrada na

seccao destinada a andlise da respetiva regiao.

e Regiao A;:
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Figura 7.1: Representacao grafica da evolugao da taxa de chegada de uma inovagao ver-
tical, I, admitindo que inicialmente ambas as varidveis de estado se encontram 10% (a
esquerda) e 25% (a direita) acima do seu valor de equilibrio de longo-prazo. As linhas

encarnadas representam os respetivos valores de equilibrio de longo-prazo.
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e Regiao Aj:

Condigéo inicial = (0.9*x*;1.1*k*) Condicéo inicial = (0.75*x*;1.25"k*)

0.0256 4

0.0254 - 1
0.025 q

0.0252 4

0.025 q
0.0248 - q
0.0245 1
0.0246 q

0.0244 q

0.0242 q

0.024 ) ! ! 0.024 ) ! .

Figura 7.2: Representacao gréafica da evolugao da taxa de chegada de uma inovacao verti-
cal, I, admitindo que inicialmente o afastamento de z e k tem igual dimensao mas sentidos
opostos. A esquerda é representado o afastamento de 10%, & direita o afastamento de
25%. As linhas encarnadas representam os respetivos valores de equilibrio de longo-prazo.

e Fase D:
Condigéo inicial = (0.85*x*;1.1*k*) Condicéo inicial = (0.75*x*;1.15*k*)
0.025 1 0.025F 1
0.0245- — 0.0245} —
0.024 . ! . 0.024 : ! .
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

t t

Figura 7.3: Representacao gréifica da evolucao da taxa de chegada de uma inovacao verti-
cal, I. Consideramos uma condicao inicial em que x é 15% inferior a z* e k 10% superior
a k* (&4 esquerda), e uma condigao inicial em que z é 25% inferior a z* e k é 15% superior
a k* (a direita). As linhas encarnadas representam os respetivos valores de equilibrio de
longo-prazo.
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e Regiao Bi:
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Figura 7.4: Representacao grafica da evolugao da taxa de chegada de uma inovagao ver-
tical, I, admitindo que inicialmente ambas as variaveis de estado se encontram 10% (&
esquerda) e 25% (& direita) abaixo do seu valor de equilibrio de longo-prazo. As linhas
encarnadas representam os respetivos valores de equilibrio de longo-prazo.

e Regiao Bs:
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Figura 7.5: Representacao grafica da evolugao da taxa de chegada de uma inovagao vert-
cial, I, admitindo que inicialmente o afastamento de z e k tem igual dimensao mas sentidos
opostos. A esquerda é representado o afastamento de 10%, a direita o afastamento de 25%.
As linhas encarnadas representam os respetivos valores de equilibrio de longo-prazo.
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e Fase C:
Condigéo inicial = (1.15*x*;0.9*k*) Condigéo inicial = (1.25*x*;0.85*k™)

0.03 . . . 0.03 . ! !
0.028} — 0.028 f
0.026 1 0.026 - 1
0.024 3 0.024 3
0.022 4 0.022} 4

0.02 1 0.02} 4
0.018 1 0.018 1
0.016} 1 0.016 1
0.014} 1 0.014 1
0'0120 50 160 150 200 001 20 56 160 150 200

t t

Figura 7.6: Representacao gréafica da evolucao da taxa de chegada de uma inovacao verti-
cal, I. Consideramos uma condicao inicial em que z é 15% superior a z* e k é 10% inferior
a k* (& esquerda), e uma condigao inicial em que z é 25% superior a z* e k é 15% inferior
a k* (a direita). As linhas encarnadas representam os respetivos valores de equilibrio de
longo-prazo.
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Dinamica da taxa de crescimento do stock de capital fisico por stock
de conhecimento tecnolégico, gi: As seguintes figuras ilustram o ajustamento
ao longo do tempo da taxa de crescimento do stock de capital fisico relativamente
ao stock de conhecimento tecnologico, k. Estas representam um complemento a
andlise das taxas de crescimento da economia, gy, efetuada no Capitulo 5, uma vez
que gy (t) = go(t) + agi(t). Assim, estas encontram-se organizadas pela ordem de

andlise das varias regioes.

e Regiao A;:
5 x10™* Condic&o inicial = (1.1*x*;1.1%k*) 5 x10™* Condig&o inicial = (1.25"x*;1.25%k*)
— 90 — g
R gk=0 R gk=0
0 0
-5 — -5 —
-10F — -10 g
-5} — -15 g
_20 . . . _20 . . .
50 100 150 200 0 50 100 150 200

t t

Figura 7.7: Representacao grafica da evolucao da taxa de crescimento de k ao longo do
tempo, admitindo que inicialmente ambas as varidveis de estado se encontram 10% (&
esquerda) e 25% (a direita) acima do seu valor de equilibrio de longo-prazo. As linhas
encarnadas representam os respetivos valores de equilibrio de longo-prazo.
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e Regiao Aj:
i X 107 Condigao inicial = (0.9"x*;1.17k") | 107 Condigao inicial = (0.75"x*;1.25"k*)
90 —90
— 90 —9=0
0 0
-1 1 -1 1
-2 L L L -2 L 1 1
50 100 150 200 0 50 100 150 200

Figura 7.8: Representacao grafica da evolugao da taxa de crescimento de k ao longo do
tempo, admitindo que inicialmente o afastamento de z e k tem igual dimensao mas sentidos
opostos. A esquerda é representado o afastamento de 10%, a direita o afastamento de 25%.
As linhas encarnadas representam os respetivos valores de equilibrio de longo-prazo.

e Fase D:
oX 107 ‘ Condigo inicial - (0.85"x";1.1°k") ‘ JX 107 ‘Condigao inicial - (0.75'x';1.15'k')‘
a0 a0
2r ——g,=0(] 2 ——9,=0]]
1 1 1 1
0 0
At 1 -1 1
ot — 2 —
-3t 1 -3 1
4t B _4 1
5t 1 -5 1
-6t 1 -6 1
7 50 100 150 200 7 50 100 150 200

Figura 7.9: Representacao gréafica da evolugao da taxa de crescimento de k ao longo do
tempo, admitindo que inicialmente os afastamentos de z e k tém magnitudes distintas e
sentidos opostos. Consideramos uma condigao inicial cujo z é 15% inferior a z* e k é
10% superior a k* (& esquerda), e uma condigdo inicial cujo x é 25% inferior a z* e k é
15% superior a k* (& direita). As linhas encarnadas representam os respetivos valores de

equilibrio de longo-prazo.
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e Regiao Bi:
§X 107 Condigao inicial = (0.9°x*;0.9"k") 5 107 Condigdo inicial = (0.75"x*;0.75"k")
90 —90
— 90 ———g=0
4t ! 4t 4
3r 4 3 4
2r q 2 4
1r q 1 4
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1 . . . 1 . . .
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

Figura 7.10: Representagao grafica da evolucao da taxa de crescimento de k ao longo do
tempo, admitindo que inicialmente ambas as varidveis de estado se encontram 10% (&
esquerda) e 25% (& direita) abaixo do seu valor de equilibrio de longo-prazo. As linhas
encarnadas representam os respetivos valores de equilibrio de longo-prazo.

e Regiao Bs:
20% 107 Condicéo inicial = (1.1*x*;0.9%k") o 107 Condigao inicial = (1.25*x*;0.75*K*)
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—9,=0 250 ——g,=0||
15F J
2+ 4
1or | 15 ]
1+ 1
5+ 1
0.5f 1
0
0
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Figura 7.11: Representagao grafica da evolucao da taxa de crescimento de k ao longo do
tempo, admitindo que inicialmente o afastamento de z e k tem igual dimensao mas sentidos
opostos. A esquerda é representado o afastamento de 10%, a direita o afastamento de 25%.
As linhas encarnadas representam os respetivos valores de equilibrio de longo-prazo.
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e Fase C!
x10~° Condig&o inicial = (1.15*x*;0.9*k*) x107° Condigéo inicial = (1.25*x*;0.85"k*)
20 T T T 20 T T T
— g0 — g
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Figura 7.12: Representagao grafica da evolucao da taxa de crescimento de k ao longo do
tempo, admitindo que inicialmente os afastamentos de z e k tém magnitudes distintas e
sentidos opostos. Consideramos uma condicao inicial cujo = é 15% superior a z* e k é
10% inferior a k* (& esquerda), e uma condigao inicial cujo = é 25% superior a z* e k é

15% inferior a k* (a direita). As linhas encarnadas representam os respetivos valores de
equilibrio de longo-prazo.
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Anexo

Lista nao exaustiva de variaveis e parametros:

=220 &~ XX

K/N

;EUbyccﬂQ:m

&

N R 2 QDS N~

produto final

capital fisico

acumulagao de capital fisico

forca de trabalho

indice agregado de qualidade

nimero de bens intermédios

entrada via inovagao horizontal

stock médio de capital fisico por empresa
produtividade total dos fatores

elasticidade do produto face o capital

taxa de juro real

inverso da elasticidade intertemporal de substituicao do consumo
medida do salto de qualidade quando se inova verticalmente
taxa de desconto intertemporal

despesa em 1&D horizontal

despesa em 1&D vertical

taxa de chegada de uma inovacgao vertical

custo fixo de entrada vertical

custo total de entrada horizontal

custo fixo de entrada horizontal

elasticidade de n face o nimero de bens intermédios
elasticidade de 7 face a entrada via inovagao horizontal

taxa de entrada horizontal

stock de capital fisico relativamente ao stock de conhecimento tecnolégico

consumo por stock tecnolégico

Tabela 7.1: Lista de varidveis e parametros com os respetivos significados econémicos e
dominios de definigao.
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ANEXO

Algumas abordagens analiticas sem sucesso: Na procura de condigoes su-
ficientes para a existéncia de um conjunto estavel nao vazio, procedemos a varias
abordagens analiticas. Contudo, um ntmero consideravel de abordagens nao apre-
sentaram um contributo adicional. Como tal, estas nao sao referidas no Capitulo 4,
relativo ao estudo analitico. Por conseguinte, referimos de seguida algumas destas
abordagens.

Uma abordagem analitica seguida foi, para a = 1/3 e A = 1/a, utilizar k.,
e kmae para definir limites inferiores ou superiores em expressoes com dependéncia
explicita de k*. Concretamente, usando ky,;, de forma a definir um limite superior
para By — Bik*, € kmae para definir um limite superior para Byk* — Bs;. No en-
tanto, estas nao permitiram obter resultados relevantes. Outra abordagem analitica
procurou garantir que pelo menos uma das condigoes suficientes (4.12) e (4.13) se
verifique sempre. Nesse sentido, obtemos os thresholds de A tal que estas condicoes

se verifiquem, resolvendo respetivamente

Co—(2+1)a] °

t A
r(J) <0< A > c, :

) _%k*“‘22*+02+<%+1> e e Cy+ O (g+1> o0
i Cg—l—Cl(%—i—l)x* | ’ 5 )
ar <0< A
10
- _%k*a_22*+02+<%+1>1’*00_7 e ChiC <g+1>x*<0
\/ i 02+01<%+1>x* | ; 2 15 :

em que Cy = ?—;Bok*a + Aa(l — )k — 2%, O, = lzr—ao‘Bok*o‘ + Ac?(1 —
2a)k*a_1 + (Bok**™? ¢ Cy = —B, (1 + ’%) fro2 (z* - %x*) Desta forma, caso
Cs + O (% + 1) x* > 0, procuramos condigoes suficientes tal que o threshold de
A que garante (4.12) se encontre a esquerda do threshold de A que garante (4.13).
No entanto, dado os resultados expostos no Capitulo 4, consideramos que os resul-

tados obtidos através da andlise referida nao representam um contributo adicional

relevante.
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Codigo Matlab:

$SFICHEIRO BASE
function ficheiro_base
global theta rho sigma gamma A L phi zeta alpha lambda piO Xi BO Bl B2 B3...
J13 J23 J33 J x z k P

$PARAMETROS :

theta=1.5 ; rho=0.02 ; sigma=1.2 ; gamma=l.2 ;

A=1; L=1; phi=1l; zeta=3.75; alpha=1/3 ; lambda=1/alpha ;
pi0=Axalphax* (1l-alpha); Xi=lambda” (alpha/ (l-alpha))-1;

%$B's

BO=Axalpha”2* (l-alpha) ; Bl=((l+alpha)*«Xi*B0)/ (zetaxalpha);
B2=Axalphax* (1-(Xi+l) xalphax (1-2xalpha)-alpha”2); B3=zetax* (Xi+1l) *BO0O;
$EQUILIBRIO:

%k de eq.

eq0=2.6;

k=fsolve (Gcaux, eqg0);

%$x de eq.

x=(Axalpha”2+k" (alpha-1)-rho)/ (thetax (sigmatgamma+1)) ;

%z de eq.

z=Axk"alpha- (1+ (Xi+1) % ( (sigmat+gamma) /X1i) ) *zetarx— (sigmat+gamma+l) xxxk ;

disp('Equilibrio:")

fprintf (' x: $6.4f \n', x);
fprintf (' z: %$6.4f \n', z);
fprintf (' k- $6.4f \n', k);
$J's

J13=(BOx (Xi/gamma) * ( (k/zeta)+1) xk” (alpha-2)) *x ;
J23=— (B0 (1/theta+Xi+Xi* (k/zeta)) k" (alpha-2))*z ;
J33=-Bl*k"alpha+B2+k” (alpha-1)-B3*k" (alpha-2)-x ;

$JACOBIANA:
J=[ - (sigma/gamma +1)xx 0 J13
-z 0 J23
-zeta-k -1 J33]1 ;

$detJ=det (J) ;
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Strd=trace (J);
%$a2=J23—- (sigma/gamma+1) *x*J33+ (zeta+k) xJ13;

$CALCULO DOS VALORES PROPRIOS:

[V, Dl=eig(J, 'nobalance');
%$alternativamente p=[1 -trJd a2 -detJ]; roots(p);
$p=beta”3-trJ+xbeta”2+al2+beta-detd

fprintf ('\n")

disp('Valores Proprios:'")

fprintf (' mul: $6.4f \n', D(1,1));
fprintf (' mu?2 : $6.4f \n', D(2,2));
fprintf (' mu3: %$6.4f \n', D(3,3));
fprintf ('\n")

disp('A variavel associada instabilidade z.")

fprintf ('\n")
V(:,1);%Vetor proprio associado mul;
V(:,2);%Vetor proprio associado mu2;

V(:,3);%Vetor proprio associado mu3;

$REPRESENTAAO DA PROJE AO ORTOGONAL DO ESPA O ESTAVEL NO
$PLANO HORIZONTAL (x,k):

$matriz nao normalizada devido ao output

%$dos vetores proprios originado pelo matlab
(1,1)*V(2,2)*V(1,1)-D(2,2)*V(1,2)*V(2,1))/(V(2,2)*xV(1,1)-V(1,2)*V(2,1));

P11=(D
P12=((D(2,2)-D(1,1))*V(1,2)*V(1,1))/(V(2,2)*V(1,1)-V(1,2)*V(2,1));
P21=((D(1,1)-D(2,2))*V(2,2)*V(2,1))/(V(2,2)*V(1,1)-V(1,2)xV(2,1));

P22=(D(2 ) V(2,2)*xV(1,1)-D(1,1)*V(1,2)*V(2,1))/(V(2,2)*V(1,1)-V(1,2)*V(2,1));

P=[ P11 P12;
P21 P22 1;
s (g, wl=eig(P);

function eg=caux (k)

global theta rho sigma gamma A zeta alpha pi0 Xi

eq = (Axalpha®2*k” (alpha-1)-rho)/ (theta* (sigmatgamma+l)) -
(pi0xk“alpha-zeta*xAxalpha”2+k” (alpha-1)) % (Xi/ (zeta* (sigma+gamma) ) ) ;
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$FICHEIRO DE P10OTS

ficheiro_base

global J x k V A alpha pi0 zeta L phi gamma sigma Xi
[V , Dl=eig(J, 'nobalance');

$P10OTS

$NOTA: vamos representar em (x,k)
t=0:800;

xin=1.1%x;

kin=1.1xk;

ci2=((kin-k)*V(1,1)=V(2,1)* (xin-x))/(V(2,2)*V(1,1)-V(1,2)*V(2,1));
cil=(xin-x-V(1,2)*ci2)/V(1,1);

xt=V(1l,1)*cilxexp(D(1,1)*t)+V(1l,2)*ci2*exp(D(2,2)*t)+x;
kt=V(2,1)*xcil*exp(D(1,1)*t)+V(2,2)*xci2+exp(D(2,2)xt) +k;

$VARIAVEIS DE ESTADO

$x
xtlag=V(l,1)*cilxexp(D(1l,1)x(t-1))+V(l,2)*ci2xexp(D(2,2)*(t-1))+x;
g_-x=(xt-xtlag) ./xtlag;

velx=-((xt-xtlag) ./ (xt-x));

$subplot (211)

$plot (t,xt, 'b',t,x+0xt, 'r")

%$axis ([0 200 0.007 0.0111)

$title('Condi o inicial (1.1lxx*x;1.1%xkx)")

$title('Condi o inicial = (1.25%x*;1.25xk«)")

$legend('x(t) "', "x*x', 'Location', "NorthEast"')

$xlabel ('t")

$subplot (212)

$plot (t,velx, 'b',t,0+0xt, 'x")

%$legend ('\omega.-x (t)', '\omega_x=0', 'Location’', 'SouthEast"')
$xlabel ('t")

%axis ([0 200 -0.1 0.0417)

Sk

ktlag=V(2,1) »cilxexp (D (1,1)* (t-1))+V(2,2)*ci2xexp(D(2,2)* (t-1))+k;
g_k=(kt-ktlag) ./ktlag;

velk=-((kt—-ktlag) ./ (kt-k));

$subplot (211)
$plot (t,kt, 'b',t,k+0xt, 'r")
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Saxis ([0 200 2.6 2.7])

$title('Condi o inicial = (1.1l*xxx;1.1%xk*)")
$title('Condi o dinicial = (1.25xx*;1.25%k=*)")
%$legend('k(t) "', "kx', 'Location', 'SouthEast"')

S$xlabel ('t")

$subplot (212)

$plot (t,velk, 'b',t,0%t, 'r")
%$axis ([0 200 -0.75 0.751])

%$legend ('\omega_k (t) ', '\omega_k=0', 'Location', 'SouthEast"')

Sxlabel ('t")

$VARIAVEIS: Q, N e K
r=Ax (alpha”2) xkt.” (alpha-1);
I=((piOxkt. "alpha) ./zeta)-r;

Ieg=((pi0xk~alpha)/zeta)-A* (alpha”2) k"

o\

Q
gg=Xi.*xI+xt;
ggeg=XixIegtx;
00=1;
Au=1;
for 1i=1:800
Q (1) =Auxexp ((gq (i) —ggeq) *1);
Au=Q (1) ;
end
Qd=1[Q0,Q];
Qf=0Q(800) ;

Splot (t, I, 'b',t,IegtOxt,'r")

(alpha-1);

%$legend('I','I_{eqg}', 'Location', 'NorthEast"')

%axis ([0 200 0.01 0.0257)

$title('Condi o dinicial = (0.85xx*x;1.1xkx)")

S$xlabel ('t")

$subplot (211)
$plot (t,Qd, 'b',t,0f+0xt, 'r")

%$legend ('Qd', 'trend', 'Location', "NorthEast')

%axis ([0 200 0 2500007)

$title('Condi o inicial = (1.1l*xxx;1.1%xk*)")

$title('Condi o inicial
S$xlabel ('t")
$subplot (212)
$plot (t,gq, 'b',t,ggeqgq+0xt, 'r")
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Sxlabel ('t")
$legend('g-Q(t) "', 'g_-{Q*}', 'Location', 'NorthEast"')
$axis ([0 200 0.023 0.047)

o\

N

Qt=Q0.xexp (gg.x*t);

Nt=(zetaxL/phi) " (1/ (sigma+gamma+1l)) .*xt.” (gamma/ (sigma+gamma+1l)) .*Qt." (1/ (sigma+gam
NO=(zetaxL/phi) " (1/ (sigma+gamma+l)) *xin”" (gamma/ (sigma+gamma+1)) *Q0~ (1/ (sigma+gamma+

Bus=NO0;

for 1i=1:800
N (i) =Bus+*exp ( (Xt (1) -x)*i);
Bus=N (1) ;
end

Nd=[NO,N];

Nf=N(800) ;

$plot (t,Nd, 'b',t,NEf+0xt, 'r")

$title('Condi o dinicial = (1.1l*x*;1.1lxk*)")
$title('Condi o dinicial = (1.25xx*;1.25%k=*)")
%$legend ('Nd', 'trend', 'Location', "NorthEast')
$xlabel ('t")

%$axis ([0 200 0 1500001)

o\

K
Kt=kt.xL.xQt;
KO=kin+L*QO0;
g-K=g_k+gq;
Aus=KO0;
for 1=1:800
K(i)=Aus*exp ((g-K(1)-ggeq) *1i);
Aus=K (1) ;
end
Kd=[KO0,K];
Kf=K (800) ;

%plot (t,Kd, 'b',t,Kf+0xt, 'r")

$title('Condi o inicial

(1.1lxx*x;1.1%xkx)")
$title('Condi o inicial = (1.25%x*;1.25xk«)")
%axis ([0 50 0 57)

%$legend ('Kd (t)', 'Location', 'NorthEast"')

$xlabel ('t")
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SNOTA: em equilibrio gg=gK

$STAXA DE CRESCIMENTO DA ECONOMIA: g._Y
gy=(alpha.xg_k) +gq;

$plot (t,gy, 'b',t,ggegtO*t, "’

-

")

$title('Condi o inicial (1.1xxx;1.1%xkx)")
$title('Condi o inicial = (1.25%x*;1.25xk«)")
$legend('g_Y(t)',"'g_{Y*}', 'Location', 'NorthEast"')
S$xlabel ('t")

$axis ([0 200 0.02 0.0371)

$DIMENSAO MEDIA DAS EMPRESAS: K/N
KNO=KO0/NO;

for 1i=1:800
KN (i)=Kd (i) ./Nd(1);
end

KNd=[KNO, KN] ;

KNf=KN (800) ;

$plot (t,KNd, 'b',t,KNf+0*t, 'r")

%$axis ([0 200 0 12])

$title('Condi o inicial = (1.1l*x*x;1l.1lxk*)")
$title('Condi o dinicial = (1.25xx*;1.25%k=*)")
$legend ('K/N d (t)', 'trend', 'Location', "NorthEast")
$xlabel ('t")

$ESPA O ESTAVEL

$[X,Y]=meshgrid (0:.05:Xmax, 0:Ymax) ;

Sv1l=V(:,1); v2=V(:,2);

Sezmesh (@ (X, Y) vl (1) *X4+v2 (1) *Y+x, @ (X, Y) V1 (2) *X+v2 (2) *Y+k, @ (X, Y) V1 (3) *X+v2 (3) xY+z) ;
%$axis ([0 0.4 0 10 -15 101)

%$hold on

$plot3(x,k,z, 'marker', "x")

%$hold on
Sezsurf (
$xlabel (
$ylabel (
$zlabel (

@(X,Y)X,@(X,Y)Y, @ (X,Y)Xx0)
'X‘)
'kl)

'Z')

107



