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Resumo

O objectivo desta tese € estender a aplicacdo de métodos sem malha & fractura

mecanica.

Nos ultimos anos, a comunidade cientifica tem testemunhado o aparecimento e
desenvolvimento de diversos métodos sem malha. O método de elementos finitos
(MEF), € um método numérico muito conhecido e desenvolvido para diversas
aplicacdes. Contudo, a utilizacdo de geometrias complexas ou de elementos muito
distorcidos gera fungdes de forma com baixa qualidade afectando directamente a
performance do MEF. Os métodos sem malha parecem suprimir essa necessidade. O
método sem malha utilizado, para o efeito pretendido neste trabalho, foi 0 NNRPIM
(Natural Neighbour Radial Point Interpolation Method), método numérico cujo
desenvolvimento foi efectuado na FEUP. Embora seja recente, este método numérico
tem sido aplicado a varios campos de engenharia.

Este trabalho tem como objectivo alargar a aplicacdo do NNRPIM a analise da fractura
mecanica. Numa primeira fase obteve-se, numericamente os factores de intensidade de
tensdo e os campos de tensdo na zona da fenda. De seguida, um algoritmo simples foi
implementado de modo a permitir simular o efeito de abertura e propagagéo de fenda,
aproveitando as potencialidades do NNRPIM.



Abstract

The brief objective of the present project is to extend a meshless method to fracture

mechanics.

In the last twenty years the scientific community has witness the birth and development
of several meshless methods. The Finite Element Method (FEM) complex geometries or
the generation of highly distorted elements causes low quality shape functions, which
affects directly the performance of the FEM. Meshless methods appear to suppress this
need. The meshless method used in this project is the Natural Neighbour Radial Point
Interpolation Method (NNRPIM), a numerical method developed in FEUP. Although
being a recent numerical method, the NNRPIM has already been extended to many

engineering fields.

The aim of this project is the extension of the NNRPIM to mechanic fracture analysis.
At first, was obtained, numerically, the stress intensity factors and the stress fields
around the crack tip. Then, a basic algorithm was implemented in order to simulate the
crack opening and propagation of the tip, taking advantage from the NNRPIM’s

capabilities.
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1 — Introducao

1.1— Estado de Arte

Os métodos numéricos assumem um papel fundamental em engenharia. E através destes
métodos que é possivel obter solucdo dos modelos matematicos, constituidos por
equac0es diferenciais. Estes modelos matematicos resultam de modelos computacionais

formulados para resolver problemas de engenharia.

Entre os varios métodos numericos existentes, o Método de Elementos Finitos (MEF)
(Zienkiewicz, 1970; Turner, 1956; Argyris, 1960) é o mais popular.

No entanto, com o aparecimento de novos desafios e imposi¢cdes em engenharia surgiu a
necessidade de suprimir algumas lacunas que o MEF apresentava, de que é exemplo, a
perda de precisdao nos casos de dominios com geometrias mais complexas ou geometrias
em que haja distor¢do de malha. Desta forma, os métodos sem malha tém, nos ultimos

anos, assumido um papel bastante importante na comunidade cientifica de engenharia.
De uma forma resumida, apresentam-se 0s seguintes métodos sem malha:

= Métodos das Diferencas Finitas Generalizadas (MDFG) (Liszka, 1980),
consiste na aplicacdo do método das diferencas finitas classico a uma nuvem de
pontos distribuidos de forma irregular.

= Meétodo das Particulas “Smoothed Particle Hydrodynamics Approach”
(SPH) (Monaghan, 1988), utiliza uma representacdo integral da funcao teste.

= Meétodo das Funcdes de Base Radial (RBFM) (Kansa, 1990a; Kansa, 1990b),
usa funcdes de base radial, respeitando uma norma euclidiana, para interpolar as
variaveis em estudo no dominio total ou pequenos subdominios do problema.
Tendo sido, inicialmente, aplicado a problemas dimensionais de interpolacgao de
dados (Hardy, 1971), este metodo ndo necessita de qualquer esquema de

integracdo considerando-se um método verdadeiramente sem malha.



Metodo Livre de Elementos de Galerkin (EFGM) (Belytschko, 1994),
inicialmente proposto por Nayroles (Nayroles, 1992), este método visa a ser uma
generalizacdo do Método de Elementos Finitos (MEF). Utiliza uma funcéo de
aproximacao que € obtida pelo método dos minimos quadrados. Para integrar as
equac0es diferenciais, é possivel utilizar os nds da malha nodal ou uma malha de
células de integracdo independente da discretizacdo nodal (Belytschko, 19964;
Dolbow, 1999; Chen, 2001). E um método com ampla aplicabilidade, sendo
utilizado quer em problemas de mecanica dos sélidos quer de fluidos.

Método do Nucleo Corrigido (RKPM) (Liu, 1995), € um método que
proporciona um grau de consisténcia a aproximacao do integral finito. Tal como
0 EFGM também este método possui uma vasta gama de utilizagdo na mecénica
dos sélidos e fluidos.

Meétodo dos Pontos Finitos (FPM) (Ofiate, 1996a), € um método, que resulta de
uma técnica de estabilizacdo (Ofiate, 1996b) com uma técnica de colocagdo
pontual usada em conjunto com a aproximacdo do método dos minimos
quadrados.

Meétodo das Nuvens-hp (Duarte, 1996), utiliza a mesma metodologia do EFGM
mas é bastante mais flexivel no que toca ao aumento do grau do polinébmio que
forma as fungdes de forma e face a introducéo de novos nés na malha nodal a
medida que se da andlise.

Meétodo de Petrov-Galerkin (MPGL) (Atluri, 1996), sendo considerado um
verdadeiro método sem malha, este método foi inicialmente desenvolvido para
resolver problemas de potencial linear e ndo linear. Tem igualmente uma
utilizacdo muito vasta, tal como os métodos RKPM e EFGM.

Meétodo das Nuvens Finitas (FCM) (Aluru, 2000), utiliza, tal como 0 RKPM,
uma técnica de nucleo corrigido fixo.

Método dos Elementos Naturais (NEM) (Braun, 1995; Sukumar, 2001), este
método aplica 0 método de Galerkin para resolucdo das equaces em derivadas
parciais. A funcdo aproximada e a fungdo teste sdo construidas utilizando as
coordenadas dos vizinhos naturais (Sibson). As células de Voronoi e a
triangularizagdo de Delaunay s&o a base das coordenadas dos vizinhos naturais.
Metodo de Interpolacdo de Pontos (PIM) (Liu, 2002), emprega técnicas
especiais para construir as fungdes polinomiais de interpolacdo. Embora seja ,

essencialmente, muito semelhante ao MEF, a principal vantagem deste método é
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apresentar a propriedade de delta Kronecker, facilitando, a imposicdo de
condigdes de fronteira essenciais e naturais. Como variaveis deste método existe
ainda o NS-PIM(Wu, 2009) que, juntamente com as propriedades do PIM
emprega a utilizacdo da forma fraca de Galerkine o ES-PIM (Wu, 2010) muito
utilizado para problemas de transferéncias de calor.

Método de Interpolacdo de Pontos Radial (RPIM) (Wang, 2002), é um
método que se baseia ha combinacdo de fun¢des de base radiais e polinomiais. A
utilizacdo de fungdes de base radiais permite ultrapassar a singularidade
associada aos métodos sem malha baseados unicamente em funcbes de base
polinomiais.

Método das solugdes fundamentais (MFS) (Mathon R., 1977) consiste na
aproximacdo da solucdo do problema através da combinacdo linear de solugdes
fundamentais que correspondem a certos pontos de singularidades (pontos-
fonte) localizados fora ou dentro do dominio. Embora tenha sido formulado ha
décadas atrés, apenas ganhou mais relevo, recentemente, na comunidade
cientifica.

Boundary Distributed Source Method (BDS) (Liu, 2010), € um método com
base no mesmo conceito que o MFS, contudo neste método os pontos-fonte
coincidem com os pontos de colocagdo sendo ambos colocados directamente na
fronteira do dominio do problema. O objectivo € remover as singularidades das
solucdes fundamentais sobrepondo 0s pontos-fonte.

Edge-Based Point Interpolation Method (ES-PIM) (Wu, 2010) combina a
construcdo de funcbes de forma utilizando o polinémio do PIM com a
propriedade da funcdo delta Kronecker o que viabiliza o tratamento directo das
condicdes de fronteira essenciais.

Node-Based Smoothed Point Interpolation Method (NS-PIM) (Wu, 2009) é
um método muito Util para problemas de transferéncia de calor que contemplam
geometrias complexas e condi¢bes de fronteira igualmente complicadas. As
fungdes de forma séo construidas a semelhanca do ES-PIM, através do PIM que
possui a propriedade da funcdo Delta facilitando assim a aplicacdo das
condigbes de fronteira. E empregue uma forma fraca de Galerkin suave, para
criar sistemas de equacOes discretizados, e dominios nodais suaves Sao
utilizados para levar a cabo uma execugdo do método suave e a integracdo

numeérica.



Incindindo o tema desta tese na abertura e propagacdo de fendas é importante referir a

investigacdo mais recente e relevante neste campo.

Em (Citarella, 2009) o Método de Elementos Finitos e o Double Boundary Element
Method (FEM-DBEM), foram usados em conjunto para tirar partido das vantagens dos
dois métodos, foi estudada a propagacdo de fenda com tensdes residuais na zona da
abertura da fenda por carga de fadiga ou por deformaces plasticas do material. No
trabalho de (Rao, 2001) o Método de Elementos Finitos e o Método Livre de Elementos
de Galerkin (FEM-EFGM), foram usados para analise de propagacéo de fendas. Neste
caso, EFGM foi utilizado para evitar a reorganizacdo da malha que é necessaria no
MEF. Optou-se por utilizar EFGM na zona da fenda e no restante dominio utilizou-se o
MEF. Mais recentemente em (Bayetesh, 2011; Giner, 2011) o The Extended Finite
Element Method (X-FEM) (Bayesteh, 2011; Giner, 2011) foi utilizado para analise de
fractura em cascas com enriquecimento na zona da fenda ndo sendo necessarios tantos

elementos para analise.

1.2 — Motivacdo do Trabalho

Numa altura em que os métodos sem malha assumem cada vez mais importancia em
aplicacdes de engenharia, € importante estudar todas as hipdteses as quais estes métodos
se podem aplicar. Uma vez que, a propagacdo de fendas € uma preocupacao a ter em
conta no que toca a seguranca e a integridade de qualquer estrutura ou corpo €
fundamental, poder prever com a maior exactidao e precisdo possivel o comportamento

face a determinadas condicOes de fronteira na presenca de uma fenda.

E neste contexto, que os métodos sem malha podem representar uma ferramenta muito
importante tendo em conta as suas potencialidades. Historicamente, o método de
elementos finitos, € um dos métodos numericos mais utilizados na comunidade
cientifica em aplicagdes de engenharia, e como referido anteriormente, j& varios
trabalhos foram feitos no sentido de resolver e estudar problemas de propagacéo de
fendas. No entanto, os métodos sem malha sdo mais adequados, que o método de
elementos finitos, para resolver problemas com grandes distor¢des e grande gradiente de
deformagdes como é 0 caso da propagacao e fendas.

Revelando uma maior precisdo no campo de tensdes, € pois de enorme interesse,



realizar um trabalho cujo tema se debruca na aplicacdo de um método numérico com as

caracteristicas referidas.

1.3 — Desenvolvimento da tese

Neste primeiro capitulo, abordou-se, de uma forma introdutoria o conceito de métodos
sem malha. Alguns exemplos de trabalhos desenvolvidos na comunidade cientifica,

foram descritos e ficando patente a rapida e recente evolugdo dos métodos sem malha.

De seguida, foram referidos e descritos, de forma breve, alguns trabalhos ja realizados
sobre o estudo de métodos numéricos aplicados a casos de abertura e propagacdo de
fendas. O primeiro capitulo termina com uma reflexdo acerca da importancia e das
razdes que levaram a que este trabalho fosse desenvolvido, descrevendo-se ainda de

forma breve e resumida os pontos que serdo abordados ao longo deste trabalho.

Apbs esta fase introdutdria, no capitulo seguinte, faz-se uma descricdo geral dos
métodos sem malha, descrevendo cada uma das fases principais que 0s constitui
(funcBes de aproximacdo ou interpolacdo, formulacdo e integracdo). Posteriormente,
avanca-se para uma descricdo mais particular abordando o método sem malha a utilizar
na dissertacdo, NNRPIM. Apresenta-se 0 método fazendo mencdo dos pontos mais
importantes de salientar e que melhor caracterizam o NNRPIM: vizinhos naturais,

conectividade nodal, esquema de integracdo e funcgdes de interpolacao.

Ainda no capitulo 2, sdo introduzidas com algum pormenor alguma no¢6es de mecanica
da deformacdo dos solidos, essenciais para compreender de forma completa todos os
conceitos em que assentam os métodos numéricos, em particular os métodos sem
malha. A formulacdo matricial € o tema que conclui o segundo capitulo, descrevendo-se

a forma fraca, a matriz de rigidez e ainda o vector das forcas.

No terceiro capitulo, sdo testados varios exemplos aplicando métodos sem malha.
Inicialmente, sdo feitos estudos de convergéncia para 0 RPIM, tomando como modelo
para 0 problema uma viga cantilever sujeita a carga distribuida. Os estudos sdo
efectuados utilizando malhas regulares e irregulares e obtém-se o valor de erro das

tensdes e dos deslocamentos de determinados pontos.



De seguida, utilizando exemplos elasto-estaticos (placa quadrada traccionada, viga
cantilever e placa infinita com orificio) compararam-se os métodos RPIM e NNRPIM

relativamente ao erro no célculo de tensdes e deslocamentos de pontos.

Apos o procedimento referido, testa-se um exemplo de uma placa traccionada com uma
fenda calculando o campo de tenséo a que a placa esta sujeita variando o nimero de nés
com que se discretiza o problema e ainda, variando o comprimento da fenda existente
na placa. O procedimento € repetido para malhas irregulares, depois de se obterem os
resultados para malhas regulares e é utilizado o método sem malha NNRPIM.

O quarto capitulo inclui trés exemplos de fenda, a serem resolvidos com o método
NNRPIM obtendo os resultados da direcgdo de propagacdo de fendas, respectivos

campos de tensdes e de deslocamentos.

No capitulo final, sdo feitas as conclusdes deste trabalho e é feita uma analise critica

relativamente aos resultados que se obtém dos exemplos.



2 - Métodos sem malha

2.1- Introducao aos méetodos sem malha

O método utilizado (Natural Neighbour Radial Point Interpolation Method - NNRPI1M)
neste projecto ¢ um método sem malha (Belinha, 2010). E portanto de extrema
importancia aprofundar, inicialmente, os conceitos dos métodos sem malha para depois

particularizar e explanar o método NNRPIM.

Estes métodos tém ganho, na Gltima década, bastante importancia para resolucdo de
equacOes diferenciais parciais, em particular na comunidade cientifica de engenharia,
apresentando a vantagem de ndo ser necessario construir uma malha. Nos métodos sem
malha, (Belytschko, 1996b; Gu, 2005; Nguyen 2008) os nés podem ser distribuidos de
forma arbitraria uma vez que as funcbes sdo aproximadas com um dominio de
influéncia ao invés de um elemento. Ao contrario da regra de ndo-sobreposicdo imposta
no Método de Elementos Finitos (MEF) (Zienkiewicz, 1989; Bathe, 1986), nos métodos
sem malha os dominios de influéncia podem e devem sobrepor-se entre si. Um método
numérico pode ser dividido em trés fases principais: funcdes aproximacdo ou

interpolacdo, a formulacéo e a integracao (Belinha,2004).

As funcdes de aproximacdo ou interpolacdo requerem um dominio de aplicabilidade,
fora deste dominio a fun¢do assume um valor nulo. No MEF o dominio tem o nome de
“elemento”, enquanto nos métodos sem malha se utiliza o termo ‘“dominio de
influéncia”. Nos métodos sem malha é necessario determinar o dominio de influéncia
para cada no dentro da malha nodal discretizando, assim, o dominio do problema.
Consequentemente, a forma e o tamanho do dominio de influéncia nodal varia
consoante 0 nd. A forma como cada dominio de influéncia € determinado varia

consoante o método sem malha utilizado (Belinha,2010).

Quanto a formulagdo dos metodos sem malha, pode dividir-se em dois grupos: a
formulacdo forte e a formulagdo fraca. Sendo que a formulagdo forte utiliza,
directamente as equagOes diferenciais parciais, para obter a solu¢do do problema; na
formulacdo fraca € utilizado um principio variacional para o residuo ponderado das

equac0es diferenciai. O residuo é obtido substituindo a solucdo exacta por uma solugéo
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aproximada multiplicada por uma funcdo teste. Como tal, a solucdo obtida por
utilizacdo da formulacéo fraca dependerd das funcGes de teste utilizadas. As equagdes
diferenciais, apresentam muitas vezes, surpreendentemente, solucdes que ndo s&o
diferenciaveis, solucdes essas cuja Unica forma de as calcular é através da formulagéo
fraca. Uma vez que em aplicacGes da vida real, grande parte das equacGes diferenciais
ndo admitem solucBes suficientemente suaves a unica forma de as resolver é com a

utilizacdo da formulagéo fraca (Belinha, 2010).

Para calcular o integral do residuo ponderado da equagdo diferencial é necessario
escolher um método de integracdo numeérica. A integracdo pode ser efectuada utilizando
uma malha como fundo (em segundo plano), abrangendo todo o dominio do problema
que € composto pelos pontos de integracdo. Os pontos de integracdo possuem uma area
de influéncia (que ndo se deve sobrepor entre si) e um peso. A malha de fundo proposta
para integracdo €, por norma, independente da malha nodal o que “prejudica” a
denominacdo de método sem malha. Outros métodos de integracdo, frequentemente
utilizados, passam pela ndo utilizacdo de uma malha de fundo passando os noés a serem
0s préprios pontos de integracdo, correspondendo a area de influéncia ao dominio de
influéncia dos nds e o peso de integracéo € substituido pelo volume de influéncia do né.
Isto €, a malha de integracdo é a prépria malha nodal. Na comunidade cientifica, muitos
investigadores olham com alguma desconfianca para estes esquemas de integracao,

apontando-0s Como menos precisos 0 que nao corresponde a verdade (Belinha,2010).



2.2 - NNRPIM (Natural Neighbour Radial Point

Interpolation Method)

O NNRPIM resulta da combinacao entre o0 método RPI (Radial Point Interpolation) e o
conceito geométrico dos vizinhos naturais (Hardy, 1971). O método RPI advém do
método PIM (Point Interpolation Method) que consiste em construir interpolagdo
polinomial, baseada somente num grupo de pontos distribuidos de forma arbitraria, que
possuem a propriedade de delta Kronecker. As equacdes sdo depois derivadas utilizando
principios variacionais. Contudo, neste método surgem diversos problemas numéricos,
como por exemplo o facto de um alinhamento perfeito dos nés produzir solucdes
singulares no processo de construcdo da funcdo de interpolacdo. Para suprimir erros
desta indole, foi criado o RPIM. Tendo sido adicionado ao processo de construcdo da
funcdo de interpolacdo neste meétodo o RBF (Radial Basis Function) de forma a
estabiliza-lo. Inicialmente, o RBF foi desenvolvido para a adaptacdo dos dados da
superficie, mais tarde com o trabalho desenvolvido por Kansa (Kansa, 1990a; Kansa,
1990b) o RBF foi usado para resolver equac@es diferenciais parciais. Contudo, o RPIM
utiliza o conceito de “dominio de influéncia” ao invés de “dominio global” (utilizado no
algoritmo de Kansa), gerando matrizes de rigidez esparsas, mais adequadas aos

problemas de geometrias complexas (Belinha, 2010).

O NNRPIM ¢ a fase seguinte no RPI. Com o objectivo de impor uma conectividade
nodal, o “dominio de influéncia” foi substituido por um conceito de “células de
influéncia”. Para obter estas ‘“células de influéncia” o NNRPIM baseia-se em
construcdes geométricas e matematicas como os diagramas de VVoronoi (Voronoi, 1908)
e a triangulacdo de Delaunay (Delaunay, 1934). Desta forma, recorrendo as células de
Voronol, um conjunto de células de influéncia é criado a partir de um conjunto de nos
ndo estruturado. Os triangulos de Delaunay, sdo aplicados para criar uma malha de
fundo, com dependéncia entre os nds, utilizando integracdo numéria das funcdes
interpolacdo do NNRPIM. Devido a total dependéncia da malha de integracdo
relativamente a malha nodal, 0 NNRPIM pode ser considerado um método sem malha
puro. Ao contrério do MEF, onde as restricdes geométricas dos elementos sdo impostas
para a convergéncia do metodo, no NNRPIM ndo existem tais restricdes, o que permite
uma distribuicdo dos nds totalmente aleatéria para a discretizacdo do problema. As



funces interpolacdo do NNRPIM, utilizam a forma fraca de Galerkin e sdo construidas
de uma forma semelhante ao método RPIM, com algumas diferencas que alteram o
desempenho do método (Belinha, 2010).

2.2.1 — Vizinhos Naturais

No método NNRPIM, o conceito de vizinhos naturais é utilizado para reforcar a
conectividade nodal e serve como auxilio a construcdo da malha de integracdo. A
definicdo de vizinhos naturais, foi inicialmente, introduzida por Sibson (Sibson, 1981)
para ajuste de dados e suavizagdo. Os diagramas de Voronori e a triangulacdo Delaunay
representam ferramentas matematicas extremamente Uteis na determinacdo dos vizinhos
naturais de cada no pertencente & malha nodal global. Esta teoria pode aplicar a um

espaco com D dimensdes, no entanto, para efeitos de simplificacdo considerar-se-a

apenas um espaco Euclidiano 9% de duas dimensdes. Considerando-se um conjunto N
constituido por N nés distintos.

N ={n,n,,..n,} eR? (1.2)

O diagrama de Voronoi de N é a divisoria do dominio definido por N em sub-regides

V, , fechada e convexa. Cada sub-regido V, esta associadaaumnoé | , n, , de tal forma
que qualquer ponto no interior de V, esta mais proximo de n, do que qualquer outro n6

n, ,onde njeNAJ=Il .Istoé V, representa 0 lugar geométrico onde todos os

j 1
pontos estdo mais proximos de n, do que qualquer outro n6. As sub-regides V, séo as
“células de Voronoi” que formam o diagrama de Voronoi, k=1,2,...,N . Em termos

matematicos a célula de VVoronoi pode ser definida por:
V, :{XESRZ:En(x,x,)<En(x,xJ)VJ ;tl} (1.2)

Sendo E, (X, %) anorma euclidiana, isto &, a distancia entre um ponto de interesse e um
né | , com coordenadas definidas por x e x, . Na figura abaixo, encontra-se
representada a construcdo de uma sub-regido V, , que comega com um conjunto nodal

de potenciais vizinhos.
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(11D (Iv)

Figura 1 - (I) Conjunto nodal inicial de potenciais nés vizinhos. (I1) Célula final contendo apenas nds vizinhos.
(1) Célula de Voronoi. (V) Diagrama de Voronoi.

Tal como a figura 1 (I) indica, os nds vizinhos sdo obtidos pela interseccdo de

dominios cujos limites sdo definidos pela linha que intersecta o n6 J (potencial no

vizinho) e é normal a linha tracejada 0J , onde O representa o n6 central. Por

definigdo, apenas os nds no perimetro do dominio final, V, , sdo considerados como
nos vizinhos. A célula Voronoi, V, , obtida é determinada como indicado na figura

1(1). A célula V, ¢é uma forma homotética de V, . E aplicado, um procedimento
similar, para obter as restantes células de VVoronoi como representado na figura 1(1V).
Este raciocinio pode ser, facilmente extrapolado, e aplicado num espaco Euclidiano com

trés dimensdes R* (Belinha, 2010).

A triangulacdo Delaunay é construida a partir da unido de nos cujas células de Voronoi
possuem dominios em comum. Para que a dualidade entre o diagrama de Voronoi e a
triangulagdo de Delaunay ocorra, tem de existir uma aresta de Delaunay entre dois nos

no plano se e sO se as células de Voronoi partilharem uma aresta comum. Uma

11



propriedade importante dos triangulos de Delaunay € o critério do circuncirculo vazio

(Lawson, 1977). Se um conjunto de nds n, :{nj n, nl}e N forma um triangulo

Delaunay entdo um circuncirculo formado por um tridgngulo N, ndo contém mais nos

de N . No contexto da interpolacdo de vizinhos naturais estes circulos sdo conhecidos
como circuncirculos naturais vizinhos (Watson, 1992). O centro do circuncirculo natural
vizinho é o vértice da respectiva célula Voronoi. Estas caracteristicas estdo

representadas na figura 2 (Belinha, 2010).

No método NNRPIM o diagrama de Voronoi € usado para criar células de influéncia,
reforcando a conectividade entre os nés N . Por outro lado, a dualidade entre as células
de Voronoi e os tridngulos de Delaunay é utilizada com o objectivo de construir uma

malha nodal de fundo dependente da malha de integracéo (Belinha, 2010).

(1) (1)

Figura 2 - (1) Diagrama de Voronoi inicial. (b) Triangulacdo de Delaunay. (c) Circuncirculos naturais vizinhos
(Belinha, 2010)

2.2.2 — Conectividade Nodal e Células de Influéncia

Nos trabalhos iniciais com o RPI (Liu, 2001; Wang, 2001; Wang, 2002) a conectividade
nodal é obtida por sobreposi¢cdo do dominio de influéncia de cada né. Estes dominios de
influéncia sdo encontrados procurando nés suficientes numa area ou volume fixos, para
um problema de 2D ou 3D respectivamente (Belinha, 2010). Pela sua simplicidade,
muitos outros métodos sem malha utilizam este conceito (Belytschko, 1994; Liu, 1995;
Atluri, 1998). Contudo a variagdo do tamanho ou forma destes dominios de influéncia
juntamente com o dominio do problema afecta o desempenho e a solucdo final do

método sem malha (Belinha, 2010; Belinha, 2004). E importante que todos os dominios
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de influéncia contenham, aproximadamente, 0 mesmo numero de no6s. Dominios
irregulares ou aglomerados de nés na malha nodal podem levar a dominios de influéncia
desequilibrados (Belinha, 2010). Dominios de influéncia regulares e constantes ndo séo
adequados ao procedimento dos métodos sem malha. Entdo, no método NNRPIM, a
conectividade nodal é imposta pela sobreposicdo das células de influéncia (Dinis, 2007;
Dinis, 2008), que pode ser considerada como um novo conceito, semelhante ao dominio
de influéncia obtido pelas células de Voronoi. A célula, formada por n nds, que
contribui para interpolagdo do ponto de interesse X, ¢ chamada de “célula de
influéncia”. Uma vez que ¢ bastante mais simples de representar, apenas se encontra
ilustrada a determinacdo de uma célula de influéncia 2D, contudo este conceito pode ser
aplicado a espacos com D dimens@es (Belinha, 2010). Na figura 3 estao ilustrados dois

tipos de células de influéncia:

Célula de influéncia de primeiro grau: Um ponto de interesse, x, , procura pelos

seus nos da vizinhanga seguindo a construgdo dos vizinhos naturais de Voronoi
apresentada anteriormente. Assim, a célula de influéncia de primeiro grau é composta

pelos primeiros vizinhos naturais (Belinha, 2010).

Célula de influéncia de segundo grau: Um ponto de interesse, X, , procura pelos seus
nos vizinhos, da mesma forma que é feito na célula de influéncia de primeiro grau.
Entdo, baseado numa construcdo prévia do diagrama de VVoronoi para a malha nodal, os

primeiros vizinhos naturais de x, séo adicionados a célula de influéncia (Belinha,

2010).

A figura 4 é ilustrativa dos dois tipos de células de influéncia acabados de descrever.
Como € possivel observar, naturalmente, o tamanho da célula de influéncia de primeiro

grau é inferior ao da célula de influéncia de segundo grau.
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Figura 3 - (1) Células de Influéncia de Primeiro Grau (1) Células de influéncia de segundo grau

Numa fase inicial, depois da discretizacdo do dominio, numa malha nodal regular ou
irregular, as células de Voronoi de cada né sdo construidas. Estas células podem ser
consideradas como sendo uma malha de fundo com propdsito de integracdo, sendo
determinada a célula de influéncia para cada um dos pontos de integracdo (Belinha,
2010).

2.2.3 — Esquema de Integracao

Recentemente um método sem malha, baseado no RPI, utilizando uma integracdo nodal
estavel (Dai, 2006) foi implementado com sucesso tendo obtido resultados que provam
ser melhor que os outras aproximacdes ao método RPI baseado nos esquemas de
integracdo de Gauss (Wang, 2002). Apesar disso, 0 tempo extra que se perde na
estabilizacéo da integracdo nodal ndo compensa o0 aumento de preciséo na solugéo final
(Belinha, 2010). Assim, para o0 método NNRPIM foi proposto um esquema de
integracdo inovador baseado na triangulacdo de Delaunay e na tesselacdo de Voronoil
(Belinha, 2010).

Utilizando as construgdes geomeétricas referidas, sdo estabelecidas pequenas areas, que
podem ser quadrilateros ou tridngulos consistentes com malha regular ou irregular.

Entdo, com a construcdo de celulas de Voronoi, V, , a intersec¢do de pontos, P, , das
arestas de vizinhanga de V, pode ser estabelecida, como se verifica na Figura 4. De
seguida, os pontos médios, M. , entre 0 nd n, e a sua vizinhanga séo obtidos. Entéo, as

células de Voronoi sdo divididas em n quadrilateros, formando células mais pequenas,

S, (Belinha, 2010).
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(1)

I an

Figura 4 - (I) Célula Voronoi e respectivos pontos de intersecgdo (11) Pontos médios e respectivos quadrilateros
gerados (I11) Quadrilatero obtido

Para uma malha regular, os pontos médio M, coincidem com as arestas de intersec¢éo
entre os pontos P, . E possivel concluir, observando a figura 5, que a coincidéncia

geométrica leva a que, em vez de quadrilateros, se gerem triangulos como células mais

pequenas

Qualquer n6 n, com J nos vizinhos, forma uma célula de Voronoi V, , tendo J células

mais pequenas, S , onde:

A/| - ZASH ’VASH >0 (13)
i=1
n y o1 n y 1 o N
P P P:M M P= P=
n n M M
L ® 11 L e I
S
P P P M P-M n
M
n o1 n M1 n
n n
W - am)

Figura 5 — (I) Célula de Voronoi e respectivos pontos de interseccéo (11) Pontos médios e respectivo triangulo
gerado (I11) Triangulo obtido
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Sendo A, a area da célula de Voronoi e A a area da célula mais pequena. Se 0

conjunto de células de VVoronoi forem parti¢cbes sem lacunas do dominio global, entdo o
conjunto de celulas mais pequenas serd também, um dominio global sem lacunas
(Belinha, 2010).

Ficou evidente, como é que as células mais pequenas geram dois tipos de formas
béasicas, triangulos ou quadrilateros. Comecando apenas, com estas duas formas,

inimeros esquemas de integracdo podem ser construidos (Belinha, 2010).

O esquema de integracdo nodal é tanto mais simples quanto mais a consideracdo do
ponto de integracdo for coincidente com cada n6. Entdo, o peso de cada ponto de
integracdo é a soma de cada uma das areas das sub-células, isto &, é a area da célula de
Voronoi obtida pela equacgdo (1.3). Este tipo de integracdo nao é suficiente para integrar
as funcdes de interpolacdo do método NNRPIM, é necessario aplicar um procedimento
de estabilizacdo (Dai, 2006) que aumenta o custo do método computacional reduzindo

consequentemente a eficiéncia do NNRPIM (Belinha, 2010).

2.2.4 — Funcdo de Interpolacao

Considerando a funcdo u(x) definida no dominio ©Q , que é discretizado por um
conjunto N de nés. No método NNRPIM, a funcdo u(x) passa atravées de todos 0s nos
utilizando uma funcdo radial base (RBF) (Belinha, 2010). Assume-se que 0s Unicos nos

dentro da célula de influéncia do ponto de interesse X, tém efeito em u(x,) . O valor da

funcéo u(x,) no ponto de interesse X, é obtido por:
(%) = YR (6)-8,(x)+ D Py (x)B (%) = RT(x,)-a0) + B (x)b(x,) (1)

Onde R;(x,) ¢ aRBF e n é o nimero de nos dentro da célula de influéncia de x, . Os
coeficientes a,(x,) e b(x,) sdo coeficientes ndo constantes de R;(x,) e p;(x,) , de
forma respectiva. Os monémios do polinomio de base sdo definidos por p;(x,) e m é

0 numero da base monomial. Os vectores da equagéo (1.4) podem ser definidos por:

RO)={R(x) R(x) - R(x)} (1.5)
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P) = {P(X) P(X) o Pa(X)} (1.6)
a(x,) ={a(x) a,(x) - a,(x)} (1.7)

b(x,)={b(x) b,(x) .. b,(x)}' (1.8)

O numero de mondémios m, do polinémio de base, deve ser m<n para obter uma
funcdo mais estavel. Trabalhos anteriores do RPI (Lawson, 1977) apoiam a ideia de que
0 RPI juntamente com fungdes radiais puras, ndo sao consistentes e tém problema em
reconstruir um campo linear de forma exacta (Belinha, 2010). A primeira razao, pela
qual se adicionaram polindmios na funcdo de base foi para garantir a consisténcia das
funcdes RPI. Entdo adicionando ao RBF um polinémio linear assegura-se a reproducao
de um campo linear (C*' consisténcia) e consequentemente ajudar o RPI a passar o
“patch-test”(Belinha, 2010). Contudo, foi provado, que o RPI néo requer uma funcéo de
base polinomial para passar no patch-test, o que reduz bastante, desta forma, 0s custos
computacionais associados ao método RPIM (Belinha,2010). No RBF a variavel é a

distancia r, entre o né relevante x, e o nd vizinho x. . Para um espaco tridimensional é

definido como:

Fi ='\/(XI _Xi)2 +(y| _yi)2 +(Z| _Zi)2 (1-9)

Vaérias funcdes radiais base conhecidas sdo bem conhecidas e foram estudadas e
desenvolvidas em (Wang, 2002). Este trabalho (Dinis, 2007) usa a funcdo
multiquadrada (MQ) proposta inicialmente por Hardy (Hardy, 1971). Outras funcdes,
foram também usadas numa fase inicial, contudo os melhores resultados foram obtidos
com a MQ. A forma da MQ-RBF é:

R(G) =(r? +¢*)’ (1.10)

Onde c e p séo dos parametros de forma que necessitam de optimizagédo (Wang, 2002;
Dinis, 2007). Em trabalhos anterioress do RPI (Wang, 2002) o valor éptimo para 0s

pardmetros de forma foi atingida com ¢=1.42 e p=1.03 . Contudo, os valores obtidos

carecem de precisdo e estabilidade (Dinis, 2007; Delaunay 1934). Esta é a maior

desvantagem dos métodos sem malha que utilizam fungdes radiais de base. A variagdo
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da forma dos parametros afecta o desempenho das funcdes radiais de base e ndo existem

métodos eficientes, rigorosos e tedricos para obter valores Optimos para ¢ e p .

Experimentaram-se diferentes polindmios para uma anélise 2D:

Base Constante(m=1): p'(¥) ={1}
Base Linear(m=3) : pTX)={1 x vy} (1.11)
Base Quadratica(m=6): pT(x) :{ 1 x y x2 xy y2}

Depois de varias utilizacdes do polindbmio de base, utilizou-se a base nula, que equivale
a auséncia do polindbmio de base. Neste caso a equagdo (1.4) torna-se muito mais
simples, uma vez que os termos dos polindmios desapareceram, isto é, os termos

p;(x) e b;(x) desaparecem da equagdo (Belinha, 2010). No caso de existir um

polinémio de base tem de satisfazer uma condigdo extra para obter uma solucéo Unica:
ij(xl)aj(xl)zo<:> pT(Xl)a(Xl):o (1.12)
i=1

Sendo j={12,....,m} . Entdo combinando a equacéo (1.4) e (1.12):

{%} ) [EQ F;Hz} ) G{Z} (113)

Onde u, é dado por:

u :{ul,uz,....,un}T (1.14)

S

A matriz dos momentos R, das RFB é obtida com:

R(rll) R(rlZ) R(rln)
R(r21) R(rzz) R(rzn)

0=| : : (1.15)
R(rnl) R(rlnz) R(rnn)
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E a matriz dos momentos P, do polindbmio de base, nxm é dada por:

RO Rx) - Bi(x)
Pm _ Pl(:xz) Pz (;XZ) Pm (:Xz) (1.16)
Pl(xn) PZ(Xn) I:)m (Xn)

A titulo de exemplo apresenta-se a base polinomial linear para problemas 2D da

seguinte forma:

X Y
1 X
I I (1.17)
1 x, v,

De notar na equagdo (1.13), que caso a base polinomial P, nao existir entdo R, =G

tornando-se o sistema de equacBes mais curto (Belinha, 2010). A matriz geométrica G
€ uma matriz simétrica uma vez que a distancia é independente da direccdo, isto é

R(r;) =R(r;) (Belinha, 2010). Resolvendo a equagdo (1.13), obtém-se:

a 1) Us
NESR ass

E substituindo na equacéo (1.4):
T T 1 JUs
U(X|)={R (x,), p (X|)}G {0 }=¢(x|)”s (1.19)

A funcéo de interpolacéo ¢(x, ), no ponto de interesse X, , é entdo dada por:

o(x,)={R"(x, ), p' )} G ={5.0), 2,(% ), 2, (%))} (1.20)
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2.3 - Mecanica da Deformacado dos Soélidos

2.3.1-Equacdes Fundamentais

Um sélido ou estrutura sobre o qual estejam aplicadas solicitacdes ou cargas encontra-se
em estado de tensdo que conduz a consequentes deformagdes. A Mecénica dos Sélidos
define as grandezas tensdo deformacéo e relaciona-as para um dado ponto do dominio
fisico do solido (Belinha, 2004).

Os solidos podem ter as propriedades materiais a variar com a direccdo. Sdo 0s
denominados sélidos com material anisotropico. Assim uma forca causa uma
determinada deformacéo quando aplicada numa dada direc¢do e uma outra deformagéo
quando aplicada em direccéo diferente da primeira (Belinha, 2004).

Considere-se um so6lido com um dominio tridimensional Q correspondente ao soélido e

tendo uma superficie fronteira I' como representado na figura 6.

Na Mecéanica dos Solidos, existem dois tipos de condicGes fronteira que devem ser tidos
em conta para o dominio Q. As condi¢bes de fronteira essenciais (que estdo
relacionadas com a imposicdo e impedimento de deslocamentos) e as condigdes de
fronteira naturais (relacionadas com imposicdo de cargas, forgas ou binarios) (Belinha,
2004).

Como tal, no sélido, ao impedimento de deslocamentos, corresponderd uma condi¢do de
fronteira essencial T’y e a aplicacdo de uma forca externa t no dominio, uma condicéao
de fronteira natural I';. Se se considerar um volume infinitesimal do s6lido, como sendo
um ponto P de dimensbes dx-dy-dz sujeito a um estado de tensdo, instalado na sua
superficie, constituido por seis componentes distintas, podem organizar-se as mesmas

segundo sob a forma do tensor das tensdes:

XX Txy Ty
oc=|7, O, T, |Ao;=06;5€1+] . (1.21)
T sz Oy
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Figura 6 — Sélido, de dominio Q, sujeito a um campo de forgas t imposto e com impedimento de deslocamentos.

As tensBes normais sdo definidas por o e as tangenciais por 7. Os indices sdo
representativos do plano a que as tensdes sdo perpendiculares (primeiro indice) e da sua

direccao (segundo indice).

Como dito anteriormente, a cada tensdo corresponde uma deformacdo que podem ser

escritas sob a forma vectorial respectivamente:

O'Z{O'XX Oy On Ty T, Ty }T (1.22)
az{gxx Ey En Yy Vu ]/ZX}T (1.23)

Considerando u,v e w 0s deslocamentos nas respectivas direc¢des x,y e z:

ou ou oV
Ew = ol yxy =+t
oX oy oOX

g, _ov Y _ov, ow (1.24)
oy oz oYy
_ow _ow du

& =— S
Y Vax oX Oz

Para representar as deformacfes matricialmente na forma & = L u, é necessario utilizar

um operador diferencial L e o vector do campo de deslocamentos u. Sendo:
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r T
S 9 o0 & o9 9
oX oy oz U
L-lo & o 9 9 u=1v (1.25)
oy oX 012
o o 0 "
o 0 — 0 — —
| foy oy Ox|

Estas deformacGes lineares sdo apenas utilizadas em problemas para pequenas
deformacdes.

2.3.2 - Relacdo da tensdo com a deformacao

E possivel relacionar, analiticamente em elasticidade linear, a tensdo e a deformagcéo,
através da lei de Hooke generalizada.

o=C-¢ (1.26)

Onde c representa a matriz das constantes materiais determinadas experimentalmente.

Pode exprimir-se, também, a deformacédo em funcéao da tenséo:
E=S-0 (1.27)

A matriz s ¢ igual, algebricamente, a matriz ¢, representando-se da seguinte forma:

1
EX

E,

L

y:

X

y

E

0

E
1
Yy

y

z

y

C
<

m

ITI||—\ N|-|-||Qc; |

o

0 0
0 0
0 0

1y

G,

o L
G,
0 0

(1.28)
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Onde E; representa 0 modulo de Elasticidade ou de Young, segundo a direc¢do do
indice; v, representa o coeficiente de Poisson, caracterizando a taxa de deformagdo na
direcgdo j quando é aplicada uma tensdo na direcgdo i ; G, € o modulo de Corte entre

ij

as direccoOes ij (Belinha, 2004) .

Esta matriz € para materiais ortotropicos e as constantes sao obtidas experimentalmente
e independentes entre si; no entanto, gracgas a simetria da matriz, é possivel relacionar o

coeficiente de Poisson com o médulo de Elasticidade,

E.o. =E. v. (129)

2.3.3 - Equacdes de equilibrio

As componentes do tensor de tensdes tém de satisfazer as seguintes equacdes de
equilibrio:

L'e+b=0 (1.30)
¢ =o (1.31)

Substituindo na equacéo (1.26), de forma a simplificar, as equacgdes (1.22) e e= L u:
L'cLu+b=0 (1.32)

Consoante o problema de Mecanica dos Sélidos ao qual se aplicam estas equacdes é
possivel fazer simplificacdes das mesmas, por norma, através da geometria apresentada

nos problemas (Belinha, 2004).

2.3.4 - Problema Bidimensional

Num problema deste tipo, considera-se que as variaveis sdo independentes de um
determinado eixo sendo que todas as cargas externas sdo aplicadas num plano
perpendicular a esse determinado eixo. Existem dois tipos de problemas bidimensionais:

0 Estado Plano de Tenséo (Fig. 7) e o Estado Plano de Deformacéo (Fig. 8).
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Figura 7 - Problema para resolugdo com a hipdtese do Estado Plano de Tensao

1
1l

TN
N~

Figura 8 - Problema para resolugdo com a hipédtese do Estado Plano de Deformacgéo

2.3.4.1 - Estado Plano de Deformacéo

O Estado Plano de Deformacdo é caracterizado por situacdes em que os solidos
possuem dimensdes muito grandes no eixo Oz (espessura) relativamente aos restantes
eixos, sendo solicitados por forcas que actuam perpendicularmente ao eixo e
distribuidas de igual forma ao longo da espessura. Como tal, a deformacao segundo o
eixo Oz, € muito pequena quando comparada com as deformagdes nas outras direcgoes.

Como tal:
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£, =Pu =V, =0 (1.33)

E as deformacdes a ter em conta neste tipo de problema sero:

ez{gxx,gw,yxy}T (1.34)

Por consequéncia, as tensdes segundo os eixos Ox e Oy sdo nao nulas e a tensdo normal

ao plano Oxy, o, , é linearmente dependente de o,, € o, 0 que faz com que seja

2z !

também diferente de zero. No entanto, as tenses tangenciais z,, e r, sdo nulas.

X

Representando-se da seguinte forma, respectivamente, o vector de tensdes e das

deformacoes:
su
UXX g‘x
o=40,¢ €= Al (1.35)
sy
Ty
ou ov
—_— + —_—
oy oOX

Pelo mesmo raciocinio descrito acima, u e v correspondem as componentes do
deslocamento nas direcgdes x e y, podendo de igual forma apresentar-se esta relacdo na
forma matricial recorrendo a expressdo &=L-u representando-se as componentes da

seguinte forma:

2 9
OX
L_lo 2 uz{“} (1.36)
oy v
9 9
| 0y  OX |

Aplicando a lei de Hooke, tendo em atencéo as equacOes consideradas no sub-capitulo
da Relacéo da tenséo com a deformacéo e sabendo que a deformacgédo segundo o eixo

Oz é nula pode escrever-se:
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1Y) v,
c,=2-E,-o,+2E, o (1.37)
E E

X y
Ficando a matriz s:
E, E, E, E,
2
D, v, D 19
s=| XX = i—ﬂ 0 (1.38)
E, E, E, E,
0 0 1

2.3.4.2 - Estado Plano de Tensdo

A hipétese do Estado Plano de Tensdo aplica-se a problemas cuja dimenséo dos sélidos
segundo o eixo Oz é muito menor relativamente as dimensdes em x e y (Fig. 8). Em
qualquer ponto, a direc¢do coordenada Oz é uma direccdo principal de tensdo, a qual
corresponde sempre uma tensao principal nula. Como apenas existem esforgos segundo

os eixos Ox e Oy, apenas existem tensdes segundo os mesmos, sendo entdo o,,,o,, €

7,, (Belinha, 2004). Representando-se o vector de tensdes da seguinte forma:

O'={(7XX,(7W,Z'Xy}T (1.39)

De forma analoga, o vector de deformacdes pode ser definido pelas equagtes (1.33) e,
matricialmente, (1.34). No entanto, ndo existindo componente de tensdo normal ao
plano Oxy, existe deformacao segundo eixo Oz cuja expressao representativa da mesma

é dada por:

& =— xz XX yz' yy (140)

Aplicando, da mesma forma, a expressao para calculo da matriz s, obtém-se o seguinte

campo de tensoes:
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1w ]
E, FE,
S R (1.41)
E, FE,
o o L
L GXY_

2.3.4.3 - EquacOes de Equilibrio — Problemas Bidimensionais

Para os dois casos de problemas bidimensionais, as equac6es de equilibrio sdo, de igual
forma, escritas na forma matricial segundo a equacéo (1.30) obtendo de igual forma a

equacdo (1.32) como simplificacdo. Tendo sido definidos os termos: L na equacgdo

(1.36) e o naequacéo (1.39) podendo b ser definido por b:(bx,by)T (Belinha, 2004).

2.4 — Formulacdo Matricial

2.4.1 — Forma Fraca

O sistema de equacdes da “forma forte” € o sistema de equacbes diferenciais que
governam o fenomeno em estudo. A “forma fraca” requer uma menor consisténcia das
funcBes de aproximacdo adoptadas. Posto isto, o ideal seria conseguir obter sempre a
solucdo exacta para um sistema de equagdes a partir da “forma forte”, no entanto ¢
muito dificil, conseguir generalizar as “formas fortes” tendo em conta as exigéncias e a
complexidade dos diversos problemas que surgem em engenharia, a fim de ter um

solucdo exacta. (Belinha, 2004)

No entanto, as “formas fracas” produzem um sistema de equagdes algébricas bastante
estavel, e preferivel aos sistemas de equacdes diferenciais, uma vez que quando se
trabalha com as “formas fracas” se obtém resultados muito mais precisos, dai abdicar-se

da “forma forte” (Belinha, 2004).
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Existem dois grandes grupos de principios para a constru¢cdo das “formas fracas”, o
Método dos Residuos Pesados e os Métodos Variacionais. Uma vez que o método sem
malha utilizado utiliza a formulacéo de Galerkin, vale a pena incidir sobre este método

variacional (Belinha, 2004).

2.4.1.1 — Forma Fraca de Galerkin

A “forma fraca” de Galerkin ¢ um principio variacional e que se baseia num principio
energético. De entre as varias configuracdes referentes a deslocamentos que respeitam
as condicdes de compatibilidade e as condic¢des de fronteira essenciais, a configuragdo
que mais precisa, relativamente & solucdo real € a que minimiza o funcional

Lagrangeano L, onde L ¢ definido por,

L=T -7z, +W, (1.42)

Representando T a energia cinética, =z, corresponde a energia de deformacgdo e W, ao

trabalho realizado pelas forcas externas (Belinha, 2004).

A energia cinética pode ser dada por:
I ———1_[ pu’udQ (1.43)
2 Q t t l

Correspondendo p a massa volumica, Q ao volume total do sélido e u, a primeira

derivada do campo de deslocamentos relativamente ao tempo, isto €, a velocidade. No
caso de materiais elasticos e sélidos, a energia de deformacéo pode definir-se:

— 1 T
7= [ &'ed0 (1.44)

Sendo o a tensdo instalada e & a deformagdo do corpo. A expressdo que define o

trabalho realizado pelas forgas externas é:
_ T Tt
W, = Igu bdQ+J.F[ u'tdT (1.45)
Em que b representa as forcas de volume aplicadas ao corpo, e t representa as forcas
superficiais aplicadas na fronteira do solido T, .

Substituindo a equacéo (1.42) pelas expressoes (1.43), (1.44) e (1.45):
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_ 1 T T Ty 1 T
L——EJ'Qg adQ+IQu bdQ+.[rlu tdQJrEJ.Q,out u,dQ (1.46)

Para resolucdo de problemas utilizando a forma fraca de Galkerin deve seguir-se a
seguinte metodologia: construir as fungdes de forma para aproximar o campo de
variaveis, utilizando os seus valores nos n6s no dominio do problema; calcular a energia
cinética, a energia de deformac&o e o trabalho realizado pelas forcas externas, referente
as aproximacdes do campo de varidveis. Utilizar o Funcional Lagrangeano e

minimizando-o, ou seja:
5 :2 Ldt =0 (1.47)

Resolver o integral por partes chegando ao conjunto de equacfes algébricas que apos

resolvido fornece o campo de variaveis.

Negligenciando a parcela proveniente da energia cinétia, pois neste trabalho apenas sao
considerados problemas elasto-estaticos, e manipulando cada um dos termos da equagao
(1.42) obtém-se a seguinte expressao:

[ o&Tod-[ su'bdQ-[ suTtdr =0 (1.48)
Q Q I,

Recorrendo a férmulas da mecénica de deformacdo de sélidos é possivel fazer
simplificacbes usando as relacdes tensdo/deformacdo, podendo reescrever-se a equacgado
(1.42):

IQ5(Lu)TC(Lu)dQ— jgaudeQ—jn Su'tdr =0 (1.49)

Obtendo-se entdo a Forma Fraca de Galerkin escrita em funcdo do deslocamento para o
caso do problema estatico. E uma equacio vocacionada para a Mecanica dos Solidos
cuja principal vantagem é ndo ser necessaria a integracdo por partes para ser resolvida
(Belinha, 2004).

Utilizando a aproximacdo de deslocamentos o sistema de equacOes pode ser derivado
facilmente. Para obter o campo de deslocamentos, & necessario aproximar o
deslocamento num ponto usando as fungdes de forma e os parametros do deslocamento
nodal dos nés contidos no dominio do ponto. De seguida obter um conjunto de equacdes

algébricas atraves da equacdo (1.49), e resolvendo essas equacdes obtém-se os valores
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do campo de parametros nodais do deslocamento para os n6s do dominio do problema
(Belinha, 2004). Aplica-se a expressdo que se se segue para obtencdo do campo de

deslocamentos:
u=33 1 (x)u (1.50)
j i

Onde n, é o numero total de nos do problema, n representa o nimero de nés dentro do
dominio de influéncia do nd i , sendo o valor da funcéo de forma ¢ (xj) relativamente

ao no i relativamente ao n6 j , representando j o ponto de interesse, u” é o campo de

parametros nodais do deslocamento e u € o campo de deslocamentos.

2.4.2 — Matriz de Rigidez

Sendo B, a matriz de deformabilidade do n6 J,
n T n n T N T_
Lﬁ[z Bu“u} C{Z BJUJ}dQ—L}é{ZW.} bd- | 5[2@,} tdr=o0 (L52)
I J I ! I
Escrevendo o primeiro termo da equagéo (1.47) com a forma:
n T n n n
Lﬁ[z B,u,} c[; BJUJ}dQ=J‘Q5{ZuT Br}c{; B, U, }dQ (1.52)

Tal como a soma, o variacional e a integracdo sdo operacgdes lineares e portanto, pode

permutar-se a sua ordem. Assim sendo:

Igé[i B,u, }T C[ZZ: B,u, }dQ:ZT:Z:’Jéu,T Uﬂ B,TCBJdQ}uJ =ZT:Z::5U,T [K,ﬁ ]uJ (1.53)

Pode entdo escrever-se:

Lﬁ{is,ul }Tc{isjuj}m:iiwr[m u, (1.54)

Onde K; é a matriz rigidez local nodal, K,, é a matriz de rigidez global nodal e n,

representa 0 ndmero total de ndés do problema (Belinha, 2004).
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A equacdo (1.54) representa a assemblagem da matriz de rigidez global nodal. Pode-se

entdo representar a equacao (1.54) na forma matricial completa:
M
D> 6uf [Kyy u, =8UTKU (1.55)
| J

Ky = [ B,cB,de

Onde K é a matriz de rigidez global nodal que tem o seguinte aspecto,

k11 k12 t k

1m,
k k ek
k= T . T (1.56)
L kml ka2 kmtmt_

Onde m, =2n, para o caso do problema bidimensional. Onde a matriz deformabilidade

é dada por:
_dﬁ 0 :
dx
B,=| 0 (L57)
dy
d¢  déy
| dy dx

2.4.3 — Vector de forcas

Analisando o segundo termo da equacéo (1.60),

J.Q&{Zn:ﬁu,} bdQ:i5quQ¢deQ=i5u,T f (1.58)

Onde f, é o chamado vector global das forgas nodais, neste caso representa forgas de

volume. Pode-se escrever a equagao (1.55) numa forma vectorial,

> sul f, =5UTF (159)
|

31



Sendo F o vector global das forcas nodais. F toma a seguinte forma para o caso
bidimensional (Belinha, 2004):

;
F={f, f, f, f, - f. f.1 (1.60)

Sendo,
f, =] ¢bdQ (1.61)

As condicdes de fronteira essenciais, devido a propriedade de delta Kronecker das
funcdes de interpolagdo, podem ser impostas pelo método da imposicdo directa, tal

como no método dos elementos finitos.

2.4.4 — Equacao Matricial do Problema Elasto-Estatico

Com base na equacdo (1.49) para um problema elasto-estatico é possivel escrever a

seguinte equacao matricial,
KU=F=K'F=U (1.62)

Obtendo-se assim o campo de deslocamentos U .
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2.5 — Algoritmo de abertura de fenda

Inicio — Dados

L4
Pré-Processamento Malha Nodal
NNRPIM

I
‘V izinhos Naturais|

4{ Células de influéncia ‘

—{ Malha de Integracdo ‘

Fungdes de Interpolagdo (Dxi

—‘Forgas Externas Aplicadas, F ‘

v —|Condigdes Fronteira |
Matriz de Rigidez |,
K

*

L

Sistema de Equacdes
de Equilibrio ——— | Campo dos Deslocamentos U

KU=F == K'F=U

Iy L4

Campo de Deformacdes €
Campo de Tensdes G

¥
Campo das Tensdes {G11;02}
e Direccdes Principais {uiuz}

p
Determinagdo do Ponto de Integracdo Qmax
com Maior Tenséo Efectiva

}

Eliminagdo da Malha Nodal e das Células de
Influéncia do Né Nimax mais proximo de Qmax

h
Fungodes de Interpolagio (xi

'

Lﬂ.tingiu-se a Rotura da Estrutura?‘

! |
@ Sim

FIM

Figura 9 - Organigrama explicativo do algoritmo utilizado para o estudo da propagacéo de fenda
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Para determinacdo da propagacdo da fenda foi utilizado um algoritmo iterativo,

ilustrado na figura 9.

Utilizando o programa MATLAB é executado, inicialmente, o NNRPIM, sendo
discretizada e determinada a malha nodal e também a malha de integracdo. A malha
nodal € discretizada tendo em conta o nimero de divisdes a efectuar segundo as duas

direccGes do problema dimensional.
Seguidamente, com base na malha nodal é gerada a malha de integracéo.

E no pré-processamento que o no correspondente a ponta de fenda, N é

fenda !

estabelecido.

As funcdes de interpolacdo sdo entdo construidas, depois de definidas as células de

influéncia, a partir de Interpoladores Radiais Pontuais (Belinha, 2010).
De seguida, sdo aplicadas as condicdes de fronteira essenciais e naturais.

Sdo determinados os dominios de influéncia, sendo, neste problema especifico, células

de influéncia.

E entdo, determinada a matriz rigidez da estrutura a estudar, podendo, de seguida

calcular-se os deslocamentos através de u = K *F .

Os campos de tensbes e deformacdes da placa sédo determinadas, pelas expressoes
o=B-c-u e £¢=B-u. Tendo a matriz das tensdes, e fazendo a determinacdo dos
valores e vectores proprios desta matriz sdo entdo determinados os campos das tensdes e

direccGes principais.

Cada ponto de integragdo possui um valor de o,,,0,, € z,, , como tal, pela mecanica

Xy !
dos sélidos, para problemas bidimensionais as tensdes principais podem ser calculadas
para cada ponto por:

(1.63)
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Cujas direccdes principais podem ser calculadas pela expressao:

2
tan 20, = — 2 (1.64)

Tendo em conta que tan (26, ) =tan(26, + ) pode dizer-se que existem duas direcgdes
mutuamente perpendiculares, que satisfazem a condicdo de ser z,, =0(Silva Gomes,

2004). Os par vectorial J{ e I representa as duas direccGes principais,

respectivamente para °it e 922

De seguida, é aplicado um pequeno algoritmo, para determinar o nd seguinte por onde a

fenda se propagara partindo da sua extremidade.

E entdo identificado o né N, _ , que em principio correspondera a ponta da fenda,

N . Depois, ¢ feita a localizacdo de todos os pontos de integracdo gerados pelo no

fenda

N

max *

Através da identificacdo do ponto de integracdo Q , gerado pelo n6 N

max

correspondente a extremidade da fenda, com maior valor de tenséo efectiva, que pode

ser expressa, segundo o critério de Von Mises:

o= (%j \/(O'XX -0, )2 +(o2 + aiy + 6TX2y) (1.65)

determina-se a direccdo de abertura da fenda com base na direccdo principal u, .
Considerando apenas os nos vizinhos do n6 N, procede-se ao calculo dos vectores

W, = X; - Q... » Sendo x; as coordenadas dos nés vizinhosdono N, -

Determinam-se ent&o os angulos entre u, e todos 0s w, através da expressao:

0, = acos % (1.66)
o] <]

O no i que apresentar menor @, sera o novo N na proxima iteragao.

fenda
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Identificado o vector, localiza-se 0 né que Ihe corresponde que serd o no por onde a
fenda se propagara de seguida. Identifica-se este nd como sendo a nova extremidade da

fenda e exclui-se da malhaoné N anterior.

fenda

Apods a identificacdo de N . e dos pontos de integragdo gerados pelo mesmo, €

estabelecida uma nova malha nodal e de pontos de integracéo.

Jasemono N, esem os pontos de integracdo gerados por N, sdo, seguidamente,

eliminados os dominios dos primeiros vizinhos e segundos vizinhosdond N, .

Finalmente, sdo determinadas as novas funcdes de interpolacdo, com base nas novas

malhas de nds e de integracdo e com base nas células de influéncia actualizadas.

Uma nova matriz de rigidez é determinada e 0 processo prossegue até a rotura da

estrutura.
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3-Iniciacao aos métodos sem malha

Em relacdo ao RPIM, a formulacdo descrita em (Wang, 2002) foi a considerada. Os
parametros de forma c=1,42 e p=1,03 . No que respeita ao esquema de integragéo do
RPIM foram considerados 4x4 pontos de integracdo por célula de integracdo (Wang,
2002). Em relacdo ao dominio de influéncia foram considerados os 16 nos mais

préximos do ponto de interesse.

3.1 - RPIM

Recorrendo a um programa, desenvolvido e programado, previamente, pelo Doutor
Jorge Belinha, em linguagem MATLAB, comegou por fazer-se uma abordagem aos

métodos sem malha utilizando o método RPIM.

Utilizando como exemplo, para estudar algumas caracteristicas deste método, uma viga
cantilever como a representada na figura abaixo com comprimento L=8m , D=2m,
e=1m , com um modulo de Young E =1000Pa e um coeficiente de Poisson v =0,3 .
Considera-se uma carga vertical uniformemente distribuida na extremidade da viga,

g=1 N/m.

SOONNNNNN
o

o 1.

Figura 10 - Exemplo de uma viga cantilever
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3.1.1 - Estudo da convergéncia

Com a finalidade de estudar o erro relativo do deslocamento vertical do ponto A

(coordenadas x=L e y=D/2) decidiu fazer-se variar o numero de nos e pontos de

integracdo (proporcionalmente) o erro foi obtido comparando a solugéo obtida com o

RPIM com a solucéo analitica:

Erro = |VA(RPIM) _VA(Exacto)

|VA( Exacto)

Os resultados das figuras 11 e 12 referem-se ao estudo das malhas nodais regulares.

(1.67)

0.5

0.4

0.3

0.2

(m)

——

=g\ ariagdo de v
RPIM (regular)

== Variacdao de v
Exact (regular)

Variagdo do Erro
(regular)

0 500 1000 (n° de nos)

Figura 11 - Variacgéo do valor de deslocamento e do erro com o nimero de nés numa malha regular
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Displacement Field

| +  nodal mesh | |
() + Analit.displ.

71 +  RPIM displ. |]
6 - 4
5 - m
= 4 E
3 - u
2 - u
1 - 4
D - 4
1 1 1 1 l l

o 0 2 4 5] 8 {m}

Figura 12- Campo dos deslocamentos utilizando uma malha regular

Pode observar-se na figura 11, que os resultados obtidos, pelo RPIM, para o
deslocamento convergem quase de imediato para o valor exacto a medida que se

utilizam malhas cada vez mais discretizadas (com maior nimero de nés).

De seguida apresentam-se, nas figuras 13 e 14, os resultados obtidos referentes a malhas
nodais irregulares. Para malhas nodais irregulares, verifica-se na figura 13 uma
evolugdo praticamente igual & da figura 11, sendo que o valor do erro apresenta uma

curva de variacdo similar quando a malha é cada vez mais discretizada.
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V= e — I
L L L il
0.5 /
0.4
=—4—"Variacdo de v RPIM
(Irregular)
0.3 == Variagdo de v Exact
(Irregular)
== Varia¢do do Erro
0.2
0.1 A
—d A
0 T T T T T 1 o .
0 200 400 600 800 1000 1200 (n°de nds)

Figura 13 - Variagdo do valor de deslocamento e do erro com o nimero de nés numa malha irrregular

{m} Displacement Field

T I I
4 +  nodal mesh [

+ Analit.displ.

+  RPIM digpl.
3 —
2 -

=

1 — —
ok -
- 4

| | | | |

0 2 4 B B 10 {m)

Figura 14 — Campo dos deslocamentos utilizando uma malha irregular
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(m)
0.53 —?@7 .— _.
0.52
051 'y 'y 'y A

’ —#—Variagdo de v RPIM (regular)

0.5

—fli—Variacdo de v RPIM
0.49 (irregular)
0.48 —=Variagdo de v Exact
0.47
0.46
0.45 T T T T T 1 ° .
0 200 400 600 800 1000 1200 (0°dends)

Figura 15 - Comparacao da variacéo do calculo do deslocamento pelo método RPIM com malha regular e
irregular

(Erro)

0.1

0.08

0.06 =4=\/ariagcdo de erro Regular

——Variagdo de erro (irregular)

0.04 —{]

0.02 /

0 T T T T T 1
R ,
0 200 400 600 800 1000 1200 (n° de nods)

Figura 16 - Variacéo do erro para malha regular e irregular

Na figura 15, sdo comparadas as curvas de variacdo do valor de deslocamento do ponto
A para malhas nodais regulares e irregulares. Pode dizer-se, que a figura 15 reforca o
facto de os resultados serem bastante similares nas variagfes das figuras 11 e 13,
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concluindo que existe convergéncia quer num caso quer noutro. Uma vez que 0s
resultados obtidos, para os valores de deslocamento (figura 15), sdo praticamente iguais
verifica-se que a variagao do erro, relativamente a solucGes exactas, em ambos o0s casos

(malha nodal regular e irregular) apresenta uma variacdo semelhante.

Apbs analise dos graficos é possivel verificar que a solucdo converge.

3.1.2 - Estudo da inteqgracao

Neste exemplo, o ponto considerado, foi também o ponto A para célculo do seu
deslocamento. Foram consideradas as mesmas propriedades mecanicas e geométricas do
exemplo anterior. Nesta analise foram utilizadas duas malhas, uma regular com 297
no6s e uma malha irregular com 297 nds. Fez-se entdo variar a malha de fundo de
integracdo, considerando malhas cada vez mais densas. A finalidade, foi estudar a
variacdo do valor do erro no célculo do deslocamento do ponto A, com o numero total

de pontos de integracao.

(m)
0.56 1
0.55 . .
=—4—Variacdo de vArpim

(regular)

0.54

—li—Variacdo de vArpim
0.53 " O— (irregular)

Variagdo de vAexact

0.52

0.51

0.5 T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 (

1
n° pontos de)
integracdo

Figura 17 - Variacéo do valor dos deslocamentos com o nimero de pontos de integracéo

Como ¢ possivel observar, por analise da figura 17, para um nimero baixo de pontos de
integracdo existe alguma discrepéancia no calculo dos valores de deslocamento. No

entanto, como se pode constatar a medida que se aumenta o nimero de pontos de
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integracdo, o valor tende para um valor constante e corroborando esta ideia através do

Grafico 6 também o erro tende para um valor.

Analisando a figura 18 pode ver-se que existe um valor éptimo para o qual o erro é
menor entre 1000 a 2000 pontos de integracdo, quer para malha regular quer para malha

irregular.

l(Erro)l

0.09

0.08

0.07

0.06

—

0.05 4=\/ariacdo do Erro (rggular)

——Variagdo do Erro (irregular)

0.04

0.03 v

0.02 -

0.01

0 . . . . . . n° de pontos )
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 \de integracao

Figura 18 - Variacéo do valor do erro de calculo de deslocamentos com o nimero de pontos de integracao

3.1.3 - Estudo da influéncia

Neste ultimo exemplo, pretende verificar-se a varia¢do do calculo do deslocamento do
mesmo ponto A com a variagdo do numero de pontos no dominio de influéncia de cada

no. Este estudo foi efectuado quer para malha regular quer para malha irregular.
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(m)
0.53
=—4=—\ariacdo de vArpim (regular
0.525 - -
=fl—Varia¢do de vArpim
(irregular)
Variacdo de vAexact
0.52
0.515
0.51 . . . ' ' ' /pontos de
0 5 10 15 20 25 30 { influéncia
por no

Figura 19 - Variagdo do valor do deslocamento com o nimero de pontos no dominio de influéncia

Verifica-se que os valores do deslocamento apresentam uma variagdo bastante
acentuada quando a dimensdo dos dominios de influéncia é mais baixa, chegando
mesmo a haver valores em que a malha regular apresenta mais discrepancia do que a
malha irregular no valor do deslocamento; no entanto, como verificado nos dois Gltimos
estudos, a medida que se aumenta a variavel no eixo dos xx, neste caso 0 numero de
pontos no dominio de influéncia, o deslocamento tende para um valor (existe

convergéncia).
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E ainda de salientar que dos trés estudos efectuados, este é aquele, onde o facto de a
malha ser ou ndo regular se apresenta como um factor bastante determinante na precisao

da solugéo do problema.

(Erro)
0.037 1
0.035
0.033
—4—Variagdo do Erro (regular)
0.031 ! { == Variacdo do Erro (irregular)
0.029
0.027
0025 T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 fPontosde
influéneia
por no

Figura 20 - Variagéo do erro no calculo do deslocamento com o nimero de pontos no dominio de influéncia

Analisando a figura 20 pode concluir-se que o erro vai aumentado gradualmente com o
namero de pontos no dominio de influéncia, tendendo para um valor no final. Verifica-
se que existe uma zona entre 0s 8 e 0s 12 pontos no dominio de influéncia para o qual o
valor do erro é menor, quer para malha regular quer para malha irregular. Pode
verificar-se que, no caso dos pontos no dominio de influéncia, um dos factores mais
importantes pode ser a regularidade da malha pois para poucos pontos no dominio de

influéncia, a malha irregular apresenta valores de erro bastante acentuados.
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3.2 - Resultados NNRPIM e RPIM

Apos correr alguns exemplos, e enriquecer com algumas condi¢des de fronteira
esséncias e naturais, o codigo, em MATLAB do programa utilizado para correr o RPIM
foi facultado pelo Doutor Jorge Belinha, um programa com cddigo também em

MATLAB destinado a ser utilizado para testar exemplos utilizando o método NNRPIM.

Numa primeira fase, foram testados trés exemplos, resolvidos por ambos os métodos e

no final compararam-se os resultados.

Os trés exemplos que se seguem, encontram-se no artigo da Referéncia (Dinis, 2007) e
foram testados para conseguir obter uma analise da precisdo destes dois métodos sem

malha e de os poder comparar.
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3.2.1 - Placa quadrada sujeita a tensao uniaxial

Neste exemplo foi considerada uma placa de dimensdes LxL sujeita a uma tensao
uniforme o =10kPa na direccdo horizontal. Considerou-se que ao material da placa

possuia um modulo de rigidez de E =100kPa , um coeficiente de Poisson de v =0,25

e um comprimento L=1,0m .

A solucdo analitica para o calculo dos deslocamentos é dada por:

(1.68)

As condi¢Oes de fronteira (quer essenciais quer naturais) estdo ilustradas na figura 21
abaixo.

ty

Figura 21 - Placa quadrada sujeita a tensdo uniaxial
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O problema em questao, foi discretizado para ambos os métodos, em malhas regulares e
irregulares. Exemplo de uma malha regular com 289 nos e de uma malha irregular com

289 nos, sdo apresentadas na figura 22 (a) e (b).
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Figura 22- (a) Malha nodal regular (b) Malha nodal irregular
Considerando os pontos B (de coordenadas x=L e y=D ) e C (de coordenadas
x=L e y=0)fez-se o estudo de convergéncia dos deslocamentos destes dois pontos

e 0 estudo de convergéncia da tensdo na placa.

No caso do ponto C, uma vez que uma das condi¢des de fronteira € o impedimento do
deslocamento vertical, fez-se o estudo de convergéncia apenas para o deslocamento

horizontal (u,) . Para o ponto B, foi efectuado o estudo de convergéncia para o

deslocamento horizontal e vertical (u; e v ).

Para o célculo do erro nos estudos de convergéncia foram utilizadas as expressdes:

|U |exacto|
g = —
Z | |exact0| (169)
- Z

|vv

I exacto

|e><acto |

Onde n representa o nimero de nos que discretza o dominio do problema.
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Para o céalculo do erro médio da tensdo considerou-se a tensdo exacta/tedrica

o =10kPa e tendo em conta os valores obtidos pelo método a expressdo usada

Xxexacto

para o estudo de convergéncia foi:

c :i < |O_xxi_o-xxexacto| (170)

Q i |O-xxexacto |

Onde n, representa o ndmero de pontos de integragdo do dominio de influéncia do

problema.
(Erro)
0.045 i
0.04 \
0.035 =—4—Erro médio da tensdo XX
NNRPIM Regular
0.03 Ly o
=—Erro médio da tensdo XX
0.025 .4 NNRPIM Irregular
0.02 - Erro médio da tensdo XX
RPIM Regular
0.015 o )
\ =—==FErro médio da tensdo XX
0.01 i RPIM Irregular
0:005 v\"v'\,
0 T T T 1
1 10 100 1000 10000 (g° de nés)

Figura 23 - Variacgao dos valores do erro médio da tensdo em x com o namero de nés do problema

Apdbs andlise da figura 23, pode observar-se que o valor do erro decresce de forma

consistente.

Denota-se pela evolucdo do grafico que, para malhas regulares o valor do erro médio da
tensdo tende para valores menores no caso do método NNRPIM e para malhas
irregulares o valor do erro ¢ menor no caso do método RPIM. E ainda, de salientar que,
como esperado o valor do erro para malhas irregulares é superior do que no caso de

malhas regulares.
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(m) . .

-0.023 100 1000 10000 (n° de nds)
-0.025 +
=#—vB NNRPIM_Regular
00 == vB NNRPIM_Irregular
==VvB RPIM_Regular
-0.029
====yB RPIM_Irregular
-0.031 +=VvB exacto
-0.033
-0.035

Figura 24 - Variagdo dos valores do deslocamento vertical do ponto B com 0 nimero de nds

(m)
0.25
—4—crro vB
0.2 NNRPIM_Regular
—i—erro vB
0.15 NNRPIM_Irregular
—i=—erro vB RPIM_Regular
0.1
====egrro vB RPIM_Irregular
0.05
0 T T T
1 10 100 1000 10000 (n® de nos)

Figura 25 - Variagdo do erro do deslocamento vertical do ponto B com o nimero de nés

Quer no caso do célculo do deslocamento, quer no valor do erro conclui-se que quanto
maior for o nimero de nds que discretizam o problema, mais os valores se aproximam
do valor do deslocamento teorico (figura 24) e menor serd o valor do erro (figura 25).
Conclui-se ainda que para malhas regulares os valores sdo mais proximos dos teéricos
do que para malhas irregulares.

50



De notar que os valores obtidos pelo método RPIM sdo mais proximos dos valores
tedricos do que os valores obtidos pelo método NNRPIM, tendendo no entanto para
valores muito similares quando o ndmero de nos, que discretizam o problema, j& é

bastante elevado.

(m)
0.112
0.11
0.108
=4—uB NNRPIM_Regular
0.106
=fl—uB NNRPIM_lIrregular
0.104
== UuB RPIM_Regular
0.102
====uB RPIM_Irregular
0.1 -
—=UuB Exacto
0.098
0.096 &%‘
0.094 T T T 1
1 10 100 1000 10000 (n°denos)

Figura 26 - Variagdo dos valores do deslocamento horizontal do ponto B com 0 nimero de nés

(Erro)
0.12
01 —4—erro
' uB_NNRPIM_Regular
0.08 —ll—erro
uB_NNRPIM _Irregular
0.06 —=—erro uB_RPIM_Regular
0.04 -
=—==—erro
0.02 uB_RPIM _Irregular
0 T T T
1 10 100 1000 10000 (n°de nos)

Figura 27 - Variagdo do erro do deslocamento horizontal do ponto B com o nimero de nés

No caso do deslocamento horizontal do ponto B, como se pode observar no figura 26, a
evolucdo dos resultados e o estudo da convergéncia é bastante similar ao obtido no
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deslocamento vertical deste mesmo ponto (figura 24). No entanto, aqui os valores do
deslocamento horizontal, bem como o erro (figura 27), parecem tender mais
rapidamente para 0 mesmo valor do que no caso do deslocamento vertical (figura 25).

(m)
0.106 \
0.105 \
0.104 L
\ —4—UuC NNRPIM_Regular
0.103
\ == uC NNRPIM_Irregular
0.102
\ uC RPIM_Regular
0.101
=====uC RPIM_Irregular
0.1 -
—+=UuC Exacto
0.099
AV AN
0.098 =" g
0.097 T T T 1
1 10 100 1000 10000 (n°de nos)

Figura 28 - Variagao dos valores do deslocamento horizontal do ponto C com 0 nimero de nds

(Erro)
0.06
=—4=—erro
0.05 \
uC_NNRPIM_Regular
0.04 =li—erro
\ \ uC_NNRPIM_Irregular
00 erro uC_RPIM_Regular
0.02 -
===erro
0.01 uC_RPIM _Irregular
0 T T T |
1 10 100 1000 10000 (n° de nos)

Figura 29 - Variagdo do erro do deslocamento horizontal do ponto C com o0 nimero de nés

Nos resultados relativos ao deslocamento horizontal do ponto C € possivel observar, nas
figuras 28 e 29, que nos resultados para 0 método RPIM, os valores tendem mais
rapidamente para o valor exacto do que nos resultados do método NNRPIM. No

entanto, para malhas com mais nés o resultado é bastante similar, exceptuando, neste
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caso, para malhas irregulares com o método NNRPIM que apresenta grandes flutuacdes
nos resultados; sendo até um dos resultados muito mais preciso do que para malhas
regulares, mas, ndo deve ser tido em conta, uma vez que nos resultados seguintes se

aproxima mais de uma curva com erro superior as restantes malhas.

Neste exemplo, de uma placa quadrada, pode concluir-se que o0 método NNRPIM ¢é
mais preciso para valores de calculo da tensdo horizontal do que o método RPIM. No
entanto, para o calculo de deslocamentos, 0 método RPIM parece ser ligeiramente mais
preciso que o método NNRPIM mas esta diferenca ndo é muito significativa.

E possivel ainda observar que o NNRPIM e o RPIM apresentam taxas de convergéncia
similares.
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3.2.2 - Viga cantilever

Neste exemplo foi considerada uma viga cantilever (figura 30) de dimensGes LxD
sujeita a uma carga parabdlica distribuida P=-1kN na extremidade x=L
Considerou-se que ao material da placa possuia um modulo de rigidez de E =100kPa ,

um coeficiente de Poisson de ©=0,25 e um comprimento L=2,0m e uma altura

D =1,0m bem como uma espessura e =1,0m .

J,BrD
7

SOMONNNNN

| |

m]

Figura 30 - Viga cantilever sujeita a carga parabdlica distribuida

A equacdo (1.71) traduz o campo de tensGes no dominio da viga:

__P(L=x)y

XX
I

o, =0 (1.71)
O —3 D_Z_y2
Y21\ 4

A tensdo aplicada nas fronteiras x=0 e x=L é também obtida por recurso a equacao
(1.71).

o D?
Sendo que | representa 0 momento de inércia e € dado por | = o
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O problema foi discretizado em malhas regulares e irregulares. Sao ilustrados exemplos

de uma malha regular e irregular na figura 31 (a) e (b) respectivamente, possuindo 163

nds ambos 0s casos.

OO ®E®m®
D
O e k4
O e k4
D
ok 4k k4
S T Y

Estudou-se a

coordenadas x =

+
+
+*
+
+
+
+
+
+
+

P e
+ * ¥ + * o O+ ¥
+ * ¥ + * o O+ ¥
P e
+ * ¥ + * o O+ ¥
P e
+ * ¥ + * o O+ ¥
P R T S S S
P T
P e

wOE B ® e w B E®

L +*
LI L
*
+
L
-
*
. vt
e Yt e s
. +
AR

+ + *

+

+
‘0‘.“

+*

-

+*

+*

+*

+

.

.
. s b
LR I IR . T R I

+
+
+
+
+
+
+
+*
+

—~
a5
—
—~
oy
—

Figura 31 - (a) Malha nodal regular (b) Malha nodal irregular
convergéncia do deslocamento vertical de um ponto A, de

L e y=D/2, pertencente a viga e sujeito as condi¢des enunciadas do

problema. A solucédo exacta para o campo de deslocamentos neste problema é dada por:

2
u Z_B% (2L—x)3x+(2+u)(y2 —DT]
(1.72)
v=%{x2 (BL—x)+3uv(L-x)y*+ 4250 sz}

Para o céalculo do erro das tensdes e dos valores de deslocamento, utilizaram-se

equacOes similares as descritas em (1.71) e (1.72).

0.1

0.01

(Erro)
0.001

1 10 100 1000 10000

. . T 1 (n°® de nos)

== FErro Tensdo XX
NNRPIM_Regular

=l Erro Tensdo XX
NNRPIM _Irregular

Erro Tensdo XX
RPIM_Regular

_=FErro Tensdo XX
RPIM_Irregular

Figura 32 - Variagéo do erro da tensdo x com o nimero de nos
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Como seria de esperar, e analisando a figura 32, o erro assume valores menores para
malhas com maior nimero de noés. O erro da tensdo, para malhas regulares, apresenta
valores muito similares para ambos os métodos; nos resultados referentes a malhas
irregulares, a tensdo segundo o método NNRPIM comeca com um valor de erro
bastante mais elevado para malhas com menor nimero de nés, no entanto, a medida que
se aumenta o numero de n6s no problema, quer para 0 método RPIM quer para o
NNRPIM o valor tende a estabilizar e finaliza praticamente com o mesmo valor de erro.

-0.31 . . . 1
1 10 X 100 1000 (n® de nos)
-0.32 \
-0.33 =4=—vA_NNRPIM_Regular
\ =—vA_NNRPIM_Irregular
-0.34
\\ vA_RPIM_Regular
0.35 \ ====VvA_RPIM_Irregular
0.36 === yA_Exacto
-0.37 \
-0.38
(m) 039

Figura 33 - Variagao do valor do deslocamento do ponto A com o nimero de nés

1 ' ' : {n° de nos)
1000 2000 3000
0.1 +—Erro
vA_NNRPIM_Regular
—li—Erro
vA_NNRPIM _Irregular
0.01
ErrovA_RPIM_Regular
===Erro
0.001 + vA_RPIM_Irregular
(Erro)
0.0001

Figura 34 - Variagdo do erro do deslocamento vertical A com o nimero de nos
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Analisando, pela figura 33, a evolucdo do deslocamento vertical do ponto A, pode
observar-se que para 0 método RPIM os valores sdo, inicialmente, mais dispares que 0s
valores do método NNRPIM, relativamente ao valor exacto do deslocamento. Como tal,
essa diferenca, reflecte-se igualmente na evolucdo do erro relativamente ao
deslocamento como se observa na figura 34. No entanto a medida que o nimero de nos,
discretizados no problema, aumenta os valores obtidos pelo método RPIM rapidamente
convergem, chegando a ultrapassar, em precisdo os valores do método NNRPIM. No
final, ambos os métodos se encontram praticamente equivalentes quanto ao valor para o

qual convergem os resultados.
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3.2.3 - Placa infinita com um orificio circular

Neste exemplo, é considerada uma placa quadrada Lx L, sujeita a um campo de tensdes
normais e tangenciais com um orificio circular. Devido & existéncia de simetria, €
apenas considerado um quarto da placa como ilustrado na figura 14, bem como as
condicdes de fronteira a considerar no problema. A placa possui um mddulo de rigidez

E =10kPa, um coeficiente de Poisson v =0,25 uma espessura e =1,0m, comprimento

L =5,0m e um orificio de raio a=1m .
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Figura 35 - Placa infinita com orificio circular

O campo de tensdes pode ser calculado pela solucdo exacta:
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2 4
o, =1- a_2 3 cos(26) + cos(4¢9)j + &14 cos(46)
r-\2 2r
2 4
o, =1- a_2 1 cos(26) — cos(40)j - 314 cos(46) (1.73)
re\2 2r
a’(1 . . 3a’ .
Oy=""7 Esm(ze) +sm(49)} + ?sm(w)
r

O problema foi, tal como os casos anteriores, discretizado para malhas regulares e
irregulares. Exemplo de uma malha regular com 426 nos esta ilustrado na figura 36 (a) e

de uma malha irregular, também com 426 nés na figura 36 (b).
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Figura 36 - (a) Malha nodal regular (b) Malha nodal irregular

Neste exemplo, estudou-se a convergéncia para as trés tensoes o,,,0,, € o, .

De seguida, apresentam-se 0s resultados para os valores de erro das tensdes a medida

que se discretizam as malhas cada vez mais utilizando os métodos RPIM e NNRPIM.
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Figura 37 - Variagdo do erro da tensdo xx com o nimero de n6s
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Figura 38 - Variagdo do erro da tensdo yy com o nimero de nés
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(Erro)
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Figura 39 - Variagdo do erro da tensdo xy com o nimero de n6s

Por analise da figura 37, é possivel verificar que para o calculo da tenséo o, se

xx !
verificou uma evolucdo mais precisa nos resultados para 0 método RPIM, verificando-

se mesmo menor erro relativamente ao NNRPIM face a irregularidades na sua malha.

No estudo de convergéncia, referente a tensdo o, , verifica-se na figura 38 que apenas

no caso, da malha irregular no método NNRPIM, existe uma ligeira discrepancia no
erro da tensdo obtido relativamente aos outros trés casos cujas evolugdes tendem todas

para 0 mesmo valor.

Finalmente, no caso da tensdo o,, , por anélise da figura 39, verificam-se inicialmente,

xy !
resultados com valores de erro superiores para 0 caso de malha irregular no NNRPIM.
No entanto, com o aumento do numero de nds, os valores acabam por tender para o
esperado. Sendo que, para malhas com um numero muito elevado de nés, o resultado €,

praticamente, independente do método ou da regularidade da malha.
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4 - Métodos sem malha aplicados a propagacao

de fendas

4.1 - Método sem malha com enriguecimento de

funcdes de forma para analise de propagacao de fendas

4.1.1 — Problema de fenda aplicando malha sem densificacao

Numa fase seguinte, para aplicacdo do método NNRPIM, testou-se um exemplo que se
contra no artigo da referéncia (Gu, 2011). Uma placa rectangular de comprimento 2L ,
com uma fenda de comprimento A no centro da sua geometria, é traccionada por cargas

distribuidas aplicadas na sua extremidade como ilustrado na figura 40.
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Figura 40 - Placa rectangular, com fenda central, sujeita a cargas distribuidas
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Uma vez que a placa € simétrica € possivel
verificar na figura 41 para malha regular e
deslocamento normal as extremidades da placa.
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simplificar o problema como se pode

com condigBes fronteira a impedir o

LB N A O O B R A O A A
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L I I L

Figura 41- Malha nodal regular de uma placa traccionada com uma fenda de comprimento A

Neste problema de mecénica da fractura, as seguintes equacdes ddo o campo de tensdes

na extremidade da fenda:

o3[ e-on( (7))
o, = cos| — || 1-sin| — |sin| —
27r 2 2 2
K o . (0. (30
o-w:mcos(gj[umn(g}m(?j} (1.74)
(3w (3)en(Z)
o, = cos| — || sin| = |sin| =
27r 2 2 2
Onde K:
K =g,v27A (1.75)

Sendo g, =1N a carga distribuida aplicada a placa.
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Considerou-se entdo a placa quadrada da figura 41 com comprimento e altura iguais
L =D =5m, e um comprimento de fenda para A=D/5 e para A=D/10 fazendo-se o

estudo de convergéncia para a tensdo o, para malha regular.

(Pa)
4.50
4.00
3.50
3.00 +—Tensdo X NNRPIM (D/5)
2.50 Malha s/densifica¢do
2.00 ‘1/ —f—-Tensdo X Exacta (D/5)
1.50 Malha s/densificacdo
1.00
0.50
0.00 T T T T T 1

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 (n°dends)

Figura 42 - Variagéo do valor da tensdo xx com o numero de n6s para um comprimento de fenda D/5

(Pa)
3 A//;J
2.5
2 =—4=—Tensdo X NNRPIM (D/10)
Malha s/densifica¢do
1> w =—Tensdo X Exacta (D/10)
1 Malha s/densifica¢do
0.5
0 T T T T T 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 (n°de nos)

Figura 43 - Variagdo do valor da tensdo xx com o nimero de n6s para um comprimento de fenda D/10

Apo0s observacdo das figuras 42 e 43, pode verificar-se que os valores obtidos pelo
método NNRPIM descrevem uma curva com uma evolucdo muito similar a dos valores

exactos.
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De seguida, estudou-se a variagdo do valor de tensdo ao longo da extremidade da placa
onde se encontra a fenda, desde a localizagdo da extremidade da fenda D=1m até a

extremidade da placa D =5m e uma malha com 2601 nos.

(Pa)
35 ;
3
)5 —#—\ariacdo da Tensdoem X
' NNRPIM para malha
2 s/densificacdo e D/5
15 =l—Tensdo exacta para
extremidade da fenda
1
0.5
U T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6 (m)

Figura 44 - Variacéo do valor da tensdo xx ao longo da altura da extremidade da placa com comprimento da

fenda D/5

(Pa)
2.5

2 —4—Variagdo da Tensdoem

X NNRPIM para malha
15 s/densificacdo e D/10
—fll—Tensdo exacta para

1 extremidade da fenda
0.5

0 T T 1

0 2 4 6 (m)

Figura 45 - Variagdo do valor da tensdo xx ao longo da altura da extremidade da placa com comprimento da
fenda D/10

Como seria de esperar, e ap6s a analise das figuras 44 e 45 verifica-se que a tensdo
assume valor maximo na extremidade da fenda decrescendo o valor da tensdo a medida

que se “avanca’” na extremidade da placa.
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Verifica-se que, em ambos 0s casos, quer na figura 44 e 45 o valor da tensdes na
extremidade da fenda obtido pelo método NNRPIM € bastante proximo do valor exacto
obtido analiticamente pelas equaces referidas em (1.72).

4.1.2 - Problema de fenda aplicando uma malha mais densa na zona da

fenda

Para os mesmos exemplos ja efectuados, e descritos acima, foi efectuada uma nova
malha com mais nés e respectivos pontos de integracdo na zona da fenda. O resultado
da malha nodal e de integracdo encontra-se, na figura 46 e na figura 47 por ordem

respectiva.

L2 IR SN K N K B S B R I K I B
LA R N N N I B IR 2 A I IR N

EE R T L LT L L L I SN R K I R K R RN T BN K R
@ L K I B B I I DR IR R BN RN R NN R I K
@ L I I I I B O I R I N K I B R N
@ * % ¥ O AN
@ L K I B B I I R IR R TN NN R I N B
@ L K I B B I I R IR R TN NN R I N B
@ L K I B B I I DR IR R BN RN R NN R I K
@ L I I I I B O I R I N K I B R N
@ * % ¥ O AN
@ L K I B B I I R IR R TN NN R I N B
@ L K I B B I I R IR R TN NN R I N B
@ LI K K K B R I K JEE IR I BN R I I N K R
@ + R RN
@ LK TN K I I A L T T R JEE DN R EE R K I
@ L K I B B I I R IR R TN NN R I N B
@ L K I B B I I R IR R TN NN R I N B

Figura 46 - Malha nodal com densificacdo na zona da fenda
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Figura 47 - Malha de integragdo com densificacdo na zona da fenda

Considerando as mesmas condic¢des de fronteira e carregamento do ponto 4.1.1, fez-se o
estudo da convergéncia para as tensfes a medida que se aumentava 0 nimero de nos
para dois tipos de fenda: A=D/5 e A=D/10 , e também a variacdo do valor de

tenséo ao longo da extremidade da fronteira x=0AYy €[A; D].

(Pa)

6.00

5.00

4.00 +—Tensdo X NNRPIM (D/5)
Malha densificada

300 w —@—Tens3o X Exacta (D/5)

2.00 Malha densificada

1.00

000 T T T T T T 1

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 (nﬂ de nés}

Figura 48 - Variacgdo do valor da tensdo xx com o niumero de nés para um comprimento de fenda D/5
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(Pa)

4.50
4.00

3.50 _—
3.00 y

—4—Tens30 X NNRPIM (D/10)

2.50 Malha densificada
2.00 - =—Tensdo X Exacta (D/10)
1.50 Malha densificada
1.00
0.50
0.00 T T T 1

0 1000 2000 3000 4000 (n° de nos)

Figura 49 - Variacgéo do valor da tensdo xx com 0 nimero de nés para um comprimento de fenda D/10

Analisando as figuras 48 e 49, comparativamente, a malha sem densificacdo, embora o
comportamento da curva, que representa a evolugdo do valor da tensdo, seja idéntico
aos valores obtidos, para este caso os valores de tensdo sdo ligeiramente superiores aos

resultados sem densificacédo

A placa apresenta valores de tensdo mais elevados, como seria de esperar, para 0 caso

em que a fenda tem maior comprimento.

(Pa)
5
* =—4—Variagdo da Tensdo X
4 NNRPIM para malha
com densificagdo e
3 D/5
—fll—Tensdo exacta para
2 extremidade da fenda
1
0 T T 1
0 2 4 6 (m)

Figura 50 - Variagdo do valor da tensdo xx ao longo da altura da extremidade da placa com comprimento da
fenda D/5 com malha densa na zona da fenda
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=—4—Variagdo da Tensdo X

25 NNRPIM para malha
com densificagdo e
2 D/10
15 =fi—Tensdo exacta para
) extremidade da fenda
1
0.5
0 T T

0 2 4 é (m)

Figura 51 - Variacéo do valor da tensdo xx ao longo da altura da extremidade da placa com comprimento da
fenda D/10 com malha densa na zona da fenda

Nas figuras 50 e 51 observa-se que o valor da tensdo obtido pelo método NNRPIM na
extremidade da fenda é muito préximo do valor da tensdo exacto obtido pelas equacdes
descritas em (1.74). A semelhanca da malha sem densificacdo, o valor da tensdo
decresce quanto maior for a distancia a extremidade da fenda. Tal como era esperado,
para o caso da fenda com altura superior (D/5), os valores de tensdo obtidos s&o

também superiores.

Os valores que foram obtidos, para o caso da densificacdo da malha, séo superiores,

relativamente ao caso da malha regular normal.
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4.2 - Exemplos de Propagacao de Fendas Utilizando 0

NNRPIM

Recentemente tém sido objecto de estudo alguns casos de propagacdo de fendas tendo
em conta determinados modelos. No artigo da referéncia (Nguyen-Xuan, 2012) foram
testados alguns exemplos utilizando um Método de Elementos Fintios, ES-FEM, que

utiliza uma malha de elementos triangulares.

Para esses exemplos, utilizou-se entdo, nesta dissertacdo, 0 método NNRPIM para
estudar a propagacdo de fendas, através da ferramenta MATLAB, e verificar que este

método pode ser aplicavel a este tipo de problemas.

4.2.1 - Placa com fenda central sujeita a tensao de corte

Considerando uma placa cujas condicGes estdo ilustradas na figura 52 utilizou-se o
método NNRPIM para determinar quais os pontos de integracdo com maior tensdo,
sabendo que serdo os pontos por onde a fenda se propagara. Partindo deste pressuposto,
faz-se um processo iterativo repetindo varias vezes o método até a fenda romper na

totalidade a placa.

e
2
I
.|
—_— . ——
=

Figura 52 - Placa com uma fenda na extremidade sujeita a tensdo de corte (dimensdes em m)

Fez-se 0 estudo de propagacdo da fenda para malha regular e irregular. A fim de obter

melhor precisdo no resultado final, densificou-se a zona da placa, por onde a fenda se
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propaga, duas vezes, uma inicialmente mais densa que o resto da malha, e outra ainda

mais densa relativamente a primeira.
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Figura 53 - Propagacéo da fenda em malha regular
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Figura 54 - Deformacé&o da placa aquando da carga
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Figura 55 - Evolucéo da tensdo Sxx
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Figura 56 - Evolucédo da tensao Syy
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Figura 57 - Evolucéo da tensdo efectiva
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Figura 58 - Propagacéo da fenda para malha regular com malha mais densa na zona da fenda
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Figura 59 - Evolucdo da tensdo Sxx para malha mais densa
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Figura 60 - Evolucdo da tensdo Syy para malha mais densa
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Figura 61 - Evolucédo da tenséo efectiva para malha mais densa

Neste caso, a fenda propaga-se verticalmente de uma forma linear sem qualquer

imperfeicdo. Assim sendo, a placa separar-se-a em duas partes praticamente iguais.

Na figura 53, observa-se uma propagacdo da fenda vertical, para malha regular, que
corresponde a uma rotura da peca praticamente simétrica observada na figura 54. Nas
figuras 55,56 e 57 observa-se a evolugdo dos campos das tensoes o,,,0,, € Oueiva »
respectivamente; o maximo valor das tensGes tem uma variagdo que acompanha a

extremidade da fenda até a rotura.

De seguida, na figura 58 é representada a propagacdo de fenda para uma malha regular

mais densa apresentando uma evolucdo exactamente igual a da figura 24. Os gréaficos

59,60 e 61 referentes as evolugGes das tensdes o,,,0, € Oy » @ Semelhanca do

caso da malha regular sem densificacdo, acompanham a propagacao da fenda, sendo que

0 maximo valor de tensdo evoluiu verticalmente até a rotura.
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Figura 62 - Propagac¢do da fenda em malha irregular
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Figura 63 - Deformac&o da placa para malha irregular
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Figura 65 - Deformacé&o da placa em malha irregular mais densa na zona da fenda
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Na figura 62 observa-se, a discretizacdo do problema para uma malha irregular. Neste
caso a propagacao da fenda sofre um ligeiro desvio no sentido da extremidade da placa
que estd encastrada observando-se uma deformacéo da placa (figura 63), ligeiramente

diferente da observada para a malha regular (figura 53).

Apbs o procedimento referido, é feito de forma analoga, aos exemplos de discretizacdo
de malha regular, uma densificacdo para malha irregular ilustrada na figura 64 cuja
propagacdo da fenda evoluiu, verticalmente e no sentido da extremidade da placa que se
encontra encastrada. A deformacédo da placa, para este caso, esta patente na figura 65 e
reforca os resultados obtidos no sentido de uma rotura proveniente de uma propagacao

de fenda assimétrica.

Esta solucdo é, similar a obtida no artigo da (Nguyen-Xuan, 2012) podendo entdo
concluir-se que o NNRPIM é um método valido no estudo de propagacao de fenda deste

tipo de problemas.

4.2.2 - Placa com corte a 45°

Utilizando o método NNRPIM para calculo dos pontos de integragdo com maior valor
de tensdo e aplicando-o sucessivamente, de forma iterativa, foi possivel estudar para

este caso a propagacdo da fenda.

A placa em questdo possui um corte triangular como a figura 66 mostra, de
comprimento a=20mm , que faz um angulo de 45° com a vertical, e tem dimensdes

200mmx=100mm . E aplicada uma carga distribuida na horizontal de 1 N/m na

extremidade da placa cujas condicGes de fronteira estdo representadas na figura abaixo.
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Figura 66 - Placa com fenda inclinada sujeita a uma carga distribuida

Através do método NNRPIM e utilizando o programa MATLAB, estudou-se a

propagacéo da fenda, o campo de deslocamentos e verificou-se a evolucéo das tensdes a

medida que a fenda se propagava. Utilizou-se, uma malha regular como ilustrado na

figura 67:

200

150

> 100

50

Nodal Mesh

LR R I R Y

LR R T T R S Y

LR R R e Y
LR R N N I

LR R T R e e
LR T R e
LR R I

44550400004

*e
404000000004
44406400009
440904000044
44464 24044
R I

LR T R R Y

L T R R I e

L R S SR TR S S S
R R A R R
LR R T R R R S
R R R S R R R e

L R T R e
1

50

100
X (mm)

150

200 250

Figura 67 - Malha Nodal Regular da Placa

Através das figuras 68,69 e 70 que ilustram a evolucdo do estado das tensdes

O-xx ! ny € Jefec’[iva

da placa conclui-se que a fenda se propaga verticalmente. Verifica-
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se que o valor de tensdo é sempre maximo na extremidade da fenda e a figura 71 é

demonstrativa disso e corrobora os resultados obtidos para os campos de tensé&o.
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Figura 68- Evolugédo da tensdo Sxx
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Figura 69 - Evolucédo da tensao Syy
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Figura 70 - Evolucéo da tenséo efectiva
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Figura 71 - Propagacao de fenda em malha regular
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Figura 72 - Campo de deslocamentos antes da fractura para malha regular

Na figura 72, observa-se os deslocamentos dos pontos que discretizam a malha e

conclui-se que a propagacao da fenda evoluiu, de forma completamente vertical.

De seguida, para 0 mesmo problema, utilizou-se 0 método NNRPIM para uma malha
regular com maior densificacdo na zona de propagacao da fenda ilustrada na figura 48.
A semelhanca do que foi feito para a malha anterior obteve-se o campo de tensdes, de

deslocamentos e a evolugédo da propagacgéo da fenda.
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Figura 73 - Evolucéo da tensdo Sxx para malha mais densa
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Figura 74 - Evolucao da tensdo Syy para malha mais densa
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Figura 75 - Evolucéo da tensdo efectiva para malha mais densa
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Figura 76 - Propagacéo da fenda em malha regular mais densificada na zona da fenda
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Analisando as figuras 73,74 e 75 onde se encontram representadas as evolugdes das

respectivamente, verifica-se, tal como no caso sem

tensdes 0,0, € Ouertiva
densificagdo, que a zona de maior tensdo corresponde sempre a extremidade da fenda
acompanhando a evolucdo valor méaximo de tensdo a propagacdo da fenda, ilustrada na

figura 76.

Pode ainda observar-se, na figura 78 o campo de deslocamentos para este caso, cujos

resultados reforcam a conclusdo de uma propagacéo de fenda verticalmente perfeita.

De seguida, repetiram-se 0s procedimentos anteriores deste problema, para malhas
irregulares, com densificacdo da zona da fenda e de seguida uma densificacdo mais

acentuada nessa mesma zona.
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Figura 79 - Malha Irregular com densificacdo na zona da fenda
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Figura 81 - Campo de deslocamentos de malha irregular densa na zona da fenda
Considerando a discretizacdo patente na figura 79, verifica-se um comportamento
semelhante ao obtido nas malhas regulares, isto €, uma propagacao de fenda na vertical
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observada na figura 80, caracterizada por um campo de tensdes, ilustrado na figura 81.

cujo seu valor maximo acompanha a extremidade da fenda.

De seguida obtiveram-se, para malha irregular e mais densa na zona da fenda, 0s
resultados que caracterizam o estado de tensdo, o campo de deslocamentos e a

propagacao da fenda na placa.
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Figura 83 - Campo de deslocamentos de malha irregular mais densa na zona da fenda
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Figura 84 - Propagacéo da fenda em malha irregular mais densa na zona de fenda

Na figura 82, observa-se a discretizacdo mais acentuada da malha irregular deste

problema.

Observando este ultimo exemplo do problema, pode observar-se uma propagacdo da
fenda vertical e ligeiramente para a esquerda mas de forma pouco significativa (figura
84). O campo de deslocamentos obtido (figura 83) suplanta os resultados que se

obtiveram para uma propagacao do tipo da referida.

De uma forma geral, pode concluir-se que o0 NNRPIM é um método cuja solucdo

resultante € muito semelhante as solugdes obtidas por métodos ja utilizados.

No entanto, para malhas mais irregulares, a propagacdo da fenda revelou-se um pouco
diferente relativamente a trabalhos ja realizados anteriormente como em (Nguyen-Xuan,
2012), tendo sido utilizado o ES-FEM.

Uma possivel explicacdo face as solugbes divergentes, relativamente ao método ES-
FEM utilizado no trabalho (Nguyen-Xuan, 2012), é que a utilizacdo do algoritmo para
estudo de abertura e propagacéo de fenda possa néo ter sido a mais correcta em termos

de preciséo.
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4.2.3 - Placa rectangular com fenda sujeita a carga pontual

A fim de estudar a propagacdo de uma fenda, considera-se, neste exemplo, uma placa
rectangular, cujas condi¢cdes de fronteira estdo ilustradas na figura 85. De comprimento
L=10m , altura D=8m e um comprimento de fenda a=1m aplicando uma carga

pontual g, =-4,5N , aplica-se, repetidamente, 0 método NNRPIM para o estudo da

propagacao de fenda.

4

>
|
A

e

Figura 85 - Placa sujeita a carga pontual com fenda

Este problema foi discretizado para malhas regulares e irregulares com maior e menor

densificacdo na zona da fenda.

Apos aplicacdo do método, foi inicialmente utilizada uma malha regular, mais
densificada na zona da fenda.

Observando o resultado obtido ilustrado na figura 86, pode dizer-se que a fenda se

propaga numa direc¢do segundo uma recta de declive igual a 1.
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Figura 86 - Propagagéo de uma fenda numa malha regular e densificada na zona da fenda

De seguida, repetiu-se o exemplo, utilizando agora para a solucdo, uma malha também

regular, mas com a malha na zona da fenda ainda mais densa que a anterior.

Analisando a propagacdo, nesta nova malha, verifica-se que o resultado é similar (figura

87) sendo que a direccdo a fenda se propaga, igualmente, segundo uma recta de declive

igual & unidade.
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Utilizando uma malha irregular, densificando a zona da fenda (figura 88), obtiveram-se

agora resultados ligeiramente diferentes relativamente aos obtidos para malha regular.

Embora a fenda, a semelhanca das malhas regulares, se propague na direccao vertical e,
simultaneamente, para a zona da carga aplicada, neste exemplo a fenda propaga-se com

um declive inferior ao verificado nos exemplos anteriores.

Uma propagacdo mais horizontal, relativamente as malhas regulares, isto €, com declive
menos acentuado, obtém-se igualmente, para uma malha irregular com zona ainda mais

densificada (figura 89).

Os resultados para este problema, utilizando o NNRPIM, revelam um caminho de
abertura de fenda semelhante a de outros obtidos utilizando outros métodos.
Concluindo-se entdo, que este método sem malha, pode ser considerada uma alternativa

fidvel e precisa para o estudo de propagacao de fendas neste tipo de problemas.
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Figura 89 — Malha nodal irregular e mais densa na zona da fenda

93



5 - Conclusoes

O grande objectivo deste trabalho, era verificar a aplicabilidade do método NNRPIM
(Natural Neighbour Radial Point Interpolation Method) e das suas potencialidades no
estudo de abertura e propagacdo de fendas. Varios exemplos elasto-estaticos foram
analisados com o NNRPIM, e algumas conclusdes podem ser aferidas.

Antes de se estudarem directamente, exemplos de problemas relacionados com abertura
e propagacdo de fendas, foi feita, uma abordagem inicial ao estudo de algumas das
caracteristicas do método RPIM de modo a poder perceber melhor de que forma os
métodos sem malha na sua generalidade funcionam. Este estudo preliminar do RPIM
permitiu compreender melhor as semelhancas e diferencas em relacdo ao NNRPIM.

Vérios estudos, foram efectuados considerando o RPIM. Analisou-se o exemplo da viga
cantilever, no qual se efectuou o estudo de convergéncia, fazendo variar a discretizagéo
da malha nodal. Obtiveram-se valores de deslocamento pontual que convergiram para
valores muito préximos das solucBes tedricas e ainda foram obtidos valores de erro
médio do campo de deslocamentos que permitiram observar a alta taxa de convergéncia
do NNRPIM.

Ainda com o mesmo exemplo, estudou-se o efeito da malha de integracdo variando a
densidade da mesma. Verificou-se que os valores obtidos, para o deslocamento, a
medida que se aumentava a densidade da malha de integracdo, estabilizavam para uma

solucdo proxima da solucgdo analitica.

Finalizou-se o estudo das caracteristicas do RPIM com o estudo dos dominios de
influéncia, concluindo-se que utilizando entre 8 a 12 n6s no interior de cada dominio de

influéncia permite minimizar o erro da solu¢do RPIM em relacéo a solucédo analitica.

Todos os estudos foram discretizados quer em malhas regulares quer em irregulares,
verificando-se um ligeiro aumento do erro para quando as malhas eram mais distorcidas

e irregulares.

Pode concluir-se entdo, que a precisdo do RPIM depende da discretizacdo do dominio

do problema, da densidade da malha de integracéo e ainda do numero de nos no interior
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do dominio de influéncia. Verificou-se também uma diminui¢do na precisdo da solugéo

para malhas mais irregulares e distorcidas.

Para efeitos de comparacgdo entre 0 RPIM e o NNRPIM, trés exemplos elasto-estaticos
foram testados, confrontando no final os resultados de ambos os métodos. Este estudo
comparativo permitiu tirar conclusdes acerca do funcionamento dos dois métodos,

visando uma melhor percepcdo das caracteristicas inerentes.

Analisou-se um exemplo com uma placa quadrada traccionada por uma carga
distribuida. Discretizou-se o problema para malhas regulares e irregulares obtendo-se,

para ambos os métodos, valores do erro médio da tensdo o, na placa e do

deslocamento pontual, calculando o respectivo erro, de dois pontos da placa. Os
resultados foram elucidativos da convergéncia do RPIM e do NNRPIM relativamente
ao valor do deslocamento do ponto da placa quando se aumenta o nimero de nos,
concluindo que para malhas irregulares e distorcidas, estes métodos perdem, como seria
de esperar alguma precisdo. Esta conclusdo reforca os resultados obtidos nos estudos

efectuados apenas com o RPIM.

Utilizou-se, também, o exemplo da viga cantilever sujeita a uma carga distribuida
parabolica na extremidade livre, discretizando o problema para malhas regulares e
irregulares e determinando o valor do erro médio de tenséo e do deslocamento de um
ponto variando o nimero de n6s da malha do problema. Conclui-se que para o exemplo
da viga cantilever os métodos RPIM e NNRPIM possuem bastante fiabilidade e
precisdo até para malhas irregulares e distorcidas.

O estudo comparativo entre os dois métodos terminou com a andlise de um exemplo de
uma placa infinita com um orificio circular, discretizando o problema para malhas
regulares e irregulares. Neste caso foi obtido o erro médio para as tensbes

O,

XX

o, € o,. Observa-se assim uma convergéncia dos valores do erro médio das
tensbes o, € o,,. E visivel com este exemplo que a analise do NNRPIM, utilizando

malhas irregulares, conduz a valores do erro médio ligeiramente mais elevados. Para a

tensdo o, 0 valor do erro médio assume valores um pouco dispares quer para as

diferentes discretizaces do problema quer para os diferentes métodos.
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Conclui-se mais uma vez, a ligeira perda de precisao dos metodos sem malha quando se

trata de malhas irregulares.

E de fundamental importancia referir, que as diferencas assinaladas nos valores de erro
mais discrepantes, no caso da utilizacdo das malhas irregulares, ndo sdo muito
significativas em termos de valor absoluto relativamente a valores obtidos por malhas
regulares. Este facto, deve ser tido em conta para entender a potencialidade destes
métodos sem malha como Optimas ferramentas para o estudo de malhas irregulares e

distorcidas.

Numa fase seguinte, utilizando o NNRPIM, testou-se um exemplo com uma placa
rectangular com uma fenda central. O problema foi discretizado para malha regular com
e sem densificacdo e obtiveram-se os resultados para os valores da tensdo ao longo da
extremidade da fenda e para diferentes valores de comprimento da fenda. Pode concluir-
se, que os resultados obtidos pelo NNRPIM foram muito semelhantes aos calculados
por solucdo analitica para todos os casos testados. Conclui-se entdo, que 0 NNRPIM ¢é
um método que tem bastante utilidade para o estudo e analise de campos de tenséo, em

placas com fendas.

Apbs todos os problemas e estudos realizados e referidos, foram entdo testados
exemplos de propagacdo de fendas, ja estudados com outros métodos numéricos
anteriormente, utilizando neste trabalhno o NNRPIM.

Para um problema com uma fenda na extremidade de uma placa encastrada e aplicando
uma tensdo tangencial, obtiveram-se resultados muito semelhantes aos obtidos na
literatura (Nguyen-Xuan, 2012). Tendo em conta os resultados obtidos conclui-se que
neste exemplo o NNRPIM é um método fidvel e com boa precisdo inclusive para

malhas irregulares sujeitas a grandes distorcdes.

O segundo problema utilizado para estudo de propagacdo de fendas, foi 0 caso de uma
placa com corte a 45°. Neste exemplo, os resultados obtidos com o NNRPIM, utilizando
uma malha irregular, apresentaram diferencgas significativas quando comparados com 0s
resultados obtidos com o ES-FEM (Nguyen-Xuan, 2012). Uma possivel explicacdo face
as solugdes divergentes, relativamente ao método ES-FEM, é que a utilizagdo do
algoritmo para estudo de abertura e propagacdo de fenda possa nédo ter sido a mais

correcta em termos de precisao
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Finalizando o estudo de propagacdo de fendas, utilizou-se um exemplo de uma placa
rectangular com uma fenda central, sujeita a uma carga pontual. Os resultados obtidos
relativamente a propagacdo de fenda, utilizando o NNRPIM, foram similares aos
obtidos ja anteriormente utilizando outros métodos (Nguyen-Xuan, 2012). Conclui-se
entdo que para este exemplo, o NNRPIM constitui uma opcdo viavel e alternativa ao

estudo deste tipo de problemas.

Tendo sido apresentado e descrito, 0 NNRPIM, revelou-se uma ferramenta muito (til,
quer no estudo de abertura e propagacdo de fendas, quer em exemplos testados. Pelos
resultados obtidos ao longo deste trabalho, tanto o RPIM como o NNRPIM
demonstraram que os métodos sem malha possuem grande precisdo, sobretudo nos
resultados referentes aos campos de tensdes; e ficou corroborada uma das grandes
potencialidades destes métodos, mantém boa precisdo, relativamente as solucdes
analiticas mesmo para malhas muito irregulares. Nos exemplos de propagacéo de fenda,
os resultados foram bastante similares aos obtidos por métodos ja utilizados para

estudos desta indole.

Conclui-se que o NNRPIM pode ser mais uma valia ha comunidade cientifica tendo
caracteristicas e dadas as grandes potencialidades do método, capazes nao sé de dar uma
boa resposta a problemas de propagacao de fenda, como abranger outras areas onde sdo

utilizados os métodos de integracdo numérica.
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