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Resumo

O modelo Ramsey-Cass-Koopmans (RCK) ¢ muito importante em crescimento
econdémico, pois compreende caracteristicas usadas noutros modelos mais complexos.
Sendo este usualmente abordado na literatura, nem sempre a sua fundamen-
tacao matemadtica é retratada com detalhe. Por essa razao, neste trabalho e usando
controlo 6timo, expoe-se a sua derivacao e destacam-se as principais propriedades.
Sao, também, tratados védrios métodos numéricos para resolver o problema de
valores fronteira, resultante do processo de otimizacao. Estes métodos sao imple-
mentados computacionalmente, usando um software adequado (MATLAB).
Embora, neste caso, seja conhecida a solucao analitica, em geral tal nao ocorre
nos modelos de crescimento econémico, o que atesta a grande utilidade dos referi-
dos métodos numéricos, pois fornecem solugoes aproximadas para o problema, per-

mitindo extrair conclusoes para extensoes do modelo RCK.
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Abstract

The Ramsey-Cass-Koopmans model (RCK) is a very important model in eco-
nomic growth, because it includes caracteristics used in more complexed models.

Since it’s usually approached in the literature, not always it’s mathematical
fundamentation is portrayed in detail. Because of that, in this work and using
optimal control, we expose the derivation and highlight the main proprieties.

We, also, studied several numerical methods to solve the boudery value prob-
lem, resulting from the optimization process. These methods are computationally
implementend using an appropriate software (MATLAB).

Although, in this case, the analytical solution is known, in general this doesn’t
happend in economic growth models, which underscores the great utility of these
methods, used to find the approximate solutions, allowing the extraction of conclu-

sions for extensions of the RCK model.
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1 Introducao

Existem vérias teorias de crescimento econémico, das quais se destacam a cor-
rente cldssica (Adam Smith (1776), David Ricardo (1817), Thomas Malthus (1798)),
a corrente keynesiana (Domar (1946), Harrod (1939)), a corrente neo-classica (Solow
(1956), Swan (1956)) e o crescimento endégeno (Lucas (1988) e Romer (1986)).

A corrente clédssica defende um limite méaximo ao crescimento, imposto por bar-
reiras de varias naturezas (espago insuficiente de cultivo, escassez de nutrientes, etc.).
A corrente keynesiana baseia-se na ideia de que o nivel de investimento influencia
diretamente a poupanca de cada pafs e o ritmo de crescimento do seu produto.

Na corrente neo-cldssica, o crescimento é explicado exogenamente, e assume-se
sempre que hd um limite maximo para este ( "steady-state”). O modelo de Ramsey-
Cass-Koopmans (RCK) pertence a esta corrente, contudo, distingue-se do modelo
de Solow-Swan, pois a poupanca é calculada endogenamente.

Por fim, na teoria de crescimento endégeno, tal como o nome indica, o cresci-
mento econémico é explicado pelo préprio modelo. O modelo AK (protétipo de
crescimento endégeno) decorre da existéncia de rendimentos constantes a escala, e
pode ser o resultado da consideragao da soma do capital fisico com o capital humano
no capital da funcao producao. Nesse contexo, a taxa de crescimento torna-se posi-
tiva, sem necessidade de intervencao exégena. Esta nova visao deu mote a criacao de
novos modelos, onde se assume o conhecimento como sendo o motor do crescimento
endégeno.

Voltando ao modelo RCK, é importante explicar com mais detalhe a sua origem.
Foi em 1928, que Frank Ramsey, num artigo visto como vérias décadas a frente do seu
tempo, considerou a maximizacao da utilidade para um horizonte infinito e a acu-
mulacao de capital de Solow Swan; ou seja, permitiu que a poupanca pudesse deixar
se ser exégena e constante. De facto, mais tarde, David Cass e Tjalling Koopmans
(1965) seguiram a sugestao de Ramsey, considerando a taxa de poupanca endégena:
a taxa de poupanca passa a ser determinada através de um problema de otimiza-
¢ao do consumidor. O usualmente denominado modelo de Ramsey-Cass-Koopmans
(RCK) decorre desse trabalho. Este modelo de crescimento 6timo, com horizonte
temporal infinito, tem como base a maximizacao da utilidade intertemporal, e foi
o ponto de partida para os modelos de crescimento econémico neocldssicos mais
contemporaneos.

Neste trabalho é feita, primeiramente, uma anélise, usando ferramentas matemati

cas, nomeadamente cdlculo em variagoes, das principais etapas do processo de
otimizacao de um modelo de crescimento econémico. Para fins de ilustragao, aplica-

-se, posteriormente, o estudo ao modelo de crescimento RCK, em tempo continuo.



Este modelo foi abordado do ponto de vista tedrico, destacando os principais pressu-
postos, e resolvido de seguida. Outra componente explorada foi a sua implementacao
em MATLAB, considerado um software indicado pois possibilita, para além da re-
solucao numérica do problema, uma facil interpretacao dos resultados, através de
representacoes graficas elucidativas.

Este é um tema bastante importante uma vez que, na maior parte dos modelos
deste tipo, nao é possivel obter a solucao analitica e, portanto, ha a necessidade de
desenvolver computacionalmente algoritmos que permitam obter solucoes numéricas.
Neste caso, porém, existe a vantagem de se conseguir calcular a solugao analitica e,

assim, pode-se comprovar a qualidade da aproximacao das solucoes numéricas.

A estrutura do trabalho é a seguinte.

Na seccao dois, é feita a descri¢ao de uma problema de otimizacao dindmica e sao
focados os principais pontos da obtencao das condicoes de primeira ordem. Com o
intuito de facilitar a compreensao, é realizada, ainda nesta seccao, uma breve sintese
das etapas de otimizacao descritas anteriormente.

Na seccao trés, é estudado um modelo de crescimento econémico em particular,
o modelo Ramsey-Cass-Koopmans (RCK). Explicitam-se, primeiramente, os seus
pressupostos, e, em seguida, procede-se a sua resolucao, aplicando o estudo feito na
seccao dois.

A simulacao do modelo ¢é realizada na seccao quatro. Aqui, sao tratados vérios
métodos numéricos para resolver o problema de valores fronteira, resultante do
processo de otimizacao. A solugao analitica do problema, calculada na seccao an-
terior, é aqui indispenséavel pois, s6 assim, é possivel comprovar a qualidade das
solucoes numeéricas. Ainda nesta seccao, é feita uma analise de sensibilidade a to-
lerancia dos métodos, ou seja, as solugoes numeéricas sao calculadas com diferentes
valores de tolerancia e, com a ajuda de graficos, sao comparados os resultados obti-
dos.

Na seccao cinco, para além de sumariadas as principais conclusoes, é focado o
objetivo global do trabalho, destacando o contributo deste para a comunidade. Sao,
ainda, expostas as dificuldades enfrentadas durante a execucgao da tese.

Finalmente a sexta, e iltima, seccao, constitui um apéndice matemaético do tra-
balho. Aqui encontram-se explicagoes mais detalhadas de resultados utilizados du-

rante o trabalho.



2 Otimizacao de um modelo de crescimento eco-
némico

Com o intuito de analisar um problema de otimizacao dindmica, estudou-se cél-
culo em variagoes (Naidu, 2003) e, neste capitulo, foca-se os pontos essenciais para

obter as condigoes de primeira ordem. (Ver apéndice A)

Assim, considera-se a funcional
J(x(t),u(t),t) = / fV(x(t),u(t),yb(t),u(t),t)dt, (2.1)

sendo z(t) a varidvel estado e u(t) a varidvel controlo

sujeita a restricao
g(x(t), u(t), &(t),u(t)) = 0 (2.2)

com os pontos fixos

Nos problemas de otimizacao é usual considerar-se o Lagrangiano L, associado

ao problema.

L= L(x(t), ult), #(t), a(t), A1), t) = (2.3)

onde A\ é o multiplicador de Lagrange.

Apés algum estudo mais técnico, nomeadamente recorrendo ao cédlculo em vari-

agoes, constante no Apéndice A, resultaram as seguintes equagoes:
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Estas equacoes sao, geralmente, denominadas por equacoes de Euler-Lagrange, e
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representam as condigoes necessdrias para encontrar os extremos da funcional (2.1)

sujeita a restrigao (2.2).
Em economia, é comum considerar-se o Hamiltoniano, calculado no 6timo, como
H*(x*(t),u™(t), \"(t),t) = V (z"(t),u*(t),t) + A () f (z*(t),u*(t),1) (2.4)

Entao, comparando a fungdo Hamiltoniano (2.4) com o Lagrangiano (2.3), resulta

a relacao:

Usando a relac@o anterior, as Equagdes de Euler-Lagrange (condigdes de 6timo)
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podem ser reescritas como



Sintese das etapas de otimizagao

Em vez de se desenvolver toda a derivagao das condicoes de primeira ordem,
através do cdlculo em variacoes, em problemas de otimizacao dinamica é equivalente

usar o seguinte procedimento (Barro e Sala-i-Martin, 1999):

Fase 1: Construir o Hamiltoniano somando a fungao objetivo e o produto da

restricao com o multiplicador de Lagrange.

H =V (z,u,t)+ A(t) * g(x, u,t)

Fase 2: Derivar o Hamiltoniano em ordem a varidvel controlo e igualar a zero.

OH/0u = 0V /Ou+ A x 0g/0u = 0 (2.5)

Fase 3: Derivar o Hamiltoniano em ordem a varidvel estado e igualar ao simétrico

da derivada temporal do multiplicador de Lagrange.

OH 0z = OV/0x + X+ Dg/dx = —\ (2.6)

Fase 4: Condicao de transversalidade.

° Caso 1: Horizonte temporal finito. Definir o produto do multiplicador de

Lagrange com o stock de capital, no término temporal (T'), igual a zero.

MT)*z(T)=0 (2.7)

° Caso 2: Horizonte temporal infinito com taxa de desconto. A condicao de
transversalidade é

tlim z(t) * A(t) =0 (2.8)

. Caso 3: Horizonte temporal infinito sem taxa de desconto. A condicao de
transversalidade é

tlim [H(t)] =0 (2.9)

Manipulando as equagoes (2.5) e (2.6) e a restrigao g(z, u,t) pode-se chegar a um
sistema dinadmico de Equagoes Diferenciais Ordindrias (ODE’s), em @ e &. Para que
esse sistema seja bem definido, é necessério ter uma condicao inicial para z e uma
condigao final, que é dada pela condicao de tranversalidade, equagoes (2.7), (2.8) ou

(2.9), dependendo das caracteristicas temporais do problema.



3 O modelo de Ramsey-Cass-Koopmans (RCK)

3.1 Pressupostos do modelo

Inicialmente, tomou-se como pressuposto, no modelo de Ramsey, que as familias
e as empresas sao agentes separados que interagem no mercado (modelo descentra-
lizado).

Assim, as familias s@o proprietdrias do fator trabalho e dos ativos financeiros,
auferindo, por isso, saldrios e juros/dividendos. Consequentemente, decidem a parte
desse rendimento que devem afetar ao consumo e a poupanca. Relativamente as
empresas, estas procuram trabalho a troco de um saldrio e capital a troco de ju-
ros/dividendos, para, assim, tomarem decisoes de produgao.

Familias e empresas encontram-se no mercado e os precos do trabalho, do capital

e do produto sao tais que os trés mercado estao em equilibrio.

e Pressupostos bédsicos das empresas:

— Nimero muito elevado de empresas competitivas idénticas, no sentido em

que tomam todos os pregos como dados (concorréncia perfeita);
— O progresso técnico (A) é ex6geno;

— Funcao produgao neocldssica (rendimentos constantes a escala, produtivi-
dade marginal dos inputs positiva, mas decrescente, condi¢oes de Inada

sao satisfeitas);

— Especificacao da funcio producao Cobb-Douglas: Y = AK*H!~
(y = Ak®na forma intensiva), onde Y é o produto, K o capital, H o
stock de capital humano (considerado igual & populagao)! e a € 10,1 &
Y 1Y

a elasticidade do capital fisico do produto (a_K K) .

— O objetivo das empresas é maximizar o lucro:
maxg gy (T=Y — RK —wH ), onde R =r +§ (r :taxa de juro e ¢ :taxa
de depreciacao do capital) e w é o saldrio real.

Das condicoes de primeira ordem deste problema de maximizagao vem

que o rendimento dos fatores iguala a sua produtividade marginal, isto é:

g—};:R(:r+5) S al=r+0
oy

sg=w & (1-a)y=w

!Supde-se pois que todos os elementos da familia trabalham, pelo que a populacdo corresponde
a quantidade de trabalho. Ignora-se, assim, o desemprego, a acumulacao de capital humano e a
reforma.



e Pressupostos bésicos das familias:

— Numero elevado de familias homogéneas ( "Price-Takers");

— Horizonte temporal infinito, ou seja, cada familia é vista como uma di-
nastia, que cresce & taxa n. Assim, a populacao no momento t é igual
a H(t) = H(0)e"™ e, normalizando a populagdo inicial H(0) = 1, vem
H(t) = e™.

— Cada membro da familia oferece (de forma ineldstica) uma unidade de

trabalho, o que implica que a oferta de trabalho cresce, exponencial-

mente, & taxa n;

— O objetivo das familias ¢ maximizar a sua utilidade ao longo da vida.

Considerando a fun¢ao utilidade da forma:

t=00 t=00
U= / v(k, e, t)dt = / e Pulc(t)]e™dt , p>0
¢ t

—0 -0
onde p designa o fator de desconto intertemporal, isto é, reflete a im-
paciéncia dos individuos, e uc(t)] expressa a utilidade instantdnea em

funcao do consumo per capita.

— Neste trabalho, assumiu-se que u[c(t)] = % (0 > 0) , sendo 6 o
coeficiente de aversao relativa ao risco. Este parametro, que mede o
grau de concavidade de u[c(t)], pode ser representado pela expressao 0 =
—W, e influencia a vontade das familias trocarem consumo entre
periodos de tempo. Quanto maior o valor de 6, mais lentamente diminui
a utilidade marginal do consumo & medida que este aumenta, pelo que,

o individuo tem mais desejo em alisar o consumo ao longo do tempo.

Relativamente a funcao utilidade instantanea, pode notar-se que, se
0 <1, c(t)!=% — 1 é crescente em c(t) , mas ¢ decrescente se § > 1, pelo
que, dividindo por 1 — # garante-se que a utilidade marginal do consumo

é positiva, qualquer que seja o valor de 6.

e Restricao orcamental das familias

As familias sao proprietarias do fator trabalho, obtendo, por isso, um saldrio w.
Como H representa a quantidade de trabalho realizado por todos os membros
das familias, os rendimentos salariais totais sao wH. As familias possuem,
também, ativos financeiros, B, que geram um rendimento representado por
r: se B > 0, o produto Br representa parte do rendimento das familias; se

B < 0, Br corresponde ao pagamento de divida.
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O rendimento total dos individuos é dividido entre o consumo e a poupanca.

Desta forma, a restricao orcamental dos individuos vem dada por

B=rB+wH-C

Na forma intensiva pode ser escrita como

. B c
b:(r—n)lﬂ—w—c,ondebzﬁeczﬁ
Assim, os individuos tém como objetivo
t=00 t 1-6 1
maxU => max/ e—(p—n)tc( ) dt (3.1)
t=0 1—-6

sujeito as restricoes

b=(r—n)b+w—c
b(O):bo>O

Para que o integral (3.1) seja convergente, de modo a que o problema tenha

significado econémico, é necessério impor a restrigao:

fim ¢~ S0 — 1

Lim -0 =0&p>n

e Modelo centralizado

Como foi ja referido, os consumidores e as empresas interagem no mercado: os
saldrios que os empresarios pagam sao recebidos pelos trabalhadores, os juros
que as empresas pagam sao recebidos pelas familias, e o prego que as empresas

cobram pelo bem produzido é o mesmo que os consumidores pagam.

Deve existir, ainda, equilibrio no mercado financeiro. Neste modelo, a econo-
mia é fechada e nao existe governo. Estes dois pressupostos implicam que, no
equilibrio do mercado financeiro, o tinico ativo com oferta liquida nao negativa
seja o capital, isto é, b = k. Isto acontece pois, embora os individuos possam
emprestar e pedir emprestado qualquer quantidade de ativos financeiros, a
economia é fechada e sem governo, logo, o valor dos ativos emprestados, tem
de igualar o valor dos ativos recebidos. Assim, a taxa de juro, r, deve ajustar-

-se de modo a que b = k, e todos os créditos sao exatamente iguais a todos os



débitos, ou seja, a divida agregada liquida é nula e o tnico ativo liquido é o
capital fisico.
O modelo em estudo, passa, entao, de descentralizado a centralizado.

Desta forma, a condicao de equilibrio no mercado de ativos/capital, vem

r:b=k (B=K)

Portanto, as condigdes no mercado de Bens e Servicos (B&S) sao

b=k
{k:(r—n)k—i—w—c (3:2)

o
Dados{ orc =V <:>{ af=r+o
(

g—;;:o l—a)y=w

e substituindo em (3.2) obtem-se a restrigdo orgamental agregada

k=y—(0+n)k—c

3.2 Resolucao do modelo

Com vista a resolver o modelo descrito anteriomente, aplicou-se o estudo do
capitulo 2 ao mesmo modelo. Assim, tem-se a seguinte formalizacao

t=o00 1-6 _ 1

t
maxlU => max/ e_(p_")tLdt
1=0 1—6

sujeito as restricoes

k= g(k,c,t) - k=y—c—(6+n)k

Como se verificou do estudo, £* = H*(k*(t), ¢*(t), X*(£),t) — X (£)k*(t), onde
L£* = L*(k*(t), k*(t), c*(t), \*(t), ) representa o Lagrangiano e H o Hamiltoniano do
modelo. Ou seja, no RCK,

1-6 _ 1 .
L = €_<p_n>t0(t)17 +AARY — ¢ — (6 + n)k) Ak

H




Assim, pode-se concluir que as condi¢oes de primeira ordem (CPO), em termos

do Hamiltoniano, ficam como as que se reconhecem da literatura (Naidu, 2003).

()0 () -
()50 - ()

EREC RS

Desenvolvendo estas condigoes e fazendo algumas manipulagoes algébricas (ver
apéndice B), obtem-se uma expressao com grande significado econémico e sobre a
qual recaird, de seguida, o estudo. Essa expressao ¢ habitualmente denominada
equacao de Euler e reflete a trajetério 6tima do consumo, no tempo:

ot 1
S 39

Analisando (3.6), conclui-se que a evolu¢ao do consumo depende da taxa de juro
real, 7, da medida de aversao ao risco, f e da taxa de desconto, p. Caso r exceda
p, entao ¢ > 0, pelo que os individuos estarao dispostos a adiar o consumo, pelo
contrdrio, se r < p, ¢ < 0, o que indica que os individuos anteciparao o consumo.
Por outro lado, quanto menor #, maior serd E, ou seja, as alteracoes da utilidade
marginal face a mudancas no consumo serao menores e, portanto, maiores serao as
variagoes de consumo em resposta a diferencas entre r e p.

A equacgao de Euler tem como finalidade descrever a trajectéria do consumo,
por unidade de trabalho efectivo, dado um valor inicial de consumo. A restricao
orgamental definird o valor de ¢(0) e haverd apenas um que satisfaz (3.6). Isto
acontece porque a familias podem sempre rearranjar o seu consumo de forma a
aumentar a utilidade, sem alterar o valor presente do seu gasto ao longo da vida,
e assim, fazer com que o consumo evolua de acordo com a equacao de Fuler. Se
nao vejamos, caso ¢(0) seja muito baixo, o consumo ao longo da trajectéria que
satisfaz (3.6) ndo esgota a riqueza adquirida ao longo da vida, logo serd possivel
uma trajectéria mais elevada; caso ¢(0) seja muito elevado, o consumo excede a
riqueza ao longo da vida, logo essa trajectéria nao serd possivel.

Para perceber com mais clareza a equacao de Euler deve escrever-se (3.6) na

forma:
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p+ eg —r (3.7)

O membro da esquerda expressa o beneficio (ou rendimento) que advém do
consumo; a taxa de desconto, p, indica o aumento da utilidade obtida por consumir
mais no presente e menos no futuro, pois, para o individuo, é mais ttil consumir no
presente do que deixar para os seus descendentes. O termo 0% pode ser intrepretado
da seguinte forma: se o individuo pretender alisar o consumo ao longo do tempo (ou
seja, se 0 é elevado), sempre que preveja que o consumo va ser maior no futuro (ou
seja, se ﬁ > (), desejard aumentar o seu consumo no presente. Por outras palavras,
o individuo deseja, também deste ponto de vista, substituir parte do seu consumo
futuro por consumo presente.

O termo da direita corresponde a taxa de juro dos ativos financeiros, ou seja,
expressa o beneficio (ou rendimento liquido) obtido através da poupanga.

Assim, a expressao (3.7) reflete que, na margem, os individuos otimizadores terao

uma atitude de indiferenga entre consumir ou poupar.

A condigao de transversalidade neste modelo (horizonte temporal infinito com
taxa de desconto intertemporal) é da forma lim; ., k(¢)*A(t) = 0. O multiplicador de
Lagrange, A(t), reflete o "preco sombra", ou seja, a variagao de utilidade resultante
de uma alteracao infinitesimal do capital.

A interpretacao econémica desta condicao passa por considerar que os individuos
otimizadores nao pretendem deixar nada que possua valor para depois da sua morte.
Este pressuposto faz sentido pois, sé assim, os individuos estao a otimizar a sua
utilidade. Desta forma, se o stock capital fosse nulo e A(f) > 0, entdo, como o
capital teria valor em termos de utilidade, as familias consumiriam tudo antes do
término. Por outro lado, se k(t) > 0 e A\(t) = 0 entdo as familias terminariam
com capital mas este nao teria qualquer valor. O caso menos interessante acontece
quando ambas as componentes da restricao sao nulas, ou seja, as familias nao tém
capital, mas este também nao tem valor para elas.

Manipulando as CPO, referidas anteriormente, tem-se A(t) = e~("=™% x ¢(t)7.
Assim, nos casos em que A(f) = 0, também se pode afirmar que o valor do consumo

futuro, atualizado para o presente, é nulo.

Usando as equagoes (3.3),(3.4) e (3.5), obtem-se o seguinte sistema dindmico.

{ &) = 2 [Aak(t)>t — p — ] (3.8)

k(t) = Ak(t)® — c(t) — (6 + n)k

11



dados
k(0) =k >0 e lim k(t) » e~y e(t) =0 (3.9)

O sistema dindmico (3.8), juntamente com a condigao inicial e a de tranversa-
lidade (3.9), definem um problema de valores fronteira. Nas simula¢oes que serao
realizadas, usar-se-a para condigao final, o consumo num determinado estado esta-
ciondrio, e para condigao inicial, um capital diferente do de estado estaciondrio.

Com vérios objetivos, entre eles o cédlculo da solugao analitica e a implementagao
computacional, determinou-se os pontos de equilibrio do sistema, embora sé um
deles tenha interesse para o presente estudo, uma vez que é o unico steady-state

interior. Esse ponto,
1 o 1

(k* — <$>m L =A (l%>m —(6+mn) (%)1_&), ¢ um ponto de sela (ver

Apéndice B).

A solucao analitica para este sistema é da forma
¢(t) = k1*'v, + kae™vy, ki € R (3.10)

Para chegar a esta forma foi necessério linearizar o sistema, calculando os valores

proprios (A, e A\y), 08 vetores préprios (v, e vp) € as constantes, k; e ko, provenientes

da aplica¢do das condigdes fronteira k(0) = %2 e ¢(t;) = css. Todo esse estudo pode

ser consultado no Apéndice B.
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4 Simulacao do modelo usando métodos numéri-

COSs

Grande parte dos modelos de crescimento econémico apresentam um grau de
complexidade elevado, o que torna dificil a determinagao da solucao analitica. Por
essa razao, € necessdrio recorrer a métodos numéricos que permitem obter uma
solugao aproximada.

O MATLAB (MATrix LABoratory) foi o software eleito para simular o modelo
RCK, uma vez que dispoe de um vasto leque de fungoes que auxiliam na implemen-
tacao e simulacao do modelo. Sao exemplo as fungoes "BVP", que resolvem proble-
mas de valores fronteira para sistemas de equagoes diferenciais ordindrias (ODE’s).
Estas, permitem obter uma solugao numérica a partir do sistema dindmico e das

condigoes fronteira.

FElegeram-se os valores dos parametros 0, o, A, 6, p e n, através de pesquisa
bibliografica (Barro e Sala-i-Martin, 1999). Estas constantes foram definidas a partir
de testes de calibragem e tém como objectivo refletir fielmente a realidade. Assim,
os parametros tém os valores § = 0.95, ¢ =1/3, A =1,§ = 0.05, p = 0.02,n = 0.01.

Neste modelo, ao contrario do que acontece na maioria dos casos, é relativamente
simples a obtencao da solugao analitica. Procedeu-se, no Apéndice B, a esse célculo,

do qual resultaram as seguintes expressoes:

%Codigol

%solucoes
k=0(t)2xk1*exp(lambdal*t)+2*k2*exp(lambda2+*t)+kss;

c=@(t) (b-d) *k1*exp(lambdalxt)+(b+d) *k2*exp (lambda2*t)+css;

%onde:
a=(1/theta)*(alpha-1)*(rho+delta)*((rho+delta)/alpha-(delta+n));
b=rho+n;

d=sqrt(b~2-4x*a);

k1l e k2 representam duas constantes resultates da aplicacao das
condicoes fronteira, e lambdal e lambda2 sao os valores proprios

do problema.

Fazendo a representacao grafica do cédigo anterior, resulta a Figura 1.
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Figura 1: Solucao analitica.

Nao ¢é demais lembrar que esta é uma vantagem relativamente & maioria dos

modelos, pois, s6 assim, é possivel avaliar a precisao dos métodos numéricos.

O "bvp4c"é um processo de diferencas finitas que implementa a férmula de Lo-
batto IITA. Este solver é de quarta ordem uma vez que usa um polinémio dessa
ordem para fornecer uma solucao C!-continua.

De seguida sao apresentadas as fungoes, em MATLAB, necessarias & implemen-

tacao deste método.

%Codigo2
function dy = twoode(t,y)

%funcao que representa o sistema de equacoes diferenciais dado.

%t: vector dos tempos

%y (1) =k

hy (2)=c

%steady state:

global theta alpha A delta rho n
kss=((alphaxA)/(delta+rho)) " (1/(1-alpha));

css=Axkss”alpha-(delta+n) *kss;

dy = zeros(2,1);

14



dy (1)
dy(2)

end

Axy (1) "alpha-y(2)-(delta+n)*y(1);
(1/theta)*(alpha*A*y (1)~ (alpha-1)-delta-rho) *y(2);

function res = twobc(ya,yb)

%funcao que representa as condicoes fronteira do problema.

global theta alpha A delta rho n j

%steady state:
kss=((alphaxA)/(delta+rho))~(1/(1-alpha));

css=Axkss”alpha-(delta+n) *kss;

%condicoes fronteira: k(0)=kss/j e c(100)=css.
res = [ ya(1)-(kss/j)
yb(2)-css];

end

A primeira, descreve o sistema de EDO que representa o problema de valores
fronteira, e a segunda explicita as condigoes fronteira do referido problema.

Como as solugoes do modelo sao ja bem conhecidas, é possivel incorporar essa in-
formagao nos input’s do procedimento. Isso é feito através da escolha de funcoes que
tenham um comportamento andlogo ao das referidas solugoes. A funcao "finit"traduz

essa informacao:

%Codigo3
function yinit=finit(t)
Jprocedimento que representa funcoes com comportamento semelhante

ao das solucoes.
yinit=[log(exp(10.3913/10)+t)

-exp(-t)+exp(-80)+1.5587] ;

end

Com estas funcoes, é, entao, possivel usar o solver "bvp4dc"e, assim, calcular a

solugao.
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%solucao numerica, calculada usando o bvpéc.

>> options = bvpset(’RelTol’,le-3,’AbsTol’,le-6,’stats’,’on’);
>> solinitl=bvpinit(linspace(0,80,100),@finit);

>> soll=bvp4c(@twoode,@twobc,solinitl,options);

The solution was obtained on a mesh of 206 points.

The maximum residual is 1.384e-004.

There were 3849 calls to the ODE function.

There were 37 calls to the BC function.

Apés a execucao deste método, simultaneamente com a solugao exata, obteve-se

a Figura 2.

12 T T T T T T T
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¢ ol analitiea |

ED 70 B0

Figura 2: Solucao analitica com a numérica, usando "bvp4c".

Para usar o "bvp4c"foi necessédrio reduzir o modelo a um problema de horizonte
temporal finito. O "bvpxtend" permite extender a solucao a partir do tempo finito
definido anteriormente (80) até ao definido posteriormente (150), através da previsao
do comportamento da solucao (Cédigo 4).

Como sugere o c6digo seguinte, esta fungao, usa uma solugao calculada anteri-
ormente (neste caso usando o "bvpdc") e extende-a até ao valor temporal desejado.

Ver Figura 3.
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%Codigo4

%extensao da solucao numerica, calculada usando o bvp4c, atraves do
bvpxtend

>> solx=bvpxtend(soll,150)

12 T T

It -
kit
(1)

kI
et
a7
T—

1
[ 50 100 150

Figura 3: Solugao numeérica usando o "bvp4c", extendida através do "bvpxtend".

Como seria de esperar, a Figura 3 ilustra que, a partir de um certo t, as
solucoes se mantém estdveis e, por isso, nao haverd necessidade de usar o "bvpx-
tend"futuramente. Contudo, em problemas cujas solugoes apresentem outro tipo de
caracterfsticas, esta ferramenta poderia tornar-se bastante titil.

Existe outro solver, de ordem superior, denominado "bvpbc", bastante seme-
lhante ao anterior, ja que também utiliza o método de diferencas finitas e imple-
menta a férmula de Lobatto IITA a quatro estdgios. O "bvpbc"é considerado um
método de colocacao, sendo o polinémio associado de quinta ordem, que fornece uma
solucao C!-continua. Pode-se afirmar que este processo implementa, implicitamente,
a férmula de Runge-Kutta. Para além disso, é muito parecido com o anterior, tam-
bém, no que diz respeito aos resultados, contudo mais eficiente para as tolerancias

dos pequenos erros.

A aplicagao deste solver é, em tudo, semelhante a do anterior, como se pode

verificar no cédigo seguinte.
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Figura 4: Solugao analitica com a numérica, usando "bvp5c".

%Codigob

%solucao numerica, calculada usando o bvpbc.

>> so0l2=bvpbc(Q@twoode,@twobc,solinitl,options);
The solution was obtained on a mesh of 100 points.
The maximum error is 1.663e-004.

There were 3282 calls to the ODE function.

There were 25 calls to the BC function.

Representando graficamente a solugao numérica obtida, simultaneamente, com

a solugao analitica, tem-se a Figura 4.

O método numérico mais recente em MATLAB, para a resolugao de ODE’s, foi
desenvolvido por N.P.Hale (Hale,2006) e intitula-se "bvp6c". Esta funcao, mais com-
plexa, usa o método Cash-Singhal, com precisao de sexta ordem e foi desenvolvida
a partir do "bvp4c", com o intuito de melhorar a sua precisao. Assim, evidente-
mente que requer o aumento dos pontos avaliados no intervalo, ou seja, que estes
sejam menos espacados na malha. Contrariamente aos métodos anteriores, este nao
consta na versao standard do MATLAB e, por isso, foi retirado do trabalho referido
anteriormente. A implementacao desta rotina é idéntica a dos anteriores (Cédigo

6) e resultou na Figura 5.

18



12 T T T T T T T

k =al. nurnérica
c g0l numénca
k sal. analitica
c gal analitica |

0 ED 70 B0

Figura 5: Solucao analitica com a numérica, usando "bvp6c".

%Codigo6

%solucao numerica, calculada usando o bvp6c.

>> s013=bvp6c (Q@twoode,@twobc,solinitl,options);
The solution was obtained on a mesh of 210 points.
The maximum residual is 1.396e-006.

There were 7057 calls to the ODE function.

There were 37 calls to the BC function.

Pode-se analisar o problema na perspetiva de horizonte temporal infinito. Para
isso, existe online (Ausinger et al., 2010) uma toolbox denominada "bvpsuite", que
transforma automaticamente o intervalo semi-infinito [0,00[ no intervalo [0,1]. No
final, o c6digo aproxima a solugdo no intervalo arbitrario [0,b], b<oco. Esta ferra-
menta possibilita a escolha do método de resolugao do problema, tendo-se optado
pelo método de Gauss. A transformacgao referida acima poderia, também, ter sido
feita nos outros solvers analisados. Contudo, pelo facto da escolha da funcao que
transforma o intervalo infinito num finito ser bastante complexa (ao contrério do que
acontece no "bvpsuite", onde esse processo é automatico) optou-se por nao explorar
essa matéria.

A solucao numérica que o "bvpsuite"produz é determinada usando o sistema
de ODE’s e as condicoes fronteira. Apesar destes requisitos serem os mesmos que
os das outras ferramentas ("bvpdc", "bvp5c"e "bvp6e"), este tem a vantagem de

apresentar um interface de fécil compreensao, como ilustra a Figura 6.
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Figura 6: Interface do "bvpsuite".

Com o intuito de analisar os resultados, representaram-se graficamente as solugoes

numéricas com as analiticas (ver Figura 7).

Face ao observado anteriormente, poder-se-ia pensar que, escolhendo um hori-
zonte temporal grande, o "bvpxtend"se equivaleria ao método anterior, no entanto,
tal nao acontece pois o primeiro nunca tratard o modelo como um problema de

horizonte temporal infinito.

4.1 Anadlise de sensibilidade a tolerancia dos métodos

O objetivo seguinte prende-se com a avaliacao do impacto da diminuicao das
tolerancias relativa e absoluta. Assim, para além da utilizacao das tolerancias de-

fault (tolerancia relativa=1e-3 e tolerancia absoluta=1e-6) procedeu-se, também, a
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Figura 7: Solugao analitica com a numérica, usando "bvpsuite".

aplicagao dos varios métodos com as tolerancias relativa le-6 e absoluta le-12. Para
quantificar essa andlise, calcularam-se os erros relativos & solucao exata, para as
duas tolerancias em nove pontos, trés iniciais, trés intermédios e trés no final do

intervalo temporal. Representaram-se, graficamente, esses resultados na Figura 8.

E de notar que o erro relativo do consumo no tempo inicial é significativo, uma
vez que nao se dispoe de uma condicao inicial para esta varidvel. Contrariamente
para o capital, esse erro é nulo pois tem-se o valor inicial de k.

Como se pode verificar, pela Figura 8, nao é percetivel, nem clara, a diferenca
entre os varios métodos. Desta forma, decidiu-se representar separadamente as trés
fases. No entanto, como na primeira os erros relativos sao praticamente coincidentes,

optou-se por nao a apresentar. Ver Figuras 9 e 10.

O que realca da primeira imagem ¢é o facto do erro relativo do capital, associado
ao "bvpbc", ser bastante inferior ao dos outros métodos. Outro aspeto que se pode
salientar é o facto de os erros nao estarem, necessariamente, calculados nos mesmos
pontos, no entanto, encontram-se numa pequena vizinhanca. Isto acontece pois os
métodos otimizam o passo em que calculam a solu¢ao numérica. Poder-se-ia ter
optado por avaliar as solugoes numéricas nos mesmos pontos, mas assim cometer-

-se-lam erros mais grosseiros.
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Figura 8: Erros relativos usando as tolerancias por defeito, nos vérios métodos.
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Figura 9: Erros relativos usando as tolerancias por defeito (tempos intermédios).
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Figura 10: Erros relativos usando as tolerancias por defeito (tempos finais).

Observa-se também, na figura, que os erros relativos nos diferentes métodos sao

nao coincidentes mas préximos.

E de destacar que, na Figura 9, os erros relativos do capital associados ao
"bvpbc"sao inferiores aos dos outros métodos, como acontece na imagem anterior.
Por outro lado, estes erros sao os mais elevados se utilizarmos o "bvpsuite".

Relativamente ao consumo, pode-se afirmar que, & excecao do "bvpsuite", os
erros relativos decorrentes do uso dos outros métodos sao muito préximos, se nao se
tiver em conta o facto dos pontos estarem avaliados numa vizinhanga. Distingue-se
ainda que os erros resultantes do "bvpsuite"aumentam no intervalo representado
graficamente (Figura 9). Isto provavelmente acontece devido ao facto deste solver
tratar o problema como tendo um horizonte temporal infinito. Por esta razao, o
erro relativo do consumo, em t=80, proveniente do uso do "bvpsuite"nao é inferior
a 10e-3, contrariamente ao que acontece com todos os outros métodos. Portanto,
nao é possivel eleger um método que tenha menor erro relativo, pois nenhum deles

tem erros menores que os outros, em todos os pontos.
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Figura 11: Erros relativos usando as toleréncias opcionais (tempos intermédios).

Tal como anteriormente, também com as tolerancias menores (tolerancia rela-
tiva= le-6 e tolerancia absoluta= le-12) ¢ dificil analisar os erros relativos para os
diferentes métodos quando estao representados, simultaneamente, as trés fases tem-
porais. Assim, adotou-se a mesma pratica que nas tolerancias default. Ver Figuras
11 e 12.

Pelos grificos anteriores percebe-se que nenhum dos métodos se evidenciou, con-

trariamente ao que ocorreu com as tolerancias por defeito.

Com o intuito de avaliar, com mais clareza, o impacto da alteracao das toleran-
cias, em cada método, representou-se individualmente os respetivos erros relativos.
Apresentaram-se, apenas, os graficos referentes ao "bvpbc" (fase intermédia e final)
uma vez que, nos outros a alteracao das tolerancias nao provoca qualquer modifi-

cagao significativa nas solugoes. Ver Figuras 13 e 14.

E de realcar, pelas imagens anteriores, que a este método estao associados
maiores erros quando se define menor tolerdncia. Isto, provavelmente, ocorre de-

vido ao facto dos algoritmos de integracao numérica terem associados dois tipos
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Figura 12: Erros relativos usando as tolerancias opcionais (tempos finais).

x 10
10 T T
—i—e.r. de k (RelTol=1e-3 e AbsTol=1e-5)
—&—e.r de c (RelTol=1e-3 e AbsTol=1e-E)
9.5 —=—ue.r de k (RelTol=1e6 e AbsTol=1e-12)
—&—er de ¢ (RelTol=1e-b e AbsTol=1e-12)
9 .:;\\\
=
= BSf |
=
o
5 Bl .
]
FE[ -
r s .
E-E L 1 1 L L 1 1
3845 a9 305 40 40.5 41 41.5 42 42.5

t

Figura 13: Erros relativos usando "bvpbc", para as diferentes tolerancias (tempos
intermédios).
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Figura 14: Erros relativos usando "bvpbc", para as diferentes tolerancias (tempos
finais).

de erros, que se propagam entre iterados: os erros de truncatura e os erros de
arredondamento. Quando a tolerdncia é menor, o passo de integracao é mais curto,
pelo que estes erros tém maior significincia. Este efeito acumulativo dos erros tem
mais impacto neste método talvez porque o algoritmo de integracao a ele associado
seja mais propicio a que ocorra este fenémeno. Assim, torna-se evidente que nao é
necessario exigir mais precisao computacional.

Portanto, no modelo em estudo e tendo em conta o critério de avaliacao usado
anteriormente, nenhum método garante melhores resultados, quando se impoe mais
rigor as solugoes.

O "bvpb6e", apesar de ser um método de ordem superior, nao se destaca dos
restantes, contrariamente ao que seria de esperar. Este resultado pode dever-se ao
facto do solver anterior ter sido desenvolvido a nivel académico, sem testes muito
exaustivos, e o uso de derivadas de sexta ordem pode nao ser relevante para o modelo
em estudo.

Note-se que a metodologia de avaliagdo (escolha dos nove pontos) pode nao

refletir o panorama geral do problema.

Com vista a complementar a andlise, decidiu-se calcular uma medida mais global

que permitisse comparar facilmente os métodos. Assim, optou-se por determinar a
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norma euclidiana do vetor que contém os erros relativos, associados aos nove pontos.
Escolheu-se esta medida de desempenho com o objetivo de avaliar a grandeza desse

vetor. Sumariou-se os resultados anteriores nas tabelas 1 e 2.

"bvpdc" "bvpbc" "bvpbe" "bvpsuite"
Tolerancias A | 0.105329869 | 0.105653997 | 0.105326761 | 0.105527124
Tolerancias B | 0.105336479 | 0.105326732 | 0.105326732 | 0.105527159

Tabela 1. Norma Euclidiana dos erros relativos do capital.

Sendo, Tolerancias A: RelTol=1e-3, AbsTol=1e-6 e Tolerancias B:RelTol=1e-6,
AbsTol=1e-12.

"bvp4c" "byvphc" "bvpbe" "bvpsuite"
Tolerancias A | 0.335424932 | 0.334609426 | 0.335416791 | 0.335420333
Tolerancias B | 0.335422802 | 0.335416756 | 0.335416756 | 0.335420334

Tabela 2. Norma Euclidiana dos erros relativos do consumo.

Sendo, Tolerancias A: RelTol=1e-3, AbsTol=1e-6 e Tolerancias B:RelTol=1e-6,
AbsTol=1e-12.

Numa anélise global facilmente se conclui que os quatro métodos apresentam
erros semelhantes. Esta constatacao é importante, pois permite perspetivar o uso
indiscriminado de qualquer um destes métodos, na resolugao de problemas de cresci-
mento com fundamentacao baseada no modelo RCK.

Através da observacao da Tabela 1, pode-se afirmar que o "bvp6c'"nunca é
pior que os outros métodos, tendo em conta a norma euclidiana. Também para
este indicador, verifica-se que apenas os solvers "bvpbc"e "bvpbe"melhoram com a
diminuicao das tolerancias.

No que diz respeito a tabela 2, constata-se que o "bvpbhc", para as tolerancias de-
fault, é o que apresenta melhores resultados. Para as outras tolerancias, os métodos
de quinta e sexta ordem sao os que se destacam.

Pode-se, ainda, salientar que, para esta medida de desempenho, o "bvp6e"fornece
melhores resultados que o "bvp4c", algo que nao é contraintuitivo, uma vez que o

primeiro foi desenvolvido numa tentativa de melhorar a precisao do segundo.

Do estudo feito anteriormente verifica-se que, & excecao dos trés primeiros pon-
tos avaliados, os erros relativos sao da ordem de le-3, o que leva a afirmar que a

aproximacao € boa.
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Na primeira abordagem comparativa, o método que se destacou, no geral, foi o
"bvphc", o mesmo nao se verificou na segunda abordagem, pelo que, dependendo
dos indicadores que queremos analisar, o método eleito pode diferir.

Resta ainda realgar, pelo estudo efetuado até aqui, que o aumento do rigor da
solugcao numeérica nao compensa o esfor¢co computacional, uma vez que a diminuicao

do erro nao é significativa podendo, por vezes, nem ocorrer.
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5 Conclusoes

O objetivo desta dissertagao consistiu em estudar, detalhadamente, um modelo
de crescimento econémico. A andlise foi focalizada no modelo de Ramsey-Cass-
Koopmans (RCK), considerado muito importante em crescimento econémico, ja
que incorpora caracteristicas usadas noutros modelos com grau de complexidade
superior. Para além da usual fundamentagao tedrica, este trabalho conta, também,
com uma pormenorizada derivacao matemética do modelo, com a sua implementacao
computacional e resolucao analitica e numérica. Apesar de possivel neste caso, a
obtencao da solucao analitica comportou algumas dificuldades, que se deveram,
sobretudo, ao elevado nimero de pardmetros do sistema de ODE’s que descreve o
modelo.

Foi a componente numeérica, porém, que mereceu mais destaque neste trabalho.
A principal razao para isso foi o facto de, na maioria dos modelos de crescimento
econémico, nao se dispor de uma solucao analitica, pelo que, ha a necessidade de
recorrer a solucoes numeéricas para o problema. Desta forma, este trabalho constitui
um importante contributo nesse sentido, pois permite extrair conclusoes para ex-
tensoes ao modelo RCK. Foram tratados vérios métodos numéricos para resolver o
problema de valores fronteira, resultante do processo de otimizagdao. A implemen-
tacao destes métodos em MATLAB nao foi trivial ja que, a excecao da biblioteca
do software, a documentacao disponivel sobre esta matéria é bastante escassa. O
"bvp6e", em particular, comportou, ainda, outros problemas ja que, tratando-se de
uma funcao que nao consta da versao standard do MATLAB, a implementacao do
c6digo foi um pouco mais complexa.

Como neste caso se dispunha da solucao analitica, procedeu-se ao cédlculo dos
erros relativos a solucao exata, como medida de avaliacao da qualidade das solugoes
numéricas. Da andlise gréafica, conclui-se que, a excecao dos primeiros pontos, os
erros relativos sao da ordem de le-3, o que leva a afirmar que a aproximacao é boa.
Embora os vérios métodos tenham associados algoritmos diferentes de resolugao,
ap6s uma andlise global, constatou-se que os resultados foram muito semelhantes,
quer nas tolerancias default, quer nas mais reduzidas. Esta constatacao é muito rele-
vante, pois permite perspetivar o uso indiscriminado de qualquer um destes métodos,
na resolugao de problemas de crescimento com fundamentacao baseada no modelo
RCK.
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6 Apéndices

6.1 Apéndice A: Cdlculo em Variagoes

Com vista a resolver o problema

t=o00 1-6 _ 1

t
maxU => max/ e_(p_”)t—c( ) dt
t=0 1-0

sujeito a

k=y—c—(0+n)k
k(0)2k0>0

estudou-se otimizagao usando cdlculo em variagoes (Naidu, 2003).

6.1.1 Extremo de uma funcional com condigoes:

Considere-se a funcional

J(@1(t), 2a(t), 1) = J =/fV(xl(t),xz(t),i"l(t),:bz(t)i)dt,

to

sendo z1(t) a varidvel estado e x5(t) a varidvel controlo

sujeita a restricao
g(@1(t), x2(t), #1(t), 22(t)) = 0

com os pontos fixos

z1(to) = x10 za(to) = xap

r1(ty) = 21f To(ty) = woy

- Lagrangiano:

Nos problemas de otimizagao é usual considerar a funcional aumentada

. = / TL (@ (), ma(t), i (1), dia (), A1), £) it

to
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onde A\ é o multiplicador de Lagrange e o Lagrangiano £ é definido como

£ = Lan(t), 2a(t), i1 (), (1) A(D), 1) = (6.3)
= V(@1(t), z2(t), 21(t), 22(1), t) + A(t) * g(21(t), 22(t), &1 (), 22(t))
- Variacoes e incrementos:
Assumindo as variagoes e os incrementos
tem-se
AJ, = Jo(xf(t) + 0xi(t), & + 0(t), t) — Jo(xf(t), 27 (t), 1), =1,2
onde z} é o valor 6timo.
Desenvolvendo A.J, em série de Taylor, obtem-se:
ty
AJa == / E(I‘1<t) + 51L‘1(t), l’g(t) + 5$2(t), ZL‘l(t) + (51’1(75)7 l’g(t)—f—
to
tf
+f5:ifz(t)>k(t),t)dt—/ L(21(t), 22(t), 21(2), £2(£), A(t), t)dt
to
b arc ac ac ac . 1d*L
AJa_/tD [£+d—15x1+d 25x2+d 5x1+d 25 t593 2(5x1) +
1d*L , 1dL, . ., 1dL .. Lo,
+ §d_l‘%(6x2) + §d_l’%(5$1) + §d—$§(5$2) + d$1dx2 ((5 l‘1$2)+
Lo, . 2L, . Lo, .
T di (0%xqd) + Jridis (0%mqd9) + Joadi (6% 2901+
d2£ 2 . tf
e (Baaia) + } dt — /1t c dt (6.4)

onde £ = L(x1(t), z2(t), 21(t), Z2(t), A(t), ).
A condigao de primeira ordem em relacdo a A(t) é diretamente derivavel do
Lagrangiano (6.3) acima.
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9 = g(21(t), ma(t), 01 (1), 22(1))
isto implica que % = 0 = g(z1(t), 2a(t), i1(t), ia(t) = 0.

Por esta razao, nao é considerada a condicao de primeira ordem em relacao a

A(t), no desenvolvimento de AJ, em série de Taylor.
- Primeira Variacao:

Entao, pelo cdlculo em variagoes, a primeira variacao ¢ dada pelos termos de

primeira ordem do desenvolvimento de Taylor de (6.4)

bl dL dL dL ac .
o [ [(8) 0 () () s () s

Com o objectivo de facilitar os calculos sao reescritos os termos em 011 e ao
como fungoes de dx; e dxo, respectivamente. Para isso utilizou-se a integracao por

partes (f udv = u*v — [vdu, neste caso u = jT'ﬁl edv=20x w’l(t)>

b rdLl ) b dL d
to * to *
aLc Yooortrd (dc
- Kd_a':l)*éxl(t)} . /t dt (d_ﬁcl)*éxl(t)dt

Calculando, de forma andloga para 09, e substituindo na equagao (6.5), obtem-

-Se:

ty

t T/ dL dLl dLl
(S(]a = /to |:<d_gjl>* (5?[71 + (d_xz)* (5$2:| dt + |:<d231>* 5171(t):| . +
dLl b trd (dL trd (dL
! Kd—@)f“} - [0 it (d—m)*‘”ﬁ(”dt - /m i (E)ﬁ““df

Dado tratar-se de um problema de valores finais fixos de tempo e estado, ou
seja, ndo sao permitidas variagoes nos pontos finais, tem-se que dz1(ty) = dxa(ty) =
dx1(ty) = dxo(ty) (ver Figura 15).
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Figura 15: Sistema de valores finais fixos de tempo e estado (Naidu, 2003).

Assim,

Logo,

tr dr d [ dL
) Kd—@)* T (d_@)j ozl (6.6)

- Teorema Fundamental do Célculo em Variagoes (Teorema 1):

Para z*(t) ser candidato a 6timo é condigdo necessédria que, a primeira varia¢ao

de J seja zero em z*(t), isto &, 8.J(z*(t), 6x(t)) = 0 para todos os valores de 6z (t). E

condicio suficiente de minimo que a segunda variacdo §°J > 0 e de maximo 6%J < 0.

Aplicando o teorema, para encontrar o 6timo é necessario que 6.J, = 0.

dx1(t) e dxo(t) sdo dependentes porque x1(t) e xa(t) estdo relacionados pela

restri¢ao (6.2). Desta forma, optou-se por considerar dxq(t) como variacao indepen-

dente e dxq(t) variagdo dependente.

Dado que \* é introduzido arbitrariamente, foi escolhido de forma a que o coe-

ficiente da variagdo dependente dx1(t) fosse zero.
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Ou seja,

ar d [ dL
(3) - () =0 (67)

tr adr d (dL
0Ja = /to Kd—ml T @ (@)J ozt =0

- Lema Fundamental do Calculo em Variagoes:

Entao

Se para toda a fungao continua g(t)

/ Y o()6x(t)dt = 0

to

onde dx(t) é continua no intervalo [tg,?f], entao g(t) tem de ser zero em todo o

intervalo [to, tf].

Uma vez que dxo(t) foi escolhido como variagdo independente e, portanto, arbi-

traria, usando o lema anterior, tem-se que

adr d [ dL
(3) -3 (5) =0 (68)

Note-se que

(%) = glaa(1), 2a(1), (1), (1)) = 0

Como o Lagrangiano, £ (6.3) ¢ independente de A(t), pode-se enunciar:

()-5(5) -

e Equacgoes de Euler-Lagrange:

Combinando as equagoes (6.7),(6.8) e (6.9), as condi¢oes neccessérias para en-

contrar os extremos da funcional (6.1) sujeita & restri¢ao (6.2) sao:
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() -2 () -
dry ), dt ),
a’ d
().~
d

dey _d (dey
d\ ), dt\d\),

Generalizando para um sistema de ordem n, a funcional é dada por

J:/fV(x(t),jc(t))dt

to

(onde z(t) é um vetor estado de ordem n),
sujeita a restrigdo g¢;(x(t),&(t),t) = 0,4 = 1,2,...,m, e as condigdes fronteira

x(to) e x(ty).

tr
Construindo a funcional aumentada J, = / L(z(t),x(t), \(t),t)dt, onde o La-
¢
grangiano £ é dado por ’

e o multiplicador de Lagrange por A(t) = [Ai(t), Xa(t), ..., A\m(t)]", obtemos as

seguintes equacoes de Euler-Lagrange

6.1.2 Abordagem variacional para sistemas de controlo 6timo

-Problema com uma fungao terminal:
Neste problema, conhecido como problema de Bolza, existe uma fungao terminal

adicionada & funcional (6.1), ou seja,
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J(u(t)) = S(x(ts),ty) + / "V Ca(t), u(t), )t (6.10)

to

sujeita a restricao
(t) = f(z(t),u(t),t) (6.11)

e as condicoes fronteira x(ty) = xg, x(ty) € livre e t; € livre, onde z(t) e u(t) sao
vectores de dimensdes n e r, respectivamente, e x(t) representa as varidveis estado

(k(t)), enquanto que u(t) representa as varidveis de controlo (c(t)).

Note-se que

/tf %dt = S(z(t),1) :g = S(x(ty), ty) — S(x(to), o) (6.12)

Usando a equagao (6.10) e (6.12), obtem-se outra funcional :

Ja(u(t)) = /t f {V(m(t),u(t),t) + % dt —
— /t ! V(z(t),u(t),t) + S(z(ty), ty) — S(z(to), to) (6.13)

Desde que S(xz(to), o) seja uma quantidade fixa, a otimizagao da funcional ori-
ginal (6.10) é equivalente & otimizacao da funcional (6.13) chegando, porém, a um
valor 6timo diferente, mas que corresponde ao mesmo ponto étimo.

Assim, a funcional (6.10) fica reduzida a uma funcional do tipo da estudada

anteriormente.

- Pressupostos das condigoes 6timas:
Assumindo que as varidveis estado e controlo sao 6timas em z*(t) e u*(t),

respetivamente, obtem-se:
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Figura 16: Sistema de valores finais livres de tempo e estado (Naidu, 2003).

-Variagoes das varidveis controlo e estado:
Considerando as seguintes variagoes (perturbagdes) nos vetores controlo e estado

(ver Figura 16)

x(t) = x*(t) + dx(t) e u(t) =u"(t)+ du(t)

vem que

B () + 0a(t) = f(a*(t) + 0 (t), u*(t) + du(t),t)
tp+ots
e J(u(t)) = /t {V(:p*(t) + 6z(t), w(t) + du(t), t) + a5

dt
dt

- Multiplicador de Lagrange:
Introduzindo o multiplicador de Lagrange A(¢) (também denominado por vetor

co-estado), no ponto 6timo tem-se a seguinte funcional aumentada:

nw) = [ {v<x*<t>,u*<t>,t> + 05 X (0,00, - f*(t)]} i
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Note-se que

dS(x*(t),t) (dS)’ dx dS_(dS)'*jE(t) ds

a \a) aTa @ Ta

E, portanto

nw o) = | { Ve + (80070 + (). + }dt

—

HN(@) = [f (2 (t), w(2), 1) — 3*(t)
Para qualquer outra condicao (perturbada):
by AN :
Ja(u(t)) = /t {V(m* () + 0x(t), u™(t) + du(t),t) + (%) [Z*(t) + 02(t)]+

" (% +N() * [F((2) + S(t),u” (£) + Su(t). £) — (& (1) + 0i(t))] | dt

- Lagrangiano

Define-se a funcao Lagrangiano, no 6timo, como:

L= L(x*(t), & (1), u*(t), A1), 1) (6.14)

v @00+ () #0+ (5) FNOUEO0.0 -0

e para qualquer outra condigao (perturbada):

L0 = LO(x*(t) + da(t), #*(t) + 02 (t), u*(t) + du(t), \(t),1)

= V(@ (t) + Sa(t), w(t) + Sult), £) + (%) (8 53()
+ (%) TN () [F(@* () + ox(t), u(t) + du(t), t) — (#*(t) + di(t))]

com isto, a funcional aumentada na condicao 6tima, e para qualquer outra
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condigao, vem:

t

T(w*(t)) = / TL(a (), (), (), A1), £)dt — / "Lt

to to

tf+(5tf ty t.f+(5tf
Ja(u(t)):/ £5dt:/ L‘Sdt+/ LOodt

to to ty

Usando o Teorema do Valor Médio e o desenvolvimento em Série de Taylor e,

considerando apenas os termos lineares, obtem-se

!

L+ <%);(5x(t) + (%)*Mr(t) + (%)*M(t)i Oty ~

‘tf

tf+5tf 5 5
/ Ldt = L, 5ty ~

ly

- Primeira Variagao

AJ = Jy(u(t)) — Jo(u*(t)) = / N (7~ L)dt+ L, ot

to

5 = /tf (52), dw(t) + (%), 0a(t) + (55), du(v)] dt + £, ot

u
to

Considere-se novamente a integragao por partes para se obter 02 (t) como fungao

de dx(t) :

/: (g—i);&:(t)dt_ /t:f (%);%(Mt))dt—
[ () o] [ (%) ] vt

to

Sabendo também que x(ty) é fixo, dx(tg) = 0, vem que

= (), -4 (25) v () s
()]

- Condicoes de extremo:

+ L\tfdtf +

|tf
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De acordo com o Teorema 1, para se obter o extremo de uma funcional é
necessério que 6J = 0. Note-se que num problema tipico de controlo 6timo como
(6.10), du(t) ¢ a variagdo de controlo independente e dz(t) ¢ a variagao estado de-
pendente.

Escolhendo A(t) = A*(t) tal que o coeficiente da variagdo dependente dz(t) se

anule, temos a seguinte equacao de Euler-Lagrange:

(). (2) -

*

Dado que a variagao de controlo independente é arbitraria, o seu coeficiente tem

(%) o 610

de ser nulo, ou seja

Finalmente,

6J =0 < L[, oty +

<g—§);5x(t)] =0 (6.17)

A equagao (6.11) pode ser reescrita, em termos do Lagrangiano (6.14), como:

(%) o o

Com o objetivo de converter a expressao que contem dz(t) (6.17) numa que

contem dz ¢ (ver Figura 17), observou-se que a derivada de z*(ts) + dz(ts) em ¢y é,

aproximadamente,
. , dxp — ox(ts)
!
Reescrevendo (6.19), tem-se
(5[Ef = 5x(tf) —|— (jf*(tf) + 5:L‘(tf)) 5tf (620)
Retendo apenas os ternos lineares em 9, vem que
5I(tf) = 5£L'f — :b*(tf)5tf (6.21)

Usando esta expressao na condigao fronteira (6.17) , tem-se
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Figura 17: Sistema de pontos fixos dependentes (Naidu, 2003).

oLy’ .
L., 5ty + (%) |ty (0xp — &7 (tf)0ts) = 0 =

. (oL .. ocy’

- Hamiltoniano

Definindo o Hamiltoniano H* no 6timo como:

H*(x*(t), u*(£), N (£), 1) = V (x*(t), u*(t), 1) + X () f (z*(t), u*(t), 1) (6.23)

Entao, comparando a fun¢do Hamiltoniano (6.23) com o Lagrangiano (6.14),

vé-se que

L5 = L (x*(t), % (), u" (), \*(t), 1) =

= H* (2" (), u*(£), X" (£),£) + (Z—i) () + (‘2-*3) “ N () (6.24)

Note-se que no modelo de Ramsey nao existe a funcao S(xz(t),t).
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Usando (6.24) em (6.15), (6.16) e (6.18), as relagoes do ¢timo sdo:

(@) e

GRICRC R

(@)= (@) w0 e

Observando (6.26) e (6.27), pode-se salientar que sdo equagoes de estrutura si-
milar e, sendo x*(t) o estado 6timo, é claro que A(t) é denominado vetor co-estado.
Para concluir, usando a relacao (6.24), a condicao fronteira (6.22), no 6timo, fica

reduzida a:
(L4 (8), a0 + (%), = X0 (®) = (%), = X O ()]} I o+
| (8), =N (O] 1oy b = [H+ (5] 1, 0t + [(38), =X ®)] Iy, 527 =0

Esta é uma condicao fronteira geral para sistemas de pontos finais livres, em

termos de Hamiltoniano.
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6.2 Apéndice B: Determinagao da solugao analitica

Recordando o problema de otimizacao a ser tratado,

t=o00 1-6 _
max/ 6—(p—n)tc(t)—1dt
=0 1-90

sujeito a

k=y—c—(5+n)k

em que a varidvel estado é k, a varidvel controlo é ¢ e a varidvel co-estado é \.

Com vista a resolugao deste problema construimos o Lagrangiano,

1-6 .
£ = 6_(p_n)t6(t)1—91 + )\(A]Ca — C — (5 + n)k‘) —)\k?

N J/
-

H

Usando as equacoes de Euler-Lagrange, deduzidas anteriormente, no modelo de

Ramsey obtem-se:

(%). =0 2 =0

c /) x oc

G- (%) -0 —{ H="d0 =
(%) =0 91 — k(1)

At) = e (P x ()70
& M) (Aak(t)*t = (5 4+n)) = =A(t)  (6.28)

B = k()
lim k(t)\(t) =0 — Condigao de Transversalidade

t—o0
Aplicando logaritmos & primeira equacao de (6.28):

In(A(t)) = —(p — n)t + In(c(t)™?)

e de seguida derivando em ordem a t,vem:

MO _ i)
- T
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Usando a segunda equagao de (6.28), obtem-se a equagao de Euler do consumo

(trajetéria 6tima do consumo):

% = % [A&k(t)a’l —p— (5}

Esta equacao pode ser reescrita como

pois, como ¢ sabido, y = Ak(t)* e a% =7r+0.

- Sistema Dinamico:

é(t) = G [Aak(t) = — p — 4]
k(t) = Ak(t)* — c(t) — (6 + n)k

dados
k(0) =ko >0 e lim k;(t)e_(ﬁ’—”)t % C(t)—e —0

t—o0

e (Cdlculo do steady-state:

No steady-state:

Se c(t) = 0 = k(t) (Ak(t)>~ — 6 —n)
& k() =0V k= (E2)77 v | = (A )=

Assim, tem-se 3 steady-state’s (da forma (k(t)*,c(t)*)):

o {(555) (G2 G e ()
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Destes 3 pontos de equilibrio apenas o iltimo é importante para este estudo,

uma vez que é o unico steady-state interior.

e Determinacao da solucao analitica:

Para determinar a solucao analitica é necessdrio, primeiramente, linearizar
o sistema. Com esse objetivo, calculou-se a matriz Jacobiana no ponto de

steady-state.

ok Ok
* k) Ok Oc —
J(k*,c*) = % =
L dk Oc 1 (k*.c*)

Aak(t)*=' — (6 +n) -1 ]
I %f) [Aa(a = D)k(t)*7?] §[Aak(t)* = p =] (k*,c*)

[ p+n —1
et [2 03 (t-1)] 0

det(J) = % [2 —n+0d (L —1)] énegativo pois % <0(a€]0,1])e

[g_n+5(é—1)} >0umavezque§>n(porquep>n€a€]071[)e5(é_1> =
0.

Relativamente ao trago de J, Tr(J) =p+n > 0.

Portanto, o ponto de equilibrio

A\ Aa \T= Aa \T=
B=(—— A=) = ==
( (p+5) ' (p+5) O +n) (p+5) )

é um ponto de sela.

- Sistema linearizado:

| —

- k(t) | p+n =1 || k@) -k
or) | T | e 1D ()] 0 || o) -
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Valores proéprios de J:

N A AV (v NP D Y (TR G}

onde A= (p+5)9(04— D {(p;—& - (n+5)]

Assim, os vetores préprios de J sao

va=[2.0p+n) =V +nP—14)] e u=[2.(p+n) + /(07— 14)|

associados a A, e a \,, respetivamente.

A solucao analitica para este sistema é da forma

¢(t) = k1€’ v, + kae™'vy, ki € R (6.29)

Substituindo os vectores préprios, vem que

2

_|_
p+n—+/(p+n)?—4a

O(t) = kae!

+ kge?t

2 kss
_|._
p+n++/(p+n)—4da css

ou seja,

B 2kyerat + 2koeMt + kss

c(t) ] [ kiert(p+n—+/(p+n)? —4a) + kM (p+n+ /(p+n)? — 4a) + css

Com vista a determinar as constantes k; e ko usaram-se as condigoes fronteira

k(0) = %2 e ¢(t;) = css . Assim, tem-se

2k + 2ko + kss = %
ket (p+n —+/(p+n)? —da) + ke (p+ 1+ /(p +n)* — 4a) + css = css
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k?l = —]{32 — %/{SS

-1
= k=Mt n— o) —da) = M (p+n+ /ptn) — )| s

* [ekbtf (p+n—+/(p+n)?—4a) (;—3/{38)]

Finalmente, substituindo as constantes, os valores proprios e os vetores préprios

na equagao (6.29) obtem-se a solucdo analitica.
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