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Resumo

Com a elaboracao desta tese pretendemos demonstrar e chamar a atengao para o facto
de que o estudo das curvas e das suas propriedades, normalmente nao abordadas no
Ensino Béasico e Secundéario, pode ser introduzida a este nivel de modo pertinente e
motivador.

Pretendemos, ainda, reforcar a ideia de que a utilizacao das tecnologias, em ambiente
de sala de aula, pode constituir uma mais-valia para a autonomia dos alunos, a cons-
trucao de conhecimentos e a conquista de aprendizagens, desde que estas tecnologias
sejam utilizadas de forma adequada, criativa e critica.

Para além deste documento escrito, esta tese integra ainda um CD-Rom com duas
pastas. Uma das pastas do CD-Rom designa-se por GeoGebra e contém construgoes
elaboradas apenas com recurso a este programa de Geometria Dinamica. A outra
pasta do CD-Rom intitula-se HTML. Esta pasta contém ficheiros escritos em linguagem
HTML e construgoes em GeoGebra que foram utilizadas na execucao desses ficheiros.
A designacao dos ficheiros escritos em linguagem HTML respeita a seguinte nomencla-
tura: index-<assunto>.html é o ficheiro principal de cada assunto. Por exemplo,
index-conicas.html é o ficheiro principal do assunto conicas.
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Capitulo 1

Introducao

Numa época em que as tecnologias estao cada vez mais presentes na sociedade torna-se
pertinente estarem também presente em ambiente de sala de aula. Por isso compete,
também, & disciplina de matemaética inserir as tecnologias em sala de aula e estas sao
uma mais-valia para o professor desenvolver um bom trabalho.

Consideramos que a utilizacao da tecnologia no ensino contribui para o desenvolvi-
mento das capacidades do aluno de forma diferenciada e respeita a sua individualidade.
Contudo sabemos que é necessario ter cuidado na sua utilizacao pois pode ser bem
ou mal usada e um ensino pouco cuidado, repleto de tecnologia, nao promove a
aprendizagem.

Uma das formas de utilizar a tecnologia é através da utilizacao de programas de
Geometria Dinamica. Elabordmos, as construcoes descritas neste documento, com
recurso ao programa de Geometria Dindmica GeoGebra. Algumas dessas construgoes
integramos em péaginas escritas em HTML (ver CD-Rom). O tema abordado nesta tese
¢ as curvas e as suas propriedades. Consideramos que foi relevante desenvolver o
tema da tese com recurso a este software de Geometria Dinamica. Pois, entre outras
vantagens referidas mais a frente neste documento (secgao , este software permite
operar diretamente sobre objetos mateméticos (Zona Grafica, Zona Algébrica e Folha
de Calculo) e visualizar imediatamente as mudangas produzidas.

Pretendemos, com a elaboracao desta tese, mostrar que o estudo das curvas e das

7

suas propriedades é pertinente no ensino Basico e Secundério. Consideramos que o
estudo da maioria das curvas abordadas nesta tese é complexo para estes niveis de
ensino. Pretendemos chamar a atencao para o facto de que essa complexidade pode
ser ultrapassada com recurso a um software de Geometria Dinamica. As construgoes
e os ficheiros em HTML que efetuamos sao de caricter exploratorio e promovem a
investigacdo. Pensamos que nao é fundamental que os alunos saibam demonstrar
algebricamente tudo mas sim que consigam interpretar, analisar, especular e concluir.
Algumas construgoes, tais como, o problema da Braquistocrona (seccao [5.5)), poderao

ser apresentadas s6 como curiosidade e analisadas apenas com os alunos que demons-
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trem interesse.

As construcoes e os ficheiros em HTML podem ser aplicados em turma ou individu-
almente, sendo que compete sempre ao professor decidir sobre se a sua utilizagao é
ou nao pertinente em determinado nivel de ensino, para determinada turma ou para
determinado aluno. Contudo consideramos importante que o professor tenha: uma
postura ativa perante o software e a turma, um bom conhecimento da turma antes de
aplicar estas tarefas, que atente os alunos para possiveis dedugoes erradas (como por
exemplo, erros de visualizacao de valores, margens de erro devido aos arredondamentos
do software e conclusoes precipitadas como no caso do Paradoxo da Roda; ver seccao
5.2)) e para as armadilhas do software utilizado.

Tivemos o cuidado de, sempre que possivel, fazer a ponte entre as curvas e as suas
propriedades e o quotidiano. Pensamos que este serd mais um fator motivador para
os alunos.

Por conseguinte, pensamos que o estudo das curvas e das suas propriedades, imple-
mentado de forma cuidada, pode motivar os alunos para a matemaética e estimular a
sua curiosidade.

A parte escrita desta tese é composta por cinco capitulos. Os trés ultimos capitulos
deste documento sao complementados pelos ficheiros existentes no CD-Rom e dirigidos
aos alunos. Nestes capitulos descrevemos a construcao dos ficheiros que achamos ser
mais relevantes.

No capitulo [T} Introdugao, elaboramos esta introducao.

No capitulo [2] Tecnologias no Ensino da Matematica, abordamos as tecnologias e a
importancia da sua utilizagdo no ensino da Matematica (seccdo , analisamos a
utilizacao de programas de Geometria Dindmica no ensino e descrevemos o motivos
que levaram a escolha do GeoGebra para o desenvolvimento desta tese (seccao .
Na seccao refletimos sobre os problemas e cuidados a ter com a utilizacao das
tecnologias e mais especificamente com a utilizacdo dos programas de Geometria
Dinamica no ensino.

No capitulo [3| As conicas, descrevemos resumidamente a historia das sec¢oes conicas,
analisamos, na seccao (3.1, a propriedade refletora da parabola e relatamos uma possivel
forma de abordar esta propriedade no Ensino. Abordamos ainda, na sec¢ao
a funcao quadratica, tema desenvolvido no Ensino Secundério e sobre este tema
referimos, entre outras coisas, como os alunos podem demonstrar que o grafico da
funcao quadratica é uma parabola. Na seccao descrevemos uma construcao na
qual os alunos podem obter os trés tipos de conicas. Na seccao retratamos
algumas das aplicagoes, a situacoes do quotidiano, deste tipo de curvas e demonstramos
que quando um cabo estd submetido apenas ao seu proprio peso (sem existir uma
distribuicao horizontal uniforme) a curva que observamos é uma catenaria mas quando
existe distribuicao uniforme horizontal desse peso a curva resultante ¢ uma parabola.
Na seccao analisamos o movimento de particulas apds serem projetadas (sem
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resisténcia do ar) e descrevemos a construgao de uma simulagdo desse movimento.
Na secgao [3.6] falamos sobre o movimento planetario no sistema solar e apresentamos
um processo de construcao de uma simulagao computacional desse movimento.

No capitulo [d] Trés Problemas Cléassicos da Geometria Grega, analisamos algumas das
contribuigoes de varios matematicos para a resolucao destes trés problemas, efetua-
mos as construgoes que estes matematicos deram e descrevemos as dificuldades que
surgiram na sua execucao. Na seccao (4.1 apresentamos dois métodos de resolucao
do problema da trissecao do angulo. No primeiro método comegamos por analisar a
redugao do problema da trisse¢ao do angulo a um problema de {ipo néusis, posterior-
mente, utilizamos as propriedades da curva concoide de Nicomedes para resolver esse
problema. No segundo método usamos uma das curvas mais antigas da matemaética
atualmente conhecida por trissetriz de Hipias. Na secgao [4.2] analisamos uma possivel
resolucao do problema da quadratura do circulo. Na seccao descrevemos dois
métodos de resolugao do problema da duplicacao do cubo que utilizam a reducao de
Hipocrates e habitualmente designados por solucao de Menecmo e solugao de Diocles.

No capitulo [B, Cicloide, comegamos por analisar o paradoxo da roda de Aristoteles
(secgio [p.2)), descrevemos uma constru¢io em que os alunos podem verificar que a
area sob uma cicloide é trés vezes a area do seu circulo gerador (secgao , referimos
que a resolucao do problema da braquistocrona é a cicloide invertida e descrevemos os
passos de duas simulagoes computacionais, numa consideramos o tempo discreto e na
outra consideramos o tempo continuo, para este problema (sec¢ao [5.5) e comparamos
o tempo que uma particula demora a percorrer uma cicloide invertida e um plano
inclinado, nas nossas simulagoes, com o tempo previsto analiticamente. (secgao .

Esperamos que este trabalho seja um exemplo ttil de uma abordagem, com recurso as
tecnologias, do estudo de algumas curvas e das suas propriedades adequado a alunos
do Ensino Bésico e do Ensino Secundario.



Capitulo 2

Tecnologias no Ensino da Matematica

Neste capitulo iremos abordar as tecnologias e a importancia da sua utilizagao no en-
sino da Matemaética. Falamos sobre os programas de Geometria Dinamica e referimos
as vantagens e desvantagens da utilizacao em sala de aula de software de utilizacao
livre. Refletimos ainda sobre os problemas e cuidados a ter com a utilizacao das
tecnologias e em particular dos programas de Geometria Dinamica no ensino.

2.1 A importancia das tecnologias no ensino da Ma-
tematica

Vivemos num mundo cada vez mais tecnologico, dinamico, exigente e interativo. E
necessario um bom dominio das tecnologias para garantir acesso a um emprego e um
bom desenvolvimento pessoal. Assim sendo, a escola deve assumir a sua responsabi-
lidade como formadora de crianca, jovens e adultos preparando-os para o mercado de
trabalho e para viverem de forma ativa na sociedade.

Hoje em dia, ¢ relevante um cidadao ser critico, inovador, interveniente, persistente
e colaborador, ¢ ainda importante ter capacidade de adaptacao a novas situacoes,
agilidade de raciocinio e procurar oportunidades.

Por estes motivos, a escola ja nao encara os seus alunos como um conjunto informe de
alunos sem personalidade, mas antes como sujeitos individuais e singulares, portadores
de distintas caracteristicas, contemplados de capacidades diversas, com diferentes mo-
dos de aprendizagem e, consequentemente, diferentes capacidades e modos de resolver
problemas.

A insercao da tecnologia no ensino contribui para o desenvolvimento das capacidades
do aluno de forma diferenciada e respeita a sua individualidade.

As Normas para o Curriculo e a Avaliagdo em Matematica Escolar (NCTM) [17]
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destacam a importancia da utilizacao da tecnologia no ensino e aprendizagem da
matematica, pois esta influencia a matematica e melhora a aprendizagem dos alunos.
E tendo em conta que a matemética é uma ciéncia basica para as outras disciplinas,
que se desenvolve juntamente com a sua utilizacao no quotidiano e que a tecnologia
estd a mudar a matemética e as suas aplicagoes, as NCTM referem que [17, pag. 9|:

e um computador deve estar disponivel em todas as aulas para finalidades de
demonstracao;

e todo o aluno deve ter acesso a um computador para trabalho individual e em
grupo;

e 0s alunos devem aprender a utilizar o computador como uma ferramenta para
processamento da informacao e para efetuar calculos quando investigam e resol-
vem problemas.

Por um lado, compete, também, & disciplina de matematica inserir as tecnologias em
sala de aula e, por outro lado, as tecnologias sao uma mais-valia para o professor
desenvolver um bom trabalho em sala de aula.

Entre outras coisas o computador:

e permite a exploracao de varios exemplos, o que seria impossivel de realizar em
tempo util manualmente;

e pode ser utilizado como ferramenta para a realizacao de tarefas para incentivar
a compreensao e intuicao matematica;

e proporciona imagens visuais de ideias matematicas;
e facilita a organizacao e analise de dados;

e serve de apoio a investigagoes realizadas por parte dos alunos.

O recurso as tecnologias faz ainda com que «os alunos mostrem niveis mais elevados
de motivagao e de desenvolvimento e contribui para melhorar o seu desempenho» [13]
pag. 4] pelo que a integracao deste recurso é uma mais-valia a ter em conta para as
aulas de Matemaética.

Ao utilizar a tecnologia, a extensao e o nivel das tarefas propostas pode ser alargado,
pedindo ao aluno que observe factos matemaéticos e suas alteracoes. O professor
nao precisa de se preocupar com o tempo que seria necessario, para as numerosas
construcoes, caso os alunos realizassem a mesma tarefa apenas com papel e lapis. O
uso de tecnologia torna mais facil a criagao de tarefas de natureza mais aberta que sao
mais desafiantes e estimulam a autoconfianca dos alunos. A tecnologia permite tornar
o ensino mais centrado no aluno, incentiva a aprendizagem cooperativa e promove uma
maior dinamica entre o professor e o aluno.
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2.2 Programas de Geometria Dinadmica na educacao

O Plano de Matematica do Ensino Basico (PMEB) recomenda o uso das tecnologias
em qualquer ano e em qualquer tema. Segundo este Plano [I8 pag. 39|

«Os programas computacionais de Geometria Dinamica e os applets favo-
recem igualmente a compreensao dos conceitos e relacoes geométricas, pelo
que devem ser também utilizadosy.

Uma das formas de utilizar a tecnologia é através da utilizacao de programas de
Geometria Dindmica. Sao exemplos de programas de Geometria Dinamica o Cabri
Geométre |3, o C.a.R |5, o Cinderella [6], o The Geometer’s Sketchpad [26] e o
GeoGebra|11].

Na elaboracao dos materiais referidos ao longo desta tese usamos o programa de
Geometria Dinamica GeoGebra. Este programa e o programa C.a.R tém a vantagem
de serem software livre e por isso de facil acesso.

O programa de Geometria Dinamica C.a.R tem uma vantagem relativamente ao
Geogebra, pois faz intersecao de lugares geométricos. FEsta vantagem seria relevante
para algumas construcoes descritas ao longo desta tese. Contudo optamos por utilizar
o GeoGebra, principalmente, por ser o mais utilizado nos estabelecimentos de ensino
portugueses. Mas encontramos outras vantagens para a utilizacao deste software:

e ser um programa de uso facil e intuitivo;

e ter algumas construgoes de curvas pré-definidas;

e existir um site oficial de facil consulta;

e existir um manual oficial de utilizagao [I5] e os comandos escritos em portugués;

e existir um site onde o utilizador pode colocar e consultar material (http://www.
geogebratube.org/);

e existir um féorum onde o utilizador pode colocar e responder a questoes em varias
linguas inclusive em portugués (http://www.geogebra.org/forum/).

O GeoGebra proporciona imagens visuais das ideias matematicas, permite operar
diretamente sobre objetos matematicos e ver de imediato as mudancas produzidas.

Segundo os seus criadores, Judith e Markus Hohenwarter, este é um software de
Matematica dinamico para a escola no qual se junta a Geometria, a Algebra e o
Calculo [15].

Este software fornece trés vistas diferentes dos objetos matematicos: a Zona Grafica, a
Zona Algébrica, ou numeérica, e a Folha de Célculo. Elas permitem mostrar os objetos
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matematicos em trés representagOes distintas: graficamente (por exemplo, pontos,
graficos de funcoes, curvas), algebricamente (por exemplo, coordenadas de pontos,
equagoes) e nas células da folha de calculo.

Segundo PMEB [18] a folha de célculo é

«... um recurso tecnolégico importante no desenvolvimento do pensamento
algébrico uma vez que permite realizar com rapidez experiéncias com nu-
meros e por em evidéncia relagoes numéricas».

Em algumas das construgoes descritas ao longo desta tese, como por exemplo, a simu-
lagao computacional do movimento planetario (secgao , a interligacao entre Zona
Gréfica, Zona Algébrica e Folha de Célculo que este software permite foi fundamental.
Pois, se um dado problema nos leva a resolucao de uma equacao diferencial, que nao
conseguimos resolver analiticamente, podemos ter ideia da sua resolucao utilizando um
processo de discretizagdo. Conseguimos implementar este processo de discretizagao
apenas porque o software usado faz a interligacao referida acima. Observe-se que é
frequente que uma equacgao diferencial nao tenha solucdes que se possam exprimir a
custa de fun¢oes dadas no Ensino Secundério, o que torna importante esta maneira de
se obter solugoes aproximadas. Além disso, seria possivel que uma solucao de uma tal
equacao diferencial nao se pudesse definir a custa das funcoes pré-definidas por este
software.

2.3 Problemas/cuidados com a utilizagao de progra-
mas de Geometria Dinamica

Apesar de consideramos que o uso das tecnologias é vantajoso para o ensino da
Matematica, devemos ter cuidado, uma vez que, toda a tecnologia pode ser bem ou
mal usada. Um ensino desastrado, cheio de tecnologia, nao promove a aprendizagem.

Segundo Jodo Pedro Ponte |21, pag. 4] as tecnologias

«tém hoje um papel fundamental na sociedade e a tarefa dos educadores
¢ tirar delas o melhor partido, conservando, como em relacao a tudo, o
sentido criticoy.

Compete ao professor, para maximizar as potencialidades da tecnologia, selecionar
ou criar tarefas matemaéticas, recorrendo a esta ferramenta digital de forma correta e
eficiente, no sentido de melhorar as oportunidades de aprendizagem dos seus alunos.

Segundo o PMEB na resolugao de problemas geométricos, como nas tarefas explora-
torias e de investigacdo, o professor deve ter alguns cuidados como ter em atencao que
é
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€... importante que os alunos tenham um tempo apropriado para realizar
experiéncias, elaborar estratégias, formular conjeturas, descrever processos
e justificd-los com rigor progressivo. Ao elaborarem justificacGes, pro-
duzindo pequenas cadeias dedutivas, familiarizam-se com o processo de
demonstracao e iniciam o raciocinio geométrico dedutivo. Os alunos devem
recorrer a software de Geometria Dinamica, sobretudo na realizacao de
tarefas exploratorias e de investigacaoy. [18| pag. 51]

Por vezes a utilizagao das potencialidades dos programas utilizados sao complexas para
os conhecimentos de alguns alunos e/ou alguns niveis de ensino. Sendo necessario o
professor decidir, perante o aluno e/ou a turma, se a sua utilizacdo deve ou nao ficar
restrita a vertente geométrica.

Segundo Nuno Candeias e Joao Pedro Ponte [4] os ambientes computacionais por
si s6 nao sao suficientes para melhorar o ensino da geometria pelo que devem estar
associados a tarefas significativas para os alunos, isto ¢, tarefas que tenham como
objetivo desenvolver a sua competéncia geométrica.

Michel de Villiers [3I] refere que ndo sé as tecnologias exigem novas habilidades,
mas também exigem uma consciencializacao das armadilhas que estas podem criar.
Neste artigo o autor descreve, ainda, oito armadilhas e a cada uma delas atribui uma
designacao:

1. Sem mudanca;

2. Primeiro dominar o software;

3. Construcao de figuras dinamicas;

4. Aprendizagem facil;

5. A visualizacdo torna sempre mais facil;

6. Reflexao e avaliacao insuficiente;

7. Fazer praticas obsoletas;

8. Prova como verificacao.
Em relacao a primeira armadilha, Sem mudanca, o autor menciona que muitos profes-
sores tendem a utilizar o software de Geometria Dinamica como uma extensao do papel
e lapis, isto é, como se fosse uma lousa. Na opiniao do autor o professor deve de usar

esta ferramenta para transformar as tarefas de modo a aproveitar as competéncias que
o software insere e fazer atividades que sem o programa seriam impossiveis de realizar.

Quanto a segunda armadilha, Primeiro dominar o software, Michel de Villiers explica
que muitas vezes é pressuposto, por professores e livros didaticos, que o aluno domine o
software para o poderem utilizar em sala de aula. Segundo este artigo o aluno nao tem
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de dominar o software para, efetivamente, o utilizar. O aluno pode explorar exemplos,
aprender e criar conjeturas mesmo sem dominar o programa. Para tal o professor deve
fornecer aos alunos atividades onde estes s6 necessitem de arrastar objetos, clicar em
botoes de animagao ou atribuir valores.

Relativamente a terceira armadilha, Constru¢ao de figuras dindmicas, é referido que,
juntamente com a armadilha anterior e talvez influenciado por uma interpretacao
errada do construtivismo, é frequente encontrar em livros que primeiro o professor deve
requerer a construcao de figuras de Geometria Dinamica como quadrados, retangulos,
etc, e s6 depois os alunos podem explorar as suas propriedades. O que segundo o autor
estd completamente errado por trés razoes:

e Requer um bom conhecimento e experiéncia no software;

e Pode demorar muito tempo e o aluno nunca conseguir explorar as suas proprie-
dades ou fazer conjeturas;

e A construcao de figuras exige um nivel cognitivo mais elevado do que explorar e
observar propriedades.

O autor considera ainda que pedir aos estudantes para fazerem as suas figuras dina-
micas é uma estratégia de aprendizagem boa mas que isso s6 deve ter lugar quando o
aluno ja sabe todas as propriedades das figuras em causa.

Em relacao a armadilha quatro, Aprendizagem fdcil, o autor comenta que por vezes
pensa-se que a investigacao de um problema ou teorema através da Geometria Dina-
mica faz com que estes sejam automaticamente e rapidamente aprendidos. No artigo
é chamada a atencao para o facto de que se o estudante nao for criticamente envolvido
e cuidadosamente orientado a observar e analisar o que esta a acontecer na tela este
pode nao reter qualquer aprendizagem.

A quinta armadilha, A visualizacao torna sempre mais facil, relata que a visualizacao
do que acontece quando o estudante arrasta objetos, clica em botoes de animacgao ou
atribui valores, pode ser uma mais-valia ou nao. Pois esta visualizagao pode distrair e
tornar confusa a construcao, principalmente em utilizadores inexperientes.

Quanto a sexta armadilha, Reflexdo e avaliacao insuficiente, o artigo refere que para
o professor comecar a utilizar efetivamente um software de Geometria Dinamica é
preciso repensar criticamente o contetiido, os objetivos e a abordagem de ensino usada.
Por outro lado, o professor deve reavaliar sistematicamente e rever a sua metodologia
na utilizacao do software.

Relativamente a sétima armadilha, Fazer prdticas obsoletas, Michel de Villiers men-
ciona que apesar da importancia da tecnologia melhorar préaticas obsoletas existem
atividades que devem ser mantidas. O autor refere como exemplo o caso das pavi-
mentacoes que sao complexas de manusear com um software de Geometria Dinamica,
considerando mais eficaz a utilizagao de azulejos diferentes e o manuseamento dos
mMesmos.
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Em relacao a oitava armadilha, Prova como verificacao, é referido que o maior pro-
blema pedagdgico e armadilha do software de Geometria Dinamica é convencer, prin-
cipalmente os estudantes mais inexperientes, da necessidade de uma prova para verifi-
carem a veracidade das suas deducgoes. Esta armadilha chama a atencao para o facto
de os alunos poderem retirar algumas conclusoes falsas das suas ohservacoes. Por
exemplo, os alunos podem cair nesta armadilha ao analisarem o Paradoxo da Roda de
Aristoteles abordado nesta tese na secgadb.2}

Vimolan Mudaly e Michael de Villiers [19] analisam uma tarefa matemética para
perceberem o processo de modelacao mateméatica e a sua relacdo com a prova. Os
autores concluiram que a modelacao matemaética contribui para que os alunos tenham
necessidade de provarem o que observam e explorem a diversidade de caminhos pos-
siveis para chegar a prova de um resultado. Sendo que este artigo refere que os altos
niveis de convicgoes que surgiram durante o processo de modelagao, provavelmente,
contribuiu para o impulso para a prova final, e que, a prova que serviu como explicacao
foi diferente da prova tradicional do manual.

Jodao Almiro [12, de pag. 275 a 315] analisa até que ponto a utilizacdo de materiais
manipulaveis e de tecnologia influencia a contexto de aprendizagem e que constrangi-
mentos traz ao professor a condugao de aulas que envolvem a sua utilizacao. O autor
do artigo identifica que as principais dificuldades do professor nestas aulas sao:

e Gerir o tempo necessario para a resolucao de tarefas;

Planificacao de tarefas adequadas aos alunos (nivel de exigéncia);

Criar grupos de trabalho e a sua constituicao;

Prestar apoio eficaz e oportuno a todos os grupos;

Escolher a melhor forma para ajudar o aluno, sem indicar a resposta;

O elevado ntimero de alunos das turmas;

Barulho considerado por parte da comunidade escolar como sendo falta de con-
trolo da turma.

Apesar das dificuldades encontradas o autor deste estudo refere que:

... penso que nao ha nada mais gratificante do que ver os alunos satisfeitos
e muito envolvidos na resolugao das tarefas, conseguindo, por vezes, fazer
aqueles clics no avanco dos problemas e que nos deixam entusiasmados e a
pensar que vale a pena o investimento neste tipo de atividades. Considero
que os resultados que apresento evidenciam ter havido da parte dos alunos
momentos em que exploraram uma grande diversidade de ideias mateméa-
ticas, em que experimentaram e exploraram situacoes, tornando-os mais
aptos a pensar matematicamente, para o que contribuiram os recursos
utilizados — o computador e materiais manipulaveis.» [12 pag. 305]
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Uma dificuldade que existe no uso das tecnologias, que é transversal a todos os métodos
de ensino e que esta patente em muitas escolas é a dificuldade e a resisténcia por parte
dos professores a trabalharem em grupo. Para um professor isolado numa escola nao
é facil decidir que tarefas deve selecionar e propor aos seus alunos, saber como as deve
de orientar e que questoes deve colocar, ultrapassar os medos quando experimenta
métodos novos e vencer as dificuldades que encontra na gestao das suas aulas. Mas se
existir um ambiente colaborativo entre colegas, em que os professores sao capazes de
discutir entre si sobre os seus dilemas, os seus conflitos e sobre o que acontece nas suas
aulas, favorecendo a troca de ideias e de experiéncias letivas, é possivel enriquecer as
praticas letivas e promover a inovacao e a melhoria da qualidade do ensino.



Capitulo 3

As conicas

O primeiro matematico que os documentos associam as secgoes conicas foi Menecmo
(c. 380 a.C. — ¢. 320 a.C.), um possivel tutor de Alexandre o Grande e provavelmente
irmao de Dinostrato.

No comentério ao tratado Da Esfera e do Cilindro, da autoria de Arquimedes, Eutocio
reproduz uma carta (que nao se sabe se é auténtica) de Eratostenes ao rei Ptolomeu
IIT do Egito, em que o autor teria afirmado:

«Nao procures conseguir coisas dificeis de executar por meio dos cilindros
de Arquitas, nem pela triade de sec¢oes conicas de Menecmo, nem descrevé-
las por alguma espécie de linhas curvas do divino Eudoxo; pois por meio
destas placas, construiras milhares de médias, comecando por um pequeno
niamero de bases.» [9]

Segundo o autor Carlos Correia de S& no capitulo A Matemdtica na Grécia Antiga de
[9] as «coisas dificeis de executary sdo os dois meios proporcionais entre dois segmentos
de reta, que Arquitas de Tarento (séculos V —IV a.C.) teria encontrado por intermédio
da intersecao de trés superficies para tentar resolver o problema da duplicacao do cubo.
E a «triade de secgoes conicas de Menecmo» ¢ constituida pelos trés tipos de curvas
que se podem obter por intersecao de um cone de base circular com um plano, hoje
conhecidas pelos nomes de elipses, parabolas e hipérboles.

O matematico e astrélogo Conon de Samos (246 a.C. — 222 a.C.) era amigo de
Arquimedes de Siracusa (287 a.C. — 212 a.C.) e com este trocava ideias e estudos
matematicos. Ambos contribuiram para o estudo das conicas. Arquimedes, num feito
provavelmente lendario, tera construido espelhos parabélicos e com estes espelhos in-
cendiava as galeras romanas antes de estas conseguirem alcancar a cidade de Siracusa.
Com os espelhos parabdlicos Arquimedes conseguia concentrar a luz do sol num ponto
do barco romano, provocando neste um incéndio. Siracusa veio, no entanto, a ser
tomada sob o dominio dos romanos e foi durante a invasao da cidade que Arquimedes
terd sido morto por um soldado romano, apesar de Marcelo, general comandante dos

21
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invasores, ter dado ordens para que o famoso génio fosse poupado.

Apolénio de Pérgamo (262 a.C. — 190 a.C.), matematico e astronomo grego, escreveu
um tratado intitulado As cdnicas, uma das principais obras de matematica da An-
tiguidade, composta por oito livros dos quais o ultimo nao chegou aos nossos dias.
Nesta obra, Apolonio retine e organiza os conhecimentos que existiam sobre coénicas
até ao momento e apresenta progressos referindo, por exemplo, que a partir de um
cone podem-se obter as trés curvas conicas ou que as propriedades destas curvas nao
dependem do cone ser reto ou obliquo.

E no comentéario de Eutécio sobre As Conicas de Apolénio de Pérgamo que temos
conhecimento do primeiro conceito de cénica embora neste comentario o nome de
Menecmo nao seja mencionado. Gémino, um matemético do século I a.C., é a fonte
de informacao de Eutocio para escrever o comentario. Parte deste comentario pode
ser consultado em [9 pag. 315].

Segundo este comentario, na Grécia até aos finais do século IIT a.C. as sec¢oes conicas
eram sempre produzidas pela intersecao de um cone com um plano perpendicular a
geratriz. Obtinham-se as diferentes conicas por seccao de cones de diferentes tipos.
A classificacao dos cones era feita nessa altura através do angulo no vértice. Neste
comentario é referido ainda que Apolénio de Pérgamo, mais tarde, provou que, geral-
mente, em todos os cones, retos ou nao, se podem obter todas as sec¢oes, conforme as
diferentes posicoes do plano relativamente ao cone.

J& no século XVII, com o aparecimento da geometria analitica, iniciou-se o estudo
analitico das cOnicas, identificando-se o foco e a diretriz.

A designacao de conica advém do facto destas curvas se poderem obter através da
interse¢ao entre uma superficie conica e um plano (plano de corte). A interse¢ao da
origem a trés tipos de conicas: elipses, parabolas e hipérboles. Podemos observar na
figura [3.1] as diferentes posi¢oes do plano de corte em relagdo a geratriz e ao eixo de
rotacao da superficie conica que dao origem aos trés tipos de conicas:

e se o plano de corte intersetar todas as geratrizes obtém-se uma elipse — ou um
circulo (caso particular da elipse em que os dois eixos tém 0 mesmo comprimento)
se também for perpendicular ao eixo de rotacao da superficie conica;

e se o plano de corte for paralelo a uma geratriz obtém-se uma parabola;

e nos outros casos a curva resultante ¢ uma hipérbole.

A cénica que mais evidenciamos neste capitulo é a parabola. Na seccao [3.1] analisa-
mos a propriedade refletora da parabola e relatamos uma possivel forma de abordar
esta propriedade no Ensino. Na seccao abordamos a funcao quadratica, tema
desenvolvido no Ensino Secundario e sobre este tema referimos, entre outras coisas,
como os alunos podem demonstrar que o grafico da funcao quadratica é uma parébola.
Na seccao descrevemos uma construcao, em GeoGebra, através da qual os alunos
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Figura 3.1: Seccoes Conicas.  Retirado de http://pt.wikipedia.org/wiki/
Ficheiro:Secciones_conicas.svg

podem obter os trés tipos de conicas. Na seccao descrevemos algumas das apli-
cacoes, a situacoes do quotidiano, deste tipo de curvas e demonstramos que quando
um cabo estd submetido apenas ao seu proprio peso (sem existir uma distribuigao
horizontal uniforme) a curva é uma catenaria mas quando existe distribui¢ao uniforme
horizontal desse peso a curva resultante é uma parabola. Na seccao iremos analisar
o movimento de particulas apos serem projetadas (sem resisténcia do ar). Na secgdo
[3.6] falamos sobre 0 movimento do sistema dos planetas no sistema solar e apresentamos
um processo de construcao de uma simulagao computacional, em GeoGebra, para o
movimento planetério.

3.1 A parabola

A parabola pode-se definir como o conjunto dos pontos do plano equidistantes de um
ponto fixo e de uma reta. Ao ponto fixo chama-se foco e a reta diretriz da parabola.
A reta que é perpendicular & diretriz e contém o vértice e o foco designa-se por eixo
de simetria da parabola. Na figura [3.2] esta representada uma parabola e identificado
o foco, a diretriz e o eixo de simetria.

Diretriz

Parabola

Figura 3.2: Parabola

Quando giramos um arco de pardbola, em torno do seu eixo de simetria, a figura
resultante é uma parte de um paraboloide. Portanto, através de uma rotacao a curva
pode ser expandida e dar origem a uma superficie tridimensional parabélica como se
pode observar na figura [3.3
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Eixo Eixo

Arco de Parabola Parte de Paraboloide

Figura 3.3: Paraboloide

Existem muitas aplicagoes tecnologicas da paraboloide, nomeadamente na ética e na
actstica, devido a propriedade refletora da parabola.

Para os alunos conseguirem visualizar e concluirem qual a propriedade refletora da
parabola construimos em GeoGebra uma aplicagdo que exportamos para uma pagina
em HTML (figura|3.4)) onde estava representada uma parabola e um raio de sol incidente
nesta.

Figura 3.4: Raio de Sol

Nesta aplicacao os alunos podem deslocar com a ajuda do rato o ponto C, o que faz
com que o raio de sol mude de posicao. Os alunos concluirao facilmente qual a posicao
relativa do raio de sol em relacao ao eixo da pardbola. E com a ajuda do professor
poderao concluir a propriedade refletora da parabola.

Propriedade refletora da parabola: Em qualquer pardbola, um raio paralelo ao seu
eixo de simetria reflete-se passando pelo foco, e reciprocamente, todo o raio emitido
pelo foco, reflete-se paralelamente ao eixo de simetria.

Para demonstrar a propriedade refletora da parabola é necessario ter conhecimento do
proximo teorema.

TEOREMA 3.1.1
Seja A um ponto da pardbola e C' a sua projecdo sobre a diretriz da pardbola. A reta

tangente a pardbola em A € a bissetriz do dngulo CAF, em que F' € o foco da pardbola.

Realizamos, em GeoGebra, uma animacao que ilustra a ideia da demonstracao do
teorema |3.1.1] e exportamos esta animagao para uma pagina em HTML. Nesta pagina
escrevemos uma lista de procedimentos que os alunos devem seguir para perceberem
como se demonstra o teorema [B.1.1



CAPITULO 3. AS CONICAS 25

Lista de procedimentos que os alunos devem seguir:

e Verificar que nao existe outro ponto da reta que bisseta o angulo CAF que
pertenca a parabola.

e Com o rato deslocar o ponto C' e o ponto [ da animacao (figura [3.5) e refletir
sobre o que se pode concluir.

Tangente

Distancia de B a directriz =7.0479724055
Distancia de B ao Foco =7.4512215295

Figura 3.5: Reta Tangente

A propriedade refletora da parabola é bastante simples de demonstrar e os alunos
podem ter uma ideia para a sua demonstracao analisando a construcao que fizemos
em GeoGebra representada na figura [3.6

Tangente

Diretriz ’

Figura 3.6: Demonstracao da propriedade refletora

3.2 Funcao quadratica

DEFINIGAO 3.2.1 Uma funcao quadratica é uma funcao real de variavel real f definida
por: f(x) = ax®+ bz + ¢, onde a, b e ¢ sao nimeros reais e a # 0.

Fizemos em GeoGebra uma construgao onde os alunos podem visualizar o grafico de
uma funcao quadratica e identificar a sua forma, figura Nesta aplicacao os alunos
podem atribuir valores a a, b e ¢, e verificarem quais as alteracoes que o grafico desta
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Folha Algéhrica [*J[EI[=] |Folha Grafica (=[x

20

= Qbjetos Dependentes
@ f(x) = 0.5x7+2x—20

Figura 3.7: Grafico da funcao quadrética

funcao sofre. Na descrigao escrita em linguagem HTML que acompanha a construcao em
GeoGebra é chamada a atencao dos alunos para nao se esquecerem de atribuir valores
negativos a todos os parametros

Dada uma funcao quadratica f como definimos em é sempre possivel escreve-la
na forma f () = a(z —h)® + k, em que V (h, k) é o vértice da parabola. O vértice
da parabola corresponde ao ponto com ordenada méxima ou ao ponto com ordenada
minima do grafico da fun¢ao quadratica f.

Na figura |3.8| esta representada uma construcao em GeoGebra onde os alunos podem
descobrir as coordenadas do vértice da parabola e verificar que realmente se pode

escrever a funcdo quadratica utilizando os valores de a, h e k, na forma f(z) =
alr—h)’+k.

Folha Algéhrica (=][&(=] |Folha Grafica ]
=l Ohjetos Livres f q

----- D a=05 207

----- b=2

----- Jc=-20

=l Ohjetos Dependentes
----- 4 V=(3.32,-7.87)

----- 3 f(x) = 05x+2x—20

----- 5 g(x) = 0.5 (x —3.32)> — 7.87 -0
----- h=3.32
----- k=787

< >

Figura 3.8: Vértice da funcao quadratica

Aparentemente, pelas figuras[3.7 e o grafico da funcao quadrética é uma parabola.
Isto é verdade?

Como ja foi referido, na seccao [3.1) a parabola pode-se definir como o conjunto dos
pontos do plano equidistantes de um ponto fixo (foco) e de uma reta (diretriz). Entdo
para verificarmos que o grafico de uma funcao quadratica é uma parabola basta,
portanto, encontrar o ponto e a reta dos quais a funcao quadratica ¢ equidistante.
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Folha Algébrica [=][=(=] |Folha Grafica [=][==]
=l Chjetas Livres 40 4
..... S a=04

=l Chjetas Dependentes 20 4
----- # D=(-24.59,-18.73)
----- 4 F=(-35,-13.73)

----- 4 P=(-24.59, 28.26)

..... ] (l:}"=-13_?3 I :
-0 er N =-24.59 -20 - i ] 10
""" 3 f(x) =0.1x" +0.7x— 15

=

----- J g=46.99

----- h=-35 ¢ 7

----- 3 i=46.99 o

----- O k=-16.23 Distancia de F a P =46.99

----- Jp=25 Distanciade FaD= 206 99
< >

Figura 3.9: Grafico da funcao quadrética é uma parabola

Na figura [3.9| esta representada uma construgao interativa onde os alunos podem veri-
ficar que existe sempre um ponto e uma reta nas condicoes acima e, por conseguinte,
concluirem que o grafico de uma funcao quadratica, realmente, é uma parabola.

De seguida demonstramos analiticamente que a conclusao que os alunos retiram da
construcao interativa é verdadeira. Consideramos que os alunos do Ensino Secun-
dario mais interessados conseguem entender esta demonstracao analitica e por isso
disponibiliza-mo-la, com pormenores mais detalhados, no ficheiro escrito em HTML
referente a este tema.

DEMONSTRACAO: Vamos obter a expressao analitica de uma parabola com vértice
V (h, k) cuja diretriz é uma reta horizontal. Consideremos r : y = k — p a diretriz e
o ponto F' = (h,k + p) o foco da parabola. Dado um ponto qualquer P = (x,y) da
parabola este tem de ser equidistante de r e de F, pela definicao de parabola.

Temos que:

e A distanciade Par éd(P,r) =y — (k—p) =y +p— k, porque r é uma reta
horizontal.

e A distancia de Pa F é d(P,F) = /(e — h* + (y — (k + p))*.

E como P pertence a parabola, entdo d(P,r) = d (P, F'), portanto, temos a equagao

BD.

V@ —h = (k+p) =y+p—k (3.1)

Elevando a expressao ao quadrado, desenvolvendo os quadrados, dividindo os termos
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por 4p e reduzido os termos semelhantes obtemos a equacao (3.2]).

2 2hx  h?

y="—-""+

_ 2ok 3.2
dp  4p 4pjL (3.2)

Logo, como uma fun¢ao quadratica se pode escrever na forma f (z) = ax®+bx+c =y,
temos que p, h e k sdo obtido pelas expressoes (3.3)).

=5
h = —2bp (3.3)
k:—Z—;—c

Por conseguinte, o grafico da funcao quadratica f tem a forma de uma parabola
que consiste no lugar geométrico dos pontos do plano equidistantes do ponto F' =
h? 1

(hak+p):(—pr,Z—Z—C—O—TZ)edaretar:y:k—p:@—c_g, =

3.3 Construcao das conicas em GeoGebra

Nesta seccao iremos apresentar o processo de construcao de uma simulagao computa-
cional para obter os trés tipos de conicas. Para executar esta construcao utilizamos a
equacao em coordenadas polares (3.4)). Esta equagao foi obtida com base em [23].

Dado um nimero real ndo negativo € (a excentricidade), um ponto F' (o foco) e uma
reta r (a diretriz), que nao contém o ponto F', vai-se considerar a conica formada pelo
lugar geométrico dos pontos P tais que d (P, F') = e x d (P, ).

Consideremos s a reta perpendicular a diretriz que passa pelo foco da conica.

Vamos supor que F' = O(0,0) e seja d; a distancia de r a F. Com a equagao polar:

k
" 1+4ecos(0— )

p (3.4)

em que k =d; X € e p é o angulo entre a reta s e o eixo dos xz, conseguimos obter as
seguintes conicas :

e se e =0 ¢ o ponto F;
e se ¢ <1 éuma elipse;
e se ¢ = 1 ¢ uma parabola;

e se ¢ > 1 ¢ uma hipérbole.
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A vantagem de utilizar a equacao é que esta permite obter de forma unificada
e estritamente bi-dimensional todas as conicas com a excecao da circunferéncia. A
circunferéncia (de raio k) é um caso limite em que d; ¢ muito grande e € muito proximo
de zero (e k = d; X ¢).

Na construcao que efetuamos sobre as conicas os alunos podem alterar os valores de

€, de dy e de . Esta construcao esta retratada na figura abaixo.

|

4 |
d, =

| 171 |

|
= I
diretriz | €316 5

I
| diretriz

Figura 3.10: Conicas obtidas, com recurso a equagao polar (3.4), para os valores de
dy, de € e de ¢ indicados.

3.4 Cobnicas no quotidiano

Nesta secgao iremos apresentar alguns exemplos de conicas na natureza, arquitetura,
engenharia, astronomia e na tecnologia.

As conicas podem ser encontradas na natureza e por esse motivo foram objeto de
estudo, ao longo do tempo, por muitos matematicos. A elipse e a hipérbole, por
exemplo, correspondem as 6rbitas de alguns planetas, cometas e outros corpos celestes.
A trajetorias de projéteis, bolas, pontos, particulas atoémicas, jatos de agua, etc,
sao, geralmente, arcos de parabolas, que sao tanto mais perfeitos quanto menor é
a resisténcia do ar. A ciéncia que estuda a trajetoria e impacto dos projéteis chama-se
Balistica a qual iremos abordar na seccao [3.9}

A hipérbole, ao rodar em torno de um dos eixos de simetria, gera uma superficie que
tem o nome de hiperboloide de revolugao. Segundo Enéias Prado e Daniel Geraldino
[22] o hiperboloide de uma folha é usado na construcao das torres de arrefecimento de

centrais de energia, nomeadamente em centrais atomicas devido a serem construgoes
muito resistentes.

O astrénomo e mateméatico alemao Johannes Kepler, em 1609, descobriu que cada
planeta descreve uma elipse da qual o Sol ocupa um dos focos como veremos na seccao

O interesse de Kepler pelas conicas surgiu devido as suas aplicagoes & Otica e a
construcao de espelhos parabdlicos.
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E comum observarmos no alto das residéncias e dos edificios antenas parabélicas.
Estas antenas captam ondas eletromagnéticas que sao enviadas por satélites em orbita
ao redor da Terra. Isto s6 é possivel devido a parabola refletir o conjunto de raios
recebidos num tnico ponto (o foco da parabola). Neste ponto encontra-se posicionado
o recetor de ondas, que enviara o sinal recebido para um conversor que as descodificara
e enviard para o recetor da televisao. Os aparelhos de radar recebem o eco de pulsos
eletromagnéticos de forma semelhante as antenas parabolicas.

Os refletores parabolicos dos fardis e das lanternas permitem que a luz da lampada
localizada no foco se propague em raios paralelos ao eixo da parabola formando o facho.
As lentes parabolicas posicionadas na parte de tras dos faréis dos veiculos permitem
que a luz gerada pelos mesmos seja direcionada para um ponto especifico, o foco da
parabola, que normalmente é apontado para o solo, evitando desta forma que a luz de
um carro ofusque a visao de um condutor que vem em direcao oposta.

Na engenharia o cabo de uma ponte flexivel homogéneo suspenso em equilibrio pode
assumir a forma de uma catenaria ou de uma pardbola. Este assume a forma de
uma curva denominada de catenaria quando o cabo estd submetido apenas ao seu
proprio peso e assume a forma de uma parabola quando estd submetido a uma forca
uniformemente distribuida na horizontal. Esta submetido a uma for¢a uniformemente
distribuida na horizontal por exemplo no caso de uma ponte suspensa de um cabo
quando o peso do cabo ¢ insignificante comparado com o da ponte.

De seguida, vamos demonstrar que quando o cabo de uma ponte estd submetido a
uma forca uniformemente distribuida na horizontal, ou seja, quando a carga que ocorre
sobre o cabo é uniformemente distribuida ao longo da distancia entre os dois apoios
sucessivos esta ponte tem a forma de pardbola. Nesta demonstragao vamos comegar
por demonstrar que quando o cabo esta submetido apenas ao seu proprio peso (sem
existir uma distribui¢do horizontal uniforme) a curva é uma catenéria mas quando ha
distribuicao uniforme horizontal desse peso a curva resultante é uma parabola.

DEMONSTRAGAO: Consideremos um cabo de uma ponte flexivel homogéneo suspenso
por dois apoios, com a mesma altura, em equilibrio e apenas sujeito ao seu proprio
peso.

Seja s o comprimento do segmento de cabo AB, em que A é o ponto do cabo com
altura minima e B um ponto do cabo & direita de A.

Temos que, tal como podemos observar na figura sobre o ponto A atua uma forca
horizontal que consideramos com intensidade Ty e sobre o ponto B atua uma forca
obliqua que consideramos ter intensidade 77 e que faz um angulo 6 com a horizontal.

Podemos decompor a for¢a 7 segundo as suas componentes horizontal (77 ;) e vertical
(T1,) cuja intensidade ¢ dada pelas equagoes (3.5) e (3.6]) respetivamente.

Ty, = Ticosb (3.5)
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Figura 3.11: Cabo com forma de catenaria. Nesta construgao os alunos podem alterar
os valores de a e de b, em que a ¢ o comprimento do cabo cujo peso ¢é igual a tensao
Ty e b o comprimento horizontal do cabo.

T17y = Tl sin 6 (36)

Temos ainda que sobre um segmento de cabo AB atua uma forca cuja intensidade é
Ags, em que A é a massa por unidade de tempo, g a aceleracao de gravidade e s o
comprimento.

Como o cabo estd em equilibrio temos que, pela segunda Lei de Newton, as forcas
que atuam segundo a componente horizontal anulam-se (com intensidades Ty e T} , =
Ty cosf) e as forcas que atuam segundo a componente vertical, também, se anulam
(com intensidades Ags e Ty, = Tisinf). Isto é, as forcas que atuam segundo a
componente horizontal e as forcas que atuam segundo a componente vertical respeitam

as equacoes (3.7) e (3.8)) respetivamente.

To =T cos b (3.7)

Ags = T sinf (3.8)
Das equacoes (3.7)) e (3.8) podemos obter a equacao (3.9).

tanf = )\Tgos (3.9)

Consideremos a = ¢ o comprimento do material cujo peso ¢ igual & intensidade Tj.

Entao a equagao (3.9) ¢ dada pela equacao (3.10)).

S
tanf = — 3.10
an - ( )
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Como o valor de tanf é o declive da reta tangente em B obtemos a equacao (3.11]).

Ay _s
dr  a

(3.11)

Como sabemos que o comprimento de arco de uma curva é dado pela féormula:

ds dy 2
hd— 4
dz * (dx)

Temos que,

ds __ s2 ds _
\V a2

= @ arcsinh (i) =+ k

8

em que k é um namero real e podemos considerar £ = 0 sem perda de generalidade,
isto é, a arcsinh (ﬁ) = 1.
a

Logo, obtemos a equacgao (3.12]).

= sinh (f> (3.12)

a a

Através das equagoes (3.11)) e (3.12) temos que:

;l—i = sinh (g)

portanto, temos que

= q cosh (f) + k1
a

em que k; &€ um nimero real e podemos novamente considerar £y = 0 sem perda de
generalidade. Portanto, y = acosh (f) ¢ a expressao analitica de uma catenéria.

Ou seja, até este momento demonstramos que quando o cabo estd submetido apenas
ao seu proprio peso tem a forma de uma catenaria. Agora precisamos de demonstrar
que quando existe uma distribuicdo uniforme horizontal do peso a forma do cabo é
uma, parabola.

Consideremos x a distancia entre dois pontos de apoio sucessivos, como podemos ver
na figura [3.12] e consideremos que o peso esta uniformemente distribuido. A equacgao
(3.11)) sera traduzida, nesta caso, pela equagao:
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h=|1
X x=/0.5
Figura 3.12: Cabo com forma de parabola. Nesta construcao os alunos podem alterar
os valores de a, b, h e x. Em que a é o comprimento do cabo cujo peso é igual a tensao

Ty, b o comprimento horizontal do cabo, h a altura minima do cabo e z a distancia
horizontal entre dois apoios .

logo,

x)=-—-+h

y(z) =

em que h é um ntmero real e, portanto, obtivemos a expressao analitica de uma
parabola. [

3.5 Projéteis

Nesta sec¢ao iremos analisar o movimento de particulas apds serem projetadas.

Balistica é a Ciéncia que estuda o movimento dos projéteis lancados no espago por
uma forca determinada, o que geralmente esté relacionado com o disparo de projéteis
por uma arma de fogo. Ao estudar-se um projétil disparado por uma arma de fogo,
pode-se separar o movimento em trés partes distintas: a balistica interior, balistica
exterior e a balistica terminal. A balistica interior fica encarregada de estudar o que
ocorre desde o momento do disparo até o instante em que o projétil abandona a arma.
Este estudo analisa a temperatura, volume e pressao dos gases no interior da arma
durante a explosao do material combustivel, assim como também analisa o formato da
arma e do projétil. Dependendo da quantidade utilizada de polvora, deve ser estudado
qual o material utilizado para a construcao da arma e do projétil para evitar explosoes
desagradéaveis.

A construcdo do cano interno da arma também tem de ser bem projetada. Grandes
desenvolvimentos da balistica interior foram realizados por Benjamin Robins, um
engenheiro que realizou diversas experiéncias nesta area no século XVIII. A balistica
exterior trata de estudar o que ocorre a partir do instante em que o projétil abandona
a arma e o instante em que este atinge o alvo. Neste estudo entra a aerodinamica,
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preocupada em estudar qual é a relagao entre o movimento do projétil e o ar que o
envolve. Calibre, formato, massa, velocidade inicial e rotacao sao fatores determinantes
para a construcao de um projétil com grande poder de destruicao. Da simples analise
fisica do assunto utilizando energia, podemos deduzir que a massa e a velocidade sao
muito importantes no desenvolvimento de uma arma e de um projétil, j4 que a energia
cinética de um corpo ¢é igual a %va, e como a energia que seré transmitida ao alvo sera
igual a energia cinética, a maximizagao desta permitird um melhor resultado. Um dos
motivos de controvérsia do passado estava relacionado com a trajetoria dos projéteis.

Antes de Galileu, acreditava-se que a trajetoria descrita por um projétil era retilinea,
porém Galileu e Newton demonstraram que a trajetoria de qualquer corpo sob acao
da gravidade era parabolica. Os métodos utilizados para a medicao da velocidade dos
projéteis eram variados, e podiam ser feitos através da medi¢ao do momento (p = mv)
deles ou entao da distancia percorrida entre dois pontos em um intervalo de tempo.

A balistica terminal encarrega-se de estudar o que ocorre no momento do impacto do
projétil com o alvo.

Nos ultimos anos, o estudo da balistica tem obtido grandes éxitos, ja que o desenvol-
vimento de fotografias de alta-velocidade e do estroboscépio tém permitido o estudo
aprofundado da movimentacao de projéteis desde o momento em que sao disparados
até o instante em que atingem o alvo. Estes estudos sao feitos através da inclusao
destes dados em computadores que permitem a otimizacao de armas e projéteis.

Na proxima subseccao vamos analisar o lancamento de uma particula sem ter em conta
a resisténcia do ar.

3.5.1 Lancamento de um projétil sem resisténcia do ar

Consideremos o lancamento de um projétil que nesta seccao sera o lancamento de uma
particula de massa 1 a partir do ponto Py = (¢, o) e com uma velocidade inicial vy,
que faz um angulo 6 com o eixo dos xx (6 pode ser igual a zero). Portanto, a velocidade
inicial da particula é dada pelo vetor (3.13)).

Uy = (Voz, Voy) = (vo cos 0, vy sin 6) (3.13)
Por outro lado, como nesta seccao desprezamos a resisténcia do ar, o projétil esta

apenas sujeito a aceleracao da gravidade (g) que atua em sentido contrario ao eixo dos
yy. Assim sendo, o vetor aceleracao é dado por (3.14)).

a=(0,—g) (3.14)

e, por conseguinte, as componentes horizontal (a,) e vertical (a,) da aceleragao sao,

respetivamente, (3.15) e (3.16]).

i, =08&, (3.15)



CAPITULO 3. AS CONICAS 35

ay = —gé, (3.16)
considerando €, ¢ o vetor unitario segundo o eixo dos zx e €, é o vetor unitario segundo

o eixo dos yy.

Integrando as componentes da aceleracao em ordem a ¢ e considerando as condicoes
iniciais para a velocidade, vy = (voz, Voy) = (v cosf,vysinf), obtemos que as com-
ponentes horizontal e vertical da velocidade sdo, respetivamente, as equagoes (3.17)) e
(13.18)).

Uy = Vgy €5 = Vg COS 0 €, (3.17)

U, = (voy — gt) €, = (vosind — gt) €, (3.18)

Integrando agora as componentes da velocidade em ordem a ¢ e tendo em atencao a
posicdo inicial da particula Py = (20, yo), determinamos que as componentes horizontal

e vertical do vetor posigdo da particula sdo, respetivamente, (3.19) e (3.20).

T = (zg+ (vocos)t) €, (3.19)

1
Y= (yo + (vosin®) t — §gt2> ey (3.20)
Portanto a particula ocupa a posicao

1
P, = (:170 + (vgcos @) t,yo + (vosinf) t — §gt2>

no instante ¢ e o seu movimento tem a forma de uma parabola.

3.5.2 Simulacao do lancamento de um projétil sem resisténcia
do ar

Nesta subseccao iremos apresentar o processo de construg¢ao de uma simulagao com-
putacional para o lancamento de um projétil. Nesta construcao tivemos em conta
o desenvolvido na seccao anterior e recorremos ao uso do software de Geometria
Dinamica GeoGebra.

Comecamos por construir um ponto Py = (zo, yo) movel, trés seletores para representar
o valor de vy, 6 e t e considerar g = 9,8. Representamos vy = (vg cos @, vy sin ) com
origem em Py e utilizamos a equagao (3.21) para obtermos a posi¢do do ponto no
instante .

P, = (w (Py) + (vocosO)t, y(Py) + (vosin®)t — %gt2> (3.21)
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Para representar a trajetoria da particula ao longo do tempo ¢ utilizamos o comando
curva de acordo com o comando representado em ([5.5]).

1
Curvalvgcos 0t + x (F), —5 % 9.8t +vpsinft +y(F), t, 0, 20] (3.22)

Apoés a introducao destes comandos obtivemos uma simulacao do lancamento da
particula que estd representada na figura [3.13]

Figura 3.13: Simulacao do lacamento da uma particula

Nesta simulacao os alunos podem:

e alterar o ponto a partir do qual o particula é lancada, o valor da velocidade
inicial e o angulo que a velocidade inicial faz com o eixo dos zx;

e visualizar a trajetoria da particula e o tempo que demora a percorrer essa
trajetoria.

3.6 Movimento planetario

De acordo com a lei da gravitagao universal de Newton a forca entre o Sol e um planeta
é dada pela férmula:

GMgMpr
r3
em que Mg é a massa do Sol, Mp a massa do planeta, 7 o vetor posicao do planeta
relativamente ao Sol, r a distancia entre o Sol e o planeta e G a constante gravitacional.

F =

Assumimos que o movimento do Sol pode ser desprezado devido & sua massa ser
muito maior comparativamente com a massa dos planetas. Aplicando a segunda Lei
de Newton, F' = Mpr, temos que 7 é dado pela seguinte equagao:

- A7 GMgr .
7’:@:— r3 :F(T_J):F(T) (o (323)
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=y

em que €, = = ¢ o vetor unitario que representa a componente radial e F' (r) =|| F' (7) ||

O movimento dos planetas é plano, como é demonstrado em |23, pag. 7|. Vamos supor
que os planetas movimentam-se no plano xy e que o Sol é origem do referencial zOy.

Podemos escrever a equacao (3.23) em coordenadas cartesianas, para tal vamos ter em
conta que:
7= €+ Y €,

€ = cos (0) €, +sin(0) €,

F(r)=F(r)cos(0) € + F (r)sin(0) €,

considerando que 6 é o angulo que 7 faz com o eixo dos zx, €, é o vetor unitario
segundo o eixo dos zx e €, é o vetor unitario segundo o eixo dos yy.

Como 7 = F (7) temos que as Equacdes Diferenciais Ordinarias de 2* ordem sao:

az T (3.24)

% = F(r)sin(0) = FT)y

{ ©2 — F(r)cos () = 2y

sendo r = /22 + 2.

Podemos transformar as equacoes do sistema (|3.24]) no sistema de Equacoes Diferen-
ciais Ordinarias de 1* ordem seguinte.

dvy F(r)
(;t r z
dx

aL — U.Z’

ddt T
o=y

Discretizando o sistema ({3.25) através do método de Euler-Cromer [10] obtemos o
sistema abaixo.

Vg,i+1 = Uz + FE,TZ)ZL’ZAt

Tip1 = Tj + Vg i1 At
R 320

Uyitl = Uy + TyiAt

Yit1 = Yi + Uy i1 AL

De seguida iremos apresentar o processo de construcao de uma simulacao computaci-
onal, em GeoGebra, para o movimento planetario com base no sistema (3.26)).

Devido as distancias e tempos que envolvem a resolucao deste problema achamos
conveniente usar as seguintes unidades:
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e unidade de comprimento: semieixo maior da orbita da terra (= 1,5 x 10 m);
e unidade de tempo: ano terrestre (~ 3,2 x 107 s);

e unidade de massa: massa do sol.

Como podemos ver em [23, pag. 14| se utilizarmos as unidades astronoémicas temos
que a constante gravitacional ¢ G = 4712 (u.a.®/ano?).

Tendo em consideragdo as unidades astronémicas e a equagao (3.23), determinamos
que F (r) = —4x%/r? e o sistema ([3.26)) da origem ao sistema abaixo.

4 2
Vgitl = Ugi — 5 TiAL
Tip1 = T + Vg i1 AL (3.27)

_ 472
Uyikl = Vyi = °3 Y At

Yie1 = Yi + Uy i1 AL

Na implementagao desta simulacao temos em conta a primeira Lei de Kepler que diz
que a 6rbita de um planeta em torno do Sol é eliptica [I, Cap. 17].

Precisamos de obter as condicoes iniciais para a posicao e velocidade do planeta e dos
valores do semieixo maior e da excentricidade da trajetoria do planeta (ver tabela
obtida com base em [20]).

’ Planeta \ Semieixo Maior \ Excentricidade ‘

Mercurio 0.39 0.206
Vénus 0.72 0.007
Terra 1.00 0.0167
Marte 1.52 0.093

Japiter 5.20 0.048

Saturno 9.54 0.056
Urano 19.19 0.046

Neptuno 10.06 0.010

Tabela 3.1: Dados dos planetas do sistema solar.

Consideramos que a posigao inicial do planeta, Py = (zo,%), € a posigdo em que o
planeta esta mais afastado do Sol e, por conseguinte, a posicao em que a sua velocidade
¢ minima. Consideremos ainda que nessa posicao o planeta esti sobre o eixo dos xz.
Segundo Edwin Munévar [20] as condigGes iniciais neste caso sao:

o = Tmaz = a (1 +€)
Yo =10
”UI,():O

o R GM;(1—e)
Vy,0 = Umin = a(l+e)
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em que a é o semieixo maior e e a excentricidade da érbita do planeta.

Nesta implementacao fizemos uso da Folha de Célculo, da Zona Algébrica e da Zona
Grafica disponiveis no GeoGebra.

Comegamos por, na Zona Algébrica (ver figura 3.14)), considerar o Sol como a origem
do referencial e atribuir seletores, de que os alunos podem alterar os valores, para a, e,
GMg e At . Ainda na Zona Algébrica determinamos o valores das condic¢des iniciais.

Falha Algéhrica (D) |Falha de Caleuln =X
=l Ohjetos Livres A | E 03 o} E F G
e i | 1 |-038192. 1.01286. BA791178. 006176 101476 (1.01268. 0.38688. 4
O o= 0.0167 2 |-0.76459. 1.00523. B1S57729.. 012334 1.01277. (1.00523.. D.77447.
O gms=30478417¢| 3 | 114661 009376. 61088962.. 018443 1.01073. (089376, 116135,
""" j.:n:ufu |4 |-157586. | 007850.. 60383704, 024482 | 100866.. (0.07850.. 1.54607.
Yui“ | 5 |-100208. 005047 59441974 030426 100856. (D95947.. 182716
O A-001 | B |-227441. 093672 58264126 036252 100443. (083872 230312
- Ohjetos Dependentes | 7 | -2.63834.. 091033 56851793, 041937. | 1.00229. (081033, 267245
o Tg= 10167 |8 | -209627. 0.88037.. 5.5207484. | 0.47456.. 1.00014. (0.68037.. 303362
O W =6ATOMTBY g | aauap7 | 0g4Eg3. | 5.3334701. 052792 0.09799. (084503 238500,
- %= 10167 |10 |-360005. | 081013 51237080 057915 | 000586 (081013 372534, o
. e — T . e e e

Figura 3.14: Zona Algébrica e Folha de Céalculo utilizada na implementacao

Vamos descrever os passos efetuados na Folha de Calculo para determinar a posicao
do planeta a cada instante (ver figura [3.14). O nudmero da linha identifica o nimero
de intervalos de tempo (i) que decorreram desde o inicio da simulagdo. Os valores de
cada coluna sao determinados pelas seguintes féormulas:

2
e coluna A: v, ;11 = v, — %xiAt;
[3

e coluna B: ;41 = 2; + 0,11 AL

e coluna C: vy ;41 = vy,; — %ylAt;
e coluna D: yiy1 = y; + vy, 1AL

e coluna E: r; = /z; + y;;

e coluna F: F; = (z;,v;);

e coluna G: |v;| = /v%, + v?

Tt Y,i°

Segundo Edwin Munévar [20] o valor aconselhado para At, no caso da orbita terrestre,
é At = 0,001, logo para simularmos o ano completo temos de correr 1000 linhas de
cada coluna da Folha de Calculo.

Surgiu entdao uma dificuldade no software de Geometria Dinamica utilizado, a impos-
sibilidade de «correr» as células de uma coluna da Folha de Calculo somente de uma
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vez. Para resolvermos esta limitacao «corremos» célula a célula. Se considerassemos o
At aconselhado teriamos de «correry» 1000 linhas x 7 colunas células, o que demoraria
muito tempo para uma resultado que consideramos pouco melhor do que quando
At = 0,01. Decidimos, portanto, considerar At = 0, 01.

Apos efetuar todos os calculos analisamos os resultados, para o caso do planeta
Terra, obtidos na Folha de Calculo, em particular, as condicoes iniciais. Verifica-
mos, nesse €aso, que Uy = Up;y como pretendiamos e que zg = 1,0167 # rpee =
1,036105945653687. Pensamos que esta diferenca se deve aos arredondamentos e ao
facto de termos utilizado At = 0,01.

Figura 3.15: Orbita do planeta Terra

Na figura [3.15] estd representada a 6rbita do planeta Terra em torno do Sol obtida
na simulagao. Tal como era de esperar esta oOrbita deste planeta é praticamente
circular, pois a excentricidade é quase nula. Consideramos importante referir que nesta
simulacao os alunos apenas podem ver parte da o6rbita dos planetas mais afastados que
a Terra do Sol.



Capitulo 4

Trés Problemas Classicos da
(Geometria Grega

Pensa-se que a matemaética dos antigos gregos nasceu do contacto deste povo com o
Oriente e, em particular, com o Egito, onde os sabios mais ilustres da Grécia foram
ampliar as suas ideias e o seu saber.

Os primeiros quatro séculos do periodo helénico (séc. VI a.C. a V d.C.) constituem
um periodo de realizagOes excecionais da matemaética grega. Foi neste periodo que
se iniciou o estudo de trés problemas geométricos que desafiaram a criatividade de
inimeros matematicos e intelectuais, ao longo de mais de dois mil anos.

Durante séculos diversas solugoes foram propostas para a resolucao destes problemas
geométricos mas nao estavam de acordo com as «regras do jogo», presumivelmente,
colocadas na Academia de Platao, onde apenas construcoes com régua nao graduada
e compasso eram admitidas. Estes problemas ficaram famosos, talvez por serem os
primeiros onde surgem diversas dificuldades de resolucao, de acordo com as regras
inicialmente colocadas. Sao conhecidos pelos Trés Problemas Cldssicos da Geometria
Grega:

Trissecao do dngulo: o problema de dividir um angulo arbitrario em trés partes
iguais;

Quadratura do circulo: o problema de construir um quadrado cuja area é igual a
de um circulo dado;

Duplicagao do cubo: o problema de construir a aresta de um cubo cujo volume é o
dobro do de um cubo dado.

Hoje ja se sabe que estes problemas nao podem ser resolvidos utilizando unicamente
régua nao graduada e compasso. A prova desta impossibilidade assenta no facto de
que as unicas medidas que se podem obter nas construgoes utilizando apenas régua

41
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nao graduada e compasso, sao as que se podem obter através da adigao, subtragao,
multiplicacao, divisao e extracao da raiz quadrada a partir de ntimeros naturais.

A resolucao destes problemas envolve a construcao de medidas que nao podem ser
obtidas desta forma, como por exemplo, a construcao de medidas cujo comprimento
¢ um nuamero transcendente, isto é, um ntmero real ou complexo que nao é raiz de
nenhuma equacao polinomial nao nula com coeficientes racionais. Podemos consultar
uma demonstragao do que acabamos de referir em [30, Cap. 7).

Neste capitulo iremos analisar algumas das contribuigoes de varios matematicos para
a resolucao destes trés problemas. Iremos também descrever as construcoes que
realizdmos no programa de Geometria Dinamica GeoGebra sobre este assunto e as di-
ficuldades que surgiram na sua execucao. Na seccao [4.1|apresentamos dois métodos de
resolugao do problema da trissegao do angulo. No primeiro método iremos comecar por
analisar a reducao do problema da trissecao do angulo a um problema de tipo néusis.
Posteriormente, iremos utilizar as propriedades da curva concoide de Nicomedes para
resolver esse problema. No segundo método usaremos uma das curvas mais antigas da
matemética a trissetriz de Hipias. Na secgao[d.2]iremos analisar uma possivel resolugao
do problema da quadratura do circulo. Na seccao descrevemos dois métodos de
resolugao do problema da duplicacao do cubo que utilizam a reducao de Hipocrates e
habitualmente designados por solucao de Menecmo e solucao de Diocles.

4.1 A trissecao do angulo

Existe pelo menos um aspeto em que o problema da trissecao do angulo se diferencia
dos outros dois problemas da geometria grega. Com efeito, nao é possivel quadrar
um circulo ou duplicar um cubo, com régua nao graduada e compasso, sejam quais
forem os valores do raio do circulo ou da aresta do cubo, mas, no entanto, é possivel
trissetar angulos com algumas amplitudes. Por exemplo, no livro IV da obra Colecao
Matemadtica, Papo de Alexandria descreve um método para trissetar um angulo reto
que respeita «as regrasy.

Nesta seccao iremos ter um conta que para resolver o problema de trissetar um angulo
basta resolver o problema de trissetar um angulo agudo. Pois, no caso de um angulo
reto é possivel trissetéd-lo com régua nao graduada e compasso, recorrendo a bissecao
de um angulo de um triangulo equildtero; no caso de um angulo obtuso podemos
decompd-lo na soma de um angulo reto com um angulo agudo.

Decidimos nesta seccao apresentar dois métodos de resolucao deste problema. No
primeiro método comegamos por analisar a reducao do problema da trisse¢cao do angulo
a outro problema e, posteriormente, utilizamos as propriedades da curva concoide de
Nicomedes para resolver esse problema. No segundo método usamos uma das curvas
mais antigas da matematica atualmente conhecida por trissetriz de Hipias.
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4.1.1 Construcoes tipo Néusis

Os matematicos gregos nao se limitaram a utilizagdo da régua nao graduada e do
compasso nas suas construgoes. Por vezes, sentiam necessidade de recorrer a constru-
coes que exigiam instrumentos de tipos diferentes. De entre estas construcoes estao
as construcoes de tipo néusis. As construgoes tipo néusis sao definidas em [9] atraves
da definicao abaixo.

DEFINICAO 4.1.1 Dados um ponto P, um segmento de reta e duas linhas L; e Lo,
a construcao de dois pontos A e B tais que A, B e P sejam colineares, os segmentos
de reta AB e s tenham o mesmo comprimento, B esteja sobre L; e A esteja sobre Lo
diz-se uma construcao por néusis (ou construgao de tipo néusis).

[sto ¢, uma construcao de tipo néusis consiste em inserir entre as duas linhas um
segmento de reta igual a s e de tal modo que P esteja ou sobre ele ou no seu
prolongamento.

A figura [4.1] ilustra uma construgao tipo néusis.

Figura 4.1: Construcao por Néusis

Papo da Alexandria, geémetra e comentador dos séculos III e IV d.C., apresenta uma
construcao por néusts da terca parte de qualquer angulo agudo. Os historiadores
pensam que este modo de trissetar um angulo ja era utilizado muitos séculos antes.

4.1.1.1 Trissecao do dngulo reduzida a outro problema do tipo néusis

Sejam, como na figura [£.2] BA e BC os lados que determinam o angulo que pre-
tendemos trissetar. Pelo ponto A de um dos lados, tiram-se uma paralela e uma
perpendicular ao outro lado. O segmento DE ¢é inserido entre estas duas retas de
modo a que o seu comprimento seja duplo do comprimento do segmento AB e, ainda,
de tal modo que o ponto B, vértice do angulo a trissetar, esteja no seu prolongamento.
Entao, o angulo DBC' é a terca parte do angulo ABC.

Na figura4.2|esté representada uma construcao em GeoGebra, na qual os alunos podem
deslocar o X para alterar a amplitude do angulo agudo e verificar o descrito acima.

Segundo a afirmagao acima o problema da trissecao de um angulo agudo fica resolvido
se soubermos inserir o segmento DE (duplo de BA) entre as retas F'A e AE e apontado
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Segmento BA=8.63

Figura 4.2: Trissecao do angulo

para o ponto B. Assim, o problema da trissecao do angulo fica reduzido a um problema
do tipo néusis. O problema de encontrar tal segmento nao foi resolvido utilizando
apenas régua nao graduada e compasso, como vamos analisar na sec¢ao 4.1.1.3

De seguida vamos demonstrar que o angulo ABC' é trissetado pela reta BD, ou seja,
que o angulo DBC' é a terca parte do angulo ABC.

DEMONSTRAGAO: Seja M o ponto médio de DE. Temos que os segmentos AB,
AM, DM e MFE sao iguais, uma vez que, por um lado, AB = DM = MFE porque
DE = 2AB e M e o ponto médio de DE, e, por outro lado, AB = AM porque o
triangulo DAFE é um triangulo retangulo contido numa semicircunferéncia de diametro
DE e centro M (o tridngulo DAE é um triangulo retangulo por construcao).

Como os segmentos AB e AM sao iguais entao o tridngulo ABM ¢é isosceles e a
amplitude do angulo ABM ¢ igual a amplitude do angulo AM B.

Como os segmentos M A e MFE sao iguais entao o triangulo AMFE ¢ isosceles e a
amplitude do angulo M AFE é igual & amplitude do angulo M E A.

O angulo AMB é um angulo externo do triangulo AMFE, logo é igual & soma dos
angulos MAE e MEA (internos a adjacentes). Mas, os angulos ABM e AM B sao
iguais, logo o angulo ABM é também igual a soma dos dngulos MAE e MEA.

A reta DFE interseta as retas AE e BC' (paralelas), logo os angulos internos M EA e
DBC sao geometricamente iguais.

Portanto, os angulos MAE, MEA e DBC sao iguais. Conclui-se que o angulo ABM
é o dobro do angulo DBC' e, por conseguinte, o angulo DBC' é a terca parte do angulo
ABC. ]

A figura ilustra uma construcao que fizemos em GeoGebra para os alunos poderem
verificar os passos da demonstracao. Os alunos podem ainda deslocar o X, numa
aplicagao da construgao integrada na pagina escrita em linguagem HTML, para alterar
a amplitude do angulo agudo inicial e verificarem que sao verdadeiros os passos da
demonstragao independentemente desse angulo inicial.
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Angulo

Figura 4.3: Prova da construcao por Néusis

4.1.1.2 Concoide

Pensa-se que Nicomedes por volta de 225 d.C. inventou a concoide (curva em forma de
concha), para resolver o problema de trissecao do angulo e o problema da duplicagao
do cubo.

«Véarios comentadores antigos relacionam Nicomedes (séculos IT - 11T d.C.)
com a invencao da concoide. Os mais importantes sao Papo de Alexandria
(séculos I1I - IV d.C), Proclo de Licia (século V d.C) e Eutocio de Ascalon
(séculos VI d.C.)» 28]

Comecemos por definir a concoide de uma curva de forma anéloga & definicao dada
em [32]: consideremos um ponto O (polo), uma curva e um ponto P pertencente a
curva. Na reta OP consideremos os dois pontos, A e B, que estao & mesma distancia
(distancia dada previamente) de P. Ao lugar geométrico obtido pelos pontos A e B
quando P varia na curva chama-se concoide da curva relativamente a O. A concoide de
uma curva varia conforme a curva, o ponto fixo escolhido, bem como com o distancia
dada previamente considerada. Alguns tipos de concoide tém o nome do matemaético
que as descobriu. De seguida, vamos dar exemplos de algumas concoides entre as quais
exemplificaremos a concoide de Nicomedes e a Limacgon de Pascal.

e No caso da curva ser uma reta a concoide chama-se concoitde de Nicomedes.
A figura [4.4] ilustra uma construcao da concoide de Nicomedes que fizemos em
GeoGebra. Nesta construcao os alunos podem:

— deslocar o ponto P e verificar que os pontos A e B se encontram & mesma
distancia de P e verificar que realmente se trata de uma concoide;

— animar a imagem para verificarem as diferentes concoides que se obtém
quando a distancia dada varia.
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/
Distanciade Aa P =24 /

Distancia de B a P =2.4 g

A7/
m

B

9%
Figura 4.4: Concoide de Nicomedes

e No caso da curva ser uma circunferéncia, podemos ver na figura uma ilus-
tracao de uma construcao, que fizemos em GeoGebra, deste tipo de concoides.
Nesta construcao os alunos podem realizar o mesmo tipo de andlise efetuada no
construcao da concoide de Nicomedes e ainda podem:

— deslocar o ponto O;

— alterar o raio da curva (circunferéncia) no seletor.

Distanciade Aa P =1.9
Distanciade Ba P =1.9 ~

Figura 4.5: concoide se a curva for uma circunferéncia

e No caso da curva ser uma circunferéncia e o ponto O um ponto da circunferéncia
a concoide chama-se Limagon de Pascal. A figura ilustra uma construcao
da Limagon de Pascal que fizemos em GeoGebra. Nesta construcao os alunos
podem realizar o mesmo tipo de anélise efetuada no construcao anterior, mas
claro apenas podem deslocar o ponto O na curva (circunferéncia).

4.1.1.3 Trisse¢cao de um angulo utilizando a concoide de Nicomedes

Podemos usar a concoide de Nicomedes para efetuar a trisse¢ao do angulo utilizando
o método tipo néusis.

Tal como ja referimos na subseccao neste método pretende-se inserir um seg-
mento de reta, de comprimento predefinido, entre duas retas, de forma que um certo
ponto se encontre no prolongamento desse segmento.
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\C

7
Distanciade AaP =1.9
Distanciade Ba P =1.9

Figura 4.6: Limacon de Pascal

Dado um angulo ABC' para o trissetar podemos construir uma concoide do seguinte
modo: Por um ponto A de um dos lados do angulo, tiram-se uma paralela e uma
perpendicular ao lado BC, seja F a intersecao da perpendicular com o lado BC'. Traca-
se a concoide de Nicomedes em que a distancia predefinida é 2B A, a curva considerada
é a reta AF e o polo é o ponto B. Seja E a intersecao do ramo da concoide, no lado
oposto ao polo, com a reta, paralela a BC', que passa por A. Portanto, utilizando a
concoide de Nicomedes, inserimos o segmento DFE, duplo do segmento BA, entre as
retas AF e AFE e apontado para o ponto B, que tal como demonstramos na subseccao
4.1.1.1] era necessério para trissetar o angulo ABC.

Na figura [4.7] esta representada uma construcao que realizdmos em GeoGebra, na qual
os alunos podem:

e deslocar o X para alterar a amplitude do angulo agudo ABC

e mover o ponto A para verificar que a posicao do ponto nao altera a solugao do
problema;

e verificar que angulo DBC' é, realmente, a terca parte do angulo ABC.

Figura 4.7: Trissecao de um angulo utilizando a concoide de Nicomedes.

Na execucao desta construcao debatemo-nos contra uma limitacao do GeoGebra. Este
software de Geometria Dinamica nao consegue determinar o ponto de intersecao entre
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uma curva e uma reta. Por conseguinte, foi necessirio utilizar um artificio para
determinar o ponto E da nossa construcao. O ponto E deveria ser a intersecao do
ramo da concoide, no lado oposto ao polo, com a reta, paralela a BC, que passa por
A. Mas, este ponto foi determinado pela intersecao da reta paralela a BC' e que passa
por A com a reta resultante da rotagao de BC' em torno de B e de um angulo igual a
um terco do angulo ABC.

4.1.2 Trissetriz de Hipias

Papo de Alexandria no livro IV da sua Colecao Matemdtica descreve uma das mais
antigas curvas da matematica atualmente conhecida por trissetriz de Hipias. Esta
curva permite trissetar um angulo e, posteriormente, foi usada por Dindstrato de
Atenas para a quadratura do circulo.

Realizamos a construcao da trissetriz de Hipias, em GeoGebra, e para tal tivemos em
conta a definicao descrita de seguida.

Considerem-se dois movimentos sincronizados, um retilineo e outro circular. O lado
DC' do quadrado ABC'D desloca-se paralelamente a si proprio, até coincidir com o
lado AB. Simultaneamente, o lado AD gira em torno de A, até coincidir com AB. Os
dois movimentos sao uniformes (isto é, as suas velocidades sdo constantes), devendo
comecar no mesmo instante e acabar no mesmo instante. Em cada instante, com a
excecao do ultimo, os dois segmentos HE e AD’ intersetam-se num ponto /. Enquanto
os segmentos se deslocam, [ traga a curva de Hipias.

A construcao desta curva esta representada na figura [4.8l Os alunos podem animar a
construcao e observar a curva a ser tracada.

s | .

Figura 4.8: Trissetriz de Hipias

Pelo método de construcao da curva de Hipias podemos afirmar que:

e a distancia percorrida pelo lado DC' é proporcional ao tempo gasto no seu
percurso;
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e a amplitude do arco determinado na circunferéncia de centro A e raio AD é
proporcional ao tempo percorrido no percurso circular deste raio.

Assim, existe proporcionalidade entre a distancia retilinea percorrida pelo lado DC' e
a amplitude angular percorrida pelo lado AD. Ou seja, em todas as posi¢oes do ponto
I, a condigao (4.1)) é verificada.

AD _arco BD
AH  arcoD'B

(4.1)

Portanto, a trissetriz de Hipias permite transformar todas as questoes de proporcio-
nalidade entre angulos em questoes andlogas entre segmentos de reta e, em particular,
permite reduzir a trissecao de um angulo dado a trissecao de um segmento de reta.

Tal como ja foi referido nesta seccao, para resolver o problema de trissetar um angulo
basta resolver o problema de trissetar um angulo agudo. Sendo o segmento AG a
terca parte do segmento AH, considere-se o segmento GJ paralelo ao segmento AB e
seja K a sua intersecao com a curva. Sendo L a intersecao de AK com o quarto de
circunferéncia, o dngulo BAL é a terga parte do angulo BAD'.

Fizemos uma constru¢ao em GeoGebra (figura onde os alunos podem verificar
facilmente a afirmacao acima. Nesta construcao os alunos podem deslocar o ponto H,
de forma a alterar o angulo agudo inicial, e verificar que para qualquer angulo inicial
tem-se que: o angulo BAL ¢é a terca parte do angulo BAD'.

D c
=
H % E
|
L
K
G
\ 9 T J
21.62
[
A F B

BAD'/3=21.62° BAL=21.62°

Figura 4.9: Tlustragao de que a trissetriz de Hipias realmente trisseta o angulo

Na realizagao desta construgao voltamos a contornar a limitagao que o GeoGebra tem,
de nao conseguir determinar o ponto de intersecao entre uma curva e uma reta. Nesta
caso nao conseguimos determinar o ponto K como a intersecao entre o segmento G.J
paralelo ao segmento AB com a trissetriz de Hipias. Para ultrapassar este obstaculo
determinamos o ponto K através da intersecao entre o segmento G.J, paralelo ao
segmento AB, com a reta resultante da rotacao de AB em torno de A e de um angulo
igual a um tergo do angulo BAD'.
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DEMONSTRAGAO: Designemos por D’ e L os pontos de interse¢ao do quarto de cir-
cunferéncia DB com as retas Al e AK, respetivamente, e por E e J os pontos de
intersecao do lado C'B com as retas HI e GK, respetivamente.

No instante em que o lado DC ocupa a posicao HFE, o lado AD ocupa a posicao AD'
(uma vez que HE e AD' se intersetam num ponto da trissetriz, I); analogamente,
no instante em que o lado DC' ocupa a posicao GJ, o lado AD ocupa a posicao AL
(uma vez que GJ e AL se intersetam num ponto da trissetriz, K). Portanto, temos a

proporcionalidade (4.2)).

AH _arco D'B B /BAD'
AG  arcoLB  /BAL

(4.2)

Como o segmento de reta AG é a terca parte do segmento de reta AH temos que
também o angulo BAL é a terca parte do angulo BAD'. |

Esta curva nao permite apenas trissetar um angulo. Se procedermos de um modo
semelhante ao descrito nesta sub-seccao, a trissetriz de Hipias possibilita também a
divisao de um angulo agudo em qualquer outra razao, desde que esta possa ser expressa
como razao de dois segmentos de reta.

4.2 Quadratura do circulo

O problema da quadratura do circulo consiste em construir um quadrado cuja area é
igual & de um circulo dado. O matemaético alemao Ferdinand Lindemann, em 1882,
provou que 7 é um numero transcendente, ou seja, que nao existe um polindémio
com coeficientes inteiros ou racionais, nao nulos, dos quais 7 seja uma raiz (segundo
http://pt.wikipedia.org/wiki/Quadratura_do_circulo podemos consultar uma
demonstracao deste facto em [27]). Desta forma ficou provado que o problema da
quadratura do circulo nao pode ser resolvido utilizando apenas régua nao graduada e
compasso, pois, ja se sabia que se 7 fosse transcendente tal acontecia.

Nesta seccao iremos analisar uma possivel resolucao deste problema classico da antiga
Grécia.

Um século depois de Hipias de Elis ter descoberto a trissetriz, outro matemaético
ateniense, Dinostrato, descobriu que essa curva podia também ser utilizada na solucao
dum problema geométrico diferente a retificacao da circunferéncia e, por conseguinte,
solucao do problema da quadratura do circulo. Proclo Licio designa a curva de Hipias
por quadratriz (figura , embora nao lhe associe o nome de Dindstrato. Papo de
Alexandria, por sua vez, ao descrever a curva, associa-lhe os nomes de Dindstrato e
de Nicomedes, e afirma que ambos a utilizaram para quadrar o circulo.

Dinoéstrato terd descoberto que o lado do quadrado é meio proporcional entre o (com-
primento do) arco de circunferéncia DB e o segmento de reta AF, o que se pode
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Figura 4.10: Trissetriz

escrever segundo a equacgao (4.3)).

arco DB B AD
AD  AF

(4.3)

Consideramos relevante chamar a atencao de que do ponto de vista da matemética
grega a determinacao do ponto F' desta forma é problematica. Pois, tal como podemos
observar quando os dois segmentos de reta moveis ocupam ambos a posicao do lado
AB, isto é, quando sao coincidentes, estes nao determinam nenhum ponto. Do ponto
de vista moderno o ponto F' é obtido como um limite.

Papo da Alexandria apresenta a demonstracao deste resultado por dupla reducao ao
absurdo. Esta demonstracao assenta em dois resultados que sao pela primeira vez
formulados por Arquimedes no Tratado Da Esfera e do Cilindro [14]:

«o perimetro do circulo ¢ maior do que o perimetro de qualquer poligono
inscrito e menor do que o perimetro de qualquer poligono circunscrito.»

Pode-se consultar mais sobre a demonstracao de Papo em [0, pag. 296] ou em [2] pag.
66].

A equagao[4.3|permite construir um segmento de reta igual a quarta parte do perimetro
da circunferéncia de raio AD.

O resultado de Dinéstrato nao fornece diretamente uma quadratura do circulo, mas
sim uma retificacao da circunferéncia. No século seguinte aquele em que Dindstrato
viveu, Arquimedes de Siracusa estabeleceu a ligacdo entre as duas questoes (a da
quadratura do circulo e a da retificagdo da circunferéncia), ao demonstrar que todo o
circulo tem area igual a um triangulo com altura igual ao raio do circulo e base igual
ao perimetro do circulo (o perimetro do circulo é igual ao comprimento da retificagao
da circunferéncia com o mesmo raio), isto é,

r X 2nr
2
Acirculo =Tr = = Atri&ngulo

2

em que r é o raio do circulo. Por conseguinte, demonstrou que todo o circulo tem
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area igual a um retangulo com largura igual ao raio do circulo e comprimento igual a
metade do perimetro do circulo.

Consideremos r = AD e temos que a area do circulo é dado pela formula (4.4)), isto é,
a area do circulo ¢ igual a area do retangulo de comprimento 2 X arco DB e largura
AD, ou seja,

perimetro do circulo
2

Acireuto = AD % = AD x 2 x arco DB. (4.4)
De seguida vamos descrever uma possivel forma de utilizar o resultado de Dinéstrato
para quadrar um circulo de raio AD. Como ja referimos o resultado de Dindstrato,
expresso na equagao (4.3), refere que o lado do quadrado, AD, é meio proporcional

entre o (comprimento do) arco de circunferéncia DB e o (comprimento do) segmento
de reta AF.

Figura 4.11: Caso de semelhanca de triangulos pelo Teorema de Tales

Utilizando este resultado os matematicos da época conseguiam determinar o compri-
mento do arco DB tendo conhecimento do comprimento de AD e de AF'. Pois, estes
matematicos tinham conhecimento, pelo Teorema de Tales, que «se dois triangulos
tiverem os angulos dois a dois iguais entdo sdo semelhantesy [9, pag. 263| e, por
conseguinte, ji sabiam que o triangulo [AC'D] e o triangulo [C BD], da figurat.11] sdo
semelhantes.

Por outro lado, os matematicos também tinham conhecimento do Teorema da Altura
[9, pag. 264].

TEOREMA 4.2.1

Num triangulo retangulo a altura relativa a hipotenusa € o meio proporcional entre os
segmentos que determina na hipotenusa.

Se considerarmos o triangulo [ABC], retangulo em C' da figura utilizando o
Teorema da Altura obtém-se a proporcao (4.5)).

AD  CD

D~ DB (4.5)

E se consideramos AD, C'D e DB da proporgao ({4.5)), respetivamente, arco DB, AD e
AF da equacao (4.3) conseguimos obter um segmento com o comprimento do arco DB,
como podemos ver na figura 4.12}
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Figura 4.12: Determinacao do comprimento do arco DB.

Com o conhecimento do comprimento do arco DB, os matematicos sabiam determinar
geometricamente o comprimento de metade do perimetro do circulo (o dobro do com-
primento do arco DB) e, consequentemente, as medidas do retangulo de comprimento
2 x arcoDB e largura AD cuja area é igual a area do circulo de raio AD, pela equacao

[E).

Bastava, portanto, determinarem o comprimento do lado do quadrado que quadra o
retangulo para conseguirem quadrar o circulo. Podemos traduzir o que acabamos de
referir pela equacao (4.6) que é equivalente a equacao e utilizando mais uma vez
o Teorema da Altura obtemos o comprimento do lado do quadrado pretendido, como
podemos ver na figura [4.13

Lado do quadrado® = AD x 2 x arco DB (4.6)
AD _ Lado do quadrado (4.7)
Lado do quadrado 2 arco DB '

Quadratura do Circulo de raio AD

2arco BD

Lado do Quadrado

Figura 4.13: Quadratura do circulo de raio AD.

Na pagina escrita em HTML que realizdmos sobre este assunto decidimos colocar apenas
um esquema dos passos a realizar para quadrar o circulo por este método, assim como
uma figura, realizada em GeoGebra, com esses passos.
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4.3 Duplicacao do cubo

O problema da duplicacao do cubo resume-se a construcao de uma aresta de um cubo
cujo volume é o dobro do volume de um cubo dado.

Segundo José Miguel Rodrigues de Sousa [28] numa suposta carta de Eratostenes ao
rei Ptolomeu refere que Hipdcrates de Quios (século V a.C.) havia mencionado que:

«se entre duas linhas retas, das quais a maior seja dupla da menor, se
inscreverem duas médias em proporc¢ao continua, o cubo ficara duplicadoy .

Este matematico reduziu o problema da duplicacao do cubo a um outro, que continua
a nao ser resolvido somente com régua nao graduada e compasso.

Ainda segundo autor acima referido (ver [28]) o que Hipocrates de Quios diz é que,
dado um cubo de aresta a, existem dois segmentos x e y tais que:

a x Yy
_— = —_— = — 4.
PR (4.8)

ou seja, que existem dois meios proporcionais entre os segmentos a e b, entao o cubo
de aresta x tem o volume ampliado na razao %a. Vamos apresentar a demonstragao
do que acabamos de referir de seguida.

DEMONSTRAGAO: Podemos deduzir das proporcionalidades (4.8)) que x® = a?b.

3 s/ ,b 5/ b
r=Va?b= a3aza\3/; (4.9)

3
13 = <a ¢ é) = agé (4.10)
a a

Portanto, pela equagao (4.10)) se existem os dois meios proporcionais entre os segmentos
a e b, entdo o cubo de aresta x tem o volume ampliado na razao %/a. [

Logo, tem-se:

e, portanto,

A duplicacao do cubo é um caso particular, quando b = 2a e pretendemos portanto
encontrar os segmentos x e y que verifiquem as proporcionalidades (4.11)):

¢e_r_Y (4.11)

De facto, conseguimos deduzir das proporcionalidades (4.11) que z* = 2a®, pois

a x 2

E = = ay =

{ . boe { g =T =2a° (4.12)
T 2a

T
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o que demonstra que o cubo de aresta x tem o dobro do volume do cubo de aresta a.
E, portanto, fica demonstrada a equivaléncia entre o problema da duplicacao do cubo
e o problema da construcao de dois meios proporcionais entre a aresta do cubo inicial
e o seu dobro.

Posteriormente a reducao do problema efetuada por Hipocrates pensa-se que os es-
forcos dos matematicos concentraram-se somente no sentido de encontrarem uma
construcao para os dois meios proporcionais em causa.

Nesta seccao vamos descrever dois métodos de resolucao deste problema que utilizam
a reducao de Hipdcrates: a solucao de Menecmo e a solucao de Diocles.

4.3.1 Solucao de Menecmo

Tal como ja referimos no capitulo [3| o mateméatico do século IV a.C. Menecmo esté
relacionado com as curvas que atualmente designamos por conicas (elipse, parabola e
hipérbole). Este matemético esta ligado mais especificamente a descoberta de que as
conicas podem ser obtidas através da intersecao de um cone reto de base circular com
um plano.

As solugoes de Menecmo para o problema da duplicacao do cubo, que pensa-se terem
sido preservadas por Eutocio, baseiam-se na construcao de um ponto através da
intersecao de duas conicas, num dos casos duas parabolas e no outro caso uma parabola
e uma hipérbole.

Tendo em conta a reducao de Hipocrates de Quios, como ja foi referido, o
problema da duplicacao do volume do cubo fica reduzido a determinacao de dois meios
proporcionais (x e y) entre os segmentos a e b = 2a tais que as proporcionalidades
sao respeitadas e, em que, a é a aresta do cubo a duplicar e z a aresta do cubo
que duplica o volume.

Das proporcionalidades (4.11)) aferimos que basta que se satisfacam duas das trés
equacoes apresentadas abaixo para obtermos .

* = ay (4.13)
ry = 2a* (4.14)
y* = 2ax (4.15)

Logo, podemos obter x de trés modos:

e como abcissa do ponto de intersecao da parabola y = % com a hipérbole xy =
2a% — a primeira solucao de Menecmo;
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. . ~ 2 2 e
e como abcissa do ponto de intersecao da parabola y = “= com a pardbola z = £~
— a segunda solucao de Menecmo;

e como abcissa do ponto de intersecao da parabola r = % com a hipérbole zy =
2a°.

Segundo José Miguel Sousa [28] Menecmo apenas apresenta os dois primeiros métodos
para obter x.

Na figura [4.14] representamos uma construgao, em GeoGebra, das duas solucoes de
Menecmo. Nesta construcao os alunos podem verificar que independentemente do valor
atribuido a a a solucao obtida é, realmente, solucao para o problema da duplicacao
do cubo. Na construcao efetuada é possivel visualizar os modos para obter x em
simultaneo, mas também é possivel visualizar os dois modos separadamente. Os alunos
através da analise da construcao devem concluir que ¢ possivel obter x pelo o terceiro
modo.

I¥ intersegao entre duas parabolas
v intersecdo entre a parabola e a hipérbola

dobro do volume do cubo de aresta a =54

60 -40 20

aresta do cubo cujo o volume é o dobro (x) = 3.77976

=

Figura 4.14: As solugoes de Menecmo

volume do cubo de aresta x =54

4.3.2 Solucao de Diocles

Pensa-se que o matematico grego Diocles (c. 240 a.C. —¢. 180 a.C.) foi quem inventou
uma curva designada por cissoide com o intuito de resolver o problema da duplicacao
do cubo.

Mais tarde, o processo utilizado para criar a curva que se atribui a Diocles foi ge-
neralizado. E todas as curvas obtidas por um método anilogo ao da cissoide deste
matematico sao denominadas por cissoides.

De seguida expomos com base na defini¢do dada por Robert Yates em [32] a curva
cissoide, no caso geral.

DEFINIGAO 4.3.1 Sejam fi e fy duas curvas quaisquer e O um ponto fixo. Desenhemos
uma semirreta com origem em O e que intersete f; e fo em R e (), respetivamente.
Consideremos ainda um ponto C tal que OC = QR. Ao lugar geométrico descrito por
P chama-se cissoide de fi e fo relativamente ao ponto O.
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Figura 4.15: Cissoide de Diocles pela definicao atual.

Na figura [4.15| representamos o que atualmente conhecemos por cissoide de Diocles.
Neste caso as duas curvas envolvidas sao uma circunferéncia e uma linha reta tangente
a circunferéncia e o ponto fixo é o ponto da circunferéncia diametralmente oposto ao
ponto de tangéncia. Contudo este matemaético grego definiu a sua curva em relacgao,
apenas, a um quadrante da circunferéncia envolvida, como podemos ver na figura4.16

Neste seguimento vamos relatar, com base em [28], a constru¢do que realizamos da
cissoide definida por Diocles.

E

Figura 4.16: Cissoide pela definicao de Diocles.

Consideramos uma circunferéncia de centro O em que AB e DC sao diametros perpen-
diculares entre si. Sejam E e F pontos da circunferéncia pertencentes aos quadrantes
BD e BC, respetivamente, e colocados de modo a que os arcos EB e BF sejam iguais.

Desenhamos os segmentos GE e HF perpendiculares a DC e o segmento EC. Con-
sideramos P o ponto de intersecao entre FC' e HF'. A cissoide de Diocles é a curva
tracada pelo ponto P quando os pontos E e F' ocupam todas as posicoes possiveis nas
condicoes referidas acima.

Nesta construgao, representada na figura [4.16] é necessario que os alunos movam o
ponto E para obter o tracado do ponto P. A curva definida desta forma também pode
ser visualizada através do comando Locus.

A solucao de Diocles para a resolucao do problema da duplicacao do cubo passou, tal
como a solucao de Menecmo, pela determinacao de dois meios proporcionais entre dois
segmentos.
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De seguida veremos como podemos encontrar os dois meios proporcionais utilizando a
cissoide de Diocles.

Tendo em conta a construcao do ponto P descrita acima podemos demonstrar que os
segmentos HF e HC' sao dois meios proporcionais entre os segmentos DH e HP, ou
seja, a igualdade (4.16]) que serd demonstrada abaixo.

DH HF HC
HF HC HP
DEMONSTRACAO: Pelo Teorema temos que HF' é o meio proporcional entre os

segmentos DH e HC', isto é, % = Z—g

(4.16)

Pelas condigoes do construcao da figura sabemos que 22 = €¢ yma vez que

HF — GE’
HF =GE e DG = HC.

Por outro lado, como os triangulos GEC' e H PC' sao proporcionais os quocientes entre
~ . . GC _ HC .

os lados correspondentes sao sempre iguais, logo, &z = 7p- E portanto a igualdade

(4.16) fica demonstrada. n

Vamos agora descrever como podemos construir os dois meios proporcionais entre os

segmentos a e b.

Comecemos por construir uma circunferéncia de centro O = (0,0) em que AB e DC
sao os diametros perpendiculares entre si. Seguidamente, construimos a cissoide pelo
método de Diocles, mas desta vez utilizamos o comando Locus, e criamos um ponto
K no segmentos OB de maneira a que a igualdade seja respeitada.

DO

a
0K % (a>b) (4.17)
Unimos o ponto D ao ponto K e prolongamos o segmento DK de modo a intersectar

a curva cissoide num ponto que vamos designar por Q).

O programa de Geometria Dinamica utilizado nao permite intersetar semirretas com
lugares geométrico. Portanto, necessitAmos de o construir este ponto através de um
artificio. Mais a frente, nesta seccao, vamos descrever o artificio usado para determinar
o ponto (), que aparentemente serd determinado pela intersecdo do prolongamento do
segmento DK com a cissoide.

Vamos supor que conseguimos obter o ponto () pela forma descrita acima. Passando
por () construimos o segmento M L paralelo a AB.

Pelo que demonstramos anteriormente, M L e MC' sao dois meios proporcionais entre
DM e MQ, ou seja, verificam as igualdades (4.18]).

DM ML MC

ML~ MC ~ MQ (4.18)
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Os passos desta construcao estao ilustrados na figura [4.17

dobro do volume do cubo de arestaa =2

volume do cubo de aresta 2x =2
A

B L
2x

Figura 4.17: Solucao de Diocles para o problema da duplicacao do cubo.

Temos ainda que, como os triangulos DM@ e DOK sao proporcionais os quocientes
entre os lados correspondentes sao sempre iguais, logo, obtemos a igualdade (4.19]).

GC HC
= 4.1
GE HP (4.19)
Das igualdades (4.17)) e (4.19) obtemos a igualdade (4.20]).
DM «a
— = - 4.20
MO b (4.20)

Até este momento conseguimos inserir entre DM e M@ dois meios proporcionais (M L
e MC). Mas o nosso objetivo é encontrar dois meios proporcionais entre os segmentos

a e b, isto é, estamos a procura de x e y tais que ¢ = £ = ¥ ou seja, respeitam as
Ty

b
proporcionalidades (4.8)).

Podemos encontrar z e y através de duas construcoes, uma vez que, z e y sao tais que
respeitam as proporcionalidades (4.21)) e (4.22)), respetivamente.

bM = ML (4.21)
a X

MQ MC
= (4.22)

Portanto, por um lado, sabemos que se existirem dois meios proporcionais entre os
segmentos a e b, entdo o cubo de aresta x tem o volume ampliado na razao %a e = é
dado pela igualdade ; e, por outro lado, sabemos que x é obtido através do quarto
proporcional da proporcao (4.21)).
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Destes dois factos surgiu o artificio que usamos para a construcao do ponto (). Para
construir o ponto ) comegamos por construir um ponto X segundo (4.23]).

X = (I (D) +a, —ay 9) (4.23)

a

Estamos, portanto, a obrigar a que x seja a distancia do ponto X ao segmento DC da
figura [4.17]

Tendo em conta a proporcionalidade (4.21) conseguimos determinar o ponto L, reali-
zando a intersecao da semirreta DX com a circunferéncia.

Determinamos o ponto M executando a intersecao da reta que passa por L perpendi-
cular ao segmento DC' com o proprio segmento DC'. Construimos o segmento M L. E
por fim, determinamos o ponto @ pela intersecao do segmento ML com a semirreta
DK.

Vamos, agora, demonstrar que, realmente, podemos obter os meios proporcionais x
e y, entre os segmentos a e b, através da construcao do quarto proporcional das

proporcionalidades (4.21)) e (4.22)).

DEMONSTRAGAO: Temos que as proporcionalidades (4.21) e (4.22)) sao equivalentes
as proporcionalidades (4.24) e (4.25)), respetivamente.

DM a
M@ b
Por outro lado, tendo em conta (4.20]), temos que:
ML ML DM M@ x a b
= X X =— X=X -
mMCc DM M@ MC a b y
ou seja, a igualdade (4.26)).
ML =z
Por fim, tendo em conta (|4.24|), q4.25|) e (|4.26|) temos que § = ¥ = 7, isto é,
encontramos os dois meios proporcionais, x e y, entre os segmentos a € b. [

Para resolver o problema da duplicagdo do cubo basta considerar b = ¢/4 e 0 compri-
mento da aresta do cubo cujo volume é o dobro do volume do cubo dado é 2x. Pois,

pela igualdade (4.9) temos que,
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B i/?_ ,Ja a
S VA 4a /4

e, portanto,

como pretendemos.

Figura 4.18: Solugao utilizando a cissoide de Diocles segundo [25].

Realizdmos outra construcao para o problema da duplicagao do cubo com recurso a
cissoide de Diocles. Esta construgao esté descrita na figura [4.18

Neste caso, para resolver o problema da duplicacao do cubo temos de considerar b = 2a
e o comprimento da aresta do cubo cujo volume é o dobro do volume do cubo inicial
é dada pela distancia entre os pontos C' e K. Podemos ver uma demonstracao de que
esta construgao funciona em [25].

De seguida, iremos descrever os passos que efetuamos, com base no primeiro volume
do Tratado das Curvas de Gomes Teixeira, para executar esta construcao:

1. construir o que atualmente conhecemos por cissoide de Diocles em que as duas
curvas envolvidas sdo uma circunferéncia de raio a e centro C' = (a,0) e uma
linha reta tangente & circunferéncia em A = (2a,0) e o ponto fixo é o ponto
O = (0,0);

2. designemos por D o ponto pertencente a reta paralela a assimptota da cissoide
que passa por C' e tal que a distancia desse ponto ao ponto C seja b;

3. 0 ponto E ¢ o ponto de intersecio da semirreta AD com a cissoide. Mas
voltamo-nos a deparar com a mesma limitagdo, do programa de Geometria
Dinamica GeoGebra, da construcdo anterior, por conseguinte, passamos para
0 passo seguinte;
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4. o0 ponto K é o ponto de interseciio da semirreta OF com a reta definida por C
e por D, como nao construimos o ponto £ passamos ao passo seguinte.

5. como a distancia entre os pontos C' e K é ai/g, para resolver as limitacoes dos
passos anteriores marcarmos o ponto K da seguinte forma

Kz(O,a39>
a

e depois determinamos o ponto F pela intersecao entre as semirretas OK e AD.



Capitulo 5

Cicloide

Devido as suas propriedades a cicloide foi uma das curvas mais estudadas ao longo de
muitos séculos.

Neste capitulo vamos comecar por analisar o Paradoxo da Roda de Aristoteles, verificar
que a area sob uma cicloide é trés vezes a area do seu circulo gerador, referir que a
resolucao do problema da braquistécrona é a cicloide invertida, descrever os passos
de duas simulacoes computacionais para este problema e comparar o tempo que uma
particula demora a percorrer uma cicloide invertida e um plano inclinado, nas nossas
simulagoes, com o tempo previsto analiticamente.

5.1 Definicao

Na figura estd representada uma cicloide definida na pagina 617 de [I6] como «a
curva tracada por um ponto no aro de uma roda a rolar ao longo de uma retay.

Figura 5.1: Cicloide

DEFINIGAO 5.1.1 Seja C' uma circunferéncia de raio r, s uma reta e P um ponto de
C. Denominamos por cicloide a curva descrita pelo ponto P quando C' rola sobra a
reta s, sem deslizar, dada pela equagao paramétrica (5.1)).

63
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y=r(1—cosa)

{ x=r(a—sina) (5.1)
A equagdo cartesiana da cicloide é dada pela equacao ((5.2)).

T = rarccos (1 — Q) —\/2ry — y? (5.2)
T

5.2 0O Paradoxo da Roda de Aristoteles

Um paradoxo ¢ uma declaragao aparentemente verdadeira que leva a uma contradigao
logica, ou a uma situacao que contradiz a intuicdo comum. Desde sempre que o infinito
esta associado a diversos paradoxos. Aos poucos, alguns dos paradoxos foram sendo
explicados, mas ainda assim, nao se trata de um assunto sem controvérsia.

Nesta secgdo vamos descrever o Paradoxo da Roda de Aristoteles|§] e refletir sobre
uma explicacao possivel para este conhecido paradoxo.

Consideremos duas rodas com centro no mesmo ponto e raios diferentes e a rolar em
simultaneo. Quando a roda maior rola de A para A’, dando uma volta completa, o aro
da roda menor roda de B para B’, ao longo de uma linha paralela como podemos ver
na figura[p.2l Temos que em cada instante, um tinico ponto do aro da roda grande toca
no segmento AA’ e um tnico ponto do aro da roda pequena toca no segmento BB’
Nao se excluiu ponto algum de qualquer das duas circunferéncias. Isto leva-nos ao
paradoxo da Roda de Aristoteles, uma vez que, em primeira anélise podemos concluir
que os perimetros das duas circunferéncias sao iguais. E sabemos que esta conclusao
nao é verdadeira.

Na figura [5.2] estd representada uma construcao que realizdmos, em GeoGebra, do
paradoxo da roda. Nesta construgao os alunos devem deslocar o ponto R de forma as
rodas rolarem uma volta completa e analisar a imagem. Na anélise desta construcao
os alunos devem de ser confrontados com a possibilidade de os perimetros das duas
rodas serem iguais e refletirem sobre como podem explicar o facto de:

e 0 perimetro ser o mesmo se os raios sao diferentes;

e o perimetro ser diferente se, tal como observam, em cada instante, um tnico
ponto do aro da roda grande toca no segmento AA’ e um tnico ponto do aro da
roda pequena toca no segmento BB’ logo o perimetro tem de ser igual.

Apos a reflexao dos alunos sobre o paradoxo podera ser apresentada uma ideia de uma
possivel explicagao deste paradoxo. Para tal utilizamos um texto de apoio ao aluno
escrito em HTML e realizdmos algumas construcées em GeoGebra, que serao referidas
de seguida.
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¥ Perimetro do circulo pequeno

¥ Perimetro do circulo grande

Figura 5.2: Paradoxo da Roda

2

A definicao de circunferéncia utilizada mais frequentemente é que esta é o lugar
geométrico de todos os pontos do plano que estdo a uma dada distancia (raio) de
um ponto fixo (centro da circunferéncia). Mas a circunferéncia pode ser encarada
como um poligono regular com um numero infinito de lados.

Arquimedes usou este conceito para determinar o perimetro de um circulo. Este
calculou o valor do perimetro de um circulo a partir da sucessao dos perimetros
dos poligonos regulares inscritos nele. A medida que o ntimero de lados aumenta,
o perimetro do poligono aproxima-se cada vez mais do perimetro do circulo. Assim, o
perimetro do circulo corresponde ao limite da sucessao dos perimetros correspondentes
ao limite da sucessao dos perimetros dos poligonos inscritos, quando o niimero de lados
tende para infinito (como podemos ver na figura .

Figura 5.3: Perimetro do circulo corresponde ao limite da sucessao dos perimetros dos
poligonos inscritos.

Para dar a ideia da explicacdo do paradoxo da roda fizemos uma construcao, em
GeoGebra, onde recorremos & nocao de circunferéncia usada por Arquimedes. Nesta
construcao os alunos podiam observar o que acontece quando fazemos rolar dois
poligonos regulares com um nimero de lados finito e concéntricos (utilizamos um
poligono regular com seis lados, figura . Essa construcao sera analisada com os
alunos de forma a deduzirem o que acontece quando o nimero de lados do poligono
regular é infinito.
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&,

a=180

Figura 5.4: Explicacao do Paradoxo

5.3 Area sob um Arco de Cicloide

O matematico Gilles Roberval, por volta de 1637, demonstrou que a area sob uma
cicloide é trés vezes a area do circulo gerador. Para tal, este matematico utilizou o
que hoje é conhecido pelo Principio de Cavalieri, mas que ja havia sido usado por
matematicos como Herao e Galileu.

Principio de Cavalieri: «Se duas figuras planas tém alturas iguais e se
seccoes feitas por linha paralelas as bases e a distancias iguais delas sao
sempre na mesma propor¢ao, entao as figuras planas também estao nesta
propor¢ao.» |9, [16]

Gilles Roberval definiu ainda uma nova curva a qual chamou companheira da cicloide.
Esta era definida como sendo o lugar geométrico definido pelo ponto (z (R), y (R'))
da figura 5.5

Na figura [5.5] esta representada uma construcao feita em GeoGebra. Nesta construcao
os alunos podem:

e deslocar o ponto R e verificar que os segmentos que na figura medem 2.84 tém
sempre o mesmo comprimento;

e deslocar o ponto I e verificar que os segmentos que na figura medem 6.38 tém
sempre o mesmo comprimento.

Dependendo do nivel de ensino ao qual esta atividade seja aplicada os alunos mais
empenhados conseguirao concluir, apds a analise da construgao, que a area sob uma
cicloide é trés vezes a area do circulo gerador.

No seu raciocinio os alunos deverao ter em conta que:

e a irea entre metade do arco de cicloide e a companheira da cicloide é igual a
metade da area do circulo gerador;
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¥ Metade do arco de cicloide

¥ Companheira da cicléide

Figura 5.5: Area sob um arco de cicloide

a area do retangulo [ABCD] é igual ao produto de metade do perimetro do
circulo pelo o seu diametro, isto é, 2772, onde 7 é o raio do circulo gerador;

a area sob a curva companheira da cicloide ¢ metade da area do retangulo
[ABC D] logo ¢ igual a area do circulo gerador, ou seja, 7r?;

e a area sob metade do arco de cicloide é igual a 3/2 da area do circulo;

e a area sob o arco inteiro é trés vezes a area do circulo.

5.4 O Problema da Braquistécrona

O problema da Braquistdcrona foi apresentado pela primeira vez aos leitores da revista
cientifica Acta Fruditorum pelo matematico suico Johann Bernoulli, em 1696, como
um problema que ja havia resolvido. Na publicacao Johann Bernoulli desafiava os
filosofos da época a apresentarem solucoes para o problema. O enunciado original é o
seguinte [7]:

«Datis in plano verticali duobus punctis A et B assignare mobili M, viam
AMB per quam gravitate sua descends et moveri incipiens a puncto A,
brevissimo tempore perveniat ad alterum punctum B.»

Em portugués contemporaneo pode ser formulado da seguinte forma:

«Sejam A e B dois pontos de um plano vertical. Encontre a curva na
qual uma particula M, sujeita somente a acao da gravidade, descreve a
trajetéria mais rapida entre os pontos A e B.»

O Problema da Braquistécrona consiste, portanto, em encontrar a curva ao longo da
qual uma particula se desloca entre dois pontos no menor intervalo de tempo, sendo
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que esta particula esta sujeita a um campo gravitacional constante, sem atrito e com
velocidade inicial nula. Para além disso, é suposto que os dois pontos nao se encontrem
sobre a mesma reta horizontal ou sobre a mesma reta vertical. Uma vez que, se os
pontos estiverem sobre a mesma reta horizontal nao havera movimento e se os pontos
estiverem sobre a mesma reta vertical a solugao do problema é a propria reta.

A curva que resolve este problema denomina-se Braquistocrona, do grego brachistos
(minimo) e chronos (tempo). A solu¢ao do Problema da Braquistocrona é uma cicloide
invertida. Podemos ver uma demonstracio do que acabamos de referir em |29, secgio
3.1].

Efetuamos diversas tentativas para fazer uma simulacao computacional do Problema
da Braquistécrona no caso particular em que pretendemos encontrar a curva ao longo
da qual uma particula, com forma de bola e de massa 1, se desloca entre os pontos
A = (0,0) e B = (m, —2) no menor intervalo de tempo. Neste caso a solugdo do
Problema da Braquistdcrona ¢ a cicloide invertida cujo circulo gerador tem raio 1. Das
véarias tentativas que realizamos decidimos descrever neste documento uma simulacao
em que consideramos o tempo discreto e outra simulagao em que consideramos o tempo
continuo. Embora, neste caso, a discretizacao nao seja fundamental, é importante que
se conhega a técnica para o caso de se estar a lidar com uma curva para a qual nao se
consiga fazer a simulacao de outro modo.

Vamos comecar por descrever a construcao que realizimos com base na discretizagao
do tempo.

Para construir esta simulagao do Problema da Braquistocrona foi necessario utilizar
a folha de célculo do programa de geometria dindmica GeoGebra. Comecamos esta
construcao com a definicao das quantidades g = 9,8 e t; = 0,01 e com a criacao de
uma ferramenta que, aplicada a um ponto P com ordenada entre —2 e 0 (inclusive),
da a intersecao do arco de cicloide com a reta horizontal que passa pelo ponto P.
Mais precisamente, aplicando a ferramenta ao ponto de coordenadas (x, y), obtém-se
0 ponto

(arccos(y + 1) — sin(arccos(y + 1)), y) = (arccos(y +1) —/—y>—2y, y)

determinado com base nas equagées, paramétrica (5.1]) e cartesiana (5.2)), da cicloide
de raio 1.

Inicialmente pensdmos que seria impossivel, com auxilio do software de geometria
dinamica utilizado, resolver o problema de forma continua. Tivemos dificuldades na
realizacao da simulacao em que consideramos o tempo discreto. FEstas dificuldades
devem-se aos factos do software de Geometria Dinamica utilizado nao efetuar inter-
secoes entre uma curva e outros tipos de representagoes (como por exemplo, retas,
circunferéncias, graficos, curvas) e nao representar graficamente funcoes escritas em
fungao de y (isto é, como a funcio dada pela equagao cartesiana (5.2))). Para resolver
esta dificuldade, optdmos por na execucao desta simulacao discretizar o tempo em
intervalos de tempo (t; = 0,01) pequenos e prever, por calculos efetuados na Folha de
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Calculo, qual a posicao da particula no instante seguinte, como podemos ver na figura
5.6l

Folha de Calculo
A E @ D
1 {0, 0y 0 0 (x — 0.08)* +v* = 0.0064
2 |f0.00001,-0.00049) 0.0313 0.01 | {x—0.08)* + (y — 0.00076)% = 0.0064
3 |(0.00003,-0.00147) 0.05423 002 (x—0.08)% + (v — 0.0007)% = 0.0064
4 |(0.00008, -0.00317) 0.0796 0.03 x — 0.08002)% + (y — 0.00002)% = 0.0064
5 | (0.0002,-0.00586) 010641 0.04 |[x — 0.08009)° + (y + 0.0014)% = 0.0064
B | (0.0004,-0.00888) 013412 0.05 x — 0.08022)% + (y + 0.00362)% = 0.0064

Figura 5.6: Folha de Célculo Utilizada na Simulacao

De seguida vamos descrever a funcao de cada uma das quatro colunas da Folha de
Céalculo utilizadas na construcao.

e Coluna A: E uma coluna de pontos, dos quais o primeiro é (0, 0)e o segundo
¢ o resultado de se aplicar a ferramenta a (0, —9t1/2). A partir da terceira linha,
cada ponto A, é obtido de A; pelo seguinte processo:

— soma-se a A; o vetor tangente unitario a cicloide no ponto onde A; toca na
cicloide, multiplicado pela velocidade escalar da bola nesse momento (que
é o produto de t; pela raiz quadrada do produto de 2¢g pelo simétrico da
ordenada de A; , em que g representa a aceleragdo da gravidade e o simétrico
da ordenada de A; representa o deslocamento vertical da particula, como é
demonstrado mais abaixo);

— aplica-se a ferramenta ao ponto anterior.

Ou seja,

A;11 = Ferramenta [Ai + t1/ —2gy(A;) X (sin (Bif2), — cos (Bi/z))]

Este método nao poderia ser aplicado logo no primeiro passo devido & velocidade inicial
ser nula.

e Coluna B: Se A; = (f —sin(0), —1+cos(0)) entdo B; = 0, isto é, B, =
arccos (1 +y (4;)). Esta coluna é necessaria para calcular A;; uma vez que o
vetor tangente unitario é (sin (¢/2) , — cos (9/2)).
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e Coluna C: C; = t; x 1.

e Coluna D: Equagao do circulo de raio r (particula) tangente a cicloide no ponto
A;, isto é, D; = Clircunferéncia|A; + r (cos (Bi/2) , sin (Bi/2)), A;]. O valor de
r é controlavel por um seletor. Além disso, o circulo s6 é visivel quando t (que
toma valores de 0 a 1,5 com saltos de t1) for igual a C;.

Obtivemos destas forma a animacao do movimento de uma particula, com forma de
bola, sobre a cicloide representada na figura [5.7] Nesta construcao, em GeoGebra, os
alunos podem alterar o raio da particula entre 0 e 0, 2, visualizar a posicao da particula
num dado instante de tempo entre 0 e 1,5 e verificar o tempo que esta leva a percorrer
a cicloide invertida.

Figura 5.7: Braquistocrona

Para elaborarmos a simulagao computacional na qual considerdmos o tempo continuo,
para o nosso caso particular do Problema da Braquistocrona, tivemos de encontrar uma
expressao analitica da curva Braquistocrona que respeite uma das duas propriedades
seguintes:

12 Propriedade: a velocidade escalar (v) de um corpo (de massa m) que se desloca
sobre uma curva (partindo da altura 0 e com velocidade nula) num campo sujeito
apenas & forga gravitica é /2gy em que g é a aceleracao da gravidade e y representa
o deslocamento vertical da particula;

22 Propriedade: a aceleragio tangencial (dr (t)) de um corpo (de massa m) que se
desloca sobre uma curva (partindo da altura 0 e com velocidade nula) num campo
sujeito apenas a forca gravitica é, a cada instante ¢, igual ao produto de —gsin (6)
pelo vetor tangente unitario T (t) em que g é a aceleracdo da gravidade e 6 é o dngulo
que este ultimo vetor faz com a horizontal.
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Apesar de nao apresentarmos uma demonstracao nesta tese pode-se demonstrar que
estas duas propriedades sao equivalentes.

Nesta tese vamos comecar por demonstrar que a expressao analitica da curva Bra-
quistocrona que resolve o nosso problema tem que respeitar a 12 Propriedade, obter
uma expressao analitica que respeite a 12 Propriedade e verificar que esta expressao
analitica também respeita a 22 Propriedade.

Pelo principio da conservagdo da energia sabemos que a energia total (E) de um
sistema isolado é conservada. Isto é, sabemos que a soma das duas componentes da
energia total (energia cinética e energia potencial) respeita a seguinte igualdade

1
E:mgy—|—§mvzzk

em que m ¢ a massa do corpo, g a aceleracao da gravidade, y a altura a que o corpo
se encontra, v a velocidade escalar e k£ uma constante.

Consideremos um corpo cuja altura inicial é 0 e este corpo comega-se a mover logo a
sua velocidade inicial é nula e, por conseguinte, a energia potencial e a energia cinética
sao nulas, isto é, obtemos a igualdade [5.3

1
mgy + §mvz =0 (5.3)

Quando este corpo atinge a altura —y (y > 0) a igualdade equivale a afirmar que

v =1/2gy. (5.4)

Demonstramos assim que um corpo nas condicoes acima respeita a 12 Propriedade.
Vamos agora encontrar a expressao analitica da curva Braquistocrona que respeita
esta propriedade.

Uma expressao analitica da curva que resolve o nosso problema é dada pela funcao
¢ : [0, 7] — R definida pela igualdade [.5]

c(t)=(t—sin(t), =14 cos(t)) (5.5)

Mas como esta expressao analitica da curva Braquistocrona (¢) ndo envolve a acelera-
cao da gravidade nao conseguimos obter, através desta expressao, a velocidade escalar
dada pela equacao 5.4

Portanto, vamos reparametrizar ¢ de modo a velocidade escalar ser dada pela equagao
Pretendemos entao substituir ¢ pela funcao cos, onde s é alguma bijecao derivéavel
de algum intervalo de tempo [0, 7] em [0, 7]. Entao, como

dt) = — cos (t), —sin (t))
— (1= 2sin? () ~2sin (4) cos (4))

i (5) (sin (3) , —cos (3));

(1
(1
2s
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como ||(sin (£), —cos (£))|| = 1 e como 2sin () > 0, a velocidade escalar no instante

t é 2sin (%) Logo, se se considerar c o s, a velocidade escalar no instante ¢ sera

2sin <%) s’ (t) e afirmar que se tem [5.4]é afirmar que:

2 sin (@) s (t) = /29(1—cos(s(t)))
= 2ygsin ()

ou seja, que s'(t) = ,/g. Logo, s(t) = ,/gt. Assim sendo, podemos definir a
expressao analitica da curva Braquistocrona que resolve o nosso problema, pois respeita
a 12 Propriedade, pela funcao:

c1: [O, l} — R
t — (\/ﬁt — sin (\/Et) , —1 + cos (\/ﬁt))

Com esta definigao ¢; da curva Braquistécrona, o ponto inicial é (0, 0) e a velocidade
inicial é nula como pretendiamos.

Quando um corpo (de massa m) que se desloca sobre uma curva num campo sujeito
apenas a agao da gravidade (partindo da altura 0 e com velocidade nula) temos que:

i=—g&, =dn (t)+ar(t) = —gcos(0) N (t) — gsin (0) T (t)

em que g é a aceleracao da gravidade, €, o vetor unitario segundo o eixo dos yy,
dy (t) a aceleragao normal, N (t) vetor normal unitéario, dr (t) aceleragao tangencial,
T (t)vetor tangente unitario e 6 é o angulo que este ultimo vetor faz com a horizontal.

Vamos agora demonstrar que c; respeita a 22 Propriedade, isto é, que a aceleracao
tangencial dr (t) é, a cada instante ¢, igual ao produto de —gsin () pelo vetor tangente
unitario 7' (t). Um calculo direto revela que:

=g () (10 () —n ().

e
Mas
(sm (Tg>,—cos (Tgt>> = (cos %—Tgt ,—sin(%—#))
_ Vot _ =« Vit _ =«
= \o8({ 72 ,sm<7—5)>
Logo, 0 = @ — 5 e, portanto,
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—gsin () = —gsin (@ — g)
= g¢sin (g — @)
_ Vot
= gcos <T)

0 que, juntamente com confirma que @y (t) = —gsin (0) T (t).

Com base na expressao analitica de c¢; construimos uma simulacdo onde os alunos
podem alterar o raio da particula entre 0 e 0, 2, visualizar a posicao da particula num
dado instante de tempo entre 0 e 1,2 e verificar o tempo exato que a particula leva a

percorrer a cicloide invertida (t = ~1, 00354>. O aspeto visual desta construcao

g9
é igual ao da figura

5.5 O Problema da Braquistocrona e o movimento
sobre o plano inclinado

Nesta seccao vamos comparar o tempo que uma particula demora a percorrer uma
cicloide invertida e um plano inclinado, nas nossas simulagoes, com o tempo previsto
analiticamente.

Para tal fizemos duas construcoes em GeoGebra, com aspeto visual igual, retratadas
na figura [5.8) Nestas simulacoes os estudantes podem comparar o movimento de uma
particula, com forma de bola e de massa 1, que se desloca entre os pontos A = (0, 0) e
B = (m, —2) sobre a cicloide invertida (numa considerando o tempo discreto e na outra
continuo) e sobre um plano inclinado. Os alunos nestas simula¢oes podem constatar
que, realmente, a particula chega mais rapidamente a B = (m, —2) quando se desloca
sobre a cicloide invertida.

As simulacoes do movimento de uma particula sobre a cicloide invertida desta seccao
foi construida da mesma forma da simulagao descrita na seccao Obtivemos a
simulacao do movimento de uma particula sobre o plano inclinado com base nos
apontamentos das aulas da disciplina Métodos Matematicos em Ciéncia [24].

Tendo por base estes apontamentos a equagao da posicao de um corpo de massa 1 que
desliza desde a posicao inicial xy = 0, sem rolar, sem atrito, com velocidade inicial
nula (vy = 0), num plano inclinado que faz um angulo € com a horizontal é dada pela

equacao (5.7).

1
z(t) = §t2g sin 6 (5.7)
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Figura 5.8: Comparagao entre o movimento de uma particula sobre a cicloide invertida
e sobre o plano inclinado.

A construcgao sobre o plano inclinado foi realizada através de uma adaptacao da cons-
trucao fornecida pelo Doutor Joao Nuno Tavares nas aulas de Métodos Matematicos
em Ciéncias & equacgao (5.7)).

Para calcular analiticamente o tempo que uma particula demora a percorrer, de A
para B, uma cicloide invertida e um plano inclinado tivemos em conta |29, Sec¢ao 3.
Segundo o autor o tempo total (¢ (x)) que uma particula demora a se deslocar de A
para B pode ser determinado pelo seguinte integral

1+y2(s)

t(x)=

no qual
s(0) = [ VIF o ©de
0
| Curva \ x \ Y | t(x) | t(x)(simulagdo discreta) |
Cicloide invertida | 6 —sin (0) | —1 4 cos () | 1,00354 10,99, 1]
Plano inclinado T —%x 1,18965 ]1,18; 1,19]

Tabela 5.1: Tempo que uma particula demora a se deslocar de A para B sobre uma
dada curva.
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Com base nestes integrais obtivemos os valores da tabela [5.5] No caso da simulacao
que contém a cicloide invertida em que consideramos o tempo continuo o tempo que
a particula demora a chegar a B ¢ igual ao valor obtido analiticamente, por isso, nao
os diferenciamos na tabela. Tal como era de esperar constatamos que, realmente, a
particula chega mais rapidamente a B = (m, —2) quando se desloca sobre a cicloide
invertida.

Quando comparamos e analisamos o tempo que a particula leva a chegar ao ponto B
obtido analiticamente com o da simulacao da Braquistocrona em que consideramos o
tempo discreto verificamos que:

e no caso da cicloide invertida o tempo da nossa simulacao é ligeiramente inferior;

e no caso do plano inclinado o tempo é igual.

Pensamos que a ligeira diferenca, no caso da cicloide invertida, se deve & discretizagao
do tempo em intervalos de tempo (¢; = 0,01) e aos arredondamentos.
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