CAPITULO VI
TENSOES DE FLEXAO EM VIGAS

6.1. RESUMO DA TEORIA
6.1.1. Introducao

No caso mais geral, uma peca linear pode estar submetida as solicitagdes
indicadas na Fig.6.1, incluindo:

(i) Esfor¢o normal N, que pode ser de trac¢do ou de compressao.

(i) Momento flector M. ou M,,.

(iii) Momento torsor M..

(iv) Esforco transverso V. ou V.

y

Fig.6.1 — Peca linear de secg@o variavel

Os esforgos de solicitagdo podem ser classificados em simples, se actuam
isoladamente, ou compostos, se dois ou mais desses esfor¢os actuam em
simultaneo. Neste tltimo caso, recorre-se frequentemente a aplicagdo do
principio da sobreposi¢do, analisando a accdo de cada uma das
solicitacbes em separado, e adicionando depois os efeitos
correspondentes. Pecas lineares sujeitas predominantemente a esforgos
de flexdo sdo habitualmente designadas por vigas.
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2 Mecdnica dos Materiais e Estruturas Lineares. Teoria e Aplicacoes

6.1.2. Flexdo Pura duma Viga

Uma viga diz-se estar sujeita a uma solicitagdo de flexdo pura numa
determinada por¢do do seu comprimento, quando nessa zona actua
apenas um momento flector (constante!...), Fig.6.2. No desenvolvimento
que se segue adopta-se a convengao de que o momento flector € positivo
sempre que provoca ha viga uma curvatura com a concavidade voltada
para cima. Sendo constante o valor do momento flector, o eixo da viga
toma a forma dum arco de circunferéncia com centro num ponto O do
plano de solicitagao, Fig.6.3.

P P
1 2 ]
v v
> 2 4
<i>{ l—>|
M
A A A A A A A A A
Fig.6.2 - Flexao pura duma Fig.6.3 - Deformagdo duma
viga viga em flexdo pura

Do lado da parte convexa da viga as fibras longitudinais alongam-se, e
do lado da parte concava elas encurtam. Estes dois tipos de fibras sdo
separados por um terceiro conjunto de fibras que conservam o seu
comprimento inicial e constituem a chamada superficie neutra da viga,
que intersecta a secc¢do recta da viga segundo uma recta nn, Fig.6.3, que
¢ 0 eixo neutro da sec¢do. O eixo neutro divide a secgdo recta em duas
partes: uma parte em traccdo (o >0), e outra em compressdo (o <0).
Sobre o eixo neutro a tensdo longitudinal é nula, isto ¢, ¢ =0.

De acordo com a hipotese de Bernoulli, cada secgdo recta roda
relativamente as secgOes vizinhas em torno do eixo neutro de tal modo
que o seu plano passa pelo centro de curvatura O da deformada da viga,
Fig.6.3, sendo o respectivo raio de curvatura dado pela expressao:

1_ M

1_M 6.1
R EI, 6D

Esta equacdo permite determinar o raio de curvatura do eixo da viga
deformada (fibra neutra). A curvatura (1/R) é directamente proporcional
ao momento flector M, e inversamente proporcional a quantidade EZ,
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Capitulo VI - Tensoes de Flexdo em Vigas 3

habitualmente designada por "rigidez a flexdo" da viga. E a tensdo
correspondente € dada pela expressao seguinte:

My

; (6.2)

o=
z

A distribui¢ao das tensdes na sec¢do da viga deve ser compativel com a
condi¢do inicial de flexdo no plano yz, pelo que o momento flector M,
associado a tal distribuicdo deve ser nulo, isto é:

ozdd=L[ yzda=0 (6.3)
[ozaa=7],

A condigdo J‘Aaszzo somente sera satisfeita se os eixos Gy ¢ Gz

forem eixos principais centrais de inércia da secgio.

6.1.3. Vigas Compostas de Varios Materiais

Frequentemente surgem aplicagdes em que uma viga € constituida por
dois ou mais materiais diferentes, Fig.6.4. Para um plano de solicitaciao
vertical, a posi¢cdo do eixo neutro nn da sec¢do composta ¢ definida pelas
seguintes expressoes:

o = E,4ydy)
VB A + Eq A,
e = — E4d,,
)=

E\A + E) 4,

e as tensoes:

M Ey
oj=——""—
E\l +EyI, (6.4)
Fig.6.4 — Secgdo composta o= — M E,y
T Bl +E],

onde y é a distancia ao eixo neutro da viga composta. As expressdes
anteriores para determinar a posicao do eixo neutro e para o calculo das
tensOes podem ser generalizadas ao caso de uma viga composta de n
materiais diferentes, assumindo entdo as formas seguintes:
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Jj=n
D EAd;
_j=2

ME;y
L _
D Ei4;
=

Jj=n
Z}E A
J=

Numa situacdo conforme a que ¢ ilustrada na Fig. 6.5(a), um método
alternativo muito expedito consiste em substituir a sec¢do real composta
por uma secgdo equivalente tinica dum mesmo material (material £, por
exemplo, ou qualquer outro E, que se tome por referéncia), conforme
ilustrado na Fig. 6.5(b), em que E\> E,> E3> Ey:

e e o;=—

(6.5)

Er
«——B—»] b —»
E
E, by
E5 by
Ey by
(a) (®)

Fig.6.5-Seccdo equivalente duma sec¢do composta

Uma vez obtida a secgdo recta equivalente, o problema fica reduzido a
flexdo duma viga de um Unico material. A tensdo num ponto qualquer a
distdincia y do eixo neutro (da seccdo equivalente...) calcula-se
utilizando a expressdo habitual:
of = My (6.7)
1

onde / ¢ o momento de inércia da sec¢do equivalente, relativamente ao
respectivo eixo neutro. A equacdo (6.7) da, naturalmente, as tensdes para
a sec¢do equivalente no material de referéncia. Para obter as tensdes
reais o; em cada um dos materiais, aquelas tensdes devem ser
multiplicadas pelo factor E/E..
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Capitulo VI - Tensoes de Flexdo em Vigas 5

O caso particular das vigas em betdo armado é um exemplo importante
de vigas compostas de dois materiais, Fig.6.7(a), em que, devido a muito
fraca resisténcia do betdo a traccdo, admite-se que a totalidade do
esforco de traccdo (T) € suportado pelos vardes de aco, sendo a
totalidade do esfor¢o de compressao (C) absorvido pelo betdao Fig.6.7(b).
Do ponto de vista pratico, para efeitos de determinagdo da secgdo
equivalente, isto equivale a considerar apenas a area de betdo acima do
eixo neutro.

«—bH—»

d
i— 1o-eo-0-0| -

(a) ®) (©)

Para obter a sec¢dao equivalente em betdo, a area total 4, dos vardes de
aco ¢ substituida por uma area equivalente n4,, onde n ¢ a relagdo E /E,
entre os modulos de elasticidade do ago e do betdo, Fig.6.7(c). A posigdo
do eixo neutro € definida pela distdncia (a) medida a partir da face
superior da secc¢ao:

\/ 2bdnd,, +(nA, )2 —n4,
a=
b

(6.8)

Esta distancia (a) determina, também, a por¢ao da seccdo recta da viga
de betdo que é efectivamente utilizada.

6.1.4. Flexao Desviada

No caso de uma viga de secgdo simples, quando o plano de solicita¢do
contém o eixo da viga, mas ndo inclui nenhum dos eixos principais de
inércia da secgdo recta, a flexdo denomina-se "flexdo desviada". E o caso
representado na Fig.6.8. Designando por M, e M. as componentes do
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6 Mecdnica dos Materiais e Estruturas Lineares. Teoria e Aplicacoes

momento flector global M, segundo os dois eixos principais centrais de
inércia da seccdo, Fig.6.8, obtém-se:

M,=M cos(a) e M ,=M sen(a) (6.9)

onde « € o angulo de inclinagdo do plano
de solicitacdo relativamente ao plano
principal de inércia Gy. A tensdo ¢ num
ponto genérico P de coordenadas P(y,z),
Fig.6.8, obtém-se adicionando algébrica-
mente as tensdes produzidas por cada
uma das duas flexdes planas:

M,z
-2
: g (6.10)
_ M(— ycos() Lz Sen(a)j
Fig.6.8 - Flexdo desviada I [y

A posigdo do eixo neutro nn é determinada a partir da condicao:

te(f) =2~ zg(a)j—z 6.11)
y

onde /3 ¢ o0 angulo que o eixo neutro faz com o eixo dos zz.

6.1.6. Flexao Combinada com Esfor¢co Normal

Uma situagdo frequente em que existe simultaneamente uma solicitagdo
de flexdo e um esfor¢o normal corresponde a actuagdo duma forca
paralela ao eixo da viga, mas excéntrica, Fig.6.9. Conforme a linha de
accdo da forga estiver ou ndo contida num plano principal de inércia da
seccdo recta, assim se tera flexdo plana ou flexao desviada.

A tensdo o num ponto genérico P da seccdo, de coordenadas P(y,z),
calcula-se por aplicagdo do principio da sobreposicao de esforgos:
N M M,z N N Nb
O-:___Zy+_y:_+ﬂ+—y

A I I, A4 I I,

(6.12)
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Capitulo VI - Tensoes de Flexdo em Vigas 7

em que A4 ¢ a area da seccdo recta, N a forca axial aplicada e

M.=—Na e M,=Nb (6.13)

M,=Nxb

Fig.6.9 - Flexdo combinada com esfor¢o normal

sendo a e b as coordenadas do ponto de aplicagdo da forca normal N. No
caso particular em que a=0 ou b=0, estd-se naturalmente em presenca
duma situagdo correspondente a um estado de flexdo plana.

6.1.6. Flexao Combinada com Tor¢ao

No projecto de estruturas e oOrgdos de maquinas ¢é frequente o
aparecimento simultdneo de flexd3o e tor¢do na mesma pega,
designadamente nos veios de transmissao de poténcia. Normalmente,
sobrepde-se ainda um esfor¢o cortante, cujos efeitos serdo analisados
mais adiante, no paragrafo §6.1.7.

A. Viga de Secc¢ao Circular

Considere-se um veio cilindrico de sec¢do circular com raio R, Fig.6.10,
sobre o qual actuam os esforgos M,, M, e M.. Trata-se, portanto, de um
momento torsor M,, € de duas componentes de momento flector M, e M..
Em relagdo a flexdo, a correspondente distribui¢do de tensdes normais ¢é
definida pela equacdo (6.10) que, no caso particular duma secgdo
circular (/, = I.), se pode escrever:

 Myz-M.y

o=t (6.14)

z
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8 Mecdnica dos Materiais e Estruturas Lineares. Teoria e Aplicacoes

O eixo neutro nn tem a orientagdo do momento flector resultante My, ¢ os
pontos criticos a flexdo (onde a tensdo normal ¢ maxima) sdo os pontos
H e K, com valores o(H) = - My X R/, e o(K) = M; X R/,
respectivamente, Fig.6.10(b).

(©)

FLEXAO TORCAO

Fig.6.10 - Flexdo combinada com tor¢ao (seccao circular)

Em resultado do momento torsor M,, a distribui¢do das tensdes de corte ¢
também linear, conforme o esquema ilustrado na Fig.6.10(c). Como os
pontos H e K sdo pontos da periferia da secg¢do, também sdo pontos
criticos em relagdo a tor¢cdo. O valor da tensdo de corte na periferia &
dado por T = M, X R/I..

Nos pontos da periferia, o estado de tensdo apresenta apenas duas
componentes nao nulas, o (paralelamente ao eixo do veio), ¢ 7 (na
direcgdo circunferencial), conforme o esquema da Fig.6.11.

M;
T T _4+—
o
XF‘?_H»F-R |_T4$_K»%>—>x

Fig.6.11 - Estado de tensdo nos pontos criticos H e K

Trata-se dum estado plano de tensdo, em que a determinagdo dos
respectivos  valores caracteristicos (tensdes principais, direcgdes
principais de tensdo, tensdes tangenciais maximas, etc.) pode ser feita
recorrendo, por exemplo, ao tracado do circulo de Mohr. Na Fig.6.12 ¢
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Capitulo VI - Tensoes de Flexdo em Vigas 9

apresentada a construgdo do

N R circulo de Mohr para os
- — Y pontos H e K. Em ambos os
Fmax r\ / 4 T pontos a tensdo tangencial
"B AC‘ yAhTBQ‘ 'C‘ A 7 maxima é.a mesma € tem o

NG o valor seguinte:

(Ponto H) (Ponto K) 5

. - 2
Fig.6.12 - Construgio dos circulos de Tmax = (0/2) +7 (6.15)
Mohr nos pontos H e K

B. Viga de Seccao Rectangular

No caso duma secgdo rectangular, Fig.6.13, os pontos criticos a flexdo
sdo os pontos C, mais afastados relativamente ao eixo neutro nn. Os
pontos criticos a tor¢do ja sdo os pontos A, sendo nulas as tensdes de
corte em C. Ha ainda a considerar os pontos B, onde existem tensdes
normais ¢ tensoes de corte. Assim, nos pontos A, tem-se:

oM M
Oa=—2 € Tp=a—> (6.16)
X b%h b%h
B C Nos pontos B, tem-se:
n
\'\ 6M M
N Oop=——72 g=f— (6.17)
N bh2 b2h
Al o A .
z= oM h Os valores dos coeficientes a e 8 que
Y figuram nas expressdes anteriores sao
i, dados na tabela apresentada no paragrafo
v §6.6.3, em fungdo da relacdo b/h.
C| B
b Nos pontos C, a tensdo de corte ¢ nula
(por se tratar de um canto da secgdo...),
Fig.6.13 - Flexdo combinada sendo a tensdo normal ai dada pela
com tor¢ao expressao seguinte:
b2h  bh?

(6.18)
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10 Mecanica dos Materiais e Estruturas Lineares. Teoria e Aplicagoes

Finalmente, havera que determinar em qual daqueles pontos ocorre a
combinacdo de tensdes mais desfavoravel, segundo um critério de
resisténcia apropriado.

6.1.7. Flexao Combinada com Esforco de Corte

No caso mais geral de solicitagdo por forgas perpendiculares ao eixo da
viga, o esfor¢o cortante ndo serd nulo e, consequentemente, existirdo
também tensdes de corte. Esta situacdo acontece sempre que a viga esta
sujeita a um momento flector variavel ao longo do respectivo eixo, ¢ é
habitualmente designada pelo nome de flexdo simples, para a distinguir
do caso de flexdo pura provocada por um momento flector constante.

As tensdes normais o provocadas pelo momento flector sdo calculadas
utilizando as expressoes deduzidas para a flexdo pura, isto é:

My

: (6.19)

o=
z

Quanto ao esforgo de corte, este esta relacionado com o momento flector
através da equacao seguinte:

y=_aM (6.20)

As tensoes de corte associadas ao esfor¢o transverso V' sdo:

y
) Pty =T (6.21)
________ AN )
pT I ) Onde
z - & _ y
S Alpd
¢ 0o momento estatico da area A,

acima da cota y, relativamente ao
Fig.6.14 — Momento estatico S eixo neutro (Fig.6.14).
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Capitulo VI - Tensoes de Flexdo em Vigas 11

A equacdo (6.21), formula de Jouravski, permite calcular a distribui¢do
das tensdes de corte 7,, ao longo da seccdo transversal da viga,
directamente a partir das caracteristicas geométricas da secgdo. A
quantidade:

S
R= Tyxb = ]_ (622)
tem as dimensdes de uma forga por unidade de comprimento na direc¢ao
do eixo da viga e ¢ habitualmente designada por esfor¢co de corte por

unidade de comprimento, ou simplesmente esfor¢o rasante.

P Este conceito de esfor¢o rasante pode
l facilmente por-se em evidéncia
considerando o exemplo ilustrado na
Fig.6.15(a), que representa uma viga
simplesmente apoiada solicitada por
uma for¢a concentrada aplicada na
sec¢do central. S3o as tensdes de
corte associadas ao esfor¢co rasante

) "7 que impedem que os dois elementos
deslizem um sobre o outro, conforme
Fig.6.15 - Esforgo rasante representado na Fig.6.15(b).

A. Viga de Secciio Recta Rectangular

Considere-se uma viga de seccdo rectangular de dimensdes bxh,
Fig.6.16.

y y
A A
N S
fAaalaala o A A
A o R
B I M (VI BT L D
= n n M l | Ji o n n
M+dM
A 4 I I v
b BN b
Fig.6.16 - Viga de seccdo recta Fig.6.17 - Distribuicdo das
rectangular tensoes de corte T

Para o ponto genérico A a cota y, Fig.6.17, tem-se:
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12 Mecanica dos Materiais e Estruturas Lineares. Teoria e Aplicagoes

h/2+y:é h?

h
§S=Qys;=b(——y)——— 6.23
Yo =bC=y——=2C %) (6.23)
Por outro lado, para uma secc¢do rectangular tem-se:
bh3
I, =— 6.24
2= (6.24)

Donde, substituindo na equagao (6.21):

2
r= 3 1— 2y (6.25)
2bh h
A distribuigdo 7 = 7(y) é portanto uma parabola, Fig.6.17, cujo vértice
esta sobre o eixo neutro (y=0) e corresponde a tensdo maxima:

3y

T ==~ 6.26
max 2bh ( )

B. Viga de Secc¢io Recta Circular

No caso duma viga de sec¢do circular de raio R, Fig.6.18(a), a aplicacdo
da equacdo geral (6.21) conduz a uma distribuicao das tensdes de corte
conforme representado na Fig.6.18(b):

_ 47 2 4 [ 2]
Ty =Ty =3 — o €08 (@) =3 — 1-(y/R) (6.27)

y y
A A

b, Tmax
Tz bl

2 |
wi—pml JX\\,\
- - ”" yt { (6] 73 9’ \ .

(@) (®)

Fig.6.18 - Distribuigdo das tensdes de corte
numa seccao circular
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Capitulo VI - Tensoes de Flexdo em Vigas 13

A tensdo de corte maxima t,,, ocorre para y=0 (ou a=0), isto &, nos
pontos extremos do eixo neutro:

(6.28)

Tmax

4 Vv
37 R2

C. Viga de Seccao Tubular Aberta

A formula de Jouravski (6.21) pode também ser utilizada para obter a
distribuicdo das tensdes de corte devidas ao esfor¢o transverso V em
vigas de paredes finas e sec¢Oes abertas.

Na Fig.6.19(a) esta representada a seccdo duma viga de parede fina e
seccdo aberta (seccdo tubular aberta), cuja espessura e pode variar ao
longo da linha média da sec¢do. Um ponto qualquer sobre a linha média
ficara identificado pelo comprimento de arco s medido a partir da
extremidade A. A espessura e pode variar com s. O esfor¢o rasante
correspondente, tal como foi definido no paragrafo §6.7.1, ¢ dado pela
seguinte expressao:

r=VS (6.29)

[Z

onde S é o momento estatico em relagdo ao eixo neutro Gz da area
tracejada na Fig.6.19(a):

S= j 0 v(s) e(s) ds (6.30)
_____ A A
B"‘i:"B
< A .
M l ‘ M+)dM
x ax |
(@) > ®)

Fig.6.19 - Viga de sec¢do tubular aberta
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14 Mecanica dos Materiais e Estruturas Lineares. Teoria e Aplicagoes

onde S ¢ o momento estatico em relacdo ao eixo neutro Gz da area em
tonalidade mais escura na Fig.6.19(a):

S = j " )(s) e(s) ds (6.31)

e s representa o comprimento do arco corrente entre os pontos A e B.
Embora aproximada, a expressao (6.31) produz resultados razoavelmente
precisos, especialmente nos casos em que os valores da espessura de
parede e sdo pequenos em comparacdo com o perimetro da secgao.

Admitindo agora que as tensdes 7 associadas ao esforgo rasante (6.29),
na sec¢ao BBB'B', se distribuem uniformemente ao longo da espessura e,
pode escrever-se:

=— 6.32
o (632)

R_VS
e

As tensdes rasantes que actuam na face BBB'B' sdo acompanhadas de
tensOes de corte iguais (7), que actuam no plano da seccdo recta segundo
a direccao da tangente a linha média, Fig.6.20.

B dx
e
B T

\

Fig.6.20 - Tensoes de corte e tensdes rasantes

Verifica-se portanto que a formula de Jouravski (6.21) pode ainda ser
utilizada para calcular as tensdes tangenciais numa seccdo paralela ao
eixo da viga, mas ndo necessariamente paralela ao eixo neutro da
respectiva seccdo recta. Neste caso, 0 momento estatico S serd ainda o
momento da 4rea da seccdo recta delimitada por aquela seccdo
longitudinal em relagdo ao eixo neutro ¢ a largura b sera a espessura e do
perfil no ponto em causa.

Analise-se, a titulo de exemplo, o caso dum perfil em U, Fig.6.21. Seja /#’
a altura da viga medida entre as linhas médias das abas, b’ a largura
dessas abas medida até & meia espessura da alma, e a espessura
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Capitulo VI - Tensoes de Flexdo em Vigas 15

constante das abas e a a espessura também constante da alma. Ao aplicar
a equagdo (6.32) aos pontos das abas, Fig.6.21(a), considera-se a
espessura da aba (e) e as tensdes de corte sdo horizontais (z,.), nos
pontos da alma, Fig.6.21(b), j4 a espessura a considerar é a espessura da
alma (a), e as tensdes tangenciais sdo verticais ().

A intensidade da tensdo de corte 7, no ponto B da aba superior a
distancia u do bordo livre A ¢ dada pela expressao seguinte:
. VS Vul
¥oel, 21

z

(6.33)

donde se conclui que as tensoes 7., crescem linearmente com a distancia
ao bordo A, atingindo o valor maximo no ponto de ligagdo com a alma,
isto é:

Vbh'

max(aba) = ¥ (634)

T

ol

Fig.6.21 - Flexdo com corte em Fig.6.22 - Tensdes de corte em
perfil U perfil U

Na aba inferior a distribuicdo das tensoes 7., ¢ idéntica, havendo apenas
uma inversdo do respectivo sentido, conforme ilustrado na Fig.6.22. Em
valor absoluto, a resultante das forcas de corte em cada uma das abas ¢é,
portanto:

Tmax(aba)e b _ Ve b'z n
2 471,

F= (6.35)
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No ponto genérico C da alma, Fig.6.21(b), a distancia y do eixo neutro, o
momento estatico da area da secgdo acima desse ponto €:

S=a(i/2—y)t 2ty beh (6.36)
2 2
donde:
v h? o1 Vbeh
- 1-Qy/h)? |+ 6.37
e GO e (637)

z

A variagdo da tensdo 7, ao longo da altura da alma ¢ entdo parabolica,
conforme representado na Fig.6.22. A tensdo tangencial maxima ocorre
nos pontos ao nivel do eixo neutro, isto € para y = 0:

Vi Vbeh
max(alma) :8—1 2al

T

(6.38)

Tendo em conta que a area dum segmento de parabola ¢é igual a 2/3 da
area do rectangulo circunscrito, ¢ facil calcular a area do diagrama abcd
(Fig.6.22) que, multiplicada por a, da a resultante das tensdes de corte na
alma da viga, isto é:

Vah® . Vb'eh?

! 6.39
121, 21, ( )
Por outro lado, o momento de inércia 7, da secgdo total é dado por:
ah® b'eh”
I =—t— 6.40
Rt > (6.40)
Donde:
F'=V (6.41)

Isto é, a alma duma viga em U suporta integralmente o esforco
transverso. Alias isso deriva directamente do facto de que as resultantes
dos esforgos tangenciais nas abas sdo horizontais.

6.1.8. Centro de Corte ou Centro de Torcao

Sempre que a solicitacdo de flexdo ¢ acompanhada dum esforgo de corte,
a posicdo do plano de solicitagdo ndo ¢ indiferente, uma vez que o seu
deslocamento faz variar a distancia das forgas exteriores ao eixo da viga,
introduzindo deste modo um determinado momento de tor¢do, Fig. 6.23.
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Fig.6.23 — Posicao do plano de solicitagdo e tor¢ao

Se a secgdo recta da viga € simétrica relativamente a um dos eixos
principais centrais de inércia, e se o plano de solicitacdo contém esse
eixo, Fig.6.24(a), por razdes de simetria, cada sec¢do roda em torno
do eixo neutro perpendicular ao eixo de simetria, ¢ a viga deforma-se
sem tor¢do. Ja no caso da secgdo representada na Fig.6.24(b), em que o
eixo principal central de inércia ss ndo € eixo de simetria, verifica-se um
fendomeno secundario de tor¢do da pega.

I (a) (b)
S

Fig.6.24 - Simetria do plano de solicitagdo

Tal efeito de torcdo pode eliminar-se deslocando o plano de solicitagdo
de uma distancia d em relacdo ao centro e gravidade G da area da secc¢do
recta da pega, de tal modo que o produto Vxd seja igual e de sinal
contrario a0 momento de tor¢do associado a distribui¢do das forgas de
corte na sec¢do da viga. O ponto O, Fig 6.23, é o centro de corte ou
centro de tor¢do da secgao.

Este fenomeno pode ser claramente posto em evidéncia através duma
analise mais aprofundada do comportamento a flexdo duma viga de
seccdo em U, conforme representada na Fig.6.25, simétrica em relagao
ao eixo principal Gz mas assimétrica relativamente ao eixo principal Gy.
De acordo com os resultados estabelecidos no paragrafo anterior, as
resultantes das tensdes de corte nos trés rectangulos que constituem a
seccdo sdo as forcas F, -F e V representadas na figura, onde:
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V2 1
F= VbTel (6.42)
41,
As forcas F' que actuam nas abas da seccdo recta formam um binério
cujo momento ¢ dado por:

|2 |2
Fa= VPl (6.43)
41,
y O sistema constituido pelas trés forgas F,
4 -F e V pode ser substituido por uma
Vf 74 F resultante unica vertical de amplitude V,
| k) deslocada para a esquerda de uma
d distancia d, de tal modo que:
:4—>
45T s 4 Vd=Fn (6.44)
el donde:
?‘ A I g
Fh' _ b*eh”
Fig.6.25- Centro de torgdo d= 7 = YA (6.45)
dum perfil U z

Essa resultante vertical esta representada a tracejado na Fig.6.25, ¢ a
respectiva linha de acgdo intersecta o eixo neutro no ponto O. Isto
significa que para produzir na viga um estado de flexdo simples tendo
por eixo neutro o eixo Gz, as forgas exteriores aplicadas devem estar
contidas no plano vertical que passa pelo ponto O. Este ponto é o
chamado centro de corte ou centro de tor¢do da secgao.

Sempre que o plano de solicitacdo ndo passa pelo centro de tor¢do, as
tensOes de corte associadas ao esforgo transverso havera que sobrepor as
tensdes de corte associadas a tor¢do produzida por um momento torsor
igual ao produto (¥/xd) do esforco transverso pela distancia do plano de
solicita¢do ao centro de torgdo.

6.1.9. Flexao de Barras Curvas

As pecas curvas sdo elementos estruturais importantes, frequentemente
sujeitos a esforcos de flexdo. Como exemplos tipicos poderdo citar-se os
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ganchos de aparelhagem de elevagdo, olhais, discos, grampos, molas
curva, elos de correntes, arcos, etc.. Nos casos em que o raio de
curvatura inicial da barra é muito maior do que a altura da secgdo recta,
as equagoes deduzidas para as barras rectilineas poderdo ser utilizadas
para obter uma solugdo aproximada do problema. Nos outros casos,
deverdo ser utilizadas as equacdes exactas da teoria da elasticidade ou,
em alternativa, recorrer a formula de Winkler (ver a deducdo no
problema 6.2.12a):

My  M@F-R)
Ae(R,-y) Aer

(6.46)

onde M é o momento flector, 4 € a area da sec¢ao transversal, R, € o raio
de curvatura da linha neutra, y é a distancia duma fibra genérica a linha
neutra ¢ e ¢ a distanciado eixo neutro a linha média (baricéntrica) da
seccdo, conforme representado na Fig.6.26.

Fig.6.26 - Flexdo pura duma barra curva

O eixo neutro situa-se sempre entre o baricentro da secg¢do e o centro de
curvatura da viga, ficando definido pela expressdo seguinte:

R (6.47)

n
14
Ar

A equagdo (6.46) mostra que a distribuicdo das tensdes de flexao ja nao é
linear, como no caso duma viga rectilinea, mas segue antes uma lei de
distribuicdo hiperbolica, conforme ilustrado na Fig.6.27.
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As tensdes maximas de traccdo e de compressdo ocorrem nas fibras
extremas. Designando por 4, e &, as distancias (em valor absoluto) do
eixo neutro as fibras extremas interior e exterior, de raios R, ¢ R,,
respectivamente, obtém-se:

My M h,
- (5] oz
AeR, AeR,

o = (6.48)

Fig.6.27 - Distribuicdo das tensdes de flexdo numa
barra curva

Numa situagdo em que, simultaneamente com a solicitacdo de flexdo M,
existe um esfor¢o normal P, a tensdo dada pela equacdo (6.46) devera ser
adicionada a tensdo normal produzida pela forga P, isto €:

goP_ My (6.49)
A Ae(R,-y)

No caso de existir um esfor¢co de corte V' no plano da secgdo recta,
admite-se que as tensdes de corte correspondentes, 7,4 se distribuem
sobre a sec¢do do mesmo modo que no caso duma viga rectilinea.

A variacao de curvatura da superficie neutra provocada pelo momento
flector M ¢é dada pela seguinte expressao:

1 1 M

R R, EdeR,

n

(6.50)

Para dedugdo da equagdo anterior, ver a resolugdo do problema 6.2.125.
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6.2. PROBLEMAS RESOLVIDOS
PROBLEMA - 6.2.1.

Considere uma viga em ago (E=200 GPa, v=0,3) de seccdo circular (didmetro
d), conforme representado na figura, sujeita a um esfor¢o de flexdo pura no
troco central DE.

p p
\4 D

N B

E ¥
R A a

Tomando a = 350 mm, [ = 1500 mm, d =250 mm e P =12 ton, determine:

a)- O valor maximo da tensdo de flexdo na viga.

b)- A deflex@o 6 do eixo da viga na sec¢do média C.

RESOLUCAO:

a)-Tensao de Flexio na Viga

O momento de flexdo no troco DE ¢
constante e igual a (em valor
absoluto):

M =Pxa=42tonxm

Por outro lado, tem-se:

Mx4
o, = 2
max I
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Mas:
axd? 4 4
1= =1,92x10" m
64
Donde:
_32xM
Omax = 7[><d3
ou seja, substituindo M e d pelos respectivos valores:
32x42x10°
ax = = 27,38 MPa
7%x0,25

b)-Deflexio & na Seccao Média (C)

O raio de curvatura do eixo da viga ¢ dado pela expressao seguinte:
1 M
R EI

Ou seja, substituindo pelos respectivos valores numéricos:

1 42x10°
R 200x10° x1,92x107*

=1,094x107> m™!

Donde:
R=91429m

Por outro lado, do esbogo na figura anterior, pode deduzir-se:

5 = R(1—cos8)=914,29x| 1 - cos| arcsen 075 _11_0,000308m
914,29

ou seja:
6 =0,308mm

PROBLEMA - 6.2.2.

Calcule a tensdao de flexdo maxima produzida num arame de aco (E=200GPa,
v=0,3) de 1,00 mm de didmetro, quando este ¢ enrolado sobre um tambor
cilindrico circular de 500 mm de didmetro.

RESOLUCAO:

A situagdo ¢ conforme esquematicamente ilustrado na figura a seguir.
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d=1mm R =250 mm A deformacao num ponto da seccio
a distancia y do eixo neutro ¢ dado
pela expressdo seguinte:

e=-2
R
Mas, pela lei de Hooke, tem-se:
E
c=-2Y
R
Donde a tensdo maxima, para y = d/2:
o Exd
2R
Ou seja, substituindo para os valores de E, d ¢ R:
9 -3
_ 200x10” x0,5%10 — 400 MPa

Gmax 0 25

PROBLEMA - 6.2.3.

Pretende-se dimensionar uma viga de ferro fundido, para trabalhar a flexdo, com
uma sec¢ao em T, conforme ilustrado na figura a seguir:

Admitindo que, para o material em causa, a tenso
admissivel a trac¢do (07=30MPa) ¢ metade da tensdo
admissivel a compressdo (o,.=60MPa), determine:

%‘

. 250mm |
a)- A espessura ¢ da “alma” da viga, por forma a que

sejam atingidos os dois valores limites em ambas

as faces da viga. v
b)- O momento flector correspondente. 50mm ]
RESOLUCAO: [ 150mm =

a)-Calculo da espessura da “alma” da viga

A tensdo num ponto a distdncia y do eixo neutro da sec¢do ¢ dado pela
expressao habitual:
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_M><y
1

Para calcular o valor do momento de inércia (/) da seccdo, comece-se por
determinar a posi¢ao do centro de gravidade (G) da secgdo da viga:

Tomando os momentos estaticos das areas (1) e
(2) representadas na figura ao lado, relativamente
a base da seccdo, obtém-se:

(250 x£)x (125+50)+ (50x150)x 25

=(250x 1 +50x150)x y,
donde:
43750x¢+187500 175x¢+750
Yy = = (a)
250x¢+7500 t+30
Da figura atras, tira-se:
125 x¢ +8250
P =300—y, =—— (b)
t+30

Agora, da condigdo:
|Gy=y1 | =2x |Gy=y2 |
resulta:

|M><y1|:2|M><y2|
T

Donde:

n _125x0+8250
¥y 175%1+750

Ou seja, a espessura da a/ma da viga devera ser:
t=30mm
Substituindo nas expressodes (@) e (b) acima, obtém-se, ainda:

y1 =200 mm e ¥, =100 mm

b)-Calculo do Momento de Flexio
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Para calcular o momento flector correspondente, basta considerar a equagdo
para a tensdo de flexdo:

‘ _ M xy,
max I
Resolvendo em ordem a M, obtém-se:
A = Fmax 1 ©)
N
Onde:
O ax = 60 MPa

1 =200mm=0,2m
Quanto ao momento de inércia (/) da secgdo, tem-se:
I=1+1,
Onde (teorema de Steiner):

I = (11)61 + Ay x (o,
1x250°

) +(250 % £)x 75>

d =175

‘f

e, igualmente:

' 0 Q

=39x10° +42x10° =81x10® mm*

1= (12)02 + 4y x(dy

3
> _ 130307 | (150 50)x 752

¢ d,=7
=

=1.56x10% +42x10° = 43,5x10® mm*

Donde:
1=1245x10%mm* =124,5x10°m*

Entdo, substituindo em (c¢):
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Iy 60x10°x124,5x107°

=372Nxm
0.2

PROBLEMA - 6.2.4.

Considere a viga de secgdo uniforme representada na figura e carregada da
forma indicada. Identifique as sec¢des criticas em termos das tensdes de corte,
associadas ao esforgo transverso, e das tensoes de flexao.

2t
2t/m

Yvvvvyvvvvvey Y
L iy

D

A B C
L*lm »FZm 44472m 44
RESOLUCAO:

As tensdes de corte e de flexdo maximas estdo associadas ao esforgo transverso
e ao momento flector, respectivamente, em cada secgdo transversal da viga. A
sua localizacdo obtém-se a partir da analise dos respectivos diagramas.

Comeca-se por calcular as reac¢des nos apoios:

VA
1 0 =—60kN
1

«1.5m—»

1 g, =—20kNxm™ l, 20 kN
—> X
A B A c D
R, R

Tomando momentos em C, por exemplo, a condi¢do de equilibrio das forgas
exteriores implica que seja M =0, isto ¢é:

—2xRg+1,5x60-2x20=0
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onde O = 60 kN ¢ a resultante equivalente a distribui¢ao uniforme g,=10kN/m no
intervalo A-C. Da equagdo anterior, resulta:

Ry =25kN

Por outro lado, a mesma condi¢cdo de equilibrio exige que seja também
ZF =0, isto é:
Ry +R-—-60-20=0
Donde:
Rc=55kN

Diagramas dos Esforcos Transversos e dos Momentos Flectores
(i)-Entre A e B, isto é para 0 < x < 1m, tem-se:
Viiy = —qox = +20x (a)
2

X
My =g, =105 ®)

(ii)-Entre B e C, isto ¢ para 1m <x < 3m, tem-se:

Viiiy = —GoX — Rp =20x =25 (©)
x2
M, :q07+RB(x—l)=—10x2+25x—25 @

(#ii)-Entre C e D, isto é para 3m < x < 5m, tem-se:

Viiity = —Rp-0- Re =25+ 60-55=-20 (e)
M ity = Rg(x=1)+ O (x=1.5)+ R (x —3)=20x-100 )

Os diagramas V' e M sdo, portanto, conforme representado nas figuras a seguir.
Assim, para os esforgos transversos tem-se:
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rt v =435
Ve =420
A B C D
vy =-5
v =20 Vp =20

e, para os momentos flectores:

Da analise dos diagramas supra, pode concluir-se que a sec¢do C é aquela onde
ocorrem simultancamente os valores maximos do esfor¢o transverso e¢ do
momento flector.

PROBLEMA - 6.2.6.

Uma viga em madeira (E,=10GPa), de seccdo «120mm —»!
rectangular com largura 120mm e altura 180mm, ¢é
refor¢ada por uma barra de ago (E,=200GPa) de
sec¢do também rectangular de 30mm de largura e
15mm de espessura. Determine os valores das 180mm
tens0es maximas em cada um dos elementos,
quando ao conjunto ¢ aplicado um momento de
flexdo M = 8kNxm.

v
15mm

30mm

RESOLUCAO:
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Trata-se duma sec¢do composta de duas partes 4, e 4,, em que a posicao do eixo
neutro fica definida pela cota e; (ou pela cota e;), cujo valor se pode calcular
com base na figura a seguir:

E, =10GPa; E,=200GPa; M =8kNxm

o = E) 4,dy»
' E\ A +E, A,
9 -6 -3
_ 2009><10 ><30><125><10 ><9Z.5><10 4=2.87><10_2m
10x10” x2.16x107° +200%x10” x4.5x10~
e = — E\Ad,,
y =
9 -6 -3
__ 10><910 ><120><1$§0><10 ><997.5><10 4=—6.88><10_2m
10x10” x2.16x107° +200%x10" x4.5x10™
le—120—>]
A M
T Donde:
Vi
50 G, l y; =¢ +90=118,68 mm
PO | _}{f?_T _____ .
d, * Yy =e,—1,5=-76,32mm
é V2
1577 (2) v
<o

Por outro lado, os momentos de inércia I; e I, calculam-se, recorrendo ao
teorema de Steiner, através das seguintes expressoes:

3 3
I = L Aef = 012> 018 L 6 12%0,18x 2,877 x107*
12 12
=7,61x107> m*
3 3
=t g2 JBO3X00LS s 0.015% 6,882 x107*
12 12
=2,14x10"% m*

Entao:
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), —- MEy, 8x10° x10x10° x118,68x 10~
! Edy+Ey,  10x10° x7,61x107° +200x10° x2,14x107°
=—7,99 MPa
o), MEws 8x10°x200x10° x (- 76,32x107%)
! EL+E,  10x10°x7,61x107 +200x10° x2,14x107°
=102,73 MPa

Método alternativo:

Em alternativa a metodologia geral que foi utilizada atras, este problema podera
resolver-se recorrendo ao método da sec¢do equivalente. Tome-se a madeira,
por exemplo, como material de referéncia. Pode, entdo, escrever-se:

E 200
by=" b=

m

x30=600mm

A secgdo equivalente €, portanto, conforme representado na figura a seguir, a
partir da qual se pode calcular directamente a posi¢do do respectivo centro de
gravidade.

120>
A
Y1 . G, 180
4 * G i
2 v G, 15
4
< b, =600

Assim, tomando os momentos estaticos das areas A1 e A2 relativamente a linha
de base da sec¢do, obtém-se:

A x(90+15)+ Ay x7,5=(4; + 4y) x y,
ou seja:
21600 x 105 + 9000 x 7,5 = 30600 x y,

donde:

J. F. Silva Gomes, FEUP - Porto, 2009



Capitulo VI - Tensoes de Flexdo em Vigas 31

¥y, =76,32mm
A distancia y, tira-se agora facilmente:
v =(180+15)—y, =118,68mm

Para calcular as tensdes, precisa-se agora de calcular o momento de inércia (/)
da secgdo equivalente, em rela¢do ao eixo neutro (baricéntrico):

Onde I, e I, sio os momentos de inércia de cada uma das areas A, ¢ A,,
respectivamente, em relagdo ao mesmo eixo neutro. Utilizando o teorema de
Steiner, pode escrever-se, sucessivamente:

Cbyxh 120 x180°
] 12

I +bhy x (GG, ) = +120x180x (118,68 —90)*

=7,61x10"mm* =76,1x10"%m*

3 3
/- % +byly (GG, ] = % £600x15% (76,32 -7,5)?

=4,28x10"mm* =42,8x10 % m*
Entao:
1=761x107°+428x107° =118,9x10°m*
E as tensdes na sec¢do equivalente:

My, _ 8x10°x0,11868

of=——-+= ———————=-7,99MPa
1 118,9x10~
3 —
of =_My2 =_8><10 x( 0,076632) — 45.14MPa
1 1189x10~

Finalmente, passa-se para as tensdes na viga real, entrando em linha de conta
com o factor de correc¢do do material:

o= E, of ==7,99MPa
£y

oy = % x o5 =20x5,14=102,73MPa

1
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PROBLEMA - 6.2.7.

Uma viga em betdo armado de sec¢do quadrada (250mmx250mm) € reforcada
com 4 varoes de aco de 20mm de diametro, colocados a uma distancia de 25mm
da face inferior da viga. O mddulo de elasticidade do betdo ¢ E£,=20GPa e o do
aco ¢ E,=200GPa.

Sabendo que a viga estd sujeita a um momento T
flector de 15kN, determine:

250mm
a)-0 valor da tensdo maxima no betdo. —H#—‘

b)-O valor da tensdo no ago. e 250mm—> 25mm

RESOLUCAO:

Transformando a 4area do ago numa area equivalente de betdo, nd,, pode
escrever-se, de acordo com a equagdo (6.8):

- \2bdnd, +(nd, ¥ —nd, @

¢ 1 b
Y . ; 5 s A
250mm onde b ¢ a largura da secgdo, d a distancia
I - ﬁ dos vardes de ago a face superior da secgdo,
= x n=E,E, e a cota a define a posi¢cdo do eixo
LZSOmmJ 25mm neutro da sec¢do composta, conforme

indicado na figura ao lado.

No caso vertente, tem-se quatro barras de ago de didmetro 20mm, pelo que:

A, = 4x "X 20° _ 1256.637mm?
Por outro lado,
E x10°
Pelo que:
nd, =10x1256,637 = 12566,37mm*
e ainda:

b=250mm e d=225mm
Substituindo em (a), obtém-se:
a=108,31mm

O momento de inércia da area transformada, em relagdo ao eixo neutro é, ento:
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3
I :b%+nAa(d—a)2

3
_ 250x108317 12566,37 x (225 —108,31)*

=277 x103mm* =2,77x10™*m*

a)- Tensio maxima no Betao

A tensdo maxima no betdo é€:

_ Ma 15x10°x0,108

oy —— =587MPa
I 2,77x10
b)- Tensdo no Aco
A tensdo no ago é:
— 3 —
. M(d -a) —_lox 15%x107 x(0,225-0,108) — 63.19MPa

a

2,77x107*

PROBLEMA - 6.2.6.

Pretende-se construir uma viga de seccao rectangular (2axa), conforme indicado
na figura, em ago (E=200GPa, v=0,3). A viga estd apoiada e ¢ solicitada
conforme o esquema também indicado na figura. Considere o valor de 140MPa
para a tensdo de flexdo admissivel do material.

2t l
§ 1t
ZTa “‘\\ A . A 1
i “\ 4 ‘ herrr }

B c

E
> e llm%2m%lmilm4

a)- Determine as reac¢des nos apoios.

b)- Determine os diagramas dos momentos flectores e dos esforcos transversos.

¢)- Determine o valor minimo da dimensdo a da secgdo recta da viga, de tal
modo que a tensdo de flexdo ndo ultrapasse o valor limite de 140 MPa.

d)- Supondo, agora, que o plano de carga ¢ inclinado segundo a direc¢do da
diagonal assinalada a tracejado na figura, determine a posi¢do do eixo neutro
da sec¢do e o valor maximo da tensdo de flexdo.
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RESOLUCAO:

a)-Calculo das reaccoes nos apoios

VN
—20kN

AYSR Lc o %%

Ry Rc
Fﬁlm%iZm;%lmﬂklm

O} (if) (i) (@v)

RE
—

Na rétula B o valor do momento flector é nulo, pelo que devera ser:
R/ x1=0
Donde a reaccdo em A:
R,=0

Tomando, agora, momentos em C, por exemplo, a condi¢dao de equilibrio das
forgas exteriores implica que seja M= 0, isto é:

—3xRy+2x20-1x10+2xR; =0

Donde:

Ry =—15kN
Por outro lado, a mesma condi¢ao de equilibrio exige que seja também Z F=0
, isto ¢é:

Ry+R-+R;—-20-10=0

Donde:

Rp =45kN

b)- Diagramas dos Esforcos Transversos e dos Momentos Flectores

(i)-Entre A e B, isto ¢ para 0 < x < 1m, a viga esta livre de quaisquer esforcos,
pelo que tem-se:

V=0 (@)
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M =0
(ii)-Entre B e C, isto é para 1m <x < 3m, tem-se:
Viy =—R4 +20=420

M sy =+R xx—20%(x—1)=-20x+20
(#ii)-Entre C e D, isto é para 3m < x < 4m, tem-se:

Viiy =—R4 +20- Rp =+20—45=-25

M iy =+R x x=20x(x—1)+ Rp- x (x=3)=+25x—115
(iv)-Entre D ¢ E, isto é para 4m <x < 5m, tem-se:
V(m-) =-R,+20-R-+10=420-45+10=~15

M iy =+R xx=20x(x=1)+ Re x(x=3) - 10x(x—4)
=+15x-75

35

(b)

(©)
(d)

(e)

¢9)

(h)

Os correspondentes diagramas V' e M sdo, portanto, conforme representado nas

figuras a seguir. Assim, para os esfor¢os transversos tem-se:

V A
Vg =420 &) =420
Vap =0 D
» X
A B C E
Vg =-15
vE =15
v =25
v§) =-25

E, para os momentos flectores:
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MA

Myp=0 C D

M =—40

c)-Tensoes de Flexao

O momento de flexdo maximo ocorre na sec¢do C (M,,,.= 40 kNxm), pelo que a
tensdo normal maxima ocorre também nessa secgao:

M0y
o — max. max
max ]
Neste caso tem-se:
bx i 2af 24
Vax =@ e I = X = M = L

12 12
Impondo agora a condi¢do da tensdo maxima ser inferior a 140MPa:

Madmax. < 140108
I

Obtém-se:
3
w <140x10°
2a
Donde:
a=754mm

d)-Flexiao Desviada
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Temos a situag@o representada na figura a seguir:

y oo M.y M,z
—areg®)] L1
“ :g/ / (a)
\ ,
AT - _ | _cos a)+ zsen(a)
3 ; I I,
M C .
7 — A condigdo de eixo neutro traduz-se por
o =0, isto é:
= Msen(oc)
. 20N y cos(a) z sen(a)
_/'/ 1; Iy
; \
e
Donde:
y=-*igla)z
y
3 4 3
Ou seja, atendendo que [, = M = ZL, I = el =4 e
12 3 7 12 6

tg(a)y=-1/2:

y=-2z (equagdo do eixo neutro no plano yz)

A tensdo maxima de flexdo ocorre nos pontos A = +(a,a/2) mais afastados do

eixo neutro e obtém-se por substitui¢do das respectivas coordenadas na
expressao (a):

o= iM(— a;aojfz) + @l ilieén(a)J == % (— cos(a)+ 2sen(a))

Finalmente, substituindo os valores de
M =-40kN xm, a=754mm € a= artg(—;) =-26,56°

obtém-se as tensdes nos pontos A:

3
o = 42X 40107 (= cos(—26,56°) + 2sen(—26,56°)) = 250,39 MPa

T 2x0,0754°
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PROBLEMA - 6.2.7.

Considere uma coluna de seccdo em T,

construida a partir de chapa de aco de 300mm | 10ron
espessura de 50 mm (E=200 GPa, 0v=0,3), YA
conforme representado na figura. A coluna esta 300mm

encastrada na base inferior, sendo carregada na

outra extremidade por uma for¢ca de 10ron

aplicada em A, conforme é também indicado S0mm
na figura.

Determine a tensdo normal maxima e a
localizacdo do ponto onde ocorre.

RESOLUCAO:

Comece-se por determinar a posi¢do do centro de gravidade (G) da seccdo.
Tomando os momentos estaticos relativamente a linha limite superior da secg@o,
obtém-se:

300x50><25+(300—50)><50><(3002_50+5Oj:

=(300x 50+ (300 — 50) x 50)x a

e\.\ ﬁ Donde a posicdo do centroide da seccdo
A\ b fica definida pelas coordenadas:
p=1 | kS A a=93,18mm; b=150mm
- < i . ¢ A érea total da secgdo é:
G'»\_ A=(300+300-50)x 50
| N =2,75x10"2m?
B

n

Temos uma situagdo de flexdo combinada com esfor¢o normal:

(i)-Solicitacao de Esforco Normal
N =-10 Newton
Donde:
N 10°

Gy = = _36MPa (a)
A 2,75%10
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(i))-Solicitacao de Flexao

Temos aqui uma situacdo de flexdo desviada, em que:
M, =-bxN=0]15x10"=15x10* N xm
M, =-axN=0,093x10>=9,3x10° N xm

Donde:
M xz
UJ.Z_M+ y
I, I,
Ora, tem-se:
3 0P
7, =300x300 +(300><50)><(93,8—25)2+—50X(300 50)
12 12
+(250%50)x (175-93,18)* = 2,22 10* mm*
=2,22x10"*m*
€
3 _ 3
Iyzsojzoo , 300 lss)xso —115x 108 mm* = 115x10~*m*

Donde a tensdo de flexdo:

10y 1,5x10*
oy =20 B30Z 4190107y 4 13x10°2

222x107%  115x1074

Seguindo a metodologia habitual, a posicdo do eixo neutro obtém-se a partir da
condi¢do gy =0, donde resulta:

() =2 = =310

Ou seja:
B=T12° (verfigura acima)

Do ponto de vista da flexdo, os pontos criticos da sec¢do sdo os pontos A ¢ B
(aqueles que estdo mais afastados do eixo neutro...). Assim, para aqueles dois
pontos,

A =(0.093,-0.150) e B=(-0.207,0.025)

Tem-se, respectivamente:
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(o), = —419x107 x0,093+ 13x10° x (- 0,150) = 23,4 MPa

(af)B =—4,19%107 x (= 0,207)+1,3%x10° x 0,025 =+11,9 MPa
O ponto mais desfavoravel ¢ o ponto A, ao qual ha ainda que sobrepor a tensdo
devida ao esforgo normal, isto é:
o,=-23,4-3,6=-27 MPa

PROBLEMA - 6.2.8.

Considere uma viga de sec¢do rectangular (500x100mm?®), sujeita a uma
solicitagdo combinada de flexdo no vertical e de tor¢do ao longo do eixo da
viga, conforme esquematicamente representado na figura.

100mm
M, =10kN xm I'd
6 T r ’ Tl 6
O T -
L M-
SR = g/ M, =10kN xm
M, =25kN xm M, =25kN xm

Determine a tensdo de corte maxima (t,,,,) numa sec¢do genérica (C) da viga e o
ponto onde ocorre.

RESOLUCAOQO:

Em qualquer seccdo genérica C, a viga esta sujeita a um esforco combinado de
flexdo pura + tor¢do. Os possiveis pontos criticos sdo P, Q e R (ver figura a
seguir).

A Flexdo: M, =25kNxm
pl R Torgao: M, =10kN xm
M (i)-Pontos P e P’:
,/,—\
< Q ' = mm -
z < =1Q =500 GP:—GP,:—MZX( h/2)
[Z
2,5%x10% x (-0,2
2XNOXE0B) 6 hoprpa
P R 0,1x0,5

N :
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M)C
b*h
Para a relagdo 4/b=500/100=5, da tabela 4.1 do capitulo IV, tira-se o valor do
coeficiente f=2,56. Donde, substituindo na expressdo anterior:

Tp=—Tp ==

10*
Tp=—Tp ==256Xx———=-512MPa
0,17 x0,5

(ii)-Pontos Q e Q’:

op=09=0 (porque estd sobre o eixo neutro da secgdo...)

— — M)C
TQ = _TQv =—0—F

b*h

Para a relagdo #/b=500/100=5, da tabela 4.1 do capitulo IV, tira-se o valor do
coeficiente o= 3,44. Donde, substituindo na expressao anterior:

10*
g =—Tg =-344x———— =—688MPa
0,12 x0,5

(iii)-Ponto R:

or =0p =6,00MPa
tp =0 (porque se trata dum canto da sec¢do...)

Fazendo a construg@o do circulo de Mohr para os pontos P, Q e R, por exemplo,
obtém-se:

()-No_ponto P:

TA z
Tpar = 3,93MPa -

""" 7p =5,12MPaq T

op=6MPa
S Xe— P
v 5,1;MPa op =6MPa
S i — 7p =512MPa
/. . > o
/C  6MPa
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(ii)-No ponto Q:

—» 7p=688MPa

—> X
= 6,88 MPa Q I
) =688MPa —
C i
X
(iii)-No ponto R:
v z
A
Tppax = TR = 3,0 MPa T

— o =6 MPa

Em conclusdo, os pontos Q e Q’ sfo os pontos criticos da sec¢do, do ponto de
vista das tensOes de corte, onde é:

T = 6,88 MPa

PROBLEMA - 6.2.9.

Duas tabuas de madeira estdo ligadas por pregos, formando uma viga de sec¢do
em T, conforme ilustrado na figura. A viga estd encastrada numa das
extremidades, apresentando um comprimento em consola /, com uma forca
vertical de 3kN aplicada na extremidade livre. Desprezando o peso proprio da
viga, calcule:
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[¢——40cm —»
50m+
P=3kN
I ;{/ v
40cm
>
> |« Scm

a)- O valor maximo do comprimento em consola (/), para uma tensao admissivel
a flexdo de o,4,=10MPa.

b)- O espacamento maximo entre pregos, supondo que cada um deles aguenta
uma forga de corte de F,=600 Newton.

RESOLUCAOQO:

a)-Calculo do comprimento maximo em consola

R 40 14 R
s G |+ ¢
d c e
R s | ISR &Y ) 7
eZ
A4 A4
40 ]
2)
5

Para identificar o eixo neutro (n-n), € necessario, primeiro, calcular a posi¢ao do
centro de gravidade (G) da sec¢do. Para isso tomam-se os momentos estaticos
das duas partes (1) e (2) da seccdo relativamente a base A-A:

(4 + Ay)xd = A xdy + Ay x d,
Ou seja:
(200 +200)x d =200 x 2,5 + 200 x 25
Donde, a posi¢do do eixo neutro:
d=13,75 cm
Da figura acima tira-se, ainda:

e =11,25¢cm=0,1125m ¢ e,=1125cm=0,1125m
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Donde os momentos de inércia /; € I,:

3

I = % +(0,4%0,05)x 0,1125% = 2,57 x 104 m*
I

I- % +(0,05%0,4)x 01125 = 5.20x 10" m*

E, portanto, 0 momento de inércia da secgdo relativamente ao eixo neutro (n-n):
I=1+1,=7,77x10"m*

Para a situagdo de carga proposta:

lp =-3000 N
7
o

! g

E, adoptando a conveng¢ao de sinais habitual para os esforcos transversos e para
os momentos flectores:

V(+) V(+)
_A_/i(:r){i I %2\}(1)_ i

obtém-se os seguintes diagramas:

(i)-Esforcos transversos

VA

v
=

V==3kN

(ii)-Momentos flectores

J. F. Silva Gomes, FEUP - Porto, 2009



Capitulo VI - Tensoes de Flexdo em Vigas 45

Mﬂ

M, =-3xI kNm

A tensdo de flex@o ¢ dada pela formula habitual:
_Mxy
1

O valor maximo da tensdo de flexdo o ocorre, naturalmente, na secgdo de

encastramento, (M = —3000 /), e para os pontos mais afastados do eixo neutro,

isto é para y = 31,25¢m = 0,3125m:
~3000x/7x0,3125

103 <10x10°
. X

max

Donde o comprimento em consola:

1<829 m

b)-Calculo do espacamento entre Pregos

O Esforgo rasante (R) ¢ dado pela formula de Jouravski:
xS
1

z

R

Onde S ¢ o momento estatico da area acima da zona de ligagdo (4;)
relativamente ao eixo neutro:

S =4 xe; =(0,4x0,05)x0,1125=2,25x 10" m’
Entdo, substituindo na féormula acima, obtém-se:

o 3000x225x 1073

——— =38687 N/m
7,77 x10
Donde o nimero de pregos por metro de comprimento:

L R_BOKT e
600 600

Isto é, tomando o inteiro imediatamente acima:

N =15 pregos/metro
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PROBLEMA - 6.2.10.

Uma viga em madeira, com 6 m de comprimento, estd simplesmente apoiada
nas extremidades e suporta uma carga de 1,5 fon por metro de comprimento,
incluindo o peso proprio. A seccdo recta da viga ¢ composta de varios
elementos, conforme ilustrado na figura (dimensdes em mm). O momento de
inércia da secgdo é I, = 2,367x109 mm®. Calcular:

a)-A tensdo maxima de flex@o.

b)-A tensdo de corte 7, ao nivel do eixo dos zz.

B .y c)- A tensdo de corte horizontal sobre a
clj: 50 seccdo a-a, da aba superior da viga.
T a1]50
: By d)- O espagamento maximo admissivel entre
[ os “tacos” B, supondo que cada um deles
z—-— —~—}— ——=2  500mm suporta uma for¢a de corte maxima de 4
[ kN.
|
— | — v
L 50 e)- Idem para os pregos c, supondo que ca,da
o S S = DR um deles pode resistir a um esforco até 6
' kN.

5050 100 50 50

RESOLUCAOQO:

a)-Tensio de flexao

Temos a situagdo representada na figura a seguir, onde estdo esbocados a
solicitagdo e diagramas de esforcos transversos e momentos flectores:
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q,=—15kN/m

Vp=-45kN

M M 4 =+67,5 kN xm

O momento flector ¢ maximo na sec¢do central (C), pelo que ocorrera ai,
também, o valor maximo da tensdo de flexdo:

M
O == m[ax N
z

Onde y; ¢ a cota do ponto da sec¢do mais afastado do eixo neutro, isto €:
Y =1250mm=10,25m
Donde, substituindo os valores de M,,,,., v e I,, obtém-se:

3
My 1 _ 6755%10°x0.25 _ 713 MPa
; 2,367x1073

O g = —
max
1

b)-Tensao de corte 7, ao nivel do eixo dos zz

A tensdo de corte ao nivel do eixo dos zz, devido ao esforgo transverso, é dada
pela férmula de Jouravski:

_V><S
b

z
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O valor do momento estatico S da area acima do eixo neutro, ¢ dado por:

§=(100x200)x100+2x(50%x50)x 175 +(300x 50)x 225
=6,25x10°mm’ = 6,25x107> m’

Substituindo os valores para qualquer uma das sec¢des A ou B, onde o esforgo
transverso ¢ maximo, obtém-se:

_45x10°x6,25x107°

T =119 MPa
T 2368%x107° %0,

4

c)-Tensao de corte horizontal sobre [ 1
a secciio a-a P
o 200
S = (50x100)x 200 o i""”
=1><106mm3 :l><1073m3 Y. z

A tensdo 7, = 7, ¢, também aqui, calculada a partir da féormula de Jouravski,
tomando agora b =50 mm e §= 1x10"m":

VxS 45x10°x1x107°
T Lb o 2368x107°x0,05

=7 =0,38 MPa

d)-Espacamento entre os “tacos” B

O esfor¢o rasante na sec¢do suportada pelos “facos” em questdo ¢ dado pela
formula habitual de Jouravski:
VxS

1

R

z

Onde o momento estatico S a considerar € calculado a partir da figura a seguir:
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§=2x(50%50)x175

+(300x50)x 225 = 4,25x10° mm®
seja:

§=4,25x10"m’

Donde, substituindo na expressdo acima para R:

R 45x10° x 4,25x107

= =80760 N/m
2,368 %10
Donde o espagamento (4) entre os tacos (capacidade de 4 kN cada...):
4000

A<L——=0,05m
R

Ou seja, o nimero de facos por metro de comprimento de viga:

N2> % =20tacos/m

e)-Espacamento entre os pregos c-c

O esforgo rasante na secgio a-a é:

R=bxt,,

49

Ou

Onde b =50mm ¢ 7= 7, = 0,338MPa, conforme calculado na alinea c). Isto é:

R=0,05%0,338x10° =17000 N / m
Donde o espagamento (4) entre os pregos (capacidade de 6 kN cada...):

< 6000
R

A =0,353m

Ou seja, o nimero de pregos por metro de comprimento de viga:

N2> % = 2,833 pregos/m

PROBLEMA - 6.2.11.

Considere uma viga de sec¢do em L, com as dimensdes e carregamento

indicados na figura.
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p
100 | 100
vV
ﬁ
200mm 10
—>{ [« 10 1m 1m 1m

a)-Determine a posi¢do do Centro de Tor¢do da secgéo.

b)-Identifique as posi¢cdes onde ocorrem as tensdes maximas (normal e de
corte) e calcule os respectivos valores numéricos.

RESOLUCAO:

a)-Centro de Torcao da Seccao

O centro de torgdo ¢ o ponto O, intersec¢do das duas abas do perfil. Com efeito,
estando as tensdes tangenciais em cada uma das abas dirigidas segundo o eixo
dessa aba, qualquer que seja o plano de flexdo, 0 mesmo acontece a respectiva
resultante.

Sendo assim, a resultante total das forgas de
corte nas abas passa necessariamente pelo
referido ponto de intersec¢do O. O centro
de corte &, portanto, o ponto O.

Acontece 0 mesmo sempre que a seccio ¢
constituida por um conjunto de elementos
lineares convergentes num ponto Unico.
Esse ¢ sempre o centro de corte da sec¢ao.

A posic¢do do centro de gravidade G da secgdo fica definida pela distancia d, que
pode ser calculada, por exemplo, tomando os momentos estaticos relativamente
a linha limite superior A-B:

(200%10)x 5+ (190x10)x 105 = (200 x10 +190x 10)x d
Ou seja:
209500 =3900 x d
Donde:
d =537 mm

b)-Tensoes Maximas
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Os eixos principais de inércia (y, z), no ponto G, sdo conforme indicados na
figura acima. Com efeito, por ser eixo de simetria, o eixo y ¢é principal central
de inércia. O eixo z, por ser perpendicular a y é também eixo principal de
inércia da secgdo no centro de gravidade G da secg@o.

O momento flector M; ¢ perpendicular ao plano vertical de solicitag@o,
conforme ilustrado na figura acima.

())-Reaccdes nos Apoios

A tensdo maxima de flexdo ocorre na sec¢do onde for maximo o momento de
flexao, pelo que € preciso desenhar o diagrama dos momentos flectores. Para
isso, ha que resolver o problema preliminar do calculo das reacgoes:

P=-5kN
q, =—1kN/m

TR AT
C

B

I b
DA

=

AL
wl

R

D
‘4—1m—>}4—1m—>’4—1m—>{

O momento flector na rotula C € nulo, pelo que devera ser:

A

Ry x2+Pxl+q,x2x1=0
Substituindo os valores para P e g,, resulta:
Ry x2-5x1-1x2x1=0
Donde a reac¢@o no apoio A:
R, =3,5kN

Tomando agora a condig@o de equilibrio vertical das forcas exteriores aplicadas
sobre a viga, isto ¢ ZF = () obtém-se:

Ry +P+qy,*x3+Rp=0
Substituindo os valores para Ry, P e gq,, resulta:
3,5-5-1x3+Rp =0
Donde a reac¢@o no apoio D:

Ry = 4,5kN
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Finalmente, tomando a condi¢do de equilibrio dos momentos exteriores sobre a
viga, relativamente ao ponto D, por exemplo, isto é Z(M )D =( obtém-se:

— Ry x3—-Px2—-qg,x3x1,5+Mp=0
Substituindo os valores para Ra, P ¢ g,, resulta:
—35x3+5x2+1x3x15+Mp =0
Donde 0 momento de encastramento na secgdo D:
Mp =—4kN xm
(ii)-Diagrama dos esforcos transversos e dos momentos flectores

Adoptando a convengao de sinais habitual para os esforgos transversos e para os
momentos flectores:

Obtém-se os seguintes diagramas:

Esforcos Transversos

Troco A-B (0<x<1):

V= _RA —qoX
Ou seja:

V=x-35

Troco B-D (1 <x<3):

Ou seja:
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Momentos Flectores

Troco A-B (0<x<1):

2
M =R,x+q, %
Ou seja:
M =-05x* +3,5x

Troco B-D (1 <x<3):

x2

M=RAx+P(x—1)+q07

Ou seja:

M =-05x>-15x+5

Tensoes de Flexio:

O momento de flexdo maximo ocorre na sec¢do de encastramento:
Mf = —4 kN X m

Trata-se dum problema de flexdao desviada, onde a tensdo de flexdo ¢ dada pela
expressao:

_szy+MyXZ

I 1,

Or=

E o eixo neutro fica definido pelo angulo S, medido a partir do eixo dos zz:

2(p)=1-1ela)

y
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\ a

n SM %

SR 7B
; T ~ DNE C—@ =53, 7mm
NE’) G\\'\ -
AN N\ '~
Y e
MZ

E

7' —%

f

~
N
/
b
z

e=10mm—>» |[¢—

l«— b =200mm —»|

No caso vertente, ¢ mais facil calcular, primeiro, os momentos de inércia
relativamente aos eixos y’ e z’, paralelos aos lados do perfil:

3 _ 3 3
1,=1, =220 e)(d3e) Feb=d)” 54810 mm*

I d*—d-e)* +2(b-d)*[(d -e)* -d*] _

y'z' T 4 -

Onde b e e sdo os valores do comprimento da aba e da espessura do perfil da
seccdo transversal da viga.

-9,26 x10° mm*

Os momentos de inércia principais, isto ¢, relativamente aos eixos centrais de
inércia y e z, podem agora obter-se recorrendo as expressdes apropriadas:

2
I, +1. I.—1.

I == =4 |22 2| +71%,

1 2 y'z

2

I +1 I.—1.)
=" g2
2 > ( > J y'z
00 21,
t =—ri
8 INE

As equagdes anteriores sdo idénticas as homologas para o estado plano de
tensdo (ver capitulo I), tendo em conta as equivaléncias seguintes:

{ I, < amm}
_Imn S T

Substituindo os valores numéricos correspondentes ao caso vertente, obtém-se:
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i 2
5 - 15,48;15,46+\/(15,48;15,48j +(29,26)7 %108 = 24,73 %108 mm*

i 2
- 15,48;15,46_\/[15,48;15,48) o (L926f X106 = 62210°

21,
28(20,) == = 0, =445

Um método alternativo para obter os momentos ¢ os eixos principais centrais de
inércia poderia ser o recurso a constru¢do do circulo de Mohr, conforme
ilustrado na figura a seguir, utilizando uma conveng¢@o idéntica a construgdo
homologa para as tensdes num plano:

I,=1,+ =15,48x10%mm* +9,26 x10° mm* = 24,74 x10® mm*

y ! xy

I, =1, |14 =1548x10°mm* —9,26 x10°mm* = 6,22x10° mm*

— A
1, x10™% mm*

»

Py 1,1, %1076 mm*

=1

min

L =1, =247

max

Além disso:
V2

M.=M, =Mcos(7z/4)=—4><103x7=—2,83x103Nxm

Donde a posi¢ao do eixo neutro:
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I 6,22x10°
12(B)="Z1g(a) =—"""—_x1=0,251
s) I, & 24,74 x10°
Isto é:
L =14]12°

A tensdo de flexdo maxima ocorre no ponto D, o mais afastado do eixo neutro
n-n (ver figura a seguir).

y
v * As coordenadas do ponto D no sistema
v > - s .
S« de eixos 'z’ sdo as seguintes:
/M _n
Moy - [
5. b Vb 146,3mm
2 4 i C 'y =+43,7Tmm
W%
‘_;;;, As quais correspondem, no sistema de
R . . . .
,i M eixos principais yz, as coordenadas
ke 7 . .
np=14> pUg seguintes:

V2 V2

o =" ('p+z'p) = 72 (~146,3 +43,7) = —72,55mm

V2 V2

2 = () = 72 (+146,3+43,7) = +134,35mm

Donde, substituindo na equacdo da tensdo para a flexdo desviada:

_szy+My><Z

O-D:

I, I,
_ —2.83x 10% x (=0,07255) L 283x 10% x 0,13435
6,22x107° 24,74x107¢
= —48,38MPa
Ou seja:
O e = —48,38 MPa (no ponto D...)

max

Tensoes devidas ao Esforco Transverso:

Tal como para o momento flector, o esfor¢o transverso, (no plano vertical!...),
também é maximo na sec¢do de encastramento (D):

V=45kN
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Decompondo segundo as duas direc¢des principais de inércia (v, z), obtém-se:

V2

V, =45x—=3,182kN
2

V2

VZ = —4,5X7 = —3,182 kN

Da figura a seguir tiram-se
coordenadas (y,z) da sec¢do R:

y= %(— b+ y') cos45°+ % b cos45°

_v2

Z =

(— b+ y')cos45°= @ (— b+ y')

(i)Tensao de corte devida a componente V:

57

as

Considerando a aba horizontal, o momento estatico (S§) da area RQ

relativamente ao €ixo zz é:
S= ex(b+y’)><y =@e(b+y')y'

Donde, por aplicagdo da formula de Jouravski:

() LS FVXELe® )] by
AT e (Leb’)e eb?

A tensdo de corte 7, na seccdo S da outra aba ¢ dada por uma expressdo

idéntica em fungdo de z:

() DS LyZed-2921 wxp-2)
TZ' = —= =
A Le (ﬁelf}e eb’

(ii)Tensao de corte devida 2 componente V:
O momento estatico (S) da area RQ relativamente ao eixo zz €, agora:

S:ex(b+y’)><2:—@e(b2 —y’z)

Donde, por aplicagdo da formula de Jouravski:

() =Q:@Vx[@e(bz—y'2)]=3Vx(b2—y'2)
') L (%eb3)e 4eb’
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A tensdo de corte 7.- na sec¢do S da outra aba ¢ dada por uma expressdo
idéntica em fungdo de z:

() Vs RvxPZe®® -z wpt-z?)
') Le (%eb3)e 4e b’

(iif) Combinando as tensdes devido a V), e V, obtém-se:

Distribuicio ao longo da aba horizontal:

W xb?—y?) W xb+y)y WVx(b+y)(b+3y
o =lew) +lror), = ieb3 )+ £b3 b (4eb)3( !

£
4eb

Distribuicio ao longo da aba vertical:

T

W x(b*-2%) W x(b-z)z7
(sz')l + (sz')z = 4eb3 + eb3
3 x(b—z')(b+52")
4eb’

A tens3o de corte maxima devida ao esfor¢o transverso ocorre sobre a aba
vertical, numa posi¢do a distancia 25/5 do ponto O:

( )_27><V_27><4,5><103
eV 20eb  20%0,01x0,2

xz'

=3,038 MPa

Tensao de corte devida a Torcio:

Porque o plano de solicitagdo estd deslocado do centro de tor¢ao O, héa ainda
que considerar o efeito do momento de torgdo:

M, =V xd =45x10% x 0,095 = 427,5N xm
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AV = 4N

‘4717:200—4

A distribuicdo das tensdes ¢ a mesma que numa sec¢do rectangular de igual
espessura (e) e comprimento total 2b:

M, =427 5N xm

N *

H 2b =400mm H

A tensdo de corte maxima ocorre na periferia da secg¢do, ao longo dos dois
lados maiores do rectangulo:

M, _ M
ht? 2be?

(Tmax )Mt =a

No caso vertente tem-se:

h = 2b =40 = a=3,00 (vertabelado §4.1.8)
t e
Donde:
427.5
T, =300x ——>——=32.06 MPa
(o, 2x0,2%0,012

Esta tensdo sobrepde-se a tensdo associada ao esfor¢o transverso, pelo que o
valor maximo da tensdo de corte ocorre na aba vertical:

Tmax = (Tmax )V + (Tmax )Mt = 35,1 MPa

PROBLEMA - 6.2.12.

Considere uma viga de seccdo em forma de U, com uma espessura uniforme de
4mm, e com as dimensdes globais indicadas na figura a seguir.
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b =100mm
«—>
e= 4m;f

h =150mm

Determine:
a)- A posic¢do do centro de corte da sec¢do.

b)- A distribui¢do das tensdes de corte provocadas por um esfor¢o transverso
vertical de 154N aplicado no centro de corte.

¢)- A tensdo de corte maxima provocada por um esforgo transverso vertical de
15kN aplicado no centréide da secgéo.

RESOLUCAOQO:

a)- Centro de Corte

Usando a nomenclatura habitual, tem-se a situagdo representada na figura a
seguir, a forca rasante R numa posi¢do corrente sobre a aba superior, a
distancia u da extremidade A é dada por:

VS  Veuh'
b'=98mm R(u) :7: Y
e=4mm
B‘ A - A forga de corte resultante F' que actua sobre
d r_‘Tﬁz' a totalidade do comprimento da aba superior
f_" 4 calcula-se integrando a expressdo anterior
n —e—tl-e——n h'=146mm . ..
o G entre 0 e b, isto é:
= l F= TR(u)du = i)[ Veuh'du _ Vel Ijudu
- 21 21
0 0 0
ou seja:
p o Veh'b?
41

A distancia d da linha central da alma do perfil até ao centro de corte O ¢é entdo
obtida através da equagdo:

Fi' Vel'b” h' _ eh'* b

14 4 vV 4]
O momento de inércia / da secgdo, relativamente ao eixo neutro, obtém-se
facilmente:

d=
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I bh* = (b -e)(h - 2e)*
12

Substituindo os valores numéricos para o caso vertente, obtém-se:
1=5219%10°mm*

_eh?b? 4x146” x 987

d - 6
41 4x5219%10

=39,228mm

b)- Distribuicao das Tensoes de Corte

Como o esfor¢o transverso ¢ aplicado no centro de corte, ndo ha torgdo
associada, ¢ as tensdes em cada uma das abas s@o obtidas utilizando a equagdo
habitual:

R VS Vi
=70

= u
e el 21

Isto ¢, a distribuicdo ao longo de cada uma das abas ¢ linear, sendo maxima na
seccdo de ligacdo a alma, onde vale:

_VA'B' 15000 x 0,146 x 0,098

= 20,56 MPa
21 2x5219x107°

B

A distribuigdo das tensdes de corte na alma ¢ parabolica, e a tensdo de corte
maxima ocorre a meia altura, onde € maximo o momento estatico S, isto é:

2
be(h e[z_e]
s _beth=e) 5 — 40882mm>

max
2

Donde:

-5
o VS _15000x4,088x10  2937MPa
el 0,004x5219%x10"

A distribuicdo das tensdes de corte ¢, portanto, conforme representado na
figura a seguir:
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7 =20,56MPa
Y >
f
Tpax = 29,37 MPa O n
f
t <+ <+ <4
7 =20,56MPa

¢)- Tensao de corte maxima (com torc¢ao)

No caso do esforgo transverso estar aplicado no centrdide de secgdo, tem-se a
situagdo esquematizada na figura a seguir:

[ [ [
f v T [
n e—tie——n —= n 49—t .e——n n —e— 4t .e.-J—n
oS , ol [I| G + o [I|G
T

A posicao do centro de gravidade da seccdo obtém-se, por exemplo, tomando
0s momentos estaticos relativamente a linha média da alma, isto é:

e e

2
2>{e><b —e><x]:[bexe+e><(h—Ze)]><d'
2 2 4

donde, substituindo pelos valores numéricos, se obtém:
d'=28,07mm

¢ o valor do momento torsor:

M, =(28,070+39,228) x 107 x15000 = 1009N x m

A tensdo de corte devido a tor¢do obtém-se utilizando a equagdo habitual para
a sec¢ao rectangular equivalente:

M, 1009

T o =qg—+=3x =553,18MPa
e o bt? (0,146 + 2 x 0,098) x 0,004

donde, a tensdo de corte total:

Tar = (mae )y + (Tax g, = 29,37 +553,18 = 582,55MPa.
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PROBLEMA - 6.2.13.

Considere uma viga de sec¢@o recta em forma de Z, conforme representado na
figura a seguir:

€, —» [ l

———pH—>

Mostre que o centro de tor¢do O da seccdo em questdo coincide com o
respectivo centroide G.

RESOLUCAO:

Este tipo de sec¢do pertence a uma categoria mais geral de formas que , ndo
tendo, embora, um eixo de simetria, apresentam uma simetria radial em relagdo
ao respectivo centrdide G. Isso significa que a qualquer ponto H da seccdo ¢
possivel associar um outro ponto H’, que é o simétrico de H relativamente ao
centroide G.

Supondo que o plano de solicitagdo contém
um dos eixos principais de inércia, (o eixo
dos yy, por exemplo), o eixo neutro da
seccdo sera o outro eixo principal de
inércia, isto ¢, o eixo dos zz. Por outro lado,
sendo aplicavel a formula de Zouravski
para as tensdes de corte em H e H’,
associadas ao esfor¢o transverso, pela
condigdo de simetria em relagdo ao
centréide G, tais tensdes sdo iguais em
grandeza, direc¢@o e sentido, de tal forma
que, a qualquer par de elementos de area
iguais em H e H’ corresponderdo duas
forcas iguais, com momentos iguais e
opostos relativamente ao centro de gravidade G. Em tais circunstincias, isso
significa que a forca de corte V, para toda a seccdo, devera estar dirigida
segundo uma linha que passa necessariamente pelo ponto G. Este é, portanto, o
centro de torgdo da seccdo em questdo.
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PROBLEMA - 6.2.14.

Considere uma viga de sec¢@o recta constante, em que a linha média (lugar
geométrico dos centroides das sec¢bes) € uma curva plana, sujeita a uma
solicitagdo de flexdo pura no dominio elastico.

a)- Deduza a equagdo (6.26)que relaciona o momento flector com a tensdo
normal devida a flexdo em qualquer ponto da secgdo transversal.

b)- Deduza e equagdo (6.30), para a variagdo de curvatura da superficie neutra
provocada por um momento flector M.

RESOLUCAOQO:

A situacdo estd esquematicamente ilustrada na figura a seguir, onde se
representa um trogo elementar de viga (EF) sob a ac¢do de um par de binarios
flectores M no plano de curvatura, orientados positivamente no sentido de
produzirem na viga um aumento de curvatura. Admite-se que a secgdo recta da
viga ¢ simétrica relativamente ao eixo yy, perpendicular a linha média no plano
de curvatura. Seja R, o raio de curvatura inicial da linha média da viga.

Ry

».

|
NI
SH)

!

Q.

!

|

Admitindo que se mantém valida a hipotese de Bernoulli anteriormente
enunciada para as vigas rectilineas, considerar-se-a que as secgdes rectas
inicialmente perpendiculares a linha média se conservam planas e
perpendiculares a linha média. Em consequéncia da flexdo, a sec¢do F roda
de um éangulo d6 relativamente a seccdo E, de tal modo que as fibras
longitudinais do lado concavo da viga sdo comprimidas ¢ as fibras do lado
convexo aumentam de comprimento. Entre as fibras extremas havera portanto
um conjunto de fibras que ndo sofrem qualquer extensdo ou contrac¢io. Estas
constituem a chamada superficie neutra (nn), de raio de curvatura R,. Uma
fibra genérica ab a distancia y da superficie neutra tem uma variagdo de
comprimento A/ que se pode exprimir em termos do angulo de rotagdo d6:

Al=—ydo

J. F. Silva Gomes, FEUP - Porto, 2009



Capitulo VI - Tensoes de Flexdo em Vigas 65

A deformagao linear ¢ dessa fibra sera, entao:

:_ydé’ a
¢ ré @

onde r = R, - y € o raio de curvatura da fibra ab.

Por outro lado, o quociente d6/6 esta associado a variacdo de curvatura y, da
linha neutra, através da seguinte equacgao:

R R RO

n n

Zn=(

——
n

onde R', representa o raio de curvatura da fibra neutra apés a deformag@o.
Nestas condigdes, a equagdo (a) pode rescrever-se sob a forma seguinte:

P R, xny ()
Rn -y

a)- Expressao para a tensiao

A tensdo oy na fibra ab a distincia y do eixo neutro pode calcular-se entdo pela
lei de Hooke, isto é:
ER
o=Eg=———nkn) (d)
Rn -y

Esta equagdo mostra que a distribuicdo das tensdes de flexdo ja ndo ¢ linear,
como no caso duma viga rectilinea, mas segue antes uma lei de distribuigdo
hiperbolica, conforme ilustrado na figura a seguir.

A posicdo do eixo neutro (definido, por exemplo, pelo respectivo raio de
curvatura R,) e a variacdo da curvatura y, podem obter-se a partir da condigdo
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de que as forcas internas associadas as tensdes oy constituem um sistema
equivalente ao momento flector aplicado M, isto é:

jAadAzo e L yodd=M

ou seja, tendo em conta a equagdo (d):

j 2 dA:j Ru=r qa=o (e)
ARn_y 4 r

2
[ 2 aa= M )
A Rn -y ERnZn

onde A representa a area da seccdo recta da viga. Resolvendo a equagdo (e),
obtém-se:

Ja— (@

n
14
Ar

Quanto ao integral do primeiro membro da equacdo (f), este pode ser
convenientemente transformado da seguinte maneira:

LR y j ( —y)dA RJ. dA j ydA (h)

Tendo em conta a equagdo (e), pode entdo escrever-se:

2
y—dA:—j ydd=Ae @)
ARn_y 4

onde e=R,R, ¢ a distancia algébrica (medida positivamente no sentido da
concavidade) do eixo neutro ao centréide (G) da seccdo. Substituindo (7) em (f)
obtém-se:

M =Ae ()
ER,x,

Finalmente, eliminando y, entre as equacdes (d) e (j), obtém-se:

My
Ae(R,—y)
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a)- Expressiao para a variacao de curvatura

Directamente da equagdo (j) acima, explicitando em termos da variagdo de
curvatura y, da superficie neutra, obtém-se:

1 1 M

R, R, EAeR,

Xn =

n n

PROBLEMA - 6.2.16.

Uma barra curva em ago (£=200GPa), de raio médio R,~180mm e seccdo
transversal rectangular 75mmx50mm, esta sujeita a uma flexdo uniforme
M=2kNxm.

25mm

—» 75mm |4

25mm

Determine:

a)- A posic¢do do eixo neutro da secgdo transversal da viga.
b)- A tensdo de flexdo maxima.

¢)- A variacdo de curvatura da superficie neutra.

RESOLUCAOQO:

a)- Posicido do eixo neutro

O raio R, da superficie neutra ¢ dado pela expressédo (6.27):
A

L
Ar

Ou seja, para u caso duma secgdo transversal rectangular (bxh):

bxh h
Rn ==
Foar Far
r
Ry Ry
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Onde R, e R, sdo os raios de curvatura das superficies concava e convexa da
viga, respectivamente.

Substituindo pelos valores numéricos relativos a viga em questdo, obtém-se:

Ry = =2 178837 mm
ﬂ ln[205j
; 155
155

donde, a posigdo do eixo neutro da secc¢do transversal fica definida pela
distancia (e), relativamente ao respectivo centro de gravidade, medida no
sentido do centro de curvatura C:

e=R, —R, =180-178,837 =1163mm

b)- Tensio de flexdo maxima

A tensdo maxima de flexdo ocorre sempre nas fibras extremas, R, ou R,.
Utilizando a expressdo (6.26) para o calculo da tensdo:

My @ M(E-R)
Ae(R,-Y) Aer

obtém-se, para os pontos da superficie concava (r = R):

2x10° x(155-178,837)x107>

Og, = ; 3 — =—70,52MPa
50x75%x107 x1,163x107 x155%10
e, para os pontos da superficie convexa (r = R»):
3 -3
2x10° x(205-178,837)x10 — 458,53MPa

O' =
R 50x75%100 x1,163x107 x205x 1073

A tens@o maxima ocorre, portanto, nos pontos da superficie concava da viga, € o
seu valor ¢ de 70,52 MPa (em compressdo).

¢)- Variacao de curvatura da superficie neutra

A variacdo de curvatura da superficie neutra ¢ dada pela expressao (6.30):

L or_ M

A R', R, EAeR,

Substituindo os valores numéricos para o caso da viga em analise, obtém-se:
~ 2x10°

200%10° x 75x50x107° x 1,163 x 107> x 178,837 10~

Xn =0,0128m"
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PROBLEMA - 6.2.16.

Considere uma barra curva, em forma de U, de sec¢@o transversal rectangular
(40mmx60mm), solicitada por duas forgas colineares iguais e opostas (P = 1fon),
conforme ilustrado na figura. Determine as tensdes normais nos pontos A e B.

ok

Comecga-se por calcular a posi¢do do

Ll S N Nl Ax ¢ .
T eixo neutro. Tomando por base o
R esquema da figura ao lado, tem-se:
1 r
l Ri 90 oo A _bxh _
A A R n- R - R
i [ Yaa foar [l
o e
n—l— — fi——t = _._ﬁ_._e_n il 2 7
h=60 g _._.é._._ _______ % _____ g 1
hy ou seja:
v \4
B B R,=— 20 _0,086m
b= 40 n(0,12/0,06)

ou ainda:
R, =86mm
A distancia e entre o eixo neutro e a linha média é, entdo:
e=R, —R,=90-86=4mm
O valor do momento flector é:
M =-Px0,150 =-10x10>x 0,150 =—1,5x 10> Nm

E as distancias das fibras extremas ao eixo neutro sao:
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h =R, —R, =86—60=26mm
hy =Ry — R, =120—86 =34mm

Substituindo os valores nas expressdes para as tensdes de flexdo nas fibras
extremas A ¢ B, obtém-se, respectivamente:

3
— M hy _ 1,5%x10° x0,026 — 67.7MPa
AeR; 0,06x0,04x0,004x0,06
3
oy = Mhy, 1,5x10° x 0,034 — 44.3MPa

AeR, ~0,06%0,04x0,004x0,12

No caso vertente, ha que considerar ainda a tensdo devida ao esfor¢o normal,
isto é:

3
oy = L= 1010 ygyp,
A 0,06x0,04

A qual deve ser adicionada as tensdes de flexdo oy e 0. Obtém-se, finalmente,
as tensdes nos pontos extremos A e B:

0 ,=67,7+417=7187MPa
op=—443+417=-4013MPa

PROBLEMA - 6.2.17.

Uma barra curva em ago (E=200GPa), em que a linha média é uma
circunferéncia, tem uma sec¢do recta em forma de T, com as dimensdes
indicadas na figura, e esta sujeita a uma solicitacdo de flexdo pura M=5kNxm no
plano de simetria da sec¢do.
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Determine:

a)- O valor que devera ter a dimensdo b; para que as tensdes de traccdo e de
compressdo nas fibras extremas sejam iguais em valor absoluto.

b)- A variacdo do raio de curvatura da superficie neutra.

RESOLUCAOQO:

a)- Calculo da largura da aba

Das equacdes (6.28) para as tensdes o7 € o, nas fibras extremas, e da condigdo
de igualdade das tensdes, tira-se que devera ser:

Mh  Mh
AeR AeR,
ou seja:
M _ b
R Ry
Donde:
M _R TS (@)
h, R, 175
Por outro lado, tem-se que:
hl + h2 =100mm (b)

Resolvendo as equagdes (a) e (b), obtém-se:
h=30mm ¢ hy=70mm

Este resultado define a posi¢do do eixo neutro da sec¢do e o respectivo raio de
curvatura:

Por outro lado, de acordo com teoria de Winkler, o raio do eixo neutro é dado
pela equacgdo (6.27), isto é:

Jy— (©)
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No caso em questdo, tem-se:

100 175
A b 25‘”:@1{‘3‘] 25[n[zj:0,288bl+14

4 r r r
75 100
donde:
R, = 1;1 :25><(b1+75):105mm
J‘ 1, 0288 +14
AT
ou seja:
b, =77,25mm

b)- Variacéo do raio de curvatura R,

A variacdo de curvatura da superficie neutra ¢ dada pela expressao (6.30):

1 1M

R, R, EdeR,
donde:

1 MRn

T M+ Ede
A distancia e ¢ dada, aqui, pela equacdo seguinte:

e=R, —R,
_(75+12,5)x(25x77,25) + (175 —37,5) x (25 x 75)
(25x77,25)+(25x75)

—105=7,274mm

Substituindo os valores numéricos para o caso da viga em analise, obtém-se:

~5x10°x 0,105

R, -R, = 3 9 6 3
5%x10° +200x10” x(77,25+75)x25x107° x 7,274 %10~

n n

ou seja:

AR, =-0,095mm

J. F. Silva Gomes, FEUP - Porto, 2009



Capitulo VI - Tensoes de Flexdo em Vigas 73

6.3. PROBLEMAS PROPOSTOS

6.3.1. Uma barra em ago (E=200GPa),
de secg@o rectangular (30mmx90mm) esta
sujeita a um momento flector constante,
M= 4kNxm, no plano de simetria da maior
dimensao transversal. Determine:

—» [« 30mm
M

M
+
( > 90mm
v
a)- A tensdo maxima de flexdo na barra.
b)- O raio de curvatura do eixo médio da
barra na configuragdo deformada.

Solugdo: a) G, =£98,77TMPa.
b) R=91,125m.

6.3.2. Uma barra em liga de aluminio
(E=70GPa), com uma seccdo transversal
em forma de um meio circulo de didmetro
30mm, é enrolada de modo a constituir
um arco com um raio médio de 3m.

r=15mm
ﬁ¢
a

Sabendo que a face plana da barra se
mantém vertical e voltada para o centro
de curvatura do arco, determine:

a)- A posicdo do eixo neutro, definida
pela cota a,.

b)- As tensdes maximas de tracgdo e de
compressio na barra.

Solugdo: a) a = 6,366mm.

b) (O-f)maXZZOIMPa; (O-c)max: —148MPa.

6.3.3. Um tubo de seccdo circular em
aco, (E=200GPa), de 6mm de espessura
parede e didmetro exterior de 50mm, esta
sujeito a uma flexd3o pura no plano
vertical.

He]

50mm

Determinar:

a)- As tensdes de flexdo nos pontos A e
B, na parede externa e na parede interna,
respectivamente.

b)- O raio de curvatura do eixo médio do
tubo na configuragdo deformada.

Solugdo: a) op=—-73,3TMPa;

o =-55,76MPa. b) R =68,147m.

6.3.4. Um tubo de sec¢do rectangular de
6mm de parede, construido em aluminio,
(E=70GPa, 0,4,=100MPa), esta sujeito a
uma flexdo pura no plano de simetria
indicado.

120mm

1S
1
!
|
6mm ¥ < |
i

Is
i 80mm ¥

Determinar:

a)- O momento flector maximo que o
tubo ¢ capaz de suportar.

b)- O raio de curvatura do eixo médio do
tubo na configuragdo deformada.

Solugdo: a) M, = 7303 Nxm.

b) R=41,998m.

6.3.6. Uma barra em ago (E=200GPa),
de sec¢do em T, com as dimensdes
indicadas na figura, esta sujeita a uma
flexdo uniforme no plano de simetria
vertical, de intensidade M = 4kNxm.

4—100mm —»|

A A30mm
v
A
50mm
B v
20mm-»—«

Determinar:

a)- As tensdes maximas de tracgdo e de
compressdo na barra.

b)- O raio de curvatura do eixo médio do
tubo na configuragdo deformada.
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Solugdo: a) (6;)pe=134,69MPa, em B
(O ) max=—61,22MPa, em A.
b) R =81,667m.

6.3.6. Uma barra em ago (E=200GPa,
Cuam=140MPa), de seccdo em forma de U,
com as dimensdes indicadas na figura,
estd sujeita a uma flexdo uniforme no
plano vertical.

Ttl:: 20mm
180mm
12mm
>l
20mm
120mm
Determine:

a)- O momento flector maximo que a
viga ¢ capaz de suportar.

b)- O raio de curvatura do eixo médio da
viga na configuragdo deformada.

Solugdo: a) M, = 52,3kNxm.
b)R,=128,581m.

6.3.7. Relativamente a viga a que se
refere o problema anterior, considere
agora uma flexdo no plano de simetria
horizontal, com um momento uniforme,
de intensidade M,=16kNxm. Determine:
a)- As tensdes maximas de tracgdo e de
compressio na barra.

b)- O raio de curvatura do eixo médio do
tubo na configuragdo deformada.

Solugdo: a) (6;)me= 78,22MPa, em AD;
(0)ma= —125,84MPa,em B e C.
b)R.=117,612m.

6.3.8. Uma barra em aco (£F=200GPa,
Ouam=140MPa), de seccdo em I, com as
dimensdes indicadas na figura, esta sujeita
a uma flexdo uniforme no plano de
simetria vertical.

«—200mm —»|
¢l2mm

f

220mm

. R

lmeﬁ

8mm —p{le—

Determine:

a)- O momento flector maximo que a
viga ¢é capaz de suportar.

b)- O raio de curvatura do eixo médio da
viga na configuragdo deformada.

Solucdo: a) M, = 72,54kNxm.

b) R=157,138m.

6.3.9. Relativamente a viga a que se
refere o problema anterior, considere
agora uma flexdo uniforme no plano de
simetria horizontal. Determine:

a)- O momento flector maximo que a
viga ¢é capaz de suportar.

b)- O raio de curvatura do eixo médio da
viga na configuragdo deformada.

Solucdo: a) M, = 22,41kNxm.

b) R =142,855m.

6.3.10. Uma barra em aco (E=200GPa),
de sec¢@o em forma dum L de abas iguais,
com as dimensdes indicadas na figura,
estd sujeita a uma flexd3o uniforme
M=1,5kNxm no plano de simetria vertical.

Determine:

a)- As tensdes maximas de trac¢do e de
compressao.

b)- O raio de curvatura R do eixo da viga.
Solugdo: a) (6;),n=76,03MPa, em A ¢ B;
(O max= —82,87MPa, em C.
b)R,=97,90m.

6.3.11. Relativamente a viga em L a que
se refere o problema anterior, considere
agora que a posi¢do da viga ¢ rodada de
90°, mantendo-se 0 mesmo momento
M=1,5kNxm no plano vertical.

B
M =1,5kN xm
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Determine:

a)- As tensdes maximas de trac¢do e de
compressao.

b)- O raio de curvatura R do eixo da viga.
Solugdo: a) (6)na=37,01MPa, em A;
(O)max=—37,01MPa, em B.

b)R,=382m.

6.3.12. Uma viga de secc¢do rectangular
(2axa) com 6m de comprimento estd
apoiada e ¢ solicitada da maneira
esquematicamente representada na figura.

Lton/m

[
A A

A B

e—om
Os apoios A e B estdo localizados de tal
modo que os momentos de flexdo em
cada um deles ¢ igual, em valor absoluto,
ao momento flector na secgdo central.
Considerando uma tensdo de flex@o
admissivel 6,4,=140MPa, determine:
a)-As dimensdes da sec¢do recta.
b)-O valor da flecha a meio vao (tome
E=200GPa).
Solugdo: a) b=43,5Tmm; h=87,14mm.
b) 6=24,81mm.

6.3.13. Uma viga de seccdo rectangular
em madeira (£,=12,5GPa), de dimensdes
20mmx60mm, reforcada lateralmente por
duas placa em ago (E,=210GPa), de 4mm
de espessura cada, conforme representado
na figura, estd sujeita a uma flexdo
uniforme M=750Nxm no plano vertical.

—>ile— 4mm T
60mm
4mm —plle—
20mm

Determine:

a)- As tensdes maximas de flexdo na
madeira e no aco.

b)- O raio de curvatura da superficie
média.

Solugdo: a) o,=+136,01MPa;
o,=*8,09MPa. b) R =46,32m.

6.3.14. Relativamente a viga a que se
refere o problema anterior, considere
agora uma flex3o no plano horizontal,
com o mesmo momento flector uniforme
M=T750Nxm. Determine:

a)- As tensdes maximas de flexdo na
madeira e no aco.

b)- O raio de curvatura da superficie
média.

Solugdo: a) o=+145,55MPa;
0,=*6,19MPa. b) R=20,199m.

6.3.16. Uma viga de betdo (£,=20GPa),
com as dimensdes de 250mmx500mm, é
reforcado com quatro vardes de ago
(E;=200GPa) de 20mm de diametro, na
posicdo indicado na figura.

500mm
50mm
4% 20m,
e 000 4
+
250mm

Considerando as tensdes admissiveis de
10MPa e 140MPa para o betdo e para o
aco, respectivamente, determine:

a)- O momento flector maximo que a
viga pode suportar.

b)- O raio de curvatura da superficie
neutra, para o momento calculado em a).
Solugdo: a) M, = 69,3kNxm.

b) R =402,44m.

6.3.16. Considere uma viga de betdo
armado de sec¢do rectangular, com as
dimensdes globais 5=200mm e h=500mm,
conforme representado na figura.

500mm
50mm
A4, v
eee YV
+
200mm
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Os modulos de Young do ago e do betdo
utilizados sdo E,=200GPa ¢ E, =15GPa,
respectivamente, ¢ as tensdes admissiveis
de flexdo sdo 0,=140MPa ¢ o, =10MPa.
Determine:

a)- A area total dos vardes de aco, de tal
modo que a distribui¢ao dos esforgos pelo
betdo e pelo ago seja a mais equilibrada
possivel, isto ¢, ambos os materiais
trabalhem no limite da sua resisténcia.

b)- O momento flector maximo que a viga
¢ capaz de suportar.

Solugdo: a) A;=1567,95mm>.

b) M,,,=82,TkNxm.

6.3.17. Uma viga laminada, constituida
por 5 camadas de ago, latdo e aluminio,
dispostas simetricamente relativamente ao
plano médio, tem as dimensdes indicadas
na figura:

ago 10mm
latao 20mm
aluminio—f--—-— == = | 30mm
latao 20mm
ago 10mm

le 50mm —p|

Os moédulos de Young dos diferentes
materiais sdo os seguintes: E,,=200GPa,
E5,=105GPa ¢ E;; =70GPa. Para uma
flexdo uniforme no plano de simetria
vertical, M=7,2kNxm, determine:

a)- As tensdes maximas em cada um dos
materiais.

b)- O raio de curvatura R, da superficie
média.

Solugao: a) o,,,==+138,52MPa;

Olaigo= £56,56 MPa; 4= £16,16 MPa.

b) R, = 64,97m.

6.3.18. Relativamente a viga a que se
refere o problema anterior, considere
agora uma flexdo no plano de simetria
horizontal. Tomando como tensdes
admissiveis, 0,.,,=140MPa;0j5,=75MPa
e oy~ 90MPa, determine:

a)- O valor maximo do momento de
flexdo M, que a viga é capaz de suportar.
b)- As tensdes de flexdo em cada um dos
materiais, para o valor do momento
calculado na alinea a).

b)- O raio de curvatura R, da superficie
média.

Solugdo: a) M,,,,=3004Nxm.

b) 0,.0= £140MPa; 0y4= £73,5MPa;
oy~ +49MPa; c) R.=35,716m.

6.3.19. Dois tubos cilindricos concén-
tricos, estdo colados entre si, tendo o tubo
exterior em ago (E,,=200GPa) um
didmetro de 60mm ¢ uma espessura de
3mm, ¢ o tubo interior é de aluminio
(E4~70GPa), com uma espessura de
parede de 6mm. Ao conjunto assim
constituido ¢ aplicado um momento de
flexdo M=1,4kNxm.

ago 6mm

Al
3mm

$60mm
Determine:
a)- As tensdes maximas no ago € no
aluminio.
b)- O raio de curvatura R da superficie
média.
Solugdo: a) o,,,~+134,87MPa;
oy~ +42,48MPa. b) R, =44,487m.

6.3.20. Relativamente ao tubo a que se
refere o problema anterior, reconsidere a
analise, supondo agora que o tubo interior
de aluminio ¢ preenchido com um ntcleo
macico de latdo (Ey5,=105GPa).
Solugdo: a) o,.,=£107,26MPa;

oy~ £33,78MPa; Oy~ +39,42MPa.

¢) R =55,943m.

6.3.21. Dois tubos de secgdes rectangu-
lares concéntricas estdo colados entre si,
tendo o tubo exterior em ago
(Eueo=200GPa) as  dimensdes de
60mmx100mm e uma espessura de 3mm, ¢
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o tubo interior ¢ de latdo (E},3,=105GPa),
com uma espessura de parede de 8mm,
conforme indicado na figura a seguir. Ao
conjunto assim constituido é aplicado um
momento de flexdo M=6,5kNxm.

ago —>
latdo —
8mm—p |4— 100mm

3mm—pf |-

[« 60mm |
Determine:

a)- As tensdes maximas em cada um dos
tubos de aco e de latdo.

b)- O raio de curvatura R da superficie
média.

Solugao: a) o,,==+133,43MPa;

Olatao™= +65,85MPa. b) R, =74,944m.

6.3.22. Relativamente ao tubo a que se
refere o problema anterior, reconsidere a
analise, supondo agora que o tubo interior
de latdo ¢ preenchido com um nucleo
macico de aluminio (£,~=70GPa).
Solugao: a) o,,,==109,74MPa;

Olaigo= £54,15MPa; 4= £29,96MPa.

¢) R=91,128m.

6.3.23. Uma viga em madeira (E=1.0
GPua) de secgio rectangular (70x180mm?)
estd apoiada obliquamente conforme
ilustrado na figura (6 = 20°). A viga esta
sujeita a uma flexdo pura (M,=2.0kNxm)
no plano vertical. Determine:

a)- As tensdes maximas de trac¢do e de
compressao.

b)- Os raios de curvatura da superficie
neutra nas direcgdes vertical e horizontal.

Solugdo: a) (6)a= 9,63MPa, em D
(O-c)maxz —9,63MPa, em B.
b) R, =18,10m; R.=7,52m.

6.3.24. Considere a coluna em madeira,
de secgdo rectangular 100mmx200mm,
conforme representado na figura.

N=15kN| y

1o |
yol |'°
Z < 200mm

»
>

—» 00mmie—

A viga ¢é carregada com uma forca
vertical N = 15kN, aplicada no ponto P,
de coordenadas y,=60mm, z,=50mm.
Determine:

a)- As tensdes nos pontos A, B, Ce D.
b)- A posi¢do do eixo neutro (angulo £
relativamente ao eixo z e cota z, da sua
intersec¢do com o lado AB).

Solugdo: a)oy=—-4,35MPa;op= 0,15MPa;
oc= 2,85MPa; op=—1,65MPa.

b) p=-73,30°% z,= —46,67Tmm.

6.3.26. Uma coluna em madeira, de
seccdo transversal rectangular (b=150mm,
h=300mm), ¢é carregada com trés forcas
verticais de 10kN cada uma, aplicadas nos
pontos A, B e D, respectivamente.

Nj =10kN Ng =10kN

Np =10kN y A
z A B
z e G 300mm
D C
150mm
Determine:

a)- As tensdes nos pontos A, B, Ce D.

b)- A posi¢do do eixo neutro (angulo £
relativamente ao eixo dos zz e cota z, da
sua intersecgdo com o lado AB).
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Solugdo:a)op=-8,25MPa;op=-3,75MPa;
oc= 5,25MPa; o= 0,75MPa.
b) p=—45° z,=—133,33mm.

6.3.26. Uma coluna em ago laminado de
perfil INP-240, (ver tabela C4 no
Apéndice C), estd sujeita a uma carga
vertical de intensidade N, aplicada no
ponto P de uma das abas, conforme
ilustrado na figura a seguir.

N y

y A
40mm -«
: Al
T
z«—|G 240mm

Dﬁci

120mm

Determine:

a)- O valor méximo da for¢a N, para uma
tensdo admissivel a compressdo do aco
igual a 0,,=80MPa.

b)- A posi¢ao do eixo neutro da secgdo
transversal (angulo [ relativamente ao
eixo dos zz e cota z, da sua intersec¢do
com a face superior da aba AB).
Solugdo:a) N,,,,= 56,07kN.

b) p=-717,68° z,= —40,92mm.

6.3.27. Uma viga em ago laminado de
perfil INP-320 (ver tabela C4 no
Apéndice C), orientada de acordo com o
esquema indicado na figura (a=15°), esta
sujeita a uma flexdo no plano vertical,
com M=15kNxm. Determine:
y !(s) plano de solicitagio

15°

3 mm

a)- A orientagdo do eixo neutro (f),
relativamente a direc¢@o do eixo dos zz.
b)- A tensdo de flexdo maxima.

Solugdo: a) f=180,63°.

b) Gype= £62,06MPa, em B e D.

6.3.28. Uma barra em ago (E=200GPa),
de seccdio em forma de L, com as
dimensdes indicadas na figura, esta sujeita
a uma flexdo uniforme no plano vertical,
de intensidade M = 1kNxm.

14— 60mm —»|

. A
>
\A Bvy

= 12mm
yv -
T 2 < "i S G c4

y

60mm M =1kN xm "\.\_\
n
/ E| |[D
z > <
12mm
Determine:

a)- As tensdes maximas de trac¢do e de
compressdo na barra.

b)- A posigdo do eixo neutro (centroide G
¢ angulo de inclinagdo 6, relativamente ao
eixo horizontal ).

Solugdo: a) (6;)me= 131,89MPa, em D
(0 max=—109,33MPa, em A.

b) y=z5=19,33mm; 0= -29,5°.

6.3.29. Uma viga em L, com as
dimensdes indicadas na figura, esta sujeita
a uma flexdo no plano vertical de
intensidade uniforme M = 3kNxm.

[¢——150mm —>»
A v B
M =3kN xm x

<« U

cf
12,5mm
100mm
—» [« 12,5mm

E D

Determine:

a)- As tensdes maximas de trac¢do e de

compressdo na viga.

b)- A posi¢do do eixo neutro da secgdo

transversal (use a mesma notagdo

utilizada no problema 6.3.26).

Solugdo: a) (6;)me= 115,49MPa, em D

(O ma=—77,86MPa, em A.

b) y'=24,6Tmm; 7' =49,6Tmm;
=-19,26°.
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6.3.30. Relativamente a viga a que se
refere o problema anterior, considere
agora que a sua posicao sofre uma rotagdo
de 90° conforme indicado na figura a
seguir. Determine:

E A
D
e
M=3kNxm G
C-B

a)- As tensdes maximas de trac¢do e de
compressao..

b)- A inclinagdo do eixo neutro relativa-
mente ao eixo horizontal.

Solugdo: a) (6})na=159,12MPa, em C
(0 max= —49,14MPa, em A.

b) 6=+67,88°.

6.3.31. Uma coluna em ago laminado de
perfil em L de abas desiguais esta sujeita
a uma carga vertical de intensidade N,
aplicada no ponto B na extremidade de
uma das abas, conforme ilustrado na
figura a seguir. Determine:

y
4 100mm

<

A v B

L]
G'—12mm

—» 12mm

E D

a)- O valor méximo da forca N, para uma
tensdo admissivel a compressdo do ago
igual a 0,,=80MPa.

b)- A posicao do eixo neutro da secgdo
transversal (use a mesma notagdo
utilizada no problema 6.3.26).

Solug¢do:a) N,,,= 53,77TkN.

b) y'=71,28mm; 7’ =21,28mm;
6=—43,56°.

6.3.32. Uma viga em aco laminado de
perfil em Z, estd sujeita a uma flexdo

uniforme no plano vertical, conforme
indicado na figura a seguir. Determine:

100mm

AL v |B

Lo | !
12mn 125mm

12mm
100mm

——
M —SkNxm w42

a)- As tensdes nos seis vértices da secgao.
b)- A inclinagdo do eixo neutro relativa-
mente & horizontal (no sentido do
movimento dos ponteiros do reldgio).
Solugdo: a) op=+32,13MPa;
op=—100,52MPa; oc= -49,91 MPa;
op=—32,13MPa; ox=+100,52MPa;

o= 1+49,91MPa. b) 6= +41,85°.

6.3.33. Relativamente a viga a que se
refere o problema anterior, considere
agora que a sua posi¢cao sofre uma rotag@o
de 90° conforme indicado na figura a
seguir. Determine:

FA
E
< B
M =5kN xm
DHEC
a)- As tensdes maximas de tracgdo e de

compressao..

b)- A inclina¢do do eixo neutro relativa-
mente a linha horizontal.

Solugdo: a) (6})ma=+115,26MPa, em C
(0 max=—115,26 MPa, em F.

b) 6=-34,38°.

6.3.34. Uma viga de seccdo conforme
representado na figura, estd sujeita a uma
flexdo uniforme no plano vertical, de
intensidade M = 10kNxm.

50mm 100mm 50mm

A B
A
« F Y 50mm
M =10kN xm © 3 50mm
E D
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Determine:

a)- As tensdes maximas de trac¢do e de
compressao na viga.

b)- A inclinagdo do eixo neutro relativa-
mente a linha horizontal FC.

Solugdo: a) (6})ma= 153,42MPa, em D
(0D max= —53,42MPa, em A.

b) 8=—-14,04°.

6.3.36. Uma viga em madeira ¢
construida a partir de trés elementos
iguais de sec¢do rectangular, ligados por
pregos espagados de 25mm, de tal modo
que o resultado ¢ uma sec¢do composta
em forma de I, conforme ilustrado na
figura a seguir:

125mmk

25mm

25mm

A viga estd encastrada horizontalmente
numa extremidade e sujeita a uma forga
vertical P=1kN na outra extremidade.
Determine:

a)- O esforgo transverso em cada secgdo.
b)- A forga de corte que cada prego tem
de suportar.

Solugdo: a) V=1kN. b) F=148N.

6.3.36. A viga representada na figura a
seguir tem uma secgdo composta por trés
elementos rectangulares colados entre si
nas juntas a e b.

2,4kN 2,4kN
R I
I 1
Trtale o
LO,Gm 0,8m 0,6m
140mm
1o $20mm
20mm —»| |4—  120mm
bl1b
20mm
100mm

Determine:

a)- As tensdes de flexdo maximas a
traccdo € a compressao.

b)- As tensdes de corte médias em cada
uma das juntasa e b.

Solugdo: a) (6})pa= 14,84MPa, na face
sup.; (6.)ma= —3,98MPa, na face inferior.
b) 7,=800kPa; 7,=715kPa.

6.3.37. Uma viga caixdo de secgdo
rectangular é construida a partir de quatro
pranchas ligadas por pregos, conforme
indicado na figura a seguir.

v

25mm
a

150mm

i 25mm

i 25mm
00mm

25mmJ1

Sabendo que o espagamento entre pregos
¢ A =40mm e que a viga esta sujeita a um
esfor¢o transverso vertical V' = 2,5kN,
determine:

a)- A forca de corte em cada prego.

b)- A tensdo de corte maxima na viga.
Solug¢do: a) F=228N. b) t,,,=326kPa, a
meia altura da viga.

6.3.38. Reconsidere a viga caix@o a que
se refere o problema anterior, agora
rodada de 90°, conforme representado na
figura a seguir, ¢ sujeita a0 mesmo
esforgo transverso vertical V=2,5kN.

200mm

= =4 A

150mm

Determine:

a)- A forca de corte em cada prego.

b)- A tensdo de corte maxima na viga.
Solugdo: a) F=268N. b) t,,=429%Pa, a
meia altura da viga.

6.3.39. Uma viga ¢ construida a partir de
um perfil de ago laminado INP240 e dois
perfis UNP200 (ver as dimensdes e
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caracteristicas dos perfis no Apéndice C),
ligados por quatro fiadas de parafusos de
16mm de diametro, espagados longitudi-
nalmente de 125mm, conforme indicado
na figura a seguir.

A
|

|
=== U< UNP200

z 47(} <—— INP240

st 1< UNP200

Para um esforco de corte vertical
V=150kN, determine:

a)- A forga de corte a que cada parafuso
esta sujeito.

b)- A tensdo de corte maxima na viga.
Solugdo: a) 27,014kN. b) t,,. = 7,9MPa,
a meia altura da viga.

6.3.40. Uma viga de sec¢do em forma de
U, com as dimensdes indicadas na figura,
estd sujeita a um esfor¢o transverso
uniforme no plano vertical, V= 15kN,
aplicado no centro de corte O da seccdo.

y
A
—F==4 20mm
d | 4
I
z < ) i 140mm
—>ille—12mmy,
=== 20mm
V =15kN 120mm

Determine:

a)- A distancia d do centro de corte a
linha média da alma da secgéo.

b)- A tensdo de corte maxima nas abas.
¢)- A tensdo de corte maxima na alma.
Solugdo: a) d =49,47mm.

b) 7,40 = 3,85MPa. ¢) Ty, = 8,23MPa.

6.3.41. Relativamente a viga a que se
refere o problema anterior, considere
agora que o plano de solicitagdo contém o
centro de gravidade da sec¢@o, conforme
representado na figura a seguir.

5 t

Determine:

a)- A tensdo de corte maxima nas abas.
b)- A tensdo de corte maxima na alma.
Solugdo: a) 1, = 43,58 MPa.

b) Tyma = 32,07MPa.

6.3.42. Considere uma viga em perfil de
aco laminado, de espessura constante,
conforme representado na figura a seguir.

40mm 60mm

Smm

Determine:

a)- A posigao do centro de corte C.

b)- A tensdo de corte maxima, para um
esforgo transverso vertical V=5kN.
Solugdo: a) d =7,08mm.

b) = 12,71MPa.

6.3.43. Relativamente a viga a que se
refere o problema anterior, considere
agora que o plano de solicitagdo contém o
plano médio da alma da seccéo, conforme
representado na figura a seguir.

y
A

 E—

| G

Determine:

a)- A tensdo de corte maxima nas abas.
b)- A tensdo de corte maxima na alma.
Solugdo: a) 7, = 15,11MPa.

b) Tyme = 27,36 MPa.
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6.3.44. Uma viga em L, com as
dimensdes indicadas na figura, esta sujeita
a um esforgo transverso V=6kN, no plano
médio da aba vertical.

150mm —>|
A v B >

Determine:

a)- A distribuicdo das tensdes de corte ao
longo da linha AB da aba horizontal.

b)- A distribui¢do das tensodes de corte ao
longo da linha AC da aba vertical.
Solugdo: a) Tag=—0,0018)*+0,36y—13,33
(MPa, com y em mm).

a) Tac=—0,0071x*+0,36x+13,33 (MPa,
com x em mm).

6.3.46. Uma viga em aco laminado de
perfil em Z, estd sujeita a um esforco
transverso V=8kN no plano vertical que
contém a linha média da alma, conforme
indicado na figura a seguir. Determine:

y

120mm

NP

A
E l_; [ 8mm
8mm
7' < QG 160mm
V = 8kN Cy i
E
D$8mm

“120mm

a)- A posigdo do centro de corte O.

b)- A tensdo de corte nas abas, na sua
ligacdo com a alma do perfil.

¢)- A tensdo de corte maxima na alma.
Solugdo: a) O =G. b) ig=3,32MPa.

¢) 1= 9,59MPa.

6.3.46. Uma peca com a forma de um

anel aberto, de sec¢@o rectangular, esta
sujeito a uma compressdo diametral de

4kN, conforme indicado na figura a
seguir.

4kN
7y
A B 60mm 120mm
v
|
4N 20mm
Determine:

a)- O raio da superficie neutra.

b)- As tensdes nos pontos A e B.
Solugdo: a) R,=43,281mm.

b) ox=—83,92MPa; op=+41,96MPa.

6.3.47. Considere uma peca curva com
uma sec¢do em forma de T, sujeita a
accdo de duas forgas iguais e opostas, F,
conforme representado na figura a seguir.

100mm
F »a F <
_____ [ o] ] g domm
: 20mm
;% a 20mm4 i« [ 40mm
a—a

Determine

a)- O raio da superficie neutra.

b)- Os valores das tensdes maximas de
tracgdo e de compressao.

Solugdo: a) R,=55,158mm.

or1= 40,47MPa; opy=—41,65MPa.

6.3.48. Uma barra curva com a sec¢do
representada na figura a seguir, estd
sujeita a um momento flector M=5kNxm
no plano de curvatura.

Cmmm c
R, =120mm

20mm
60mm

20mm

80mm

Determine:
a)- O raio da superficie neutra.
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b)- Os valores das tensdes maximas de
tracg@o e de compressao.

Solugdo: a) R,=156,361mm.

or1= —38,92MPa; op=+37,16MPa.

6.3.49. O gancho representado na figura a
seguir ¢ construido a partir dum vardo de
seccdo circular com 80mm de didmetro, e

Solugdo: a) R,=95,826mm.
b) op=+76,12MPa; oz=-32,62MPa.

6.3.50. Considere a barra curva em ago
(E=200GPa), de seccdo trapezoidal repre-
sentada na figura a seguir, sujeita a um
momento de flexdo uniforme M=500Nxm.

30mm

tem suspensa uma carga F'=25kN. B -

m A Q 0mm
&, R somn] Soum |

o C w

M =500Nxm M =500N xm
Determine:
a)- O raio da superficie neutra.

b)- As tensdes nos pontos A e B.
¢)- A variagdo do raio de curvatura da
superficie neutra.
Solugdo: a) R,= 65,912mm.
b)ox=—47,38MPa; oz=+39,84MPa.
¢) AR,=—0,049mm.

R, = 60mm
/ 1

R, =140mm

F =25kN

Determine:
a)- O raio da superficie neutra.
b)- As tensdes nos pontos A ¢ B.
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