Sejam (x,y,z) as coordenadas de um ponto genérico P, na configuracio
inicial do corpo. Depois da transformagdo, os pontos do corpo passam a
ocupar uma outra regido (R’). Seja o ponto P’, de coordenadas (x, y, ),
a nova posicdo ocupada pela mesma particula de material. O vector

RN

u =PP’, com origem na posi¢do inicial P da particula e extremidade na
posigéo final P’, ¢ o vector deslocamento, ou simplesmente deslocamento
do ponto P(x,y,z).

N
N

R)

®) ®)
[©) ® >y 0, >y
X X /
(0] Fig. 2.2 —Deformagdo linear

Define-se extensdo ou deformagdo linear do segmento PQ, como sendo
a variagao relativa do respectivo comprimento, isto é:
o = ds'—ds
o0 =
Q ds

2.1)

Fazendods — 0 obtém-se a deformagdo linear ou extensdo linear no
ponto P, segundo a direcgdo PQ definida pelo versor n = (I,m,n):

J. F. Silva Gomes, FEUP - Porto, 2009



2 Mecdnica dos Materiais e Estruturas Lineares. Teoria e Aplicacoes

- . ds'—ds
e(P,n) = lim
ds—0 ds
Em particular, as direcgdes dos trés eixos coordenados Ox, Oy e Oz
correspondem as trés componentes cartesianas lineares da deformagado
no ponto P, isto é:

2.2)

e.=&(P,i)
&, =&(P,)) (2.3)
&.. = &(P,k)

2.1.2. Distor¢ao ou Deformacao de Corte

Fisicamente, a deformacdo de corte ou distor¢do traduz o
escorregamento relativo de planos paralelos uns sobre os outros.
Considerando o caso de um elemento bidimensional, Fig.2.3, a
deformacao de corte é responsavel pela distor¢do do rectangulo inicial
PACB, que se transforma no paralelogramo P’A’C'B’.

Fig. 2.3 — Distorgdo dum rectdngulo  Fig. 2.4 — Distor¢do dum paralelepipedo

A deformagdo de corte ¢ medida pelo deslocamento tangencial por
unidade de comprimento, isto é:

|

DB
Deformacdode Corte=——= tg(}/) =y
DP'
Na situa¢do representada na Fig. 2.3, em que as duas direcgoes

inicialmente perpendiculares entre si sdo paralelas aos eixos coordenados
Ox e Oy, a distor¢do correspondente € representada por y,, ou y,,, isto é:

7:}/xy:}/yx
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No caso dum elemento tridimensional, Fig.2.4, a deformagdo de corte ¢
traduzida pelas trés componentes correspondentes as distorgoes dos trés
diedros concorrentes no vértice P. Obtém-se assim as trés componentes
cartesianas da distor¢do ou deformagdo de corte no ponto P:

}/xy:]/yx 5 ]/yz:yzy 5 }/xzzyzx (24)

2.1.3. Matriz e Vector das Deformacoes

Considere-se um elemento rectangular PACB orientado paralelamente
aos eixos coordenados Ox e Oy, que se transforma no quadrilatero
P’A’C'B’, Fig. 2.5.

4 u+@A1
dy
c
_B
7y
v+g—‘”}'Av
B ----2C
Ay 0
A v+ Y Ax
vi P’ Ax X
Pl u A
> PR
(0] > X

Fig. 2.5 — Componentes cartesianas da deformagao no plano xy

As deformagdes lineares ¢&,, € &, segundo as direc¢des x € y € a distor¢do
%y do elemento sdo as componentes cartesianas (no plano xy) da
deformag¢do no ponto P e¢ podem exprimir-se em termos do vector
deslocamento desse ponto:

(Ax + ou Ax) — Ax
E = ax = al
XX Ax ax
Ov
(Ay+——-Ay)—Ay
£, =% -
? Ay oy
au ov
(u+—A)-u  (v+ = Ax)-v
__ Oy 4 ox _ou_ v
Yy Ay Ax oy oOx
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4 Mecdnica dos Materiais e Estruturas Lineares. Teoria e Aplicacoes

Para o conjunto das trés direcgdes cartesianas Oxyz, obtém-se assim as
seis componentes cartesianas da deformagdo no ponto considerado:

ou ov ow
gxx:a— Syy:a— Szzza—
* Y ‘ (2.5)
_ov_ ow _Ou ow _Ou  Ov
%y T Ty

As seis componentes cartesianas da deformacao podem agrupar-se sob a
forma da matriz das deformacgées ou do vector deformagdo no ponto P:

1 1
Exx E ]/xy E Vxz gyy
|1 1 — )=
[e1=]570 &y V| Ou e=ig)= ., (2.6)
%7}& %7}/2 gzz 7)62
j/xy

2.1.4. Deformacio Segundo Direccdes Arbitrarias

A deformacio linear segundo uma direcgdo arbitraria n = (/,m,n), Fig.
2.6. pode exprimir-se em termos das componentes cartesianas da
deformag@o no ponto considerado:

e(Pii)=¢g 1" + esyym2 +e_n’+ Yolm+y, mn+y nl  (27a)

Igualmente a deformagdo de
corte ou distor¢do entre essa
direccdio #n e a respectiva

direc¢o perpendicular 7, pode P i =(l,m,n)
também exprimir-se em fungéo ‘O/ g
das componentes cartesianas da X

deformagéo em P: Fig. 2.6 — Distor¢do y,,

Vi =2l +ve, ,mm'+e_nn")
! » (2.7h)
+ 7y (mn'+m'n) + y . (In'+1'n) + y ., (Im'+1'm)
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Capitulo II - Analise das Deformacoes 5

2.1.5. Leis de Transformacao das Deformacoes

Por aplicagdo das equagdes (2.7), podem calcular-se as componentes
cartesianas da deformac@o referidas a um referencial particular Ox’y’z’,
Fig.2.7, em fun¢do das componentes cartesianas da tensdo no referencial
global Oxyz e dos co-senos directores relativos dos dois referenciais:

z Z'
l. m, n,
0=0' y [L]= ly' my y'
' y' lz' mz' nz'

:v:

Fig. 2.7— Referenciais Oxyz e Ox'y

Assim, obtém-se:

Evw =Eulit gyymf +en+ Yyttt Y ol 7 o Lo,

Epy =&+ gyymﬁ ey man, Fyongd oy lm

£ =& b+ gyym e i+ Yy yonl+ylm,

Voo =28, 0,0 +2¢, mm,+2e nn. +y, (mn,+n,m.,)
el )+ y (matmyl)  (28)

Voo =28ullo+28, mm.+2e n.n,+y, (m.n.+n.m.)
il Lng )ty (Lmy +m,l,)

Yoy =2&. 0, +2e m.m,+2e n.n,+y, (mn,+n.m,

+ye (ol +Ln)+y (Lmy +ml )

ou seja, sob a forma matricial:

1 1 1 1
Exx' 2Vxy 2 ¥Vxz lx' My Ry Exx 2Vxy 37Vxz
1 1 = 1 1
2Vxy Eyy Yy ly' My Ryl 127y €y 27z
1 1 1 1
ny'z' Eyy'z' Sz lz' my,  np 77/xz fyyz &z
/ T
' My Ay
[y my ny, 2.9)
lz' m, n,
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6 Mecdnica dos Materiais e Estruturas Lineares. Teoria e Aplicacoes

ou ainda, simbolicamente:

[e] = [L] [¢] [L]" (2.10)
Inversamente, pode escrever-se:
[e] = [L]" [ [L] (2.11)

Comparando as equagdes (2.10) e (2.11) com as equacdes homologas
(1.13) e (1.14) do capitulo anterior, referentes as leis de transformagdo
espacial das tensoes, verifica-se que existe uma semelhanga notavel
entre aqueles dois grupos de equagdes. Com efeito, se se definir uma
correspondéncia do tipo seguinte:

1
Oxx < Exx 13,2 < 5 %VZ

1
Oyy « Sy ¢ Txz « 2 Nz

1
O > & Ty > 2 Yay

as equagoes de transformagdo em cada uma das situagdes sdo idénticas
duas a duas, pelo que podem extrapolar-se directamente os conceitos de
deformacgoes principais, de direc¢oes principais de deformagdo e de
invariantes das deformagoes em cada ponto do corpo.

No caso de se utilizar a notagdo vectorial, as equagdes de transformagao

das deformagdes no referencial global (Oxyz) para o referencial
particular (Ox’y’z’) podem ainda escrever-se sob a forma seguinte:

- AT

X Iy, T, T; T, Ts T Exx

Yy T Ty Ty Ty Ths T Eyy

|, T, T, T, T T e,
_ |t Ixm iz Az M35 A3 2.12)

Yy Ty Ty Ty Ty T T Yz

Vi Iy I, Ty, T Tss T Yz

Yy T Too Tz Ty Tos Tos| (7w

Isto é:

{e'} =[T]" {e} (2.13)
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Capitulo II - Analise das Deformacoes 7

onde [T] ¢ a matriz de transformacdo das tensdes definida no pardgrafo
§1.5. do capitulo anterior.

E inversamente, a equagdo de transformagdo do vector deformagdo no
referencial particular (Ox’y’z’) para o referencial global (Oxyz) é:

{e} = [R]" {&"} (2.14)

Independentemente do referencial que se utilize, sdo sempre constantes
as seguintes grandezas:

1° Invariante das Deformacoes

gxx'+gy'y'+gz'z':gxx+gyy+gzz:Jl (215)

2° Invariante das Deformacoes

2 2
yx'y' 7);'2' 7vav
ngxvgylyv + Sy'yvé‘zyz' + gz,z.gx,x. — 4 —_ 4 — 4

=€ _&,+&, 6 _+&E 6 ——————2=] 2.16
xx<yy ywezz zz9Xx 4 4 4 2 ( )

3° Invariante das Deformacoes

2 2 2
Vyz Yoy Yy Yy ¥y 2V
vax'gy,y.gz,z'—gxyxy —gyyy. 4 —gzyzy 4 + 4 =
2 2 2
7yz Y 7xy 7xy7y272x
:gxxgyygz—gxxT—gyy A -&,, 4 +T:J3 2.17)

O primeiro invariante das deformagdes em particular, Ji=g,+ &,+ &,
tem um significado fisico importante: é numericamente igual a variagdo
relativa de volume no ponto considerado, isto €:

Ji=é,te, te, =0=—r0 (2.18)

2.1.6. Deformacoes Principais

Em cada ponto existem pelo menos trés direcgdes mutuamente
ortogonais (7,,1,,1, ), para as quais sdo nulas as deformagdes de corte,
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8 Mecdnica dos Materiais e Estruturas Lineares. Teoria e Aplicacoes

sendo estacionarios (mdximos ou minimos) os valores das respectivas
deformagdes lineares. Essas direc¢des sdo as direc¢des principais de
deformagdo, definidas por um sistema de trés equagdes do tipo:

(ex—8)l +%yxym +%szn =0
Tl +(&,,—E)m  +3y,.n =0 (2.19)
! +1y,.m +(e,—e)n =0

onde £ é uma das deformagées principais no ponto considerado. Estas,
por sua vez, sdo determinadas pela seguinte equagdo caracteristica do
terceiro grau:

3 2 1,2 1,2 1,2
3 _(gxx + gyy + gzz)g + (gxx‘gyy + gyygzz T &8 2 7/xy _Zyyz _Zyzx)g

2 2 2
- [gxxgyygzz - gxx(i 7yz) - gyy(% 7zx) —& (% 7xy) + % 7xy7yz7/zx] =0 (220)
Tal como no caso das tensdes, € habitual ordenar as trés deformagoes

principais num ponto de tal modo que ¢ > &, > &;. Relativamente ao
triedro ortonormal das trés direc¢des principais de deformagdo 7y,7,,0n; ,

as equacdes que exprimem a extensdo linear segundo uma direcgdo
arbitraria ([,m,n) e a deformagdo de corte segundo duas direccdes

ortogonais 7 =(Lm,n) e t= (I''m' ,n') sio dadas pelas expressdes
seguintes, conforme decorre directamente das equacdes (2.7):

g, =1’ +m’e, +n’e, (2.21)

Vo =201'e, + mm'e, + nn'e;) (2.22)

2.1.7. Deformacgdes Sobre um Plano

No ponto P, Fig.2.8(a), define-se deformacgdo ou extensdo linear sobre
um plano =z, a deformacdo linear ¢, segundo a direc¢do da respectiva
normal n=(l,m,n), isto é:

2 2 2
e, =" +e,m +e n"+y mnty Inty Im  (2.23)

Define-se deformagdo angular, deformagdo de corte ou distor¢do sobre
o plano =, segundo a direccao d '=(l',m',n") em &, & deformagdo angular

7, entre anormal 7 e a direc¢do d', isto é:
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Vo=V = 2e MI'+2e, mm't2¢e _nn'+y, (mn'+nm')
(2.24)
+7(Un'+nl')+y, (Im'+ml')

Tomando um plano paralelo 7', a uma distancia infinitesimal # do plano
7, 0 escorregamento relativo (e') de 7’ sobre 7, segundo a direcgdo de 4",

esta relacionado com a deformacdo de corte y, através da equagdo
seguinte, Fig. 2.8(b):

,
e'=hy, (2.25)
i
A
_______________________ e'
F__F /'/ e
7 a e"
_Y\-,/”,’ //' \
@ / //"""'/‘/ - ()
~ : > d'
T
/ s y n
s 4 A
, ; B| e.B F F
L A py » -
h // h Xz’
/ I'
./ ’ ]
= p E > d

()

Fig. 2.8 — Deformagdes sobre um plano n

Igualmente, para uma outra direccao c?":(l",m”,n"), também sobre o

plano 7 e perpendicular a d', tem-se:

" =2¢ lI"¥2e, mm"+2e_nn"+y _ (mn"+nm"
7 W 7, ( ) (2.26)
+ 7 (n"+nl"+y  (Im"+ml")

e o escorregamento (e") de 7' sobre  segundo a direc¢io d":
e"=hy, (2.27)

O escorregamento relativo total (e) entre os dois planos 7 ¢ 7’ obtém-se
pela composicdo vectorial, Fig.2.8(c):

e’ =e?+e" (2.28)

A este escorregamento total corresponde a deformacdo de corte ou
distor¢do resultante vy, sobre o plano 7, isto é:
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== 2.29
Ve (2.29)

Esta ¢ a deformacdo angular responsavel pela transformacdo do
rectangulo PACB no paralelogramo PAC'B’, Fig.2.8(a).

Combinando as equagoes (2.25)-(2.29) pode entdo escrever-se:

yi=y2 4y (2.30)

Substituindo agora as expressdes para y'2 e p"2 dadas pelas equagdes

(2.24) e (2.26), tendo em conta a expressdo (2.23) para a extensdo linear
&, € atendendo ainda as condi¢des de ortogonalidade entre as direc¢des

ii,d ed",istoé:
+mm'+nn'=0 5 [I"t+mm"+nn"=0 ; I'"+m'm"+n'n"=0 (2.31)

obtém-se a seguinte expressdo final para a deformagdo de corte ou
distor¢do resultante sobre o plano .

(7. =D} + D} +D})-¢; (2.32)
onde:
Dx = gxxl-i-%}/xym-’_%}/xzn
D, =3y l+e,m+5y.n (2.33)
D. =1y l+%y,.m+é.n

E de notar que a equagio (2.32) é formalmente idéntica a equagdo (1.11),
para as tensdes. Com efeito, para se passar de uma daquelas equagdes
para a outra, basta considerar uma correspondéncia do tipo:

o > Ex

T - Tt

T, D, (2.34)
T, PN D,

T, D,
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A deformacao de corte (y,/2) é pois a grandeza equivalente a tensdo de
corte 7, na analise das tensdes. E a direccdo segundo a qual actua a
deformacdo de corte y,, isto €, a direccdo segundo a qual se processa o
escorregamento dos planos paralelos a 7 uns sobre os outros, ¢
determinada por expressdes semelhantes as das tensoes, equagoes (1.14).
Assim, obtém-se:

Z _ (gxxl-i_%}/xym-i_%]/xzn)_gﬁl _ Dx —Eﬁl

c

%]/7[ %]/7[
em+iy n+ly N—em D —&m
o 27%1/%) A
2/ 2/
n _(‘c"zzn-{_%yle-i_%]/yzn)_gﬂ'n_Dz_gﬂ'n
¢ %]/7[ %]/7[

onde (/., m., n.) s3o os co-senos directores da direc¢ao sobre o plano de
corte, segundo a qual se efectua o escorregamento.

Tomando para referéncia o friedro principal em P, as componentes
normal e tangencial da deformacdo sobre um plano qualquer (7)
definido pela respectiva normal #=(/,m,n) sdo dadas, respectivamente,

pelas expressdes seguintes:
g, =gl +em* +en’ (2.36)

(% Vs )2 =gl +e;m’ +ein’ ¢ (2.37)

conforme decorre directamente das equagdes (2.23) e (2.32).

2.1.8. Valores Estacionarios das Deformacdes Sobre um Plano

Tal como acontece para as tensdes, os valores estacionarios da
deformacao normal coincidem com as deformagdes principais no ponto
considerado. E se se tomar &> &> &;, o valor maximo absoluto da
deformacdo linear ¢ igual a maior das deformagdes principais () no
ponto considerado.

Quanto aos valores estacionarios (mdaximos e minimos) da deformacao de
corte, aqueles ocorrem sobre os planos principais de deformacao, para os
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12 Mecanica dos Materiais e Estruturas Lineares. Teoria e Aplicagoes

quais ¢ y,=0, e sobre os planos cujas normais bissectam pares de duas
quaisquer das direcgdes principais de deformagdo. O valor maximo
absoluto da distor¢do sera, naturalmente, (. =€—&3 € ocorre

ocorre sobre o plano cuja normal (7 ) tem, relativamente ao triedro
principal, os seguintes co-senos directores:

i=(2/2,0,42/2)

2.1.9.Equacoes de Compatibilidade

As seis componentes da deformagdo ndo podem ser fixadas
arbitrariamente, devendo ter de satisfazer determinadas condi¢des que
garantam a existéncia das trés fungdes continuas u(x,y,z), v(x,),z) e
w(x,y,z), capazes de definirem uma deformacdo coerente de todo o
corpo. Essas condigbes sdo traduzidas por seis equagdes, denominadas
Equagoes de Compatibilidade das deformagdes:

627}0’ — azgxx + 625}’)’ 2 azgxx =£ ayxy + 6yxz _ a}/)’z
oxoy oy’ A2 oyoz  ox\ oz oy Ox

2 2 2
0 7/yz _ 0 8)/)/ + 62522 2 0 8)’)’ 0 [a}/yz + aﬂ/yx _ 8yzx (238)
oy

D e dzox  dy\ x Oz
azyxz — 62822 + azgxx 62822 — i ayzx + ayz)’ _ a}/xJ’
ox0z  ox® oz’ oy oz &y ax &z

2.1.10. Construcao de Mohr para as Deformacoes

Existe uma constru¢do de Mohr para as deformacgdes (&,7,), em tudo
semelhante a construgdo homologa para as tensdes, Fig. 2.10:
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Y/2 A

AT
S I S
A e\

" II r\\
V72 S2'B B L', o

(e} 475344 Ps [Cq P2 C: |Cs P4 o

«—(E2+E3)/2

&) ——p
——(&1+E3 )/24J
(£, + &) 2———»
& >

Fig. 2.10 - Constru¢ao de Mohr para as deformagdes

A unica diferenca relativamente a constru¢cdo homologa para as tensoes €
que as tensdes normais (o) sdo substituidas por (g,) e as tensdes de
corte (7) por metade das deformagdes (y,/2):

2.1.11. Estado Plano de Deformacao

Um campo plano de deformagdes € caracterizado por serem nulas as
componentes &.;, Yy € Y, isto é:

€2 =Ve=V=0

¢ pelas componentes nao nulas da deformacdo e dos deslocamentos
serem fungdes apenas das coordenadas x ¢ y, isto €:

Exr = ExlX, Y)
&y = Ep(X, »)
Yo = Vo (%, 1)
u=u(x,y)
V=w(x, »)
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w=0
Num estado plano de deformagdo, a expressdo (2.23) para a extensdo
linear (¢) segundo uma direccdo paralela ao plano Oxy e inclinada de um
angulo 6 relativamente ao eixo dos xx, reduz-se a forma seguinte:
_1 1 _ 1
E=5(6 +6))+5(6 —¢),) c0s(20) +5 7, sen(20)  (2.39)

e a deformacdo de corte, sobre o plano perpendicular a essa mesma
direcgdo, ¢ dada por:

% Y= —%(gxx —&,,) sen(20) +% 7 xyc0s(26) (2.40)

A deformacdo de corte anula-se para um angulo 6,, definido por:

}/xy

1(26,)= (2.41)

xx gyy

Existem duas direcgdes mutuamente perpendiculares que satisfazem a
condi¢do (2.41), isto ¢ 6, e 6,=0,+n/2. Sdo as direc¢bes principais de
deformacgdo n, e n,,que correspondem as extensdes principais & € &:

2 2
&y té, En —6€, Yy
ot ]
- (2.42)

2.1.12. Deformacdes Principais Secundarias

Na situagdo mais geral dum estado de deformacdo tridimensional, as
equacgdes (2.39)-(2.42) continuam validas para as deformagdes no plano
(x, ), embora possam ser diferentes de zero as componentes &.., }. € ..
Neste caso as deformagdes dadas pelas equagdes (2.42) dizem-se as
deformacgoes principais secundarias no plano (x, y) e representam-se
pelos simbolos £ ¢ &5, respectivamente:
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: .. +¢& 1
5] == +_\/(O-xx - O-yy)2 + yiy
; fg % (2.43)
! 2 2
& = = 2 2 _E\/(O-xx - ny) + Vxy

As direc¢des definidas pela equagdo (2.41) sdo as direcgoes principais

secunddrias n, e n,da deformagao em P, no plano (x, y).

2.1.13. Circulo de Mohr para o Estado Plano de Deformacéo

A semelhanga do que foi feito para o estado plano de tensdo, também
aqui a extensdo linear ¢ e a distor¢do y podem ser directamente
relacionadas com as coordenadas do ponto D sobre o circulo de Mohr
para as deformagoes, Fig. 2.11, construido de forma semelhante a do
circulo de Mohr para as tensoes, tendo em conta as equivaléncias
anteriormente referidas.

Assim, as deformagoOes ou extensdes lineares sdo referidas ao eixo das
abcissas, positivamente no sentido da esquerda para a direita.

V2 A
(g+&,)2
(6]
E' —>
7Y D
1y x (-)l Txy T(-)
2/ max %}/x
"0 b, C pE ¢ o
822 i\% 20 1 %7xy - )
v i
e F 5

& . ()
Fig. 2.11-Construgdo de Mohr para o Fig. 2.12-Convengao de sinais
estado plano de deformagao para 7 ey
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Quando a deformacgdo angular y € positiva, (y, > 0), o ponto D
representativo da direc¢do Ox ¢ marcado a uma distancia '2y,, para baixo
do eixo horizontal, e o ponto D’ representativo da direc¢cdo Oy , a uma
distancia 2y,, para cima; e vice-versa, quando vy,, € negativa.

De notar que esta convencdo para o sinal da deformacdo de corte
coincide com a que foi adoptada na construg¢do do circulo de Mohr para
as tensdes. Este pormenor, relativo a convencao de sinais em ambos 0s
casos, ¢ posto em evidéncia no esquema apresentado na Fig.2.12.

2.1.14. Analise de Rosetas

Experimentalmente, ¢ mais facil medir directamente as extensdes
lineares do que as distorgoes. Por isso, é frequente por-se o problema de
determinar as extensdes principais num ponto, a partir da medigdo das
extensoes lineares &, &, &, segundo trés direcgdes distintas sobre o plano
de deformagdo, Fig. 2.13. Supondo que aquelas trés direccdes fazem
angulos 0,, 6, e 6. , respectivamente, com a direcgdo do eixo dos xx. De
acordo com a equacao (2.39), pode escrever-se:

E,= ‘5‘xxcos2 é,)+ gyysenz(ga) + 7y sen(6,)cos(6,)
&y = gxxcosz(ﬁb) + 5yysen2(9b) + 7y sen(6,)cos(6y) (2.44)

&, = ¢9xxcos2 6.)+ ¢9yysen2 (6:)+ yxysen(6,)cos(6,)
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>
>

Fig.2.13-Roseta de trés elementos arbitrariamente orientados
em relagdo aos eixos coordenados x e y.

Resolvendo o sistema de equagdes (2.44) relativamente a &, &, € %,
podem obter-se depois as deformagdes principais, utilizando as equagdes
(2.41) e (2.42). O problema pode ser mais ou menos complexo,
conforme os valores dos angulos 6, 6, e 6. das trés direccdes
consideradas. Existem dois casos particulares de interesse pratico,
correspondentes a (A4) roseta rectangular de trés elementos e (B) roseta
delta de trés elementos.

A)- Roseta Rectangular de trés elementos

Corresponde a situagdo em que as trés direcgoes estdo espacadas de 45°.
Nas aplicagOes praticas esta situagdo ¢ materializado através das rosetas
rectangulares de trés extensdmetros, que tém um aspecto conforme
representado na Fig.2.13.
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A
# '
C A (== a
b
7i 0, =0°
45° T g s 120
‘ \91 6, =90
45°
> » X
a c
Fig.2.13-Roseta rectangular de trés Fig.2.14-Roseta delta (A) de trés
elementos. elementos.

Neste caso particular, as deformag¢les principais e as respectivas
direcgoes sdo dadas pelas equacdes seguintes (ver problema 2.2.74a):

& = fat b 1\/8 —&.) +(25,—¢,-¢ )2
i (2.45)

52:ﬂ (‘9 —é€ )2+(2‘9b_‘9a_gc)2

2 2
e
26, —&, — &,
1g(20, ) =—"—""—= (2.46)
&, ¢

onde o valor do angulo 6, dado pela equacao (2.46) ¢ identificado de
acordo com as seguintes regras:

(9) 0< 6 <m/2, quando &, > (g,+ &.)/2
(ii) —mw/2< 6, <0, quando &, < (g,+ &.)/2
(iii) 6 =0, quando &,>¢.e¢&, =&
(iv) 6, =+m/2, quando ¢,<e.e&,=¢&

B)- Roseta Delta (A) de trés elmentos

Corresponde a situagdo em que as trés direcgdes estdo espacadas de 45°.
Nas aplicacOes praticas esta situacdo ¢ materializado através das rosetas
rectangulares de trés extensometros, que t€ém um aspecto conforme
representado na Fig.2.14.
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Neste caso particular, as deformagdes principais e as respectivas
direcgoes sdo dadas pelas equacdes seguintes (ver problema 2.2.7b):

2 2
E,+& + € E,+& + € E.— &
_%a b c+\/|:ga_ a b c:| +(c b)

“ 3 3
g (2.47)
£, + &, +6, £, +&,+6, (e,-¢,)
£y == €a - 3 + 3
e
1g(26,5) :M (2.48)

2, — (gb + gc)

onde o valor do angulo 6, dado pela equacdo (2.48) ¢ identificado de
acordo com as seguintes regras:

(9) 0<6 <n/2, quando & >¢g,
(ii) —7m/2< 6, <0, quando &, <g,
(iii) 6, =0, quando g,=¢.e&,> ¢
(iv) 6, =+n/2, quando g, =¢.e¢c,<g

Em alternativa a solugdo analitica, pode sempre utilizar-se a construgao
grafica ilustrada na Fig.2.15:

(i)-Desenhar uma recta horizontal (%) e sobre ela fixar uma origem
arbitraria O’;

(if)-Marcar sobre essa recta os pontos E,, E, e E., as distancias ¢,, &, &,
respectivamente, medidas a partir da origem O’;

(iii)-Pelos pontos E,, E;, ¢ E. levantar as rectas e,, ¢, ¢ e. perpendiculares
ao eixo horizontal #4;

(iv)-Sobre a recta e;, escolher um ponto B’ qualquer e desenhar as rectas

e, ¢ e., inclinadas de angulos /3 e y, para um e outro lado de e, . Sejam
A e C os pontos de intersec¢do com as verticais e, € e., respectivamente;
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(v)-Desenhar a circunferéncia que passa pelos pontos A, B’ ¢ C. Este é o
circulo de Mohr para as deformagdes no ponto considerado. O centro do
circulo de Mohr ¢ o ponto C; de interseccdo das mediatrizes dos
segmentos AB’ ¢ AC;

(vi)-Completar o diagrama, desenhando o eixo das abcissas (g) e o eixo
das ordenadas (£ ).

A € € €,
(0] > &
(0] 5 IE > h
e E.» ¢ |Tb E,
«— &p—»
&, ———>
& ——>

Fig. 2.15-Construcédo do circulo de Mohr a partir de trés
deformagoes lineares

Na Fig. 2.15, os pontos A, B e C sdo os pontos representativos dos
planos perpendiculares as direcgdes a, b e ¢, respectivamente. As
deformacgdes principais & € & sdo as abcissas dos pontos de
intersec¢do do circulo de Mohr com o eixo dos ee. O angulo €, que
define a orientagdo da direccdo principal de deformagdo 7,
relativamente a direccdo (a = x) ¢é igual a metade do angulo ao
centro P,C,A.
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2.2. PROBLEMAS RESOLVIDOS
PROBLEMA - 2.2.1.

O campo dos deslocamentos num meio material ¢ definido pelas seguintes
componentes:

u=3x4+2x2y2+x+y+z3+ 1

v=3xy+y3+yzz+zz+ 1

w=x2+xy+yz+2zx+y2+zz+2
a)- Determine o campo das deformagdes que lhe esta associado;

b)- Determine a deformagdo linear ¢, no ponto P de coordenadas (0, 1, 1),
segundo a direc¢do # igualmente inclinada relativamente aos trés eixos

coordenados, isto ¢, 7i = (34 3/ V3/).

RESOLUCAO:

a)-Campo das Deformacoes

O campo das deformagdes pode obter-se por derivagdo directa do campo dos
deslocamentos, isto €, tendo em conta as expressdes dadas para as componentes
do vector deslocamento em cada ponto:

£ :‘izz 12x° +4xy” +1
o

&y = :3x+3y2+2yz
pag ay

gzzzz—wzbc+y+22

z
Vye =7z :%+%V:x+y2+2y+3z
Vs = Vo :%+@:2x+y+322+22
0z oOx
ou

ov 2
Vg =V = +a:4x y+3y+1

o

b)-Deformacaio linear ¢

No ponto P=(0, 1, 1), as componentes cartesianas da deformacdo sdo as
seguintes:
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E =1
gyy:5
£,=3
Vyz =Yz =0
Vxz=Vx =06
Ty =V =4

Donde, a matriz das deformagdes no ponto considerado:

Exx %yyx %72)6 123
[‘9]: %yxy gyy %yzy =2 53
%yzx %7}12 €z 333

Utilizando agora a expressdo geral para a deformacgdo segundo uma direcgdo
arbitraria:

2

2 2
e=e " +e,m e n"+y mn+y nl+y.Im

Obtém-se, por substituicdo dos valores das componentes cartesianas da
5 i ireccio 7 = (V3/ 3/ 3/ -
deformacao e dos co-senos directores da direc¢do 7 = (‘F A N3 A N3 A ):

25
V) — 1 1 1 1 1 1 _
E(P,n))—1><§+5><§+3><§+4><§+6><§+6><§_?

PROBLEMA 2.2.2

Transforme as componentes cartesianas de deformacdo relativamente a um
sistema de eixos global Oxyz:

&, =3 ¢, =2 ¢, =-1

XX

Yo =3 7. =2 y, =-1

para um sistema de eixos cartesianos particular Ox’y’z’, cuja orientagdo em
relacdo ao sistema global ¢é definida pelos seguintes angulos:

angulo a) b) c) d)
(x-x) /4 /2 0 /2
»-y") /4 /2 /2 0
(z-2) 0 0 /2 /2
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RESOLUCAO:

Basta aplicar directamente as equagdes de transformacdo das deforma-¢des,

conforme apresentadas no paragrafo §2.5:

_. 2 2 2
Epy =ElpteE,mo e nyty,meng +ynola+y lom,

. g2 2 2
Epy =Elyte,mute ny+y mong+yonl,+y,l

yy

_. 2 2 2
Eap =Eglate,mire ns+y mong +ynala+ylm,
Vyr =28l +26,mum +2e npn. +y, (myn, +n,m.)

Vel +Lan )+ (Limo +myl)

Voo = 26xdale +28, mom + 26 nn +y (mong +nmg)
+ Vel +1ma)+ Yy (Uymyp +mol)
Vay =28 luly+ 28, mamy + 26 o, +y, (mony, +nom,)

+ 7 xz (nx'ly' + lx'ny') + 7/xy (lx'my' + mx'ly')

Considerando-se sucessivamente os diferentes casos propostos, tem-se:

a)-Os eixos z e z’ sdo coincidentes, pelo que temos a situagdo representada

geometricamente na figura seguinte:

Os co-senos directores dos eixos x°, y* ¢ z’ no referencial original Oxyz sdo,

respectivamente:

1. =cos(z/4)=~2/2
My =cos(7z/4)=\/5/2
np=cos(m/2)=0

Iy =—cos(w/4)= —2/2
m, =+cos(/4)= V272

n, =cos(r/2)=0
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l=cos(x/2)=0
m, =cos(m/2)=0
n, =cos(0)=1

Donde a matriz de transformagdo de coordenadas:

ma n.] | V272 272 0

[Ll=|2, m, n,|=|-v2/2 J2/2 0

m, N, 0 0 1

Substituindo nas equagdes de transformagdo de deformacdes acima, obtém-se:
e =354 2510435232 105 25015 0x 2 = 4

ol 120 (_L) (_L) N

g},y.—2><2 1><0+3><2+2>< > x0—-1x0x 5 +3x S 5=
E,p =—1x14+3x0+2x0-1x1x0+3x0x0+2x0x1=—

yy,z,:2><(2><‘/25><0—1><0><1+3><(—§)><0)

+2><(€><1+0><0)—1X(0><0+1><(—g))

& a)_.V2
+3><((—72)><O+0><72):37

;/vav:2x(—lxlx0+3x0x0+2x0x@)
—1><(1><*?+0><0)+3><(0><

=

T+gx0)
) V2

+2><(0><0+—><1

\%

Vo ._2><(3><—><(—£)+2 2y 1><0><0)

+3><(‘F £ £ ‘F)+2><(‘F><O+‘F><O)
—1x(0x(—§)+0xf)=—1

A matriz das deformagdes no referencial particular Ox’y’z’ €, portanto, a
seguinte:

1 1 4 -1 V2
gxlxv E]/yvxv E}/Z.X. 2 \‘/‘7
=1 1 1 3v2
[£]= 27y gy'y' 27y ;17
1
2 Vzx 2 7y z' &z @ 3;{5 -1
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ou, utilizando a notacao vectorial:

Exy'

gy'y'

g ={e})= )¢z
Vyrz
Yz
Vay

-1

25

b)-Neste caso temos também z’ =z, numa situacdo conforme representada

geometricamente na figura seguinte:

A matriz de transformag¢@o de coordenadas ¢, agora:

0 10
[L]=[-1 0 0
0 01

Substituindo nas equagdes de transformagao, obtém-se:

Epp =&, x1=2

Epy = Exy x1=3

Epp =&, x1=-1

Yy =7Vyx :yxyx(_l)xlz_3
Yz =V =V xIx(=1) =1

7/x'z':7/z'x':7/yle><1:2

Donde a matriz das deformagdes no referencial particular Ox

—_—
m-
f—
I
l [\
|
w |
o |w

[ —
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ou o vector das deformagdes:

Exy 2

Epry 3
g ={e}= )%= _ |1

Voo |

Vxz

Yy -3

c)-Agora os eixos x e x’ sdo coincidentes, sendo a situacdo conforme
representada geometricamente na figura seguinte:

10 0
[f]=l0 0 1
0 -1 0

Substituindo nas equagdes de transformagdo, obtém-se, para este caso:

Epp =E X1=3
Epp =&, xl=-1

yy

Eap =8, x1=2
Yy =Ty =V X1=-1
Yy =Yy =V X (=) =-2

Yz =7Vzx :yxyx(_l):_?’

Donde a matriz das deformagdes no novo referencial Ox’y’z’:

ou o vector deformagao:
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o] [ 3
Epy -1
g€={e}= )= _ | 2
vy |2
Vxz -3
rev) Lo

d)-Neste caso os eixos y e )’ sdo coincidentes, sendo a situacdo conforme
representada geometricamente na figura seguinte:

00 -1
L]=jo 1 o0
10 0

Substituindo nas equagdes de transformagéo, obtém-se, neste caso:

Epp =&, x1=-1

é‘y-y-ZSyyXIZZ

Epp = E x1=3

7/x'y' =7/y'x' =7/yz><(_1)=_2
Vyr =Vayp =Yy x1=3

7x'z':7/z'x':7/zxx(_l):1

Donde a matriz das deformagdes no referencial particular Ox’y’z’:

Nl N
W N |w =

ou o vector deformagao:
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gx'x' -

Epry 2
g =1{e} =% _

vy ] 3

Yz

Yy -2

PROBLEMA 2.2.3

O campo das deforma¢des num meio material é definido pelas seguintes
componentes cartesianas:

gxx:5 +x2+ y2+x4+y4
syy=6+3x2+ 3P+ x4yt

&,=3
Py = 10 + 4xy (x2+ y2 +2)
P:==0
Y =0

a)-Determine o campo dos deslocamentos que lhe estd associado, admitindo que
o deslocamento na origem das coordenadas ¢ nulo;

b)- Calcule as deformagdes principais e as respectivas direcgdes principais na
origem das coordenadas

RESOLUCAO:

a)- Campo dos Deslocamentos

Trata-se de determinar as trés fungoes,

u=u(x,y,z)
Vv=v(X,y,z)
w=w(x,,z),

que caracterizam o campo dos deslocamentos, a partir do conhecimento do
campo das deformagdes, definido pelas respectivas componentes cartesianas
dadas no enunciado do problema.

Considerem-se as relagdes entre os deslocamentos e as deformagdes:
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ou
Exx = a
_Ov
Ey = Py
_ow
zz aZ
ou @
Yo Oy Ox
ov ow
z = +—
Y0z oy
ou oOw
xz = A~ +—
0z Ox

Tomando a equagao (a), por exemplo, pode escrever-se:

a—M:5+x2 +y2 +x* +y4

Ox
Donde, por integracdo, se obtém:

X3 2 x5 4
u =5x+?+y x+?+xy +f(y,2)

Onde f{(v,z) ¢ uma fungao arbitraria das variaveis y e z.
Igualmente, partindo da equagdo (b), pode escrever-se:
@=6+3x2 +3y? +x* +y4
oy

Integrando, obtém-se:

»

v=6y+3x2y+y3+x4y+ 3 +g2(x,2)

Onde g(x,z) ¢ uma funcdo arbitraria das variaveis x e z.
Também, partindo da equacgdo (c), pode escrever-se:

ow

—=3
Oz

J. F. Silva Gomes, FEUP - Porto, 2009
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Donde, por integracdo, se obtém:
w=3z+h(x,y) )

Tomando agora em considerag@o a equagdo (d), e utilizando as expressdes (g) €
(h) para u e v, respectivamente, pode escrever-se:

10+4x3y+4xy3 +8xy=2xy+4xy3 +g+6xy+4x3y+a—g
Oy Ox
Ou seja,
af(y»z)+ag(X,Z)=10 (])
Oy Ox

Esta equagdo s6 pode ser satisfeita em todo o dominio das variaveis
independentes x,y,z se e s6 se cada um dos termos do primeiro membro
depender apenas da variavel z, isto é:

S :2) _yo_08(x2) _ F(z) k)
oy ox
Agora, por integragdo de cada uma das equacdes (5), obtém-se:
f(y,2) = yF(2)+ P(2) O]
g(x,2)=—xF(z)+10x+ Q(z) (m)

Onde P(z) e O(z) sdo duas fungdes arbitrarias da variavel z.
Tomando agora a equacdo (e) e substituindo v e w pelas expressdes (4) e (i),
respectivamente, obtém-se:

ag(x,Z) + ah(xay) =0 (I’l)
0z oy

Esta equacdo s6 pode ser satisfeita em todo o dominio das varidveis
independentes x,y,z se e s6 se cada um dos termos do primeiro membro
depender apenas da variavel x, isto é:

0g(x,z) __Oh(x,y) _ G(x) (0)
oz oy
Donde, por integracdo, se obtém:
8(x,2) = 2G(x) + R(x) ®)
h(x,y) ==yG(x)+S(x) (@

Tomando, finalmente, a equacgdo (f) e substituindo u e w pelas expressdes (g) ¢
(i), respectivamente, obtém-se:
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af(yaz)+ah(an/) :0 (7")
0Oz Ox
Esta equacdo s6 pode ser satisfeita em todo o dominio das varidveis

independentes x,y,z se e s6 se cada um dos termos do primeiro membro
depender apenas da variavel y, isto é:

Y02 D) gy ©
Donde, por integragio, se obtém:

f3.2)=H)+T() ®

h(x.y) = ~xH () +U () ()

Comparando agora as equagdes (/) e (¢), obtém-se:
YE(z)+ P(2) = zH(y) +T(y)
Esta relagdo deve ser valida para todos os valores de y e z, pelo que devera ser:
P(2)=T(y)=G
F(z)=C,z v)
H(y)=Cyy
Por outro lado, comparando as equagdes (g) e (u), obtém-se:

—yG(x)+S8(x) = —xH(y)+U(y)

Esta relacdo deve ser valida para todos os valores de x e y, pelo que devera ser:
S(x)=U()=GC;
G(x)=Cyx (w)
H(y)=Csy
Finalmente, comparando as equagdes (m) ¢ (p), obtém-se:
—-xF(z)+10x+ Q(z) = zG(x) + R(x)
Ou seja:
— xF(2) + 0(z) = zG(x) + [R(x) - 10x]
Esta relagdo deve ser valida para todos os valores de x ¢ z, pelo que devera ser:
R(x)—=10x=0(z) = C;
F(z)=—-Cyz (x)
G(x)=Cyx
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Em resumo, tem-se as seguintes expressoes para as diferentes fungdes:
F(z)=Cyz=-Cyz
G(x) = Cyx = Cyx )
H(y)=Cyy=Cyy

Donde: C,=C,4=Cz=0. Por outro lado,

P(z)=C,
O(2)=Cs
R(z)=C5+10x (2)
S(2) =G
T(z2)=G
U(z)=GC

Substituindo agora nas expressdes para as fungdes f{y,z), g(x,z) e Ai(x,y) ¢ depois
nas expressoes (g), () e (i) para as componentes dos deslocamentos, obtém-se:

3 5
u:5x+x?+y2x+x?+xy4+cl

5

v:6y+3x2y+y3+x4y+y?+10x+C5

w=3z+C;

Atendendo a que a componente vectorial do deslocamento (C;, Cs, C3)
representa uma translagdo rigida, que pode ser retirada, obtém-se as seguintes
expressdes finais para o campo dos deslocamentos:
3 5
X X
u :5x+?+y2x+?+xy4

5

v=6y+3)c2y+y3 +x4y+y?+10x

w=23z

b)- Deformacoées Principais e Direccoes na Origem das Coordenadas

Na origem das coordenadas (x =y =z=0) tem-se:

Ew =5, &,=6 , ¢&,.=3

7y-=0 . ye=0 , 7, =10

donde a matriz das deformagdes na origem:
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550
[]=|5 6 0
0 0 3

Da analise da matriz das deformagdes pode concluir-se imediatamente que, por
serem nulas ambas as componentes de corte em z (.= %. =0), a direc¢do do
eixo dos zz ¢ uma direcgdo principal de deformacdo, sendo a respectiva
deformagdo principal igual a 3 (isto € &, =0).

De qualquer forma, as deformagdes principais no ponto considerado obtém-se
resolvendo a equacdo caracteristica:

5-¢ 5 0
5 65—¢ 0 |=0
0 0 35—-¢

ou seja, desenvolvendo o determinante segundo a ultima linha:
B-¢)[5-¢)(5-¢)-25]=0
ou ainda:
(3-¢)(e® ~116+5)=0
cujas solugdes sdo as trés deformagdes principais na origem das coordenadas:
=105 ; &=¢,=3; &=05

Ja se sabe que a direc¢do principal correspondente a &, =¢,, =3 ¢ o eixo dos
zz, pelo que se pode escrever, desde ja:

n, =(0,0,1)

uanto as restantes duas direc¢des principais, estas obtém-se resolvendo o
sistema habitual:

(gxx_gn)l +%7/xym +%7xzn =0
17l +(&,,—&,)m +3y,.n =0
%}/le +%7yzm +(gzz_gn)n =0

Neste caso tem-se, na origem das coordenadas:

(5-¢&,) +5m +0n =0
5l +(6-¢,)m +0n =0
0/ +0m +(6-¢,)n =0
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Para calcular 7, substitui-se ¢, = ¢ :

(5-10.5) +5m =0
51 +(6-10.5)m =0
n =0
ou seja:
—-550 +5m =0
51 4.5m =0
n =

Donde, explicitando a solugdo em termos de /:
M=11] ; n=0

Um vector com a direc¢do 7; obtém-se, por exemplo, fazendo / = 1:

V,=(1, 1.1, 0)
Donde, o vector unitario 7 :
i = L LLO 6670074 0)
‘Vl‘ 1,487

Igualmente para a a direcgdo principal 7, substitui-se ¢, = &5, isto é:

(5-0.5)/ +5m =0
51 +(6-0.5)m =0
n =0
Ou seja:
4.5] +5m =0
51 5.5m =0
n =0

Donde, explicitando a solugdo em termos de /:
m=-097] ; n=0

Um vector com a direc¢do ji; obtém-se, por exemplo, fazendo /= 1:

V;=(1,-0.9, 0)
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Donde, o vector unitario 7 :

=2 o209 0 600 o567, 0)

7y 1.345

PROBLEMA 2.2.4

O estado de deformag@o num ponto P dum corpo material ¢ definido pelas
seguintes componentes cartesianas,

=30x107°
7xy =0 7yz =0 Vax :_20X10_6

e =80x10"% ¢ =60x10"° ¢

Xx yy zz

a)- Demonstre que xz ¢ um dos planos principais de deformag@o no ponto P em
questdo;

b)- Calcule as deformagdes principais e as respectivas direc¢des principais no
ponto considerado.

RESOLUCAOQO:

a)—0 plano xz é plano principal de deformacao

Com efeito, da analise da matriz das deformacdes no ponto considerado:

80 0 -10
[e]=] 0 60 0 [x107°
10 0 30

Constata-se que sdo nulas ambas as componentes de corte em y, (%,= 7. =0).
Isso significa que a direc¢@o do eixo dos yy, isto é, 7=(0, 1, 0) ¢ uma direc¢do
principal de deformagéo e, portanto, o plano que lhe é perpendicular (plano xz) é
um plano principal de deformacdo no ponto considerado. A deformagdo

principal correspondente € ¢ = &,y =060x 107

b)—Calculo das Deformacoes Principais e respectivas Direccoes

As deformagdes principais e respectivas direc¢des principais de deformagdo
poderiam calcular-se seguindo a metodologia geral que foi utilizada para
resolver a alinea b) do problema anterior.
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Uma maneira alternativa de resolver o problema ¢ a seguinte:

Dado que uma das direcgdes principais esta ja identificada como sendo o eixo
dos yy, as outras duas direcgdes estario no plano principal que lhe esta
associado, isto é, o plano yz. Podem ser, portanto, determinadas utilizando as
formulas para o célculo das deformagdes principais secundarias no plano xz,
isto €é:

Onde 6, (p=1,2) sdo os éangulos das duas direcgdes principais secunddrias
relativamente ao eixo dos xx.

Substituindo os valores correspondentes para &, &. € J., obtém-se:

£ =82x107°
£ =28x107°

-20
1gl26,)=—==-04
g( p) 50

Donde:
6, =-109° ¢ 6,=+479,1°

As deformagdes principais no ponto considerado sdo, entdo:

g =6=82x10"°

£ =&, =60x10"°

£y = 6, =28x107°
E as trés direcgdes principais de deformagdo sdo, respectivamente:

iy = [cos(~10,9°),0, sen(-10,9°)] = (0,98,0,-0,19)

iiy = j =(0,1,0)
iy = [cos(79,1°), 0, sen(79.,1°] = (0,19, 0, 0,98)
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PROBLEMA 2.2.5

O estado de deformagdo num ponto P dum corpo material ¢ definido pelas
seguintes componentes cartesianas,

o =-150x107° g =-150x10"° & =-300x10"°

Ve =100x10"°  y_ =0 V. =0

5

a)-Determine as deformagdes principais € as respectivas direc¢des principais no
ponto considerado;

b)-Determine as componentes normal ¢ de corte da deformagéo sobre um plano
7 cuja normal estd igualmente inclinada sobre os trés eixos coordenados (/ =
m=n=+3/3);

c)-Identifique os planos octaédricos no ponto considerado e, sobre eles,
determine as respectivas deformagdes normal e de corte.

RESOLUCAO:

a)-Deformacdes principais no ponto P

Pelo facto de serem nulas as componentes de corte no plano xy, isto ¢
7,:=7,:=0, isso significa que esse ¢ um plano principal de deformagdo,

sendo a respectiva normal (o eixo dos zz) uma direc¢do principal de deformagéo
no ponto considerado. Assim sendo, fica desde ja identificada uma das
deformagdes principais no ponto P, isto é:

&.. ==300x107°, com 7i=(0, 0, 1)

De qualquer forma, as deformagdes principais obtém-se resolvendo a equagéo
caracteristica em &

1 1
(gx _8) 2y 3V xz
1 _ 1 —
2Ty ey =€) 27 =0
1 1
nyz Eyyz (gzz_g

Ou seja, substituindo os valores para as componentes cartesianas da deformagao
neste caso:

(150x10©-2)  s0x107 0
50x10°¢  (-150x10 —¢) 0 =0
0 0 (—300><10‘6 —
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Desenvolvendo o determinante segundo a ultima linha, obtém-se:
(— 300x107 —g)x [(— 300x107 —g)z - (50 x 10*6)2} =0

Ou seja:
(—300>< 107 —g)x (— 200x107° —g)x (— 100x107° —g): 0
Portanto, as deformagdes principais:
& =—100x107%; &, =—200x107%; £ =-300x107°
Quanto as direcgdes principais de deformagdo, podemos desde ja escrever que:
ny =(0, 0, 1)

E as outras duas direc¢des principais, isto é n, € #;, obtém-se substituindo &

por & e &, sucessivamente, nas equagdes seguintes:

(gx —g)l +17/xym +%}/xzn =0
1 1 _

Ej/xyl +(gyy_g)" +57yzn =0
%7/”] + %7@2’” + (gzz — g)n =0

Assim, para 7, tem-se:

(=150+200)x107%7 +50x10°m =0
50x107°1 +(~150+200)x10"°m =0
n =0
Ou seja:
[+m=0 -
{n_o = nzz(g’ _gs 0)

e para 7, tem-se, igualmente:

(=150 +100)x107°7 +50x10™°m =0
50x107°1 +(=150+100)x10"%m =0
n =0
Ou seja:
I-m=0 N RN
{n:o = 3_(79 B 0)
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b)-Deformacao normal e deformacao de corte sobre o plano 7

O plano 7z fica definido pela respectiva normal 7 =(/, m, n), em que, no
presente caso, os cossenos directores satisfazem a condicéo:

RE}

I=m=n= 3

A deformagdo normal ¢ sobre o plano 7 obtém-se através da expressdo geral:

2 2
+en"+ yxylm +7).mn+ Vbl

Ep = gxxlz +&,m
Ou seja, substituindo:
£, =%(=150-150-300+100)x 10~ = -166,7x10°
Quanto a deformagdo de corte y_sobre o plano 7z, tem-se:
(7o f = (024074 02)- (6.
2 Yr) =  + y + 0 x

Onde:

Dy =gl +Ly m+ty n=(=150+50)33 1070 = ~1009%3 . 16

D

=Lyl e, medy n=(50-150)% 1070 = %xlO%

D, :%7le+57yzm+gzzn :_100\/§X10_

Ou seja:

2 4 4 4
1y,, 107 107 510t <1012 - 22107 2
2 33 9

Isto é:

7, =—1886x107°

c)-Planos Octaédricos

Os planos octaédricos ficam identificados pelas respectivas normais, as quais
estdo igualmente inclinadas relativamente as trés direc¢des principais #,, 71, €

7, no ponto considerado. Assim sendo, pode escrever-se:

Noer =

k‘
w‘ﬁ
\S
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Ou seja:

Donde as 4 direc¢des octaédricas possiveis:

+++ = A — (00 I) (£ _J6 0)+(ﬁ’*’0):(ﬁ’0’§)
)

Roct 6° 6°

= R =bo g tE g0l
SR
beo = a®=(00B) [ s

oct

Quanto aos valores das deformacdes octaédricas, estes obtém-se a partir das
expressoes gerais:

— -1
gm‘t - gm ) (6‘1 + & + 53)

Y et :%\/(51 _‘92)2 +(52 _‘93)2 +(‘93 _51)2

Ou seja, substituindo os valores para &, & e &:

£y =—200x107°
Yoer =2~/10000 +10000 + 40000 x10~° =1633x107°

PROBLEMA 2.2.6

Reconsidere 0 PROBLEMA 2.2.5, agora para o caso em que o estado de
deformag@o no ponto P ¢ definido pelas seguintes componentes cartesianas,

e =30x10"% & =30x10"° . =60x10"°

xx »y zz

7xy :_20X10_6 }/yz =0 Y zx =0

Determine, recorrendo directamente a constru¢do dos circulos de Mohr, as
deformagdes principais e as respectivas direc¢des principais no ponto
considerado.

RESOLUCAO:

Sabendo, a partida, que o plano xy é um dos planos principais de deformagéo,
podemos desenvolver a construgdo dos circulos de Mohr da seguinte maneira:
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1)-No diagrama de Mohr (& ,1y ) marquem-se as posi¢des dos pontos X € Y
representativos dos pares (&, ,— % Ve )e (gvy s % Vo ), respectivamente, isto ¢,
no caso em questdo, X =(30, 10) e Y =(30, -10);

2)-0 segmento DD’ é um didmetro do circulo de Mohr no plano principal xy e a
sua interseccdo com o eixo das abcissas define a posi¢do do centro C desse
circulo de Mohr;

3)-Com centro em C desenha-se o circulo de Mohr a passar pelos pontos X e Y;

[N

A

X
20,AL g Z
0 : > &
P, CiC, GkP;, G, P,
£, =20x10"° W
£, =40x10°
& =60x10"

4)-A circunferéncia de Mohr intersecta o eixo & em dois pontos cujas abcissas
definem precisamente os valores &=20x10"¢ &=40x10"°das
deformagdes principais no plano xy. respectivamente. Como estes valores sdo
ambos inferiores a 3" deformagdo principal ja conhecida (g_ = 60x107°%),
podemos entdo escrever:

£ =60x10%; £ =40x10"%; £ =20x10"°
¢ identificar assim os pontos P;, P, ¢ P; que definem os didmetros dos trés
circulos de Mohr e os respectivos centros C;, C, e C; (ver figura);
5)-As orientagdes das direcg¢des principais (2) e (3) no plano xy (com versores
n, € 1,, respectivamente) ficam definidas pelos éangulos &, e @3,

relativamente ao eixo dos xx, medindo no diagrama os angulos 26, e 26,, a
partir do raio CD para os pontos P, e P, respectivamente. Por medi¢do directa
sobre o diagrama, tira-se: 26, = -772 (no sentido do movimento dos ponteiros
do relogio) e 26, =+ #/2 (no sentido contrario ao do movimento dos ponteiros do
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7 Tem-se, portanto:
3)
»\9 .z iy = (0, 0, 1)
T -
/ef—jj =2, 2 )
@
PROBLEMA 2.2.7

Partindo do conhecimento das deformagdes lineares segundo trés direcgdes
distintas (a, b, ¢) num ponto da superficie dum corpo material, deduza as
expressdes das deformagdes principais e respectivas direcgdes no ponto
considerado, para os seguintes casos particulares:

a)- As direc¢des a, b e ¢ estdo angularmente espagadas de 45° (roseta
rectangular).

b)- As direcgdes a, b e c estdo angularmente espagadas de 120° (roseta delta).

RESOLUCAO

a)- Roseta rectangular

Trata-se da situagdo representada na figura a seguir. Aplicando directamente as
equacgdes (2.44) referidas no paragrafo §2.12 da introdugdo tedrica, ¢ tomando
B = y=45° obtém-se as deformagdes &, &, € %,

C
ﬁ/b
h Exx = &g

E,, =&
6, =0° y b
0, =45° Y xy :Zgb_ga — &
0, =90°

As deformagoes principais podem obter-se a partir das equagdes (2.42):

2 2
_Eatéy . Eq =& . Yy
2 2 2
e +e& e —e, ) v :
& = x %y w Ty |l
2 2 2
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Donde, substituindo:
g, te. 1 2
o=t e e, - ) + 26,5, - )

& :ga ;gc _% (‘ga _gc)2+(ng_ga _50)2

Por outro lado, substituindo os valores para &, &, € J, na equagdo (2.41),
obtém-se:

15(20,) = 26, —€, — &,
Eq — &

A solugdo da equagdo anterior para a determinagdo do 4ngulo 6, é constituida
por dois valores, no intervalo [-n/2, + #/2]. Seja 6; o angulo da direc¢do
associada a maior deformacdo principal (&) relativamente ao eixo dos xx (ou
extensémetro a) ¢ 6,= 0, £ 7/2 o angulo da direc¢do associada a menor
deformag@o principal (&), também em relagdo a0 mesmo eixo dos xx. Da analise
do diagrama do circulo de Mohr representado na figura a seguir, resulta que a
localizagdo do angulo 6, no intervalo [-xn/2, + #/2], ¢ feita com base nas
seguintes regras:

@) 0< 6 <n/2, quando &,> (g,+¢&.)/2
(i) —-n2< 6 <0, quando &, < (g,+¢&.)/2
(iii) 6 =0, quando g,>¢. e, =g

(iv) 6 =+n/2, quando ¢,<e.ee,=¢

& >
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b)- Roseta equiangular (A) de trés elementos

Os trés extensometros estdo orientados segundo os lados dum tridngulo
equilatero, conforme indicado na figura a seguir. A orientacdo dos eixos dos
extensdmetros ¢ aqui mais equilibrada do que no caso da roseta rectangular, mas
as formulas resultantes para o calculo das tensdes principais e respectivas
orientagdes sdo mais complexas. Tomando o eixo de referéncia Ox coincidente
com a direc¢do do extenséometro (@), das equagdes (2.44) resulta (fazendo S =y
=120°:

As deformagoes principais podem obter-se a partir das equagdes (2.42):

2 2
- . te, . Eq =& . Yy
2 2 2
2 2
6 - Entéy a8y . Ve
2 2 2

Donde, substituindo:

2

_1\/{ga _§[2(£b +gc)—ga]}2 +§(5c -5 )

As expressdes anteriores podem ainda simplificar-se:
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2 2
E, &yt ¢ E,+ &+ €& E, — &
& = a b C+\/[ga_ a b c:| +(c b)

3 3 3
o _fatite. [ cate,te 2+(gc—gb)2
2 3 a 3 3

Por outro lado, substituindo os valores para &, &, € j, na equagdo (2.41),

obtém-se:
(2/\/§ch _ gb) \/g(gc _ gb)

2[% —%(ga +é&, +gc)} 26, (e + )

1g(20,) =

A solugdo da equagdo anterior para a determinagdo do 4ngulo 6, é constituida
por dois valores, no intervalo [—n/2, + #/2]. Seja 6, o angulo da direccdo
associada a maior deformacdo principal (&) relativamente ao eixo dos xx (ou
extensometro a) e 6,= 6, £ /2 o angulo da direc¢do associada a menor
deformagdo principal (&), também em relagdo ao mesmo eixo dos xx. Da analise
do diagrama do circulo de Mohr representado na figura a seguir, resulta que a
localizagdo do angulo &, no intervalo [-7/2, + #/2], é feita com base nas
seguintes regras:

(@) 0< 6 <a/2, quando &,> (g,+¢&.)/2
(i) —m2< 6, <0, quando &, < (g,t¢&.)/2

(iii) 6 =0, quando ¢,>¢. €&, =&
(iv) 6 =+n/2, quando ¢,<¢e.eeg,=¢&
v/2
A
&4 >

(eat &pt €)/3———»f

& ——M T

&1 >
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PROBLEMA 2.2.8

Num ponto P da superficie livie dum corpo material, mediram-se as
deformagdes lineares segundo trés direcgdes a, b, ¢ espacadas de 45°:
£,=1000x10°; & =400x10°; & =200x10°
a)-Determine as deformagdes principais no ponto considerado e as respectivas
orientagoes;

b)-Determine o valor da deformag@o de corte maxima e a orientagdo do plano
segundo o qual ela se processa

c)-Resolva as alineas anteriores recorrendo exclusivamente a constru¢do dos
circulos de Mohr.

RESOLUCAOQO:

a)-Deformacoes principais no ponto P

No ponto considerado sdo conhecidas as seguintes deformagdes lineares
segundo trés direccdes angularmente espagadas de 45° sdo as seguintes:

£, =+1000x107°
g, = +400x107°
£, =+200x107°

Neste caso (f = y = 45°), as deformagdes principais sdo dadas pelas expressoes
seguintes (ver problema anterior):

g £+£ IJ 251; 5c)2

& —fatée 1\/ 2€b sa—sc)z

Donde, substituindo pelos valores correspondentes:

[1200 8002 +400 2 )xlo 0 =41047x107°
€2=[12200_; 8002+4002)><106=+153><106

Quanto a orientag@o das direcgdes principais, tem-se:

e, —g. —
tg(ZH)zigbg o

a gC
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ou seja:

400
tg(29) = —% = —0,5

Donde:
20 =-2656° = 0=-13,28° ou 6=76,72°

&, T &,

47

Atendendo a que &, =400x 107% < e =600x107%, de acordo com a regra

definida no paragrafo §2.1.14, o angulo 6, é negativo. Donde:
6, =-13,28° e 0,=6,+90°=76,72°

Tem-se, assim, a representagdo grafica seguinte:

ny
4 b
; 6, =76,72°
/4
/4
a
e 0 =-1328°

TTea
n

E, portanto:
n =(+0.97, -0.23, 0)

ii, =(+0.23, +0.97, 0)

b) — Deformacio de corte maxima

A deformacdo de corte maxima no ponto considerado ¢ dada pela expressdo

seguinte:

7/771(1)(

e ocorre sobre o plano cuja normal bissecta as direc¢des 7 € 7, , isto é:

=" _ (0851, 0.525, 0)
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¢) — Construcio do Circulo de Mohr

1)-No diagrama (&, y/2), desenham-se as trés rectas verticais e,, ¢, € €. as
distancias g, &, € & da origem O’;

2)-Sobre a recta e, toma-se um ponto B e, a partir deste ponto, desenham-se as

rectas €, ¢ e, ,inclinadas de angulos f=45° ¢ y=45°, respectivamente;

Yoy
A
£=1047 o
[ ep Q eag
&=153 ; Lo,
| A/
o 26, —xi'zs,ss"
O - \;I: > <
P2 /61< /P1
ec / ///
C NE452] 45°
o’ > h
£=200 B
<« =400 —»
e £=1000 ————»

3)-Identificar os pontos A e C onde a s rectas €, e e, intersectam as verticais e,
e e., respectivamente;

4)-Identificar o centro C; do circulo de Mohr, pela intersec¢do das mediatrizes
dos segmentos AB ¢ BC (no caso particular duma roseta rectangular, o centro
C, pode ser identificado pela ponto médio do diametro AC).

5)-Desenhar o circulo de Mohr (centro em C, e a passar pelos pontos A, B e C);

6)-Desenhar o eixo das abcissas do diagrama de Mohr (diametro horizontal) da
circunferéncia a que se refere o ponto anterior;

7)-Identificar os pontos P1 ¢ P2 de intersec¢do do eixo das abcissas com a
circunferéncia de Mohr;

8)-Medindo as distdncias OP; ¢ OP, obtém-se os valores das duas deformagoes
principais no ponto considerado, isto é:

£=1047x10"° e & =153x10"°
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9)-A orientacdo das direc¢des principais obtém-se medindo o angulo
291:AC1P1:

20, =-26,56°
ou seja:

6, =—13,28°

Conforme sugerido pela figura, o angulo ¢ = —13,28° ¢ medido a partir da
direcgdo (a), no sentido do movimento dos ponteiros do reldégio. Assim, tem-se:

ii, =(+0,97, —023, 0)
ii, =(+0,23, +0,97, 0)

O valor maximo da deformacdo de corte obtém-se medindo a ordenada do ponto
Q sobre o didmetro vertical do circulo de Mohr (ver figura):

%7!71(1)6 =447X10_6’

ou seja:
=894x107°

Vmax

PROBLEMA 2.2.9

Utilizando rosetas rectangulares de trés extensémetros, mediram-se as
deformagdes em cinco pontos A, B, C, D e E na superficie dum corpo material.
Determine as deformagdes principais em cada um desses pontos e as respectivas
direcgdes.

a)-Ponto A: gy =—600x107°, £45 =—400x107°, £450 =200x107°
b)-Ponto B: gy = —200x107, 45 =600x107, 900 =400x107°
¢)-Ponto C: gy =400x107°, £450 =—200x107%, 990 = 600x107°
d)-Ponto D: g5 =600x107°, £,5 =400x107°, £900 =—200x107°

e)-Ponto E: £ =600x107°, g450 =-200x107°, £500 =—200x107°

RESOLUCAO:
a)-Ponto A

Tratando-se de rosetas de extensometros a 45°, podem aplicar-se directamente
as expressoes apresentadas no paragrafo 2.1.14 para as rosetas rectangulares:

J. F. Silva Gomes, FEUP - Porto, 2009



50  Mecanica dos Materiais e Estruturas Lineares. Teoria e Aplicacoes

& ﬂ 1\/ 2gb 56)2

& —fatée 1\/ 281, sa—sc)z

Donde, substituindo pelos valores correspondentes:

gl{ 400, 8002+400 jxlo 6 -24721x107¢
g2=[_4go—; 8002 + 400 2 jxlo 6 =_647,21x107°

Quanto a orientag@o das direcgdes principais, tem-se:

12(20) = 26, -, — &,
Eq — &
ou seja:

—-400
tg(20)=———=0,5
8(20)=—os

Donde:

20=2656° = 0=1328 ou O=-7672°

+

Atendendo a que & =—400x107% < ”2 e —200x107%, de acordo com a

regra apropriada, o angulo 6, é negativo, pelo que:
6, =-76,72° e 6,=6,+90°=13,28°

Graficamente, tem-se:

b
n =(+0,97, -0,23, 0)
_—“ }12
{ez =13, 28° ny, =(+0,23, +0,97, 0)
# =-16,72°

v

n

Em alternativa, poder-se-ia ter utilizado a construgdo de Mohr:
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450 | 45°

26, = -153°

\\ y
S~ — | =200
—&, = —400—»4—%

&, =—600 ——>»

& =247
le——— &, =—647 >

Conforme sugerido pela figura, o angulo 6= —76,72° é medido a partir da
direcgdo (a), no sentido do movimento dos ponteiros do reldgio. Assim, tem-se:

iy =(+0,23, -097, 0) i, =(+0,97, +0,23, 0)
b)-Ponto B

Neste caso, tem-se:

g = (200 +% 6002 +1000 2j>< 107 = 683,10x10°

L2

ef[z(z)o‘; 6002+10002}1°6=—483,10x106

Quanto a orientag@o das direcgdes principais, tem-se:

28, —&, —& 1000
1820 == e =

a c

=-1,67

Donde:
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20 =-59,04° = 6=-29,52° ou 6=60,48°

+ &,

Atendendo a que &, =600 x 107> Satle _ 100x10~°%, de acordo com a regra

definida no paragrafo 2.1.14, o angulo 6, ¢ positivo. Donde:

c .
n

A b
6, = 60,48°
7l 6 = 60,48° 6, =6 —90°=-29,52°
. I /4
; . )
/92 29500 ii, =(+0,49, 0,87, 0)

ii, =(+0,87, —049, 0)

TA

n,

Em alternativa, poder-se-ia ter utilizado a constru¢do de Mohr representada na
figura a seguir. Conforme ¢ sugerido pela figura, o angulo 6,=60,5° deve ser
medido a partir da direcgdo (a), no sentido directo. Assim, tem-se:

ii, =(+0,49, +0,87, 0)
ii, =(+0,87, —0,49, 0)

A

N \k%
Ny4e! \.u
V)
S
(os} /
o~
o)
S
v
=~ S

N
o
R
N,
]
v
Oy

26, =1212

A

\

x
™
|

N
S
S
v

£,=-200 [*&. =

[—>t—¢g;, =600 —>

=g =483 Pt—— g =683 —>
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¢)-Ponto C

Neste caso, tem-se:

(IOOO —+/200% +1400 2 )xlo 6 =1207,11x107°

g = [10200_; 2()()%14002}106 ~207,11x10™°

Quanto a orientagdo das direcgdes principais:

12(20) = ngg_ fﬂg‘ fe _ ‘_1;(?(? =7,00
c

a

Donde:
20=81,87° = 6=4093° ou @&=-49,07°

+

Atendendo a que &, =—-200x 1076 < =500x10"%, de acordo com a regra

apropriada definida no paragrafo §2.1.14, o angulo &, é negativo. Donde os
angulos 6, ¢ &:

6, = —49,07°

6, = 6, +90°= +40,93°

e, portanto, as direc¢des principais ficam definidas pelos seguintes versores:

c

b
i,
”
,x"'\az - 409%° i, = (+0,66, —0,76, 0)
A\ 714
a iy = (+0,76, +0,66, 0)
/9] = —49,07°

R
nl

Em alternativa, a solu¢do poderia ser obtida a partir duma constru¢do de Mohr,
semelhante a utilizada nas alineas anteriores:
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1y
A
€p €q €.
A
45° 45
\291 =-98°
> S > h
B <\
j\: v > &
P, AR P,
£, =—200 C
[—>fe- 5, =400 >
&, =—207 [¢ & =600—>
-5 =120 ——————— >

Conforme ¢ sugerido pela figura, o dngulo &, = — 49° deve ser medido a partir da
direccdo (a), no sentido dos ponteiros do reldgio. Pode. assim, escrever-se:

i =(+0,66, —-0,76, 0)
ny =(40,76, +0,66, 0)

d)-Ponto D

Neste ponto, tem-se:
& = [4;” +%\/8002 +400 7 )xlOé =647,21x107°

£ =(4200—; 800> +4002)x106 =-247,21x10"°

Quanto a orientag@o das direcgdes principais:

12(20) = 28, —&, — &, :%:

E,—&

0,5

c
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Donde:
20=2656° = 6=13,28° ou 6=-76,72°
Atendendo a que & = 400x107° > L;:gc =200x107¢, de acordo com a regra

definida no paragrafo §2.1.14 para a direccdo principal (1), o angulo 6, é
positivo. Donde os angulos &; ¢ & que definem as direcgdes principais:

c 6, = +13,28°
b 0, = 6, —90°= 76,72°
R ¢ Z e, portanto, os correspondentes
Ly RO =138 ; versores:
0, =-76,72° -
i, = (+0,97, +023, 0)
o ii, =(+0,23, —0,97, 0)

n,

Também aqui, a solugdo poderia ser obtida a partir duma constru¢do de Mohr,
semelhante a utilizada nas alineas anteriores:

37
A
€. €p €
L—
e;- \
C e;l
.~ 26,=26,56°
A > &
Pz O C] Z Pl
455 3
S A
> h
£, =—200 B
[P, =400 ¥
——¢, =600 ——»
£, =247
r—><7 £, =647 ——»|
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O angulo 6,=13,28° deve ser medido a partir da direcgdo (@), no sentido directo.
Assim, pode escrever-se:

i, =(+0,97, +023, 0)
ii, =(+0,23, —0,97, 0)

e)-Ponto E

No ponto E, tem-se:
& = (420 +%\/8002 +800°2 )xlo_é =765,69x107°

& =(4200—; 8007 +800 2 )xlo_é =-365,69x107°

Quanto a orientagdo das direcgdes principais:

1g(20) = ngg_ f”g_ . "85(5)(())0 =-1,00

a c

Donde:

20=-45 = 0=-2250° ou O=+67,50°

Atendendo a que g, = 200x10°6 < Lot _ 200x107%, o angulo 6, ¢

negativo. Donde os angulos €, ¢ 6, que definem as direcgdes principais:

n,
4 b
6, = -22,50°
0, =6, +90°= +67,50°
714 6, =67,50°
l /4
,/ a iy =(+0,92, —038, 0)
_JO=-2250
RS iy, =(+0,38, +092, 0)

n

A construgdo de Mohr correspondente € a seguinte:
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. 26, = —45°
eC
» &
\’; Al / ¢ P
> h
B=C
&, =&.=-200

%—»47 &, =600 —>

g, =365 p&—g, =765 —>

Neste caso particular, em que &,= &, os pontos B e C sdo coincidentes, o circulo

de Mohr ¢ tangente a recta e}, = e;, e o centro C; é o ponto médio do segmento
AB.

O angulo 6,= —22,50° deve ser medido a partir da direc¢do (a), no sentido
retrogrado. Sendo assim, pode escrever-se:

ii, =(+0,92, —0,38, 0)

ii,=(+038, +0,92, 0)

PROBLEMA 2.2.10

Utilizando rosetas delta (A) de trés extensometros, mediram-se as deformacgdes
em cinco pontos A, B, C, D ¢ E na superficie dum corpo material. Determine as
deformagdes principais em cada um desses pontos e as respectivas direcgdes.

a)-Ponto A: gy =+600x107°,  g500 = +400x 107, £3400 =—200x107
b)-Ponto B: ggo =-200x107°, 1500 = +400x107%,  £3400 = +100x 107
o)-Ponto C: g ==700x107%,  £,00 ==300x107%,  £y400 =+200x107°
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d)-Ponto D: g5 =—100x107°,  &,00 ==600x107%,  £y400 =+700x107°
e)-Ponto B: g5 = +300x107%,  £,00 ==200x107°,  £,400 =+800x107°

RESOLUCAO:
a)-Ponto A

Utilizando as expressodes (2.47) para as rosetas delta de trés elementos:

& =M+\/[ga —%(ea +&p +£c)]2 +%(gc —& )

3
52:W_\/[ga—%(ga+gb+gc)]2+%(ec—8b)2
obtém-se:
(600 +,/4002 +1 4002j><10 6
(600 4002 +1 4002j><10_6
ou seja:

£ =661,88x107°
£ =—261,88x107°

Quanto as direcgdes principais, da equagdo (2.48) pode escrever-se:

tg(ze) — »\/g(é‘c - gb)
28, — (&, +€,)
Tira-se:
V3 % (~400)
tg(20) = ———= =-0,58
820 =""100
Donde:

20=-30° » #=-15° ou @H=+475°

Atendendo a que g, =-200x107% < &, =+200x107, o angulo 6; devera estar
no intervalo — 7/2 < a; < 0. Portanto:
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ﬁz 91 :—150

6, = 6, +90° = +75°

120°

ii, =(+0,97, —0,26, 0)

ii, =(+0,26, +097, 0)

C

A solugdo podia, também, ser obtida através da construgdo de Mohr a seguir
apresentada. Conforme sugerido pela figura, o angulo ¢;= —15° deve ser medido
a partir da direc¢do (a), no sentido retrogrado. Assim, pode escrever-se:

i, =(+0,97, —026, 0)

Wi, =(+0,26, +0,97, 0)

1
27
e, * e e,
Y
> h
B
C : A
€ |26, =300 €
/ 3
P G P
B
&. =200 | &, =200
¢ =600 ——>»
£y =262 £, =600
‘4—»4— & =662 ——>
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b)-Ponto B

Usando as mesmas expressoes utilizadas na alinea anterior, obtém-se:

51:(320+ 3002+§3002jx106:446,41x106
82:(620_ 4002+§4002Jx10‘6:—246,41x10‘6

Quanto as direcgdes principais, tem-se:

(e —&,)  3x(=300)
26, —(g,+€,)  —-900

1g(20) = +0,58

Donde:
20=+430° = a=+15° ou a=-75°

Atendendo a que
£, =+100x107° < g, =+400x107°,

I 1, o angulo &, devera estar no intervalo
RO, =41s a -/2 < <0.Isto é:
91 :—750 (5] 92 =91 +900:+150
6, =-75°
i, =(+0.26,-0.97,0) e 7, = (+0.97,+0.26,0)
1
27
e, A e, €y
A solugdo pode, também, ser |
obtida através da constru¢do de
Mohr apresentada na figura ao A 20,=-150°_y B
lado. - \
O angulo ¢= -75° deve ser P, le?!\\ P, > e
medido a partir da direc¢do (a),
no sentido dos ponteiros do RY; > )
relogio. Assim, pode escrever-se: B’ '
ea
iy = (+0.26, —0.97,0) 2y =200 41C
= < Me—> s, =100
iy =(+0.97, +0.26,0)
le— &5, =400 —>
e &, =246
¢ le £ =446
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¢)-Ponto C

Neste caso, substituindo os valores de &, &, ¢ & nas expressdes gerais:

E,+ey+ €&
g =—a b c
3

&) :W_\/[Ea _%(ga +&p +gc)]2 +%(‘c"c _‘c"b)2

+\/[ga _%(‘ga +&p +gc)]2 +%(‘("c _‘("b)2

obtém-se:

g :(_200 +,/4337 +§><5002Jx10‘6 =254,02x107°
& :[_8300 — /4337 +;x5002jx106 =-787,35x107°

Quanto as direcgdes principais, tem-se:

2(2) = V3(e, =) _3x500 _
£ 26, —(e16,) 1300

Donde:

20=-33,67° = 0=-16,84° ou O=+7316°

Atendendo a que &, =+200x 10° > &, =—300x 107, o angulo ), devera estar

no intervalo 0 < o < +x/2. Isto é:

6, = +73,16°

0, =6, —90°= —16,84°

b 4
6, =+73,16° Os versores das direc¢des principais
120° sdo, portanto:
120° a
)6, =—168° -
s L n; =(+0,96, +0,29, 0)
n,

ii, =(+0,29, —0,96, 0)
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A solugdo pode, também, ser obtida através da constru¢do de Mohr representada
na figura a seguir. Conforme sugerido pela figura, o angulo 8,= +73° deve ser
medido a partir da direcgdo (a), no sentido directo. Assim, pode escrever-se:

n =(+0,96, +0,29, 0)

ny, =(+0,29, -0,96, 0)

1
27

a € A €

26, = +146°
——
L

> > &
P, i € /‘ Z Py
C

1208 120°_~

v
=

d)-Ponto D

Substituindo os valores de ¢, g, ¢ & nas expressoes (2.47) para as deformagdes
principais & ¢ &, obtém-se:

glz(2+ 1002+§><13002Jx10‘6=+757,19><10"6
82:[2_ 1002+§><13002jX1O6:_757,19xl06
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Quanto as direcgdes principais no ponto D, substituindo na equacgio (2.48),
obtém-se:

V3(e —&) _N3x1300 _
2¢,—(gy+&,) =300 ’

1g(20)=

Donde:
20=-8241° = 0=-41,21° ou O=+48,79°

Atendendo a que g, =+700x10™° > g, = -600x107°, o angulo & devera estar

no intervalo 0 < ¢ <+ 7/2. Isto é:

b <N
e 6, = +48,79°
’ 6, =+48,79°
6, =6, —90°=—-4121°
120° < a
/92 ——4121° n =(+0,75, +0,66, 0)
S i, =(+0,66, —0,75, 0)
n,

c

A solugdo pode, também, ser obtida através da construgdo de Mohr:

1
27
A
e, e, e,
B
(
Al ’C]
T > &
P2 ,/ / f P1
26, = +97,58°
[ —
> h
e. B
e, =—100
e —»
&, =—600 &, =700
&) =246 —ple—— &) =446 —»|
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Conforme ressalta da analise da figura, o angulo 8= +48,79° deve ser medido a
partir da direc¢@o (a), no sentido directo. Assim, pode escrever-se:

n; =(+0,26, -0,97, 0)
ny, =(+0,97, +0,26, 0)
e)-Ponto E

Neste caso, substituindo os valores de &, ¢, ¢ & nas expressdes gerais:

E,+ey+ €&
g =—a b c
3

&) :W_\/[Ea _%(ga +&p +gc)]2 +%(‘c"c _‘c"b)2

+\/[ga _%(‘ga +&p +gc)]2 +%(‘("c _‘("b)2

obtém-se:

51:(9300+ 02+‘1’><10002jx10‘6=877,35><10‘6
& :[9(3)0— 02 +§xlooozjxl°6 =-277,35x107¢

Quanto as direcgdes principais, tem-se:

Ve, —gy)  A[3x1000 .

2¢, — (&, +£c)_ 0

tg(20) =
Donde:
20=1490° = O=+45° ou &=-45°

Atendendo a que g, =+800x107% > g, =-200x10°, 0 angulo & deverd estar no

intervalo 0 < o <+ 7/2. Isto é:

6, =+45°

02 = ¢9 - 900 = —450

¢ ﬁ1:(+ﬂ, L2 0)

2

iy =(+32, -2 0

2

J. F. Silva Gomes, FEUP - Porto, 2009



Capitulo II - Analise das Deformacoes 65

A solucdo podia, também, ser obtida através da construgdo de Mohr
representada na figura a seguir:

37
e, 4 e, e,
B C
> &
P, P
> h
a
é
A '
&, =-200 \ea
>, =300 >
o277 [ S =80
e =877

Conforme sugerido pela figura, o angulo &= +45° deve ser medido a partir da
direccdo (a), no sentido directo. Assim, pode escrever-se:

le:(+ﬁ, 42

2 2 0)

iy =(+32, -2 0

2
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2.3. PROBLEMAS PROPOSTOS

2.3.1. O campo dos deslocamentos num
meio material ¢ definido pelas seguintes
componentes:

u = Xy 2 2xytxztyz+2

v=x 434+ 27 P4yt ]

w=x'+2 +2x+3yz + 1
Determine o campo das deformagdes que
lhe esta associado.

Solugdo: &,=2x+2y+z gyy=12y3 Ay
e‘zz=3zz+2xz+3 Y ryz:4yzz+32+1 ;

rxz=zz+y+22+3x ; z;y:3x2+2x+2y+z.

2.3.2. Relativamente ao campo de
deslocamentos a que se refere o problema
anterior, determine a deformacao linear ¢,
no ponto P de coordenadas (1, 0, 1),
segundo uma direccdo 7 igualmente
inclinada relativamente aos trés eixos

coordenados, ji = (\/54,«54,\/54),
Solugdo: ¢(P,ii)=25/3-

2.3.3. Ainda relativamente ao campo de

deslocamentos a que se refere o problema

2.3.1., determine a distorc¢ao entre as duas
% \/é? E

= 3
direcgdes ortogonais 1 = (737-73 5)e
S _ A2 V2
1 = (55-,0,="7) | no ponto O(0, 0, 0).

Solugdo: Vi i :*/5/6.

2.3.4. Num referencial global Oxyz, as
componentes cartesianas da deformagao
num ponto P sdo as seguintes:

£=—100; £,=300; &.=200 (x107%)
5,,~300; 7.=200; 7, =-100 (x1079).
Determine as componentes da deformagao
num referencial particular Ox’y’z’, onde
as orientagdes dos eixos x’y’z’ sdo
definidas pelos seguintes angulos:

xx)=0 ;(y)=n/4; (zz") =n/4.
Solugdo:

&= -100; &, =+400; & =+100 (x107%);
Ypo= =100 7. =1504/2 ; Yoo =50y2 (x107°)

2.3.5. Para o estado de deformagdo a
que se refere o problema 2.3.4, determine
as componentes da deformagdo num
referencial particular Ox’y’z’, onde as
orientagdes dos eixos x’y’z’ sdo
definidas pelos seguintes angulos:
xx)=0;0,y)=n/2;(z z)=7n/2.
Solugdo:

&= -100; &, =+200; & =+300 (x10~°);
Y= -300; %, =+100; 5= +200 (x107%)

2.3.6. Para o estado de deformagdo a
que se refere o problema 2.3.4, determine
as componentes da deformagdo num
referencial particular Ox’y’z’, onde as
orientagdes dos eixos x’y’z’ sdo
definidas pelos seguintes angulos:

X, x)=n2;00,y)=0;(z z)=m/2.
Solugdo:

& =+200; &,,=+300; &= -100 (x10~°);
Y= -100; .= -200; 7, = -300 (x107°).

2.3.7. Para o estado de deformagdo a
que se refere o problema 2.3.4, determine
as componentes da deformagdo num
referencial particular Ox’y’z’, onde as
orientagdes dos eixos x’y’z’ s@o
definidas pelos seguintes angulos:
x,x)=n2;0@,y)=1/2;(z)=0.
Solugdo:

& =+300; &,,= -100; &= +200 (x10™°);
Y= -200; .= +300; .= +100 (x107%)

2.3.8. Um campo plano de deformagdes
¢ definido pelas seguintes componentes
cartesianas (x107%):

Eq =0Xx+ 2y
g, =4y—1
Yo =2x+1

Determine o campo dos deslocamentos
que lhe esta associado, admitindo que o
deslocamento na origem das coordenadas
¢ nulo.
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Solugdo: y = (3x2 +5y+ ny)x 107
v= (Zy2 —y—4x)>< 1076.

2.3.9. Relativamente ao campo de
deformacdes a que se refere o problema
anterior, determine a variagdo da area de
um quadrado com 2m de lado, centrado na
origem das coordenadas e lados paralelos
aos eixos coordenados x ¢ y.

Solugio: A= —-4mm>.

2.3.10. Ainda relativamente ao campo de
deformacdes a que se refere o problema
2.3.8., determine as deformagdes
principais na origem das coordenadas e as
respectivas direc¢des principais.

Solugdo:
&=021x10" 7 =(0.92, 0.38, 0)
&=0; fy =(0, 0, 1)

&=-121x10" j, = (=038, 0.92, 0).

2.3.11. O campo das deformagdes num
meio material ¢ definido pelas seguintes
componentes cartesianas (x107%):

e =2x—-2y—z-5

gy =—x+y—z+3

&.=—-x+y+2z+2

Vay = —2x -yt 6

V2=V tz

Yz =—X—2

Determine o campo dos deslocamentos
que lhe estd associado, admitindo que o
deslocamento na origem das coordenadas
¢ nulo.

Solugdo:

u :x(x—Zy—sz)xlO_6

v=y(—x+§—z+3j><10_6
w:z(—x+y+z+2)><10_6~

2.3.12. Relativamente ao campo de
deformacdes a que se refere o problema
anterior, determine a variagdo de volume
de uma esfera com centro na origem das
coordenadas e 1,5m de raio.

Solugdo: AV=0.

2.3.13. Ainda relativamente ao campo de
deformagdes a que se refere o problema

2.3.11.,, determine as deformagdes
principais e as respectivas direc¢oes
principais na origem das coordenadas.
Solugdo:

a=4x10"% 7, =(0.32, 0.95, 0)
&=2x10"% i, =(0, 0, 1)
&=-6x10"° i, =(0.95, —0.32, 0).

2.3.14. O campo das deformagdes num
meio material ¢ definido pelas seguintes
componentes cartesianas (x107%):

SXX
Epy = y4 +yz+z4+z2 +5

£n=6+3)2+ 327+t +2*

Yy = 4y z+4y2+8yz+10

2:=03 py=0

Determine o campo dos deslocamentos
que lhe esta associado, admitindo que o
deslocamento na origem das coordenadas
¢ nulo.

Solugdo:
u=3xx107°

53
v=(y5-%—y3-%—yz4+yz2-¢—5y}<106

5
W:[ZS+23+3y2z+y4z+6z+10y}<106'

2.3.15. Relativamente ao campo de
deformagdes a que se refere o problema
anterior, determine a variagdo de volume
de um cubo com 1m de lado, centrado na
origem das coordenadas e faces paralelas
aos planos coordenados.

Solugdo: AV="2,88cm’.

2.3.16. Ainda relativamente ao campo de
deformagdes a que se refere o problema
2.3.14., determine as deformagdes
principais e as respectivas direccdes
principais na origem das coordenadas.

Solugdo:
&=10,5x10"% 7, = (0, 0.67, 0.74)
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&=3x107%

£=0,5x10"°

iy =(1, 0, 0)
riy =(0, 0.74, —0.67).
2.3.17. O estado de deformagdo num

ponto P dum corpo material ¢ definido
pela seguinte matriz das deformacgdes:

30 -10 0
[]=|-10 80 0 |[x107
0 0 60

a)- Demonstre que o plano xy ¢ um dos
planos principais de deformag@o em P.

b)- Calcule as deformagdes principais e
as direcgdes principais no ponto P.
Solugdo: a) Porque sdo nulas as duas
tensdes de corte no plano xy (7. = z,= 0).

b) &=82x10" i =(-0.19, 0.98, 0)
&=60x10"% 7, =(0, 0, 1)
&=28x10" 7, =(0.98, 0.19, 0).

2.3.18. Relativamente ao estado de
deformacdo a que se refere o problema
anterior, determine as componentes
normal e de corte da deformagdo sobre
um plano 7 cuja normal esta sobre o plano
xy e igualmente inclinada relativamente
aos eixos coordenados x e y.

Solugdo: g =50x107%, y =50x107°.

2.3.19. Relativamente ao estado de
deformacdo a que se refere o problema
2.4.14, determine:

a)- A orientagdo dos planos octaédricos
no ponto P.

b)- As deformagdes octaédricas em P.
Solugdo:

a) i, =(£0,456, £0.676, +0.577)

b) &0 = 56,67 x107%; 7, = 44,34 x107S,
2.3.20. O estado de deformagdo num

ponto P dum corpo material é definido
pelas seguintes componentes cartesianas,

£, =120x107° V. =-40x107°
£, =60x10"° Ve =0
£, =60x10"° Ve =0

Determine as deformagdes principais ¢ as
direcgdes principais no ponto P.

Solugdo:

&=120x10"% 7, =(1, 0, 0)

&=80x107% i, =(0, v2/2, —2/2)
&=40x10° iy =(0, v2/2, ¥2/2).

2.3.21. Relativamente ao estado de
deformacdo a que se refere o problema
anterior, determine as componentes
normal ¢ de corte da deformagdo sobre
um plano 7 cuja normal estd igualmente
inclinada sobre os trés eixos coordenados.

Solugdo: e =66,7x107°,y, =754x107°
2.3.22. O estado de deformagdo num

ponto P dum corpo material ¢ definido
pelas seguintes componentes cartesianas:

£, =60x10"° Ve =0
gy, =120x10°  y. =-40x10"°
£, =60x10"° Ve =0

Determine, por via analitica, as
deformagdes principais e as respectivas
direcgdes principais no ponto
considerado.

Solugdo:

&=120x10"% 7, =(0, 1, 0)
&=80x10" i, =(—/2/2, 0, V2/2)
&§=40x10" i, =(\2/2, 0, v2/2).

2.3.23. Resolva o problema anterior,
agora  recorrendo  directamente  a
constru¢do dos circulos de Mohr.

Solugdo:

&=120x10"% 7, =(0, 1, 0)
&=80x107% i, =(—/2/2, 0, V2/2)
&§=40x10° i, =(\2/2, 0, v2/2).

2.3.24. Um estado plano de deformagao ¢
definido pelas seguintes componentes
cartesianas:

. — -6
1 =+320,7,, =-90 (x107%)

Determine, analiticamente, as deforma-
¢Oes principais e as respectivas direcgdes.

& =180
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Solugdo: & =+328x10"°, &=+72x10°
6,=-79,72°; 6=+10,28°.

2.3.25. Ainda relativamente ao estado de
deformacdo a que se refere o problema
anterior, determine:

a)- A deformagdo de corte maxima no
plano, a deformagio normal correspon-
dente e as direcgdes segundo as quais
actuam.

a)- A deformagdo de corte maxima
absoluta.

Solugdo: a) me=256x10"°, &.=200x10"°
6=-34,72° ¢ 0'=+5528°.

b) Vmax/abs = 328X10_6,

2.3.26. Resolva o problema 2.3.21, agora
recorrendo directamente a constru¢do dos
circulos de Mohr.

Solugdo: &=+328x10°, &=+72x10"°
6,=-79,72°; 6=+10,28°.

2.3.27. Resolva o problema 2.3.22, agora
recorrendo directamente a construgdo dos
circulos de Mohr.

Solu¢do: a) ppe=256x10"%, &=200x10"
O=-34,72° ¢ 0'=+5528°

b) Vmax/abs = 328X10_6.

2.3.28. Um estado plano de deformagéo é
definido pelas seguintes componentes:

£ =32038,, =160;7,, =300 (x107°%)

Determine, analiticamente, as deforma-
¢Oes principais e as respectivas direcgdes.

Solugdo: & =+410x10"°, &=+70x10°
6=+31°; 6=-59.

2.3.29. Ainda relativamente ao estado de
deformacdo a que se refere o problema
anterior, determine:

a)- A deformagdo de corte maxima no
plano, a deformagdo normal correspon-
dente e as direcgdes segundo as quais
actuam.

a)- A deformagdo de corte maxima
absoluta.
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Solu¢do: a) Yu= 340x10°, &= 240x10°
0=-14,04° ¢ 0'=+7596"
b) Vmax/abs = 4'10X10-6

2.3.30. Resolva o problema 2.3.25, agora
recorrendo directamente a construgdo do
circulo de Mohr.

Solugdo: &=+410x10°, &=-+70x10°
O =+31°; 6=-59.

2.3.31. Resolva o problema 2.3.26, agora
recorrendo directamente a construgdo do
circulo de Mohr.

Solugdo: a) Yu= 340x10°, &= 240x10°
0=-14,04° ¢ 0'=+75,96°

b) Vmax/abs = 410X10-6~

2.3.32. Um estado plano de deformagio ¢é
definido pelas seguintes componentes
cartesianas:

£y =+40038 , =057, =+300 (x107)
Determine, analiticamente, as deforma-
¢des principais e as respectivas direcgdes.
Solugdo: & =+450x10°, &=-50x10"°
6,=+18,43°; 6=-71,57°.

Ty

2.3.33. Ainda relativamente ao estado de
deformacdo a que se refere o problema
anterior, determine:

a)- A deformagdo de corte maxima no
plano, a deformagdo normal correspon-
dente e as direcgdes segundo as quais
actuam.

b)- A deformagdo de corte maxima
absoluta.

Solu¢do: a) Y= 500x10°°, &= 200x10;
6=-26,57° e O'~=+63,43°

b) Vmaxtabs = 500X10-6~

2.3.34. Resolva o problema 2.3.29, agora
recorrendo directamente a construgdo do
circulo de Mohr.

Solugdo: & =+450x10°, &=-50x10"°
6,=+18,43°; 6,=-71,57°
2.3.35. Resolva o problema 2.3.30, agora

recorrendo directamente a construgdo do
circulo de Mohr.
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Soluc¢do: @) Y= 500x10°°, &= 200x10";
0=-26,57" ¢ 0'=+6343°
b) Vmax/abs = 500X10-6.

2.3.36. Um estado plano de deformagéo é

definido pelas seguintes componentes
cartesianas:
£ =+250,2,, =150, 7,,, =+140 (x107%)

Determine, analiticamente, as deforma-
¢des principais e as respectivas direcgdes.

Solugdo: &=+286x10"°, &=-+114x10"°

6,=+27,23°; 6,=-62,77°

2.3.37. Ainda relativamente ao estado de
deformacdo a que se refere o problema
anterior, determine:

a)- A deformagdo de corte maxima no
plano, a deformag@o normal correspon-
dente e as direcgdes segundo as quais
actuam.

b)- A deformagdo de corte maxima
absoluta.

Solu¢do: a) Y= 172x10°, &= 200x10";
)=-17,77° e 0'=+72,23°
b) Vinax/abs = 286X10-6.

2.3.38. Resolva o problema 2.3.33, agora
recorrendo directamente a construgdo do
circulo de Mohr.

Solugdo: &=+286x10"°, &=-+114x10"°
6,=+27,23°; 6,=-62,77°

2.3.39. Resolva o problema 2.3.34, agora
recorrendo directamente a construgdo do
circulo de Mohr.

Solu¢do: a) Y= 172x10°, &= 200x10"®;
0=-17,71° ¢ 6'=+72,23°

b) Vmax/abs = 286)(10-6'

2.3.40. Um estado plano de deformagao é
definido pelas seguintes componentes:

£y =—200; &, =—280; 7, =320 (x10™°)
Determine, analiticamente, as deforma-
¢des principais e as respectivas direcgdes.

Solugdo: &=-75x10"°, &=-405x10°
6,=+37,98°; 6=-52,02°

2.3.41. Ainda relativamente ao estado de
deformacdo a que se refere o problema
anterior, determine:

a)- A deformagdo de corte maxima no
plano, a deformagdo normal correspon-
dente e as direcgdes segundo as quais
actuam.

b)- A deformagdo de corte maxima
absoluta.

Solucdo: a) ypu= 330x10'6,g6= _240X10-6;
0~=-7,02° e 0'~+82,98°
b) Vimax/abs = 405)(10-6.

2.3.42. Resolva o problema 2.3.37, agora
recorrendo directamente a construgdo do
circulo de Mohr.

Solucdo: &=-75x10C, &=-405x10"°
0,=+37,98°; 6=-52,02°.

2.3.43. Resolva o problema 2.3.38, agora
recorrendo directamente a construgdo do
circulo de Mohr.

Solucdo: a) Ype= 330x10%, 5= —240x10;
6=-7,02° ¢ 6'~=+8298°

B) Vmawabs = 405x10°.

2.3.44. Um estado plano de deformagao ¢
definido pelas seguintes componentes:

— . _ . _ —6
Exe =—360; £, =180; 7,, =—320 (x107)
Determine, analiticamente, as deforma-
¢des principais e as respectivas direcgdes.
Solugdo: &=+224x10°, &=—-404x10°
6,=-74,67°; 6=+1533°

2.3.45. Ainda relativamente ao estado de
deformacdo a que se refere o problema
anterior, determine:

a)- A deformagdo de corte maxima no
plano, a deformagdo normal correspon-
dente ¢ as direcgdes segundo as quais
actuam.

b)- A deformagdo de corte maxima
absoluta.

Solucdo: a) Y= 628x10°, £=-90x10;
)= 29,67° ¢ O'=+60,33°
b) Vimax/abs = 628X10-6.
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2.3.46. Resolva o problema 2.3.41, agora
recorrendo directamente a construgdo do
circulo de Mohr.

Solugdo: & =+224x10, &=-404x10"
6,=-74,67°;, 6=+1533°

2.3.47. Resolva o problema 2.3.42, agora
recorrendo directamente a construgdo do
circulo de Mohr.

Solugio: a) Yw= 628x107°, &= -90x10";
6=-29,67° ¢ 6'~=+60,33°

b) Vmax/abs = 628X10_6.

2.3.48. Num ponto P da superficie livre
dum corpo material, mediram-se as
deformagdes  lineares segundo  trés
direcgdes a, b, ¢ espagadas de 45° (x107%):
€, =500; ¢,=200; ¢,=100
Determine, por via analitica:
a)- As deformagdes principais no ponto
considerado ¢ as respectivas orientagdes.
b)- O valor da deformagdo de corte
maxima e a orientacdo do plano segundo
o qual ela actua.
Solugdo:
a) g=+523,6x10" @,=-1328°
&=+76.4x10"%  0,=+76,72°
D) Fpan=4472x107°
6.=-58,28° e 6'.=+31,72°

2.3.49. Resolva o problema anterior,
agora recorrendo exclusivamente a
construgdo do circulo de Mohr.
Solugdo:
a) &=+523,6x10"° 0,=-1328°
&=+764x10"%  0,=+76,72°
D) Fpan=4472x107°
6.=-5828° e 6'.=+31,72°

2.3.50. Utilizando uma roseta rectangular
de trés extensometros montada num ponto
P da superficie dum corpo material,
mediram-se as deformagdes segundo trés
direcgdes espagadas de 45°:

£go =—500x107°,

£450 = 2501070

£gg0 =200x1078

Determine, analiticamente:
a)- As deformagdes principais no ponto
considerado e as respectivas direcgdes.
b)- O valor da deformagdao de corte
maxima e a orientagdo dos planos
segundo os quais ela actua.
Solugdo:
a) &=+381,5x10"% @,=+65,59°

&=-681,5x10"%  ¢=-2441°
D) Ypax=1063x107

6.=—-6941° ¢ 6'.=+20,59°.

2.3.51. Resolva o problema anterior,
agora recorrendo exclusivamente a
constru¢do do circulo de Mohr.

Solugdo:

a) &=+381,5x10%; @,=+65,59°
&=-681,5x10"% @=-2441°
D) Ypax=1063x107°
0.=-6941° ¢ 0'.=+20,59°.

2.3.52. Utilizando uma roseta rectangular
de trés extensometros montada num ponto
P da superficie dum corpo material,
mediram-se as deformagdes segundo trés
direcgdes espagadas de 45°

o0 =+600x107°,

£450 =—300x107°

Eggr = 220107

Determine, analiticamente:
a)- As deformagdes principais no ponto
considerado e as respectivas direcgdes.
b)- O valor da deformagdo de corte
maxima e a orientagdo dos planos
segundo os quais ela actua.
Solugdo:
a) &=+828,9x107% @,=-25,04°

&=—4489x107% ¢ =+64,96°
D) Fpax=1278x107

6.=-74,04° ¢ 0'.=+19,96°.

2.3.53. Resolva o problema anterior,

agora recorrendo exclusivamente a

construcdo do circulo de Mohr.

Solugdo:

a) &=+828,9x107%; @,=-2504°
&=—448,9x107% ¢, =+64,96°
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B) Fax=1278x107°
6,=-74,04° ¢ 0'.=+19,96°.

2.3.54. Utilizando uma roseta rectangular
de trés extensometros montada num ponto
P da superficie dum corpo material,
mediram-se as deformagdes segundo trés
direcgdes espagadas de 45°:

£go =+400x107°,
£450 =—200x107°

£gg0 =—200x107°
Determine, analiticamente:
a)- As deformagdes principais no ponto
considerado ¢ as respectivas direcgdes.
b)- O valor da deformagdo de corte
maxima e a orientagdo dos planos
segundo os quais ela actua.

Solugdo:
a) g=+514,5x10" @,=-21,55°
&=-334,5x10"% ¢,=+68,45°
D) Fpax=849x107°
0,=-66,55° ¢ O',=+23,45°.

2.3.55. Resolva o problema anterior,
agora recorrendo exclusivamente a
construgdo do circulo de Mohr.

Solugdo:

a) &=+514,5x10" 0,=-21,55°
&=-334,5x10"% ¢,=+68,45°
b)) pax=849x107°
0,=-66,55° ¢ O',=+23,45°.

2.3.56. Utilizando uma roseta rectangular
de trés extensdémetros montada num ponto
P da superficie dum corpo material,
mediram-se as deformagdes segundo trés
direcgdes espagadas de 45°:

£ =+100x107°,
£450 = +100x107°
Egp0 = —500x1076
Determine, analiticamente:
a)- As deformagdes principais no ponto
considerado ¢ as respectivas direcgdes.
b)- O valor da deformagdo de corte

maxima e a orientagdo dos planos
segundo os quais ela actua.

Solugdo:
a) &=+203,6x10"% @,=+22,50°
&=-503,6x10"% ¢,=—-67,50°
b) Pax=707,1x107°
0.=-22,50° ¢ O'.=+67,50°.

2.3.57. Resolva o problema anterior,
agora recorrendo exclusivamente a
constru¢do do circulo de Mohr.
Solugdo:
a) &=+203,6x10"% 6,=+22,50°

&=-503,6x10"% ¢,=—-67,50°
D) Ypax=707,1x107°

6.=-22,50° e 6'.=+67,50°.

2.3.58. Utilizando uma roseta delta de
trés extensdmetros montada num ponto P
da superficie dum corpo material,
mediram-se as deformagdes segundo trés
direcgdes espagadas de 120°:

o0 ==300x107°,
1200 = +200x1076

9400 =—800x1076
Determine, analiticamente:
a)- As deformagdes principais no ponto
considerado ¢ as respectivas direcgdes.
b)- O valor da deformagdo de corte
maxima e a orientagdo dos planos
segundo os quais ela actua.
Solugdo:
a) &=+2774x10"5 0,=-45,00°
&=-8774x107%  ¢,=+4500°
D) Ppax=1155x107°.
6.=0° e 6'.=+90°

2.3.59. Resolva o problema anterior,

agora recorrendo exclusivamente a

construcdo do circulo de Mohr.

Solugdo:

a) &=+2774x10"% @,=-45,00°
&=-8774x107%  ¢,=+45,00°

b) Ymax=1155x107°.

2.3.60. Utilizando uma roseta delta de
trés extensdmetros montada num ponto P
da superficie dum corpo material,
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mediram-se as deformagdes segundo trés
direcgdes espagadas de 120°:

£go =+300x107°,
1200 = +600x107°
x40 = +200x107°

Determine, analiticamente:
a)- As deformagdes principais no ponto
considerado e as respectivas direcgdes.
b)- O valor da deformagdo de corte
maxima e a orientagdo dos planos
segundo os quais ela actua.
Solugdo:
a) &=+607,0x10"°% @,=-53,05°

&=+1263x10"%  6=+36,95".
D) Fpax=480,7x107°

6,=-8,05° ¢ 6'.=+81,95°

2.3.61. Resolva o problema anterior,
agora recorrendo exclusivamente a
construgdo do circulo de Mohr.
Solugdo:
a) &=+607,0x10"% @, =-53,05°
&=+126,3x10"%  6=4+36,95°.
D) Fmax=480,7x107°
0.=-8,05° ¢ 0'.=+81,95°

2.3.62. Utilizando uma roseta delta de
trés extensdmetros montada num ponto P
da superficie dum corpo material,
mediram-se as deformagdes segundo trés
direc¢des espagadas de 120°:

£go =+400x107°,
1300 = —400x1076
x40 = +200x107°

Determine, analiticamente:

a)- As deformagdes principais no ponto
considerado ¢ as respectivas direcgdes.

b)- O valor da deformagdo de corte
maxima ¢ a orientagdo dos planos
segundo os quais cla actua.

Solugdo:
a) &=+547,4x10"% @,=+23,05°
&=-414,1x10"% 6 =-66,95°
D) Ypax=961,5x107°
6.=-21,95° ¢ 0'.=+68,05.

2.3.63. Resolva o problema anterior,
agora recorrendo exclusivamente a
constru¢do do circulo de Mohr.
Solugdo:
a) &=+547,4x10"5 0,=+23,05°

&5=-414,1x10"%  6=-66,95°
b) Fax=961,5x107°

6.=-21,95° e 6'.=+68,05°

2.3.64. Utilizando uma roseta delta de
trés extensdmetros montada num ponto P
da superficie dum corpo material,
mediram-se as deformagdes segundo trés
direcgdes espagadas de 120°:

£go =+300x107°,
1200 =—300x107°
9400 =+300x1075.

Determine, analiticamente:

a)- As deformagdes principais no ponto
considerado ¢ as respectivas direcgdes.

b)- O valor da deformagdo de corte
maxima e a orientagdo dos planos
segundo os quais ela actua.

Solugdo:
a) &=+500x10"%  @,=+30°
&=-300x10"% @& =-60°

D) Jpax=800x107°
.=—15° e O.=+75°.

2.3.65. Resolva o problema anterior,

agora recorrendo exclusivamente a

construcdo do circulo de Mohr. .

Solugdo:

a) &=+500x10"  6,=+30°
&=-300x10"% & =—-60°.

D) Jpax=800x107°
=-15° ¢ 0'.=+75"
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