CAPITULO III
RELACOES TENSOES-DEFORMACOES

3.1. RESUMO DA TEORIA
3.1.1. Lei de Hooke Generalizada

A primeira formulacdo de uma ligacdo entre a deformagdo ¢ as forgas
aplicadas a um corpo linear, foi proposta por R. Hooke, estabelecendo
uma relacdo de proporcionalidade entre aquelas duas grandezas:

e o

Fig.3.1-Solicitagdo duma barra a tracgdo

o=FEe (3.1)
onde o=F/A ¢ atensdo, E ¢ a constante de proporcionalidade (mddulo
de Young do material) e € é a deformagao longitudinal do provete.

Uma generalizagdo natural da lei de Hooke ao caso tridimensional
consiste em considerar que em todos os pontos do corpo cada uma das
seis componentes da tensdo se pode exprimir como uma combinacgdo
linear das seis componentes da deformacdo, e inversamente. E a
chamada lei de Hooke generalizada, que se pode exprimir
matematicamente através das seis equacdes seguintes:

Oxx = Cllgxx + Cl2€yy + C13€zz + Cl47yz + C157/xz + C167xy

ny = CZngx + C225yy + C23gzz + C247yz + C257xz + C267xy (3261)

O, = C3l‘9xx + C32gyy + C33gzz + C347yz + C357xz + C367xy
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2 Mecdnica dos Materiais e Estruturas Lineares. Teoria e Aplicacoes

Ty, =Cy& +Cp&yy + Cp36. + Cayy )2 + Cusy i + Cyel
Ty = Cs180 + Csp8y, + Csz6, + Csgy ) + Cssy o + Cspyy, (3.2.0)
Ty = Cg16x + Ce2€yy + Co36. + Coa? s + CosV iz + CpV ny

As constantes Ciy, Cia,..., Cgs, 880 0s coeficientes elasticos do material.

Para os materiais homogéneos, Ci;, Cia,..., Cg sdo constantes
independentes das coordenadas x, y, z.

Utilizando a notacdo vectorial, as relagdes de linearidade material
traduzidas pelas equagoes (3.2a) podem exprimir-se assim:

O G, G, C; Gy Cs Cg| |én
o, Gy G Gy Gy G Gy &y,

Oz | _ Gy Gy Gy Gy Gs G| & (3.2b)

Ty Cy Cp Ci Cy Cu Cu| |7,
Trz Cs; Cs, G55 C5 Cs5 Cg| |7
Ty 1Coi Coo Cos Cou Cos Cos | [V

onde a matriz [C] do segundo membro € a matriz dos coeficientes
eldsticos do material.

Inversamente, pode também escrever-se a lei de Hooke exprimindo as
deformagdes em termos das tensoes:

Exx S S Sz Sy Sis o Sie
Su S Sin S S Sy
€z | _ S5 S5 S Sy S35 Sy | |0 (3.2.0)
Yy Sp S Si Su Sis S| |7
% Ssi S5, Ss3 S5 Sse | | T
Yy Set S Sez Ses Ses Ses] |7

L a xy

&
%)

W

[

Onde a matriz do segundo membro [S] = [C]"é denominada matriz dos
coeficientes de flexibilidade.

No caso mais geral dos materiais hiperelasticos, as matrizes [C] e [S] sdo
simétricas, ficando assim reduzidas a um maximo de 21 constantes
independentes. Noutras situagoes a redugdo € ainda mais significativa,
como acontece no caso dos materiais isotropicos, por exemplo, onde
aquele nimero se reduz apenas a dois coeficientes independentes.
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Capitulo Il - Relagoes Tensoes-Deformagoes 3

3.1.2. Lei de Hooke para Materiais Isotropicos

No caso dos materiais isotropicos, as constantes elasticas independentes
reduzem-se apenas a duas. A lei de Hooke generalizada escreve-se, neste
caso, sob a forma seguinte:

O = A0+ 2pey, Ty = M)z
0, =A0+2ue,, ; Ty = Wy (3.3a)
Oz = A0 + 2:“‘922 ; Txy = HVxy

onde 0 = &, + g, + £.. = J, € o primeiro invariante das deformagdes e A
e sdo os pardmetros de Lamé do material.

Em notagdo vectorial, estas equagdes podem escrever-se:

O, _ﬂ, + 2/,! A A 0 0 O Exx

. A A+2u A0 0 0],

o, A A A+2u 0 0 Of |&,
- (3.3b)

T, 0 0 0 a0 0 17,

T 0 0 0 0 M 0 Vxz

T | O 0 0 0 0 u| |7y

onde a matriz dos coeficientes elasticos do material assume aqui a forma
simplificada seguinte:

A+2u A A 0 0 0
A A+2u A 0 0 0
A A A+2u 0 0 0
[C]= (3.3.0)
0 0 0 u 0 0
0 0 0 0 u O
0 0 0 0 0 uf

Estas equacdes traduzem a lei de Hooke generalizada para um material
isotropico, constatando-se que nelas intervém apenas duas constantes
elasticas, que sdo os pardmetros de Lamé, Ae u .

As equagdes da lei de Hooke para materiais isotropicos podem exprimir-
se também, numa forma alternativa, explicitando as deformagdes em
termos das tensoes:
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A+u A 1
gxx :—GX.’C_—(G +GZZ); 7/"2 :_T)Z
u(BL+2u) 2uBA+2u) 7 iy !
£, :—/1+,u o .——/1 (0,+0.); Ve :lru (3.4a)
Pou@BA+2u) Y 2u(BA+2u) : ’
A+u A 1

&,=——-+——0, ————(0,+0,); V,=—T,
== a2 0" 2uGae 2 e T Te =T

ou, em notacdo vectorial:

A+u -2 -1 0 0 ]
HGBA+2u)  2uBA+2u) 2u(BA+2u)
- -1 A+u -1 0 0 0] |%x
2uBA+2p)  pGBA+2p)  2uBA+2u) o,
»w ) ) A+ »
.| 0 0 0]|o,
= 2uBA+2u) 2uBA+2u)  u(BA+2u)
7y 1 =
0 0 0 — 0 0
Yz Y2 Ty
Vo 0 0 0 o L oofl%
)7
0 0 0 0 0 1
L H

Onde a matriz que figura no segundo membro ¢é a matriz dos coeficientes
de flexibilidade [S] do material isotropico.

3.1.3. Modulo de Rigidez

No caso de corte puro a relagdo entre a
tensdo de corte () e a correspondente
deformacdo de corte (y) ¢é, por
defini¢ao, o modulo de elasticidade ao
corte, ou modulo de rigidez do material,
habitualmente representado pela letra
maiuscula G. Isto é:

r=Gy Fig.3.3 - Estado de corte puro
O Modulo de Rigidez (G) é numericamente igual a (1), isto é:
=G
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3.1.4. Mo6dulo de Compressibilidade

O modulo de compressibilidade (K) de um material, define-se pela
relagdo entre a pressdo p e o coeficiente de dilatacdo volumétrica & num
estado de tensdo hidrostatico:

: AV
A » pP= -K 7 =-K6
; i 2 O Modulo de Compressibilidade do
g material relaciona-se com os dois
P —> «— pardmetros de Lamé através da seguinte
0 nnenes -5 »  equagdo:
S A f
I
N » K= 30+2u
3

Fig.3.4 - Estado hidrostatico

3.1.5. Mé6dulo de Young e Coeficiente de Poisson

O Modulo de Young (E) e o Coeficiente de Poisson (v) sao duas
constantes elasticas do material, definidas a partir do ensaio & tracgdo
duma peca linear:

1 Al Vo
‘—" & =—vg =——
E

F - [ F onde & e & sdo as extensdes

lineares segundo as direcgOes
longitudinal e  transversal,

Fig.3.5 — Ensaio de trac¢do respectivamente.

O Modulo de Young e o Coeficiente de Poisson estdo relacionados com
os parametros de Lamé através das seguintes equacdes:

E= HEA+21) (Modulo de Young)
A+ u
A . .
V=—— (Coeficiente de Poisson)
2(A+ p)
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3.1.6. Relagoes Entre as Constantes Elasticas

No caso dos materiais isotropicos, € sempre possivel exprimir qualquer
uma das constantes elasticas em fun¢do de duas delas escolhidas como
independentes, conforme se mostra na listagem da Tabela a seguir:

Tabela 3.1 - Relagdes entre as diferentes constantes elasticas

A u E v K
1 ) ) 1(BA+2p) A 3A+2u
K A+ p 200+ 1) 3
L E ) A+(E-32) ) A—(E+2) | A+(BA+E)
’ 4 42 6
iy _ A(1-2v) A(l+v)(1-2v) _ A1 +v)
’ 2v v 3v
LK _ (K -A) 9K(K - 1) A _
’ 2 3K-A 3K-1
4 E 2u—F _ _ E-2u E
E-3u 2u 33u—E)
2uv 2u(l+v)
v 1—2v } 2u+y) } 3(1-2v)
_ K, -
wK 3K —2u ) 9Ky 3K -2u )
3 3K + p 203K + p1)
E Ev E E
Vol deni—2v) | 204w } B 30-21)
KE 3K(3K - E) 3EK ) 3K-E )
9K - E 9K - E K
vK 3Kv 3KA-20) | 31—y - -
1+v 2(1+v)

A=VE2 +21E+922

3.1.7. Lei de Hooke em termos de E e v

O Modulo de Young e o Coeficiente de Poisson sio as duas constantes
elasticas mais frequentemente utilizadas nas aplicacdes em engenharia.
Em termos das constantes £ ¢ v, as equagoes da Lei de Hooke para um
material isotropico sdo as seguintes:
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E
O-xx:—
(1+v)(1-2v)

o - E
P (1+v)(1-2v)

E

O =" <
(1+v)(1-2v)

[(l—v)gxx +V(€yy +&,, )]
[1-v)e, 4 1o 2.,
[(1 -V )ezz + V(Exx +&), )]

ou, sob a forma vectorial:

= [C]

onde [C], expressa em termos de E e v, assume a forma seguinte:

[1-v) v v
1% (1-v) 1%
v (1-v)
E

Clm ————
€] (1+v)1-2v) 0 0 0
0 0 0
0 0 0

Inversamente, explicitando em termos das deformagdes:

Exx é O xx _V(O-yy +0,; )] ’
ey =loy V(oatan)] ;
1

J. F. Silva Gomes, FEUP - Porto, 2009

R 5 y
T 24+v)
E
; T = . (3.5a
x 2(l+v)n (3.5a)
., - E y
Y 204v) Y
gxx
gyy
= (3.5b)
7z
j/xz
yxy
0 0 0 |
0 0 0
0 0 0
(1-2v) 0 0
(1-2v) 0
2
0 0 (1-2v)
2
2(1+v)
yZ_T vz
2(1+
- (EV) . (3.6a)
_2(1+v)
xy_T Xy
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ou, sob a forma vectorial:

i v v 0 0 0
E E E
Exx v 1 v 0 0 0 Oy
E E E
€y v v 1 0 0 0 Oy
gzz _ E E E O-zz
V)2 0 0 0 2(1+v) 0 0 Ty
7/ pvA E 2 (1 + ) TXZ
v
Yy 0 0 0 z 0 T,
0 0 0 0 0 @

onde a matriz que figura no segundo membro & a matriz dos coeficientes
de flexibilidade [S] do material isotropico expressa em termos do
modulo de Young e do coeficiente de Poisson.

3.1.8. Estado Plano de Tensao

No caso particular dum Estado Plano de Tensdo, caracterizado pela
condigdo de ser:

as equagdes da lei de Hooke podem escrever-se sob a forma simplificada
seguinte (ver Problema 3.2.10):

E O-XX XX
Oxx = 1-,2 (‘gxx + V‘gyy) Oyy »
E O-ZZ 4
o, = Ve +E ou = [C] (3.7.a9)
w2 ( xx yy) Ty Vye
£ T
= }/ Xz 7/ Xz
xy xy
2(1+v)
z-xy e xy

com:
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ou, inversamente:

1 v 0 00 0 |
v 1 0 0 0 0
0O 0 0 0 O 0
1—v0 0000 o0
0 0 0 0 O 0
0O 0 0 0O I_—V
L 2
£ = %(axx - vayy)
Sy = %(O'yy - Vo'xx)
) (3.7.b)
&, = ——(O‘xx +0'yy)

3.1.9. Estado Plano de Deformacao

No caso particular dum Estado Plano de Deformagdo, caracterizado pela

condigdo de ser:

2=V =V =0

as equacgdes da lei de Hooke podem escrever-se sob a forma simplificada
seguinte (ver Problema 3.2.11):

Oy =7 1 A<
(1+v)1-2v)

T T U ni-2v)

E [(1 —V)&, + vgyy]

£ [(1 - v)gyy + Vé‘xx]

VE (3.8a)

o =m(5xx +5yy)

E

Ty ="
v 2(1+v)7xy
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ou, inversamente:

<

1- 2v
Exx = E O-xx_l_vo-yy

%W=1_V(aw-2v am) (3.8.5)

1-v

2(1+v)
Vxy :Trxy)

3.1.10. Energia Elastica de Deformacao

No caso geral, em que sdo incluidas simultaneamente as tensdes normais
e as tensdes de corte, a expressdo para a densidade de energia elastica de
deformacgdo € a seguinte:

1
UO:E(G En 10,6, 106, +T, 7, +7, 7, +7T.7.) (3.9

xx< xx weyy zz%zz

ou seja, tendo em conta a lei de Hooke:

| P R B SN
UO = 2E (o-xx + O-yy + Gzz) - E (Gxxo-yy + O-yyazz + Gxxo-zz)

1 (3.10)
+ E (T)%y + T}z,z + Tz2x)

ou, em termos das deformacdes,

E 14 5 2 ) ) 1, 5 s
U, = O +(e. +& +e)+— + + 3.11
0 2(1+V) |:1—2V ( xx » zz) 2 (]/xy ]/yz ]/zx) ( )

No caso particular de um estado plano de tensdo, em que o0..= 7.~1,.~ 0,
resulta da equagdo (3.10):

UO :L(O-J%x + ;

14 2
O ——O0
2F ) E

w0y T2 Ty
2G
3.12
:—(5§x+52 +2ve, & )+—;/§ 12
2(1-12) »w w) Tyl
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No caso particular de um estado plano de deformagdo, em que &, = 7., =
- = 0, resulta, directamente da equacdo (3.9):

E 14 2 2 2 1 5
Uo_—m{m(&cﬁwy) +(5,o+gyy)+5yxy
(1—V2) 2 2, v(+v) 1 G

A energia eléstica total, U, acumulada num corpo elastico deformado
obtém-se integrando U, ao longo de todo o volume do corpo, isto é:

U=jVU0 dV:jVUO dxdydz (3.14)

3.1.11. Critérios de Resisténcia

Os critérios de resisténcia estabelecem valores limites para determinadas
combinacdes especificas das tensoes o ¢ 7, de tal forma que em cada
ponto fique assegurada a integridade do material. Em particular, tais
combinacdes devem reduzir-se & componente o sempre que 7 = 0 e,
inversamente, devem reduzir-se & componente T sempre que o = 0.

(i) - Critério de Coulomb (Materiais Frageis)

Este ¢ o mais simples de todos os critérios, assumindo que os materiais
frageis como o betdo, o vidro e os materiais ceramicos, por exemplo,
entram em colapso quando a maior das tensdes principais (o; a tracgdo,
ou o3 2 compressao) atinge um valor limite igual & tens@o de ruptura do
material (or) obtida a partir dum ensaio de tracgdo ou compressdo. De
acordo com este critério, ndo havera ruptura do material se for:

(3.15)

<
|O_|max SO0R

(ii) - Critério de Mohr (Materiais Frageis)

O critério anterior assume que a tensdo de ruptura do material a tracgdo ¢é
igual a tensdo de ruptura em compressdao. No entanto, para a grande
maioria dos materiais frageis, a resisténcia a trac¢do | op; ¢ diferente
(menor...) do que a resisténcia & compressio | oxd . Nestas condigdes, ¢
considerando o caso dum estado plano de tensdo caracterizado pelas
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respectivas tensdes principais no plano, gy € o, o critério de ruptura a
aplicar ¢ o chamado critério de Mohr, que estabelece como condicao
para que ndo haja ruptura do material o seguinte:

01 <Ogr > se as duas tensdo principais no plano, o € 0, sdo
ambas positiva, isto €, de traccao; (3.16a)
|0'2| <Opc>» se as duas tensdo principais no plano, oy € o3, sdo
ambas negativas, isto €, de compressao; (3.16b)

o o . N
L <—RT ' se as duas tensdo principais no plano, i e 03, sdo

de sinais contrarios, isto €, oy é de tracgdo ¢ o3 de
compressao. (3.18¢)

(iii) - Critério de Tresca (Materiais Ducteis)
Este modelo foi proposto pela primeira vez por Tresca em 1865, sendo
por isso conhecido pela designacdo de critério de Tresca, e exprime-se
através da condicao seguinte:

0,-03 Ok

rmax=—2 <2 ou (01—0'3)max<0E (3.17)

onde of € a tensdo de cedéncia. Na pratica ¢ habitual considerar-se um
coeficiente de seguranca s, de tal modo que a condigdo de integridade do
material em termos do critério de Tresca ficara garantida através duma
tensdo admissivel ao corte, 7,4,<0x/2s, de tal forma que:

(3.18)

max adm
2

(iv) - Critério de Von-Mises (Materiais Ducteis)

O fisico alemdo Von Mises propds um critério de plastificacdo que
estabelece que a cedéncia do material esta associada aos valores das trés
tensdes principais, e ocorre quando a soma dos quadrados das
respectivas diferengas atinge um determinado valor critico que ¢ igual ao
dobro da tensdo limite de cedéncia do material:

(o1 _0'2)2 +(0, _0'3)2 +(03 _0'1)2 220'35

J. F. Silva Gomes, FEUP - Porto, 2009



Capitulo Il - Relagoes Tensoes-Deformagoes 13

r

Atendendo agora a que a tensdo octaédrica (isto é, a tensdo sobre os
planos octaédricos, em que a respectiva normal estd igualmente inclinada
relativamente aos trés eixos principais) ¢ dada pela expressdo seguinte:

1
Toct 25\/(01 —0,)?+(0,-03)2 +(0;-0)?

a condicdo de integridade do material pode entdo exprimir-se, de acordo
com o critério de Von Mises:

T <£GE (3.19)

oct
3

Quando se considera um coeficiente de seguranca s, a condi¢do de
integridade do material em termos do critério de Von-Mises ficard
garantida pela relacdo seguinte:

1 7
Toct ZE\/(OH ~0,)" +(0y - 03)* +(03 —0y)’ <§GE (3.20)

Os critérios de resisténcia atras descritos s@o susceptiveis duma
representacdo grafica muito conveniente na sua aplicacdo. No caso dum
estado plano de tensdo, por exemplo, caracterizado pelas duas tensdes
principais no plano, o, € 0;, a cada um dos critérios corresponde um
diagrama de duas entradas, (o, € o;), conforme representado na Fig.3.6,
a seguir:

O A OpA Op
o
£ or 9
or . —Ogre Orr -0 or,
7UR 0-(1 o-(l UH
Loy
—OR ~Orc
.Coulom . viohr .dresca .von-Mises
C. Coulomb C. Moh C.Ti C M

Fig. 3.6 — Representagdo grafica dos diferentes critérios de resisténcia
Para que ndo ocorra ruptura ou cedéncia do material, o ponto

representativo do estado de plano de tensdo correspondente (oi, 03)
devera cair dentro das areas a sombreado.
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3.1.12. Teoremas Energéticos

De acordo com o que ficou estabelecido no paragrafo §3.1.11, a energia
elastica de deformacao é dada pela equacao:

LG )
U ZEJ‘H Ol 10,6, 06 +T 7 +T,.7, +T.7. av
V

O trabalho realizado pelas forcas externas F durante um deslocamento
virtual € designado trabalho virtual € é dado por:

W:jy(F-@)dV

A Energia Potencial Total do corpo ¢ dada pela expressdo seguinte:
n=vu-w (3.21)
O Principio da Energia Potencial Minima estabelece o seguinte:

“De entre todas as configuragées possiveis dum corpo elastico, a
configuragdo correcta (que satisfaz as condicoes de equilibrio estdtico
da teoria da elasticidade) é aquela a que corresponde um valor
estacionario (minimo) da Energia Potencial Total (I1), relativamente a
todos os deslocamentos virtuais possiveis”.

Uma variante do Principio da Energia Potencial Minima diz respeito a
sua aplicag@o a um corpo sujeito a um conjunto de solicitacdes discretas
independentes (forcas e momentos), conforme ilustrado na Fig. 3.7. A
energia potencial interna do sistema (energia de deformacdo) ¢ uma
funcdo das variaveis independentes Py, P, P, ..., isto é:

U=U(R,P,,P,,..Py)

Partindo da configuracdo de equilibrio
do sistema, imagine-se agora que cada
um dos pontos de aplicacdo das cargas
P; sobre um deslocamento virtual &; na
direc¢do e sentido da respectiva carga.

Fig. 3.7 — Aplicagdo do Teorema de
Castigliano
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O trabalho realizado pelas forcas exteriores ¢ dado pela expressdo
habitual:

W:

M-

Il
—

F %6
Donde a energia potencial total do sistema:
N

N=U-W=U-) Px

i=1

De acordo com o Principio da Energia Potencial Minima, devera ser:

6—H=O,palrai= 1,2,3,..,N
oF,
ou seja:
5 =Y (3.22)
oF,

Este resultado traduz o Teorema de Castigliano, que pode enunciar-se da
seguinte maneira:

“O deslocamento do ponto de aplica¢do duma for¢a qualquer projectado
na direcgdo e sentido da for¢a (ou a rotagdo, no caso dum binario) é
igual a derivada parcial, relativamente a essa mesma for¢a (ou binario),
da energia elastica de deformagdo do sistema”

No caso particular de haver apenas uma unica forca a actuar sobre o
corpo, o trabalho realizado por essa for¢a (num carregamento estatico, a
partir do zero) ¢é igual a energia de deformacao do corpo. Nessa situagao,
pode escrever-se:

_w
P

5 (3.23)

Este resultado traduz o Teorema de Clapeyron, que pode enunciar-se da
seguinte maneira:

“O deslocamento do ponto de aplicagdo duma for¢a unica, projectado
na direc¢do e sentido dessa for¢a (ou a rotagdo, no caso dum binario...)
¢é igual ao quociente entre o dobro do valor da energia eldstica de
deformagdo do sistema e o valor da for¢ca (ou bindrio...)”.
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3.1.13. Principio de Saint-Venant

Na aplicagdo da teoria da elasticidade a problemas de engenharia,
recorre-se frequentemente ao chamado principio de Saint-Venant, que
torna possivel a resolugdo de problemas elasticos em que intervém forcas
concentradas e pode simplificar consideravelmente a resolugdo de outros
problemas em que as condigdes de fronteira sejam particularmente
complexas: “Se o sistema de for¢as que actua sobre uma pequena drea
da superficie dum corpo eldstico for substituido por um outro sistema de
forcas estaticamente equivalente actuando sobre a mesma area, essa
redistribui¢do da carga poderd produzir alteragdes substanciais das
tensoes na vizinhanga imediata da zona de aplicac¢do da carga, mas as
tensoes permanecerdo essencialmente inalteradas nas regioes do corpo
mais afastadas, a partir de uma distancia consideravel em relacdo as
dimensoes da area de carregamento.

No enunciado do Principio de Saint-Venant em cima, dois sistemas de
forcas dizem-se estaticamente equivalentes”, quando as
respectivas distribuigdes de forgas tém a mesma resultante € 0 mesmo
momento em cada ponto.

Na resolug@o de problemas praticos, quando as condig¢des fronteira sao
prescritas de acordo com a distribui¢do exacta das forcas aplicadas, o
tratamento matematico das equagdes correspondentes é por vezes tdo
complexo que impossibilita a obtencdo da solugdo procurada. Muitas
vezes, no entanto, uma modificacdo ligeira das condi¢des fronteira ¢
suficiente para tornar possivel a resolucdo do problema, obtendo-se uma
solugdo que da essencialmente a mesma distribuigdo de tensdes que a
correspondente ao caso real, com excepg¢do das zonas do corpo na
vizinhanga imediata da area de aplicagdo das cargas. Assim, recorrendo
a utilizagdo do principio de Saint-Venant, é possivel simplificar a
resolugdo do problema, alterando as condigdes fronteira da forma mais
conveniente, mantendo apenas a equivaléncia estdtica do sistema das
forcas aplicadas. Além disso, em muitos problemas praticos, a
distribuicdo exacta das for¢as ao longo da superficie do corpo ndo ¢
conhecida, mas ¢ facil determinar uma carga estaticamente equivalente.
Nestes casos, pode avancar-se para a resolucdo do problema com esse
sistema de forcas equivalente sabendo que, pelo principio de Saint-
Venant, o resultado assim obtido constitui uma aproximagao satisfatoria
a solugdo procurada.
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3.1.14. Equacoes da Elasticidade em Coordenadas Cilindricas

Considerando as coordenadas cilindricas (r, 6, z) nas direc¢des radial
relativamente ao eixo de simetria, angular em torno desse eixo e axial,
respectivamente, em cada ponto P hd que considerar o triedro de
referéncia local (i, ,iig,ii,):

<
5

'
'

P,

X X Xy

Fig. 3.8 - Coordenadas cilindricas Fig. 3.9 - Elemento de volume

As relagdes entre coordenadas cilindricas e coordenadas cartesianas sdo
dadas pelas seguintes equacdes:

x=rcos(6) r=Vx2+y2
y=rsen(f) OU, inversamente, 4= arctan(y/ x) (3.24)

z=z zZ=2Z

Os operadores diferenciais mais comuns em coordenadas cilindricas sdo:

Deslocamento infinitesimal:  dr =dru, +rd@ i, +dz i, (3.25a)
Volume infinitesimal: dV =rdrdfdz (3.25b)
Gradiente: Vo :aﬁﬁr +la£ i, +6Bﬁz (3.25¢)
or r 060 oz
. 10 ( od) 10 0D
Laplaciano: VD =—— | p o |+ — + 3.25
P r or (r or j r? 00* oz’ ( 9
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As trés equagoes de equilibrio em coordenadas cilindricas escrevem-se,
no caso mais geral:

ao—rr + l aTrH + az-rz + Oy OO0 + Fr =0
or r 06 Oz r

0t 1% 0% 200, p 0 (326
or r 00 Oz r

82'),2 +larﬁz +ao-zz +2+Fz =0
or r 06 0z r

onde (F,,Fy,F,) sdo as componentes da densidade das forcas de volume.
No caso particular de existir simetria relativamente ao eixo dos zz, ndo
ha variagdo com a coordenada 6. Se, para além disso, forem também
nulas a componente 7,, da tensdo e a componente F, das forcas de
volume, as trés equagdes de equilibrio (3.26) reduzem-se a forma
seguinte:

8O-rr + az-rz + o-rr _ 0-06 + Fr — 0
or 0z r

9t _ (3.27)
0z

o + 90, 4=y F, =0
or Oz r

As relagdes entre deslocamentos e deformagdes traduzem-se, em
coordenadas cilindricas, através das seguintes equagoes:

ou, 10u, u, Ou,
grr =0 > ‘990 =——F,t— gzz =
or rog r 0z
0 ug) 1 Ou,
Vo =T\ = T2,
or\ r r 00 (328)

_Oug  Ou, _Ouy 10u,

v V4

e o) oz r 00

aur+%
Y= T or
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3.2. PROBLEMAS RESOLVIDOS
PROBLEMA - 3.2.1.

O estado de deformacdo num ponto P de um corpo material em aco (A=120GPa,
1=80GPa) ¢ dado pelas seguintes componentes cartesianas:

£y = 1000x10°° £,y = 500x10° &= 700x10°
Py = 1000x107 72 = 800x10° Py = 200x107

Determine o correspondente estado de tensdo no ponto P.

RESOLUCAO:

Para um material isotropico, como ¢ o caso do ago, as equacdes da lei de Hooke
generalizada escrevem-se, em termos dos dois parametros de Lamé (A, p):

O-xx =/19+2,UEXX Txy :luyxy
0, =A0+2uc,, Ty, = UV
0., =A0+2us.. Tox = M

Onde:
O=¢_ + £, TE.

Ou seja, no caso vertente:
6 = (1000 + 500+ 700)x 107° = 2200x 107

Entao, substituindo:
o =120%x10° x2200x107° +2x80x10° x1000x107° = 424 MPa
o,y =120x107 x 2200107 +2x80x10° x 500x10™° =344 MPa
o.. =120x10° x2200x107% +2x80x10° x 700x 10~ =376 MPa
7, =80x10%x200x10™° =16 MPa
7,. =80x10° x1000x10~° =80 MPa
7., =80x10° x800x10® =64 MPa

PROBLEMA -3.2.2.

O estado de tensdo num ponto P de um corpo material em ago (A=120GPa ,
p=80GPa) ¢é dado pelas seguintes componentes cartesianas:

0w =300 MPa 0,,=100 MPa  o..=200 MPa
7,, = 70 MPa 7. = 90 MPa 7, = 150 MPa

Determine o correspondente estado de deformagéo no ponto P.
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RESOLUCAO:

Aqui aplicam-se as equacdes da lei de Hooke generalizada. Na sua forma
inversa da considerada na resolugdo do problema anterior, isto é:

Epx = A+p Oy — A (o,, +0..)
T u@GAF2u) T 2u@BA+2u) Y F
A+u
E, = O, — O, +0y
P uGBA+2u) 2,u(3/1+2,u)( xe)
iz = At £ O, — & (Gxx + ny)
134 +2u) 2030+ 2 )
1
yxy :;Txy
4 -1,
vz P vz
1
Vox =Ty
U
No caso vertente (ago), tem-se:
Atp 120 + 80 x107°  =4808x1072Pg!
u(BA+2u)  80x(3x120+2x80)
A - 120 x107% =1,442x107"2 Py
2u(BA+2u)  2x80x(3x120+2x80)
Donde:
£, =4808x1072 x300x10% —1,442 x107"2 x (100 + 200) x 10°
=1010x107°
gy, = 48081072 x100x10° 1,442 x10™"% x (200 + 300) x 10°
=240x107%
€., =4,808x10712 x200x10° —1,442 x 1072 % (300 +100) x 10°
=384x107°
150 x10° 6
=" -1875x10
T T 50x10°
70x10° 6
Yy = =875x10
7 80x10°
6
Vo= 90X109 =1125x107
8010
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PROBLEMA - 3.2.3.

Determine a variagdo de volume de um cubo de aco (A=120GPa , p=80GPa) de
1 metro de lado, quando mergulhado no fundo do oceano, a 10.000 metros de
profundidade.

RESOLUCAO:

O corpo ficara sujeito a um estado hidrostético de tensdo, de tal modo que:
0,=0,=03=—p
sendo:
p =10.000 bar = 1000 MPa
Donde:
o) =0, =03 =—1000 MPa

Entdo, tem em conta que, para o a¢o se tem (ver problema anterior...):

AT 4 808x1072 P!
HBA+2p)

A 1,442x1072 pa!
2u(BA+2u)

Pode escrever-se:

O=g +&)+&, =—-3x4808x1000x107° +3x1.442x2000x10~°

=-5772x107°
Ou seja:

% =0=-0,5772%

PROBLEMA -3.2.4.

Uma placa em aco (E=210GPa, v=0,3), de dimensdes 200mmx200mmx10mm
estd sujeita a um estado bi-axial de tensdo uniforme, conforme ilustrado na
figura.

a)-Utilizando as equagdes relativas ao estado plano de tensdo, determine a
tensdo de corte maxima e a direc¢do segundo a qual actua;
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b)- Resolva a alinea a), agora recorrendo a 200MPg
~ r A A
construcao do circulo de Mohr B T T T T T c
¢)- Determine o alongamento que sofre a bl e
diagonal AC 100MPa e | ./ |3 100MPa
A v l l i L l v

RESOLUCAO: 200MPa

a)-Calculo dos valores maximos da tensio de corte

Tomando os eixos coordenados conforme indicado na figura, pode escrever-se:

O, =100MPa
y Oy = 200MPa
t Ty =0

Trata-se dum estado plano de tensdo
uniforme, para o qual o campo das tensdes ¢
uniforme. Assim, em cada ponto, a matriz
das tensoes €:

100 0
[z]= [ }MPa
0 200

Sendo nula a componente de corte z,, pode concluir-se que, em cada ponto, as
direcgdes paralelas aos eixos coordenados x ¢ y sdo direc¢des principais de
tensdo, isto é:

oy =0,, =200MPa
0y =0, =100MPa
A tensdo de corte maxima (no plano xy) é dada pela expressao:

01-0,

[Tma'x ]xy = 2

Donde:

[Fic )y = L;IOO =50MPa

Esta tensdo de corte maxima actua sobre um plano de corte cuja normal 7 estd
no plano principal 7, 7, e bissecta estas duas direcgdes principais, (ver figura):

i =(—24 2 0)
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7, No entanto, e porque as duas tensdes
principais no plano xy sdo do mesmo
sinal, aquela tensdo de corte ndo

45° corresponde ao valor maximo absoluto da
~ 45° tensdo de corte (&, antes, um mdximo

M e > x relativo, no plano xy...).

S

Com efeito, se se tiver em consideragdo que a terceira tensdo principal em cada
ponto ¢ o,,= 03 =0, entdo o valor maximo absoluto da tensdo de corte é:

200-0
[Tma'x ]gbs =

=100MPa
E o plano de corte sobre o qual actua essa tensdo fica definido pela respectiva
normal 7', que estd num plano paralelo ao plano principal 7, 75 € bissecta estas

duas direc¢des principais, (ver figura a seguir):

i’l3 n

i'= (0,924 %)

b)—Construcio do circulo de Mohr

1)-A partir dos valores de ,,=100, 0,,=200 ¢ 7,=0, localizam-se as posi¢des
dos pontos X(100,0) e Y(200,0) no diagrama de Mohr (o, 7).

2)-Tomando por didmetro o segmento XY, desenha-se o circulo de Mohr (3).

3)-As abcissas dos pontos P, e P, de intersec¢do do circulo (3) com o eixo o
definem as duas tensdes principais oy € 03. Neste caso particular tem-se P;=Y e
PZEX.

4)-O raio vertical do circulo (3) define o ponto E, cuja ordenada ¢
numericamente igual a tensdo de corte maxima no plano xy, isto ¢é
[}y, = 50MPa.

5)-O angulo 20=3m/2 no diagrama de Mohr (medido a partir do ponto X)
identifica o angulo a=3m/4 que a normal 7 faz com o eixo dos xx.

6)-Considerando agora que o3=0, pode desenhar-se os restantes circulos de
Mohr (1) e (2).

7)-O raio vertical do circulo (2) define o ponto E’, cuja ordenada ¢
numericamente igual a tensdo de corte maxima absoluta, isto ¢
(7 e Jups = 100MPa .
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A E'
5
g

: [Tmu'x ]ubs = 0MPa

: E
} : > o
P3

-——— _’ y
,=200

o1

8)- O angulo 2e=n/2 no diagrama de Mohr (medido a partir do ponto Y)
identifica o Angulo o=n/4 que a normal 7 faz com o eixo dos yy.

c)—Alongamento da diagonal AC

O campo das deformagdes obtém-se a partir do campo das tensdes, recorrendo a

utilizagdo das equacdes da lei de Hooke generalizada. Assim, obtém-se as
componentes normais:

Exx zé(o-xx —dey)
1
" 210x10°
Sy = %(O-yy _Vaxx)
1

©210x10°

(lOOx 10° - 0,3x200% 106)= 190x10°°

(200><106 —0,3><100><106)=810><10_6

€z = % [_ V(O-xx TOy )]
1

=W[—O,3x(100><106 +200X106)]=_429X10_6
x

As componentes de corte sdo nulas, isto é:

Vo =V =Ve=0
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Verifica-se que o campo das deformagdes ¢ também uniforme. Sobre os pontos
e na direc¢do da diagonal AC, cuja direccdo ¢ definida pelo angulo de
inclinagdo @=7/4, relativamente ao eixo dos xx, tem-se:

1 1 1
&= > (gxx + gyy)+ 5 (gxx — &y )cos(2t9) + nyysen(ZH)
Isto é:

€ =%(l90+810)+%(180—810)c0s(7r/2)
Ou seja:
£=500x10"°

Ora, sendo constante a deformacdo sobre os pontos da diagonal AC, pode
escrever-se:

Al
e==
/
Donde:
Al=¢gxl
Isto é:

Al =500x107° x+/2 x 200 = 0,141mm

PROBLEMA -3.2.5.

Um pilar de seccdo rectangular 1.2mx0.2m e altura 5.4m, em aco (E=200GPa,
v=0.3), esta sujeito a um campo plano de tensdes definido pelas seguintes
componentes cartesianas:

y
A
i T AUTW o, =0
1 o, =400-300x (MPa)
Ty =0
le) > X
a)-Verifique que tal campo de tensdes s ¢
possivel se for nulo o campo das forgas
A B de volume;
l l v b)-Calcule o correspondente campo das
v o,

deformacgoes;
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c)-Desprezando o atrito na base do pilar, determine os deslocamentos ao longo
do lado AB;

d)-Calcule a energia elastica de deformag@o acumulada no corpo.

RESOLUCAO:

a)-Admissibilidade do campo das tensoes

0, =0; 0, =400-300x (MPa) ; 7,,=0

O campo das tensdes proposto s6 serd admissivel se satisfizer as equagoes de
equilibrio da teoria da elasticidade, isto é:

0
00y O 0Ty +F, =0
Ox oy oz
or oo or
P o+ 2 4 F 4F =0
Ox oy oz Y
0
Org Ty 00g +F, =0
Ox oy oz

Substituindo as tensdes pelas expressdes do enunciado, obtém-se:
0 +0 +0 +F =0
0 +0 +0 +F, =0
0 +0 +0 +F =0

Donde se conclui que o campo das tensdes que € proposto s6 ¢ valido se forem
nulas as forgas de volume em cada ponto, isto ¢, F, = F, = F, =0.

b)-Campo das deformacoes

Conhecidas as tensdes em cada ponto, o campo das deformagdes obtém-se por
aplicagdo directa das equacdes da Lei de Hooke que, no caso dum estado plano
de tensdes se reduzem a forma seguinte:

Exx Z%(O'm. —VCTyy>

& _i( — Vi )
w T O TV
14
Ep = _E(O-xx + O-yy)
_2(+v)
xy — E xy
7/yz =Vxz = 0
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Substituindo as tensdes para o caso vertente, obtém-se:

0,3x10°

= —————(400-300x
200%10° ( )
£ —L(400—300x)
' 200x10°
6
L =—23X10 (400 - 300x)
20010
Yy =0
Vyz =7z =0

Ou seja:

&, =(450x—600)x107

XX

&,, =(~1500x +2000)x10~°
&, =(450x-600)x107°
Vg =¥y =V =0

c)-Deslocamentos ao longo do lado AB

Ao longo do lado AB tem-se:
du _

= (450x - 600)x107°
X

Donde, integrando, se obtém:

u(x) = (22552 - 600x + G )10

27

Onde C; ¢ uma constante de integracdo arbitraria. Admitindo que a base esta
amarrada no ponto médio do segmento AB (i.e. x=0), aquela constante de
integragdo devera ser nula, pelo que se obtém assim os deslocamentos ao longo

da base do pilar:
u(x) = (225x2 - 600x)>< 107

d)-Energia elastica de deformacio

A densidade de energia elastica de deformacdo em cada ponto ¢ dada pela

expressdo seguinte, aplicavel ao estado plano de tensoes:

1
Uy =— (ol +0 Lo

2E xx » E xxo-yy +
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Ou seja, substituindo as expressdes para as tensdes no caso vertente:

Uy=—m (9x2 —24x+ 16)>< 10"
2E

A energia total de deformag@o acumulada no volume do corpo (por unidade de
espessura) obtém-se agora por integracao, isto ¢€:

U=IU0 a’V=5.4><J‘U0 dxdy
4 4

Ou seja, substituindo:
+2,7 40,6

16 16
U:ﬁj@xz ~24x+16)da = 2210 J.dy J-(9x2 ~24x+16)x
SRR D 2
-2,7 -0,6
5.4%10' ' F 5.4%205%10'
4x 3 ) 0.6 5.4%20,5x
_ 28X B —12x? 16| = 22X 2010
2E I J’[ to,s 2K I y
5 27
16
_ w — 14.96 MJoule
2x200x10

PROBLEMA - 3.2.6.

Um corpo elastico plano, homogéneo e isotrdpico (E=200 GPa, v=0.3), esta
sujeito a um campo plano de tensdes uniforme, definido pelas seguintes
componentes:
o= 100 MPa , c,,= 200 MPa , 0.~ Ty=Ty,~ 1,0
a)- Determine a tens@o de corte maxima e o plano segundo o qual actua.
b)- Deduza as expressdes que definem as componentes do campo dos
deslocamentos no plano xy.
¢)- Determine as extensdes sofridas pelas duas diagonais dum quadrado
centrado na origem, com os lados de 1 metro de comprimento, orientado

paralelamente aos eixos coordenados x e y. y
. L . a
d)- Determine a energia eflasgca por )umdade de o, = 200MPa
espessura no corpo referido em c). A2AAA4ARALS
- ] >
RESOLUCAOQO: < > o =100MPa
« >
< >
O problema proposto corresponde w =100MPa oa a > > x
a situacdo dum estado plano de o8 e
tensdo, conforme esquematica- -« >
mente representada na figura ao VYT YYYYYY

lado. 0,y =200MPa
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a)-Tensio de corte maxima

A constru¢do do circulo de Mohr num ponto P qualquer da placa, para as
tensdes no plano da placa (i.e. no plano xy), esta representada na figura a seguir.
O ponto X=(100,0) ¢ representativo duma face perpendicular ao eixo dos xx e o
ponto Y=(200,0) ¢ representativo duma face perpendicular ao eixo dos yy.

T
A

y

A

> o 2}}/4

o)

26=7r/2/7

X

=~

100 ——>

200 ——»

A tensdo de corte maxima no plano da placa ¢ igual a ordenada do ponto Q
sobre o didmetro vertical e, portanto, igual ao raio do circulo de Mobhr, isto é:

~200-100

(T )y = =50MPa

Esta tensdo de corte maxima ocorre sobre um plano de corte cuja normal n faz
com o eixo dos xx um angulo € igual a metade do arco XQ(=n/2), isto ¢ 8=n/4.

Se se considerar a terceira tensdo principal (o, = 0), a construgdo de Mohr
tridimensional correspondente ¢ a representada na figura a seguir:

plano xz

20=rx/2

<+—o,, =100

0, =200————»|
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Da analise da figura torna-se evidente que a tensdo de corte maxima absoluta ¢é
Tuar = 100MPa, a qual ocorre sobre um plano cuja normal esta no plano yz,
igualmente inclinada segundo aqueles dois eixos, isto é:

ii=(0,42/2,42/2).

b)-Campo dos deslocamentos

De acordo com a lei de Hooke, o campo das deformagdes no plano xy ¢ definido
pelas seguintes componentes:

1 1 6 -6
. =—lo. —vo,, )=———(100-0.3x200)x10° =200 x 10
= E(’“v W) 200><109( )

1 1 6 -6
e, =—|o,, —vo,. )]=————(200-0.3x100)x10° =850 x 10
. E(W ”) 200><109( )

2(1+v)
w="g =70

As componentes dos deslocamentos (u,v) no plano xy obtém-se agora por
integracdo do campo das deformacdes. Assim, tomando a componente &, por
exemplo, pode escrever-se:

g—z =&, =200x10"°

Donde, integrando:
u=200x10"x+ () ()
onde f{y) € uma fungdo arbitraria da variavel y.

Por outro lado, tomando agora a componente &, pode escrever-se:

@=g =850x107°
ay Yy

Donde:
v= 850><10_6y+g(x) ®)
onde g(x) ¢ uma fungao arbitraria da variavel x.

Tomando agora a componente de corte y, do campo das deformagdes, pode
escrever-se:

Substituindo as expressdes (a) e (b) para u ¢ v, obtém-se:
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&), dgx) _ ©

dy dx
O primeiro membro da equagdo (c) ¢ constituido por dois termos, um dos quais
depende s6 da variavel x e o outro depende s6 da varidvel y. Para que tal

equacdo se verifique para todos os valores de x e y, aqueles dois termos deverdo
ser constantes e simétricos entre si, isto é:

) __dgx)__,

dy dx
Donde:
f=-0y+C
g=0x+C,

Substituindo agora nas expressdes (a) e (b) para as componentes u ¢ v do vector
deslocamento, obtém-se:

u=200x10"°x-0y+C

v=850x10"°y+0x+C,

As constantes Cy e C; representam uma translacio do corpo, pelo que podem ser
descartadas, isto ¢ pode tomar-se C1= Co=0.

Quanto as componentes do deslocamento (u = -6y e v= fx), estas representam
uma rotacdo rigida em torno da origem das coordenadas (ver esquema sobre a

figura acima), pelo que também podem ser descartados, isto ¢ = 0. Assim, o
campo dos deslocamentos ¢é, simplesmente:

u=200x10"x
y=850x10"%y
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c)-Extensao das diagonais

Ao longo da diagonal AC, por exemplo (ver figura a seguir), tem-se:
1 1
£= 5 (gxx +ey, )+ 5 (Exx —&) )cos(2¢9)

onde &=77/4 define a orientagdo dessa diagonal. Substituindo, obtém-se:

£=525%10"°

>

Isto ¢, a deformag@o ao longo da diagonal ¢ constante, pelo que se pode
escrever, designando por L = 2m o comprimento inicial dessa diagonal:

AL =ex L =525x10"°x+/2 =742x10°m

A situagdo ¢ idéntica para a diagonal BD.

d)-Energia de Deformacéo

A densidade de energia elastica em cada ponto ¢ dada pela expressao:
weyy

1 1
U =5(am.gm. +o,8, ):5(100><200+200><850): 9.5 10* Joule x m™>

No corpo de seccao quadrada em questdo, a energia de deformagao por unidade
de espessura ¢, portanto:

U, = [UdV =9.5x10* x¥ =9.5x10* x1x1x1 = 95kJoule
V
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PROBLEMA - 3.2.7.

Num ponto P da superficie dum reservatério em ago (E=200GPa, v = 0,3)
mediram-se as deformagdes segundo trés direcgdes a 45°, utilizando uma roseta
rectangular de trés elementos:

£go =+260x107°, £450 =—100x107%, £9po =—100x107°
Determine:
a)- As tensdes principais no ponto P e as direc¢des correspondentes.

b)- O valor da tensdo de corte maxima e orientagdo dos planos correspondentes.

RESOLUCAO:

a)-Tensoes Principais

Tratando-se de rosetas de extensometros a 45°, podem aplicar-se directamente
as expressoes apresentadas no paragrafo 2.1.14 para as rosetas rectangulares:

8 +&. 1 2
—4 =< g -&, Zgb ga—gc)

:9 +£' 1\/ Zé‘b Ea—é‘c)z

Donde, substituindo pelos valores correspondentes:

& =(1§0+; 3607 +360 2jxlO‘6 =+334,56x10"°

52{120—; 3602+3602)><10_6 ~174,56x107°

As tensdes principais obtém-se a partir das deformacdes principais, utilizando as
equacdes da lei de Hooke para o estado plano de tensdo:

o= 5 (& +vey)
E

0y =—— (&, +ve)
1-v

Donde, substituindo os valores acima calculados para & ¢ &:

9
o1 =219 (334 56 - 0,3x174,56) x 1076 = 62MPa
1-03?
9
o) _%( 400 +0,3x574,67)x10~° = ~16,3MPa
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Quanto a orientag@o das direcgdes principais, tem-se:

19(20) = 28, — &, — &,
Ea — &
ou seja:
-360
1g(20)=———=-1
g(26) +360
donde:

20=-45 = 0=-225° ou 6O=+67,5°

Atendendo a que g, = -100 x 106 < fat % _g0x1076, de acordo com a regra
apropriada, o angulo &, é negativo, pelo que:
0,=-225 ¢ 6,=6,+90°=67,5°

Graficamente, tem-se:
n; =(40,924, -0,383, 0)

1 ii, = (+0,383, +0,924, 0)

Em alternativa, poder-se-ia ter utilizado a
0, =+67,5° constru¢ao de Mohr:

1
57“

a
j¢1 -5
Tha L
7

1

Conforme sugerido pela figura, o
angulo 6= -22,5° ¢ medido a
partir da direc¢@o (a), no sentido
do movimento dos ponteiros do
relogio. Assim, tem-se:

ii, = (+0,924, — 0,383, 0)

iy = (+0,383,+ 0,924 , 0) R R

<

£,
L [—>—¢g, =+260—»
h
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b)-Tensio de corte maxima

O valor da tens@o de corte maxima no plano ¢ igual a metade da diferenca entre
as duas tensdes principais nesse plano. De acordo com os valores calculados na
alinea anterior, obtém-se:

o o ;0'2 _ 62 +216,3 —39.2MPa

Quanto a orientacdo dos planos sobre que actua esta tensdo de corte maxima, ela
¢ definida pela bissectrizes das direc¢des principais 7, € 7, , isto €:

0, =0, +45°

ou seja:

0. =-67,5° ¢ 6. =+225°

PROBLEMA -3.2.8.

Numa placa rectangular em ago, (E=200 GPa, v=0.3), com as dimensdes de
2000mm x 1000mm x 20mm, solicitada exclusivamente por forcas no plano
médio da placa, mediram-se as deformagdes no centro O, segundo as trés
direc¢des a, b e ¢, recorrendo a uma roseta de trés extensometros a 120°,
conforme ilustrado na figura:

>
>

b
120° ‘\120"
0

¢ 1200 @

v
=

-~
£, =331x10°%; &=-400x10%; &£=331x10°

a)- Determine os valores das tensdes principais no centro da placa e as
respectivas direccdes.

b)- A volta do centro O, desenhe um elemento rectangular de lados inclinados a
45°, relativamente aos eixos coordenados Ox ¢ Oy, ¢ sobre esse elemento
represente as tensdes que sobre ele actuam.
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¢)- Admitindo que a placa estd sujeita a um campo uniforme de tensoes,
determine as forgas que devem ser aplicadas sobre os lados da placa, para
produzirem tal campo de tensdes.

d)- Considerando as condi¢des da alinea anterior, determine as dimensdes da
placa depois de deformada.

RESOLUCAO:

a)-Tensoes principais

Substituindo os valores de &, & ¢ & nas expressdes gerais para uma roseta a
120° (ver capitulo II, paragrafo §2.1.14):

€ ZW_F\/[{;(I _%(‘ga +&p +£c)]2 +%(£c _‘(;b)2

b=t 82l s, 0, v 6 )] +4ec-aF

obtém-se:

g =(2§2+1/2442 +;x7312)x10“’ =574,67x107°
& =(2362—J2442+§x7312)x106 =—400x107°

As tensdes principais obtém-se a partir das deformagdes principais, utilizando as
equacdes da lei de Hooke para o estado plano de tenséo:

E
o =——= (g +Vvey)
1 1—V2 1 2
E
0y, =—— (& +ve)

Donde, substituindo os valores acima calculados para & e &:

9
o :%(574,67—o,3x400)x10*6 =100MPa
9
oy = 200007 40040.3x574,67)x107 = —50MPa

1-0,32

Quanto as direcgdes principais, tem-se:

ey -2 _-3x731 _

1g(20) = =
£(26) 2e, — (s, + €.) 731

-1,73
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Donde:
20=-60° = 0=-30° ou @&=+60°

Atendendo a que ¢, = +331x107° > & = —400x107%, o angulo &, devera estar
no intervalo 0 < o <+ 7/2. Isto é:

6, =+30°

6, =6, -90°=-60°

Entdo, relativamente aos eixos
coordenados (x,y,z), tem-se:

i =(x1, 0, 0)
ﬁ2=(0, il, O)

Em alternativa, para determinar as deformagdes principais e as respectivas
direcgoes, poder-se-ia ter utilizado a constru¢do de Mohr representada na figura
a seguir:
1
27
eh A e =&

=V 0

<&, =—400 -»

g, = —400 Pl g, =574 —>

Conforme sugerido pela figura, o angulo ¢= +30° deve ser medido a partir da
direcgdo (@), no sentido directo. A direc¢do principal 7, coincide, portanto, com

a direc¢do coordenada do eixo dos xx, isto é:

i, =(x1, 0, 0)
ii,=(0, 1, 0).
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b) — Elemento rectangular em O

Trata-se dum elemento conforme representado na figura a seguir:

o 2m——

As tensdes que actuam sobre as faces do elemento a 45° sdo dadas pelas
expressdes seguintes (ver capitulo I, paragrafo §1.12):

o, = % + % cos(20)

o, = % +¥cos[z(9+ 90°)]

r == ;02 sen(20)

Substituindo os valores para oy, 03, ¢ 8=45°, obtém-se:

_ 100—50+100+50

o, : c0s(90°) = 25MPa
o, = 1002_ 30, 100430 ) (90°+180°) = 25MPa
© 99,93+88,03

== sen(20) ==75MPa

O sinal negativo da tensdo de corte 7indica que ela actua sobre a face §=45° de
tal forma que tende a fazer rodar o elemento no sentido directo, conforme
indicado na figura acima.

Os valores anteriores podem ser confirmados através da construgdo do circulo
de Mohr na figura a seguir:

O ponto E sobre o circulo de Mohr representa as faces do elemento
correspondentes & normal 7# ¢ o ponto E’ representa as outras duas faces,

correspondentes a normal £ .
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o, =-50

<

¢) — Forcas nos bordos da placa

Tratando-se dum campo uniforme de tensdes, as forcas que actuam sobre os
bordos da placa calculam-se a partir dos valores das tensdes sobre cada um dos
lados. Sobre os lados x = 0 e x = 2, por exemplo, actuam forgas perpendiculares
a esses dois lados, que provocam uma tensdo o;=100MPa. Isto ¢, tendo em
conta que a placa tem uma espessura de 20mm (h= 20mm), a intensidade de tais
forgas (for¢a por unidade de comprimento) obtém-se multiplicando a tensdo por
essa espessura:

P, =0, xh=100x10°x20x107> = 2000kN / m

A situag@o para os outros dois lados (x = £0,5m) ¢ semelhante. Neste caso, a
tensdo que actua sobre esses lados é o, = —50MPa, pelo que a intensidade das
forcas que a provoca obtém-se a partir da expressao:

P, =0y xh==50x10°x20x10"> =1000kN / m

Esta-se em presenca duma solicitagdo no proprio plano da placa, conforme esta
esquematicamente representado na figura que se apresenta a seguir:

ST ARIVASeTeTIN
R s s SHLE
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d) — Deformacio da placa

Conforme decorre directamente das equagdes da lei de Hooke, a um campo
uniforme de tensdes corresponde sempre um campo uniforme de deformagdes.
Nestas condigdes, o alongamento de cada um dos lados obtém-se multiplicando
o respectivo comprimento pela deformagéo principal correspondente. Porque as
direcgdes principais estdo alinhadas com os lados da placa, ndo ha lugar a
qualquer distor¢do do rectangulo inicial:

—>——<«— 5, =1148mm

sendo:

5, =1 x& =2mx574x107% =1,148mm
S, =1,x&, =1mx(-400)x10~° = -0,4mm

PROBLEMA - 3.2.9.

Uma placa rectangular em aco, (E=200 GPa, v=0.3), com as dimensdes de 2m X
1m e espessura de 10 mm, esta solicitada ao longo das faces de menor dimensao
por duas distribuigdes lineares de pressdo, iguais e opostas, conforme ilustrado
na figura:

~

0,=200MPa T 0,=200MPa
........................ x
In A o B
[¢——2m——]

Trata-se de um estado plano de tensdes, definido pelas seguintes componentes:

o= 100 2y+1) MPa , 0,70, 7,0

a)- Demonstre que tal campo de tensdes s6 ¢ compativel se for nulo o campo
das forgas de volume.

b)- Desenhe um elemento rectangular no centro da placa, com os lados
inclinados a 45° em relag@o aos eixo coordenados e, sobre eles, represente, a
escala, as correspondentes tensdes normais ¢ de corte.
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¢)- Determine a distribuicdo dos deslocamentos ao longo do lado AB, (recta de
equagdo y = 0).
d)- Calcule a energia elastica de deformagdo acumulado na placa.

RESOLUCAO:

a)-Campo das Forcas de Volume

O campo das tensdes deve satisfazer as trés equagdes de equilibrio:

oo 07y, Ot
+ +

XX XZ + Fx — 0
ox Oy 0z
ory, 0o or

2 ELF =0
Ox Oy Oz 7

or
Oy , 9%z | 00y +F, =0
Ox oy oz

Substituindo as expressdes para as tensdes, obtém-se:

0+0+0+F,=0
0+0+0+F,=0

0+0+0+F,=0

Donde se conclui que, para serem satisfeitas as trés equacdes de equilibrio,
deverdo ser nulas as trés componentes do campo das forcas de volume.

b)-Tensoes Normais e de Corte

Na origem das coordenadas (x=0, y=0), as componentes da tensdo sdo:
o, =100, o,=0; 7,=0

E o correspondente circulo de Mohr ¢ o seguinte:

T
A
Q
: >0
Y ! X
R
[e—100——>
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Considerando agora o elemento rectangular representado na figura da direita,
para as faces (a) tem-se =+45°, pelo que no circulo de Mohr corresponde-lhes
o ponto Q sobre o didmetro vertical, e as faces (b) corresponde-lhes o ponto R.
Para ambas as faces tem-se 0=50MPa ¢ =50MPa.

c)-Deslocamentos ao longo do segmento A-B

Utilizando as equagdes da lei de Hooke, obtém-se as componentes da
deformagdo em cada ponto:

1 100x10° -
f:xx=E(axx—VO'yy)=Wle9x(2y+l)=5x10 Yx(2y+1)
1 0.3x100x10° -
Eyy =E(Uyy—VGXX)=—WX(2y+1):—1.5x10 “x(2y+1)
2(1+v)
I

O campo dos deslocamentos (u,v) no plano xy obtém-se agora por integragao do

campo das deformagdes. Assim, tomando a componente &, por exemplo, pode
escrever-se:

Z—Z =&, =5x107* % (2y +1)
Donde, integrando:
u=5x10"2y +1)x+ £(») (a)

onde f{y) € uma funcdo arbitraria da variavel y.
Por outro lado, tomando agora a componente &, pode escrever-se:
ov

o &)y =-15x10"* ><(2y+1)

Donde:
v=—1.5><10_4><(y2+y)+g(x) ®)
onde g(x) ¢ uma fungao arbitraria da variavel x.

Tomando agora a componente de corte y, do campo das deformagdes, pode
escrever-se:

ou Ov
-t = 7/)( = 0
oy Ox 7
Substituindo as expressdes (a) e (b) para u e v, obtém-se:
[10x104x+dg(x)}+df(y) -0 (©)
dx dy
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O primeiro membro da equagdo (c¢) € constituido por dois termos, um dos quais
depende s6 da variavel x e o outro depende s6 da variavel y. Para que tal
equacdo se verifique para todos os valores de x e y, aqueles dois termos deverdo
ser constantes e simétricos entre si, isto é:

M - _(dg(x) +10><10_4x) =-0
dy dx

Donde:
f=-0y+(
g= Ox—-5x10"*x2 +C,
Substituindo nas expressodes (a) e (b) para as componentes u € v, obtém-se:
u=10x10"xy+5x10*x -0 y+ C,
v=-5x10"*x? —1.5><10_4y2 —1.5><10_4y+6x+C2

As constantes Cq e C, representam uma translagdo do corpo, pelo que podem ser
descartadas, isto ¢ pode tomar-se C1= Co=0.

y
A
v=0x
- ﬁ \
(ki
i |\ -
o) X » X
Quanto as componentes do deslocamento (u = —-60y) e (v = 6fx), estas

representam uma rotacdo rigida em torno da origem das coordenadas (ver
esquema acima...), pelo que também podem ser descartados, isto ¢ 6 = 0.
Assim, o campo dos deslocamentos ¢, simplesmente:

u =5x1074(2xy+x)
y=-5x10"*x2 —1.5x107%y2 = 1.5x107*y
Ao longo do segmento AB (y = 0), tem-se:
u=5%x10"*x

v=-5x10"%x?
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c)-Energia Elastica de Deformacio

A densidade de energia elastica em cada ponto é:

U= ;(0' £, )= ;[100x106(2y+1)2><5><10_4]

XX XX

Isto é:
U=25x10*(2y +1)

Donde a energia total:

+0.5
U, _25x104j(2y+1) dxdy = 2.5x10* j(2y+1 dyjdx
v 05
Ou seja:
; 105
4| 4y 2
U, =5x10 T+2y +y =66,7 kJoule

05

PROBLEMA - 3.2.10.

Mostre que, no caso dum Estado Plano de Tensdo, as equagdes da lei de Hooke
podem escrever-se sob qualquer uma das formas seguintes:

1
E Exx = E(O-xx - Vo-yy)
(TXXzﬁ(EXX-FVSyy) 1 ( )

E ) ou |wTE%w T Von 2
oy -ttieys,) O £ @
E €z = _E(o—xx + ny)

T =——V
ST 20w
Xy E Xy

RESOLUCAO:

Como ¢ sabido, as equagdes gerais da Lei de Hooke para um material isotropico
escrevem-se:

E E
Oxx = m [(1 - V)gxx + V(gyy téz )] s Ty = 2(1 + V) Vxy
i i . __E (@
“w‘(m)(l 2V[ Ve tvlez seulli 2(+v)
E E
O, = m [(1 - V)gzz + V(gxx + gyy )] s T = m Vzx
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ou inversamente:

TR TN
gyy:%[o'yy—\/ Gzz+o—xx):| 5 7yz:2(1;V)TJ’z (b)
€, zé[o-zz _V(O-xx tOyy )] e 2(1E-"_V)sz

No caso dum estado plano de tensdo, sendo o, = %, = 7, = 0, as equagdes (b)
reduzem-se a forma seguinte:

1
Exx =E(O-xx _Vo-yy)
1
Syy =E O'yy —VO'xx) (C)
&, :_(IE/,(O—X)X +O'yy)
201+
Vxy = EV Txy

Estas sdo, afinal, as equagdes (2), conforme se pretendia deduzir.
Por outro lado, da terceira equagao (@), atendendo a que o, = 0, resulta:
(1 - v)gzz V(e + Eyy) =0

donde:

g, =—— (6., +&,,)
zz 1—v XX »

Substituindo nas restantes equagdes (a), obtém-se:

E
Cu=1" 3 (gxx +vgyy)
E
Tw T2 (V‘gxx +‘9yy)
E
Ty=——
¥ 0+

Este resultado confirma as equagdes (1), como se pretendia demonstrar.

PROBLEMA -3.2.11.

Mostre que, no caso dum Estado Plano de Deformagdo, as equagodes da lei de
Hooke podem escrever-se sob qualquer uma das formas seguintes:
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E
= |(1-v)e, +Vve
T = Tz (e . ZI—V(G _ ¥, ]
P [1 ] xx E o> T, 0w
T T L R I B S R
B ( ) wT T\ Tw T, O
= (g +
7= T U yi—apy O L 20y
E Xy E Xy
Ty=—
YoMy Y

RESOLUCAO:

Como ¢ sabido, as equagdes gerais da Lei de Hooke para um material isotropico
escrevem-se:

E E
Oy = m[(l_v)gxx +V(€yy + &2z )] > TXy - 2(1 +V) yxy
_E ey @
o, = (1+v)(1—2v) [(1 V)Syy +V(gzz +‘("xx):| > Tyz 2(1_,_‘/))/}’2
E E
o,, = m[@_v)‘gzz + V(gxx téy )] v T = myﬂ‘
ou inversamente:
1 2(1
TR B T
1 2(1
gyy:E[o—yy_v(GzzJ’_O—XX)] 5 7yz: (;—V)TJ’Z (b)
1 2(1+
SZZ:E[GZZ_V(O-XX+O-)’)/):| 5 Vo = (EV)TZJC

No caso dum estado plano de deformagdo, sendo &, = %, = %, = 0, as equagdes
(a) reduzem-se a forma seguinte:

E
Oy = m[(l—v)gxx +ngy]

E
Oy = m [(1 —V)Epy + vgxx] ©
o= (e ve,)

(A+v)(1-2v)
. __E
v 1)

Estas sdo, afinal, as equagdes (1), conforme se pretendia demonstrar.
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Por outro lado, da terceira equacdo (b), atendendo a que ., = 0, resulta:
0, =V(0y + ny)

Substituindo nas restantes equagdes (b), obtém-se:

Exx = % [o-xx - V(o-yy +0, )]

1

Eyy = E [ny - V(O-zz + 05y )]
201+

Vap = ( E V) Txy

Este resultado confirma as equagdes (2), como se pretendia demonstrar.

PROBLEMA - 3.2.12.
Considere um corpo em ago (E=200GPa, v=0.3) sujeito a campo plano de
tensOes definido pelas seguintes componentes (em MPa):

o, =100x+100y —200

o,, =-100x-100y +100

T, =100x-100y +200

a)- Calcule as tensdes principais na origem das coordenadas e as respectivas
direcgdes.

b)- Calcule a variagdo de volume duma esfera com Im de raio centrada na
origem das coordenadas.

RESOLUCAO:

a) — Tensoes Principais na Origem das Coordenadas

Na origem das coordenadas O=(0, 0, 0), as componentes cartesianas da tensao
sdo as seguintes:

o, =—-200MPa
o,, =+100MPa (@)

7,, = +200MPa

Donde, aplicando as expressdes gerais para o estado plano de tensdes (ver
capitulo I, §1.10):
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o._+0o o,.—0,,
61 — xx2 yy +\/( xxz Yy )2+ij
o.+0o -0,
O_z — XX »y _\/( XX y )2+z_3y
2 2
27
tg(ZHp)zix)
Oxx Oy

Substituindo as tensdes pelos valores (a), obtém-se as tensdes principais na
origem:

2
o ——200*100 (_2OO_IOOJ +200% = +200MPa
2 2
2
. :—2002+100 _J(—zooz—looj +200° — —300MPa

Quanto as direcgdes principais, tem-se:

2x200 4
tgl20 J]=—————=—
s0s,) ~200-100 3
ou seja:
26,=-53,13°
donde:
0=-26,56° ou 6=+63,44°
Y Ora, sendo 7, > 0, o angulo &, devera
7 estar no intervalo 0 < 8, < 7/2:
1
b
6, = +63,44°
,/'\0, = +63,44° 0, =6, —90°=-26,56°
] > x iy = (+0,45, +0,89, 0)
o 0, =-26,53° =
A n, =(4+0,89,-0,45, 0)
1y

Em alternativa, para determinar as tensdes principais ¢ as respectivas direcgoes,
poder-se-ia ter utilizado a construgdo de Mohr representada na figura a seguir:
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7
.
7
,
.
,

\=+126,88°

[——0, =-300—»eo) =+200»

Conforme sugerido pela figura, o angulo 8= +63,440° deve ser medido a partir
da direccdo do eixo dos xx (ponto X sobre o diagrama), no sentido directo,
donde:

ii, =(+0,45, +0,89, 0)
ii, =(+0,89, - 0,45, 0)

¢) — Variacao de Volume

No caso geral, variagdo de volume da esfera ¢ dada pelo integral:

AV = ”j@(x,y,z)dxdydz
4

No caso vertente, das equacdes da lei de Hooke para o estado plano de tensdo,
equacdes (3.7b), adicionando as trés primeiras daquelas equagdes, obtém-se:
1-2v
O=c, + &y T, = T(O'xx + O'yy)
1-2x0.3

ST % (-100x10° )= 2107
X

Isto é, o coeficiente de dilatagdo volumétrica é constante. Sendo assim, a
variagdo de volume representada pelo integral acima é dada pelo produto do
coeficiente de dilatacdo volumétrica € pelo volume da esfera, isto é:

4R

AV =V x60= x0=-838x10"*m’
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PROBLEMA - 3.2.13.

O campo de tensdes numa placa rectangular de material elastico (E, V),
dimensdes (/x2c) e espessura (b), encastrada na extremidade x = [ e sujeita a

accdo de uma forga vertical de intensidade P distribuida ao longo da sec¢do x =
0, ¢ caracterizado pelas seguintes componentes cartesianas:

y

\ o = 3P .
) B b3 Y

P © g
0 7y C > X Oy= 0
¢ ; 3P 32
Txy = E (072_1)
] ——»]

a)- Mostre que tal campo de tensdes satisfaz as equacgdes de equilibrio, as
equacdes de compatibilidade e as condi¢des fronteira.

b)- Determine o campo de deslocamentos correspondente (considere apenas as
componentes do deslocamento no plano xy).

RESOLUCAO:

a) — Equacoes Fundamentais

As equagdes gerais de equilibrio ficam reduzidas a duas, no caso dum estado
plano de tensdes:

ao_ixx + % + FX =0
Ox oy

07y, . ooy, LF =0
ox oy 7

Substituindo as expressdes para as tensdes , obtém-se:
3Py 3P
_2ty By

263 2bc’
0 + 0 +Fy=0

+F, =0

Donde se conclui que as equagdes de equilibrio sdo satisfeitas em todos os
pontos, desde que seja nulo o campo das forgas de volume.

Quanto a equacdo de compatibilidade (Beltrami-Michell), relativa a um campo
plano de tensdes:

oF, ©OF,
Vz(axx+0'yy):—(1+v)£ 6xx +6y}
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substituindo as expressdes para as tensdes, obtém-se:

oF
0=—(1+v) o Ty
ox Oy

donde se conclui que a equagdo de compatibilidade também sera satisfeita,
desde que o campo das forgas de volume seja nulo, ou derivar dum potencial,
caso em que OF, /dx +0F, /oy =0

No que diz respeito as condi¢des fronteira ao longo do contorno da placa, estas
também sdo satisfeitas, uma vez que se tem:

O'yy:z'xy:() (paray:i C)
0,,=0 (para x =0)
+c +c 3P yZ _ _
I tybdy=| —|—-1|dy=-P (parax=0 e x=1)
¢ —c 4¢ | ¢

i e 3P
J._Cc o by dy= J‘_CC _Exy dy =—PI (parax =)

Deve chamar-se aqui a atengdo para o facto de que a solugdo proposta para o
campo das tensdes representa a solu¢do exacta do problema, apenas no caso das
for¢as de corte que actuam em cada uma das extremidades da barra estarem
distribuidas de acordo com a lei parabdlica descrita pela expressdo para a
componente 7,,, € se as forcas normais desenvolvidas na sec¢do encastrada
tiverem uma distribuicdo linear, proporcional a distancia y ao eixo da viga. Se,
pelo contrério, as forcas nas extremidades estiverem distribuidas de qualquer
outra maneira, ja o sistema das tensoes representadas pelas expressoes propostas
ndo ¢ a solugdo exacta do problema. Nao obstante, por virtude do Principio de
Saint- Venant, podera ainda ser considerada satisfatoria para qualquer seccdo
suficientemente afastada das extremidades da placa.

b) — Campo dos Deslocamentos

O campo dos deslocamentos correspondentes ao sistema de tensdes proposto
pode calcular-se por integracdo do campo das deformacdes, cujas componentes
no plano xy, considerando a situag@o correspondente ao estado plano de tensdo,
sdo dadas pelas expressdes seguintes:
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g =M _On__ P
Y E Bl
ov 1% vP (a)
8yy=§=—fc7xx=§xy
ou ov 1 P (5, 5
=t —=—7, =— —c
Yo o ox G ¥ 2GI (y )

onde I=2bc>/3 é o momento de inércia da secgo da placa, relativamente a
linha média. Integrando as duas primeiras equagdes, obtém-se:

Px?
u= 24 g(y)

2EI (b)

vay2
= + f(x
Y TR

onde f{x) e g(y) sdo, por enquanto, fun¢des desconhecidas de apenas uma
variavel (x ou y, respectivamente). Substituindo estas expressdes para u ¢ v na
terceira equacao em (a), obtém-se:

B dg) VP ) P (2 2) ©

2EI dy 2EI dx 2GI

Nesta equagdo, alguns termos sdo fungdes apenas de x, outros termos so
fungdes apenas de y, e ha ainda um termo que ¢ independente de x e de y.
Representando esses trés grupos por F(x), G(y) e K, em que:

2
Fy=-2 &
2EI  dx
2 2
G(y)=BW VB &) By”
dy  2E  dx  2GI
__pe
2G1

a equacdo (c) pode rescrever-se sob a forma seguinte:

F(x)+Gy) =K (d)

o que significa que devem ser constantes cada um dos termos que figuram no
primeiro membro desta equagdo, isto é:

F(x)=d e G(y)=e (e)
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onde d e e sdo duas constantes. Entdo:

2
e+a’=—PL
2GI
df(x)_,, Px* )
dx 2EI
dg(y)_, vy’ Py’
dy 2EI  2GI

Donde resulta, por integracéo:

Px*
X)=——+dx+
SO = Yo ©
( )_Vny2+Px3+e .
gV 2EI  6EI I

onde x, € y, sdo constantes de integragdo. Substituindo nas expressdes (b) para
u e v, obtém-se:

= ————————— tey+x,
6GI 2EI 6EI )
2 3
vPxy + P +dx+y,
2EI  6EI

As constantes d, e, x, € y, poderdo ser determinadas a partir da equacédo (d) e das
condigdes que traduzem o encastramento na sec¢do x=/. Admitindo que o
centréide da seccdo de encastramento (x=I, y=0) ndo sofre deslocamento, isto €,
u=0ev=0, das equacdes (g) resulta que:

PP .
x0=0 c yoz—@—dl (l)

A constante de integragdo d ¢é determinada pela terceira condicdo de
encastramento, que impde a ndo rotagdo da sec¢do (x=/) em torno do respectivo

centréide C, conforme indicado na figura a seguir. Essa condi¢do pode
exprimir-se de duas maneiras diferentes:

(i)-(@) -0 ou (ii)-(a”J -0
Ox x=ly=0 ay x=[;y=0
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@ =Gk ®)

O caso (i), Fig. (a), corresponde a considerar fixo o elemento horizontal do eixo
da barra no ponto C. Substituindo a expressdo para v dada por (%) obtém-se:

__rr
2FI
donde, pela primeira equagdo em (f):
P
2El 2GI
€, portanto:
Py3  vPy3 2 2 Px2
u= 2 Yy +(i_PC )y— Xy
6GI 6EI 2EI 2GI 2EI G)

_vPxy? L Px3_Plx P
2EI  6EI 2EI 3EI

A equagdo da deformada da linha média (y = 0) €, neste caso:

( ) _ Px3 Plzx+Lﬁ

V) s0= " (k)
Y0"6EI 2EI 3EI
o que conduz a uma deflexdo ¢ da extremidade x = 0 dada por:
3
s )
3EI

Para ilustrar a distor¢do da sec¢do produzida pelas tensdes de corte, considere-se
o deslocamento u na extremidade fixa (x = /):

M_Py3 _wPy3  Pc?y
6GI 6FI 2GI

u _ Py2 vPy?  pc? (m)
)., 2GI 2EI 2GI

ou __Pe2__ 3P
)y 261 4Ghe
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A forma distorcida da secgdo estd esbocada na Fig. (a). Devido a ten¢do de corte
7,=3P/4bc no ponto C, um elemento da sec¢do em A roda no plano xy em torno
de A de um angulo 8 igual a 3P/4Gbc, no sentido retrogrado.

O caso (if), Fig. (b), corresponde a considerar fixo o elemento vertical da sec¢do
recta transversal da placa no ponto C. Substituindo a expressdo para v dada por
(h) obtém-se:

=L (n)
2EI
e, pela primeira equagdo em (f):
__ P> _pc (0)
2EI 2GI

A equag@o da deformada da linha média €, neste caso:

Px3 Pl2x PI3 Pc?
o=+ —+— (-
() 6EI 2EI 3EI 2Gl( ») ®)

o que conduz a uma deflexdo ¢ da extremidade x = 0 dada por:

PB  Pcl
5= (@)
3EI 2GI
Comparando as equagdes (k) e (p) verifica-se que, em consequéncia da rotagdo
da extremidade do eixo em C, Fig. (b), as deflexdes do eixo da placa aumentam
da quantidade:

2
As=F¢ =3P
261 4Ghe

(I-x)
Este aumento traduz o denominado efeifo do esfor¢o de corte na deflexdo da
placa. Na pratica, o encastramento ndo se realiza de nenhuma das formas ideais
representadas na figura anterior. A sec¢do de encastramento ndo ¢ livre de se
deformar e a distribuicdo das forcas nessa seccdo ¢ diferente daquela que ¢é
traduzida pelas equagdes propostas. Nao obstante, em consequéncia do
Principio de Saint-Venant, esta solugdo constitui uma boa aproximagdo,
sobretudo quando se trata duma placa esbelta (/>>c), como no caso das vigas, ¢
se forem consideradas secgOes suficientemente afastadas da extremidade
encastrada.
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PROBLEMA - 3.2.14.

Reconsidere o problema anterior, em que o campo das tensdes ¢ dado pelas
expressdes seguintes:

y
o =3P 1 ;
o 2be3 X &
o,y =0 o) Ac C > X
Ty™= (y 1) :
4b ] E———

a)- Deduza a expressdo para a energia de deformagao do sistema.

b)- Utilizando o Teorema de Clapeyron, calcule a deflexdo da extremidade
vertical da sec¢do extrema (x = 0) .

RESOLUCAO:

a) — Energia Elastica de Deformacao

Para um corpo sujeito a um campo plano de tensdo, como no caso vertente, a
densidade de energia elastica de deformagéo (U,)¢é dada pela equagdo seguinte:

1 14 2
UO E(O- +O_vv)_EO-txo-vv+2G Xy

Substituindo as expressdes para as tensdes oy, G Ly = =0e Ty obtém-se:
2
oP?  , ,  9P? [?
0= 26X YV T ]
8Eb ¢ 32Gbc |\ ¢
Integrando:
+c

N 2

9pP? ) S T

= dy+—— | =221 dy|dx
- 8Eb%c 6j d I 7 32Gb2c2-[ &l Y I

Donde a energia de deformagio total na placa:

_ PP . 3P
4Ebc®  10Ghe

ou ainda:
_ PP . 3P%1
6EI 5GA
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onde 7 =2bc>/3 e A=2bc sio, respectivamente, 0 momento de inércia e a
area da seccdo da viga.

a) — Energia Elastica de Deformacao

De acordo com o Teorema de Clapeyron, o deslocamento do ponto de aplicagdo
duma forca P que actua isoladamente sobre um corpo material ¢ dada pela
seguinte expressao:
o=—
P

Donde, substituindo a expressdo para a energia elastica de deformagdo
determinada na alinea anterior, obtém-se:

2P’ 2x3P%
o= +
6PEI  5PGA

ou seja:

P 6Pl PP 6Ec?
O=—t+—=—| 1+
3EI 5GA 3EI\  5GI?

PROBLEMA - 3.2.15.

Considere uma placa alongada de material elastico (£, v=0), de dimensdes Ixk
¢ espessura b, encastrada na extremidade x = 0 ¢ sujeita a uma forga concentrada
P aplicada na outra extremidade x = [ (ver figura a seguir). O campo dos
deslocamentos ¢ dado pelas seguintes componentes:

y
i P 2 3
4 Vv=d,+ax+a,x° +azx
;//4
0/ ___________ i h—————e L » x dv 2
i u=—yd—=—(a1+2a2x+3a3x )y
x

w=0

Determine, utilizando o principio da energia potencial minima, os valores dos
parametros a,, a;, a, € as.

RESOLUCAO:

O campo das deformagdes correspondentes ao campo dos deslocamentos em
questdo ¢ caracterizado pelas seguintes componentes cartesianas, que se obtém
por derivacdo das componentes dos deslocamentos:
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ou

Epyx = a = —(2a2 + 6a3x)y
ov

E}y 2225;'::0

Exx TV T V2= Vxy =0

A densidade de energia elastica de deformacdo ¢ dada pela equacdo (3.15):

E v 1
Uy = 2(1+V)[1_2V (6t ) +(e0 +e§y)+27§y}

ou seja, substituindo os valores para o caso vertente:

E 2
Uy = Esix =2E(ay +3a3x)* y*
A energia de deformag@o em todo o corpo ¢, entdo:

+h/2

U= .[.”UOdV = ZEJI‘ (a2 + 3a3x)2dx Ibyzdy
v 0 ~h/2

+h/2

O integral J-byzdy ¢ o momento de inércia (/) da sec¢do da barra,
~h/2

relativamente ao eixo central, y = 0. Pode, entdo escrever-se:

U =|[[ugar = 2Elj(a2 +3ayx 2 = 2E1(a21 + 3038 +3aya;1?)
Vv 0

O trabalho virtual da forca externa P, para um deslocamento vertical
S=ay+al+a,* +asl’do respectivo ponto de aplicagio ¢ dado pela
expressao:

/4 :P><5:P(aO +al +ayl? +a3l3)
donde, a energia potencial total da barra:
N=U-W= 2E1(a221 +3a3l’ + 3a2a312)— P(a0 +ayl +a)l” + a3l3)

Aplicando o principio da energia potencial minima, pode agora escrever-se:
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o

—=0
Oa,
o,
aal
an_,
aaz
ar_y
Oas

As duas primeiras equacgdes anteriores traduzem que a energia poténcia IT ndo
depende nem de a,, nem de a;, pelo que estes dois coeficientes devem ser nulos,
isto é:

a,=a;=0

Das outras duas equagdes, tira-se, respectivamente:

a_ 2EI(2a21 + 3a312)— PI> =0
a)
a_ 2151(361212 + 6a3l3)— PP =0
a3
ou seja:
2(12 + 3a31 = Ll
2FEI
PI
3a, +6a3l =——
Yo
Donde, resolvendo em ordem a a, ¢ as:
Pi
a2 =—
2FET
P
a3 = -
6EI

As componentes do campo dos deslocamentos sdo, portanto:

Px
u=——"-Q2l+x
2E[( )Yy

Px?
=——(3/-
V=g )

w=0
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PROBLEMA - 3.2.16.

Escreva, em termos das componentes cartesianas da tensdo, a condigdo de
integridade do material segundo o critério de von Mises, para os seguintes casos:

a)- Estado tridimensional genérico de tensdo
b)- Estado plano de Tensao.
¢)- Estado plano de deformacao.

RESOLUCAO:

a) — Estado de tensao tridimensional

O critério de von Mises exprime-se pela seguinte condigdo geral:

2
Too S——Of (@)
3s
No caso tridimensional mais geral, tem-se:

rfct =(o; - 02)2l2m2 +(oy - 0'3)2 m*n* + (03—0'1)2112]2
2 2 2

_1 2 2 2 2 2 2
=3 (O — ayy) +(O'yy -0,.) +(0,—0,)" + 6rxy + 6Tyz + 6rzx]

donde, substituindo (b) em (a), obtém-se:

1 2 2 2 2 2 2
Tpet = g\/(O'M —O'yy) + (O'yy —0,,) +(0,—0,)" + 6rxy + 6ryz +677%,

V2

<—o0
= E
3s

ou seja:

2 2 2
(O-xx - O-yy) + (O-yy - Jzz) + (O-zz - Jxx) (C)
2
Xy

2 2 <
+67y, +67), +677, = P Og

b) — Estado Plano de Tensao

Neste caso .. = 7. = 7. = 0. Donde, substituindo em (c):

2 2 2 Ok
\/O'xx +05, =00y + 3rxy < .
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c) — Estado Plano de Deformacao

Neste caso 7, = 7. =0 e 0.. = V(0 + 0;,). Donde, substituindo em (c):

JA+v? 002 + 14V )0t —(1-2v =200, +303, < %

PROBLEMA -3.2.17.

Num determinado componente mecanico, o estado de tensdo mais desfavoravel
ocorre num ponto da superficie livre da pega, e corresponde a situagdo
representada na figura. O material utilizado é o ago, com uma tensdo limite de

cedéncia o;=250MPa. ¥ T

Determine o coeficiente de seguranga (s) lgw — _40MPa

relativamente a plastificacdo do material, -,

utilizando: Oy =+80MPa
. . — X

a)- O critério de Tresca i

b)- O critério de von-Mises 7, =+25MPa T

RESOLUCAO:

a) — Critério de Tresca

O critério de Tresca exprime-se pela seguinte condicdo geral, em termos do
valor maximo da tensdo de corte:

Ok
T e < 275‘ (a)

No caso vertente estd-se em presenca de um estado plano de tensdo, em que os
valores das tensdes principais podem ser obtidos a partir das componentes
cartesianas, utilizando as seguintes equacdes:

o, to, O, — O
o = +\/( e
o, tO O, — O
o, = xx »y _\/( xx yy)2+1§y
2 2

Substituindo as tensdes o, 0, € 7, pelos valores dados, obtém-se as tensdes
principais no ponto considerado:
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80—40 (80+4O
Gl = +

2 2

2
o, _80-40 (80440 Lo o
2 2 2

2
j +25% =+85MPa

As duas tensdes principais sdo de sinais contrarios, pelo que:

_0y—0, 85+45
=g

T =65MPa

Substituindo em (a):

65 = 250
2s
donde o coeficiente de seguranca:
5220 19
2% 65

Nota Importante: Se as tensdes principais o7 ¢ oy fossem do mesmo sinal, ter-
se-ia de levar em consideragdo que a terceira tensdo principal é nula (0..=0) e,
nesse caso seria z,,= Max ( o1, ).

>

b) — Critério de von-Mises

Aqui pode utilizar-se directamente o resultado deduzido na alinea b) do
problema anterior:

2 2 2 _ O
\/O'X_x+0'yy OOy +37y, = ~

Substituindo os valores para o, 0y, %, € O, Obtém-se:

250
S

V802 +402 +80x 40+ 3% 257 =

ou seja:

s = 250 =219
114,35
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3.3. PROBLEMAS PROPOSTOS

3.3.1. O estado de deformagdo num
ponto P de um corpo material em ago
(4=120GPa, u=80GPa) ¢ dado pelas
seguintes componentes cartesianas:

£n =350 &, =500; &.=250 (x10°)
7= 1005 7. =500 y, =400 (x10°).
Determine o correspondente estado de
tensdo no ponto P.

Solugdo:

0.=188 ; 0,,=212; 0..=172 (MPa);
5.8 ; 7.=40; 7,32 (MPa).

3.3.2. Relativamente ao estado de
deformacdo a que se refere o problema
anterior, determine as deformagoes
principais no ponto em questdo e as
respectivas direcgdes.

Solugdo: R
e = 721x10° ; 7 =(0.630,0.662,0.405)

£y = 353x10° ; 712 =(0.383,-0.719,0.580)
£y =26x10° ; 713 =(-0.675,0.210,0.707)

3.3.3. Ainda relativamente ao estado de
deformacdo a que se refere o problema
3.3.1, determine as tensdes principais no
ponto em questao.

Solugdo:

oy =247,34MPa

o, = 188,50MPa

o3 = 136,16 MPa.

3.34. O estado de tensdo num ponto P
de um corpo material em ago (A=120GPa,
1=80GPa) ¢ dado pelas seguintes
componentes cartesianas:

=100 ; ,=150; 0..=50 (MPa);
5.=15; 7=35; 1,=45 (MPa).
Determine o correspondente estado de
deformacéo no ponto P.

Solugdo:

=192 &, =505; &.=-120 (x10°)
=938y =438 7, =563 (x107).

3.3.5. Relativamente ao estado de tensao
a que se refere o problema anterior,
determine as tensdes principais no ponto
em questdo e as respectivas direcgdes.
Solugdo:

01 =217,19MPa; o =4 B0RH°

o3 =8,61MPa.

ii; =(0.434,0.785, 0.443)

7i, =(-0.129,-0.432, 0.892)

iy =(-0.675,0.210,0.707)

3.3.6. Ainda relativamente ao estado de
tensdo a que se refere o problema 3.3.4,
determine as deformagdes principais no
ponto em questao.

Solugdo:
& =925x107°
& =31x10"°

& =-379x107°. iy =

3.3.7. O estado de deformagdo num
ponto P de um corpo material em latdo
(E=100GPa, v=0,3) ¢ dado pelas
seguintes componentes cartesianas:

€0 =300 &, =-150; &.=300 (x10°)
n= =150 7..=300; y, =150 (x10°).
Determine o correspondente estado de
tensdo no ponto P.

Solugdo:

0,,=49,04 ; 0,,=14,42 ; 0.~ 49,04 (MPa);
5,.==5,77; 7.=11,54 ; 5,=-5,77 (MPa).
3.3.8. Relativamente ao estado de
deformacdo a que se refere o problema
anterior, determine as deformagdes
principais no ponto em questdo e as
respectivas direcgdes.

Solugdo:
&1 =468x107% ; ¢, = 150x10°®;
& =—-168x10"°

i, =(0.697,-0.169,0.697)
i, =(-0.707,0.000,0.707)
5 = (0.120,0.986,0.120)
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3.3.9. Ainda relativamente ao estado de
deformacdo a que se refere o problema
3.3.7, determine as tensdes principais no
ponto em questao.

Solugdo:

oy = 128,91MPa
o, = 78,00MPa
o3 =27,09MPa.

3.3.10. O estado de tensio num
determinado ponto P de um corpo
material em latdo (£ = 100GPa, v=0,34)
¢ dado pelas seguintes componentes
cartesianas:

o.=80; 0,=60; o.,=-40 (MPa);
5,~40; 7.=-60; z,~40 (MPa).
Determine o correspondente estado de
deformacéo no ponto P.

Solugdo:

=732 8,= 464 ; .= 876 (x10)

1= 1072 5 .= —1608 ; y,= 1072 (x10°).

3.3.11. Relativamente ao estado de tensdo
a que se refere o problema anterior,
determine as tensdes principais no ponto
em questdo e as respectivas direcgdes.
Solugdo:

oy =116,24MPa; o, = 67,90MPa;
o3=-84,13MPa .

7i; =(-0.861,-0.461, 0.213)

iiy =(-0.319,0.817, 0.480)

i3 =(0.395,-0.346, 0.851)

3.3.12. Ainda relativamente ao estado de
tensdo a que se refere o problema 3.3.10,
determine as deformagdes principais no
ponto em questao.

Solugdo:
& =1218x10"°
& =570x107°

& =-1467x107.

3.3.13. Determine a variagdo de volume
de uma esfera em ago (1=120GPa,
1=80GPa) com 2m de didmetro, quando
sujeita a uma pressdo hidrostatica de
1GPa. Solugio: AV = 0,0242m>.

3.3.14. Determine a variagdo de volume
de um cubo macigo construido em latdo
(E = 100GPa, v=0,34) com 2m de lado,
quando sujeita a uma pressao hidrostatica
de 100MPa. Solugio: AV = 0,00768m".

3.3.15. Uma barra prismatica em latdo
(E = 100GPa, v= 0,34), com 2m de
comprimento e sec¢do recta com uma area
A=400cm?, ¢ comprimida axialmente com
uma forca P=4000ton, sendo impedida
qualquer expansao lateral do material, por
confinamento sem atrito entre paredes

rigidas.
P i
J—— e D
-
-
Determine:

a)- O valor da tens@o normal na direc¢do
perpendicular ao eixo da barra.

b)- A variag@o de volume da barra.
Solugdo: a) o=-515,15MPa.

b) AV = =520cm’.

3.3.16. Reconsidere o problema anterior,
analisando o caso particular duma secgio
quadrada  (20cmx20cm),  restringida
apenas numa das direcgdes transversais,
ficando livre na outra.

, —r 1T
[«—2m

Determine:

a)- O valor da tens@o normal na direc¢ao
do constrangimento.

b)- A variag¢@o de volume da barra.
Solugdo: a) o= -340MPa.

b) AV = =3 ,43cm’.

3.3.17. Uma placa em ago (E=210GPa,
v=0,3), de dimensdes 400x400x10mm’
esta sujeita a um estado bi-axial de tenséo
uniforme, conforme ilustrado na figura.
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a)-Utilizando as equagdes relativas ao
estado plano de tensdo, determine a
tensdo de corte maxima e a direcgdo
segundo a qual actua.

b)- Resolva a alinea (a), agora recorrendo
a construgao do circulo de Mohr.

¢)- Determine o valor da varia¢do da area
da placa em resultado da deformagao.
Solugdo: a) t,,.= 100MPa; 6.= +45°,

¢) A4 = +320mm’.

3.3.18. Ainda relativamente a placa a que
se refere o problema anterior, determine:
a)- A variagdo do volume da placa.

b)- A energia elastica de deformacgao
acumulada em todo o volume da placa.
Solugdo: a) AV=+1,92cm’.

b) U= 608Joule.

3.3.19. Uma cubo macico em betdo
(E=30GPa e v=0,15) de 3m de lado esta
sujeito a um estado plano de deformagio
uniforme, paralelamente ao plano xy e
caracterizado pelas seguintes compo-
nentes cartesianas de deformacao:

£,=200x107; &,= 100x10™°;
Y= 80x107°.

Determine o correspondente campo das
tensdes.

Solugdo:

0,=6,89 ; 5,,=4,29 ; 0..= 1,68 (MPa);

4= 0,00 ; 720,00 ; 7= 1,04 (MPa).

3.3.20. Relativamente ao estado de
deformacdo a que se refere o problema
anterior, e utilizando as equagdes relativas
ao estado plano de deformagao,
determine:

a)-As deformagdes principais no plano xy,
em cada ponto, ¢ as respectivas direcgdes
principais.

b)- A deformagido de corte méaxima no
plano xy e as direccdes dos planos
correspondentes .

¢)- O valor da variagdo do volume do
cubo em resultado da deformagéo.
Solucdo: a) &=214x10"% 6,=+19,33°
&= 86x107% 6,=-70,67°.

b) Y= 128x107%; 0" = 63,33°;
0”.=-25,67°. ¢) AV=-8100mm>.

3.3.21. Resolva as alineas a) e b) do
problema anterior recorrendo, agora, a
constru¢do do circulo de Mohr.

Solucdo: a) &=214x10"% 6,=+19,33°
&= 86x107% 6,=-70,67°.

b) Y= 128x107%; 0" = 63,33°;
0”.=-25,67°.

3.3.22. Ainda relativamente a situacdo a
que se refere o problema 3.3.19, e
tomando para o betdo E=30GPa ¢ v=0,15,
determine:

a)- As tensdes principais
aquele campo de deformagdes.
b)- A energia elastica de deformagdo
acumulada no volume do corpo.

Solugdo: a) oy="1,26MPa;

0,=3,92MPa; oz =0,, = 1,68MPa.

b) U=25,53kJoule.

associadas

3.3.23. Uma placa rectangular em ago
(E=200GPa, 1=0,3), de dimensoes
5.4mx1.2m e espessura de 20cm esta
sujeita a um campo plano de tensdes
definido pelas seguintes componentes
cartesianas:

o, =200-150y  (MPa)
0,,=0; 7,=0
y
A
[o) > X
A B
T T 7

a)-Mostre que tal campo de tensdes so ¢
possivel se ndo houver for¢as de volume.
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b)-Calcule o correspondente campo das
deformacdes.

Solugdo: a) SO nessas condigdes sdo
satisfeitas as equacdes de equilibrio.

b) £, =(—=750y+1000) x107%;
&,=(225y-300) x10°%,;
£.~(225y-300)x10°%; 3= %= %,= 0.

3.3.24. Ainda relativamente a placa a que
se refere o problema anterior, determine:
a)-A distribuicdo dos deslocamentos ao
longo do lado AB. (a placa esta amarrada
ao plano horizontal AB, sem atrito).

b)-A energia elastica de deformagao
acumulada na placa.

Solugdo: a) u=1450x(10"%); b) U=138kJ.

3.3.25. Uma placa rectangular em ago,
E=200GPa, v= 0.3, com as dimensdes de
1mx0,5m e espessura 20mm (ver figura a
seguir) esta sujeita a um campo plano de
tensdes uniforme, definido pelas seguintes
componentes:

y
A
C
r \\\\ /—’_,,
0,5m IS > x
T
A B
S —
o= 200 MPa , c,,= 400 MPa

0= z:vyz“:yz= sz=0
a)- Determine a tensdo de corte maxima
em cada ponto e o plano segundo o qual
actua.
b)- Deduza as expressdes que definem as
componentes do campo dos desloca-
mentos no plano xy (o ponto O ¢ fixo...).
Solugdo: a) t,,.=300MPa; 6.=+45°.
b) u=1,6x10"x; v=—2,3x10"y.

3.3.26. Ainda relativamente a placa a que
se refere o problema anterior, determine:
a)- As extensdes sofridas pelas diagonais
AC e BD.

b)- A energia elastica de deformacao
acumulada na placa.

Solugdo: a) ALyc=ALgp= +0,92mm.

b) U=62kJoule.

3.3.27. Uma placa rectangular construida
em chapa de ago (E=200GPa, v = 0,3),
com as dimensdes 2mx1m e espessura de
20mm, esta sujeita a um campo uniforme
de tensdes no respectivo plano, conforme

representado na figura a seguir.
g

111111114
ok e

v

No centro da placa, mediram-se as
deformacdes lineares £=1200x107 ¢ &=
—800x10°®, utilizando uma roseta de
extensometros  rectangular de  dois
elementos. Determine:

Ctet
Th

a)- Os valores das tensdes oy, € Gy

b)- A deformag@o &. segundo a espessura
da placa.

Solugdo: a) c,=211 e c,,=-96,7 (MPa).
a) g=-171,4x10"%.

3.3.28. Relativamente a situacdo a que se
refere o problema anterior, determine a
energia total de deformacéo na placa.

Solugdo: U= 6,61kJoule.

3.3.29. Ainda relativamente a placa a que
se refere o problema 3.3.27, considere
agora o caso em que as medigdes
efectuadas com os extensometros foram
as seguintes:

£=500x10"° e g=150x10"°
Determine:
a)- Os valores das tensdes o, € Oy,
b)- A deformacdo ¢, segundo a espessura
da placa.
Solugdo: a) 0,=119,8 e 0,,= 65,9 (MPa).
a) ,=-279x107°.
3.3.30. Relativamente a situagdo a que se

refere o problema anterior, determine a
energia total de deformag@o na placa.
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Solugdo: U= 1,396kJoule.

3.3.31. Reconsidere o problema 3.3.27,
agora numa situacdo em que se trate dum
estado plano de deformagao.

Determine:

a)- Os valores das tensdes oy, € Gy,

b)- A tensdo o, segundo a direcgdo
perpendicular ao plano de deformagéo.
Solugdo:

a) 6,=230,77MPa ¢ 6= ~76,92(MPa).
b) .= 46,15 MPa.

3.3.32. Relativamente a situacdo a que se
refere o problema anterior, determine a
energia total de deformagéo.

Solugdo: U= 6,769 Joule.

3.3.33. Reconsidere o problema 3.3.29,
agora numa situacdo em que se trate dum
estado plano de deformagéo.

Determine:

a)- Os valores das tensdes o, € Gy,

b)- A tensdo o, segundo a direcgdo
perpendicular ao plano de deformagéo.
Solugdo:

a) 0,=151,92MPa ¢ c,,= 98,08 MPa.

b) o..= 75,00 MPa.

3.3.34. Relativamente a situacdo a que se
refere o problema anterior, determine a
energia de deformagdo no corpo em
questdo.

Solugdo: U= 1,813kJoule.

3.3.35. Uma placa de material elastico
(E,v), de dimensdes axb e espessura A,
estd sujeita a um campo uniforme de
tensdes On= oy € Gy~ Oy, NO proprio
plano, conforme representado na figura.

preeaaaasas
T
RRREEEERRY}

C

11t
N

oy

- a——p
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Determine a relagdo que deve existir entre
as tensdes o, € o), de tal forma que se
verifiquem as condigdes seguintes:

a)- A espessura da placa mantém-se
constante.

b)- A dimensdo segundo a direc¢do y
mantém-se constante.

Solugdo: a) 0y = —0yy. b) Oy= VO,

3.3.36. Relativamente a cada uma das
situacdes a que se refere o problema
anterior, determine o valor maximo
(absoluto) da tensdo de corte e a
orientagdo do plano sobre o qual actua.

Solugdo: G 0

(l) Tmax— Oox 5 ;ic :(T’T’
b) Tmaxz( O-ox)/z ; ﬁ" = (@,0,@) .

3.3.37. Ainda relativamente ao caso a que
se refere o problema 3.3.35., determine a
expressdo da energia elastica de
deformacdo na placa, para cada uma das
situagdes ai consideradas.

I+v
Solugdo: a) U=(abh Tjﬂgx .

1+v-2v? P
b) U= [abh 2E Jﬂox .
3.3.38. Resolva o problema anterior para
os seguintes valores numéricos:
a=2m, b=1m, h=30mm, E=200GPa, v=0,3
e Oy =120MPa.
Solugdo:
a) U=5,616kJoule ; b) U=2,419kJoule.

3.3.39. Um bloco maci¢o de material
elastico (E,v) esta sujeito a um campo
uniforme  de  deformagdo  plana,
caracterizado pelas suas componentes
cartesianas £,= &y, € &§,~ &, sendo nula a
deformagdo de corte p,. Determine a
relagdo que deve existir entre as
deformagdes &, € &, de tal forma que se
verifiquem as condi¢des seguintes:

a)- Nao ha tensdo segundo a direccao
perpendicular ao plano de deformagio,
isto é o= 0.
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b)- A componente normal da tensdao
segundo y é nula, isto €, o;,= 0.
Solugdo: a) £y= —&ox. b) &0y= — Ve /(1-V).

3.3.40. Relativamente a cada uma das
situacdes a que se refere o problema
anterior, determine o valor maximo
(absoluto) da deformagdo de corte ¢ a
orientagdo do plano sobre o qual actua.

Solugdo: G 0

@) Y2603 e =575

2 2
,»55-50)

N

—_1 P
b) ’Ymux_ﬁgox; nc_(

3.3.41. Ainda relativamente ao caso a que
se refere o problema 3.3.39., determine a
expressdo da energia elastica de
deformacdo na bloco, para cada uma das
situagdes ai consideradas.

- abhE 2
Solugdo: a) U= Ty JFor
bhE
b) U=| === [e2,..
2(1-v)

3.3.42. Resolva o problema anterior para
os seguintes valores numéricos:

a=3m, b=2m, h=50mm, E=80GPa, v=0,34
€ £, =80x107".

Solugdo:

a) U=1,451kJoule ; b) U=2,231kJoule.
3.343. Uma placa rectangular de
aluminio (£ = 70GPa, v= 0,33) com as
dimensdes axb = 1mx0,5m e espessura
h=15mm, estd sujeita a um campo
uniforme de tensdes no proprio plano,
0,,=100MPa ¢ o= —-25MPa:

Libbbdddidd
..
SEEEFEFEFEE

1 ——»

4

A

0,5m

1111
e

le—
A

v

Determine:
a)- A deformagdo de corte maxima no
plano da placa.

b)- A deformagdo de corte maxima
absoluta no material da placa.

Solugio: @) (Fax)y = 3275 x 107,

b) (%ﬂax)abs =3275x 10-6~

3.3.44. Ainda relativamente a placa a que
se refere o problema anterior, determine:
a)- A variagdo da espessura da placa.

b)- A variag@o do volume da placa.
Solugdo: a) Ah=—0,0053mm.

b) AV=+2732,1mm".

3.3.45. Um bloco prismatico de aluminio
(E = 70GPa, v= 0,33) de seccdo recta
rectangular com as dimensdes 1mx0,5m
nas direc¢des x e y, respectivamente, e
comprimento L=6m na direccdo z, estd
sujeito a um campo uniforme de deforma-
¢do plana, &,=800x107®, &= —200x10° ¢
7o~ 0. Nestas condigdes, determine:

a)- As tensdes oy, G, € O..

b)- A tensdo de corte maxima no plano
perpendicular ao eixo da pega..

¢)- A tensdo de corte maxima absoluta no
material da pega.

Solugdo: a) 0,=72,76MPa,
6,,=20,12MPa ¢ 0..=30,65MPa.

b) (Tnar)y = 26,32MPa.

C) (Tmax)abs = (Tmax)xy = 26,32MPa

3.3.46. Ainda relativamente ao bloco a
que se refere o problema anterior,
determine:

a)- A variagdo do comprimento L do
bloco.

b)- A variag@o do volume ¥ do bloco.
Solugdo:

a) AL=0. b) AV=+1800cm’.

3.3.47. Uma placa rectangular em ago de
construcdo (£ = 200GPa, v=0,3) com as
dimensdes 2mxlm e espessura b=25mm,
estd sujeita a um campo uniforme de
tensdes no proprio plano, ¢,,=200MPa e
o,,=40MPa:

Yy
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Determine:

a)- A deformagdo de corte maxima no
plano da placa.

b)- A deformagdo de corte maxima
absoluta do material da placa.

Solu¢do: @) (Jax)wy = 1040 x 107,

B) (Jma)aps = 1300 x 10,

3.3.48. Ainda relativamente a placa a que
se refere o problema anterior, determine:
a)- A variagdo da espessura da placa.

b)- A variagdo do volume da placa.
Solugdo: a) Ab=—0,009mm.

AV=+24cm’.

3.3.49. Um paralelepipedo construido em
betdo (E = 26GPa, v= 0,1), com as
dimensoes 200mmx100mmx100mm, esta
comprimido lateralmente por dois pares
de forgas iguais e opostas P = 200N,
uniformemente distribuidas pelas faces
laterais:

P =200kN P =200kN
" 200mm 400MPe
A 100mm

P =200kN lP:ZOOkN
Determine:
a)- A variagdo do volume da pega de
betdo.
b)- A energia eclastica de deformagao
armazenada no corpo.
Solugdo: a) AV=—-1230,8mm’.
b) U= 6,92Joule.

3.3.50. Reconsidere o problema anterior,
agora para um paralelepipedo com as
mesmas dimensdes 200x100x100 (mm),
em latdo (E=100GPa, v=0,34), sujeito a

apenas um par de forgas laterais iguais e
opostas P=300kN. Determine:

a)- A variagdo do volume da peca de
latao.

b)- A energia elastica de deformagio
armazenada no corpo.

Solucdo: a) AV=—-96mm>.

b) U= 2,25Joule.

3.3.31. Num ponto P da superficie duma
placa em ago (E=200GPa, v = 0,3)
mediram-se as deformacdes segundo trés
direcgdes a 45°, utilizando uma roseta
rectangular de trés elementos:

£go = —520%x107°, £,5. = +200x107°,

£gpr =+200%107°

Determine:
a)- As tensdes principais no ponto P e as
direcgdes correspondentes.
b)- O valor da tensdo de corte maxima no
plano da placa e as orientagdes correspon-
dentes.
¢)- Verifique se o resultado obtido na
alinea b) representa um maximo absoluto
da tens@o de corte no ponto considerado.
Solugdo: a) 0:=32,6MPa; 0 ,=1+67,5°.
0>,=—124MPa; 0 ,=-22,5°.
b) Tmax=78a3MPa; HCI = —67,50;

9: = +22,50 . C) (Tmax)abs=78’3MPa~

3.3.32. Num ponto P da superficie duma
placa em latdo (E=100GPa, v = 0,34)
mediram-se as deformagdes segundo trés
direcgdes a 45°, utilizando uma roseta
rectangular de trés extensémetross:

£go =400x107°, £450 =—200x107°,

£gp0 = +200x107°

Determine:
a)- As tensdes principais no ponto P e as
direcgdes correspondentes.
b)- O valor da tensdo de corte maxima no
plano da placa e as orientagdes correspon-
dentes.
c)- Verifique se o resultado obtido na
alinea b) representa um maximo absoluto
da tensdo de corte no ponto considerado.
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Solugdo: a) 01=83,5MPa; 6 ,=-39,35°%
o= 7,4MPa, 92= +50,650.
D) Ty0=38,1MPa; 0, = —84,35°;

9‘" =+5,65°. C) (Tmax)abs=41’8MPa~

3.3.33. Num ponto P da superficie duma
placa em aluminio (E=70GPa, v = 0,33)
mediram-se as deformagdes segundo trés
direcgdes a 120° utilizando uma roseta
delta de trés extensometros:

£go =+400x107°, £)500 = +100x107°,

£3400 = +200x107°
Determine:
a)- As tensdes principais no ponto P ¢ as
direcgdes correspondentes.
b)- O valor da tensao de corte maxima no
plano da placa e as orientagdes correspon-
dentes.
¢)- Verifique se o resultado obtido na
alinea b) representa um maximo absoluto
da tensdo de corte no ponto considerado.
Solugdo: a) 01=33,7MPa; 0 ,=+9,55°.
o= 15,1MPa; 6 ,=—-80,45°.
b) Tmax— 9»3MP‘19 9; = —35,450;

9: =+54,55°. C) (mec)abs= 16,8MPa.

3.3.34. Num ponto P da superficie duma
placa em ago (E=200GPa, v = 0,3)
mediram-se as deformagdes segundo trés
direcgdes a 120° utilizando uma roseta
delta de trés extensometros:

£go =+100x1075, &390 = +400x1075,

£3400 =—300x107°
Determine:
a)- As tensdes principais no ponto P ¢ as
direc¢des correspondentes.
b)- O valor da tensao de corte maxima no
plano da placa e as orientagdes correspon-
dentes.
¢)- Verifique se o resultado obtido na
alinea b) representa um maximo absoluto
da tens@o de corte no ponto considerado.
Solugdo: a) 01=81,4MPa; 0 ,=—42,64°,
0y=—43,3MPa; 0 = +47,36°.

b) Tmax=62a4MPa; 9; = —87,640;
0, =+2,36°. ) (Tnax)ans=62,4MPa.

3.3.35. Uma placa rectangular em aco,
(E=200GPa, v=0.3), com as dimensoes
2m x lm e espessura 25mm, solicitada
exclusivamente por forgas no respectivo
plano médio, mediram-se as deformagdes
no centro O, segundo as direc¢des a, b e
¢, recorrendo a uma roseta de trés
extensometros a 120°, conforme ilustrado
na figura:

Yy
A
T b 120°
Im 120° (O [y « > x
AT 1200
————2m——p
&=575x10%; g=-156x10%;
& =-156x10"°

a)- Determine os valores das tensoes
principais no centro da placa e as
respectivas direcgdes.

b)- A volta do centro O, desenhe um
elemento rectangular de lados inclinados
a 30° relativamente ao ecixo dos xx, e
sobre esse elemento represente as tensdes
que sobre ele actuam.

Solugdo: a) 0;1=100MPa; 6 ,=0°.

o= —-50MPa; 6,=+90°.

b) o,=62,5MPa; o, =—12,5MPa

7 = —65MPa

3.3.36. Ainda relativamente a placa a que
se refere o problema anterior, ¢ admitindo
que a mesma esta sujeita a um campo
uniforme de tensoes, determine:

a)- As forcas que devem ser aplicadas
sobre os lados da placa, para produzirem
tal campo de tensoes.

b)- A forma e dimensdes da placa depois
de deformada.

Solugdo: a) P,=2500 P,=—1250 (kN/m).
b) rectangular (2,00115mx0,99960m).

J. F. Silva Gomes, FEUP - Porto, 2009



Capitulo Il - Relagoes Tensoes-Deformagoes 71

3.3.37. Um bloco macigo em betdo
(E=30GPa, v= 0,15) estd sujeito a um
campo plano de deformagdo uniforme
paralelamente ao plano xy. No interior do
material, num plano paralelo ao plano de
deformacdo, foi montada uma roseta
rectangular de trés extensometros, a partir
dos quais se mediram as seguintes
deformacdes:

£go ==50x107, £450 =60x107°,

£9g0 =—60x1078
Determine:
a)- As tensdes principais no plano de
deformacdo e as respectivas direcgoes.
b)- O valor da tens@o de corte maxima no
plano de deformagdo e as orientagdes
correspondentes.
¢)- Verifique se o resultado obtido na
alinea b) representa um maximo absoluto
da tensdo de corte no ponto considerado.
Solugdo: a) o1=-3,44MPa; 6 =—43,76°%
0=-38,86MPa; 0,=+46,24°.
b) Tmax=17a71MPa; 9; = —1,240;

9: = +88,76° . C) (Tmax)ab.v=17a71MPa-

3.3.38. Um bloco macico em betdo
(E=30GPa, v= 0,15) esta sujeito a um
campo plano de deformacdo uniforme
paralelamente ao plano xy. No interior do
material, num plano paralelo ao plano de
deformacdo, foi montada uma roseta delta
de trés extensOmetros, a partir dos quais
se mediram as seguintes deformagdes:

0o =—110x107°, 1500 ==70x107%,

£9400 = —85x107°
Determine:
a)- As tensdes principais no plano de
deformacdo e as respectivas direcgdes.
b)- O valor da tensdo de corte maxima no
plano de deformagdo e as orientagdes
correspondentes.
¢)- Verifique se o resultado obtido na
alinea b) representa um maximo absoluto
da tens@o de corte no ponto considerado.
Solugdo: a)or=-30,38MPa; 6 ,=-79,11°
o=-37,5TMPa; 0,=+10,89°.

b) Tyar=3,59MPa; 9, = -34,11°;
9: =+55,89°. C) (mec)abs= 8,59MPa.

3.3.39. Uma placa rectangular em aco,
(E=200GPa, v=0.3), com as dimensdes de
2m x 1lm e espessura de 10 mm, estd
sujeita a um estado plano de tensdes,
definido pelas seguintes componentes

cartesianas:
0= 200 2y+1) MPa , o,,~1,~0.
Yy
A
P ]
lIn A 250mm B . x
i (6] 3 g
e 2m >

a)- Demonstre que tal campo de tensdes
so0 ¢ compativel se for nulo o campo das
forgas de volume.

b)- Determine as deformagdes principais
na origem das coordenadas e respectivas
direcgoes.

Solugdo: a) verificar se sdo satisfeitas as
equagdes de equilibrio.

b) £=1000x10"%, ,=0°

&=-300x10",  6,=90°.

3.3.40. Ainda relativamente a placa a que
se refere o problema anterior, determine:
a)- A distribuicdo dos deslocamentos ao
longo do segmento AB, a distancia de
250mm do eixo dos xx. Considere que o
ponto O ¢ fixo e que o corpo estd
impedida qualquer rotag@o rigida.

b)- O valor da energia elastica de
deformacgdo acumulada na placa.

Solugdo: a) u =1,5x10"x;
v=-10"x*-0,94. b) U=266,7kJooule.

3.3.41. Considere um corpo em ago
(E=200GPa, v=0.3) sujeito a campo
plano de tensdes definido pelas seguintes
componentes (em MPa):
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. =200y —200x +200
o, =200y +200x — 400
z,, =200y +200x —400

a)- Calcule as tensdes principais na
origem das coordenadas e as respectivas
direcgoes.

b)- Calcule a variagdo de volume dum
cubo de material com 1m de lado,
centrado na origem e alinhado com os
eixos coordenados.

Solugdo: a) 6;=400MPa ; 0,=+26,57°

0,=—-600 MPa ; 0,=-63,43°

a) AV=—4x10"m’.

3.3.42. Considere uma placa alongada de
material elastico (£, v = 0), de dimensoes
Ixh e espessura b, simplesmente apoiada
nas duas extremidades e sujeita a um
carregamento uniforme de intensidade
q = —q, (Newton/m) ao longo de todo o
comprimento da barra. O campo dos
deslocamentos ¢ dado pelas seguintes
componentes:

y
A b

YYYVYYVYVYVYYIYVY

() [EeE—— $h ________ 1 s x
0

v=a;x(x-1) —azxz(x—l)2

u:_ya

w=0

a)- Verifique que o campo dos desloca-
mentos proposto satisfaz as condigdes
fronteira dos problema.

b)- Determine, utilizando o principio da
energia potencial minima, os valores dos
pardmetros a; e a,. Ndo considere a
contribuicdo da deformacdo de corte no
calculo da energia elastica.

Solugdo: a) sdo nulos os deslocamentos
das sec¢Oes extremas e ha simetria
relativamente a sec¢@o central da barra.

b) a1= qolP124El ; ay= qo/24EI ; I=bh*/12

3.3.43. Num ensaio de tracgdo, foi
determinado o valor da tensdo de cedéncia
num determinado material, o;=400MPa,
para ambas as situagdes de trac¢do e de
compressdo simples. Considerando um
estado de tensdo tridimensional em que
o1/05=3/2 ¢ o»/o3= —9/5, determine os
valores das tensdes que causam a
cedéncia do material, de acordo com cada
um dos seguintes critérios de ruptura:

a)- Critério de Coulomb.

b)- Critério de Tresca.

¢)- Critério de von-Mises.

Solugdo: a) oy=400MPa; o5 =267MPa;
o3 =—-148MPa. b) oy=292MPa;

0= 194MPa; o3=-108MPa.

¢) 01=323MPa; 03 =215MPa;

o3 =—-120MPa.

3.3.44. Num veio de seccdo cilindrica
solicitado simultaneamente a tor¢do e a
flexdo, foram calculadas as tensdes num
ponto critico a superficie, tendo-se obtido
os seguintes valores:

O =80MPa; o, =0; 7,, =100MPa
Sabendo que a tensdo de cedéncia do
material é op = 300MPa, determine o
coeficiente de seguranca em relagdo a
cedéncia, considerando cada um dos
seguintes critérios de ruptura:
a)- Critério de Coulomb.
b)- Critério de Tresca.
¢)- Critério de von-Mises.
Solugdo: a) s=2,03; b) s=1,39; ¢) s=1,57.

3.3.45. Determine para que estados de
tensdo os resultados obtidos com os
critétrios de Tresca e de von-Mises
satisfazem a seguinte condicao:

a)- Sdo equivalentes.

b)- Sdo mais afastados.

Solu¢do: a) Quando uma qualquer das
duas tensdes principais ¢ igual a média
aritmética das outras duas.

b)- Num estado de corte puro, i.e. duas
tensdes principais iguais de sinais opostos
e a terceira nula (15,4% de diferenca).
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3.3.46. No ponto critico duma peca ago,
com tensdo de cedéncia op=240MPa, o
estado de tensdo ¢ plano e caracterizado
pelas seguintes componentes:

0 =00, =-150MPa; r,, =100MPa
Verifique se ocorre ruptura do material,
de acordo com os seguintes critérios.

a)- Critério de Coulomb.

b)- Critério de Tresca.

¢)- Critério de von-Mises.

Solugio: a) Nao (| 6, =150<240MPa).
b) Sim (7,,,=125>240/2MPa).

¢) Nao (7,,~108<113MPa).

3.3.47. Num ponto critico da superficie
duma pega em aluminio fundido, o estado
de tensdo (plano) ¢ caracterizado pelas
seguintes componentes:

oy, =60, Oy = —50MPa ; Tyy =40MPa

Sabendo que, para a liga de aluminio em
questdo, a tensdo de ruptura a traccdo ¢é
orr = 100MPa ¢ a tensdo de ruptura a
compressdo ¢ opc = 240MPa, determine
se havera ou ndo ruptura do material, de
acordo com o critério de Mohr.

Solugdo: Nao hé ruptura, porque

o (Opc+0,)=0,41<0pp/Opc =0,42

3.3.48. Num ponto critico da superficie
duma pega em aluminio fundido, o estado
de tensdo (plano) ¢ caracterizado pelas
seguintes componentes:

Oy =-30; 0, =50MPa; t,,=60MPa

Sabendo que, para a liga de aluminio em
questdo, a tensdo de ruptura a traccdo ¢é
orr = 100MPa ¢ a tensdo de ruptura a
compressdo ¢ opc = 240MPa, determine
se havera ou ndo ruptura do material, de
acordo com o critério de Mobhr.

Solug¢do: Ha ruptura, porque
o (Opc+0,)=0,46>0pr /Opc =0,42

3.3.49. Um reservatorio cilindrico em
chapa de aluminio (E=70MPa, v=0,33 e
tensdo de cedéncia op=230MPa), foi
submetido a um ensaio de pressdo interna
a p,= O6bar, tendo sido medidas as
seguintes deformac¢des num ponto critico
a superficie, utilizando uma roseta
rectangular de trés extensometros:

g0 =300x107%, £450 =200x107°,

£ggo =—165x107°
Determine a pressdo maxima que o
reservatorio pode suportar, considerando
um factor de seguranga igual a s = 1,5:
a)- De acordo com o critério de cedéncia
de Tresca.
b)- De acordo com o critério de cedéncia
de von-Mises.
Solugdo: a) 32,66bar; b) 36,23bar.

3.3.50. Um reservatorio cilindrico em
chapa de aluminio (E=70MPa, v=0,33 ¢
tensdo de cedéncia o©p=230MPa), foi
submetido a um ensaio de pressdo interna
a p,= 4bar, tendo sido medidas as
seguintes deformac¢des num ponto critico
a superficie, utilizando uma roseta delta
de trés extensdmetros:

£go =240%x107%, £500 =120x107°,

x40 =180x107°
Determine a pressdo maxima que o
reservatorio pode suportar, considerando
um factor de seguranga igual a s =2,1:
a)- De acordo com o critério de cedéncia
de Tresca.
b)- De acordo com o critério de cedéncia
de von-Mises.
Solugdo: a) 19,51bar; b) 22,08bar.
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