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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho tem por base o livro Tratado de Las Curvas Especiales Notables, publi-

cado por Francisco Gomes Teixeira, em 1897.

Francisco Gomes Teixeira nasceu a 28 de Janeiro de 1851 na aldcia de S. Cosmado,
freguesia de Armamar, no distrito de Viseu e faleceu no Porto, a 8 de Fevereiro de 1933. Em
1869, Gomes Teixeira, que até entdo estaria indeciso sobre que drea a abragar, a Teologia

ou a Matemadtica, matricula-se na Faculdade de Matemadtica da Universidade de Coimbra.

Demonstrando-se¢ sempre um aluno brilhante e verdadeiramente notével, concluiu o
curso em 1874, com a classificacao final méxima de 20 valores. Iniciou de imediato o
doutoramento, concluindo-o no ano seguinte com uma dissertagio intitulada Integragao
das equagdes as derivadas parciais de 2* ordem, também com elevada superioridade e

classificagdo méaxima.

O seu primeiro trabalho foi escrito em 1871, precisamente durante o seu curso e foi

publicado na imprensa da Universidade.

Sendo a sua grande inteligéncia reconhecida e elogiada por todos os que o conheciam,

em 1875 ¢ convidado para docente na Universidade de Coimbra.

17



18 CAPITULO 1. INTRODUGCAO

Figura 1: Fotografia de Francisco Gomes Teixeira

Em 1877, Gomes Teixcira fundou O Jornal de Ciéncias Matemdticas e Astrondmicas,
que foi publicado durante 28 anos, momento em que é integrado nos Anais Clientificos da
Academia Politécnica do Porto. Este jornal teve por objectivo divulgar os progressos das

ciéncias mateméticas e astronémicas, assim como, trabalhos de investigadores portugueses.

Gomes Teixeira sempre foi um homem de grandes paixtes e com vastas arcas de
interesse, tais como a astronomia, dai que, em 1878 foi nomeado terceiro astrénomo no
Observatério Astrondémico de Lisboa. No entanto, exerceu este cargo somente durante
quatro meses, uma vez que a sua verdadeira fonte de predileccio era a Matematica, o
ensino e a investigacdo. Voltou entdo, para a Universidade de Coimbra. onde em 1880

obtém o grau de professor catedrdtico de Célculo Infinitesimal e Integral.
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Em 1879, Gomes Teixeira foi eleito deputado pelo Partido Regencrador. Por cste
motivo, participou em sessoes do Parlamento nesse mesmo ano, assim como em 1883 ¢

1884.

Foi professor em Coimbra até 1883, sendo transferido, a scu pedido, para Academia
Politécnica do Porto, nesse mesmo ano. Foi nomeado director desta Academia pouco
tempo depois de chegar ao Porto, tendo desempenhado este cargo com bastante dedicagao e
empenho até 1911. Em Agosto de 1911, foi nomeado reitor da recém formada Universidade
do Porto, passando depois a reitor honorario em 1919. Gomes Teixeira exerceu, durante
45 anos, a sua funcio de docente, de uma forma espantosa e admiravel, tendo sido for¢ado

a abandonar esta carreira com 78 anos.

A sua grandiosa obra deu um enorme contributo para a divulgacao e elevagao de
Portugal na drea da Matematica, uma vez que muitos dos seus trabalhos foramn publicados
e reconhecidos internacionalmente. Por esta razdo, o governo decidiu manter Gomes
Teixeira como director do Instituto de Investigagao Cientifica da Histéria das Matematicas

Portuguesas.

Gomes Teixeira travou conhecimento com muitos matematicos seus contemporaneos,
nas diversas viagem que efectou, bem como, em congressos em que participou. Foi também
membro de vérias sociedades cientificas e academias de ciéncias, quer nacionais quer

estrangeiras.

Em 1897, Gomes Teixeira ganhou o prémio atribuido pela Academia Real das Ciéncias
de Madrid, com o seu trabalho Tratado de las Curvas Especiales Notables, tanto planas
como alabeadas. Esta obra é considerada de bastante qualidade cientifica e histdrica, sendo
reconhecida internacionalmente. Devido ao seu imensuréavel valor, foi reeditada em dois

paises: Nova lorque, em 1971, e Paris, em 1995.

Ora, ¢ incontestdvel o valor e importancia do Tratado de las Curvas Especiales Nota-

bles, dai que este trabalho tenha por base o que nele foi escrito.
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Figura 2: Capa do livro Tratado de las curvas especiales notables escrito por Gomes Teixeira em

Moreira. Este projecto tem como objectivo trabalhar todo o Tratado de las Curvas
Especiales Notables com o intuito de ser elaborado um livro digital e interactivo, onde
constarao todos os capitulos desta tao extensa obra. Nesta dissertacdo vao ser trabalhados

1905

Esta dissertagio faz parte de um projecto coordenado pelo Professor Fernando Jorge
os quatro primeiros capitulos, os quais sdo:

)

* Capitulo I - Cubicas Notdveis;
* Capitulo II - Ctibicas Notdveis - Continuacao;

* Capitulo III - Qudrticas Notéveis;
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* Capitulo IV - Quarticas Notaveis - Continuagao.

O objectivo desta dissertagéo ¢, sem modificar o conteudo original da obra, dar-lhe um
novo formato de maneira a que esta possa ser difundida recorrendo as novas tecnologias
da informagao. O seu conteiido foi reescrito, verificando-se, com a ajuda de software de
cdleulo simbdlico, todas as expressoes matematicas ncla existentes. A notacdo utilizada na
obra foi mantida, apesar de por vezes se verificar abuso de linguagein. As imagens originais
foi acrescentada a possibilidade de o leitor poder manipular e alterar véarios parametros

nelas existentes, recorrendo ao programa de Geometria Dinadmica C.a.R..

Todos os programas utilizados para a consecucao desta dissertacao sao programas

gratuitos e de livre utilizagao, nomeadamente:

* HTEX [8] ¢ TEXnicCenter [8], para o Processamento de Texto;
* C.a.R.[14], para permitir Desenho e Simulaggo Geométrica;
* Maxima e o wxMaxima [16], para auxiliar na Anélise e Calculo Funcional,

* Tiddlywiki [18], para a produgdo de um Suporte Digital Interactivo, baseado nas

tecnologias da internet.

Durante a execucao do trabalho tentou-se sempre manter a estrutura inicial, assim
como, a numeragao. No entanto, alterou-se a forma de numeragéo das equagoes, de maneira
a incluir a numeracao do capitulo a que pertencem. Na versao original a numeragao cra
reiniciada a cada nova secc¢do, o que constrangia a criagdo de hiperreferéncias. Esta nu-
meracio das equagoes por capitulo, permitiu assim, uma melhor percep¢io nas referéncias
a equagoes, facilitando também a manipulagdo dos elementos digitais. Através do exemplo
ilustrado na figura (3), que mostra a sexta equagio que aparece no capitulo trés, é possivel

visualizar este novo tipo de numeracao.

O presente trabalho contém também um capitulo, onde estdo enunciadas todas as

alteragoes efectuadas ao documento original Tratado de Las Curvas Especiales Notables.
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y = a'é"(:l:;rj - Qf%) ¢y = (1-%(—1 :lf: 3(‘1%;1'—71) (3.6)
2ta7 — az)? 4(F£xr3 ~ az)3 gt

numere da equagéo dentro do
capitulo

numero do capitulo

Figura 3: Exemplo de numeragao de equagoes

De modo a permitir uma melhor visualizacao, assim como, répida verificagdo, foram criadas
hiperligagcées para as subsecgdes, assim como para as paginas correspondentes. E de
salientar que estas alteracoes foram efectuadas imediatamente no corpo do texto e que

todas estdo registadas em nota de rodapé ao longo da dissertacao.

Como complemento ao trabalho escrito foi criada, uma plataforma digital, em HTML! /
Javascript?. Para tal, utilizou-se a ferramenta TiddlyWiki, que serd explicada na Secgao IV
Suporte Digital Interactivo do Capitulo 2 Ferramentas Utilizadas. Através desta, plataforma
digital é possivel visualizar e mteragir digitalmente com os capitulos referentes ao livro de

Gomes Teixeira. Estando também disponivel o acesso & versao digital desta dissertagéo.

'E um acrénimo para a expressao inglesa HyperText Markup Language, que é a linguagem utilizada
nas paginas da internet.

’E uma linguagem de programagao que permite introduzir elementos dinadmicos num ficheiro HTML.




Capitulo 2

Ferramentas Utilizadas

I Processamento de Texto

Esta dissertagao foi elaborada utilizando o sistema de escrita TX/ BTEX (8] pro-
porcionado pela distribuigio MiKTEX (7] em conjunto com o programa TgXnicCenter [8].
Esta configuragdo propicia um processador de texto que € muito mais fidvel, rapido e com
um resultado final mais apelativo do que qualquer processador de texto classico, como por

exemplo, Microsoft® Word [10] ou OpenOffice Writer[11].

O uso do BIEX € bastante comum nos meios académicos e cientificos, nomeadamente
para textos matematicos, uma vez que facilita bastante a criagdo de férmulas matematicas
e permite ao utilizador nao ter que se preocupar com a formatagao nem com a numeragao
de férmulas, capitulos. secgbes, definigbes, exemplos, figuras e teoremas, dirigindo toda a

sua atengao para o conteudo e para a estruturagao logica das ideias.

Umas das desvantagens da utilizagdo do IFIEX reside no facto da sua aprendizagem
requerer mais atencao e ser, por vezes, mais dificil que a de outro processador de texto.
Isto justifica-se pelo facto deste programa utilizar bastantes comandos (macros), que muitas

vezes se revelam complicados e pouco evidentes. Todos estes comandos iniciam-sc com uma

23
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barra invertida (\). Tudo isto faz com que nimero de utilizadores deste programa seja algo

limitado, apesar de ser um programa de livre utilizacao.

Todo o documento produzido em BIEX tem um preambulo e um corpo. No preambulo
estao todos os comandos que especificam as caracterfsticas do documento, tais como: o tipo
de documento, formato do papcl, altura ¢ largura do texto, tamanho da letra utilizada, o
espacamento entre linhas, etc. Este preAmbulo terd que conter necessariamente o comando
\documentclass. Sendo assim, o primeiro comando a surgir num documento de BTEX é

0 seguinte:
\documentclass [opgdes] {estilo}.
Onde estd escrito opg¢des, deve ser designado:

* 0 tamanho base das letras usadas no texto, por exemplo, 10pt, ou 12pt;
* o tamanho do papcl a utilizar, por exemplo, adpaper sc o papel for Ay;

* a disposicao do texto, por exemplo, twocolumn quando se pretende uma impressio

em duas colunas;
* etc.

Relativamente ao estilo, deve ser indicado o estilo de trabalho a elaborar, por exemplo,

article, report, book, letter, ctc.

Apds o comando anteriormente citado introduzem-se ferramentas auxiliares, medi-

ante o comando \usepackage{}, os quais permitem designar todas as caracteristicas do

documento. Por exemplo, no presente trabalho utilizou-se:

* \usepackage{amsmath,amsfonts,amssymb} - para estender a notagio matematica,

(ferramentas provenientes da American Mathematical Society);
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* \usepackage [portuges] {babel} - para a op¢ao de lingua portuguesa, permitindo

que a gestdo de datas e nomes como Capitulo ou Bibliografia aparegam em portugués;

* \usepackage[center,small]{caption} - que permite que todas as legendas que

aparegam no texto sejam centradas e com tamanho de letra pequeno;

* \usepackage[latinl]{inputenc} - a qual define a codificacdo dos caracteres, per-

mitindo introduzir directamente caracteres acentuados.

O corpo do documento inicia com o comando \begin{document} e finaliza com
\end{document}. No corpo do documento podem também ser utilizados comandos de

formatacao adicionais apenas com efeito local, como por exemplo:

* \textit{Colocar o texto em itdlico};
% \begin{center} Colocar o texto centrado \end{center};
* \textbf{Colocar o texto a negrito};

* etc.

De seguida, mostra-sc o exemplo de um documento em KETEX:

\documentclass [adpaper, 12pt] {book}
\usepackage{amsmath,amsfonts,amssymb}
\usepackage [portuges] {babel}
\usepackage[latini]{inputenc}
\title{CitagBes Interessantes}
\author{Diana Leite}

\begin{document}

\maketitle % gera o Titulo

\tableofcontents ¥ gera o indice
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26 CAPITULO 2. FERRAMENTAS UTILIZADAS
\pagebreak % muda de pagina
\chapter{Citagdes sobre Matematica} % Inicia um capitulo

Os nimeros governam o mundo.

\begin{center} % centra o nome Platio

Platéo

\end{center}

\chapter{Frases Soltas} % Inicia um novo capitulo
Nem todos os dias o sol brilha, mas nasce.
\begin{center} % centra o nome Anénimo

Anénimo

\end{center}

\end{document}

Relativamente as férmulas matematicas, o ITEX permite escrevé-las de uma forma,
facil e simples, como ja foi referido anteriormente. No cutanto, existe uma maneira de
indicar quando inicia uma férmula e quando esta termina. As férmulas podemn aparecer
inseridas numa linha do texto dentro de um pardgrafo ou num novo pardgrafo, modificando-
sc¢ apenas o numero de $' que aparccem no inicio € no fin de cada férmula. Ora, se se
pretender que a férmula apareca em linha com o texto coloca-se no inicio e no fim da

mesma um unico $, como se pode verificar no exemplo a seguir:

Dé-se o nome de \textit{Folium}, ou \textit{folha de Descartes},a curva

cuja equagdo, em coordenadas cartesianas, & $x"{3}-3axy+y~{3}=0%.
Esta instrugao tem como output a scguinte afirmacio:

Dé-se o nome de Folium, ou folha de Descartes, & curva cuja equagio, em coordenadas

cartesianas, é z° — 3azy + 3 = 0.

Mas, sc 0 objectivo ¢ que a férmula se posicione numa linha independente da do texto

'As formulas também podem ser delimitadas por \(...\) ou \[...\].
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tem que se escrever $$ no inicio e no fin da mesma, tal como se apresenta a seguir.

Da-se o nome de \textit{Folium}, ou \textit{folha de Descartes},a curva

cuja equagio, em coordenadas cartesianas, € $$x"{3}-3axy+y"{3}=0 \ \ .$$
Esta instrucao cria a seguinte afirmagao:

Dé-se o nome de Folium, ou folha de Descartes, a curva cuja equagao, em coordenadas

cartesianas, €

2 —3arxy+y° =0 .

No entanto, as formulas também podem aparecer numeradas, tal como acontece por
diversas vezes no deccorrer deste trabalho. Para tal, é necessario utilizar o comando
\begin{equation} no inicio da férmula e \end{equation} no final, como se mostra

no exemplo seguinte:

Da-se o nome de \textit{Folium}, ou \textit{folha de Descartes},a curva

cuja equagdo, em coordenadas cartesianas, é

\begin{equation}
x"{3}-3axy+y~{3}=0

\end{equation}

Esta instrucao gera o texto seguinte:

Dé-se o nome de Folium, ou folha de Descartes, a curva cuja equagao, em coordenadas

cartesianas, €

23— 3azy + ¢y =0 (2.1)

Para a instalacao deste ambiente de desenvolvimento pode-se descarregar, instalar e

configurar os programas MiK TEX e TiEXnicCenter, disponiveis, respectivamente a partir

dos sites: http://miktex.org/ [7] e http://www.toolscenter.org/ [9]. Para obter um
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texto em portugués sobre as funcionalidades do ETEX o leitor deverd consultar o site

http://www.ctan. org/tex—archive/info/lshort/portuguese/ptlshort .pdf[13].
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II Desenho e Simulagao Geométrica

O software geométrico escolhido para auxiliar todo este trabalho foi o programa
C.a.R.2 [14], ou em portugués, R.e.C., desenvolvido pelo professor René Grothmann da
Universidade Catoélica de Berlim, na Alemanha. A escolha deste software de geometria
dinamica plana justificou-se principalmente pelo facto de este ser gratuito, sendo acessivel
a qualquer pessoa - professor, aluno, assim como porque esté escrito em linguagem Java
[15] e funcionar em qualquer plataforma - Microsoft® Windows([10], Linux[12], sistcmas
de Apple. As nocoes bésicas deste programa foram introduzidas durante a disciplina de
Computadores no ensino da Matemdtica, que faz parte do plano curricular do Mestrado

em Ensino da Matemdtica.

A maioria das construgoes feitas neste trabalho sao dinamicas e interactivas, o que
significa que é possivel testar muitas conjecturas. Para tal, é possivel controlar os diversos
paramectros utilizando selectores que fazem variar o valor dos mesmos, tornando-se assim

mais facil e intuitivo verificar as diversas situagoes.

Em meu entender, este software revela-se bastante pertinente e adequado & didéctica
matemdtica. Nomeadamente, pode ser pedra basilar na leccionacado de conteudos pro-
gramaticos alusivos & geometria plana de uma forma mais atractiva, inovadora ¢ potenci-

adora de um ensino centrado no aluno.

Convém evidenciar que nao se pretende que este trabalho seja um texto introdutério a
este programa, mas que sirva simplesmente para mostrar ao leitor algumas das vantagens
e possibilidades na construgao de figuras ¢ lugares geométricos. Nestes tipos de programas
é possivel movimentar pontos e rectas, mantendo as suas relagoes geométricas iniciais. Isto
significa que, se se construir uma recta perpendicular (ou paralela) a outra, esta propriedade

mantém-se sempre, mesmo quando se move a primeira recta. O mesmo acontece quando

2A expressao C.a.R. surgiu da traducéo do aleméo Z.u.L, que significa Zirkel und Lineal para o inglés
Compass and Ruler (Compasso ¢ Régua). Em portugués este programa é denominado por R.e.C, isto é,

Régua e Compasso.



30 CAPITULO 2. FERRAMENTAS UTILIZADAS

um ponto pertence a uma recta, se o utilizador mover a recta, este ponto ird pertencer

sempre a recta.

E de referir que se assume que o leitor tem alguma familiaridade com este tipo de
programas geométricos, pretendendo-se que a presente dissertagao lhe desperte mais ainda

curiosidade ¢ interesse pelo tema.

Para o leitor proceder a instalagio deste programa basta aceder & pagina:
http://mathsrv.ku—eichstaett.de/MGF/homes/grothmann/j ava/zirkel/ [14] e trans-
ferir o ficheiro executdvel car.exe. Dado que este programa foi desenvolvido em linguagem
Java, € necessdrio ter instalado no computador o ambiente de execucdo de Java (JRE),

disponivel gratuitamente no site http://www. java.com [15].

Uma construgido com o programa C.a.R.

Em seguida, vamos apresentar como se chegou & construcao da figura (30) feita com
o software C.a.R., a qual ¢ designada, no trabalho, por Pardbolas Divergentes, quando

a > 3 > v, que se encontra no capitulo 2 - Cibicas Notdveis - Continuagdao deste trabalho.

Para a construgéo da figura foi necessario determinar geometricamente as solugoes da,
equagao cibica az? + bx? + cx +d = 0, com a # 0 e b, c e d reais. Para isso, utilizou-se o

método de Cardano®, como se pode confirmar em seguida.

De modo a simplificar a construcéo, assim como os cglculos algébricos, dividiu-se todos
os termos da equacdo az® + bz? + cx +d = 0, com a # 0 e b, ¢ e d reais, por a, obtendo-se

b
2 +dz? +¥r 4+ =0, onde o/ =2, ¥=5 6 ¢ =2 (2.2)
a a

!

. .- . ~ a
De modo a eliminar o termo quadrédtico, substituiu-se na equacao (2.2) z por t — 3

3Este método foi desenvolvido por Scipione del Ferro ¢ Tartaglia e foi publicado por Gerolamo Cardano

em 1545.
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obtendo-se assim

a/2 2(1’3 _ ga/b/
B+pt+qg=0, com p=b—-— e g=c+ ———. (2.3)
3 27
De seguida, supos-se a possibilidade de determinar u e v, tais que:
w—-v*=q e uvzg. (2.4)

Portanto, a solugao da equacéo inicial passou a ser v — u. Isto é possivel confirmar-se,

substituindo-se ¢ por v — u, ¢ por u® — v3 e p por 3uv na equagao (2.3), donde vem

(v—u)®+3uv(v—u) — (v —2*) =0 .

- P A -
Resolvendo a equagao wv = 3 em ordem a v e substituindo este valor na equagao

3 3

u® —v° = ¢, chegou-se & equagao

que € equivalente a

27(u?)? — 27qu® —p* =0 .

Aplicando a férmula resolvente a esta ultima equagao, obteve-se

2 3
I v,
+4/ 1 4 £
1 To7o
2 3
slq | | P,
— 4Ly L 4P 2.
Y \/2 197 (25)
!

al

a
Ora,comot=v—uexr=t——,vemquex =v —u — —.
3 3
4Para y > 0 real, /Y representa, como normalmente, o niimero positivo y1, tal que yi=uy.
5Sendo z um nimero complexo, escreveu-se u = ¢z para representar ui, uy € uz tais que u$ = z, com

1=1,2,3.

u =

DO [

ou seja,
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Convém advertir que so seis os valores obtidos pela equacao (2.5), uma vez que da

raiz quadrada sao obtidas duas solucies e da raiz cibica trés solugoes.

Mais, é importante dar atencéo a dois casos em particular, de modo a evitar divisdes

em que o denominador se anula.

1.° Caso: Quando p = 0 e substituindo este valor na, equagao (2.5), obtém-se:

Neste caso, deve ser escolhido o sinal da raiz quadrada que faga com o valor de u seja

2
diferente de zero, isto &, u = Y g + qz, ou seja, u = ¥/q.

2.° Caso: Quando p = ¢ = 0 e, de modo analogo ao anterior, se se substituir estes

valores na equacéo (2.5), vem:
u=+v0 .

/
. - . a
Neste caso, calculando através das equagdes (2.4) o valor de v, obtém-se ¥ = ——

3

como sendo a raiz real de multiplicidade trés.

Podemos agora recorrer ao software C.a.R. para obter de uma maneira interactiva e

aindmica as solugdes da equagao cibica (2.2).

Antes de se passar & construcao propriamente dita, serdo expostas detalhadamente
ferramentas claboradas no C.a.R., designadas por macros e as quais permitem dividir a

construcao que pretendemos em médulos mais simples.

Macros

Raiz Quadrada

Para definir esta macro, marcam-se a origem das coordenadas, O, e os pontos U; de

coordenadas (1,0) e I; de coordenadas (0,1). E de salientar que estes pontos sao pontos



fixos.
De seguida, desenha-se um ponto P; movel.
Constréi-se, de imediato, o angulo a; formado pelas semirectas OU; e OF;.

\
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No entanto, quando o ponto P, coincide com a origem das coordenadas, o angulo a;

nao esta definido. Assim, de maneira a evitar esta situagao, tem que se gerar uma expressao

T com if(ay,a,0)°.

Entéo, constrdi-se o ponto R;, que representa uma raiz quadrada de P; de abcissa
T
Vv d(O, Py) x cos (—2—)

¢ ordenada

T
Vv d(0, Py) x sen (5)
Por ultimo, é construido o ponto Ry que € a outra raiz quadrada de P, de abcissa

Vv d(O, P1) X cos (% + 180°> i

¢ ordenada

d(O, P) x sen (% + 180 °>

Para finalizar e depois de efectuar todas estas instrugoes, para definir esta macro tem
que se ir & barra de ferramentas escolher a opgdo Macros. De scguida, selecciona-se Definir
Parametros de Macro, e clica-se nos pontos Uy, O e I’ respectivamente. Depois, volta-se a
barra de ferramentas e & opcao Macros, mas selecciona-se a opgao Definir Alvos de Macro
e clica-se nos pontos R, ¢ Ry. Finalmente, define-se a macro como sendo Raiz quadrada,

na op¢ao Definir Macro. Na figura (1), pode-se observar todos os pontos necessarios a

A expressdo geral if(a,b, c) significa que, se se verifica a condi¢o a, entdo if(a,b,c) toma o valor da

expressdo b, caso contrario toma o valor da expressdo ¢. Neste caso especifico, a expressdo if (a1, a1,0)

significa que se a; nao estd definida ou € zero, entdo toma o valor zero.
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construgéo desta macro, assim como os pontos resultantes da mesma. E ainda possivel

visualizar na barra de ferramentas o menu da opgiao Macros.

Arguive Agfes OpgBes Configurages [EERDEN Espscial Ajuda

.-~ o Deflnir Parametros de Macro (7)
L@ el = n

Deflinir Atvos de Macro (8)

- i
/‘f’(ﬂ @@C Definir Macro (Cr-F5) ﬂ\g i. -2y O

v Rodar uma Macro (9)

\ %?h’ Carregar Macros : \

Guardar Macros

Renomear Matto...
Eliminar Macros

v Macro bar T1=49.504256617767196
¥ Show default macros

P1 §

Macro Raiz Quadrada: t. Entre Ponto) U (BARRA DE ESPAGO escolhe U1)

Figura 1: Macro: Raiz Quadrada do ponto P;

Convém nunca esquecer de guardar as macros, através da barra de ferramentas opgao
Macros, Guardar Macros, de mancira a puder carrcgar esta mesma macro para ser utilizada

noutra qualquer construcao.

Soma

Para definir esta macro Soma, utiliza-se um processo semelhante & macro explicada

anteriormente. Marcam-se a origem das coordenadas, O, e os pontos U; de coordenadas
(1,0) e I, de coordenadas (0, 1), sendo estes trés pontos fixos.
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Imediatamente a seguir, sao marcados dois pontos moéveis que se designam por P; ¢

Q1

Constréem-se os angulos:

* a1, formado pelas semirectas OU; ¢ OP;

* a9, formado pclas semirectas OU; e OQl.

Neste caso, surge o mesmo problema quando P; ou ) coincidem com O, o que faz com
que a; ou ap ndo estejam definidos, respectivamente. Para contornar esta situacao, tém
que ser criadas duas expressoes T como sendo if (a1, ay,0) ¢ Ty como sendo if(ag, ag, 0),

respectivamente para P; e (1.

Em seguida, constrdi-se o ponto P1 + (1, o qual representa a soma do ponto P, com

o ponto );, de abcissa

d(O, ) x cos(T1) + d(O, Q1) x cos(Ty)

e ordenada

d(0, Py) x sen(T7) + d(O, Q1) x sen(T3)

Para definir a macro utiliza-se um processo analogo ao efectuado para a macro da raiz
quadrada. Na figura (2) pode-se visualizar todos os pontos necessarios & construgdo desta
macro, assim como o ponto resultante P; + ;.

Faouldade &+ Siencian do Py
. . MATEMATICA
Raiz Cibica
Relativamente & macro da raiz cubica, pode-se afirmar que a sua construgao é analoga

a da raiz quadrada, excepto nos trés pontos que representam as raizes cibicas do ponto

P.
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Arquvo Agbes Opgdes Configuragdes [

: b “lios’ ‘é Definir Pardmetros de Macro (7) . *

Definir Avos de Macro (8)

° p’ﬂo“fc/’ @g(i)@ Definir Macro (Ctri-F5) ; \-g _\-g. 2 ﬂ ')

Rodar uma Macra (8)

x "'\“ @P Q°° N %’y’{ Wcarragar Macros

hy
=
°y
o
7 &

Guardar Macros

Renomear Macro...
Eliminar Macros

- L
¥ Macro bar ; P1+01
¥ Show default macros 4 T1=49584256617787188

T2=13550821260482615

P1

Move: Seleclone ponto (shift mais pontos, ctrl: estado anterion!

Figura 2: Macro: Soma do ponto Py com o ponto @,

Desta maneira, marcam-sc a origem das coordenadas, O, e os pontos U; de coordenadas

(1,0) e I; de coordenadas (0,1), fixos e um ponto P, mével.

Constréi-se, entéo, o angulo a; formado pelas semircctas OU, e OP,.

O facto de P; poder coincidir com o ponto O, continua a ser um problema que €

superado, utilizando-sc uma expressao T' com 3 f(ai,a1,0).

Finalmente, constréem-se os pontos:

. . , T
* (1, que representa uma raiz cibica de Py de abcissa {/d(O, P,) x cos < 3¢ ordenada
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T
x (9, que representa uma raiz cubica de Py de abcissa {/d(O, Py) x cos (§ + 120 °> C

T
ordenada {/d(O, P1) x sen (§ + 120 °>;

T
* (s, que Tepresenta uma raiz cibica de P; de abcissa {/d(O, P;) x cos (~3— + 240 °> ¢

T
ordenada /d(O, P;) x sen (§ + 240°).

Na figura (3), pode-se observar todos os pontos necessirios a construcao no C.a.R

desta macro, assim como os pontos resultantes Cy, Cs ¢ Ch.

el .
Arquivo  AgBes Opgles Configuragfes [REETIIES

N pa T o \ Definir Parametros de Macro (7) — g .
D’ b lB r j J =~ Definir Alvos de Macro (8) . * H ’ : D\ 55 \I)

° 7, Definlr Macrd (Clrl-F5) o Sy an? :
‘/:,{J: ?@Gv%da(uw?yacm(g) Q -0 . - a G T \
2@.},@,?0 ;\ vgp?b’ " Camegar Macros

Guardar Macros

Espscial Ajuda

Renomear Macro...
Eliminar Macros

v Macro bar T1 = 49.584256617767198
¥ Show default macros

P1

€2 "

1

L 2

C3|

Macro Rafz Cibica: 1. (Entre Ponto) U (BARRA DE ESPACQ escolhe U1)

Figura 3: Macro: Raiz Cibica do ponto P;
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Quociente

Para a construgéo da macro: Quociente entre P; e (01, tém que se marcar a origem
das coordenadas O, e os pontos U; de coordenadas (1,0) ¢ I; de coordenadas (0,1), fixos

e dois pontos P; e (J; méveis.

Coustréem-se, também, os angulos: a1, formado pclas semirectas OU; ¢ OP; ¢ as,

formado pelas semircctas OU; e 0(21.

De seguida, sdo criadas as expressoes T como sendo i f(a1,a1,0) ¢ T, como sendo
if(az, az,0), devido ao facto de que quando P, ou (1 coincidem com O, a; ou ay néo estiao
definidos, respectivamente.

: Py :
Finalmente, é construido o ponto Q— de abcissa
1

’lf (d(O, Ql) = 07 0, % X COS(TI - Tz))

e ordenada

d(0, P)

x sen(1) — T2)>

Convém elucidar que a expressdo if é aqui utilizada, pelo facto de que se o0 ponto )y
coincide com o ponto O, a distancia de @, a O ¢é igual a zcro. logo i torna-se impossivel
1
de calcular. Assim, neste caso na, construgao das raizes cubicas da equacdo cubica, tem-se
que p = g = 0, logo obtém-se uma raiz real de multiplicidade trés. Ora, como u = 0 e
7

4 . ,
r=v—u— 3 quer-se que v = 3’ tome tambén o valor zero. Daf que para contornar este

problema, assume-sc que v = 0.

A figura (4) mostra todos os pontos necessérios i construgao desta macro, assim como

P
0 ponto resultante da mesma ——.
1
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i

Arquivo  Agles Opgbes C ¢
i . “'& Definir Pardmetros de Macto (7)

XL?J ﬁ_} @ P Definir Alvos de Macro (8)
o pﬂ(ddp @%G Definir Macro (Cirl-F5)

Rodar uma Macro (3)

RS
o
X \Q\ @ @ @ ?b” ' Carregar Macros

Guardar Macros
Renomeat Macro... 1 5’
Etiminar Macros 5 :
v Macro bar
¥ Show default macros T1=49.584256617767188
T2=135.60821260482815
P1
-2
"
0 U1 ¥
g
P1/Q1
|
\

Eliminar: Qual objeto?

Figura 4: Macro: Quociente entre P; ¢ ¢1

Diferenca

Finalmente a dltima macro a ser utilizada é a que permite efectuar a diferenca entre

o ponto P, e o ponto ;.

Comega-se, entdo, por marcar a origem das coordenadas O, e os pontos U; de coorde-

nadas (1,0) e I; de coordenadas (0, 1), como pontos fixos e dois pontos P e ()1 moveis.

Constroem-se, ainda, os angulos: a;, formado pelas semirectas OU; e OP; e ag,

formado pelas semirectas OU; e 0Q;.

De modo a superar o problema de P; ou @Q; coincidirem com O, o que faz com que

a; ou ag nao estejam definidos, respectivamente, sao criadas as expressoes 77 como sendo



40 CAPITULO 2. FERRAMENTAS UTILIZADAS
if(a1,a1,0) e Ty como sendo 4 f(a, as,0).

Finalmente, é construido o ponto P — @) que representa a diferenca entre P, e @1, de

d(O, P1) x cos(T1) — d(O, Q1) x cos(Ty)

e ordenada

abcissa
d(O, P) x sen(Ty) — d(O, Qy) x sen(T5)

Através da figura (5) ¢ possivel observar todos os pontos necessérios & construgao

desta macro, assim como o ponto resultante da mesma P, — Q1.

Y2 Especial  Aluda

Definir Parametros de Macro {7) L EEE &‘ H
L L I il X
Definir Alvos de Macro (8) . * }+ | D\ ol ‘«r)

: . fa«*"‘d“q @3@6 Definir Macro (Cir-F5) ﬂ*«.ﬁ:g' m GOT A @

Rodar uma Macro {9)

}{ \b\o @“ 900 ;\Q %D?fb"‘ Carregar Macros

Guardar Macros

Renomear Macro..,
i -Efiminar Macros

: = T1 = 38.659808254090095
¥ Matro bar

‘¥ Show default macros

T2=135

P1

L4

P1-M

Exprasséo Aritmética: Onde colocar?

Figura 5: Macro: Diferenca de P e Q;
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Construcgao no C.a.R. para o cdlculo das raizes da equagao cubica

2+ d?+ e+ =0, comd, Ve reais

Inicialmente, marca-se a origem e as unidades do referencial como sendo O, U; e
I,, respectivamente. Estes pontos sdo fixos. Definemn-se também os eixos coordenados

horizontal e vertical, respectivamente x e y.

Em seguida, sdo criados trés selectores (sliders), um para cada um dos coeficientes a,
b e ¢/, que variam entre —5 ¢ 5. Para tal, utiliza-se o cursor dircito do rato, aparecendo a

figura (6).

R ]

“Bissetriz Perpendicular (13- |

Fadrior

- Reflex&o em uma Linha (5) -
- Reflexdo em um Circulo (6) -
- Reflexdo em um Ponto (7) -
- Angulo Bissetriz como Linha (7) -
- Angulo Bissetriz com Semi-Reta (9) -
- Projegdo de Ponto para Linha (2) -
- Rotac&o (10) -
- Rotagdo com angulo (11) -
. -Troca(12)-
- Slider -

Figura 6: Construcgao de um selector

Selecciona-se, entdo, a opcao slider e clica-sc marcando dois pontos, cm que o primeiro

¢ o extremo minimo do selector e o segundo ¢ o extremo maximo do selector.

Em seguida, designa-se a expressao do primeiro selector por @', a expressao do segundo

selector por & e a expressao do terceiro selector por ¢
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De imediato, criam-se trés expressoes designadas por p, ¢ e r, as quais sdo:

I =3

a 20,/3 —9a'Y q2 3
—H — / — [ n—
p=2>b , g=¢ + o7 er 1 + 5

-J

Marcam-se, agora, os pontos Pi, (J; e R, com as coordenadas (p,0), (q,0), (r,0),

respectivamente. Toda esta construgao pode ser visualizada na figura (7).

gaR.e.C.: ... o' Tese'tesefinal_Diana'chD2\figurasfigura3n.zir
Arquive Agdes Opgdes Configuragfes Macros Especial Ajuda

Cp@ eI ANl G Ewo B — 2L
o AL QWO L 3 AA SIZW
EONCERE AN W T,

a'=1.463979849795161

b'=-2.24785994355613§

o E— e °4
€'=-1.253616413290785

Y
p=-2.952271282101552
1= 0.075742602168065
r=-0.961308542059927
®
"
e P1 R oot ut X

OcultarExibir: Escolha um objeto!
£ e et e ot < et 5 oo e e e _— - P B —

Figura 7: Construgo inicial das raizes da equacdo cibica z° 4+ a'z? + bz +¢ =0, com a’, b’ e ¢/

reais

Eimn seguida, vao-se construir as raizes quadradas de R, as quais scrao designadas por
51 e Sy. Para isso, utiliza-se a macro Raiz quadrada, que se construiu para o cédlculo das

raizes quadradas de um ponto.

Continuando a construgdo, marca-se o ponto g— que tem de coordenadas (g,O).
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Depois, utilizando a macro Soma, que se construiu para o calculo da soma de dois pontos,

constréi-se o ponto g + 5.

Recorrendo & macro Raiz cibica, que se construiu para o cdlculo das raizes cibicas de
, . q . ~ .
um ponto, constroem-se as raizes cubicas do ponto 5 + 51, as quais serao designadas por
U1, Up € Ug.

.- q . . .
Pelo mesmo processo, constroi-se o ponto 3 +.5; e imediatamente a seguir constroem-se

as suas raizes cubicas. designando-as por uy, us € ug.
a’ a’
Marca-sc o ponto 3 de coordenadas (E, O).

Agora, para calcular 3u; que corresponde ao denominador da segunda equagao de
(2.4) quando resolvida em ordem a v, tem que se aplicar a macro Soma duas vezes. Este

ponto vai-se definir por u; * 3.

De seguida, ja se pode construir o ponto vy, utilizando a macro Quoctiente aplicada

aos pontos Py ¢ u; * 3, respectivamente.

Constréi-se, entdo o ponto v; — u;, utilizando a macro Diferenca aplicada aos pontos

V1 € a uj, respectivamente.

Finalmente, constréi-se o ponto zi, utilizando a macro Diferen¢a aplicada aos pontos
/

U] — U] €4 3 respectivamente.
De modo andlogo. constréi-se os pontos x2 ¢ x3, aplicando todos os passos anteriores

aos pontos us € ug, respectivamente.

Convém salientar que ndo ¢ necessdrio calcular z4, x5 ¢ T, uma vez que este coincidem

com os outros trés ja encontrados.

Para complementar esta construgao, esbogou-se o grafico da fungao cubica f(z) =
23 4+d'z?+b x4+, coma’, b e ¢ reais, e verificou-se que os zeros reais desta fungao coincidem

com as raizes reais da equagédo ctbica obtidas pcla construgao anterior. Para tal, tem que

se seleccionar na barra de ferramentas a opgao Acédes e de seguida a opgao Criar fungao,
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surgindo no ecra wma janela como a que se encontra na figura (8). Relativamente a esta
figura, convém advertir que a opgao passo funciona como um incremento que quanto menor
for o seu valor, maior serd a qualidade do gréfico, dado que mais pontos serao calculados.
Depois de se preencher o nome da fungéo, indicar o dominio e o passo, e finalmente a
expressao designatoria da fungao, é aprescntada a fungao f(z) = 2® + a’2? + V2 + ¢, com

a', ¥ ¢ ¢ reais, como se pode ver na figura (9).

E¥0.e.0.: . se'tesefinal Diana',chi2figuras: criar Funcao.zir
Arquivo Agfes Opgfies C gies Macros

Ajuda
L@ Siredwlinwo R
° 7S GO Z X AA

X 0\\° @c' Quo ms:»‘j %o \\" b T Eruncdo ou curva %
TSI s e Nome 10 ~— =5 NOmE AN
¢ 4 p p Texto Fungdo (x, xA3+"a" 2+ b *x+"c")
a= F c= f’ Equagdo A3+ a2 o e
De 10 —i— Valor minime do dominio da fungéo
a 10 ——+ Valor maximo do dominlo da fungéo
Passo 01 —— Incremento
Varigvel X
Expresséo para X (vazio para fung6es) L
Y A3+ A2 4" """ ~—it—+ Expresséo que define a funcgio
Lill Eannnl
- -
- R X
Discrate
Deircenro | 0k | cancetar| _Auda |

|

Move: Selecione ponto (shift mais pontas, ctrl: estado anterion|

Figura 8: Janela da ferramenta Criar fung¢do no software geométrico C.a.R.

Neste momento, facilmente sc consegue calcular as rafzes da equagao cubica geral
ard +br? +cx+d = 0, com a # 0, b, ¢ e d reais. Para isso, tem que se construir quatro

selectores, um para cada um dos coeficientes a, b, c e d, quc variem respectivamente entre:

amin ¢ amaz, biin ¢ bmaz, cmin e cmaz e dmin e dmaz, como se pode ver pela figura 10

e e -

ERTaaes

i e
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ER.e.L :... 0" Tese tesefinal_Diana: ch02'figuras’figura3o.zir
Arquive  AgBes Opgles Configuragbes Macros
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a=113767T1 25474769

Ajuda

= 1.635901897067017

¢'3-1.137686081894094

p=-2.067258692453708
q=-0.408522943795803
r=-0.285482842208763

OcultanExibir: Escoiha um objetol

Figura 9: Funcdo f(z) = 23+ a/z? + ¥z + ¢/, com a’, V' e ¢’ reais e os seus zeros reais x1, Ta € T3.

Depois, substitui-se a expressao aritmética do selector @’ por —, a expressao aritmética do
a )

c . . . . )
selector & por — e a expresséao aritmética do selector ¢ por —. E assim, podera calcular-se
a a

todas as raizes da funcdo f(z) = ax3 + bz? + cx + d, para quaisquer a # 0, b, c e d reais.

Para a construgéo da figura (30), propriamente dita, tem que se marcar dois pontos
Zo € T4, com as coordenadas (z(z;) — 5,0) e (z(x3) + 5. 0) respectivamente, de forma a que

o dominio da funcao seja entre estes dois valores.

Voltando & curva que se pretende construir na figura (30), esta tem por equagéo

cartesiana y° = az® + bz? + cx + d quando a # 0, ou seja,
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i R-e.C. .. 0", Tese' keselinal_Diana’.ch02" figuras' figurado.zir
Arquive  AcBes Opgbes Configuragh Macros Ajuda

LEBCPI Ul Swo B — AL ANB D
° I BBO L X" ABA AT OO T N9 ?

a=[1.26p96391 2735252 ¥
amax =2 amin =.5

b =[1.444675572895772
bmax =5 bmin=-6

cmax=11  cmin=-5 d=-1.445074260809209

dmax=5  dmin=-6
=|-2.07753637405024:

o

>
d \ ° X3 X

Figura 10: Fungéo f(z) = ax3 + ba? + cx + d,com a # 0 e b, ¢ ¢ d reais, e os seus zeros reais z,

I9 € I3.

y=FVard +bal+cx+d ,

quando a # 0, para os pontos z € IR onde a raiz anterior esteja definida.
Para esbogar a curva dada pela equacéo acima seguiu-se a seguinte estratégia:

Considerou-se 1, 73 ¢ 73 as rafzes da equacio az3+bz? +ex+d = 0, quandoa # 0 e b,
¢ ¢ d reais, ordenadas por ordem crescente da sua parte real, designando-as respectivamente
por ¢y, ta ¢ t3. Considerou-sc ainda ¢y (respectivamente t4) o minimo (respectivamente o

méximo) para o valor das abcissas.
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Para cada ¢ = 1,2,3,4, seja fi(r) a fungao definida em [t;—1,t;] com a expressdo

Vazd +bz2 +cx +d, com a # 0 e b, c e d reais (quando esta faga sentido). Do mesmo

modo definiu-se g;(z), com 7 = 1,2, 3,4 como sendo a fungao definida em [t;_,t;] com a

expressio —vax3 + ba? + cx + d, com a # 0 ¢ b, c e d reais (quando esta faga sentido).

As fungoes f;(x) e g;(z) podem formalmente ter como dominio apenas um ponto, caso
em que ;, Ti41 tém a mesma parte real (sdo duas raizes conjugadas da equagdo cibica).
Mesmo quando a expressao de f;(z) ou g;(x) nao faga matematicamente sentido, podemos
formalmente instruir o C.a.R para exibir o griafico. O que acontece é que quando os
parametros a, b, ¢ ¢ d conduzem a uma expressao nao vélida, o C.a.R. ndo produz nenhum
erro e ignora a fungao. Isto permite o esbogo da curva através de 8 fungoes, quatro com
o sinal (+), as quais vdo scr designadas por fi(z), f2(2), f3(z) e fu(z) c outras quatro
com o sinal (—), designadas por g1(), g2(2), g3(z) e gs(x). Para tal, tem que sc criar trés
expressoes aritméticas, que se vao denominar por ¢, t9, t3, as quais vao permitir colocar
as partes reais dos zeros da funcio f(z) = az® + bz? + cz + d, com a # 0 e b, ¢ ¢ d reais,

por ordem crescente. Para isso, a expressao aritinética de ¢; vai ser
if (w(21) < z(22)) A z(21) > z(@3), 2(23), i f(2(21) < 2(w2), 2(71),
if (x(xg) > x(x3), 2(x3), x(x2))))
a expressao aritmética de o, vai ser
if (x(z1) < 2(32) A 2(22) < 2(T3), (22), 0 f (2(31) < B(22) N 2(21) < 2(23), 2(23),
if(z(x1) < 2(zs), 2(21), 2(23))))
e finalmente, a expressdo aritmética de t3 serd
if (z(z1) > z(x2) Ax(zy) < 2(T3), 2(23), 0 f ((T1) > 2(T2), T(T1),

if (z(z2) > z(x3), 2(22), 2(23))))
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A funcdo fi(z) = Vazd+bx? + cx + d, com a # 0, ¢ definida entre z(zp) e t;, com

. . t1 — x(xo)
um incremento igual a ————227
8 1000
A fungdo fao(z) = Vaz® +bz? + cx + d, com a # 0, é definida entre t1 e ty, com um
incremento igual t ~
cremento igual a ———
& 1000
A funcio f3(z) = vaa3 +ba? + cx +d, com a # 0, é definida entre ts e t3, com um
incremento igual fs — by
cremento igual a ———=.
& 1000
E para terminar, a funcéo fi(z) = vaz3 + b2? + cz + d, com a # 0, é definida entre
. ) x(xq) — t3
t3 ¢ z(z4), com um incremento igual a ~ o000

Para a construgio das fungdes g(z), go(), gs(z) ¢ g4(x) usa-se um processo andlogo
ao exposto anteriormente modificando-se apenas o sinal das funcdes. Todo este processo

estd exposto na figura (11).

Convém recordar que este caso que aqui estd a ser exposto é o caso das Pardbolas
Divergentes quando as raizes reais da equagio cibica az®+bz2+cx+d — 0,coma#0¢bh,
¢ ¢ d reais, sdo todas diferentes umas das outras. Mais, para que a notagao na construcio
com o C.a.R néo fosse de dificil compreensao e mais morosa, em vez de designar estas raizes
por «, 3 e v, conforme estd mais adiante neste trabalho, decidiu-se utilizar a designacéo

de z1, x93 ¢ x5 para as mesmas.

Ora, de forma a que o aspecto da figura (30) seja mantido, conforme a obra, tem que se
considerar que estas mesmas raizes sao todas positivas. Sendo asslm, como mero exemplo,
vai-sc supor que z; = 1, 2y = 2 e 23 = 3. Para isto, tem que se rccorrer ao programa,
Maxima de modo a determinar os valores para os cocficientes de b, ¢ e d, atribuindo ao
coeficiente de z® o valor um. O célculo destes coeficientes pode ser visualizado através da

figura (12).

A partir da figura (12), pode-se concluir que neste caso b = —6,c=11ed = —6.

"Na prética, este incremento faz com que no ecra seja representado no mdximo por um pixel em

resolugoes de ecra inferiores a 1000 pixeis na horizontal.
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Eke.(. : .. 0" Tese' tesefinal_Diana  ch02" figuras’figura30.zir
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a=[1.265434258015002 Y
amax =2 amin=.5
b ={1.438128972611092
tenax=5  bmin=.6
cmax=11  cmin=-5 d=-1.ﬂ57031563L90672

dmax =5 dmin =-6
¢=12.085604156267952

ﬂ "

X

QcultarExibir. Escolha um objeto!

Figura 11: Grafico da fungdo com a equagio cartesiana y? = az® + bx? + cx +d, com a # 0 ¢ b,

c e d reais.

Sendo assim, e como se pode confirmar pela figura (13), tem que se alterar o valor das

seguintes expressoes aritméticas:

* bmin para -6,
* cmax para 11;

* dmin para -6.

Para finalmente se obter a imagem da figura 30, tem que se introduzir os seguintes

pontos:

* A, de coordenadas (¢3,0);
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wxMawima 0.7.3a [ unsaved* ]

/*

wxMaxima 0.7.3a http://wxmaxima.sourceforge.net

Maxima 5.13.0 http://maxima. sourceforge.net

Using Lisp GNU Common Lisp (GCL) GCL 2.6.8 (aka GCL)
Distributed under the GNU Public License. See the file COPYING.
Dedicated to the memory of William Schelter.

This is a development version of Maxima. The function bug_report ()
provides bug reporting information.

(311) f£(x):=(x-1)*(x-2)* (x-3);
(301) F(x):=(x-1Nx-2)x-3)

(%12) ratsimp($%):

(302) f(x):i=x-6x%+11x-6

(%13)
weur: |
Simplify Simplify {r) Factor Expand Solve,,, Plot 2D..,
Simphify (tr) Expand (tr} Reduce {tr} Rectform Solve ODE... Plot 3D..,
[welcome to wiMaxima

[Ready far user Input

Figura 12: Célculo dos coeficientes b, ¢ e d reais da fungio f(z) =23+ br? 4+ cx +d = 0, quando

Os seus zeros S840 r; =1l xo =2 e 3 = 3

* B, de coordenadas (¢, 0);

* C, de coordenadas (t,,0);

20ts +ta+ 1) — /(2(ts +tg +11))% — 12(tato + taty + tot;)
6

obtida substituindo o valor anterior de x na equacéo y = vax3 + bz? + cz + d, com

* L, de abcissa,

e ordenada

a#0cb, ced reais;

. 2(ts +t t1) — 2t3 +ta +11))2 — 12(tsty + tyt, + tot
« M, de abeissa (ta + 1ty +11) — \/(2(t3 26 1)) (tsta + tsty + totq)
obtida substituindo o valor anterior de z na equacio y = —v/ax3 + ba? + oz + d, com

e ordenada

a#0eb, cedreais;
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max =1 amin =5
bmax =5 bmin = -6
cmax=11  cmin=-5

dmax =5 dmin = -6

Move: Setecione ponko (shit mais pontcs, it estads anterior)

Figura 13: Gréafico da fungio com a equacdo cartesiana y? = az® + bx? + cx + d, com a # 0 e b,

¢ e d reais.

x U, que é o ponto médio entre o ponto B e o ponto C.®

Convém advertir-se que L ¢ M s&o os pontos méximo e minimo respectivamente, entre
I € Ta.

Por 1ltimo, os pontos P e @ sao dois pontos de inflexdo da fun¢do de equagao cartesiana

y? = ax®+bz? + cx +d, quando a # 0 e b, c e d reais. Assim, fica terminada a construgo
da figura pretendida.

Neste momento, o utilizador poderad deslocar os selectores, alterando os seus valores,

8Este ponto pode ser marcado com a ajuda das ferramentas do programa C.a.R. da seguinte maneira:

na barra de ferramentas escolher a op¢do Acgdes, de seguida, selecciona-se Ferramentas Avancgadas, e a
op¢ao Ponto Médio e por ultimo, clica-se nos pontos B e C.
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ERRel.: ..o Tese tesefinal_Diana ch02.figuras’ figura3o.zir al2l x|
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Maove: Selecione ponto (shit mals pontos, ctrl: estado anterion)

Figura 14: Pardbolas Divergentes quando x3 > 2 > 1,

e de imediato visualizar as alteracdes ocorridas.
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ITT Calculo Simbdlico

O Maxima e o wxMaxima [16] sdo programas que em conjunto auxiliam em calculos
simbélicos e numéricos que manualmente seriam muito extensos e morosos. Neste trabalho,
verificou-se a sua utilizacio essencialmente na verificagdo de férmulas, de¢ modo a que o

tempo gasto nesta actividade fosse o menor possivel.

Sendo assim, vai ser apresentado um dos muitos casos onde a utilizagdo do Maxima foi
crucial. Na pédgina 20, no nimero 24 do livro Tratado de Las Curvas Especiales Notables,

de Francisco Gomes Teixeira pode ler-se:

Partindo da equagdo da Estrofdide recta, em coordenadas polares

cos 20
cos 6

p=a

podemos determinar a expressdéo do raio da curvatura R, que € a scguinte:

_ a(l +sen® 20)3
~ 4costO(1 + 2sen? §)

Ora, de modo a verificar se esta expressdo para o raio da curvatura da Estroféide
Recta estava correcta recorreu-se ao programa Maxima. Antes de mais, convém relembrar
que a expressdo geral para o calculo, em coordenadas polares, do raio de curvatura ¢ a

seguinte:

[SIIM

dp\?
2 i

P +<(w>
Y CA .
P a) "

Ao abrir o programa Maxima, é mostrada de imediato toda a area de trabalho a utilizar.

Neste mesmo ecra € possivel visualizar na parte inferior uma caixa de texto, onde consta
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wxMamma 0./.3a [ unsaved ]

al2lx
File Edt Maxima Eguations gigebra Cdl?l“;l?ﬂ?»mplfy Plotting Mumeric Help &
anamexDelole :
/*
wxMaxima 0.7.3a http://wxmaxima.sourceforge.net
Maxima 5.13.0 http://maxima.sourceforge.net
Using Lisp GNU Common Lisp (GCL) GCL 2.6.8 (aka GCL)
Distributed under the GNU Public License. See the file COPYING.
Dedicated to the memory of William Schelter.
This ig a development version of Maxima. The function bug_report ()
provides bug reporting information.
(%11)
e |
Sinpify SimphFy (r) Factor Expand Solve... Plot 2D...
SimpliFy (tr) Expand (tr) Reducs (tr) Rectform Solve ODE... Plot 3D...
[Welcome to wxMaxima

[Ready for user input

Figura 15: Ecra principal do programa Maxima

0 input, assim como botdes de atalho para alguns comandos e também fungoes. Tudo isto

pode ser visto na figura (15).

d d?
De forma a facilitar a notagao, considerou-se p = f(z), d—g = fi(z) e ainda dTHP =

Ja(z).  Assim, deu-se inicio ao processo inserindo-se a equacao da fungdo através da

instrucao:
(\%i1) £(x):=(a*cos(2%x))/cos(x);
De seguida, na barra de Menu escolheu-se a opcao Calculus, seleccionando a opGao

Differentiate, para calcular a primeira derivada de f (z) em relagdo a z. Usando para isso

o comando


http://wxmaxima.soucceforge.net
http://maxima.sourceforge.net
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(\%i2) diff(f(x), x);

A expressao que se obteve foi a seguinte:

asen(z) cos(2z)  2a sen(2z)
cos?(z) cos(x)

De maneira a simplificar a expressdo, na barra de atalhos escolheu-se a opgao Factor,

designando-a por fi(x). Logo,
(\%i4) f1(x):=—(a*(2*cos(x)*sin(2*x)-sin(x)*cos(2*x)))/cos(x)"2;

Por um processo anélogo, foi calculada a segunda derivada de f(z) em relagao a =,

utilizando para tal o comando seguinte:
(\%i5) diff(f(x), x, 2);
A expressdo obtida para a segunda derivada de f(x) foi:

_4dasen(z)sen(2z) 2a sen’(z) cos(2x)  3acos(2z)
cos?(x) cos3(x) cos(x)

De seguida, foi escolhida a opgéo Factor, com o intuito de simplificar a expressao

anterior, ¢ designou-se por f2(z). De facto,

(\%i7) £2(x) :=—(a*x (4*cos (x) *sin(x) *sin (2*x) -2*sin (x) “2*cos (2%x) +3*cos (x) "2*cos(2*x)))

/cos(x)"3;

Portanto, para calcular a expressao do raio de curvatura, com a notagao simplificada,

introduziu-se a seguinte instrucao:

(\%i8) R:((£(x))"2+(£1(x))"2)"(3/2)/((£(x))"2+2%(£1(x)) "2-£ (x)*£2(x)) ;
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Escolhendo a opgao Factor para simplificar a expressao obtida, vem:

_ laf® (4 cos?(z) sen®(2z) — 4 cos(x) sen(z) cos(2z) sen(2x) + (sen?(r) + cos?(z)) cos(2x))
a? cos?(x) |8 cos?(x) sen?(2x) — 4 cos(x) sen(x) cos(2z) sen(2z) + (—3 sen?(z) 4 cos?(z) + 3) cos?(2x)

Como facilmente se verifica a expressao anterior nio é exactamente igual & expressao
pretendida, no entanto através das manipulacdes que se encontram a seguir, especificas de

trigonometria, obtém-se o pretendido.

P la|® (4 cos?(z) sen?(2z) — 2 cos(2z) sen?(2z) + cos?(2z))?
a® cos?(z) |8 cos?(x) sen?(2x) — 2 cos(27) sen?(2z) + (3(1 — sen®(x)) 4 cos?(z)) cos?(2z)]

la|® (sen?(22)(4 cos®(z) — 2cos?(z) + 2 sen?(z)) + cos?(2z))3

@ h= a? cos?(z) [sen?(2z)(8 cos?(x) — 2 cos(2z)) + 4 cos?(x)(1 — sen?(2x))|

B la|® (2sen2(22) + cos?(2z))3
e R= a’ cos?(z) [sen?(22)(6 — 4sen?(z) — 4 cos?(z)) + 4 cos?(z)|

“Re la|® (1 + sen?(2z))3
 a?cos?(z) |2sen?(2z) + 4 cos?(z)]

e R- la® (1 + sen?(2z))?
a2 cos?(z) |8sen?(z) cos?(z) + 4 cos?(z)|

“p la® (1 4 sen?(2z))3
~ 4a? cos(x) [2sen2(z) + 1
o po (1 +sen?(2z))?

 4dcost(z) [2sen2(z) + 1]

o R a(1 + sen?(2z))? ,
4 cos*(x) |2sen?(z) + 1|

uma vez que a > 0.
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Em relacéo & instalagio do programa Maxima e da interface grafica wxMaxima, pode-

se recorrer ao site: http://maxima.sourceforge.net [16], e af fazer o download de ambos.
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IV Suporte Digital Interactivo

Para a produgdo da tese num suporte digital interactivo optou-se pela ferramenta
TiddlyWiki [18]. Esta ferramenta bascia-sc na filosofia proporcionada pelos websites,
que sdo designados por wikis. Estes wikis caracterizam-se pela facilidade com que uma
comunidade de utilizadores pode produzir e partilhar contetidos digitais. Um dos exemplos
mais populares e conhecidos é a enciclopédia online Wikipedia. E sob cste pressuposto que
a ferramenta TiddlyWiki opera, ou scja, cria uma interface muito intuitiva para o trabalho
colaborativo, obtendo-se um resultado também muito apelativo. E um projccto opensource
que tem uma forma inovadora de guardar e organizar notas, artigos, textos e ncste caso
particular os quatro capitulos iniciais da obra de Gomes Teixeira, intitulada por Tratado
de las Curvas Especiales Notables. Na rcalidade pode afirmar-sc que o TiddlyWiki é um
meio de armazenamento de informagao tecnolégico, podendo funcionar como wm bloco de

notas pessoal.

Este programa pode ser facilmente expandido recorrendo-se a ferramentas adicionais,
designadas por plugins, entre as quais, pode-sc referir o LaTeXMathMLPlugin [19], que
permite converter as férmulas matemdticas escritas em BTRX de mancira a serem mostra-
das na sua forma tradicional. O LaTeXMathMLPlugin é compativel tanto com o Internet

Explorer [25] como com o Mozzila Firefox [26].

O TiddlyWiki foi parametrizado com wm editor de texto que facilita a introducao de
comandos para a linguagem HTML. Uma das suas vantagens mais evidentes é o facto de
poder ser utilizado em qualquer computador com um browser instalado, como por exemplo,
Internet Explorer, Mozzila Firefox, Opera, etc. Mais, toda a informagéo registada num
documento produzido com o TiddlyWiki fica num tnico ficheiro HTML que pode ser

editado dentro do navegador, sem ter de sc recorrer a utilizagao de outros programas.

O leitor pode aceder ao ficheiro que deu origem ao suporte HTML deste trabalho no

CD em anexo na pasta dissertacao. Tem também acesso quando inicia o CD ao ficheiro
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index.html, que é uma versao em que as fungdes de edigdo nao estao acessiveis.

Como forma de organizar toda a informagao existente na pégina, o TiddlyWiki serve-
se dos chamados tiddlers, que podem scr vistos como pequenos textos cronologicamente
organizados. Existem tiddlers que séo parte integrante em todos os documentos produzidos

com o TiddlyWiki, tais como: DefaultTiddlers, MainMenu, SideBarOptions, SideBarTabs,

T N T

SiteSubtitle, SiteTitle, StyleSheet, StyleSheetColors, etc, ctc. Estes tiddlers permitem
modificar as caracteristicas da pagina criada e encontram-se no menu vertical Mais Sombra,

como facilmente se confirma na figura (16).

fatal Tiulo, Etiquetas |Mais|

Em falta' Orfficz Sombra
Tiddlers na sombra com
conteddo pré-definido
AdvancedOptions
ColoiPalette
Comolniciar
DefaultTiddlers
EditTemplate
ImportTiddlers
LaTeXMathMLPluginDioc
MainMenu
MarkupPostBody
MarkupPostHead
MarkupPreBady
MarkupPreHead
OptionsPanel
PageTemplate
PluginManager
PapuptacrDecs
SideBarOptions
SideBarTabs
SiteSubtitle
SiteTitle
Siteth]

StyleSheet
StyleSheetColors
StyleSheetLayout
StyleShestlLocale
StyleSheatPrin
TabAdl
TabMore
TabMoreMissing
TabMoreOrphans

Figura 16: Menu sombra do TiddlyWiki

Relativamente aos tiddlers SiteTitle e SiteSubtitle, neste caso concreto foram cria-

dos com as expressdes Estudo de Curvas do 3.° e 4.° grau ¢ sequndo Gomes Teizeira,
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respectivamente, o que permitiu adequar o aspecto visual do TiddlyWiki a esta obra.

Para criar um tiddler é necessario clicar na opg¢ao novo tiddler que se encontra no
menu vertical. No entanto neste caso. o utilizador nao tera acesso ao editor de texto que

permite ver codigo-fonte, formatar, criar hiperligages, criar ancoras, etc.

Sendo assim, scrd preferivel aceder a opcao Novo Tiddler - HTML, a qual permite de
imediato visualizar o editor de¢ texto, assim como todo o menu de ferramentas. Depois
disto ¢é possivel desde logo introduzir toda a informagao pretendida no tiddler e por tltimo
carregar na op¢ao guardar. Convém nunca esquecer que esta informacdo estd guardada
apenas na memoria do computador, ou seja, para se guardar todas as alteragoes efectuadas
tem que se aceder a opcao guardar alteragoes e s6 nesse momento toda a informacéao ficard
guardada no ficheiro original. A figura (17) é o tiddler que contém a pégina inicial do
documento digital. Nesta figura é possivel visualizar o menu de gestdo do sistema (barra

vertical a direita), que permite criar, editar e gerir toda péagina produzida pelo TiddlyWiki.

Para apresentar para a wcb foi criado um atalho que permite guardar um documento
para cxpdr na web, o qual sc designa por Guardar para a Web. A figura (18) é o tiddler
que contém a pagina inicial do documento digital que vai ser exposto na web. Facilmente
se identificam as diferengas entre as figuras (17) ¢ (18). Na figura (18), o utilizador tem
acesso 1o menu vertical apenas as opgoes Ver em pdf, procurar e aos quatro primeiros
capitulos da obra de Gomes Teixeira, trabalhados nesta dissertacdo. Isto significa que,
o utilizador pode ler todo o documento digital, no entanto nao lhe é permitida qualquer

forma de edigdo/alteragdo do documento exposto.

Foi gerado também um tiddler Indice, onde se registaram os quatro capitulos que se

pretendia expor, com a seguinte informagao:

<<tabs indiceTab ’Cap 1’ ’Indice do Capitulo 1’ [[Cap 1 - Indice]]

’Cap 2’ ’Indice do Capitulo 2’ [[Cap 2 - Indice]] ’Cap 3’ ’Indice do Capitulo 3’

[[Cap 3 - Indicell ’Cap 4’ ’Indice do Capitulo 4’ [[Cap 4 - Indice]l] >>
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guardar alleragdes

NUTHTREEEY
Guardar Para

Inicio
[Cnana Lene, 1 Novembro 2007 (created € Jurho 2007 ) Gusrdar Para Web
Nesta pagina podera consultar um trabalho que teve por base o Ivro 7ratado de L.as Curvas Especkaies Nolabies, escrito par Francisco Gomes Telelra, em nove Liddler i
1905. PR
Novo Tiddler - HTML - "!
TRATADO
- procurat
" v — 1]
CRVAS ESORCIALES MOTALES whoor
— permansia —
IBMORTA naovo didric
a1 N AR AU
ety opges >

Cap1 ©ap2 Capd Copd
Cihlcas Notivels

A Cistide

A Concoide de Sluse

- v A Estroféide

A Tnssectriz de Maclaunn
As Cabices Circulares

Vet em pdf

Dsta Tulo Etguetas: Mele!

14 Novembro 2007
SIdeBarptions

Este trabatha foi realizado no ambito do Mestrado em Ensino da Matematic a, realizado na Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto para obtengdo do 2 Novembro 2007

grau de Mestre em Ensino da Matematica Crlagdo de Tlhilers

Intiedugao
Ajuda
Opsées Disponiveis no
" . TiddlyWikl

; Capitula 1 Cubicas Notavels Navegagio neste Thldlywiki

i

}

|

. Do ivro propriamente dito, podera visualizar 05 quatro primelros capltulos dos catorze existentes, 0s quals se intitulam:

Cilagio de Abas de
Capftulo 2: Cubicas Notavels - Continuag3o Navegagho por L aphslo
{dagas dle Ancoras ¢
Capitulo 3' Quarticas Notaveis Hiper ligagoes

1 Novembro 2007

Capitulo 4. Quarticzs Notaveis - Continuagdo [

Figura 17: Pégina Inicial do documento do TiddlyWiki

A sintaxe acima cria um elemento tiddler composto por 4 abas com as scguintes
inscrigoes: Cap 14, com ¢ = 1,2, 3,4. Sempre que o utilizador posiciona o rato sobrc a aba
Cap i, com 7 = 1,2, 3,4, aparece uma indicagao do Indice do Capttulo i, com 1 = 1,2,3,4.
Por outro lado, quando o utilizador pressiona uma das abas Cap i, com i = 1,2,3,4, é
mostrado o tiddler Cap i - Indice, com i = 1,2, 3,4. No seguimento desta instrugdo, foram
criados os tiddlers Cap i - fndice, com ¢ = 1,2,3,4, onde se incluiram todas as secgoes
existentes em cada um dos capitulos. Como exemplo pode ser observado na figura (19) o

tiddler Cap 1 - Indice.

A sintaxe que aparece na figura (19) cria o tiddler Cap 1 - Indice com cinco hiper-

ligagdes para os tiddlers: A Cisdide, A Concdide de Sluse, A Estroféide, A Trissectriz de
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Este trabaiho foi realizado no Ambito doe Mestrago em Ensing da Matematica, realizado na Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto para obtengéo do
grau de Mestre em Ensino da Matemética

Do livro propriamente dito, podera visualizar os quatro primelros capitulos dos catorze existentes, 0s quais se intitulam:
Capituls 1: Cubicas Notaveis
Capitulo 2. Cubicas Notaveis - Continuagan
Capltuio 3: Quérticas Notavels

Capitute 4. Quarticas Notiveis - Continuagio

Figura 18: Pdgina Inicial do documento do TiddlyWiki para a web

Maclaurin, As Chibicas Circulares.

Por dultimo, foram criados todos os tiddlers correspondentes as 191 subseccoes exis-
tentes nos quatro capitulos trabalhados nesta dissertaggo. Convém evidenciar todo o rigor
na criagao destes tiddlers, bem como a atengéo nessa mesma construgdo. Quando se edita
um tiddler ou se cria um novo aparece uma janela tipo a da figura (20), dividido em trés
partes: titulo, texto do tiddler e etiquetas separadas por espacos. Nesta figura é possivel
visualizar o tiddler 003., onde se pode observar a minuciosa inscrigao da secgao A Cisdide

e do Capitulo Ciibicas Notdveis.

Relativamente & numeragéo dos tiddlers que correspodem as subsecgbes, optou-se

por utilizar trés digitos, uma vez que utilizando apenas um as subsec¢Oes ndo apareciam
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Cap 1 - indice :
Cap 1 - indice

++HA CisdidelA Cisdide]
<<tagging [|A Ci 2]]>>

+++HA Concdide de SluselA Concéide de Sluse]
de de Sluse]]>>

==

+++As Clibicas Circulares|As Cubicas Circulares]
<<tagging [[As Cibicas Circulares]]>>

excludeSearch

., Esciess as euquelas separadss pol £5pages, f(use duplos parénteses rectos]) se necessanio, ou atribua existentes etiquetas

Figura 19: Tiddler Cap 1 - Indice

correctamente ordenadas, ou seja, em vez dc os tiddlers aparecerem ordenados quanto ao
seu valor numérico apareciam ordenados conio texto, surgindo por exemplo, o ndmero 10

antes do ndamero 2.

Para verificar o conteddo de cada uma das secgbes, basta clicar com o rato sobre a
mesma, que imediatamente serdo exibidas todas as suas subsecgdes. De seguida, através
de um clique do rato sobre a subseccao pretendida abre-se umn tiddler que revela toda a
informacao af contida. Observando a figura (21) é possivel identificar as quatro subsecgoes

existentes na seccao A Cardidide do Capitulo 4 Qudrticas Notdveis - Continuagdo.

E de salientar a possibilidade da criacdo de dncoras e de hiperligagdes entre tiddlers.
Este facto facilitou e auxiliou na consecugao desta plataforma digital interactiva, uma vez

que o numero de equagbes numeradas é extremamente grande, assim como o numero de
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003. «——— nome da subseccéo } Titulo
[Esowcs ] I . ARG T

3= w0

iB 7 U oabelx x| YWz i

A! Style | 7 N - Format ‘Normal ~ Size - ! ‘l‘j‘}
Aforma da Cisdide+++*{1=I|nota de rodaps] De $ichiiotalsigmalsigmatoivarsigma$ ou cissos: Era - Devido & semelhanga da sua \
figura com o contorno da folha deste nome.3=== determina-se facilmenie através de uma das suas equagdies referidas §

anteriormente 5

Observando a figura 1, podemos concluir gue a curva @ simétrica em relagdo a0 eixo das abcissas e tangente a este eixo na origem
do referencial, onde passui um ponto de retrocessa, Quando $x§ varia de $0§ a $2a$, a Cisoide afasta-se indefinidamente do eixo
das abcissas, intersectando em dois pontos todas as paralelas ao eixo $Oy$, que se situam entre o eixo a a recta $AMS, cuja

equago é $x=2a8$. Esta recta $AMS$ & considerada uma assimptota 4 cutva, g
Relativamente 4 circunferéncia, de didmetro $0A$, podemos afirmar que esta intersecta a Cisdide em dois pontos, $ES e §F§, que ‘
$e projectam no seu centro. Texto do
E i tiddler
{
HTML [[A Cisoide]] [[Ciibicas Notaveis] |+ Etiquetas

Escreva as etiquptas separadas por espagON[use duplos parénteses recios]] se necessano, oy atribua ezistentes etiquetas

s

nome da secgéio nome do capitulo

Figura 20: Tiddler 003.

referéncias entre tiddlers.

Todas as alteragdes ao documento original foram registadas em nota de rodapé, as
quais aparecem imediatamente a seguir a alteragdo efectuada. Para visualizar qualquer
nota de ropadé, basta clicar com o rato em cima do numero, aparecendo dentro de um
rectangulo a informagéo que a mesma contém. Na figura (22), pode observar-se o exemplo

de uma nota de rodapé que faz parte desta dissertagao.

Nesta plataforma digital interactiva existem 50 figuras, criadas com o software geométrico
C.a.R., que qualquer utilizador pode visualizar ¢ interagir dinamicamente, alterando as
varidveis previstas por Gomes Teixeira. Para isso, terd primeiro que clicar com o rato

sobre as mesmas e s6 depois poderd proceder & sua alteragdo. A opgao por esta situagéo
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Cap 1. Cap2 Cap3 Capd

Quarticas Notaveis -

Continuagio

Capitulo

QO Caracol de Pascal
«— Secgio

etiquetando:

163.
164.
165.
166.

€———— Subsecgio

Os Ovais de Descartes
As Quarticas Bicirculares

Y

Figura 21: SubsecgOes existentes na secgdo A Curdioide do Capitulo 4

que coincide com a (4.6), quando

. KE-a%nd
- 19
1 1-n2
K2 - a%n?
. No decumento original esta escrito, £ =
Logn, os Ovais de Descartes pertencem a classe das curvas qug -n?

Paris, 1864)| 10| designou com o nome de analagmaticas, as q

PUSSUETT & PTOPTNEUAUE UE a0 SUITETET

alteragGes resultantes da transformagAo mencionada. Transformagao aplicavel ans Ovais de Descartes de trés
maneiras distintas, uma vez gue pode tomar-se para origem das coordenadas qualguer dos trés focos da curva,

sem alterar a forma da equagao (4 .6).

Figura 22: Exemplo de Nota de Rodapé

Para mais informacéao sobre esta nova ferramenta tao 1til e facil de utilizar, convém |

que esperar no caso de pretender interagir com a figura.

o ficheiro empty.html para o computador.

Cap 1t Cap2 Cap3 Capd

Qnarticas Notavels -
Continuagio

O Caracol de Pascal
A Cardidide

Os Ovais de Descartes
etiquetando:

167.

168,

169,

170.

171.

172.

173.

174.

175.

176.

177.

178

justificou-se pelo facto de a pagina ficar mais répida a carregar, tendo o utilizador apenas

recorrer ao tutorial que se encontra no site : http://www.tiddlywiki.com/ [18]. Também |

neste site poders ser feito o seu download, clicando em Download Software, e transferindo

Apesar desta ferramenta ainda nao ser muito conhecida nem divulgada, ja existem

sites de divulgacao sobre o TiddlyWiki, designadamente:


http://www.tiddlywiki.com/
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http://tiddlythemes.com [20]- para aprofundar os conhecimentos sobre os temas uti-

lizados na interface;

http://www.tiddlytools.com [21]- para mais informagoes sobre os plugins a utilizar no

TiddlyWiki;

http://tiddlywikiguides.org [22]- para comprcender melhor e para se tornar mais sim-

ples a sua utilizagdo existem guias de utilizagdo;

http://groups.google.com/group/TiddlyWikiDev [23]- para divulgagéo e troca de

opinides existem grupos de discussao.



http://tiddlythemes.com
http://www.tiddlytools.com
http://tiddlywikiguides.org
http://groups.google.com/group/TiddlyWikiDev

Capitulo 3 ‘

Cubicas Notaveis

I A Cisdide

Consideremos uma circunferéncia de raio igual a a (figura 1) e um ponto fixo O sobre
ela. Consideremos ainda um ponto A que é o extremo do diametro AO. Por cste ponto
A, tracemos uma tangente & cirunferéncia, a qual vamos designar por AM. Tracemos
outra recta qualquer, OM, que passa pelos pontos O e M. Sobre esta ultima recta, vamos ;
considerar o segmento de recta OP, o qual tem o mesmo comprimento que MN. Ao

lugar geométrico das posigoes do ponto P, quando OM varia, da-se o nome de Cisdide de

Di1ocCLEs.

Dado que OP = OM — ON, representando por p o comprimento de OF e por 8 o

angulo POC , a equacéo polar da Ciséide é dada por

2a 2a sen? 6
p= —2ac080 = ——— |
cos cos ¢ |

67




68 CAPITULO 3. CUBICAS NOTAVEIS

0T = 4.86323517057471

03 = 2.657408700150134
0T = 1.985820410424575
N = 1.148088 12814602

Figura 1: Cisdide de DIOCLES

da qual se obtém, em coordenadas cartesianas, a seguinte equacao

3
9 X

y :2a—w

Um problema muito célebre na histéria da Geometria e sobre o qual se ocuparam os
antigos gedmetras, foi o de achar duas medidas proporcionais entre dois segmentos de recta
dados. Este problema também ficou conhecido como o Problema de Delos, onde pode ser |

aplicado o famoso problema da duplicacao do cubo.

De entre os varios procedimentos inventados pelos geémetras da Grécia Antiga para
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resolver este problema, existe um atribuido a Diocles por EuTOCIO (Archimedis Opera
omnia cum commentariis Eutocii, ed. Heiberg, Lipsiae, 1880-1881, t. III, pdgs. 78 e 152),
comentador de Arquimedes, no qual se emprega a curva que acabamos de definir, se bem

que ainda néo lhe tinha sido dado o nome de Cisdide.

Nas obras de PAPPO e de PROCLO aparece uma curva designada por cste mesmo nome.
No entanto, estes geémetras nao a caracterizaram suficientemente bem para podermos
afirmar, com seguranca, que se trata da mesma curva de DIOCLES. Sabe-se, porém, que

nao existe qualquer alusdo & Cisdide de DIOCLES nas obras referidas anteriormente.

Depois do Renascimento das Ciéncias Mateméticas, muitos foram os gedmetras célebres
que se dedicaram & curva de Diocles, nomeadamente SLUSE, que determinou o volume do
seu sélido de revolucdo em redor da assimptota, e HUYGENS, que determinou as suas éreas,
em 1658. WALLIS também se debrugou sobre este tema, resolvendo os mesmos problemas,
npumn trabalho especial que dedicou a esta curva, mas utilizando os seus métodos analitico-
geométricos (Opera, t. 1, p.542). FERMAT também resolveu o problema das suas areas
" e das suas tangentes (QOeuvres, t. III, p. 141). Finalmente, NEWTON determinou, na
sua obra Methodus fluzionum, o comprimento dos seus arcos e propds um procedimento
mecanico para a tracar (Arithmetica universalis, t. II, p. 83 da tradugéo de Beaudeux,

Paris, 1802), etc.

A forma da Ciséide! determina-se facilmente através de uma das suas equagoes refe-
ridas anteriormente. Observando a figura 1, podemos concluir que a curva é simétrica em
relacio ao eixo das abcissas e tangente a este eixo na origem do referencial, onde possui
um ponto de retrocesso. Quando x varia de 0 a 2a, a Cisdide afasta-se indefinidamente
do eixo das abcissas, intersectando em dois pontos todas as paralelas ao eixo Oy, que se

situam entre o eixo a a recta AM, cuja equacdo é z = 2a. Esta recta AM é considerada

'De xto0@s, ou cissos: Era - Devido a semelhanga da sua figura com o contorno da folha deste nome.
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uma assimptota a curva.

Relativamente a circunferéncia, de didmetro OA, podemos afirmar que esta intersecta

a Ciséide em dois pontos, F e F, que se projectam no seu centro.

dp _dOM dON

o do do -

Uma vez que p = OM — ON, temos que

O primeiro membro desta igualdade representa a subnormal polar da Ciséide no ponto
P e os termos do segundo membro representam, respectivamente, a subnormal polar da
recta AM no ponto M e a subnormal polar do circulo ONA no ponto N. Logo, para
construir a subnormal da Ciséide no ponto P, basta tragar uma recta M .S, perpendicular
a AM que passa por M e tragar a recta NC, que passa pelo ponto N e pelo centro
do circulo. Esta recta NC intersecta a OS no ponto T. O segmento de recta OS é
a subnormal da recta no ponto M e OT ¢ a subnormal da circunferéncia no ponto N.

Tomando OT" = OS + OT, OT" seré , desta maneira, a subnormal da Ciséide no ponto P.

A tangente a Ciséide no ponto P intersecta a recta AM noutro ponto, designado por
M’', cuja a ordenada y; ¢ dada pela férmula

&y

e (2a — )

n=y+

sen® f

Ou, sabendo que x = pcos@ = 2asen?f, temos quc y = 2a e

cost

Yy = 3atgl .

Através desta igualdade obtem-se um método muito simples para tracar a tangente &
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Ciséide no pouto P, tendo somente cm conta que,

CK =atgf .

Como a equacio do circulo ONA é dada por p = 2acos#f, representando por y a

ordenada do ponto M”, em que a sua tangente em N, intersecta a recta AM,

Yy = atgh .

O raio vector OP intersccta a recta AM noutro ponto M, cuja ordcnada y; é dada
pela expressao

y3 = 2atgfd .

Logo, o ponto no qual o raio vector do ponto P da Ciséide intersecta a assimptota
¢é equidistante de outros dois pontos que intersectam com a mesma recta as tangentes
a Cisdide e ao circulo, tracadas pelos pontos de interseccao de OP com ambas as cur-

vas.(LONGCHAMPS: Association frangaise, Congrés de Grenobles, 1885.)

Através desta propriedade da Ciséide deparamo-nos com outro método para determi-

nar as suas tangentes.

Partindo da equagdo polar da curva obtém-se facilmente a seguinte expressdo que

representa o raio da curvatura,

R asen 6(1 + 3 cos? 6)2 _ N®
B 3costd  24q2

cot?d

na qual N representa o comprimento da normal.

A primeira expressao de R mostra que a Ciséide ndo tem pontos de inflexao a distancia

finita.
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A drea limitada pela Cisdide, pelo eixo das abcissas e por uma recta paralela ao eixo

das ordenadas ¢ determinada pela seguinte férmula,

A=
/0 :C’/Za—xdx

2 _ v
_ _(z+3a)y/z(2a — ) + Sarctg x '
2a? 2a — z

Considerando = = 2a e duplicando o resultado, podemos escrever que,

24 = 3d*n .

Portanto, podemos afirmar que a drea limitada pela Cisdide e pela sua assimptota é

igual ao triplo da drea do circulo de raio a. (WALLIS: 1. c.; HUYGENS: |. c.; FERMAT: L.

c.)

A rectificagao da Cisdide pode obter-se através de funcgdes elementares. Deste modo,

partindo da cquagao polar da curva, resulta que,

2v/3 e / 1
ds = —_\/_a Sen cos? 6 + —db ;
cos? f 3
€, por conseguinte,

1 2
V1+3cos28; /1+3cos?b, (:05(7’14-\/—33;1
s=12a - — \/glog :
cos 6, cos By 1 -
cos by + 3 T cos” b

representando por 6 ¢ por 8 os valores de 6 nas extremidades do arco que se quer rectificar.
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9.

O volume do sélido engendrado pela Cisdide, ao girar em torno da sua assimptota,

determina-se facilmente recorrendo ao Célculo Integral, e tem a seguinte expressao,
V =2n%a® .

Esta expressao é igual ao volume do toro, engendrado pelo circulo no qual se baseia a

construgéo da Cisdide, fazendo-se girar & volta da mesma assimptota.

Esta interessante relacao entre os volumes dos dois sélidos considerados foi descoberta
por SLUSE (Carta a Huygens no dia 10 de Fevereiro de 1658). Na revista Mathesis (1886,

p.241 e 273) pode ver-se uma generalizagdo do teorema de Sluse feita por MASSAU.

10.

Vejamos agora como a Clisdide de Diocles ajudou na resolugao do problema da du-
plicagdo do cubo. Este problema consiste em que dado um segmento a de uma recta se

determine outro segmento «, o qual se relaciona com a através da seguinte expressao
o® = 2a°
Descreva-se para isso o circulo de raio CO, igual a a ¢ a Ciséide correspondente
(figura 1). Traga-se depois uma recta AP que intersecta a rccta C'E, que ¢é paralela ao

eixo das ordenadas, num ponto D, tal que seja CD = a e traga-se pelo ponto P, o qual ¢

a intersecgdo entre AD e a curva, a recta OP.

Fazendo

KC=0,FK=2a+ e KE=2a-0,

vem que,

OK.KN = FK.KE = 4a* - 3* .
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Assim, aplicando o teorema de Menelao & transversal PDA do triangulo OK C, obte-

mos
PK.DC.OA

OP.DK.AC

Dado que AO = 4a, DC = a ¢, pela definigao da curva PK = KN, podemos escrever

que
20K N
. . =1 .
(OK — KN)(8 - a)
Ou, simplesmentc,
KN({f+a)=0K(f—a)
Eliminando nesta equagio KN ¢ OK, através das equacoes
OK.KN = 4a* — 3% e OK? = 4a? + 3%,
vem que,

B =4d® |

E, supondo que « € a medida proporcional entre 3 ¢ a, ou que o

= afl, chegamos
finalmente a conclusao que « satisfaz a condi¢do indicada, a® = 2a®. Desta maneira, «

resolve o problema da duplica¢do do cubo.

11.

Consideremos, como no mimero 1, uma circunferéncia (figura 2), cujo centro é C. Scja
também, O um ponto da circunferéncia € AM uma tangente & circunferéncia, no ponto
A, que intersecta OA obliquamente. Se tracarmos uma recta ON, de posigio varidvel, e
considerarmos nela, a partir dc O um segmento O P igual a N M, o lugar geométrico descrito
pelo ponto P, quando ON gira em torno de O, é uma curva que se designa por Cisdide
Obligua. Quando O coincide com Ay resulta a Cisdide de Diocles, também denominada

por (liséide Recta.
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NM = 2.102480231703474

Figura 2: Cisdide Obligua

Uma vez que OP = OM — ON e representando por « o angulo constante AOC, por

@ o angulo MOA, por p a recta OP e por 2a o didmetro da circunferéncia, vem que

oM _ cosa
OA  cos(f — a)

ON = 2acos(a + ), ¢ OA = 2acosa.

De onde se deduz a equagdo polar da Clisdide Obliqua:

2a cos® o
_ ZA08 X o cos(d .
cos(0 — o) acos(f + «)

A qual também pode ser escrita da seguinte maneira:

sen? @

=20——— .
P acos(@—a)
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Ou ainda em coordenadas cartesianas,

(7 +y?) (T cosa + ysen a) = 2ay?

tomando a recta OA por cixo das abcissas ¢ uma perpendicular a esta recta, que passc em

O, por eixo das ordenadas.

12.

Para determinar facilmente a figura da curva, convém adoptar como novo eixo das

abcissas a recta OX, que forma com OA um angulo igual a «. Assim, temos que,
x=Xcosa—Ysenwa,y= Xscna+ Y cosa,

donde vem que,

X(X*+Y? =2a(Xsena+ Ycosa)? |

ou ainda,
_ 2aXsenacosa+ Xv2aX — X?

Y
X —2acos?

(3.1)

De facto, ¥ = 0 quando X = 0, ¢ Y torna-se um imaginario quando X ¢ negativo
e quando X > 2a. Logo, a curva passa pelo ponto O (figura 2) e encontra-se confinada
entre o eixo das ordenadas ¢ uma paralcla a este que passa pclo ponto (2a,0). As rectas,
paralelas ao cixo das ordenadas, que passam pelos pontos compreendidos entre a origem

das coordenadas e este ponto (2a,0), intersectam a curva em dois pontos.

A recta BAI. definida pela equagio X = 2acos?«, é assimptota de um dos ramos
da curva e intersecta o outro ramo no ponto B, cuja ordenada, é expressa pela seguinte

férmula,

a Ccos o cos 2c
Yyp=—""—"
sen «
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A curva intersecta a recta DC}, a qual limita a zona em que estd compreendida, no

ponto (. cuja ordenada € igual a 2a cot a.

Fazendo Y = 0, observa-se que os pontos O e F, onde a curva intersecta o cixo das

abcissas, tem por abcissas X = 0 e X = OF = 2ascn?a. Tambdém ¢ facil de ver que o
ponto O ¢ Y/ = —tga. Logo, a origem das coordenadas é um ponto de retrocesso, e a
tangente & curva nesse ponto forma um angulo igual a —a com o c¢ixo das abcissas. Como

OF + OF = 2a, podemos concluir que OF = ED.
A férmula (3.1) mostra que a hipérbole, cuja equagao

ascn 2q
Y =—"X |,
X —2acos?a

a qual tem a mesina assimptota que a curva considerada, intersecta no ponto médio todas

as cordas paralelas a mesma assimptota.

13.

A subnormal polar da Ciséide Obliqua tem a seguinte expressao (figura 2)

_dp dOM  dON
A9 Tde T Tdd

Sn

sendo igual & diferenca entre a subnormal da recta AM e a da circunferéncia, nos pontos
M e N correspondentes. Logo, o método utilizado no ndmero 4 para tragar a normal &

Cisdide Recta pode ser aplicado para tracar a normal & Cisdide Obligua.

Da mesma maneira, o método de Longschamps para tracar as tangentes & Cisdide
Recta, expresso no ponto 5, também ¢ aplicdvel no caso da Cisdide Obliqua. Isto deduz-

se facilmente recorrendo & Geometria Analitica ou a um método geométrico mais fécil

utilizado por aquele ilustre gedmetra.(Geometrie Analytique d deuxr dimensions, Paris,

1884, p. 19-22)
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14.

A Ciséide é uma curva unicursal. De facto, substituindo z = ty na equacao da curva,

determinada no nimero 11, vem que

2at 2a

e (sena + tcosa)(1 + 12) ¢v= (sena + tcosa)(1 +¢2)’

Assim, através destas equagdes pode-se concluir que a recta cuja equagao é

ur+ovy=1,

intersecta a curva cm trés pontos, nos quais ¢t adquire os valores determinados pela seguinte

equagao

(A)

t*cosa + t?sena — (2au — cosa)t + sen o — 2av = 0

1

Os valores ¢y, t5 e t3 estao relacionados pela condig¢ao

tl -+ tg + t3 = tg(l, (32)

Da mesma maneira, observa-se que a circunferéncia, cuja equacao €

224 y% - 2hx — 2ky+1=0

¥

intersecta a Ciséide em quatro pontos, determinados por valores de ¢ que satisfazem outra
condi¢ao

i+t +i+t = —2tga. A (3.3)

As relagdes (3.2) e (3.3) foram determinadas por BALITRAND (Nouvelles Annales

des Mathématiques, 1893, p.448), que também foi responsdvel pela deducdo de algumas
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propriedades da Cisdide e das solugbes de algumas questoes relativas a esta curva. Neste

trabalho, vao ser mencionadas quatro dessas questoes:

1.° Fazendo em (3.2), t; = ty = t3, pode obscrvar-se que a curva possui um ponto de

inflexdo e que o valor de ¢t nesse ponto resulta da igualdade,

t= lta

Assim, as coordenadas do ponto de inflex&o séo,

9a 27a

cosa(9 + tg? ) V= sena9 + tgZa)’

2.° Fazendo em (3.3), t] = ty = t5 = t}, pode-se concluir que existe um ponto da
Cisdide em que a circunferéncia osculatriz, tendo um contacto de terceira ordem com a

curva, donde se verifica que

t L t
- — — (64 y
2 g
sendo as coordenadas deste ponto,
8a 16a
r = C =

cosad+tg2a) - a(d+tgla)
3.° Fazendo em (3.2), t; = t, chegamos & seguinte equagao:
20 +t3=—tga .
Esta equagao permite-nos determinar um dos pontos em que a tangente intersecta a
Cisédide, sabendo anteriormente o outro ponto.
4.° Fazendo em (3.3), t] = t;, = 13, surge a seguinte equagio:
3ty +t, = —2tga .

Esta equagdo permite-nos determinar um dos pontos em que a circunferéncia osculatriz

da Cisoide a intersecta, sabendo anteriormente o outro ponto.
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15.

A equagdo das tangentes & Ciséide é da forma
(cosa + 2tsena + 3> cos ) X + (sena — t2sena — 23 cos )Y = 2a .
Logo, se pelo ponto (z1,y;) se tracam tangentes & curva, podemos determinar os
valores de ¢ nos trés pontos de contacto através da equacéo
2t3y1 cos & + (y; sen a — 3z cos a)t2 —2zitseno 4+ 2a — xycosa — ypsena =0 .
A condigao para que os trés pontos de contacto estejam sobre a mesma recta, exige

que esta equagao seja igual & definida em (A), ou que

211 sen Y1 8en a + x1 cosa — 2a
2au — cos « 2av — sen «

2y =y — 3cota.x; =

?

ou, ainda que y; = —3z; cot .

Portanto, os pontos pelos quais se podem tracar tangentes d Cisdide, de maneira a
que 0s pontos de tangéncia estejem sobre a mesma recta, pertencem a recta que tem por

equagdo y = —3x cot . (BALITRAND, L. ¢.)

Das mesmas equagoes condicionais deduz-se os coeficientes u e v da recta uz + vy =1,
que passa pelos pontos de contacto considerados. Esta recta tem a seguinte equacao

3 cos® o — sen? o 4z cosa + a
6a cos o 6azx; cot «

Daqui, podemos concluir que intersecta o eizo das abcissas no ponto que ndo varia

com (21,y1).(BALITRAND, 1. c.)

16.

Ja vimos anteriormente que a Ciséide intersecta a sua assimptota num pouto cujas

coordenadas sao
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9 @ COS (x COS 2¢x
rT=2acos°qxey =——.
sen o
Assim, eliminando a destas equagoes, obtemos a equagdo da curva descrita pelo ponto
de intersec¢do, quando « varia,
2
2 z(r —a)

20 —x

Esta equacao corresponde & curva denominada por Estrofdide, a qual vai ser estudada

mais adiante.

17.

A Cisdide de Diocles ¢ a Obliqua sdo casos particulares de uma classe de cubicas
denominada por Cisdides. As cibicas obtém-se substituindo, na construgao exposta no
nimero 11, a circunferéncia e a recta AM por uma conica qualquer e por uma recta

arbitraria, que nfo seja paralela as assimptotas da cénica, cujas cquagoces sao
Az? + Bay+Cy* + Dz + Ey=0cur+vy = 1.

Para determinar a equacdo geral das Cisdides, representamos por p; € pp 0s raios
vectores correspondentes ao mesmo valor do angulo ¢, referentes, respectivamente, a conica

e & recta. Assim, as equagOes cartesianas anteriores podem ser escritas da seguinte forma
(Acos?0 + Bsen®cosf + Csen?8)p; + Dcos + Esent) =0 ¢ (ucosf +vsenf)p, = 1.

Considerando, agora a expressao fundamental, p = pa—p;, podemos climinar os valores
de p; e pg, donde vamos obter a equacdo polar destas curvas, a qual podce ser escrita cm

coordenadas cartesianas, como sendo,

(Az? + Bzy + Cy?)(uz + vy) = Az® + Bzy + Cy? + (Dz + Ey)(uz + vy)
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Aplicando a esta equagéo o método das assimptotas, facilmente se conclui que a recta
ux + vy = 1 ¢ assimptota destas curvas. No entanto, estas ainda possuem outras duas
assinptotas, reais ou imagindrias, simétricas as da cémica, relativamente & origem das

coordenadas.

E assim pode-se concluir facilmente, através de métodos geométricos, que qualquer
uma destas curvas apresenta na origem: um ndé quando a recta considerada a intersecta,
um ponto de retrocesso quando a recta considerada a toca e um ponto isolado quando
a recta considerada nao a intersecta. Convém advertir que nos dois primeiros casos as

tangentes a Cisdide na origem passan pelas interscecoes da recta com a curva.

As Cisdides sdo em todos os casos, cibicas unicursais. Zahradnik demonstrou que é
condigao suficiente, para que uma cibica unicursal seja uma Ciséide, o facto de possuir
trés assimptotas reais distintas ou uma unica assimptota real & distancia finita. (Archiv

der Mathematik und Physik, t. LVI, p. 8)
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IT A Concoide de Sluse

18.

A Concdide de Sluse é uma curva cuja equacio em coordenadas polares é

a(pcost — a) = k?cos? @ |

e em coordenadas cartesianas,

a(z — a)(z* + ) = k°z% (3.4)

O primeiro a dedicar-se ao estudo desta curva notavel foi Sluse numa interessante
correspondéncia matemdtica com Huygens. (Oeuvres de Huygens, t. IV, p. 246) Estando
desde entdo esquecida, s6 mais tarde Gino Loria publicou um artigo sobre a mesma no

Mathesis (1897, p. 5).

Vamos agora descrever a maneira como Sluse obteve a curva cujo nome em latim é

X2YY7 € em portugués € concha.

Seja O um ponto dado e AB uma recta conhecida. Tracemos pelo ponto O uma recta
varidvel OC, que intersecta a recta AB no ponto C. Consideremos sobrc a recta OC, a

partir de C, um segmento C'D tal que,

OC.CD =k?* |

sendo k2 uma constante conhecida.

O lugar geométrico (figura 3) descrito pelo ponto D, quando OC varia. é a Concdide

pretendida.
Para provarmos o que foi dito anteriormente, basta admitir que,

OB k*  k?cosCOB
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0C = 5.08402

CD=2.22389

0B =4

k= 3.35686

Figura 3: Concdide de Sluse

Ou, supondo que OB = a e tomando o ponto O como pdlo e a recta Oz, perpendicular

a recta ADB, como eizo polar, vem que,

A partir destas expressoes, determina-se imediatamente a equacéo polar da curva e

consequentemente a equacao cartesiana.
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19.

A partir da equagio (3.4), pode-se deduzir facilmente que a Concdide de Sluse possui
as seguintes caracteristicas:
* a sua forma ¢ a indicada na figura 3;
* simétrica em relagao ao eixo das abcissas;
* tem uma assimptota AB, cuja equagdo € © = a;

2 2
. , .. a* + k
* a abcissa do vértice C] € igual a :
a

*

o ponto O ¢ um ponto isolado.

A Concdide de SLUSE tem ainda dois pontos de inflexdo a distancia finita. Para os
determinarmos, facamos na equacao da curva y = tz, sendo ¢ um parametro varidvel.
Assim, obtemos

k? k2t

= _ ¢ —qt 4+ ——
T a+a(1+t2) ey a+a(1+t2)

Os valores de ¢ correspondentes aos pontos de inflexdo podem ser determinados pela

equagao,
dody dyds _ W R +ad -3
dt dtz2  dt dt2 o  (1+12)3 ’
ou,
2 K +a®
~ 3a?

Sendo as coordenadas destes pontos de inflexao determinadas pelas seguintes equagoes,

_ 4a(a® + K?) e we i 4(a® + k?)3
© 4a? + K2 V= 4(a® + k2)V/3

SLUSE atribui a HUYGENS a primeira determinagéo deste pontos de inflexao. (Qeuvres

de Huygens, t. IV, 1891, p. 292)
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Eliminando %k nas equagdes anteriores chegamos & equacdo de uma Cisdide. Logo, o
lugar geométrico dos pontos de inflexdo das Concdides de Sluse, que possuem a mesma

assimptota e o mesmo ponto singular, € uma Cisdide.

20.

Se considerarmos sobre a recta OD (figura 3) um segmento C' LY, igual a C'D, o lugar
geométrico descrito por I, quando OC varia, é outra curva denominada também por

Concdide de SLUSE e cuja equagio é a seguinte:

a(z —a)(2® + %) = —k?z?

Através das formulas da primeira Concdide, obtém-sc esta segunda, substituindo
k* por —k%. Podemos ainda dizer que a forma desta nova curva quando a? > k% é a
representada na figura 4 e, quando a? < k% é a representada na figura 5. Em ambos os

casos OB = a, no entanto no segundo caso a curva carece de pontos de inflexdo reais &

2

a curva reduz-se a uma (Cisdide.

distancia finita, tendo dois imagindrios. Quando k? = a
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<
A
Y
o 0C = §.004021770207638
p CO = 1.7430192473 15600
c
k
0B=4
o
k = 2.070074185000083 ‘
|
>
0 B X
L

Figura 4: Concdide de Sluse, quando OB? > k?
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QC = 5.004021779267038

€0 = 4.5568702170805082

0B=4

k = 4804771371762386

Figura 5: Concdide de Sluse, quando OB? < k?
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IIT A Estroféide

21.

Consideremos uma circunferéncia de centro C' ¢ raio CA (figura 6). Tracemos uma
recta KL que passe pelo centro, formando com CA o angulo o. Tracemos, ainda, a recta
OD de posigao varidavel, que passa pelo ponto fixo O, ¢ consideremos sobre esta recta um

segmento OM igual a ED.

O lugar geométrico das posigdes do ponto M, quando OD varia, é a curva denominada
por Estrofdide?. Se a = 90° a Estrofdide diz-se recta, sendo obliqgua sempre que o < 90°

ou « > 90°.

Uma vez que OM = 0D — OF e represcentando por p o segmento OM, a o raio OC
e por € o angulo DOA, vem que

asen
D = 2acos F=—fr— .
0 acos(f) e O son(a —0)

Desta maneira, a equa¢do polar da Estrofdide é dada pela expressio:

asen o
=2 - ————
p=saeos sen(a — 60) ’
ou ainda,
sen(a — 26)
p=a——0m—°
sen(a — f)

Para determinar a equagao cartesiana da curva, consideremos o eixo das abcissas como

sendo Oz, que é perpendicular a recta KL dada, e para eixo das ordenadas a recta Oy,
~ ;. m -

paralela a K L. O angulo AOx € igual a R « e as coordenadas, x e y, do ponto M sao

as seguintes:

2De oTpdipiav ou strophium, que quer dizer, coroa ou grinalda de flores, ou oTpgpLs, que significa espira

ou revolta.




90

K1

CAPITULO 3. CUBICAS NOTAVEIS

0G = 2.628427124740191 Lot
x(Pa) = -2 o
A - ’199!—17330'2;8‘9;;;27701
i ¥OM)= 1.7126308 12183087

x(U) = 2,.828427124740191

y(U)= 1.17157287525381

X

x(T) = -2.82642712474019
¥(T) = 0.82842712474010

Figura 6: Estrofdide Obliqua

z = pcos(f + - ) = p[cosfsena — sen @ cos a,

2
7

y = psen(d + 5~ @) = plsen B sen a + cos 6 cos a.

A partir destas expressoes é possivel determinar os valores de sen @ e de cos 6, os quais

ao serem substituidos na equacio polar da Estroféide se obtem a equacao cartesiana desta

mesma curva, como sendo,

(J;? 4 y2)g; = al(2? — y2) sen « + 2zy cos af. (3.5)
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22.

As mais antigas referéncias & FEstrofdide recta, scgundo G. Loria (Bolletino di Bi-
bliografia, ctc., 1898, p. 3) em cartas escritas, cm 1645, por Verdus a Torricelli foram
feitas por ROBERVAL. Nessa altura, este gedmetra dedicou-se ao estudo desta curva entao

designada por Ptéroide®. As cartas referidas anteriormente foram publicadas no Bolletino

de Boncompagni (t. VIII, 1875).

Mais tarde, Moivre (Philosophical Transactions, 1715)* e AGNESI, no seu Instituzions

Analitiche, (Milano, 1748, p. 378-391) dedicaram-se também ao estudo desta curva, etc.

Consta-se que MONTUCCI foi o primeiro a dar a curva o nomc de Fstrofdide, num artigo
publicado cm 1846 nos Nouvelles Annales des Mathématiques (t. V, p. 470). LEHMUS, nos
Aufgaben aus der hoheren Mathematik (Berlin, 1842, p. 120) chamou-a de cucumeide® e
BooTH de logociclica, num artigo publicado no Quarterly Journal of Mathematics (1858-
1859) e, mais tarde, no Treatise on some New Geometrical Methods (1873, t. 1, p. 292).

Relativamente & Estroféide Obliqua, os mais antigos trabalhos conhecidos sao as Lec-
tiones geometrice de BARROW (1669, p.69), segundo afirmou AUBRY. e duas memorias
de CASALI, publicadas nos Instituti Bononiensis Commentarii (t. IV, 1757), nas quais se
atribui a TORRICELLI a invengdo destas curvas (Loria, 1. c¢.). Posteriormente, também
QUETELET se dedicou a este assunto numa memdria intitulada por De quibusdam locis
geometricis necnon de curva focali, publicada em Gand, nos anos 1819. Neste trabalho, é
atribuido & curva o nome de focal com nd. Por este motivo, pode também designar-se por

focal de Quetelet, como sc¢ podera ver mais adiante.

As Estroféides recta e obligua tém sido objecto de estudo de muitos gedmetras,
existindo assim muitos trabalhos notéveis dedicados a estas curvas. Podemos ver todos os

titulos desses trabalhos, anteriores a 1860, numa lista publicada por Tortolini nos Annali

3De mwrepgr ou pteron que significa ala, a curva alada.
4No documento original est4 escrito Phylosophical Transactions, 1715.
SDe aexvua, cucuma, ou cucumis, cohombro, ou espécie de pepino.
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x{M) = 0.974581218035488

y(M) = 0.572206172267401

Figura 7: Estrofdide Recta

di Matematica, t. III ¢ transcrita nos Nowvelles Annales des Mathématiques (1861, p.
82). Mais recentemente GUNTHER publicou outra lista mais extensa no seu Paraboliches

Logaritmen und paraboliche Trigonometrie (Leipzig, 1882).

23.

Passemos agora ao estudo da Estrofdide recta. A equacao desta curva é

y2: 552("1—33) ’
T+ a

da qual se deduz que a sua forma seré a indicada na figura 7.
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De facto, a curva intersecta o eixo das abcissas nos pontos O ¢ C, quando r = 0
e z = a. A cada valor de z, entre —a ¢ a, correspondem dois pontos reais da curva,
simetricamente dispostos em relagdo ao eixo das abcissas. A recta PQ), cuja equagao ¢
x = —a, é assimptota da curva. Podemos ainda referir que, os pontos cuja abcissa é
igual a %a(\/f_) — 1), atingem o valor méximo de y. Mais, a origem das coordenadas ¢ um
ponto duplo da curva, onde as tangentes formam angulos de 45° e de —45° com o eixo das

abcissas.

24.

Partindo da equacgdo da Estroféide recta, em coordenadas polares

cos 26
=a
cosf

podemos determinar a expressdo do raio da curvatura R, que é a seguinte:

_a(l+4sen? 20)2
" 4costf(1 4 2sen? )

Através desta férmula, podemos concluir que a curva nao admite pontos de inflexao

1
reais & distancia finita e, ainda que, no pouto C R = gaeno ponto O R = a2

25.

Tracemos agora a recta CM N que passe pelo ponto C' e representemos por w o angulo
NCO. As coordenadas dos pontos M ¢ N sao determinadas pela equagao da curva e pela

correspondente & recta

y=—-(x—a)tgw .

Eliminado y em ambas as equagtes, vem que,

atgw

V1+tgiw

r== = tascnw .
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Esta expressdo mostra que as projecgdes de M e N no cixo das abcissas sdo equi-
distantes do ponto O, e portanto, os pontos M e N, em que as secantes tracadas por C
intersectam a curva, sao também equidistantes dos pontos F, em que as mesmas secantes

intersectam o recta OF.

Dado que

FO=atgwe FM = atguw,

resulta que,

FO=FM=FN ,

ou ainda, que o ponto F nao ¢ somente equidistante de M e N, mas também ¢é equidistante

do ponto O. Desta maneira, vem que,

CN=CF + FO ¢ CM =CF — FO,

E, em consequéncia, dado o parametro a, que se encontra na equagao cartesiana da
FEstrofdide recta, nada é mais facil do que a construgéo desta curva, utilizando pares de

pontos.

26.

Partindo das seguintes expressoes,

OM = CF — MF = ¢

—atgweCN=CF+ FN =
Cosw Cosw

+atgw,

podemos concluir que,

CM x CN =qd? .
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Portanto, o produto das distancias do ponto C a dois pontos da curva, os quais

pertencem a uma recta que passa por C, € constante, qualquer que seja esta recta. (BOOTH,

L c)

27.

A drea limitada pela Estroféide, pelo eixo das abcissas e por uma paralela ao eixo das

ordenadas, em rela¢éo a um ponto (z, y), tem a seguinte expressao,

x _ — 2 (20— 2)\Wal — 12
A:/x\/a L de = o arctg“a 1_(a D)Vel —a —z+1
0 a+zx a+z 202 4

Fazendo z = a, ¢ multiplicando por 2 a expressdo anterior, obtemos a formula seguinte

para a drea da parte fechada da curva,

T
A =2d*— —a?

sendo, analogamente, determinada a férmula da area compreendida entre a curva e a
assimptota,

Ay = 2a% + g—az

Daqui resulta que, a soma das duas 4reas é igual a 4a”.

28.

Para determinar o comprimento dos arcos da Estroféide recta teremos que recorrer
a integrais elipticos de 1% ¢ 22 ordens, tal como BooTH (. c¢., p. 304) que teve em
consideracao a curva inversa a Estroféide. No entanto, aqui vai-se resolver o problema

directamente, sem o recurso a esta curva.

Aplicando a equagao polar da Estroféide a formula

ds =¢[p*+ do 2d9
- p da ¥
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1
a 2a\/§\/1—§c05229
ds = V1 4 sen? 20d0 = do

cos? 6 1+ cos 20 ’

deduz-se que

s
considerando 26 = 5 W temos que,

_ av2 sen wdw dw dw

ds = - —
2 1 1 [1 ’
\/1—586112&) \/l—ison%) (1+senw) 1—§scn2w

Fazendo, agora, senw =t ¢ integrando, vem que,

_av2
5=

/' tdt _/' dt _/ dit
VEQ) JEO @t +1)/F)
semprc quc,

F(t) = (1 -t (1 — %R)

Mas, utilizando uma férmula, j& demonstrada na teoria dos integrais elipticos, determina-
se a seguinte igualdade. a qual também se pode verificar utilizando integrais simples,

2\/_F(t):_/' dt _/‘ dt +/ti
t+1 t+1)/F() J V@) VIQ)

Fazendo, agora, t* = z, vem que
) bl b) bl

/ tdt :Q/ dz ,
\/ﬁt) 2 (1-2)(2-2)
= %log(2z—-3+2 (1-2)(2—-2))

_ % log(2t? — 3+ 2v2/F (1))

Eliminando na expressdo dc s as integrais
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/ i / dt
JFO) ) ¢+ D)VFR)

1
e escrevendo senw em vez de t, e Aw em vez de 4/1 — 3 sen? w, obtemos

2 coswAw a\/_ / sen? wdw

=2 log(2sen®w — 3 4+ 2v2coswAw) + g
2 senw + 1

Recorrendo a fdrmula conhecida,

" sen? wdw " dw '
sen Wi _o| [ _ [ A
Aw [ Aw / de} ’

determinamos, finalmente, a expressao pretendida para s

2 A
= %log(Z sen’w — 3 + 2V2coswAw) + S </ /Awdw) :

senw + 1

a qual depende dos integrais de 1* ¢ 2* ordens de Legendre.

29.

Consideremos agora a Estrofdide obliqua. Resolvendo em ordem a y a equacao carte-

siana da curva, temos que,

azrcosa + v/ a? — z?

T+ aseno
Daqui podemos concluir que a recta (figura 6) PQ), cuja equagéo é x = —asena, €
: . . asen? o
assimptota da curva e secante 4 mesma no ponto H, cuja ordenada toma o valor .
COS «

Quando x = =*a, os valores correspondentes de y tém por cxpressao,

+a cos «

y= +1+sena

e nos pontos correspondentes U e T as tangentes sdo paralclas ao eixos das ordenadas.
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Quando z varia entrc a e —a, y é real, sendo imagindrio para todos os outros valores
de z. Logo, a curva encontra-sc compreendida entre as paralelas ao eixo das ordenadas

que passam por U e V.

Os valores de y sdo zero quando = = 0. Logo, a origem das coordenadas € um ponto

duplo, no qual os valores de y' tém a seguinte expresséo,

Logo, representando por wy ¢ wy os angulos formados pelas tangentes com o eixo das

abcissas, no ponto duplo, podemos escrever que

Portanto, as tangentes no ponto duplo sao perpendiculares uma a outra.

Pode-se também determinar geometricamente estas tangentes. De facto, M tende
para O, quando a recta variavel O D tende a confundir-sec com a recta QK7 ou com a QL.
Dondc pode-se concluir que as rectas OK; e OLq 880 as tangentes a curva no ponto duplo

0.

A curva intersecta o cixo das abcissas no ponto O e no ponto D;, onde z = asen a.
Esta é também a abcissa do ponto C, que é o centro da circunferéncia, considerada no

numero 21, o qual possui a ordenada y = a cos .
A expressdo de y mostra que a hipérbole, cuja equagao é

axr COS &
’y:i
T+ ascen o

e que possui a mesma assimptota da curva e passa pelos pontos O, U ¢ T, intersecta todas

as cordas paralelas a assimptota no respectivo ponto médio.
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30.

Uma vez que p = OD — OF, pode-se afirmar que a subnormal polar da curva no ponto
M & igual & diferenca entre a subnormal polar da circunferéncia (figura 6) ADO no ponto
D, ¢ a subnormal polar da recta CK no ponto E. Logo, o método utilizado no ntimero 4

para tracar as normais & Cisdide também é aplicavel a Estroféide.

31.

A propriedade da Estroféide Recta. demonstrada no numero 25, é também uma
propriedade da Estroféide obliqua. De facto, tracando pelo ponto C (figura 6) a recta
CM, a qual passa pelo ponto M da curva e intersecta a paralela a assimptota, relativa ao
ponto O, no ponto F, chega-se a conclusao que 'M = OF. Para provar esta afirmagao,
basta ter em conta que os tridngulos MCO e CED sao iguais, uma vez que CD = CO,

OM =FED e EDC =COM. Logo,
MC=FECe MEC=FMC =FMO,
e, portanto,

FOM =MFEC=FMOc¢MF =O0F.

32.

Considerando as rectas OL; e OK (figura 6), isto é, as tangentes a curva no ponto
duplo, como eixos das coordenadas, a equacao da Estroféide transforma-se na seguinte

expressao:

(z? +9?) [w cos% + ysen %] = 2axy .
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Assim, supondo que y = tz, vem que,

2at
L= a a
t2 1 [ ts _:|
(t2+1) cos 5 +tsen
e
2at?
y= a a
(t2+4+1) [cos§+tsen 5}

Consideremos, agora, que a recta de equacao

ur+vy =1,

intersecta a curva em trés pontos, os quais correspondem aos trés valores de ¢, dados pela
equagao,

« o
t3sen§+ [COS% —2a71} 2+ [SCH§ —2au}t+cos—az— =0 .

Logo, representando por tq, t5 ¢ t3 cstes trés valores de t, resulta que,

o
t1L263 = —cot 5

Do mesmo modo, conclui-se que uma circunferéncia qualquer intersccta a Estroféide
em quatro pontos, determinados pelos valores ], t5, ¢} e t}, os quais satisfazem a seguinte
condigao

g ¥
thtotsty = cot 5

Através destas relagoes, BALITRAND e E. VALDES determinaram muitas propriedades
interessantes da Estroféide, as quais foram publicadas em artigos escritos nas Nouwvelles
Annales des Mathématiques (1893, p. 430 e 1894, p. 243). Também com o auxilio a estas
relacoes foram resolvidas as mesmas questocs que surgiram também no caso da Ciséide,
que se encontram no numero 14. Como exemplo podemos referir que a Estroféide admite

: - e a . A
um ponto de inflexdo onde ¢t = — &/ cot 5 ¢ outro quando ¢t = 4 [cot 5 onde a circunferéncia

osculatriz e a curva tém um contacto de terceira ordem, etc.
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Como ja foi referido anteriormente, a FEstrofdide intervém na resolugao ou andlise
de muitas, variadas e interessantes questoes geométricas. CASALI primeiro, e mais tarde
QUETELET, obtiveram a mesma curva quando tentavam resolver o problema exposto em

seguida.

d=AS = 11.18033689740695

o=EF=EF" = 20647 11203553038

AC = 9.059017203337302

AR = 0.644507150385118

PR = 3.468143052095507

RQ = 2.06480347500081

GR = 3.03560858052087

Figura 8: Procedimento para a construgao da Estroféide

Seja (figura 8) ASB a secgdo produzida num cone de revolugido por um plano direc-
cionado pelo cixo SK. Outro dos planos que passam pclo ponto A e pela tangentc Ay ao
circulo, de didmetro AB e perpendicular ao eixo SK, é também perpendicular ao plano
ASB, e determina, pela sua intersecgao com o cone, uma cénica AGC, cujo eixo AC forma

com AS um angulo em A, o qual designaremos por @. Consideremos, ainda, F' ¢ F’ os

-



102 : CAPITULO 3. CUBICAS NOTAVEIS

focos da cénica considerada.

Se suposermos, ainda, que o plano secante, que tem a direcgio da tangente invaridvel
Ay, gira em torno desta recta, a cada nova posicdo sua corresponderam outra cénica e
outros focos, situados sempre no plano ASB, sobre a recta mével AC. Assim, o lugar
geométrico produzido por todos estes focos constitui uma nova curva, designada por focal

de Quetelet. Vamos agora encontrar a equagao desta curva, assim como a sua forma.
Recordemos entao que, representando por ¢ o angulo ASK, e por d a distancia AS,
a curva resultante da intersec¢ao entre a superficie conica ¢ o plano secante que passa por

Ay, tem por equagao,
y? cos? 0 = xsen p|dscn 20 — zsen(yp + 20)).°

Uma consequéncia do que foi referido anteriormente, é que o semi-eixo maior. m,
da cénica e a distancia, ¢, de qualquer um dos focos ao centro da mesma podem ser

determinados através das seguintes férmulas:

dsen2c dsen o cos(p + o)
m= ec=
2sen(yp + 20) sen(y + 20)

Logo, designado por 7 o raio vector do ponto F' ao F’, cm coordenadas polares, que
tem por origem o ponto A, por eixo fixo a recta AS, e por angulo varidvel ¢, a equagao da

focal serd a seguinte:

. dsen 20 dsenocos(p + o)
~ 2sen(p + 20) i sen(p + 20)

A prova puramente analitica que esta equacao corresponde a uma Estroféide obliqua é

6 Para provar esta afirmagio, basta considerar na figura 8, y = GR, ou 4> = PR x RQ e x = AR.

Como dos triangulos APR, QCR e ASC resulta que,

sen(yp + 20) dsen 20
RQ=(AC—g)———— e AC= ——
coso @=(4C-=) cosa ¢ sen(yp + 20)’

rsen

PR=

imediatamente se conclui que a equagdo € vélida.
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um procedimento muito extenso e moroso. Assim, aqui vai ser provado o que se pretende,

com base em consideragbes geométricas.

Tracemos, entdo, pelo ponto A a recta AOB, perpendicular a SK, ¢ pelo ponto O
a recta OFE D, paralcla a SB. Desta maneira, tendo em conta o tridngulo AEQ, pode-se

concluir que,

AE _ sen AOE _ coso o EO _senEAO _ cos(p +0)
AO  sen AEO  sen(p+20) AO  sen AEO  sen(p + 20)°

Fazendo AO = dseno, vem

r=AEF EO .

Através desta propriedade caracteristica de Estrofdide (nimeros 25 ¢ 31), deduz-se
imediatamente que o focal é uma curva com aquele nome e com umn né cm O. Esta curva é
ainda tangente a geratriz do cone em A, sccante a csta mesma geratriz em S ¢ que admite
como assimptota SB. Estas caracteristicas podem ser observadas na figura 9, construida
com base na expressao anterior de 7, onde é ficil constatar a construgao dos pontos N’ e

N" M eM" L' ¢ L, ctc, advertindo-se somente que
LO=LL =LL", MO=MM =MM"¢c NO=NN"=NN".

Designando por 2a o comprimento do didmetro AB, a equagao da focal cénica pode

ser escrita como,
acosco acos(p + o)
r= F
sen(p +20)  sen(p + 20)

Quando ¢ = 0, ou quando o cone se transforma num cilindro, a equagao anterior pode

ser transformada noutra, correspondente & Estrofdide recta:

a
sen(¢p)

(1F cosyp)
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d=AS = 11.18033968740805

¢ = 1.500185846432153
MO=hiT=dM = 1.580185845432151
NO=NN'=NN" = 2,123631084770562

LO=LL=LL" = B.347750838346842

Figura 9: Estrofdide

Esta equagao ¢ discrepante em relagdo A primeira, a qual estd escrita no ntimero 24,

apesar de ambas corresponderem & mesma curva. Isto justifica-se pelo facto de nio se

utilizar o mesmo sistema de coordenadas polares.
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IV A Trissectriz de Maclaurin

34.

D4-se o nome de Trissectriz de Maclaurin & curva cuja equagdo polar é

a
= -4 0,
A

e a cartesiana é

z(2? +9%) = a(y? — 32%)

Esta curva é assim denominada por ser uma das curva que se podem utilizar para
resolver o famoso problema da trissecgao do angulo, e por ter sido considerada pela primeira
vez pelo MACLAURIN no scu Treatise of Fluzions (p. 198 del t. I da tradugao francesa de
P. Pesenas). Posteriormente, tem sido objecto de vdrios trabalhos, do qual detacamos os

seguintes:

* SCHOUTE, Sur la construction des courbes unicursales par points et par tangentes,

(Archives Néerlandaises, t. XX, 1885);

* A. LiMA, Sobre uma curva do terceiro grao, (Jornal de Sciencias Mathematicas, t.

V, p. 13);

* LONGCHAMPS, Essai sur la Géomélrie de la Reégle et de I’Equerre, Paris, 1890, p.

102",

35.

Escrevendo a equagao cartesiana do modo seguinte

3
y==x ata ,
a—z

"No documento original estd escrito Essai de la Géométrie de la Régle, etc., Paris, 1890, p. 102.
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\
|
|
\
ve-se facilmente que esta curva tem as seguintes caracateristicas:

* a sua forma é a indicada na figura 10; ‘

* simétrica em relagao ao eixo das abcissas;

* tem uma assimptota AB, cuja equagdo ¢ z = q;

* tem um ponto duplo, O, na origem das coordenadas, na qual as tangentes formam

angulos de +£60° com o eixo mencionado;
* tem um vértice V', cuja distancia & origem O, é determinada pela igualdade x = —3a;

* tem dois pontos N e Nj, cujas coordenadas sao
z=—av3ey==2ayv6/3-09,

onde o valor absoluto de y ¢ maximo.

36.

Da equacao polar da Trissectriz deduz-se um procedimento facil para cosntruir esta
curva. De facto, o primeiro termo da expressdo de p representa os raios vectores p; dos
pontos da recta AB, tendo o ponto O como origem. O segundo membro representa os raios
vectores p; da circunferéncia de raio 2a, com centro no ponto C, cujas coordenadas sao
(2a,0). Logo, a curva proposta pode ser construida tomando, a partir do ponto O, sobre a
recta varidvel M OM,, um segmento OM igual a OM; — OM,, ou p; — py. Isto, determina,

o ponto M, gerador da curva, conforma OM; — OM, varia de posicao.

37.

Uma vez que p = OM; — OM,, temos quc
dp _ dOM; dOM,

df do do
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Figura 10: Trissectriz de Maclaurin

Desta maneira, a subnormal da curva no ponto M(OKj3), é igual a diferenca entre
a subnormal polar da recta AB, no ponto M;(OK}), e a da circunferéncia no ponto
Ms(—OK). Esta igualdade sugere um procedimento muito simples para tragar a normal a

curva no ponto M, que é andlogo ao exposto no numero 4, relativamente a Ciséide.

38.

Na Trissectriz de Maclaurin, o raio da curvatura em qualquer ponto deduz-sc a partir

da seguinte férmula:
R a(1 + 8cos? )2
B 24 cos* ¢ '

j
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segundo a qual, a curva carece de pontos de inflexdo & distancia finita.

l
39.
Dado que

ds =~ VT¥Scorbdy— — ¥, Sadb

cos? 0 cos20v/1+8cos2f +/1+8cos2f '

para determinar o comprimento dos arcos da curva considerada, podemos utilizar a seguinte

a [ de 8a (7 do
°=3 [ 8 Ty [ 8 '
O cos?f 1—§sen29 0 1—§sen29

A primeira parcela desta soma representa o comprimento de umn arco da hipérbole.

férmula,

Assim, aplicando a férmula de Legendre, segundo a qual a rectificacdo da hipérbole depende

dos integrais elipticos de 1* e 2* ordens, vem

/” df 3
o cos28v1 — kZsen?f

9 0
de 1 tg 0v1 — k?sen? 6
= - V1 — k?sen? 6do :
/0 V1 —k?sen? 1—162/0 sen * 1-—k2

8
Fazendo k? = 5 temos que

0 0
s =3da /——dg—-/ \/1—§Sen2()d0+tg0\/1—§sen29
0 8 0 9 9
1—§sen6’

Portanto, o comprimento dos arcos da Trissectriz de Maclaurin depende de um integral

eliptico de 1° espécie e outro de 2° espécie.
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40.

A éarea recorrida pelo raio vector da Trissectriz, quando € varia cntre 6y ¢ 6, é
determinada pela formula seguinte:

2
A= %[tg(ﬁ + 4sen20; — tg by — 4sen 26p] .

Nesta formula é facil constatar que cada um dos termos do segundo membro representa

a area de um certo triangulo rectangulo.

s
Fazendo 8y =0 e 6; = 3 e multiplicando por 2, pode-se concluir que a area limitada

pela parte fechada da curva é igual a 3a?v/3. (MACLAURIN, L. c.)

41.

J4 foi referido anteriormente que a Trissectriz tem este nome dada a sua importancia

na resolugdo do problema da trissec¢do de um angulo. Vejamos como tal se sucede.
Seja VG = a (figura 10). Fazendo FOV = a e FGV = w, obtemos

OF _senFGO —p  senw
0G ~ senGFO °" 20 ~ sen(w — a)’

Mas, como € = 7 — a, a equagao polar da curva pode escrever-se como sendo,

p=- +dacosqa .

COS «x

Eliminando p nas duas dltimas equagoes, resulta a seguinte igualdade,

asen®a — 3sena

t = =tg3a .
gw 3cosa —4cosd o g o

Através desta igualdade pode-se concluir que o angulo FOV ¢ a terga parte do angulo

FGV.
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V As Cubicas Circulares

Ampliagao e resumo do que foi exposto até este momento.

42.

A Cisdide de Diocles e a Obliqua, a Estrofdide, a Concdide de Slusc ¢ a Trissectriz
de Maclaurin, pertencem a uma classe de curvas, denominada por Ciibicas Circulares, que

tém por equagio comum a seguinte:
(az + by)(2® + y®) = P2? + Quy + Ry> + Tz + Uy + V, (3.6)

as quals apresentam uma assimptota real, determinada pela equacgo

Pv? — Qab + Ra®
a2 + b2

ar + by =

e duas assimptotas imaginarias com coeficientes iguais a +i ¢ —i, representando-se pori o

radical v/—1.

Pela equacao anterior, observa-se facilmente que, trocando a direccio dos eixos co-
ordenados, adoptando para novo eixo das ordenadas uma paralela & assimptota real,
desaparecerd o termo que contém o produto by da equacio (3.6), ficando esta equagao

reduzida a seguinte forma,

(z® + y*)z = P2 4+ Quzy + Ryy? + Thw + Uy + V4. (3.7)

1
Agora, considerando a origem das coordenadas no ponto (0, EQl)’ a equagao geral

das Cubicas Circulares poderd representar-se da seguinte forma:

(2* +y*)e = Ae® + Ay’ +2Cz + 2C'y + F. (38)

Esta equacao vai servir de auxilio ao estudo das curvas a que se refere.
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43.

Comecemos por demonstrar que as Cubicas Circulares sdo envolventes de circulos,

cujos centros se situam, mediante os casos, sobre distintas parabolas.
Para isso fixemos a atencdo no circulo cuja equagéo é a scguinte:

22 + 9% = 2(ax + By + ), (3.9)

e encontremos as condigoes que este circulo deve satisfazer, para que seja bitangentc a uma

qualquer curva compreendida na equagao (3.8).

Para resolver este problema adverte-se, em primiero lugar, que os pontos de intersecgao
do circulo com a curva, em particular agora considerada, sao os mesmos, também de

intersec¢fio, do circulo com a cénica, a que corresponde a equagao

2(cx + By + )z — (A2? + A'y* +2C2 +2C"y + F) = 0. (3.10)

Mas, para quc o circulo resulte bitangente & cibica (3.8), devem reunir-se cm cada
ponto de contacto dois pontos de intersec¢ao do mesmo circulo com a cénica, e portanto,
devem ser também bitangentes o circulo e a cénica de que se trata. Investiguemos, entéo,

as condicoes necessarias para que tal sc verifique.

Para isso, designemos por h um parametro arbitrario e tomemos a equagio

(A)
2az+Py+7)x — (Ax? + Ay?* +2Cx +2C"y + F) — h(2? +y* — 202 — 20y —27) =0 ,
a qual representa todas as conicas que passam pelos pontos de intersecgao do circulo (3.9)
com a coénica (3.10).

Para que as duas curvas, (3.9) e (3.10), sejam bitangentes é necessdrio que a equagio

(A) represente duas rectas coincidentes uma com a outra, ou que o primeiro membro da
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equagao se resolva numn quadrado perfeito da forma (K z+ Ly+M)?2. Para que isto aconteca,

necessita-se, também, que se verifique as seguintes condigoes:

§
K?=20—-A-h
L? = —(A + h);
M? = 2hy — F;
(B
KM =~v4+hoa—-C;
LM =h5-C"

\

Em relacao as expressOes anteriores, as trés primeiras servem para determinar os
valores de K, L, ¢ M. Da quarta e sexta expressoes, por eliminacido de K, L, e M, com o
auxilio das trés primeiras, e , da quinta, por eliminagao das mesmas quantidades, valendo-
sc para isso da quarta e scxta expressocs, em unido com a segunda, obtém-se as seguintes
relagoes:

f?=—(20— A—h)(A" +h),
(h3 —C")? = —(A' + h)(2hy — F), (3.11)
B(hfB - C") = —(A"+ h)(v + ha — C),

como expressao das condicoes de bitangéncia do circulo e da ctibica considerada.

Da primeira e da segunda destas trés equagdes, deduz-se imediatamente que,

o-tarn- 2 (3.12)
= - 1) — .
2 2(A"+ h)
e
1 (h3 — C")?
=— |F——L 1. 3.13
7= 5n [ A"+ h (3.13)
Substituindo na dltima equagdo, os valores de « e v agora encontrados, vem
C” F h
-+ — —(C+—=(A+h) =0, 3.14
2h(A"+ h) * 2h * 2( ) (3.14)

que ¢ equivalente a,

R (A+h)(A +h)+ F(A 4+ h) —=2Ch(A' + h) —C? = 0. (3.15)
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Desta equagao, deduz-se em geral, quatro valores para h, os quais quando substituidos
sucessivamente em (3.12) ¢ (3.13), determinardo os valores de « e 7, que figuram na
equagdo do circulo (3.9), para que este seja bitangente a cibica considerada, permanecendo

arbitraria a constante J3.

Daqui, podemos concluir que, ezistem, em geral, quatro séries de circulos, bitangentes

a cibica circular considerada, cada uma das quais é envolvente a mesma cibica.

Mais, como « e f representam as coordenadas do centro do circulo (3.9), a partir da
equagdo (3.12) pode-se concluir que os centros dos circulos de cada série estao situados

sobre uma mesma pardbola.

A anélise anterior pede modificacdo quando zero é raiz da equagao (3.15), ou quando

FA' = C™. Das equagdes (3.11) deduz entdo as seguintes:

1, A,
T T oA
pC" = A'(y - C);

FA =(C".

A primeira das quais determina o lugar geométrico dos centros de uma série de circulos,

bitangentes a cubica, a que estes mesmos circulos se referem, sendo a segunda o valor de

Y-

Quando — A’ é raiz da equagédo (3.15), ou quando C’ = 0, a andlise precedente também

pede modificagao, deduzindo-se entao das equagoes (B), os seguintes resultados:

B=0e(2a-A+A)2Ay+ F)=—(y—C - Aa)

O primeiro resultado expressa que, neste caso, os circulos bitangentes da série tém
os seus centros sobre o eixo das abcissas, reduzindo-se a pardbola a duas rectas. ambas
coincidentes com o mesmo e¢ixo. O segundo resultado determina o valor de v, o qual

depende dos raios dos circulos.
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44.

Substituindo na equagéo (3.9), v pelo seu valor, determinado na equacio (3.13), a

equacao dos ciculos bitangentes & ctbica considerada serd a seguinte:

2 10 — 0w — 28y — L |p_ WB=C)*] _
¢+ Yy — 202 — 28y . F Y =0 ,

ou, tendo em conta a equagao (3.12), vem

20"  F C”?

Wyt —2aw 2y — 2L LT
vy e = Ay e T R T R

—h[2a = (A+h)] =0, (3.16)

com a condi¢do de h ndo ser igual a zero, nem igual a — A’

Se nalgum caso h tomar o valor zero, a equagao dos circulos bitangentes, deduz-se da
equacao (3.9),
2 +y* =20z + By +7) .

e da condigdo que sc encontra na pagina anterior, C' = A'(y — C), por eliminacéo de 7,

sendo:
20"

x2+y2—2aw—2[3y:20+ﬁA/.

(3.17)

Convém ndo esquecer que em todos os casos, nestas equagoes « e [ representam
quantidades, positivas ou negativas, que satisfazem a equagao (3.12), e que h é uma raiz

da equacéo (3.15).

45.

Todos os circulos (3.16) correspondentes a umna mesma raiz da equacéo (3.15), diferente

de 0 e de —A’, intersectam ortogonalmente o circulo, determinado pela seguinte expressao:

20"y F c”
r_o_ ¢ ) = 1
Tt X g ey AR =0, (3.18)

X2+Y2+
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sempre que nao seja nulo o raio deste dltimo circulo. Facilinente se comprova o que foi
referido anteriormente, recorrendo as derivadas 4 de y e Y’ de Y e substituindo-as na

expressao condicional ¥'Y’ + 1 = 0, tendo em conta as equagoes (3.16) e (3.18).

Como a equagao (3.18) nao depende de @ nem de 3, conclui-se que o circulo a que
se refere e representa é constante em relagao a todos os circulos (3.16), cujos centros
correspondem a uma das parabolas compreendidas na equagéo (3.12). Deduz-se do mesmo
modo e com igual facilidade que os circulos (3.17) intersectam também ortogonalmente o

circulo representado pela equacao:

s oy 20
X 4+Y 4 SRy 420 =0, (3.19)

Logo, todos os circulos bitangentes a cubica circular (3.8), que tém os seus centros

sobre a mesma pardbola (3.12), intersectam ortogonalmente um circulo fizo.

46.

Substituindo na equagao

Ke+Ly+M=0 ,

K, L, e M pelos seus valores, dados pelas segunda, quarta e sexta equagoes de (B), deduz

a seguinte:

Bz — (A +Rhy+hf—C' =0

a qual representa a recta, definida pelos dois pontos de contacto do circulo bitangente com

a cubica e correspondentes valores determinados de h e 3.

A partir desta equagéo, vem ainda a seguinte proposicio: todas as rectas que passam

pelos dois pontos de contacto dos circulos bitangentes a cibica, e pertencentes a mesma
Cl
A+ h

s€rie, intersectam-se num ponto fixo, que tem por coordenadas —h e —
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47.

Transferindo a origem das coordenadas para o centro do circulo (3.18), para o qual é

necessario que seja

2Cvl
x:x’—2hey:y’—A,—+—h,
assim, a equagdo (3.16) transforma-se na seguinte:
0 9 , Y/ F I
P4y —dht’ - 203 — ——¢ — 20y — —+ ———— +ha+h(A+h) =0 .
 +y ' = 200 ~ oy By h+h(A’+h)+ a+ h(A+h)

Aplicando ao circulo representado por esta equacio a tranformacao por raios reciprocos,
vem que
oy . /
' A/.Ll ; l\yl F C

T I%+y%ay .’E%—f—y%’ A +h(Al+h)+ 1+ ( + L),

portanto,

4C" F C’

T = Ahay = 2000 — ey = 200 = 4 s

+ha+h(A+h)=0 .

Esta equagao coincide com aquela que se pretendia transformar.

Utilizando um cdleulo andlogo, aplicado as equagoes (3.17) e (3.19), chegaremos a

mesma, conclusao.

Logo, os circulos de que é envolvente a ciibica circular (3.8) ndo experimentam al-
teragao alguma, nem téo pouco, em consequéncia, a mesma ciibica, quando esta se trans-
forma por raios reciprocos, tomando por centros de transformacao os centros dos circulos
representados pela equagdo (3.18), ou pelas equagies (3.18) e (3.19), quado zero € raiz da
equagdo (8.15). Daqui resulta que as Ciibicas Circulares sdo analagmdticas, nome que se dé

a todas as curvas que coincidem com alguma das suas transformadas por raios reciprocos.



V. AS CUBICAS CIRCULARES 117

48.

PLUCKER designou por focos de uma curva, os pontos pelos quais se podem tracar
tangentes a cla, cujos coeficientes angulares sejam 7 e —i. Quando uma dessas tangentes,
ou as duas, tocam a curva no infinito, designa-se por singular o foco correspondente,
aplicando-se o qualificativo de ordindrios aos focos de onde partem tangentes, cujos pontos

de contacto com a curva se encontram situados a distancias finitas dos mesmos.

Na Geometria Analitica estabelecem-se regras gerais para determinar o ndmero de
focos de cada espécie. Este ntimero depende da classe da curva, que, tratando-se das
Cubicas Circulares, € igual a seis, quando néo possuem nenhum ponto duplo, quatre quando
tém um ponto duplo e trés quando tém um ponto de retrocesso. No primeiro caso, o nimero
de focos ordindrios ¢ igual a dezasseis, quatro dos quais sdo reais. No segundo caso, o
numero de focos ordindrios € igual a quatro, sendo dois reais. No dltimo caso, existe um

foco ordindrio real.

Para demonstrar do modo menos complicado possivel esta tao interessante proposicao,
recordemos (SALMON, Higher Curves planes, 3* ed., nimero 67) que, em termos gerais, a
classe n, de uma curva plana algébrica, se encontra determinada pela seguinte férmula de

PLUCKER, cujo fundamento vai ser exposto como nota complementar desta obra:

n=m(m-1)—-25—3v ,

sendo, m o grau ou ordem da curva, ¢ ¢ o nimero dos seus nds ¢ v ¢ o ntnero dos scus
pontos de retrocesso. Em particular, nas cibicas, m sera igual a 3 e, portanto, n = 6, sc a
ctbica ndo possuir nenhum ponto duplo (§ =0 e v = 0), ou n = 4, se a cubica possuir um
ponto duplo (§ = 1 e v = 0), ou ainda n = 3, se a cibica possuir um ponto de retrocesso

(0=0ev=1).
Pode ainda verificar-se que, se se substituir na equacdo de uma curva C,

Y1 1
(a)yz—ea;: )
I A
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esta curva transforma-sc noutra, C’, cujos nds ¢ pontos de retrocesso sao os pontos em que

se transformam os de igual nome da primeira, e que serd, portanto, da mesma classe.

Das equagoes («), deduz-se que:

e . dy . dy
Segundo esta tltima equacéo, dz. tera tantos valores no ponto (z1,y;), como tem ——
T1 T

dy
no ponto (z,y), com a particularidade, ainda, de que se neste ponto a derivada d—/ admitir
x

d
valores iguais, também d—yl admitird no ponto (zy,y1).
T

De modo andlogo, se na equagao das rectas

Y=iX+A4,
fizermos,
Y; 1
Y =—c X =_—_

aquelas rectas vao transformar-se noutras, determinadas pela equacéo Y; =i+ AX;, e que
passam pelo ponto (0,7). Tendo em conta as relagdes (@), (3) e (7), a equacdo da tangente

a curva C, no ponto (z,y), que é a seguinte

dy
Y —y=2(X—-1z) ,
y dl,( )
transforma-se na equacao
dy,
Yi—y=2(X{— 2z
1Y d:cl( 1 11) ’

da tangente a curva C' no ponto (71,y;). Daqui podemos concluir que, as tangentes
& primeira curva, cujo coeficiente angular é igual a 7, transformam-sc nas tangentes da
segunda curva, dirigidas pelo mencionado ponto (0,7). No entanto, o ndmero de tangentes

a curva C’, que passam pelo ponto (0,1) é igual a:
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* 1 quando o ponto (0,7) ndo pertence a curva,
* n.— 1 quando o ponto (0,4) coincide com um ponto ordindrio da curva;
* 1. — 2 quando o ponto (0,%) coincide com um ponto duplo da curva,
* etc.
Portanto, o numero de tangentes a C, de coeficiente angular ¢, serd também igual a n
no primeiro caso, 7 — 1 no segundo , n — 2 no terceiro, etc.
Aplicando depois disto, a transformacéo («) a equagéo das Cibicas Circulares, vem
Fzd + A'yizy + 2Cy 122 + 2022 + Az = 14 32
Através desta equagdo, é possivel observar-se que o ponto (0,4) é um ponto ordindrio
da curva que representa.

Logo, o nimero de tangentes a cubica circular, comn coeficiente angular igual a ¢ ¢
n — 1, sendo n, como no caso geral, a classe da cibica considerada. No entanto, como uma
destas tangentes deve coincidir com a assimptota, de coeficiente angular 7, que, segundo ja
se viu no numero 42, possul a curva, o nimero das mesmas, com coeficiente angular 7, e

pontos de contacto a distancia finita, se reduz a n — 2.

Da mesma maneira, conclui-se que n — 2 é o ndmero de tangentes & cibica circular,

com os pontos de contacto a distancia finita, quando o coeficiente angular é —i.

As tangentes do primeiro grupo intersectam as tangentes do scgundo grupo em (n—2)?
pontos, 0s quais sao precisamente os focos ordindrios da cubica circulur a que n refere,

sendo 16, 4 ou 1, conforme seja n igual a 6, 4 ou 3.

Dos focos a que nos referimos serdo reais os que resultarem da intersecgio de cada

tangente do primeiro grupo com a sua conjugada do segundo grupo, sendo:

* quatro quando a curva carece de pontos duplos;
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* dois quando a curva possui um nd;
* um quando a curva apresenta um ponto de retrocesso.
Os focos singulares reais resultam da interseccio das assimptotas conjugadas, ou

susceptivels de permutagao pela troca de ¢ por —i. Mantendo referéncia & equacéo (3.8),

estas assimptotas tém por equagao,
. 1 /
y==zxijx—-(A-A) ,
2
sendo definido o foco singular real pelas coordenadas,

B(A - A’),O]

49.

49Dcpois de tudo o que foi referido anteriormente, vamos determinar os focos or-

dindrios das Cudbicas Circulares.

Se z1 e y representam as coordenadas de um desses focos, as rectas de equacses,
y—yi =iz —z1) ey -y = —i(xr —ay),

serao tangentes & curva. Logo, o circulo imaginério

(@—21)’+(y—y) =0,

que compreende as duas, deve ser bitangente a mesma curva, em consequéncia, estard
compreendido também entre os circulos representados pela equacao (3.16), quando zero

nao ¢ raiz da equagao (3.15), ou pelas equagoes (3.16) ¢ (3.17), quando zero ¢ raiz.

No primeiro caso, e de modo andlogo pode tratar-se o segundo caso, da identidade

2C" F cr”
p ~2ha— —+ ———<+h(A+h) Z(w—wl)2+(y—yl)2 )

2 2_2 ,_2 _ e
YAy 2ew =20y - R
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deduz-se que
T =acy =p,

e também,

QC/yl F 0/2
2, 2 9 -
7 +yi + Y + 2hzy + T

—h(A+h)=0 .

Comparando esta equagio com a equagao (3.18), conclui-se que os focos estao situados
sobre as circunferéncias dos circulos representados pela ultima equagao. Logo. os pontos
de interseccio de cada uma das pardbolas representadas pela equagdo (3.12), com o circulo
correspondente por (8.18), séo os focos ordindrios da curva. Este teorema foi descoberto

por HART, o qual pode ser visto em SALMON (Higher planes curves, 3* ed., n°168 ¢ 271).

50.

Anteriormente vimos que, quando h = — A’ é raiz da equacéo (3.15), uma das parabolas
(3.12) reduz-se a duas rectas, ambas coincidentes com o eixo das abcissas, sobre a qual

podem existir focos que passamos a determinar.

Adverte-se para isso que, se o ponto (z1,0) fosse um foco da curva circular (3.8), cada

recta determinada pela equagao
y==xi(z —x1) ,
devia representar uma tangente a esta curva, a qual intersectaria, em consequéncia, em

dois pontos coincidentes. Como os valores de x nos pontos de intersecgao destas rectas

com a cubica se encontram definidos pela equagao

(22, — A+ AN2? — (22 4+ 242, + Q)z + A2 - F =0 |

cujas raizes hao-de ser iguais, resulta a seguinte equagao

z] — A2} + (2C + 4AA )22 + (8F + AC Az + C* + 4F (A" - A) = 0. (3.20)
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Esta equagao serve para determinar o valor de z1 e mostra que sobre o eixo das abcissas

existem neste caso, em regra geral, quatro focos.

ol.

Tratemos agora especialmente das Ciibicas Circulares unicursais. Estas curvas, como
ja € sabido, possuem um ponto duplo que, tomado como a origem das coordenadas, permite

reduzir sempre a equagdo (3.7) & forma,

z(2* + ) = Por® + Quzy + Roy?. (3.21)

. . 1
Se depois considerarmos a origem das coordenadas como sendo o ponto (0, §Q2 , a

ultima equagéo reduz-se a forma (3.8), na qual
i 1 2 1 1 2
A= PQ, A= RQ, 2C = ZQZ’ 2C" = R2Q2 e F = ZRQQT

Aplicando isto a equacio (3.15), na determinagdo de h, obtém-se a seguinte:

1
h4+h3(P2+R2)+h2 (PQHQ et ZQ§> = 0

Daqui pode-se inferir que, neste caso, pelo menos duas das séries de circulos, conside-

radas no numero 43, e de que a curva é envolvente, coincidem.

Adverte-se ainda que os circulos que passam pelo ponto duplo da curva e que sdo
tangentes a mesma curva noutros pontos, tém quatro pontos comuns com a ctibica, reunidos
em dois. Desta maneira, a anélise do nimero 43 determina, ndo sé os circulos bitangentes.
mas também os tangentes, que passam pelo ponto duplo. Logo, a curva é, no caso de que
se trata, envolvente de trés séries de circulos, em geral, bitangentes quando nao passam

pelo ponto duplo, ¢ nada mais do que tangentes quando passam por esse ponto.

Se a cubica considerada tem um ponto de retrocesso, as séries de circulos, a que

vimos a referir-nos, reduzem-se a duas. Pois derivando duas vezes, em relacdo a z, a
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equacao (3.21) e fazendo x = 0 e y = 0, os valorcs de ' na origem das coordenadas, séo
representados pela expressdo,

,_ —Qt VE AR,
Yo 2R,

Logo, as duas tangentes & curva neste ponto coincidem uma com a outra, ¢ o ponto
serd de retrocesso, se

(2% — 4P2R2

Neste caso, a equagdo que determina os valores de h terd trés raizes iguais a zero.

52.

O método exposto no nimero 49 para determinar os focos das Ciibicas Circulares, é
sempre aplicdvel as curva com este nome, sendo ou ndo unicursats. Mas, no caso de o
serem, deduzem-se da sua aplicagho solugbes estranhas, ou pseudofocos, que é necesséario
excluir. Sendo assim, pode afirmar-se que o método citado, serve nao sé para determinar os
focos propriamente ditos, como também os pontos pelos quais se pode tragar uma tangente
& curva, cujo coeficiente seja igual a 4 ou —i ¢, ainda outra recta que passe pelo ponto duplo,
cujo coeficiente angular estd respectivamente representado por —¢ ou por ¢. De facto, csta
ultimas rectas tém dois pontos comuns com a curva, reunidos num, como os tangentes,
cujos coeficientes angulares sejam —i e 4. Isto constitui o fundamento do método referido.
Logo, se z’ e ¥ representam as coordenadas do ponto duplo, o ponto (z1,y1), determinado
pelo método referido. nao serd foco quando, sendo diferente de (2, y'), resulte situado sobre

qualquer das rectas de equagoes

que passam pelo ponto duplo. e tém por coeficientes angulares ¢ ¢ —¢, mas que nao podem
ser tangentes & curva, porque se fossem teriam quatro pontos em comum com ela. O que

¢ um absurdo!
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Como pelo ponto duplo nao se pode tracar rectas que sejam tangentes & curva num
ponto diferentes deste, j& que tais rectas teriam mais de trés pontos comuns com a curva.

conclui-se tamhém que, aquele ponto sé terd o nome de foco quando as tangentes, neste

ponto, tenham por coeficientes 7 ¢ —i.

53.

Para aplicar as doutrinas acabadas de expér, consideremos, em primeiro lugar, a

Estrofdide recta, que tem por equagao (Nimero 23)
(@ + 9 = a(e? ~ 4?)
A partir desta equagao e tendo em conta a equacio (3.8), deduz-se que,
A=a, A =—-a,C=0,C"=0e F=0.
Substituindo estes valores na equacao (3.15), vem que
h=0,h=aeh=—a.

A primeira solugao corresponde a pardbola

e os circulos, dados pelas férmulas (3.17) e (3.19),
(z—a)+y—-P)=a®+32eX2+Y2=0.

A curva, neste caso, é envolvente aos circulos, cujos centros coincidem com a parabola,

representados pela primeira destas equagdes. Nenhum foco corresponde & intersecgdo da
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parédbola com o circulo X2 + Y2 = 0, porque este circulo equivale a duas rectas ¥ = +1.X,

que passam pelo ponto duplo da curva.

A solugdo h = —a corresponde a parabola
2

.
4a

e, os circulos
2 +y?—2ar— 20y +2aax=0e X2+ Y2 - 2aX =0.

A curva, como acontece no caso anterior, é envolvente aos circulos representados pela
primeira destas duas equagoes, cujos centros descrevem a parabola. Verifica-se, ainda, que
esta parabola e o circulo a que corresponde a ultima equagao intersectam-se nos pontos
(0,0) e (—2a,+2ai+/2). O primeiro destes dois pontos é duplo ¢ nio pode ser foco, sendo

os outros dois focos imaginarios da curva.

A solugéo h = a corresponde a recta 3 = 0, o que faz com quc os focos se situem sobre
a linha de equacao

i + dazd — 4’22 =0 .
Da qual se deduz que as coordenadas dos focos reais da Estroféide sao

(—2a(1 + v2),0) .

Como segunda aplicagao, consideremos a Cisdide de Diocles,

(z* + y*)z = 2ay° .

A partir da equagéo (3.15), pode-se dizer que os valores de h sio:

h=0eh=—2a.
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Ao primeiro correspode a pardbola

e os circulos
(@—a)P+(y—BP =+ e X2+Y2=

sendo a cibica, agora considerada, envolvente do sistema de circulos pela primeira destas

duas equagoes representadas.

Da intersec¢ao da pargbola com o circulo X2 +Y? =0, néo resultam focos, porque o

circulo equivale a duas rectas Y = +iX » que passam pela origem.
Por outro lado, sc h = —2a, temos que @ = 0 e os focos resultam determinados pela
equagao,

4 3 _
z; —8az; =0 ,

segundo a qual, a curva possui um foco no ponto (8a,0).

54.

Continuando o estudo das Ciibicas Circulares unicursats, demonstremos agora que
estas curvas pertencem a classe das Cisdides (nimero 17), e que, portanto, podem obter-se
por intermédio da construcéo indicada no mesmo nimero, para obter as ciséides em geral,

substituindo a cénica por um simples circulo.
Representemos por C (figura 11) o centro da circunferéncia que tem por equacio

$2+'y2+(R2—P2).’L'—Q2y:O

?

e seja, KL uma recta fixa, definida pela equacdo z = — Ry, ¢ OD outra recta, mével, que

passa pelo ponto O, origem das coordenadas. Se considerarmos ainda o ponto M , de modo




que OM seja igual a ED, entdo o lugar geométrico das diferentes posicoes de M, quando

a recta OD varia, girando em redor de O, ser4 a cibica representada pela equagéo (3.21).
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Figura 11: Cubicas Circulares unicursais

De facto, se p; = OD, ps = OF e p = OM e representando por ¢ o angulo de MO

com o eixo das abcissas, vem

p=p1—p2, p1+ (R — Ps)cost — Qasenf =0 ¢ pycosf = —R,.

Eliminando p; e py nestas equagdes e tendo em conta que, * = pcosf e y = pscnb,

obtém-se a equacao (3.21) das Cibicas Circulares unicursais.

A forma da curva resultante depende da posicao da recta fixa K L. Repetindo, a titulo

de exemplo, o0 ja exposto nos termos gerais a tratar das Cisdides no numero 17, advertimos
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qu se aqucla recta intersecta a circunferéncia ODA, a curva possuird um ponto duplo em
O, e as tangentes & curva neste ponto passaram pelos pontos de interseccao de K L com a
circunferéncia. A qual serd uma Estrofdide, se K I passar pelo centro C da circunferéncia,
ou semelhante & Estroféide, na forma, em qualquer outro caso. Se a recta KL é tangente
a circunferéneia, as interscegoes de K L coincidem, e a curva possul um ponto de retrocesso
em O, que ¢ o caso da Ciséide. Mas se a recta K L nio intersectar a circunferéncia nem for
tangente, O serd, certamente, um ponto da curva, sendo imagindria em redor deste ponto.

Assim, o ponto O serd entdo um ponto isolado da curva resultante.

Adverte-sc ainda que, dado que

dp _dOD dOE
o~ do  do

o método explicado anteriormente para tracar as tangentes a Cisoide, & Estroféide e a

Trisscetriz de Maclaurin é aplicdvel a todas as Ctibicas Circulares unicursais.

995.

A rectificagio das curvas que estamos a considerar, depende geralmente de integrais
elipticos, como veremos em seguida.

Fazendo y = tx, na equagéo (3.21) da curva, vem

F() Q)
2r1 YT e

r =

sendo F(t) = Py + Qot + Ryt?.

Daqui deduz-sc que,

ds*  da® + dy? _ PP - 2AF@)F'(t) + (1 + ) [F'(t)]?

dr? di? (12 4+1)?

Na expressao de ds entra a raiz de um polinémio de quarto grau relativamente a ¢ e,
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portanto, o valor de s depende dos integrais elipticos, que no caso da Estroféide recta ¢ no

caso da Trissectriz de Maclaurin foram ja reduzidos a integrais normais de Legendre.

2

. S " .
No caso particular do numerador de —— admitir como factor um polinémio de grau
dt
dois, relativamente a ¢, que seja quadrado perfeito, obtém-se s através de fungoes elemen-

tares, conforme foi visto no caso da Cisdide.

56.

Terminaremos assim, mencionando dois trabalhos interessantes relativamente as cibicas
unicursais circulares. No trabalho de LONGCHAMPS, apresentado a Association Frangaise
pour I’Avancement des Sciences, nos Congressos de Grenoble (1885), demonstra-sc que as
tangentes & circunferéncia DAO, no ponto D, e a cubica no ponto M, intersectam a recta
KL, em dois pontos equidistantes de E. No trabalho de Nancy (1886) é proposto um
método para construir os pontos de inflexdo das cibicas unicursais circulares rectas. No

numero 5 foi considerado o caso particular do teorema anterior correspondente a Ciséide.
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Capitulo 4

Cubicas Notaveis - Continuacao

I O Folium de Descartes

57.

Dé-se o nome de Folium, ou folha de Descartes, a curva cuja equagao, em coordenadas

cartesianas, é

23 — 3azy +y° = 0. (4.1)

Descarte fol o primeiro geémetra a falar nesta curva, em duas cartas enviadas ao
Padre Mersenne, a 18 de Janeiro e a 23 de Agosto de 1638 (OQeuvres, ed. V. Cousin, 1824,
t. VII, p.11). Na primeira carta, Descartes desafiava Fermat a encontrar as tangentes a
esta curva, utilizando o seu método, a segunda carta continha a exposi¢ao da solugao do

problema proposto.

Outros gedmetras dedicaram-se ao estudo desta curva, tais como:

* ROBERVAL, quc lhe deu o nome de galand (antigo vocébulo francés, sinénimo de no

131
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de fita') ou flor de jasmim;

* FERMAT, numa carta também dirigida ao Padre Mersenne, a qual foi publicada no

Journal de Mathématiques Spéciales, 1883, p.16, determinou as tangentes por dois

métodos distintos;

* JUAN BERNOULLI (Opera omnia, t. III, p. 403), determinou a posicio da sua

assimptota e os valores das dreas;

* Marqués de L’HOPITAL, numa carta a Huygens, em 1693, a propésito do tltimo

destes problemas;

* MACLAURIN, no scu Treatise of Fluzions (p. 198 do volume I da traducio francesa :

de P. Pesenas), comparou-a com a trissectriz, considerada no ntimero 34,

* etc.

58.

Como a equagao do Folium nao se altera quando se troca z por Yy ¢ y por x, resulta
que a bissectriz do angulo dos eixos coordenados ¢ um eixo de simetria da curva, Convém,
pois, efectuar a troca daqucles eixos, tomando a bissectriz como novo cixo das abcissas.

Para o qual servem as férmulas,

X Y
== ——
V2 V2
€
X Y
y= "=+

V2 V2

que transformam a primeira equagao da curva na seguinte:

X?%(3a — V2X)

- 3(a +v2X)

!No documento original ests escrito noeud de ruband.
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Considerando esta equagao, facilmente se conclui que a curva apresenta as seguintes

caracteristicas:

* tem a forma indicada na figura 12;
* um ponto duplo em O;

a
* uma assimptota que é a recta DL de equagdo X = 0D = _ﬁ;

e i < - 3a
* a distancia do vértice A a origem ¢ igual a —.

V2

N T

o
-
-
e
.-
-
.

semmmunenman

Figura 12: Folium de Descartes
Fazendo, agora, Y’ = 0 na equacgao

2YY'(a + V2X) +V2Y? = X(2a — V2X) ,
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e seguidamente, eliminando Y através da equacao da curva, resulta

X =+ay/=
2
Ao primeiro destecs valores de X correspondem os pontos B’ e B”, cuja ordenada Y é

um maximo absoluto. Ao segundo valor de X correspodem valores imaginarios de Y.

Se na equagao anterior substituirmos Y pelo seu valor cm X e fazendo depois X = 0,
resultard Y’ = £1. Isto prova que as tangentes & curva, no ponto duplo O, formam
angulos de 45° e —45° com o eixo da mesma curva, coincidindo, portanto, com os eixos

das coordenadas referidos no ntimero 57.

Roverbal foi o primeiro geémetra que procurou definir a forma do Folium de Descartes.
Mas, conforme adverte P. TANNERY (Intermédiare des Mathématiciens, t. IV, p. 126),
nem ele nem Descartes deixaram de ver que a curva se estende até ao infinito. Esta
circunstancia foi notada também por JUAN BERNOULLI, ndo sabemos se antcs dos outros

gedmetras, o qual determinou ainda a sua assimptota real.

59.

A equagio do Folium, em coordenadas polares, é a seguinte:

3a(2cos?f — 1)
V2(3 cost) — 2cos® §)

De maneira a obter-se um procedimento simples para construir a curva, podemos

escrever a equagao anterior do modo seguinte:

b b
cos (260089  cos 6)

8 —2bcos @
cosf

donde vem que b =

3a
Nk
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: A o 1 .
| Tracemos uma circunferéncia de centro C (figura 12) e raio igual a Eb. De scguida,
tracemos uma tangente a esta circunferéncia no ponto A e uma recta variavel OS. Assim,
tomando sobre esta recta o segmento BU, igual a BS, e representando por ¢ o angulo

SOA, pode-se concluir que,

0S = e OB = bcos?.

cos
Em consequéncia,

OU = 0B~ (0S — OB) = 2bcos — b

cosf '’

0S+US=05+2(0S~-0B)= 3 — 2bcosf .
cosd
Logo,
_ 0S-0U
P=05+US -

Para construir o ponto M da curva, contido na recta OS, basta construir uma quarta

proporcional as trés rectas OS, OU ¢ OS + US.

60.

A cada Folium de Descartes corresponde uma Trissectriz de Maclaurin, cujas orde-

nadas possuem com as do Folium a relacdo constante de v/3 para 1. (MACLAURIN, L

c.)

De facto, se na equagdo (nimero 35) da Trissectriz,

3&1+X

2 2
=X ,
y al—X

fizermos

ap = —

a
\/§ ’
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deduz-se que
2 X%(3a—2X)
a+v2X

Mais, comparando esta equagdo com a da Folium, anteriormente considerada, conclui-

se também que

Y o1
—2=—ouy:\/§Y.
Yy 3

O Folium e a Trissectriz, que acabamos de considerar, possuem a mesma assimptota

e 0 mesmo cixo, scndo ainda a subnormal da segunda o triplo da subnormal da primeira.

61.

O Folium de Descartes é uma curva unicursal. Fazendo na equacio (4.1) y = tz,

obtém-se as férmulas que dao os valores de z e y em funcdo do pardmetro ¢:

3at 3at?
Tr = ey = .
1+ YT 14

A partir destas formulas vé-se, como no nimero 32, que os valores de £, nos pontos
em que a recta, cuja equacao €

ur +vy =1,
intersecta o Folium, satisfazem a condicéo
titoty = —1
Se a recta passa por um pouto de inflexdo da curva, neste ponto teremos t; = ty = t3.
Em consequéncia, ¢} + 1 = 0. Através desta equacio determina-se trés valores distintos

para {1, aos quais correspondem trés pontos de inflexdo: um real e dois imagindrios, todos

situados no infinito.
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62.

Para determinar a area limitada por um arco do Folium, pelo eixo da curva e pelas
paralelas ao cixo das ordenadas que passam pelos pontos cujas abcissas sao X e X,

utilizaremos a expressao

—v2X
3o - V2X o
A partir desta expressao, fazendo
3a —V2X _
a+Vv2X ’
e integrando, resulta que
4a? 23 z3

A== - ,
V3 L +21)? (1+2)

representando por z e z; os valores de z nos pontos cujas abcissas sao Xy ¢ Xj.

3
Se Xo=0e X; = 7(12 e, portanto, zp = v/3 e z; = 0, multiplicando o resultado obtido

por 2, determinar-se-4 o valor da érea A, limitada pela parte fechada da curva,
_ 3a’?

A=

Ainda, fazendo Xo = 0 e X; = —%, logo zg = V3 € z; = oo e multiplicando o

resultado obtido por 2, observar-se-4 que o valor da drea compreendida entre a curva e a
2

. y . a
sua assimptota é também igual a T

63.

Partindo da equagao (4.1), obtém-se também facilmente a drea B, limitada por um
arco do Folium, por uma das tangentes & curva, no ponto duplo O e por duas paralelas a

outra.

2
z

Fazendo para isso, y = — na equacfo (4.1}, vem que
U

2
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2%+ u® = 3aut e 2uidy + 22dg — 4audu.
pelo que,

2 1 1 4 1 1 2
/yd:ﬂ = /%(]T = /(4(mdu — 27L3d?l,) = 2au? — §u4 = 2ai 2T Ty + —aw— )

Assim, representando POI' Zo ¢ Yo ¢ Ty ¢ yy as coordenadas das extremidades do arco

considerado, resulta que

1 1 (22 2
B="2(r _ iy 120
z(llyl ToYo) + 5@ (3/1 yo)

Este resultado foi obtido por JUAN BERNOULLT (L ¢.)

(L c.).

e por Marqués de L’HOPITAL
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I A Anguinea de Newton

64.

Newton, na sua Enumeratio linearum tertii ordinis, publicada cm 1701, dcu o nome

de Anguinea, ou serpentina, & curva que tem por equagao

22y +aby —a®2 =0 |

curva que constitul uma das setenta e duas espécies de cubicas que o grande gedmetra

enumera neste seu célebre trabalho.

Figura 13: A Anguinea de Newton, quando a ¢ b possuem o mesmo sinal

Para a estudarmos, vamos supor primeiramente que a e b possuem o mesmo sinal.
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Escrevendo entao a equagao da seguinte maneira,

(12.’76’

y:x2+ab

7

e tendo, tambéin, em conta a igualdade

, _ a*(ab—a?)
v= (22 4+ ab)?

facilmente se conclui que a curva (figura 13) apresenta as seguintes caracteristicas:

* passa pela origem das coordenadas;
* existe indefinidamente no sentido das abcissas positivas e negativas;
* O é um centro;

* as suas ordenadas adquirem um valor mdzimo e outro minimo nos pontos A ¢ B,

correspondentes as abcissas © = vab e x = —Vab;

* 0 eixo das abcissas é uma sua assimptota.

A igualdade
y  20%(x? — 3ab)x
(22 + ab)3

mostra que sao pontos de inflexdo da curva a origem O das coordenadas e aqueles outros
—a
8b

curva é paralela a hipotenusa do tridngulo rectangulo que tem por vértices a origem das

cujas abcissas sao iguais a +v3ab ¢ —v3ab. No primeiro 3y’ = , € a tangente a

coordenadas e os pontos (0,a) ¢ (8b,0).

65.

Da equagio da tangente a curva no pouto (xz,y),

Y—y:%@—w) :
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resulta, fazendo X = 0,

A partir desta férmula pode-se construir o ponto em que a tangente intersecta o eixo

das ordenadas, e consequentemente a tangente.

66.

A expressao do raio da curvatura é
N3atz?

k= 2(z? — 3ab)y® ’

representando por N o comprimento da normal & curva no ponto (z,y).

67.

A érea A, limitada pela curva, pelo eixo das abcissas e por uma recta paralela ao eixo

das ordenadas, tem por expressao

@ a? x%+4ab
A= dr = — 1
[ vis= s

Em particular, a drea A,, limitada pela curva, pelo eixo das abcissas e por uma paralela
ao eixo das ordenadas, tragada pelo ponto onde y é méximo, ou x = vab é representada
pela seguinte férmula,

2

a
A1= 510g2 .

Mais, a drea A, limitada pela curva, pelo eixo das abcissas e por uma paralela ao cixo

das ordenadas que passa pelo ponto de inflexdo, é definida pela expresséao,

Ay =d’log2 .

Daqui pode-se concluir que, a area de OAP ¢ igual a area de ACRP.
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68.

No caso cm que a ¢ b tenham sinais contrarios, a curva tera uma forma diferente da
considerada, porque y tende para oo, quando z tende para +/—ab ou para —+v/ —ab, ¢ as
rectas dadas pelas equagtes £ = v —ab e x = —+/—ab sdo assimptotas da curva. Mais,
como y € negativo no intervalo quando z varia entre 0 ¢ v/ —ab e entre —v/ —ab a oo, e
positivo em todos os outros intervalos, conclui-sc sem dificuldade que a curva possui a
forma indicada na figura 14, na qual OP = y/—ab e OQ = —+/—ab, com dois pontos de

inflexao imagindrios e um real em O.

Figura 14: A Anguinea de Newton, quando a e b tém sinais contrarios

sl i L

e e g e




II. A ANGUINEA DE NEWTON 143

69.

Quando a e b tém o mesmo sinal, a Anguinea encontra-se relacionada com o circulo
cuja equagao ¢

X?24+Y?*-pBX =0,

ou

A% B
(X—i) +Y2_Z :

mediante uma relago algébrica muito simples.

Supondo que a? = ab e a? = af3, a equacdo da Anguinea terd a seguinte expressao:

afx

y:x2+a2

Na qual se transforma a equagdo do circulo, quando substituirmos os valores de X e

Y pelas seguintes expressoes:

X = = .
- e Y (4.2)

Logo, a cada ponto (X,Y) da circunferéncia considerada corresponde outro ponto

(z,y) da Anguinea, ligado com o primeiro por intermédio das relagoes anteriores.

Mais, representando por KL (figura 15) uma recta, dada pela equagiao y = OL = q,
por M um ponto qualquer da circunferéncia considerada, ¢ por mP e mB outras duas

rectas, paralelas aos eixos das coordenadas, dos triangulos ’OM e LOB, deduz-se que

OP PM PM Y X

oL - LB - Pm ou «a Pm

Logo, as coordenadas x = Pm e y = OP =Y, do ponto m satisfazem as relagoes

(4.2), e, consequentemente, m serd o ponto da Anguinea correspondente ao ponto M
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* e
L
b
L B K
a P Mo |m
LR
0 X

OP = 3.788134570300058

OL = 5.189114205287808

PM = 3 83204400254692

Pm = 5.2600848400 13004
OP/OL = 0.730015648227567
PM/Pm = 0.730015648227507

Figura 15: A Anguinea de Newton
da circunferéncia. Daqui depreende-se um procedimento muito simples para construir a
primeira destas duas curvas.

Mais, todavia, a equacfio da tangente & circunferéncia no ponto M tem a seguinte

exXpressao

dX dX Xi-X
X1 - X=—(Yi—-ylou — =2"="
dy

e a equacao da tangente a Anguinea no ponto m tem csta outra expressao

X —
X —r= Ty ou o DmE

dy Yi—y
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xy
Como da relagao X = ¥y se deduz que
o

N dX 4 dx
—_— = [y —

RV : . _dX dz (s ~
por eliminagdo de X e dos coeficientes diferencials — e — entre estas vérias equagoes,
Y Y
resulta no que se scgue,
y—a Y]
Xi1+—=1
zy Y

Esta equacao deve satisfazer as coordenadas de X; ¢ Y; do ponto de intersecgao
das duas tangentes consideradas, a tangente a circunferéncia no ponto M e a tangente
& Anguinea no ponto m. Como a equagao da recta que passa por P(0,y) e por B(z, a) tem
por equagao precisamente a que se acaba de determinar, conclui-se que as duas tangentes

se intersectam sobre esta recta. Portanto, unindo o ponto m de interseccao da tangente a

circunferéncia com a recta PB, obtém-se a tangente & Anguinea.
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IIT A Tridente de Newton

70.

NEWTON fez também referéncia a esta curva na sua, j& mencionada Enumeratio line-
arum tertii ordinis, a qual tem a seguinte equagao:

4+ Bz*+Cz+D
y= mz

Para determinar a forma da Tridente, suponhamos primeiramente que m e D sdo
positivas. Neste caso, y tende para 00, quando z tendc para 0, passando por valores
positivos e, y tende para —oo, quando z tende para 0, passando por valores negativos.
Logo, a curva tem por assimptota o eixo das ordenadas, e em relagao a esta assimptota, a

disposi¢éo indicada nas figuras 16 e 17.

Quando z tende para +o0, y tende para +c0. Logo, os dois ramos da curva extendem-
se indefinidamente, no sentido das ordenadas positivas e das abcissas positivas, no ramo da

direita e, no sentido das ordenadas positivas e das abcissas negativas, no ramo da, esquerda.

As rectas paralelas ao cixo das abcissas, que tém por cquacio y = k, intersectam a
curva num ponto ou em trés pontos. Um desses pontos encontra-se sempre situado no ramo
esquerdo da Tridente, e os outros dois, simultaneamente, no mesmo ramo, ou no posto da

direita. A equagdo que determina as abcissas destes pontos,

$3+Bm2+(C—mk)x+D=O ,

tem, de facto, —~D como um produto negativo das suas trés raizes, ou duas dessas ima-

gindrias e wma real negativa, ou as trés negativas, ou duas positivas e uma, negativa.

De modo andlogo, as abcissas dos pontos da curva, onde y é mdzimo ou minimo,
dependem da equacao

, 228+ Ba?—D
y:

—- =0ou2z®+Bz?—D=0.
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L i

Figura 16: Tridente de Newton, quando B e C sdo valores positivos

A qual, por ser positivo o produto das suas trés raizes, e nula a soma dos produtos
das mesmas, tomadas duas a duas, ou tem duas raizes imagindrias e uma positiva, ou
duas negativas e positiva a restante. Logo, um daqueles pontos pertence sempre ao ramo
colocada a direita do eixo das ordenadas e, os outros, quando existem, pertencem ambos

ao ramo situado & esquerda do eixo.

Uma vez que,

,  2(x*+ D)
y 3
mz

a curva tem um ponto de inflexdo real, cujas ordenadas sao

C — BY/D

m

z=—-vVDey=



148 CAPITULO 4. CUBICAS NOTAVEIS - CONTINUACAO

ct

Figura 17: Tridente de Newton, quando B e C so valores negativos
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Até agora, suposemos que m e D eram ambas quantidades positivas. Mas, sc uma ou
ambas as quantidades sdo negativas, é fdcil de ver que a curva mantem a forma variando

somente a sua posicao em relacdo aos eixos coordenados.

71.

Para concluir, vai ser exposto o procedimento efectuado por LONGCHAMPS (FEssai
sur la Géométrie de la Régle et de I’Equerre, Paris, 1890, péagina 110?) para construir

facilmente a curva de que se trata.

Em primeiro lugar, adverte-sc que a equagdo da Tridente pode ser escrita como sendo,
C x4+ Bz*+D

n mx

A qual, mediante uma simples troca da origem das coordenadas, se reduz a scguinte,
23+ Bx*+ D
y = Y —
mx

Feito isto, tracemos a parabola (figura 18), cuja equagao é

X?2=mY |,

e, no plano da curva assinalemos um ponto B, que tenha por coordenadas a e b, sendo

D
a=—-Beb=—.
ma

Tracemos depois a recta AB, paralela ao cixo das abcissas, a recta AC. de posigao
varidvel, a paralela ao eixo das ordenadas C'M e a recta BM, paralela a recta AC. O lugar

geométrico descrito pelo ponto M, quando AC varia de posi¢ao, serd a curva pretendida.

De facto, representando por z’ e 3 as coordenadas do ponto C, e por z ¢ y as
coordenadas do ponto M ¢, expressando, ainda, que este ponto A{ corresponde a recta

BM, e C & pardbola, vem que

2No documento original esté escrito Essai sur la Géométrie de la Reégle, etc., Paris, 1890, pégina 110.
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Bl

Figura 18: Procedimento cfectuado por Longchamps

/

y —b

.:L'I

r=a,2%=my cy—b=

(x — a).

Donde, por eliminacio de 2’ e ¢/, se determina a equagdo da Tridente

_x3—ax2+abm_:c3+Bx2+Cx+D
y= m N m
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IV A Concoéide Parabdlica de Descartes

72.

Consideremos uma parabola (figura 19) BAC, cujo vértice A se movimenta sobre uma
recta fixa (o mesmo eixo da pardbola) que tomaremos por eixo das abcissas. Consideremos
ainda um ponto fixo D, situado no eixo das ordenadas e outro ponto I, mével com a
parabola, de tal maneira que a distancia AE se conserve constante. A recta DE, qualquer
que seja a sua posicdo varidvel, intersectard a pardbola em dois pontos M e N, geradores
de uma curva a que DESCARTES, no seu trabalho Geometria, publicado em 1637, onde
considerou e mostrou o papel que representa na construgao das curvas do 5.° ¢ 6.° grau,
deu o nome de Concdide Parabdlica, por analogia da sua generalizagdo com um dos modos

de generalizacao da Concdide de Nicomedes.

73.

Para determinar a equagao da Concéide Parabdlica, fagamos
OA=b,AE=heOD = —c.
e sejam ainda
y2=a(a:—b)eY=b+LhX—c.

as equagoes da parabola e da recta DF.

A condigao para que a pardbola e a recta se intersectem € a seguinte
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Figura 19: Concéide Parabélica de Descartes

€ a equagao da curva considerada se obters por eliminacdo do pardmetro varigvel, b, nesta

equagao e na da parabola. Donde se obtém,

(¥ + ) (y* — ah)
ay

T =

A partir desta expressdo facilmente se deduz que a Concdide Parabdlica:

* é uma Tridente, como os representados nas figuras 16 ¢ 17, ainda que numa situagao

diferente, em relacéo aos eixos coordenados;

* intersecta o eixo das ordenadas nos pontos (0, ~¢), (0,Vah) e (0, —v/ah);

* tem uma assimptota que ¢ o eixo das abcissas;
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R . ~ \ 3
* possui uma, inflexdo no ponto real, correspondente & ordenada vach.

74.

Alguns autores, como, por exemplo, A. CONTE (V. Nouvelles Annales de Math.
1894, pagina 414), designam também com o nome da curva que se estd a tratar, aquela
que se obtém tracando um conjunto de rectas divergentes, que passam pelo foco dc uma
parabola qualquer, assinalando sobre todas elas, a partir das suas intersec¢oes com a mnesina

parabola, segmentos de comprimento constante.

Mas a curva assim formada, cuja equagéo polar é

a

p:2(1—0039)+k '

e a cartesiana

Az + 42 + k) = (a + 2k + 22)°(2* + ¢°)

nao coincide com a estudada pelo célebre fundador da Geometria Analitica, ¢ a qual
aplicou MONTUCLA o nome de Concdide Parabdlica de DESCARTES, no seu Histoire des
Mathématiques (t. 11, p. 340) e CHASLES simplesimente a de pardbola de DESCARTES, no

seu Apercu Historique (2* ed., p. 60).
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V A Cubica de Agnesi

75.

. . . 1
Tracemos uma recta fixa OA (figura 20), uma circunferéncia de raio igual a 54, com
centro C sobre csta recta e uma perpendicular AK & mesma recta. De seguida, tracemos
a recta varidvel ON ¢ as paralelas aos eixos coordenados, Nm e Mm. Quando, passando

sempre por O, arecta ON varia, o ponto m descreve uma curva, cuja equacio é a seguinte:

mP a Y a
MP oP g;(a — q) xr
ou
zy® = a*(a — ) (4.3)

representando por ¢ y as coordenadas OFP e mP.

Esta curva denomina-se por Cubica de Agnesi, por ter sido estudada por csta ilustre

mulher, com o nome dc versiera®

no seu trabalho intitulado por Instituzion: analitiche
ad uso della gioventi italiana, Milano, 1748 (t. I, pdginas 380-381 e 391-393). Todavia,
segundo advertiu AUBRY (Journal des Mathématiques spéciales, 1896, p. 180), a mesma
curva ja tinha sido considerada anteriormente por FERMAT (Oeuvres, t. I, Paris, 1891,
p. 279; t. III, 1896, p. 233), o qual determinou a sua drea, por JAMES GREGORY

(Geometriepars universalis. Padua, 1668), por BARROW (Lectiones geometrice. Londres,

1669), etc.

3De vertere, ou versura, em latim segundo CANTOR. PEIRCE, denomina em inglés a mesma curva por

The Witch of Agnesi.
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Figura 20: Cubica de Agnesi

76.

Por intermédio da equagao da curva, resulta

2 2 3
p_ A"ty a

2zy 2x%y

o que permite verificar que a curva tem a forma indicada na figura 21, a linha A;AA;.
De facto, o eixo das ordenadas é assimptota da curva e o eixo das abcissas é um cixo de
simetria. No ponto A, cuja distdncia a O é igual a a, a tangente a curva é perpendicular
ao eixo das abcissas. Da equagao y” = 0, pode concluir-se que a curva tem dois pontos de

. . . : 3
inflexao, determinados pela abcissa comum Za, ¢ pelas ordenadas correspondentes a cada

3
uma destas abcissas, :i:—3—a.
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Figura 21: Cidbica de Agnesi

77.

A subnormal num ponto (z,y) da Cibica de Agnesi é expressa pela férmula,

da qual se deduz, por um procedimento muito simples, a construgdo da normal nesse mesmo

ponto.
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78.

Represente-se por y; a ordenada do ponto M e por y a ordenada do ponto m (figura
20), correspondente a M. A equagdo da tangente & circunferéncia no ponto M ¢é

dy

Y-u= dz

(X—CE) )

e a equacio da tangente & cibica no ponto m é a seguinte,

d
Y—y=£(X—x)

Temos ainda que ay, = zy, € portanto,

ady; = xzdy + ydzx .

Assim, eliminando y;, dy; e dy na udltima equagao, com auxilio das trés anteriores,

obtém-se a seguinte equacao:

z—a X
Y+—=1
Yy x

Esta equagao deve satisfazer as coordenadas dos pontos de intersecgao das duas
fangentes consideradas. Como esta equagao representa, quando se consideram X ¢ Y como
varidveis, uma recta que passa pelos pontos N e P, cujas coordenadas séo (a,y) ¢ (,0), o
ponto de intersecgdo das duas tangentes encontrar-se-a sobre a recta P/N. Para construir
a tangente & Cuibica de Agnesi no ponto m, basta, tragar a tangente & circunferéncia no
ponto M e unir o ponto em que esta tangente intersecta a recta /N com o ponto m.

(GODEFROY)

79.

A érea limitada pelo arco da Ciibica de Agnesi, pelo eixo das ordenadas e por duas

paralelas ao eixo das abcissas, que passam pelos pontos cujas ordenadas sejam yg € Y1, esté
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determinada pela férmula

Y1 d
A= a3/ 2—y2 =a? [arctg u_ arctg @}
w Y-ta a a

Para determinar a area A,, compreendida entre a curva e a sua assimptota, basta

supor que y; = +00 ¢ yp = —o0. Sendo assim, da férmula geral anterior deduz-se que

. 2
A1~—7TCL ,

que ¢ igual a quatro vezes a drea do circulo director da mesma curva.

80.

O volume do sélido engendrado pela Chibica de Agnesi, quando a curva gira cm redor

da assimptota, ou do eixo das ordenadas, determina-se pela férmula:

+oo 2.3
V=7r/ sc2d.7:=7r2a

oo

81.

Como inseparaveis da curva que acabamos de examinar, sdo outras duas.

Uma destas curvas, denominada também por Ciibica de Agnesi, apesar desta Gedmetra

nao lhe ter dado importéncia, tem por equacao
zy? = a*(2a — )
no cntanto, foi mais tarde considerada por LONGCHAMPS no scu trabalho Essai sur la
Géométrie de la Régle et de I’Equerre (Paris, 1890).
A outra é definida pela equagao

2z — a)(z* + %) = az®
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e estd representada na figura 21 pela linha A;AA,, e foi descoberta por PEANO, quc a
denominou por wvisiera, no seu trabatho intitulado por Applicazioni Geometriche del Calcolo

Infinitesimale (Torino, 1887)4.

GINO LORIA, que chamou a atengbes dos gedmetras sobre as relagdes de ambas as
curvas com a Cubica de AGNEsI, aplicou a primeira o nome de pseudoversiera, sendo de
advertir que esta ja tinha sido mencionada por LEIBNITZ nas suas cartas a HUYGENS, no
ano de 1673, conforme é referido por AUBRY (Journal de Mathématiques spéciales, 1896,
p.180). GINO LORIA refere ainda que a visiera de PEANO é, simplesmente, uma Concdide
de SLUSE (nimero 18), que tem um ponto isolado na origem das coordenadas, tem por
assimptota a recta que passa pelo centro C' do circulo director, e é perpendicular ao eixo
Oz das abcissas. Por outro lado, esta curva resulta engendrada pelo ponto médio do
segmento M N (figura 20), conforme m engendra a versiera, assim como a pseudoversiera
de LONGCHAMPS resulta também da mesma versiera, dobrando somente as abcissas dos

pontos, sem alterar o valor das ordenadas.

82.

A pseudoversiera encontra-se bastante relacionada com a Cisdide de DIOCLES.

Sejam (figura 22), m um ponto da pseudoversicra, K L uma recta fixa, cuja distancia
a origem das coordenadas e ao pouto fixo C, vamos supor que ¢ igual a a, MC uma recta
variavel que gira em torno de C e mM e mB duas rectas paralelas aos eixos. Supondo que

mP =y, MP=Y,OP =z, vem

Yy _ a

Y 20—z

Tendo em conta esta igualdade, a equagao da pseudoversiera transforma-se na seguinte:

Vi (2a — )3
=,

4No documento original esta escrito Applicazioni del Calcolo Infinitesimale (Torino, 1897, p. 7).
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Figura 22: Pseudoversiera

que corresponde também a uma Cisdide de Diocles.

Para provar esta ultima afirmacéo. vamos considerar a origem das coordenadas no

ponto ', de maneira que z + X = 2a, ¢ entdo teremos

Y= X

2a — X

Desta forma, a coincidéncia entre as duas curvas é evidente.
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Figura 23: Pseudoversicra

83.

O método de transformagao acabado de ser aplicado deve-se a MACLAURIN. Este

método pode também ser utilizado para derivar da pseudoversiera o Folium de Descartes.

Designemos por m um ponto da pseudoversiera, por A L (figura 23) uma recta paralela

1
ao eixo das ordenadas, cuja distancia, OL, a este cixo scja igual a Ea +v/3a, ¢ por O’ um

e A L 1
ponto cuja distancia a O seja igual a 3% Tragando a recta mB, paralcla a Oz, a recta

O'B e, por ultimo, a recta mM, paralela ao eixo das ordenadas, obtém-se um ponto A,

que pertence ao Folium de Descartes. De facto, fazendo mP =y, MP =Y e OP = z,
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resulta que

sz—ga
Y av'3

Desta maneira, tendo cm conta a cquagdo da pseudoversiera, vem

_2x—a, 20 —

_2\/5 -

Esta equagdo representa o Folium de Descartes, conforme pode verificar-se basta
. , 1
alterar a origem das coordenadas para o ponto O’ ¢, para isso, temos que fazer z = X +—a.

2

Assim, a equacéo anterior pode ser escrita na forma,

yo X [3a—-2X X [3b-2X
VBV 2X4+a B\ b+ VX

onde b =

5

84.

Da pseudoversiera pode-se também derivar uma Anguinea de Newton por intermédio

da transformacdo de Maclaurin.

A equacéo da pseudoversiera,

€ esta
20%Y
Y2402
que representa uma Anguinca, ddo origem, fazendo Y = y, e dividindo-as membro a
membro, a seguinte relagdo antre as abcissas, correspondente & mesma ordenada,

T Ll3

X oY
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Por conseguinte, se K L é a recta (figura 15), que corresponde & equagao

m um ponto da pseudoversiera e mB ¢ mM rectas paralelas ao eixo das coordenadas, entao

M ¢ um ponto da anginea considerada.

Esta interessante correspondéncia aqui estabelecida entre a pseudoversiera, a Cisoide,

o Folium de Descartes e a Anguinea, ainda néao tinha sido referenciada por ninguém.
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V1 A Curva de Rolle

85.

Dé-sc o nome de Curva de Rolle & ciibica que tem por equacio

2y’ = a(y + z)% a > 0. (4.4)

A qual resolvida em ordem a y, resulta na seguinte

1
ar £ z+/azx azx
Y = = 1 1 (45)
r—a +x2 —q2
Tendo em conta esta cquagdo, assim como, as expressoes das suas derivadas,
1 1 1 1 1o
, az(txz ~ 2a2) »  az(—=1+3a%z7)
y = cy' = (4.6)

1 1 1 1
2(£zz —a2)? 4(tz2 —az)?
vamos determinar a forma desta curva.

Em primeiro lugar, advirtamos que, segundo a equacao (4.5), a curva deve encontrar-se

situada por completo do lado das abcissas positivas (figura 24).

Fazendo = = 0, nas equagdes (4.5) e (4.6), pode-se concluir que a origem das coor-
denadas constitui um ponto de retrocesso de primcira ordem, formando a tangente neste

ponto um angulo de —45° com o cixo das abcissas.

Ao sinal supcrior da expressdo de y corresponde um ramo infinito OC , cujas ordenadas
sao negativas e crescentes, constante e indefinidamente, o valor absoluto, quando z varia
de 0 até a; e uin ramo infinito, EGM, cujas coordenadas sao positivas e crescentes até ao
infinito, o mesmo acontece quando z sc aproxima do valor de a. A recta AB, que tem por

equacao x = g, € uma assimptota destes ramnos.

A expressao de y/, correspondente ao sinal superior, ¢ nula quando z = 4a. Logo, a
curva possui um ponto G, cujas ordenadas OD e DG, sdo z = 4a ¢ y = 4a, onde y adquire

um valor minimo.
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Figura 24: A Curva da Rolle

Consideremos agora o ramo da curva correspondente ao sinal inferior da expressao de

Y.
Como neste caso y € negativo, qualquer que seja x, este ramo encontra-se complcta-
. . . 1
mente abaixo do eixo das abcissas, ¢ como y = —ia, quando z = a, o ramo da curva
intersecta a assimptota no ponto cujas coordenadas sdo z = acy = —§a. O coeficiente

3
angular da tangente neste ponto € igual a —g® portanto, é independente de a.

No ramo da curva que estamos a considerar nao existe ponto algum em que a ordenada
seja méxima ou minima. Como y tende para —oo, quando z tende para +o00, conclui-se

que este ramo se extende indefinidamente no sentido positivo das abcissas, afastando-se

cada vez mais do eixo das abcissas.
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A expressdo de y” mostra que nos ramos que correspondem ao sinal inferior da
expressao de y néo existe ponto algum de inflexdo & distancia finita, existindo um no
ramo EG M, correspondente ao sinal supcrior da mesma cxpressao. As coordenadas deste

9
ponto sao x =9a e y = Ea.

86.

A equagdo da tangente 4 Curva de Rolle tem a seguinte expressao

az(+ly
SL‘

/‘\

A ordenada do ponto, em que esta recta intersecta o eixo das ordenadas, tem por
expressao
yodety o
- :}:1% — a% - 2v/ax

87.

A quadratura da superficie, limitada por um arco da Curva de Rolle, pelo eixo das
abcissas e por duas paralelas ao cixo das ordenadas, que passam pelos pontos cujas abcissas

880 To ¢ 71, obtém-se através da férmula,

_ Ty — Boy/To (21— 29)/a s, VI T Va
A=2Va |+ 3 + 5 + a(vz1 — Vo) +a? log\/_$\/_J

88.

A equagéo (4.4), que acabamos de considerar, estd compreendida na equagio mais

geral

zy’ = a(y —mx)®
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estudada por ELGE no artigo Sur la courbe de Rolle, publicado no Journal de Mathématiques
Spéciales (1896, p.32), no qual é exposto um método para construir a Curva de Rolle por

intermédio de wma parabola.
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VII A Curva Mista

89.

Foi dado por LONGCHAMPS (FEssai sur la Géométrie de la Régle et de I’Equerre, Paris,

1890, p. 116°) o nome de Cubica mista & curva que tem por equagao

v’z = ax® + by®

e cuja forma determina-se fixando a consideragao nas seguintes expressoes:

a x—2b n a 4b —
z—b "’ z—b 20 —b) ’ Y =Vz-¢ 4(z — b)?

Sejam, primeiramente, a > 0 e b > 0. A forma da curva serd neste caso a indicada

na figura 25, composta por dois ramos, simetricamente disposta em relagao ao eixo das

abcissas.

A recta AB, definida pela equacdo = b, € assimptota da curva, e dado que ¥ = 0
quando z = oo, csta curva tem ainda uma assimptota paralela ao eixo das abcissas, a
distancia infinita. Logo, cada ramo da curva apresenta a forma hiperbdlica numa das suas
extremidades e a forma Parabdlica na outra. Esta caracteristica deu origem ao nome pelo

qual a curva € conhecida.

As ordenadas adquirem ainda dois valores, maximo ¢ minimo, nos pontos B e D,

onde r = 2b ¢ y = x2vab. Sendo assim, os pontos F e F, cujas coordenadas sdao
4 . , N .

(4b,:i:§\/§\/ab 6 sao pontos de inflexdo, e o ponto O é um ponto isolado da mesma

curva.

5No documento original est4 escrito Essai de la Géométrie de la Régle et de I’Equerre, etc., Paris, 1890,
p. 116.
4
6No documento original estd cscrito (41), 5\/5\/%)
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Figura 25: A Curva Mista, quandoa >0e b >0

No caso de a < 0 e b > 0, a curva tem a forma indicada na figura 26, convertendo-se
os pontos de inflexao € os maximo e minimo em pontos imagindrios, € o ponto isolado O

passa a ser um nd.

Quandoa <0eb<0oua>0cb<0,as curvas tém as mesmas formas que 0s casos

anteriormente considerados.

90.

A Cuibica mista pode construir-se através de uma pardbola (LONGCHAMPS, 1. c.),

conforme vamos poder confirmar a seguir.
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Figura 26: A Curva Mista, quandoa <0e b >0

Scja AB (figura 27) uma recta que tem por equacao r = b e M um ponto da parabola,
cuja equagdo ¢ y? = azx. Considerando sobre a recta QM , a partir do ponto M, um
comprimento M N igual a OC, N serd um ponto da Cubica mista a que nos referimos. De

facto, supondo que COB =6 ¢ ON = p, vem que

b acos@
OC = , OM = ——— |
cos sen? 0
€, portanto,
b acos@
p=—"+

cos@  sen2d

Esta é a equagdo polar da curva descrita por N, quando OAM/ varia de posicao, girando

em redor de O, que expressa em coordenadas cartesianas coincide com a da ctbica que
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QOC = 2.478387300014510

Figura 27: Procedimento efectuado por Longchamps

estamos a tratar.

91.

A rectificagho das Cubicas mistas depende dos integrais elipticos. De facto, supondo

que y = tz, a curva pode ser representada pelas equagoes

a + bt?
:1,':
t2

_a+bt?
ot

ey

De maneira que,

Y218 — 2abt + a?t? 4 4a?
ds:\/ at:—a +adt,
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Fazendo t* = z, vem
’ 2 2
P P R
Z. £ Z dz
2 /b223 = 2abz2 + a2z + 4q2

ds =

E também sabido, e fécil de verificar ou comprovar por diferenciacio, que

4a’dz 4 [F(z)} _a dz ¥ dz

a
== —_ + . R
22\/F(2) z 2 2yF(z) 2 JF(2)
donde
F(z) = b*2% — 2ab2% + a%2 + 44 .
Logo,

b? a?
b2z — <2ab — —> + —
1 F
dSZl— 2 2z -d[ (z)J
Fazendo agora,
2
= heh=-.
z=u+n e 3

da expressdo anterior se deduz a seguinte,

ds="b- udu — (Z—la — 1b) du
Vaud — giu — go VAud — giu — gs
2

I —— =

26 (u+ Rh)\/4u® — giu — ¢o u+h
4 42 3 2
designando por g; = i Z—2 e g, =—8 (% + 2(;_2)'

Logo, a rectificagdo das Ciibicas mistas depende dos integrais elipticos de 1°, 2% ¢ 3°

ordens

/ du / udu ) du
) & .
WP —gru—go  J VA4 - giu— g J (w4 h)\/4ud — giu — gy

reduzidas a forma normal adoptada por WEIERSTRASS.
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VIII O Folium Parabdlico

92.

A curva dada pela equagao seguinte designa-se por Folium Parabdlico LONGCHAMPS:

Essai sur la Géométrie de la Régle et de I’Equerre, Paris, 1890, p. 1207)

2 —a(z® —y*) —bzy =0 .

Quando b = 0. a curva resulta simétrica em relagio ao eixo das abcissas, e o Folium

denomina-se de recto, quando b é diferente de 0, o Folium designa-se de obliquo.

E facil de ver, através do método das assimptotas, que o Folium Parabdlico carece
de assimptotas & distancia finita, e que, como a pardbola, tem uma direcgao assimptética

Unica, que coincide com a direcgdo do eixo das ordenadas.

93.

Escrevendo a equagao do Folium Parabélico da seguinte forma

b+ \/b? — da(z — a)
T o :

y:‘

e atendendo & igualdade abaixo representada
, b b? — baz + 4a?

=4
Y7 2 2a+/b% — da(x — a)

facilmente se verifica que a curva tem a forma indicada na figura 28, com wn ponto duplo,

O, na origem das coordenadas, onde as tangentes aos dois ramos da curva que ali se cruzam

sao perpendiculares, segundo demonstra a férmula

J = b+ Vb + 4a?
N 2a '

"No documento original ests escrito Géomeétre de la Reégle et de I’Equerre, Paris, 1890, p. 120.
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Figura 28: Folium Parabdlico

No ponto A onde a curva intersecta o eixo das abcissas, é 7 = a, e no ponto D,

correspondente a mesma abceissa, y = b.

94.
O Folium Parabdlico é uma curva unicursal. Fazendo y = tz na sua equagao, vem
z=a(l—t*)+bt ¢ y=a(l—t2)t+b? .

Das expressoes anteriores deduz-se que

dy  3at®—2bt —a
dez 2at — b
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Logo, os valores de ¢ nos pontos C e E, onde as ordenadas adquirem um valor maximno

e outro minimo, serdo os seguintes:

b+ Vb2 + 3a?

t =
3a

O valor de ¢ no ponto B, onde z passa por um valor méximo, e a tangente & curva é

paralela ao eixo das ordenadas, € igual a t = %
a

95.

Por 1ltimo, é de advertir que esta curva pode ser construida através do método simples

que se segue (LONGCHAMPS, 1. c.).

Seja OABC (figura 29) um rectangulo, cujos lados OA e AB scjam iguais a a ¢ b.
Pelo ponto O trace-se a recta arbitraria OD, e por D a perpendicular DE a esta recta.
Trace-se ainda por E a perpendicular EF a DE ¢ por I a perpendicular FM a OD. O

lugar descrito por M, quando OD varia, serd o Folium Parabdlico pretendido.

De facto, representando por @ e p as coordenadas polares MOA ¢ OM do ponto M,

vem
oD=-2_ DB=DA-BA=atgh—b
cos
e
MD = FE = DEtg = 25 150 = 289 =00y
cos § cos 6

A partir destas igualdades e da seguinte

p=0OM=0D-MD ,

resulta a equagdo da curva em coordenadas polares,

_a atgfd —b
'0_0089 cos @

tgf .

Desta equagdo deduz-se a equagdo do Folium expressa cm coordenadas cartesianas.
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Figura 29: Procedimento efectuado por Longchamps

IX As Parabolas Divergentes

96.

NEWTON, denominou por Pardbolas Divergentes, no seu trabalho intitulado Enume-
ratio linearum tertii ordinis, as curvas cuja equagao €
|

v =axd +br* +cr+d (4.7)

as quais segundo este grande geémetra, desempenham um papel importante na teoria geral

das Chibicas. A mesma equagdo (4.7) pode representar a perspectiva de todas as curvas deste

ultimo nome.
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O caminho que NEWTON seguiu para descobrir tao interessante propriedade, ninguém
sabe nem é ficil adivinhd-lo. Na obra citada encontra-se enunciada a proposicdo bem
explicitamente, mas nao é formulada a sua demonstragdo. No entanto, os gedmetras
CLAIRAUT e NICOLE, reflectiram sobre este assunto e publicaram em separado, no ano

de 1731, no volume das Memdrias da Academia de Ciéncias de Paris.

O belo teorcma de NEWTON referido é equivalente ao que agora pretendemos demons-

trar, que refere:

A qualquer Cibica corresponde uma pardbola divergente, deduzida da mesma Chibica

por transformagdo homogrdfica.

Designemos por f(X,Y) = 0 a equagdo de uma Cubica qualquer. Aplicando a nesta

equacéo a férmula de Pliicker (SALMON, Higher plane curves, 3* ed., n.° 82),

T=3m(m—-2)—65 —8v ,

na qual m representa a ordem ou o grau da curva, § o numero de nds, e ¥ o numero de
pontos de retrocesso. Assim, desde logo se conclui que, por referéncia & Cubicas, o nimero

de pontos, T, de inflexdo é sempre impar, sendo pelo menos um deles real.

Agora, vamos conceber no plano da Cibica um triangulo, cujos lados A, A’ ¢ A” scjam
respectivamente segmentos de recta, tangente o primeiro a cubica no ponto de inflexao
real, de direcgdo arbitraria o outro, mas tendo de passar pelo mesmo ponto, e o terceiro
de posigdo que nos reservamos determinar ou definir mais adiante. Designemos ainda
por (X,Y) o ponto da cubica em particular considerada e, por z;, 1 ¢ ¥y as distancias
respectivas deste ponto aos trés lados do triangulo, ou as coordenadas trilineares do ponto

(X,Y), em relagao ao tridngulo referido. Sendo assim, podemos escrever que

rr=aX+b0Y e, mp=aX+bhY e, zn1=a3X +b3Y +c3

designando pelas letras ay, by € ¢y, ag, by € g, a3, b e c3, quantidades independentes de X

e Y, e dependentes das equacoes das rectas A, A” e A, conforme se explica nos tratados
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correntes de Geometria Analitica, ¢ nos consideramos dispensados de reproduzir agora.

Substituindo os valores de X ¢ Y, deduzidos através destas equagoes, na equagao
da cibica considerada, obtém-se a outra equagéo homogénea em coordenadas trilineares,
também de terceiro grau, e de fécil verificagio. Para isso, basta advertir que a recta A
intersecta a cubica em trés pontos, reunidos na interseccao das rectas A e A’, e cujas
distancias a A’ s@o, consequentemente, nulas. Adverte-se ainda, que, a equacao da cubica
assim deduzida, deve ser de tal forma que a partir dela scjam determinados trés valores de

x1, iguais a zero, sempre que se suponha que z; = 0. Em suma,
3 24 A2 4 22 D Ex F.
azy = 2 (y; + Ax; + 2 + Dayyy + Fayzy + Fyizp)

ou

azi = z21(Ax? + Bxyzy + C22) + 1z1(y1 + Dxy + Fzy)

Advirtamos agora que, aplicando a esta curva a equagao

Tofy, + oSy, + 20/, =0 |

representativa da polar do ponto (zg, o, 2) relativamente & curva fz1,y1,21) = O
tomando para ponto (o, %o, 20) & interseccio das rectas A e A’, no qual se verifica que

Zo = 0 e zp = 0, deduz-sc que
2190(2y1 + Dy + Fz1) =0 .
Logo, a recta 21 = 0 ¢ a 2y; + Dz, + Fz;, constituem a polar do ponto considerado.
Assim, para completar a definicio do sistema adoptado de coordenadas trilineares convém-

nos que o segmento A” corresponda & recta representada pela dltima equagao, a qual deve

reduzir-se a y; = 0, e finalmente determinaremos que D =0¢ F = 0.

Logo, relativamente aos eixos assim estabelecidos, a equacao anterior da cibica poderd

ser escrita do modo scguinte:

axy} + batz + cxy 2l + d2d = yla. (4.8)
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Da qual se deduzird outra em coordenadas cartesianas, = € y, ligadas com as X e Y,

pelas relacdes,

1 uX+bhY+q Y1 X +bhY + e
T=—= e y=== : (4.9)
21 a3 X + b3Y + ¢35 21 azX + b3Y +¢c3

Substituindo nesta equagao zz; por ) € ¥z por y;, encontra-se precisamente a equagao

de partida (4.7).

Logo, a cada ponto (X,Y) de uma cibica qualquer corresponde outro ponto (z,y) de
alguma das ciibicas compreendidas na equacao (4.7), encontrando-se ligadas as coordenadas
de ambas as curvas pelas relagoes (4.9), que definem a transformagdo homogrdfica de uma

curva na outra, conforme nos proposemos a demonstrar.

Deste género de transformagdo tratou profundamente CHASLES na sua importante
producdo matematica, intitulada de Mémoire de Géométrie sur deuz principes généraux
de la science: la dualité et I’homographie. Nesta obra, este ilustre gedmetra mostra que a
transformada homografica de qualquer curva representa uma perspectiva da mesma curva.
Proposigao que no final deste livro demonstraremos, para completar assim, com o exposto

neste pardgrafo, a demonstragdo do teorema de NEWTON.

97.

A equagéo (4.7) pode simplificar-se desde logo, ou reduzir-se a forma

y? = az® + cr + d, (4.10)

transferindo, somente, a origem das coordenadas para o ponto (—3—, O).
a

Para ver qual a forma das curvas contidas nesta equagao, vamos considerar diferentes
casos, comecando por advertir que o eixo das abcissas € sempre um eixo de simetria da

curva de que se trata. Para fixar as ideias , vamos supdr sempre que a > 0.
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Caso 1.° - Admitamos que as trés raizes a, § ¢ v da equagao

ax®+ce+d=0 |,

sao reais e diferentes, e que a > > .

A curva intersecta neste caso o eixo das abcissas nos pontos A, B e C, cujas abcissas

sao iguais a «, ( e v. Entao, as ordenadas serio:

* reals e crescerao indefinidamente com z, quando x > «;
* lmagindrias, quando & estd compreendido entre a ¢ 3,
* reais e finitas, quando z estd compreendido entre 3 ¢ v;

* lmagindrias, quando z < 7.

Logo, a curva é composta por um ramo fechado (figura 30) CLBM e por um ramo

infinito NAP.

Com base na derivada
, 3ax?+ec

: 4.11
e (411)

vé-se que as tangentes nos pontos A, B e C sio perpendiculares ao eixo das abcissas. E

tendo em conta a equacio

3az’+c¢c=0 |,

que, em virtude do teorcma de Rolle, deve ter uma raiz, compreendida entre 8 ¢ , a que
corresponde wm valor imagindrio de y, e outra, compreendida entre 3 ¢ 7y, a que corresponde

um valor real de y, determinaremos a abcissa dos pontos L e M, onde o valor absoluto das

ordenadas ¢ maximo.

Advirtamos, antes de abandonar este assunto, que, escrevendo a equagao da curva do

seguinte modo,

v =a(z - a)(z - Bz -7) ,
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snar 1 aevin x4

\ aza s brnz &

‘ oy xS awnx 4

Figura 30: Paribolas Divergentes, quando o > 3 >

se obtém, para determinar 3/, a igualdade
g = B e+ fry)etaf+ay+ 5]
© - 2y

H

e, para determinar a abcissa dos pontos L e M, a equacao
322 =2+ B+ +aB+ay+By=0 .
o o . 1
Substituindo no primeiro membro desta equagao x por 7, e logo por 5([3 +7), chega-se

a resultados de sinais contrarios, o que prova que os pontos L e M projectam-se sobre o

eixo das abcissas, entre o meio, U, de AB e o vértice C.

Caso 2.°-Sca = fF ou

v’ =a(z —a)’(z—17) ,
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a=|t o=18
‘ Y
\ amax =1 amin = -5
| bmax = § bmin = .7
cmax =15 cmin=-5
i ' dmax =5 dmin = -§
b=.7 d=.9

Figura 31: Pardbolas Divergentes, quando o = 3
entao y sera:
* real e crescerd indefinidamente com z, quando = > o

* real e finito no intervalo de x = a z = 7v;

* imagindria, quando z < 1.

Neste caso, curva ¢ unicursal e tem a forma indicada na figura 31. Aos pontos C' e B

ou A correspondem os valores de © = v ¢ = a. Nos pontos L e M, cuja abcissa é igual
2y 4+«

a , 0 valor absoluto de y é méximo. O ponto B ou A serd um ponto duplo, no qual

as tangentes formam, com o eixo das abcissas, Angulos cujas tangentes trigonométricas séo

iguais a £+/a(a — 7).
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Caso 3.°- Se 0 =7 ou

entdo y sera:

* real, quando = > «;

* imagindria, quando = < a.

v =ax—a)(z-p)?,
|
|

a=|1 e=|19
Y
amax =1 amin=-§
bmax = § bmin = -7
cmax =16  cmin=-5
dmax = § dmin = -12
b=.7 d=-12

A

§ ‘ Figura 32: Pardbolas Divergentes, quando 3 = v

Neste caso, a curva também é unicursal, ¢ tem um ponto isolado C ou B, cujas

coordenadas sdo (,0) e um ramo infinito que parte do ponto («a,0) (figura 32).
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Caso 4.° - Se as raizes « e [ sdo imagindrias, temos que & = p +ige 8 = p —1q, logo

y* = a[(z —p)* + ¢*)(z — )

Neste caso, a curva possuird somente um ramo infinito, que passa pelo ponto (7,0),

parecido com o ramo infinito da figura 30, e carecerd de pontos singulares.

amax =1 amin =-§
bmax = 5 bmin=-9
cmax =27 emin = -§

dmax =5 dmin = -27

Figura 33: Pardbolas Divergentes, quando a = 3 = v

Caso 5.° - Se a = # = v, a curva reduz-se a uma pardbola semicibica, a qual vai ser
estudada mais adiante, quando se tratar das pardbolas, cm geral. Neste momento, basta

advertir que a pardbola de terceira ordem, segundo se deduz das expressoes

[SHA

1
y=a2(z—a)
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é da forma indicada na figura 33, com um ponto de retrocesso («,0) em A e uma assimptota

no infinito, paralela ao eixo das ordenadas.

98.

Analisaremos agora os pontos de inflezdo das Pardbolas Divergentes, comegando por

considerar as curvas que tém este nome ¢.que ndo SGO UNICUTSAIS.

Derivando a equagio (4.11), adverte-se sem dificuldade que y” = 0, quando z ¢ igual

a 00, e ainda, quando

(3az® + ¢)? — 12az(az® + cx + d) = 0. (4.12)

A z = oo corresponde um ponto de inflexdo, situado no infinito. Como a equagao
(4.11) mostra também que ¥’ = 0o, quando ¢ este mesmo a expressao de z, conclui-se que

a tangente & curva nesse ponto é paralela ao eixo das ordenadas.

Da equagdo (4.12), determinam-se quatro valores de x, a cada um dos quais corres-
pondem dois valores de y, deduzidos da equagéo (4.10). Logo, a curva admite outros oito

pontos de inflexdo, reais ou imagindrios, situados & distancia finita.

Fazendo sucessivamente na equagao (4.12), z = « e £ = 00, obtém-se resultados de
sinais contrarios. Logo, entre « e co existe um valor real de z, que satisfaz esta equagdo, e
ao qual correspondem, consequentemente (figura 30), dois pontos de inflexdo da curva, N

e P.

Através da mesma equagdo (4.12), poderia-se demonstrar que a curva nao tem outros
pontos de inflexdo reais, fora dos indicados. Mas, parece preferivel neste caso, deduzir a

exactidao da proposicao, como consequéncia do seguinte importante teorema publicado por
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DE GUA em 1740 (Usage de I’Analyse de Descartes, etc.) ¢ de novo por MACLAURIN (De
Linearum Geometricarum Proprietatibus Generalibus), em 1748, que demonstrarcmos, por

referéncia exclusiva & classe de curvas que estudamos agora;

Qualquer recta que passe por dois pontos de inflexio de wna cubica, intersectard esta

curva num terceiro ponto do mesmo nome.

Para isto, comecemos por escrever a equacdo (4.12) do seguinte modo:

CQ

4 C o d
2— -z — — =0 4.13
x* + a:v + a:c .2 , ( )

e designemos por oy, ag, as e a4 suas raizes.
Pois para que a recta que tem por equacéo
y=Ax+ 1D |
passe pelos pontos da cibica, cujas abcissas 580 g, as e ay é necessario, ¢ basta, que estas

raizes satisfagam a equacéo

A? — 2AB d — B?
A T+ =0, (4.14)
a a a

€. portanto, que os primeiros membros das equagdes (4.13) e (4.14) satisfacam a seguinte
identidade,

2 2 . 2
x4—|—22x2+4c—il’—c—=(x—a1)(w3—A—gj2+c 248 d B) |
a a

3a? a a a

da qual, igualando os cocficientes das mesmas poténcias de  em ambos os membros, deduz-
se as seguintes equagoes condicionais para que os trés pontos de inflexao correspondam &

linha recta considerada,

A= —qaa; , c=—-24B - aci , 3d=-B%—oc+2mAB ¢ & = 3ac, (d — B?)

Duas destas equagdes servirao para determinar os valores, A ¢ B, dos parametros

da linha recta, e as outras duas para decidir se os trés pontos de inflexdo se encontram
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ou nao sobre csta recta, conforme aqueles valores concordem ou ndo com os dos mesmos

parametros quc dela se deduzem.

Pois bem, se da primeira equacio se toma o valor de A ¢ de B da quarta, ¢ ambos se

substituirem na segunda, chega-se ao seguinte resultado:

d c?
149%244%, - S —0
oq + aa1+ aa1 352

que se obteria igualmente substituindo na terceira os valorcs de AB e de B2, obtidos da
sequnda e da quarta. Basta advertir que este resultado coincide com o que sc deduz da
equacao (4.13), fazendo z = a1, para concluir que os trés pontos de inflexdo, determinados

por ag, az ¢ ay, cncontram situados sobre a mesma linha recta.

A demonstracio precedente nao é aplicdvel a rectas paralelas ao eixo das ordenadas.
Mas basta advertir que qualquer uma destas rectas, sobre a qual existam dois pontos de
inflexdo, intersecta a curva num ponto situado no infinito, e que este ponto é também
de inflexdo, para concluir que assim mesmo se acha compreendida dentro do enunciado e

condi¢oes do teorema, a que a demonstragao exposta se refere.

Deste tcorema deduz-se ainda que a cibica considerada possui somente dois pontos de

inflexdo reais d distdncia finita.

De facto, se possui-se quatro pontos com este nome, poderia-se tragar por eles quatro
rectas distintas , nao paralelas ao eixo das ordenadas, que intersectariam a curva em
quatro pontos reais, de inflexdo, com base no teorema anterior. Logo, todos os pontos
de inflexdo da curva seriam reais, o que ¢ um absurdo!! Para justificar o absurdo desta
conclusdo, basta fazer na equacgio (4.13), z = v ¢ T = oo, sucessivamente, donde s¢ obtém
resultados de sinais contrérios, daqui conclui-se que a equagdo possui, pelo menos, uma
raiz real compreendida entre v e co. Logo, precisamente a estas raizes ou valores reais de

x correspondem, conforme jé se viu anteriormente, valores imagindrios de y.
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99.

A doutrina referente aos pontos de inflex&o, que acabamos de expor, deve modificar-se

quando se trata de a aplicar a uma curva unicursal.
De facto, como as coordenadas de um ponto duplo devem satisfazer as equagoes

y=0 ¢ 3az’+c¢=0

a equacdo (4.12) obedecerdo neste caso, ndo somente as abcissas dos pontos de inflexao,
mas também as dos poutos do primeiro nome. Mas, todavia, ¢ facil obter uma equagao
apropriada somente a resolugdo exclusiva do problema de que agora se trata, conforme
passamos a indicar.

1.° Seja a = 3 ou

y* = a(z — )’ (z —7)

Dado que
3z —4y+ a
y//_\/a Y .
A(x — )2

dispomos, para determinar os pontos de inflexio da, curva, das igualdades z = oo, e tamhém

H

as quais, como a > vy, mostram que a curva possui dois pontos de inflexdo imagindrios e

um real no infinito.

2.° Se B ==, como no caso anterior, dispomos, para determinar os pontos de inflexao,
das equagoes T = 00, e das duas seguintes:

16

1
T =—(da — e ¥ = —ala - ,
glda—8) ey =zala—p)
das quais se deduz que a curva tem dois pontos de inflexdo reats, 4 distancia finita e outro,

real, no infinito.
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3.° Se o = # = v, resulta que

Va

"o__
(z —a)

3
4
Segundo a qual, a curva possui wm unico ponto de inflexdo, correspondente a x = oo.

100.

A quadratura das areas limitadas por um arco da curva, pelo eixo das abcissas, e por

duas paralelas ao cixo das ordenadas®, depende, nos casos 2.° e 3.°, dos intcgrais
b bl bJ

[@-ae-its ¢ [@-a)i-pr

iguais a

No 2.° caso, a drea A da parte fechada da curva determina-se pela férmula

_8
15

Nlkn

A (o —7)

Mas, no caso de nao ser uma curva unicursal, a quadratura da area considerada
depende dos integrais elipticos, como vamos indicar agora.

Efectivamente, naquele caso

A=/ydw:/\/a:c3+cm+ddw ,

ou, fazendo

c d
g1=-4- e gg=—4—,
a a

8No documento original estd escrito coordenadas.
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A=\/75/\/4$3—glzc—g2d:v .

Mas,

1 [122% - 3912 — 3
/ VAZ3 — g2 — godx = = Z G~ 092 gy ,
3 VAz? — g1z — go

ou, fazendo também

VA4rd — g1z — go = F(z) ,
) 1 [ xF' () - 2912 —
/\/mdx:_/l (I) g1 3(]2d.'L'

3 F(z)

Agora, fazendo a integracao por partes de

P@) g zv/ F(z) — V F(z)dx
/wF(w)dl—Q F(x) 2/ F(z)dz

resultarg
X 5 9 2 T xdx dz
/de=§xm—§/mdx‘§gl/ﬁ_92fﬁ |
Logo,

2 2 xdx 3 dz
/VF(m)dlfglvF(l)_ggl ﬁ—gfh ﬁ .

Desta forma, conclui-se que A depende de dois integrais elipticos, um de 1% espécie e

outro de 2° espécie, que estd reduzido a forma normal, adoptada por WEIERSTRASS.

101.

Reduzindo a equagdo (4.10) da ctbica considerada & forma

a .
y? = 1(43?3 - QT —g2)



IX. AS PARABOLAS DIVERGENTES 191

z ¢ y poderdo também ser representados por fungdes elipticas. Utilizando a fungéo p(u)

de Weierstrass, resulta que

z=pu) e y= %\/Ep’(U)

Partindo desta representacdo das coordenadas, conscgue-sc construir a teoria das
Ciibicas Parabdlicas por um método engenhoso, idealizado por CLEBSCH ( Vorlesungen
tiber Geometrie, 11), e generalizar logo os teoremas obtidos neste caso para as cibicas de
qualquer outro nome, fundindo-se na propriedade que possui a primeira curva de poder

representar a perspectiva de todas as restantes.

Relativamente a esta tao interessante matéria, cuja detalhada exposi¢ao nao pode ser
efectuada neste momento, devem ser consultadas a obra citada de CLEBSCH ¢ o volume 11
do Traité des Functions Elliptiques de Halphen. Na primeira destas obras, utilizam-sc as

notacdes de Jacobi, e na segunda, como em muitas outras, as de Weierstrass. Também se

pode consultar o volume III do nosso Curso de Analyse Infinitesimal, 1892, p.* 245 ¢ 254.
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X As Cubicas de Chasles

102.

As Pardbolas Divergentes néo constituem o dnico grupo de cibicas, que podem repre-
sentar as perspectivas de todas as curvas destc nome. A mesma interessante propriedade
possui outro grupo de cubicas, indicado por CHASLES no scu Apergu historique (2.2 ed., p.2
146 e 348), cuja equagdo geral é determinada a partir daquela que é deduzida no nimero
96,

3 2 2 3_,2
axy + bxiz; + cri2; + dz) = yiz

fazendo,
wl_a1X+b1Y+Cl i_a3X+b3Y+C3

= e = =
y1 X +bY +c Y v X +bhY +co

T =
com o qual se obtém esta outra, que é a pretendida:

y = az® + b’y + caxy® + dy’. (4.15)

Entre as Puardbolas Divergentes de NEWTON e as cibicas comn centro de CHASLES,
ainda que com muitas distintas aparéncias, existe uma relacdo analitica bastante simples.

Facamos na equacdo (4.15), em vez de x e vy, estes outros valores

p=21 gyt (4.16)

e imediatamente aquela equagédo, do segundo grupo de curvas, se transforma na que

corresponde ao primeiro mencionado,

Y2=aX?+bX2+ X, +d. (4.17)

As equagGes (4.16) definem uma transformacio homogréfica, designada pelo nome

de transformagdo de Newton, jé utilizada, e em parte também estudada, no nimero
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48. Tanto que, aplicando agora o que ja se referiu, podemos concluir que qualquer das
curvas, representadas pela equacgio (4.15), néo terd nenhum ponto maltiplo, se a curva
correspondente, compreendida na equacao (4.17) também nao tiver. Mais, se a curva
definida em (4.17) possui win nd, ou um ponto de retrocesso, a curva definida pela equagao
(4.15) possuird também um ponto de igual nome. Ao qual podemos ainda agregar que
os pontos de inflexdo da curva representada por (4.15), correspondem aos pontos de
inflexdo, também da curva, na equagao (4.17) contida. Esta ultima proposi¢ao demonstra-

se tomando a equagao, definida em () do nimero 48,

dx dX1
dy 1 1dY1 ’

e combinando-a com a segunda das equagdes (4.16), do qual resulta
d2_$ —Yy3 X
dy2 ' dYy?

Assim, vé-se que os pontos de inflexao da curva cuja equagéo é a (4.15), se deduzirdo
dos da equacdo (4.17), fazendo nas equagao (4.16) os valores encontrados de X; ¢ Y1, de

onde se deduz os de z e y.

103.
Representando por «, § ¢ v as raizes da cquagao
al+ bt +ct+d=0 ,
a equagao (4.15) pode escrever-se do seguinte modo:

y = a(z — ay)(z ~ By)(z — vy). (4.18)

Através da qual se determina facilmente a forma das Cubicas de CHASLES, consi-

derando os mesmos casos que no estudo analogo das vérias figuras Parabodlicas, antes
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consideradas. Convém advertir que todas as Cubicas de CHASLES possuem um centro,
coincidente com a origem das coordenadas, ¢ um ponto de inflezdo no mesmo centro, e que

a tangente a curva neste ponto se confunde com o eixo das abcissas.

Caso 1.° - Se as ralzes a, 3 e v sao reais ¢ distintas, a curva constante de trés ramos
distintos, como os representados na figura 34. As rectas KL, KiL; e KoL que tém

respectivamente por equagoes

z—ay=0, z—-pPy=0¢c z—vy=0,

serao assimptotas da curva. O ramo AOB terd trés pontos de inflexdo, em A, O e B,

situados em linha recta. Mas os outros dois ramos carecerdo de pontos deste nome.

Caso 2.° - Se @ = ff e @ > 7, também a curva possuiré trés assimptotas reais, duas

das quais serao paralelas uma & outra, e estarao determinadas as trés pelas equagdes:

T=7y ¢ z=ay=+t

Este caso corresponde ao segundo dos considerados no estudo das formas das Pardbolas
Divergentes, no qual a curva possui um ponto de inflexdo real na origem das coordenadas,

dois imagindrios, e um nd no infinito, sendo a sua forma a indicada na figura 35.

Caso 3.° - Sc a = [ e & < v, a curva tem uma assimptota real e duas imagindrias,
um nd também no infinito, e trés pontos de inflexdo reais, conforme indica o ramo dnico
AOB da primeira figura antecedente, & que substancialmente se reduz a cibica no caso de

que se trata.

Caso 4.° - Se a = f = 7, a curva carece de assimptota & distancia finita, e possui um
ponto de inflexdo em O, e outro de retrocesso no infinito, assemelhando-se a sua forma &

do ramo AOB da segunda figura.

Caso 5.° - Se a ¢ [ fossem raizes imagindrias, a curva correspondente teria duas
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Figura 34: Cubicas de Chasles, quando a, 3 e v sao raizes reais ¢ distintas

assimptotas deste nome, uma real ainda determinada pela equagao = = yy, ¢ constaria de

um s6 ramo, sem pontos duplos, e com trés pontos de inflexdo em linha recta, como o ramo

AOB da figura 34.

As cinco formas Ctibicas de CHASLES, que acabamos de considerar, e as outras cinco
Parabolas Divergentes, & pouco também consideradas, correspondem cinco distintos cones,
sobre os quais, em virtude dos teoremas de NEWTON e do mesmo CHASLES, podcm
adaptar-se todas as cibicas. As propriedades destes cones foram expostas e analisadas
por MOBIUS no volume correspondente ao ano 1853, das Abhand. der Sdichs Ges. zu
Leipzig, e por CAYLEY no correspondente ao ano 1866, das Transactions of the Cambridge

Philosophical Society.
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Figura 35: Cubicas de Chasles, quando a = 8 e a > v

XI Conclusao - Noticia bibliografica sobre as cubicas

em geral

104.

Com o exposto nos dois dltimos pardgrafos, a propésito das Pardbolas Divergentes e
das Cubicas de Chasles, damos por terminada a parte deste livro, referente ao estudo das

curvas de 3* ordem, individualmente consideradas, mais notdveis.

A exposicado da Teoria geral das cubicas abrem caminho, e podem servir como in-

trodugao, as propriedades apontadas de ambos os grupos especiais de curvas, apoiando-
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se para tal no teorema de NEWTON, ampliado por CHASLES, que permite passar do
particular ao geral, ou estender a todas as cibicas, no seu importante e fecundo conceito de
perspectivas das Pardbolas Divergentes, ou das ctibicas do mesmo CHASLES, os resultados

mais salientes do estudo daqueles dois tao interessantes grupos.

Com o plano do nosso modesto trabalho é incompativel o intento de expor a Teoria
geral das cibicas, nem mesmo um superficial esbogo. Limitamo-nos, para concluir, a

consignacao de alguns nomes e datas, de bastante interesse na histdria do assunto.

NEWTON, em primeiro lugar, estabeleceu as bases da Teoria na sua obra fundamental,
j4 nas anteriores paginas vdrias vezes mencionada, que tem por titulo Enumeratio linearum
tertii ordinis, 1706, na qual se encontram consignadas as diversas formas que podem
apresentar as ctbicas. Livro este, pouco depois, continuado e completado por STIRLING
com outro titulo Lineetertis ordinis newtoniana, 1717; por MACLAURIN, no scu Geometria
orgdnica, etc., 1720; por NICOLE, no seu Traité des Lignes du troisiéme degré, 1729 e
1731; por EULER, no scu Introductio in analysin infinitorum, 1748; por CRAMER, no seu

Introduction a I’Analyse de Lignes Courbes Algébriques, 1750° etc., etc.

Estes gedmetras foram sucessivamente completando e demonstrando os resultados
descobertos por NEWTON, e enriqueceram a doutrina matematica destas curvas comn novas
e muito interessantes proposi¢oes. Na magistral Histdria de las Matemdticas, por M.
CANTOR ( Vorlesungen iber Geschichte der Mathematik. Leipzig, t. 111, 1898), pode ver-se
a parte que cada um dos matematicos mencionados corresponde no desenvolvimento de

ta0 belo e fecundo capitulo da Geometria de las Curvas planas.

Muito mais tarde, PLUCKER, no seu System der analytischen Geometrie, 1835, prop0s
uma nova e mais completa enumeracio das curvas de terceira ordem, estudada de novo
por CAYLEY no livro j4 mencionado, onde estd consignada a sua Classification of cubic
Curves. Na subtil e minuciosa consideracao destas curvas ocupar-se-30 SALMON, 1o seu ja

classico livro intitulado Higher plane curves; DUREGE, na sua obra intitulada Die ebenen

9No documento original esté escrito Introduction a ’Analyse des Lignes courbes, 1750.
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Curven dritter Ordnung, Leipzig, 1871; ¢ CLEBSCH, nos seus Vorlesungen tber Geometrie,
traduzidos para francés, e distribuidos em trés volumes com o titulo de Lécons de Géométrie
(1879-80-83), no segundo dos qual se trata abundantemente da matéria a que agora nos

referimos.

Destes e de outros muitos trabalhos, de ecmpenho e transcendéncia, sobre a Teoria
da Curvas, encontrard o curioso leitor muitas numerosas e bem dirigidas noticias na obra
do ilustre professor italiano G. LORIA, Il Passato ed il Presente delle Principali Teorie

Geometriche (Torino, 1896, p. 61)%.

1%No documento original estd escrito Il Passato ed il Presente delle Principale Teorie Geometriche

(Torino, 1896, p. 61).




Capitulo 5

Quarticas Notaveis

I As Espiricas de Perseo

105.

Designam-se por Espiricas de Perseo’ as curvas resultantes da interseccao de um
toro® por planos paralelos ao eixo da superficie. Segundo o testemunho de PROCLO, cstas
curvas fixaram a atencdo de PERSEO, gedmetra que se supde ter vivido cerca de 130
anos antes de Cristo. No Vocabulario de términos geométricos, mais antigo que a obra
de ProcCLO, atribuido a HERON DE ALEXANDRIA, advertiu CHASLES, no seu Apercu

historique (1875, p. 271), que se citam também estas curvas, mas sem expressar quem foi

1Raiz comum dos vocdbulos Espiricas e espirais parece ser a palavra grega omeipa: espira, em
portugués, cada uma das voltas da espiral, configuragio da espiral, rosca do parafuso, conjunto das
¢circunvolugdes ou voltas que apresentam algumas conchas univalves. Mas ainda que as palavras tenham
a mesma origem os conceitos geométricos correspondentes so muito diferentes. Existiram autores que
confundiram os dois conceitos, tais como, Chasles e Montucla, que atribuiram sem qualquer fundamento

a invengao das espirais a Perseo.
2Do grego, Topos, em latim torus, que, entre muitas e variadas acepgdes, tem as de corda delgada e de

moldura circular na base das colunas.

199
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o primeiro matematico que as inventou ou afirmou conhecer aos seus sucessores.

A equagao do toro, do sdlido engendrado por um circulo, quando gira e d4 uma volta
completa em redor de uma linha recta (eixo do toro), situada no seu mesmo plano, é a

seguinte:

(Va2 +22) =R —y° ,

supondo que por eixo de revolugao se toma o eixo das ordenadas, e que R representa o raio

do circulo gerador, e ! a distancia do centro deste circulo ao eixo da superficie.

A secgéo produzida nesta superficie por um plano paralelo ao seu eixo conserva sempre,
por defini¢do, a mesma forma, qualquer que seja a posicao do plano, desde que a sua

distancia ao eixo permanega constante.

Supondo, pois, o plano secante paralelo a zOy, ou z = ¢, para equagao da seccao,
referida a um sistema de coordenadas, tracadas naquele plano, paralelamente aos eixos das
abcissas ¢ ao ¢ixo das ordenadas, € cuja origem seja o ponto de intersecgao do mesmo plano

com o eixo das cotas, teremos

(1+ Va2 +c2)* = R? — ¢ (5.1)

ou

(@ + P+ 1P+ 2 = R? =412 (2® + ). (5.2)

As Espiricas de Perseo séo, pois, curvas de quarta ordem, cuja forma é facil determinar.

Da sua equagao, ou da sua definigdo geométrica, resulta, em primeiro lugar, que as
curvas consideradas ndo tém ramos infinitos.

E as equagoes

(4 P+ - RHz =0
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(x2+y2+12+02_R2)y:0 ,

obtidas por derivagdo da equagio anterior, em relacio a = ¢ a y, mostram ainda que a

origem das coordenadas é um ponto duplo quando se verifica a condicao

l+c==*R, (5.3)

e que este caso é o Unico em que as Espiricas admitem pontos daquele nome a distancia
finita. Em qualquer destas suposi¢oes. os planos secantes, geradores das Espiricas, sao
tangentes ao toro, e, ndo considerando o caso de ser ¢ = —! — R, porque c deve ser positiva,
nem o caso de scr ¢ = [ + R, porque entdo nio existe curva, a equagdo (5.2) adquire a

forma

(22 + y?)? = a%y? + b*2? |

na qual
a?=4lc e ¥ =4l(l+¢) ,
quando [ + ¢ = R;

e a forma

(2% + 1?)? = ba? — a%y?
donde
a?=4dlc e ¥®=4l(l-¢) ,

quando [ — c = R.

Nestes casos, que mais adiante estudaremos mais a fundo, as FEspiricas recebem o

nome de Lemniscatas®.

3De Anurioxos, ou lemniscus: faixa ou banda, ou cinta estreita, anudada na figura de ocho, ete.
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107.

Quando nao se verifica a condigao (5.3), as Espiricas compdem-se de um ou de dois
ramos fechadas, completamente separadas uma da outra, e simétricas relativamente aos
eixos coordenadas. Para determinar a forma e a posicao destes ramos procuremos, antes de
mais, determinar os pontos em que as abcissas ou as ordenadas adquirem valores maximos

ou minimos.
A equacdo, derivada da equagao (5.2),
@+ 2+ P+ — Rydy + (e + 2 — 2+ — R®)adr =0

mostra que o valor de y scrd maximo ou minimo, quando z = 0, e também quando

2?2 +y? — 124+ ¢ — R? = 0. Ou, noutros termos, quando se verifica algumas das igualdades

=0 ou x==xVI2 -2 |

aos quais correspondem os seguintes valores de y, determinados a partir da equacéo (5.1),

por substituicdo nesta equagéo dos valores de z,

y=£VR?—(l+tc)? e y=+R |,

excluindo os de y = £V R? — 412, que nao satisfazem a equacio y' = 0.

A mesma equagio mostra que z adquirird valores maximos ou minimos, quando y=20
ou % +y* + 1% + ¢* — R? = 0. Esta equagio combinada com a equagéo (5.1), produz para
z valores imagindrios. Logo, as Espiricas s admitem abcissas méximas ou minimas nos

pontos determinados pelas coordenadas
T=%V(EFR-0)?—c% e y=0
Consideremos diferentes casos, correspondentes & diferentes distdncias do plano se-

cante ao eixo do toro. Nos trés primeiros casos é suposto que o toro seja aberto, ou | > R,

0s outros supoe-se que o toro ¢ fechado ou | < R.
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Caso 1.° - Seja I > R (toro aberto e | < ¢ <1+ R). Dos pontos em que as ordcnadas

sdo méximas ou minimas, somente resultam reais os seguintes:
[z=0,y=xvR*—(1—-¢)?] ,

e daqueles em que as abcissas sdo maximas ou minimas, estes outros

[t=2(R+1)2—-cty=0] .

A curva apresenta entdao a forma de um oval (figura 36), cujos eixos, EC e DB, sao }
iguais a
|
|

2vVR?2—(l—¢)? ¢ 2¢/(R+1)2—c2 .

i R = 2.032487833360328
L ] I = 3.426381503285688

© = 4.200775286705277

0 A ] X

|
|
|
|
L 3 3 >
R = -1.392803760025250

R4 = 5.4578604206450818

I-R = 1.30280375002520

Figura 36: Espiricas de Perseo, quando! > Rel<c<I+ R
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Caso 2.° - Quando ! > Rel — R < ¢ < [, dos pontos em que y ¢ maxima ou minima

resultam rcais os determinados pelas expressocs:
z=0,y=2VR2—-(1-¢)? , [x=%VI?-cy==%R] .

E dos pontos cm que x é maxima ou minima, sdo reais os seguintes:

[t=2V(R+1)?-c2,y=0] .

A curva tem entao a forma indicada na figura 37, na qual
FB=2(R+1)?-¢ ,

HD=2R*—(I—c2 ,
PQ=2vIi2—-¢c% e

AC =2R .

Cas0 3.°-Sel > Rcc <l — R, resultard maxima ou minima nos pontos
M

[t = V1?2 -2, y=+R] ,

e z, analogamente, maxima ou minima, nos pontos que tém por coordenadas

[t =%V (xR-1)? =%y =0

Logo, a curva serd da forma indicada na figura 38, na qual
OA=+/(R-1)?-¢ ,

0C=2/(R+1)2—¢c ,
DB =2R e

OL =12 - .
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. 'n R = 1.568040121706742
R ' E 5 ‘e
i * 1= 2.851465037041771
) )
'
. ! © = 2.237153274885445
) v
¢ 4 é 4
F L p 0 ' B X
: : R = -1,302618010146028
t ¥
' H R = 4.510411158737512
) H
N " . IR = 1.302518916144028
[ A

Figura 37: Espiricas de Perseo, quando! > Rel—- R <c <l

Caso 4.° - Suponhamos agora que | < R (toro fechado) ¢ l < ¢ < R+ 1. Neste caso,

y é mdximo ou minimo nos pontos quando é ¢ > R — [, e também nos mesmos pontos, e
nestes outros ainda:
w0,y =2V —(+07 .

quando c < R —[.

De modo andlogo, x serd méximo ou minimo nos pontos

[z =%2V(R+1)2-2y=0] ,

quando ¢ > R—I, ¢ méxima e minima também nesses mesmos pontos, ¢ ainda nos seguintes:

[t=xV/(R=-12?-cy=0] ,
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R = 1.875835026832780
I = 3.937056852033642
c = D.B54187569039002

Rl = -1.981421825200878

.
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+ & "
¥
L 4
}
H ]
4
] ! :
' ,
» .
. .
¢ ! :
M 6 M E "o A i c X
4 v
) ;

R4 = 5.912801878806408
I-R = 1,861421825200876

Figura 38: FEspiricas de Perseo, quando ! > Rec<!— R

quando c < K —[.

No primeiro destes casos, a curva é composta por um oval Unico, cujos eixos sdo iguais

2VR2—(l—0)? e 2¢/(R+1)2— ¢

)

no segundo, a curva é composta por dois ovais, um dentro do outro, cujos eixos sio

respectivamente iguais a

2R —(I—c)? , 2/(R+1)?—¢&

2=+ . 2/ R-P =2
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Caso 5.°-Sel < Re R—1 < ¢ <, as ordenadas serdo maximas ou miniias nos

pontos

[t=2VP~cy==%R] , z=0,y=xvR>-(1-0)? ,
e maximas ou minimas as abcissas nos pontos,

[t =tV (R+1)?—-c2y=0]

A curva ters, pois, uma forma parecida com a forma da curva do segundo caso.

Caso 6.° - E, por ultimo, se l < R, ¢ < R—1 e ¢ <, a ordenada y serd maxima ou

minima nos pontos

[t=0,y=2VvR:—(£c)? , [t=xVI?-32y==xR] ,

e, & abcissa z, maxima ou minima, também nos pontos

[t =%V (xR -1)2 =%y =0

A curva compoe-se, assim, de um ramo, semelhante a curva considerada no segundo

caso, e de um oval, colocado no interior daquele ramo, cujos eixos tém por expressao

o0V/RE— (2 , 2/(R-12—¢ .

108.

Investigando as assimptotas das Espiricas pelo método conhecido, determina-se que

estas assimptotas sao imaginarias, € estdo definidas pelas equagoes

y=ixtil e y=—ix i .

Através destas assimptotas, chega-se & conclusdo que as Espiricas possuem dois pontos

no infinito.
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109.

Para determinar os focos das Espiricas, comecemos. por advertir que as assimptotas,
cujas equagoes acabamos de determinar, intersectam-se em quatro pontos, que sdo (Ntmero
48) focos singulares da curva a qual as assimptotas se referem. Dois destes focos serao reais,
e tém por expressdo analitica a seguinte: (z = +l,y = 0), e os outros dois imagindrios,

determinados pelas coordenadas (z = 0,y = +il).

Os focos ordindrios (Nituncro 48), também podem determinar-se facilmente. Para o
qual propusemos recentemente um procedimento elementar e simples no volume corres-
pondente ao ano 1900 de El Progreso Matemdtico, que publicou em Zaragoza o professor
Sr. Galdeano. Mas o método que vamos expor, de caracter elementar, nos parece todavia

mais simples.
Consideremos a recta representada pela equacao
y=1ir+k ,

que deve ter com a curva definida pela equagdo (5.2) dois pontos de interseccdo, cujas

abcissas se determinam com o auxilio desta outra:

AR+ 12)2% — kiR + P+ & — ROz + 4123 — (B2 + 12+~ k2?2 =0 .

Para que a recta em questao seja tangente a curva, os pontos de intersecgdo de ambas
as linhas deven coincidir um com o outro, ou ser iguais, cm consequéncia, as duas raizes

da equacéo anterior. Logo, deverd verificar-se que

k2(k2+l2+c2 _R2)2+(k2+12)[4l2c2 _ (k2+l2+02 —R2)2] =0 ,

ou

(B2 4+ 12?2 =2k + D) (A + R+ (- RH)*=0 ,

ou, como facilmente se conclui daqui,

k> =(c+ R)?* -1

o s L
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A equacdo das tangentes & curva considerada, de coeficiente angular ¢, terd, segundo

isto, por expressao

y=+4izr £ (ctR)?Z2-1? .

E se o coeficiente angular fosse —%, determinava-se, para equagao das tangentes, esta

outra expressao:

y=—izt+(ctR)?2-1? .

Todas estas tangentes constituem, pois, dois grupos de quatro rectas cada um, e as
intersecgOes das rectas de um grupo com as do outro determinam dezasseis pontos, que

sdo precisamente os focos ordindrios da espirica considerada.

Dos dezasseis focos existird quatro que sdo reais, correspondentes as intersecgoes das
rectas de um grupo com as suas respectivas conjugadas do outro. Sendo necessario, para

determinar as suas coordenadas, distinguir na discussao diversos casos.

1.2 Se I? < (R — ¢)?, os radicais que figuram nas equagdes dos dois grupos de rectas

serdo reais, e os quatros focos deste nome terdo por coordenadas
[t=0,y=xv(cE R)?-1?] .

2.° Se I2 > (R + ¢)?, os mencionados radicais serdo imagindrios, e escrevendo as

equagdes das rectas a que corresponde da seguinte forma,
y=izt+I2—(cxR)? e y=—ilz£/I?—(ctR)? ,

adverte-se imediatamente que as coordenadas dos focos reais serao as seguintes:

[t =% - (ctR)?%y=0] .

3.°Se (R —c)? <12 < (R + c)?, de modo andlogo se conclui que as coordenadas dos

focos reais serao

[=%y/PB—-(R—-¢)?y=0] ¢ [z=0,y=%v/(R+¢)? -1 .
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110.

As conclusdes precedentes devem modificar-se quando [ = R + ¢, ou quando (nimero
106) a origem das coordenadas constitua um ponto duplo da curva.

De facto, sc [ = R — ¢ as equagOes das rectas, secantes a curva em dois pontos

coincidentes um com o outro, e que témn por coeficientes angulares i ou —i, reduzem-se as

seguintes:
y=1ix,y =ix £ 2V Rc ou y=—iz,y = —tx £ 2V Rc .
Das quais as y = iz ¢ y = —iz passam pclo ponto duplo, onde tém dois pontos comuns

com a curva, sem scr tangentes a esta, pelo qual ndo determinam nenhum foco. Enquanto
quc as outras rectas se intersectam em quatro distintos pontos ¢ determinam quatro focos

ordindrios, dos quais sdo reais dois, definidos pelas coordenadas,

[z =0,y = +2VRd] .

Do mesmo modo concluir-se-4 que, quando [ = R + ¢, a curva possui também quatro

focos, entre os quais dois sao reais, cujas coordenadas tém por expressao

[z = £2V Re,y = 0]

111.

As Espiricas de Perseo sao um caso particular de uma muita extensa classe de curvas,
denominadas tambén Espiricas, que compreendem todas as secgdes planas do toro. Estas
curvas foram cstudadas por PAGANI numa Memoria premiada em 1824 pela Academia de
Bruxelas, e depois por DARBOUX (Nouwvelles Annales, 1864, p.156), por LA GOURNERIE
(Journal de Liouville, 1869, p.9), etc. Sendo de advertir que as Espiricas, em geral, se

acham contidas noutra classe mais ampla de curvas, a qual trataremos mais adiante.
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IT As Cassinicas

112.

Pertencemn a classe das Espiricas de Perseo as curvas planas, engendradas por um
ponto mével, de tal modo que o produto das suas distancias a dois pontos fixos, situados
no mesmo plano da curva, scja constante. Distingue-sc em particular estas curvas com o
nome de ovais de Cassini, ou simplesmente de Cassinicas, por terem sido consideradas pelo
célebre astrénomo Dominico CASSINI, que pretendeu substitui-las pelas elipses de KEPLER

no estudo do movimento dos astros.

Sejam 2! a distancia dos pontos fixos considerados, F' e F” (figura 39), e m a constante

dada. Designado por M o ponto gerador da curva, por definicao resulta que

MF x MF' =m .

Tomando a recta F'F' para eixo das abcissas, e seu ponto médio como origem das

coordcenadas,

VE-02+2x /(@ +D2+y2=m ou (22 +y*>+ %)% =m? +4%* |

ou, fazendo, m? = 4[%¢2,

(.CL'2 +y2 +12)2 — 4[2(1‘2 +C2)

113.

Comparando esta equacao com a equagao (5.2) do ndmero 105, vé-se que as Cassinicas
coincidem com as Espiricas resultantes de intersectar o toro por um plano paralelo ao eixo,

e cuja distancia a este eixo seja igual ao raio do circulo gerador da superficie.

Fazendo, pois, R = ¢, nos resultados obtido no ndmero 107, por referéncia as Espiricas,
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|=2.214417175308238

*
m = 13.2078785728453 ¢

Figura 39: Procedimento para a construgéo das Cassinicas

conclui-se sem dificuldade que as curvas de CASSINI, desprovidas dos pontos duplos, a

distancia finita, admitem trés formas distintas.

Caso 1.° - Se | > 2¢ (caso 3.° das Espiricas), a curva serd composta por dois ovais,

como na figura 33.

Caso 2.° - Se 2¢ > | > ¢ (caso 2.° das Espiricas), a curva terd a forma indicada na

figura 32.

Caso 3.2 - Se I < ¢ (caso 4.° das Espiricas), a curva terd a forma de uma clipse. Tanto
)

que alguns autores aplicamn & curva o nome de elipse de Cassini (figura 36).

No caso de acontecer | = 2c¢, a curva reduz-se a chammada Lemniscata de Bernoulli, a
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qual vamos estudar mais adiante, e que temn por equacao

(2% + y*)? = 8c%(a? — %) .

114.

A equacéo das Cassinicas, em coordenadas polares, é

pt = 20%p% cos 20 + 1* = 41*c* .

Partindo desta equagao e com o auxilio das férmulas conhecidas

] d
senV:pii— , cosV=d—p ,
s s

nas quais s representa o comprimento dos arcos da curva, e V o angulo da tangente com
o raio vector do ponto de contacto, se obtera facilmente a expressao do raio de curvatura
das curvas consideradas pelo método seguinte (CESARO: Lezioni di Geometria intrinseca,

Napoli, 1896, p. 42).

Derivando a equacdo da curva relativamente a s, e tendo em conta as igualdades

anteriores, deduz-se que

(A)
pPcosV =1%cos(20 — V) .

Eliminando p entre esta equagao e a da curva, vemn a seguinte

(B)
lsen2f = 2ccosV .

Derivando de novo esta equagao, relativamente a s, obtem-se

do dv
lcos 29£ = —csen V—(—i—; ,
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e, portanto,
dv [ cos20 df | cos20

ds ¢ senV ds ¢ )

Advirtamos agora que, representando por ¢ o angulo formado pela tangente a curva

com o cixo das abcissas,
0=p+V .

. . . ’ 1
Em consequéncia, recordando a igualdade conhecida —df = ha qual R representa
s

o raio de curvatura,

Notemos que das expressoes (A) e (B) vem esta outra,

12(cos 20 cos V 20senV
p2 = (cos 20 cos V' + sen 20 sen V) = 1%c0820 + 2clsenV .
cosV

A qual combinada com a equacdo da curva, produz os seguintes resultados:

pt 4 1t — 4122 e senV = pt — 1t + Al

20 =
o8 202 p? 4clp?

Portanto,
1 Vool 44— 422
— = +—00329:3p ll ¢
R p cp 4clp?

Esta igualdade determina o raio de curvatura das Cassinicas, em funcao do raio vector,

p, do ponto a que se refere.

115.

Aplicando as Cassinicas o procedimento de investigagao dos focos, explicado no nimero
109, ao tratar das Espiricas, cm cuja classe estdo compreendidas, encontram-se os mesmos

resultados de entdo, com a simplificacao conseguinte ao supor agora que R = c.
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Assim, imediatamente se infere que as Cassinicas tém dois focos singulares reais, defi-
nidos pelas coordenadas (£, 0), e quatro mais ordindrios, reais também, cujas coordenadas
S30

(x=+ly=0) e (z=xVI2—-4c%,y=0) ,

quando | > 2¢, e

(x=xly=0) e (z=0,y=*V4c?-1?2) ,

quando | < 2c.

Donde se conclui que os pontos F' ¢ F' (figura 39), que tém por coordenadas r = %!

e y = 0, podem considerar-se & vez como focos singulares e ordindrios da mesma curva.

116.

Por intermédio da expressdo de R, obtida no numero 114, determina-se facilmente
a condi¢do para que a curva tenha pontos de inflexdo reais, assim como se determinam
também as coordenadas destes pontos. De facto, procurando os valores de p que corres-
pondem aos valores de R = oo, determina-se que os pontos reais de inflexdo da curva sao

os de intersec¢do desta com a circunferéncia definida pela equagéo
2,2 2 l 22
4yt =p =zl -1,
3
sempre que se verifique a condigdo [ < 2¢, ¢ que ao mesmo tempo a curva intersecte
a circunferéncia. Esta dltima condicio determina-se eliminando 32 entre as equagoes de

ambas as curvas consideradas (nimero 112 e 116), e expressando logo que o valor de 2?2,

que satisfaz a resultante, é positivo. Daqui podemos escrever que

1
§(4l262 — M+ >2c ou (I-2)(I—-¢)<0,

ou simultaneamente, I < 2c e | > ¢, como no segundo caso dos considerados no nimero

113, e também no da Lemniscata.
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117.

A rectificagao das curvas de Cassini obtém-se por intermédio dos integrais elipticos de
primeira espécie, conforme mostrou Serret no Journal de Liouwille, t. VIII, p. 145 ¢ no seu
Cours de Calcul Dif. et Intégral, t. 11, 1880, p. 260 , onde procede a andlise a continuagio

emplementada para determinar as férinulas de resolu¢do de tao interessante problema.

Seja, em primeiro lugar, | > 2c¢, neste caso a curva compoe-sc de dois ovais iguais.
Considerando um destes oval, tracemos pela origem das coordenadas duas rectas que a in-
tersectem. Sejam 6 e 0, os ngulos quc estas rectas formam com o eixo das abcissas. Entre
ambas as rectas estao compreendidos dois arcos do oval considerado, cujos comprimentos,

s e 51, vamos determinar.

Fazendo na equagéo polar da curva 2c = Isen 20, vem que

p* = *[cos 260 £ V/cos? 20 — cos? 20

Donde se deduz que,
dp psen 26
dy Vcos? 20 — cos? 2a

e
2 d_;)2 _ 1 — cos? 2 _ 4¢?p*
T cos? 20 — cos?2a  12(cos? 26 — cos? 2a)
Os comprimentos dos arcos considerados dcterminam-se, pois, pelas expressdes seguin-
tes:
%1 \/cos 20 + v/cos? 20 — cos? 2
s=2c dag |
A Vcos? 20 — cos? 2a
e
O \/cos 20 — v/cos? 20 — cos? 2a
$1 = 2¢ de
PR V'cos? 20 — cos? 2

Das quais, por adigdo e subtracgio ordenadas de ambos os membros e levando em
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conta a identidade

2
[\/cos 26 + V/cos? 20 — cos? 2a & |/ cos 20 — Vcos? 20 — cos? 2a| = 2(cos 20 % cos 2a)

vém de imediato os seguintes resultados,

o do
| s+ 51 = 2cV2 ,
| . 9, Vcos26 — cos22a

5 [ df
60 V0s20 + cos2a

que facilmente se transformam nos seguintes, fazendo no primeiro sen ¢ = scn «sen @, ¢ no

§— 81 =2

segundo sen f = cos asen ), e representando por @y € 1, € por Yy ¢ Py, os valores de p ¢

de v, quando sejam @ =6y e 0 = 0;:

(21 d
s+ s = 2(1/ id 4
vo /1 —senasen?

,(/)
1 di s
w0 /1 —cos?arsen? )

§— 81 =2¢

Donde sc deduzirdao os valores de s e s1, mediante o cdlculo de dois integrais elipticos

de primeira espécie.

Na suposicao | < 2¢, fagamos | = 2c¢sen 2a;, e representando por s e s; 0s comprimentos
dos dois arcos, tais que os raios vectores das extremidades de um sejam perpendiculares

aos raios vectores das extremidades do outro, vem

5 /61 v/ c0s 20 + v/cos? 20 + cot? 2ad0
S = 4C
%0 Vcos? 26 + cot? 2a ’
Y1 d(p
4No documento original estd escrito s + s; = 20/ l = =
wo V1 —sen?asen?yp

1 dip

5No documento original esté escrito s — s, = 2¢

vo VI cos?asen?y
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e
o =9 b1 \/—00529+\/c03226’+cot22ad9
1 = 4C )
9o Vcos? 20 + cot? 2a |
e, portanto, estando 0y e #;, compreendidos entre 0 ¢ %, |
01 \/C()t 2a0 + Vcos? 20 + cot? 2
s+ s, = 2cV2 de
fo Vcos? 26 + cot? 2o
e
1 \/— cot 2a + V/cos2 20 + cot? 2a
§— 51 =2cV2 o .
J o Vcos? 26 + cot? 2
Fazendo agora,
1 — 2sen? a scn
V/cos? 260 + cot? 2a = SR rsen ¥ ,

sen 2

no primciro destes intcgrais, e

1 — 2cos? asen? ¢

V/cos? 20 + cot? 2a =

b

sen 2«

no segundo, conclui-se, finalmente, que

®1 d
s+51=\/2d/ 14 ,
©o

/I —sen? arsen?

8§ — 81 = VvV 2¢l / ’Q/)
wo /1 —costasen?tp

Desta mancira, neste caso s ¢ s; dependem de integrais elipticos de primeira espécie.

118.

Para determinar a drea A, limitada por um arco das curvas de Cassini e pelos raios

vectores correspondentes aos pontos extremos do arco, partiremos da férmula

A 1/ prdo = . —(sen 26 20) 12 /91\/4 ¢ 220d0
= = = sen — 8cn — — S¢n .
2 Jo, 4 ! 0) 12
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Quando | < 2c (figura 36 e figura 37), vai-se utilizar nesta férmula o sinal +. Mas
quando ! > 2c (figura 38), adverte-se que entre as rectas que formam com o eixo das
abcissas os angulos 6, e 6, estdo compreendidos dois arcos de cada oval. Devendo, assim,
utilizar-se o sinal -, quando se considerem os arcos mais proximos da origem, e o sinal +,

quando se considerem os arcos mais afastados.

Em qualquer dos casos, o integral que figura na expressio de A depende dos integrais

elipticos, como podemos verificar a seguir.

l
Suponhamos inicialmente que, [ < 2c ou % < 1. Pois neste caso,

C
2 2
/\/%—senfezede:?/\/z—%senwed() .
4 4 C

E assim, a drea depende de um integral eliptico de sequnda espécie.

Mas, se [ > 2c, fazendo

2 2 —4c?
tan 20 = ——C—sccga e A

VI? — 4c?
resultard a igualdade seguinte

[4c? 4c?
/ l—i — sen? 20df = / \/l—z cos? 260 — k% sen? 20d6

_ 2c%k? / sen? pdp
& [1 — kZsen? ]2

_ 2 / dy _/ dey
12 V1 —k%sen? [1 — k2sen? ¢]?

Pela teoria dos integrais elipticos sabe-se ainda que

d; 1 k2 sen ¢ cos
[ - | [ VI e - S|
[1—k%2scn2¢p)2 1-—k V1 —k?sen?¢

expressao que pode ser provada por diferenciagao.
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Logo,

" [4c? 2c? ( 1 k?
/\/%—scn229d0:i2/ dp ——/\/1—k2scn2cpd(p+ S ik
! ! 1—k2sen?¢p 2 24/1 — k?sen?

E, neste caso, vé-se claramente que o valor de A depende dos integrais elipticos de

primeira e sequnda espécie.

119.

Os ovais de Cassini desempenham um papel importante na teoria das funcoes analiticas,
porque linitam as dreas de representagdo dos pontos em que aquelas fungdes podem ser
desenvolvidas em série, ordenada segundo as poténcias inteiras e positivas de um produto
(z —a)(z —b), no qual a ¢ b sdo dois nimeros completos, figurados por focos da curva, e
a varidvel. (Veja-se, por exemplo, HOUEL: Cours de Calcul Infinitésimal, t. IV, 1881, p.
42.)

120.

Os ovais de Cassini foram estudados por vérios gedmetras. Primeiramente, Malfatti
estudou-os em 1781. por intermédio da Geometria pura. num trabalho intitulado Della
curva casseniana. Mais tarde, muitos mais sc dedicaram ao seu estudo, como GARLIN
(Nouvelles Annales des Mathématiques, 1855, p. 305), LAGUERRE (Bulletin de la Société
Philomatique de Paris, 1868, p. 40)%, DARBOUX (Sur une classe remarguable de courbes
et de surfaces algébriques, et sur la théorie des imaginaires, Paris, 1873, p. 787), SERRET

(. c.), ete.

5No documento original estd escrito Bulletin de la Sociélé Phylomalique de Paris, 1868, p. 40.
"No documento original estd escrito Sur une Classe remarquable de Courbs, etc, Paris, 1873, p. 78.
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III As Lemniscatas

121.

Foi referido anteriormente que o nome de Lemniscatas se aplicam as Espiricas, repre-

sentadas por uma ou outra destas equagoes:

(12 +y2)2 — a2y2 +b2x2 ,

(.CL'2 + y2)2 — b2$2 _ a2y2

A primeira das quais, segundo se demonstrard mais adiante, representa as curvas
inversas e as podarias centrais da elipse, e a segunda sao também as inversas e as podarias
centrais da hipérbole. Por esta razdo, J. BOOTH (A Treatise on some New Geometrical
Methods, London, t. 11, 1877, p. 163) dcu as primeiras o nome de Lemnniscatas elipticas e

as segundas Lemniscatas hiperbdlicas.

Na primeira das duas equagOes precedentes pode-se sempre supor que b > a e por
intermédio das férmulas (numero 106)
l /s 5 a?
R=Il+c, ==V -a%2 ¢ c=— |
2 4]
determinam-se o toro e a posigdo do plano paralelo ao seu eixo, que produz, pela sua
interseccao com aquele solido, uma Lemnuiscata eliptica dada. Mais, por intermédio destas

outras,
2

R=]l—-c, lzéan—}—b? e c:% ,

resolve-se a mesma questdo, quando se trata da Lemniscata hipérbdlica.

No primeiro destes casos, o toro serd fechado, e no segundo aberto, scndo em ambos

0s casos o plano secante tangente ao toro.
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122,

As Lemniscatas podem-se obter também procurando as curvas que satisfazem a condigao
(Boory, 1. c.)
2ot =e* + fir? (5.4)

na qual p, p; e r representam as distancias de quaisquer dos seus pontos a outros trés
pontos fixos F, I e O, colocados na mesma recta, & igual distancia e de O a F, assim

como a F’, ¢ f uma constante dada (figura 39).
Tomando o ponto O como origem as coordenadas, e a recta F'F’ como eixo das abcissas,
P=v+@—ef , f=y’+@@+e) e =24y,
a equacdo cartesiana das curvas consideradas serd a seguinte:

(2% + %) = (f7 +2e%)° + (7 - 2¢")y"

Esta equacdo representa uma Lemniscata eliptica, cujos parametros sao

a?=f2—-2e? e V¥ = f24+2¢°

quando f? > 2¢%. E ainda, se f% < 2e® a equagao representa uma Lemniscata hiperbdlica,

com estes outros parametros,

b= 2422 ¢ a2 =2e2— f? .

Com base nestas nocoes gerais, estudaremos agora separadamente cada uma das

Lemniscatas mencionadas.

123.

Lemmniscata Eliptica - A equacao

(x2+y2)2=a2y2+b2:c2 ,
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da Lemniscata eliptica mostra imediatamente que:

* a curva ¢ simétrica relativainente aos cixos das coordenadas;

* a curva intersecta o eixo das abcissas nos pontos (£b,0) ¢ o cixo das ordenadas nos

pontos (0, +a);

*

a origem das coordenadas é um ponto isolado da mesma curva;

* a curva nao possui ramos infinitos reais;

| * qualquer recta, tragada pela origem das coordenadas, intersecta a curva em dois
pontos reais, diferentes do ponto isolado O (figura 40).

a"2 = 2.359812981168212

\

*f = 10.359812081168211

b*2 = 18.35081298116821

|
|
1 "
l

e=2

Figura 40: Lemmniscata Eliptica ‘
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A equagio
[P =200 +y)]e
22+ y?) - a?y

mostra ainda que as tangentcs nos pontos C ¢ D siao paralelas ao eixo das abcissas ¢ que

as correspondentes aos pontos E ¢ F' sdo paralelas ao eixo das ordenadas.

124.

A determinagdo de = e y por intermédio da equacao

combinada com a equacéo da curva, produz resultados imagindrios. Logo, ndo existem
mais pontos em que a tangente scja paralela ao eixo das ordenadas do que aqueles j3

encontrados: (y = 0,2 = +b), ou os pontos E e F.

. : . 1 .
A circunferéncia de equacio 22 + y% = —2—b2 Intersecta a curva em quatro pontos, cujas
coordenadas se deduzem das seguintes equagoes:

, B2 —2a%) b

T - Y T im e

Logo, quando b > 2a?, existem quatro pontos G, H, I, K, colocados sobre esta

circunferéncia, nos quais a tangente é paralela ao eixo das abcissas.

Dado que z = 0 ¢ z = £v/b? — 242, quando y = a, vem que as paralelas ao cixo das
abcissas, tragadas pelos pontos C' e D, intersectam a curva noutros dois pontos reais, cujas

abcissas s8o iguais a +v/b% — 2a2, sempre que b > 2a’.

No caso b < 2a?, nao existem aqueles quatro pontos e que a tangente é paralela ao
eixo das abcissas, nem tao pouco as paralelas ao eixo das abcissas, tragadas pelos pontos
C ¢ D, intersectam a curva em pontos reais. A Lemniscata assemelha-se entdo & forma de

uma elipse.
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125.

Nos nimeros 106 e¢ 108 foi advertido que a curva de que tratamos possui um ponto
duplo na origem das coordenadas, e outros dois deste tipo no infinito. Desta mancira, csta
curva de quarta ordem, com trés pontos singulares, pertence a categoria das unicursass.

Efectivamente, substituindo na sua equagéao y por tx, vem
Va2l + b =at+z

logo, as expressoes

_ 2a%2(z% + V) a0 -2
244 2(2a% — b2)22 + b4 CVT AL 2(2a% — b%)22 + b* '

determinam os valores de « e y, em fungdo racional de z.

126.

A equagdo polar da Lemniscata eliptica é

p==+Va2sen20 + b2 cos? 6 .

Da qual se deduz, para expressao do raio de curvatura R, a seguintc:

[(a? +6%)p* — a7
[2(a? 4 b%)p? — 3a%b?p

A partir daqui conclui-se que a curva tem um ponto de inflexdao duplo isolado na
origem das coordenadas, e outros quatros, também de inflexao, sobre a circunferéncia de

raio igual a
3a’b?
2(a? + ?)

Procurando os valores de 6, correspondentes a cste valor de p, obtém-se a igualdade

p:

b2 (262 — a?)
2064 —at)

sen’ 6 =
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a qual combinada com as desigualdades 0 < sen?f < 1, mostra que os valores procurados
de @ scrao reais somente quando b? > 2a%. Neste caso, a curva terd os quatro pontos de
inflexao reais que acabamos de determinar (figura 40), mas, quando b? < 2a% ndo possui

qualquer ponto de inflexao.

127.

Os focos ordindrios da Lemniscata eliptica determinam-sc imediatamente pelas férmulas

do nimero 110, substituindo nelas R e ¢ pelos valores

b2 a?

R=—f——e—— e c= —— ,
2vb? —a? 2vb? —a?
que resultam das igualdades anteriormente estabelecidas:

R=1Il+c , l—%vlﬂ—a? e C:Z_l

De onde se conclui que a curva possui quatro focos ordindrios, determinados pelas

interseccoes das rectas

V2 —a?2(Y +iX)+ab=0 e Vb —a?(Y —iX)+ab=0 |,

dois imagindrios, e reais os outros dois, definidos estes pelas coordenadas

ab

Mais, outros dois focos singulares reais, cujas coordenadas sdo (nimero 109)

1
x:iivbz—cﬂ e y=0,

em coincidéncia com os pontos F' ¢ F' da figura 39.
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128.

A Lemniscata eliptica € a podarie da elipse,

a’z? + 0%y = o

relativamente ao centro. (SERRET: Journal de Lionville, 1843, p. 497.)

De facto, as equagdes da tangente a elipse no ponto (z,y) da curva, ¢ da perpendicular
tragada desde o centro a esta tangente, representando por X e Y as coordenadas de um

ponto qualquer, em geral, sdo
beY + a2z X =d*? e ad’zY = b2yX ,

as quais satisfazem os seguintes valores de x ¢ y:

b2X a’y
r= ——- e I e— y
X2 _+_y2 y X2 + y2

que substituidos na equagéo da elipse, a transformam na equagdo da Lemniscata agora
considerada, primeira do numero 121, sem mais diferencas que a troca dos valores de z e

y pelosde X e Y.

129.
Entre a clipse ¢ a Lemniscata eliptica existe outra relagao, ndo menos importante que
a anterior, que passamos de seguida a demonstrar.
De facto, aplicando & equagao da elipse,
a2y2 + b2$2 — a2b2 ,

a transformacao por raios vectores reciprocos, definida pelas expressoes conhecidas

abX aby
Xy PV T X
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determina-se precisamente a equagao das Lemniscatas elipticas. Logo, a Lemniscata deste
nome € a curva iversa da elipse, relativamente ao seu centro, conforme a definida no

numero 121.

130.

Ao exposto sobre as Lemniscatas elipticas, consideramos procedente agregar a este

livro a dedugao, em coordenadas tangenciais, da equacao destas curvas.

Para isso advertamos antes de mais, que

J = [0? — 2(2* 4 v*))a
[2(2% 4+ y?) — a%y

a equacao da tangente 4 Lemniscata no ponto (z,y),

Y=yX+y—yz ,

podera escrever-se do seguinte modo

[b* — 2(2? + y)]2X + (2* + y*)*

Y = ,
2(22 +y?) — a®ly
ou
uY +vX +1=0 ,
na qual
N [2(2® + y?) — a?ly oy (0% — 2(22 + y*)]x

(.’132 +y2)2 (1.2 +y2)2

Mas, fazendo z? + y? = r?, desta equagao e da correspondente & curva deduz-se que

2 _ r2(7"2 . a,2) . r2(b2 _ T2)
b2 — g2 Yy b2 — g2

Logo,

o QP -aPH ), (-2 - )
(b2 — a2)fr6 (b2 _ CL2)T'6
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e, portanto,
(a®0? + 0% + 4)r* = 4(a® + 87)r? — 3a%0? e (W24 V)8 = (a2 + bV)r? — a?? |

Eliminando r nestas equagoes, determinar-se-a, para equagao em coordenadas tangen-

ciais da Lemniscata eliptica (BOOTH, 1. ¢, t. I, p. 145),

a?b?(@®v? + b2u® + 4)° — (a® + )2 (a®v® 4 b*u® + 4)% — 18ab? (u? + v?)(a®v? + b*u? + 4)

+16(a” + 0%) (u? + v*) + 270" (u? +0°)* = 0 .

Com o auxilio desta equagio pode-se também determinar de novo os focos da curva,
conforme se indica a seguir.
A recta, em geral, & que corresponde a cquagéo

W +vX+1=0,

serd tangente & curva e terd por coeficiente angular +i, se u e v satisfazem a equagdo

tangencial da mesma curva, e sc ainda se estabelece entre elas a relagio v = tiu.

Mas, pondo na equagao da curva, anteriormente deduzida, +7u em vez de v, obtém-se

outra, que imediatamentc se decompoe nas duas seguintes:

B*—a )l +4=0 e a®?(4 - a®u® +b%u?) — (a2+ 022 =0 .

Aos valores de u que se determinam da primeira, ¢ aos valores de v, deduzidos da

condicao v = =iu, correspondem as rectas

2Y +i(2X £ VB2 —a?) =0 ,




230 CAPITULO 5. QUARTICAS NOTAVEIS

que coincidem com as assimptotas da curva, e determinam através das suas intersecgoes

os focos singulares da mesma.

Aos valores de u, determinados da scgunda, e de v, submetidos & mesma condigao

v = Zeu, correspondem as rectas
V2 —a?(Y £iX)+ab=0 |,

que pelas suas intersecgoes, determinam os focos ordindrios.

132.

Para rectificar a Lemniscata eliptica, temos a férmula

ds? _a*sen? @ + bt cos? 6
d6?  aZsen26 + b2 cos? 6

ou, fazendo 6 = g — W,

ds®  a*cos?w + btsen?w

dw?  a?cos?w + b?sen?w

Se ainda suposermos que

tanw = Z—z tan A
donde vem esta outra igualdade,

2 brd\

dw =L .

b2 a%sen? A + btcos? \

resultard que
ad d\
dszﬁ- bt — a* b? — a? 7
1— i SCHQ/\:I \/1 — sen’ \

Desta maneira, o valor de s dcpende de um integral eliptico de terceira espécie.

(Boorn, 1. c., t. I, p. 196)
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133.

A area limitada pela Lemniscata eliptica obtém-se por intermédio da férmula

a’ + b?
—7

2 2

Portanto, a area, como se pode ver, € igual a metade da soma das rectas dos circulos

CUJOS TAL0S SAO 1QUALS GOS Semi-eiros da curva.

134.

Lemniscata hiperbdlica - Consideremos agora a curva cuja equagao é

(502 + y2)2 — b2$2 _ a2y2

1 2m
A=— / (a?sen? § + b* cos® 0)df =
o .
| Comparando esta equacéo com a da Lemniscata eliptica, imediatamente se conclui que
|

as férmulas referentes a esta curva serdo aplicaveis & Lemniscata hiperbélica, substituindo

+a? por —a?.

A Lemniscata hiperbélica tem a forma indicada na figura 41, que tem as seguintes

caracteristicas:

* a curva é simétrica relativamente aos cixos das coordenadas;

* & curva nao possui ramos infinitos, nem a possibilidade de ser intersectada cin mais
de dois pontos, diferentes de O, por rectas que passam pela origem O, pertencente

também & curva;

* a curva é secante ao eixo das abcissas nos pontos If e F’, cujas distancias ao ponto

O é de +b;

* 0 ponto duplo da curva, no qual se retinem dois pontos de inflexao e se cruzam duas

tangentes, cujos angulos, w e 180° — w determinam-se pela cxpressdo tanw = +—.
a
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(-6.0,7.40008)
a*2 = -0.500939919938326
11 = 7.400060080001674

b2 = 16.400080080061674

Figura 41: Lemniscata Hiperbdlica

Dado que
I e )
222 +9?) + oy

vé-se que as tangentes & curva sdo paralelas ao eixo das ordenadas nos pontos E e E', e
ao eixo das abcissas nos pontos G, H, J, K de interseccdo da curva com a circunferéncia
1

¥ =3

b?. As coordenadas destes pontos sao determinadas pelas equagdes

2, V(P 427 b
"= —FF——5—" € Y = —F——Fr
4(b% + a?) 4(b% + a?)

O raio de curvatura, em coordenadas polares, tem por expressao

(8 — a?)0? + 0267}

= [2(6% — a?)p? + 3a2b?]p
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Da qual, tendo em conta a equagao polar da mesma curva, determina-se que as Lem-
niscatas hiperbdlicas nao possuem pontos de inflex&o reais, fora dos dois que estao reunidos
na origem das coordenadas. Esta curva possui quatro pontos de inflexdo imagindrios, que

tendem para o infinito, conforme o valor de 0 tende para o valor de a.

Mas, para além do ponto duplo na mesma origem, as Lemniscatas hiperbdlicas possuem
outros dots pontos duplos no infinito, e sdo, portanto, unicursais. Sendo assim, pode-se
obter a expressao das suas coordenadas, x e y, em funcdo racional da varidvel z, trocando
somente nas férmulas do nimero 125, a? por —a2. Mas, as férmulas assim obtidas contém
coeficientes imagindrios, sendo preferivel deduzir outras, fazendo na cquagdo da curva
y = tz, logo V&% — a?t? = (b+ at)2®, ¢ daqui resulta

2ba2z(1 + 2?)
(@ + )24+ 2(a? = b*)22 + a2 + b2’

_ 20%az(1 — 2%)
(a2 + b?)z% + 2(a? — b?)22 + a2 + b?

)

135.

Para rectificar as Lemniscatas hiperbdlicas, partiremos da equacio da curva, referida

em coordenadas polares,
p° = b2cos’f — a®’sen?,?
da qual se deduz esta outra,

ds? _a*sen? + b*cos? 0
do? b2 cos? 6 — a2sen?

8No documento original estd escrito vb2 — a2t2 = (b+ at)2.
®No docuniento original estd escrito: p = b? cos? 6 — a2 sen? 6.
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Substituindo nesta equagao (BooTH, L. c., t. 1I, p. 164), 6 por uma nova variavel, w,

ligada com 6 pela relagao

bt sen? w

2
sen® 6 =
a2b? 4+ bisen? w + at cos? w

obtém-se, em primeiro lugar,

ds b de b%a(a® + b%) cosw

= e — 3
df  cosw  dw  (a2h? + btsen?w + atcos?w)vVb? + aZcos?w

e depois,
p b3 dw
§ = .
ava?+ b? b —a? a? 5
1+ sen” w 1— ——sen“w
a2 a2 + b2

O comprimento dos arcos das Lemniscatas hiperbdlicas depende, sequndo isto. de wmn
? 7
integral eliptico de terceira espécie, quando b < a ou b > a, sendo de primeira espécie

quando b = a. (BOOTH, 1. c.)

136.

Para obter a area limitada pela metade OK EGO da curva, utiliza-se a férmula

A=— (b2 cos? 0 — a?sen? 6)df = 0, + sen26; ,

1 /'91 b2 — a? a® + b?
2/ 2 4

b
na qual #; = arctg —.
a

Ou, podemos escrever ainda,

b2_a2

2

A=

b 1
arctg — + —ab .
a 2
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137.

A Lemniscata hiperbdlica considerada ¢ a podaria central, e a curva inversa também,

com relagao ao seu centro, da hipérbole

2,2 2.2 _ 232
boy® —a“z” = —a®b”®

cujas assimptotas formam um angulo igual ao das tangentes & mesma Lemniscata no

mencionado centro.

138.

Trocando a? por —a?

, nas equagoes dos numeros 127 e¢ 130, obtém-se a equacgao
tangencial da Lemniscata hiperbdlica e quanto ao niimero e posigao dos seus focos refere-se
que se pode deduzir, em particular, que as coordenadas dos focos ordindrios reais da curva

s30
ab

E que as coordenadas dos focos singulares reais,

1
x=i§\/a2+b2 e y=0,

correspondem aos pontos F' ¢ F” da figura 39.
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IV A Lemniscata de Bernoulli

139.

Entre as Lemniscatas hiperbédlicas cxiste uma que recebeu um nome especial - a
correspondentc ao caso a = b - denominada Lemniscata de BERNOULLI, por ter sido
encontrada por um dos gedmetras com este nome (Jacobo), ao resolver o problema dc
Leibnitz, que tem por objcctivo determinar a curva descrita por um ponto grave, que se
aproxima uniformemente de um ponto fixo dado. (Acta eruditorum, 1694, p. 336, Opera, t.
I, p. 609). As principais propricdades desta curva foram depois descobertas por FAGNANO
em 1750 (Produzione matematica, t. 11, p. 317), por métodos geométricos, e em seguida,

por EULER, que expds a sua teoria analitica. (Mem. Acad. Petrop.,t. V, p. 351).

140.

A equacao da Lemniscata de Bernoulli, em coordenadas cartesianas, é

(z* +y*)’ = d®*(a® — ¢?)

E em coordenadas polares, a equagio da mesma curva tem por expressao,

p* =a’cos26 .

Directamente, por intermédio destas equagdes, ou fazendo b = a, nos resultados
anteriormente obtidos, por referéncia as Lemniscatas hiperbdlicas, em geral, deduzem-se

as seguintes propriedades da Lemniscata de Bernoulli.

A curva tem, como todas as Lemniscatas hiperbdlicas, a forma representada na figura

42, na qual o valor de a se encontra representado por OF. As tangentes no ponto duplo O
b

formam angulos de 45° com o eixo das abcissas, segundo da férmula tanw = +— se dedug,

a
por ser agora b = a.

TS

I R

VI e
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Figura 42: Lemniscata de Bernoulli

Fazendo na igualdade (5.4) do ntmero 122, f = 0 ¢ a® = 2¢2, vem quc pp; = %a2.
Logo, a Lemniscata de Bernoulli pertence a classe das Cassinicas, existindo no scu plano
dois pontos fixos F" e F”, tais que o produto das distancias a estes pontos dc quaisquer dos
pontos da curva permanece constante. As coordenadas dos pontos fixos considerados, ou

., . ~ a
focos da curva, ao mesmo tempo ordindrios e singulares, sio £— ¢ 0.

V2
Os pontos G, H, I, K, onde a ordenada y ¢ méxima (em valor absoluto), correspondem
. "l . a
a circunferéncia de raio igual a —\7—5, com centro no ponto Q. Logo, o0s pontos de ordenada

mdzima e 0s focos encontram-se sobre a mesma circunferéncia. Aqueles quatro primeiros

pontos tém por coordenadas




238 CAPITULO 5. QUARTICAS NOTAVEIS

141.

Partindo da equacgao polar da curva, obtém-se o valor do angulo V', que a tangente a

mesma curva forma com o raio vector do ponto de contacto, por intermédio da férmula

tanV = —E@ =cot20 ,
. dp

da qual se infere a seguintc expressao

T
== -2
V=5-2,

que permite construir facilmente a tangente.

142.

O raio de curvatura da Lemniscata de Bernoulli tem por expressao

a
R=—
3p
2
E como senV = cos 20 = — resulta que,
a
p=3RsenV .

Logo, a projec¢ao do raio de curvatura sobre a direc¢ao do raio vector correspondente
€ igual a terceira parte do segundo raio. Isto permite determinar facilmente o centro da

curvatura da curva que agora tratamos.

143.

A Lemniscata de Bernoulli é unicursal, e sendo assim z e y podem expressar-se em
funcéo racional de umna terceira varidavel. Expresséo da qual deduziram EM. WEYR e

SCHOUTE algumnas propriedades importantes, relativas as suas tangentes.
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De facto, se fizermos na equacao da curva y = tx, e depois V1 — 2 = (1 + t)z, vem

2 +2 z—2°

Substituindo estes valores na equacao da tangente,

Y—y=¢y(X—-x),

determina-se, em funcdo de z, o seguinte resultado,

(* =422 + 1) (2% + 1)X N 4a2®

Y =
a2+ )(1-22)" (1= 2)(F+422+1)

Logo, s¢ pelo ponto (a, §) tragarimos tangentes a Lemniscata considerada, os valores

de z nos pontos de contacto devem satisfazer a cquagao |
6 4 3 2
(B+a)2°+3(0 — )z +4az° = 3(B+ a)2” — (B —a) =0, (5.5)
e as seis raizes desta equagao, ou os seis valores de x, provam que, pelo ponto dado, podem
tracar-se seis tangentes a curva, reais ou 1magindrias.

Agora vamos determinar a condi¢ao que quatro destes pontos de contacto se encontrem

em linha recta.

A recta definida pela equagao seguinte

ur+vy+1=0

intersecta a curva em quatro pontos, os quais correspondem os valores de z dados por esta
outra,

2 4afu—v)B +alu+v)z+1=0. (5.6)

Expressando, pois, que o resto da divisao do polinémio (5.5) pelo polinémio (5.6) é

identicamente nulo, determinaremos as condigoes para que as equagoes (5.5) e (5.6)tenham

o
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quatro raizes comuns e, portanto, para que quatro dos pontos de contacto estejam em linha

recta.

Mas, o resto de que se trata, tem por expressao

4q 8-« 3| .3
[ﬂ+a—a(u+1))—3ﬂ+aa(u—v)—a,3(u—v)}z B+ )
2 =0 4] 76 +) + [alu— ) =357 Cau 4 ) — 00—+ 0] 20+
O+«
B—a 2 2 10
—l: m+a (u —v) :| (B + a).

Logo, para que as raizes da equagéo (5.6) sejam também raizes da equacao (5.5), serd

necessario que se verifiquem estas condigoes:

4 _ﬂ—a’_v~2_’3_.
iTa (u+v) 3ﬂ+a(u v)—a‘(u—v)°>=0 ;
a*(u? —v?) —4=0 ;
(u—v)—Bg;Z(u+v)—a2(u—v)2(u+v):0 ;
e
4ﬁ_a+a2(u—-v)2:0.

B+«

1ONo documento original estd escrito

o+ st ] e

08—«
B+«

+ [a®(u® —v?) — 4] 22 (B + @) + [a(u —v)—3 a(u+v) —a®(u—v)(u+ v)] 2(B + a)

+ [4?_}_;2 + a*(u — z/)2] (B+a)
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Ou, climinando da primeira ¢ da terceira (u — v)? por intermédio da ultima, vem

4 8-«
ﬂ+a—(u+v)+ﬂ+a

(u—v)=0;

u—v+g; (u+v)=0 ;
e
4ﬂ_a+a2(u—v)2=0.

B+
Da primeira ¢ terceira deduz-se que

2(f+a) 2(8 - a)

Fre VTV e (5:7)

uU+v=
E, substituindo estes valores na segunda e na quarta, obtém-se por resultado, idéntico

em ambos 08 casos, 0 que s¢ scgue

([32 -+—O(2)2 — a2<a2 _ [32) )

Esta expressao permite saber que o ponto («, ) deve corresponder & Lemniscata

considerada.

Logo, os pontos pelos quais se podem tracar quatro tangentes a Lemniscata, de maneira
que os pontos de contacto estejam todos em linha recta, sao pontos da mesma Lemniscata

considerada.

Este teorema foi encontrado e demonstrado por EM. WEYR, num trabalho intitulado
Die Lemniscate in rationaler Behandlung. (Abhandl. der K. bohm. Gesellschaft der

Wissenschaften, Prag, 1873). A SCHOUTE pertence a demonstragao geométrica do mesmo,
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inserida nos Verslagen da Academia de Ciéncias de Amesterdio (série 2.2, t. XIX, 1883,

p. 220).

A equagéo condicional

a*(u? —v?) =4

representa a envolvente da tangente & Lemniscata, tracadas por todos os pontos da curva,
em coordenadas tangenciais, u e v. Para determinar a mesma equacao, em coordenadas
carteslanas, tem que se procurar a equagao da envolvente de todas as posicoes que pode
tomar num plano a recta

ur+tovy+1=0,

. . _ dv .
tendo cm conta a condicional anterior. Eliminado v, u ¢ T cem ambas as equagoes e as
U

dv d
x+y%:0 C u—'ud—:jzo ,

determinar-se-4 a que se segue:

Esta expresséo é abreviada deste outro teorema, também de EM. WEYR:

A envolvente das tangentes a Lemniscata, tragada por todos os pontos da curva, e
que ainda intersectam esta noutros pontos distintos dos primeiros, ou da origem, € uma

hipérbole equildtera.

144.

As condigdes para que os pontos de contacto das tangentes a Lemniscata considerada,
tragadas pelo ponto («, /3), correspondam a uma cénica, determinam-se por um procedi-
mento andlogo ao utilizado no caso anterior, comecando por substituir a equacao da linha

recta pela seguinte, de uma cénica qualquer:

ur’ + vyt Fwry+he+ky+1=0 .
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E pelos mesmos passos, ja dados no pardgrafo precedente, se determinard que os
valores de x, nos pontos em que esta cénica intersecta a Lemniscata, devem satisfazer esta

outra equagao:

P4+ A+ B CP+ D+ AP+ E+Cz4+1=0
na qual

A=alh—k), B=(u+v—w)d? C=(h+k)a, D=2(*u—a*v+1)e
E=a*(u+v+wlt

As condicdes, pois, para que os pontos de contacto das tangentes & curva, tracadas pelo
ponto arbitrario («, 3), correspondain & cénica, obtén-se expressando que é identicamente
nulo o resto da divisdo do primeiro membro da ltima equagéo, pelo primeiro da equagao

(5.5), e assim, vem

C-L-3AK=0, D+3—AL-3K(B-3K)=0 , 4A— L(B-3K)=0

1

E+K+3B-3K)=0, C+AK =0, 1+(B-3K)K =0,

supondo que
K- 8~ « o [ — 4q
B+« b+ a

Eliminando C' da primeira equagdo por intermédio da quinta, e B — 3K da terceira,
por intermédio da tltima, obtem-se o mesmo resultado. Logo, uma destas equacoes nao é

realmente distinta das outras.

As equagdes primeira e quinta, das seis condicdes anteriores, determinam os valores
de C e A. Conhecidos estes valores, das expresses A = a(h — k) ¢ C = a(h + k), sc
determinam os valores de h e k. Mais, das equagdes segunda, quarta e sexta deduzem-se os

valores de B, D e I, escritos por intermédio de outras trés de primeiro grau em fungéo de

No documento original esta escrito: F = a(u+v+w).
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u, v ¢ w. Logo, estes trés coeficientes da cénica podem considerar-se também conhecidos,

e como determinada por completo, em consequéncia, a equacao da cénica.

Deduz-sc, pois, de tudo o exposto o teorema seguinte, devido a SCHOUTE, quem o deu
a conhecer no seu trabalho intitulado Notiz iber die Lemniscata, publicado nos Sitzungsber.

der K. Akad. der Wissenschaften von Wien, 1883, p. 1252:

Os sets pontos de contacto das tangentes a Lemniscata de Bernoulli, tracadas por um

ponto exterior a curva, estdo situados sobre uma cdnica, susceptivel de fdcil determinagédo.

145.

Tomando a = b na equagédo, em coordenadas tangenciais, das Lemniscatas hiperbdlicas,

obtém-se a correspondente & de Bernoulli:

27a* (v +v%)? = [4 + a®(u® — H)]® .

146.

O comprimento dos arcos desta curva determina-se também sem dificuldade mediante

a/g do a /‘p dy

S = Eye——e s

o Veos20 v2.Jo [ 1
1—§SCH 2¢

depois de estabelecer cntre ¢ e € a rclacio

a formula

1
sen® ) = 3 sen®2p .

Desta maneira, por referéncia & Lemniscata de Bernoulli, s depende de um integral

eliptico de primeira espécie. (FAGNANO.)

Todavia com mais simplicidade se demonstra que a 4rea limitada por metade da curva

1
6 igual a —a?.
é igua a2a
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147.

Esta mesma Lemniscata é a podaria da hipérbole equilatera

relativamente ao centro. Existindo ainda entre ambas as curvas algumas relagoes notaveis,
enunciadas por CHARPENTIER nos Nouvelles Annales de Mathématiques (t. IV, 1845, p.

142), das quais vamos, em seguida, reproduzir trés:

1.2 Entre as coordenadas da Lemniscata X e Y, e da hipérbole x e y, existem as

relacoes
a’X a’y

P ST el

que se determinam das encontradas no ntimero 128, trocando para isso a? por —a?, e

fazendo depois b = a. E das quais se deduz a equagao

(v + 1) (X2 +Y2) = at, (59

Logo, o produto das distancias do centro da Lemniscata a qualquer ponto da hipérbole

e ao ponto correspondente da mesma Lemniscata € constante.

2.> Representando por p e p; os raios vectores da Lemniscata e da hipérbole, sabe-se
que

p=avcos28 ¢ PlZﬁ ,

de donde se deduz esta outra relacéo:

ppy = a. (5.9)

Logo, o produto dos raios vectores da Lemniscata e da hipérbole, que formam o mesmo

angulo com o eixo polar € constante.
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3.2 Das duas equagoes (5.8) e (5.9) deduz-se também esta outra:

f=XP 4y

Segundo a qual um ponto qualquer da hipérbole e o correspondente da Lemniscata

estao sobre duas rectas simétricas em relagdo ao eizo real da hipérbole.

148.

Da expressao obtida a pouco para os arcos da Lemniscata de Bernoulli, por intermédio
de integrais elipticos, deduzem-se, com o auxilio dos teoremas referentes & teoria deste
integrais, consequéncias importantes sobre as propriedades dos mesmos arcos, algumas das

quais passamos a indicar sucintamente.

Tendo em conta o teoremna da adicdo dos integrais clipticos de 1.2 espécie, ¢ facil
deduzir que se sj, sy ¢ s3 representam os comprimentos de trés arcos, pertencentes ao
primeiro quadrante da curva, compreendidos entre o seu vértice e aqueles pontos da mesma.

curva, onde a amplitude ¢ tem por valores ¢1, o e 3, se verificard que

83 = 81 It82

/ 1
cos 3 = €os 1 COS g F SCn oy scn g4/ 1 — 5 sen” 3

Férmulas que determinam a amplitude # de um arco de Lemniscata, igual & soma ou

quando

a diferenca de outros dois arcos previamente dados.

Do mesmo teorema mencionado, supondo que y = (9, concluem-se estas seguintes

/ 1
§3 =251 € cosﬁzcongpl—sen2Lp1 1——2—sen2ﬂ ,

igualdades:
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que determinam a amplitude, ¢, do arco da Lemmniscata, de comprimento igual a metade

do comprimento de outro arco dado, cuja amplitude seja 3.

Caso particular interessante do problema que acabamos de considerar é aquele em que
se pretende dividir um quadrante de Lemniscata em duas partes iguais. Supondo para isso
que [ = g, a amplitude do arco pedido ¢ determinada através da igualdade tan g, = v/2.
Sc representarmos por 6; e p; as coordenadas polares do ponto que divide por mctade o

1
quadrante de quc se trata, tendo em conta a igualdade sen? §; = 2 sen® ¢, deduz-sc que

V2 . 2++2
e cos* = ——

2(1 +/2) 2(1+v2) '

sen?f, =

e, portanto,

(L2

03 =a’cos2), = ———

(1+v2)

De onde, representando por z; a abcissa do ponto procurado, imediatamente se conclui
3 b
que

1
Ty =picosth =a 1—5\/5

Este resultado final foi encontrado pela primeira vez pelo iminente geémetra Fagnano,
o qual também ensinou a dividir um quadrante de Lemniscata em 2™, 3 - 2™ ¢ 5. 2™
partes iguais, quando 7 é um ntmero inteiro, simplesmente com o auxilio de uma régua e

compasso.

Os estudos de Fagnano sobre as propriedades dos arcos de Lemniscata excrceram
grande influéncia no progresso das Ciéncias matematicas e serviram de base para a fundagéo
da Teoria dos Integrais elipticos. Continuou-os mais tarde, ampliando-os consideravel-
mente, quando esta teoria j se encontrava substancialmente constituida, o grando gedmetra
ABEL ((Buvres, t. I, p. 361, 1881), o qual demonstrou que os quadrantes da Lemniscata
podem dividir-se em n arcos de igual comprimento, com auxilio de régua‘e compasso,
quando n é um numero da forma 2™ (supondo inteiro o expoente m), ou um ndmero

primo da forma 2™ + 1, ou o produto de nineros destas formas. Ocupando-se mais tarde
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na questdo LIOUVILLE (Journal des Mathématiques, 1843, p. 507), KIEPERT (Journal de

Crelle, t. CXXV, p. 255), etc, etc.

149.

A Lemniscata de Bernoulli possui muitas outras propriedades, cuja detalhada ex-
posicao seria intermindvel, entre as quais nos limitaremos a mencionar a que serve de base
a um procedimento muito simples para construir a curva, também a continuagao exposto

e demonstrado.

Considerando um ponto O e uma circunferéncia tal que as tangentes a ela tracadas
desde o mesmo ponto formam umn angulo recto, tragado, depois, por O uma qualquer
secante, OP, & circunferéncia e tomando logo sobre esta secante, de cada lado do ponto

O, um segmento OM = OM’, igual a corda QP da circunferéncia, que a mesma secante

pela equagao

p? = a’cos20

na qual a representa o didmetro da circunferéncia.

determina, obtém-se dois pontos, equidistantes de O, que pertencem a Lemniscata definida
De facto, tomemos como origem das coordenadas o ponto O (figura 43), e como eixo

das abcissas a recta OX que passa pelo centro C da circunferéncia. Designando por a o

A a - .
diametro desta, vem OC = —, ¢ a equacao cartesiana da mesma
’ V2

2 2
(T_1> PN
V2 1

ou, em coordenadas polarcs, a seguinte:

a2

=0 .
4

P2 — aV/2p; cos 6 +
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QT = 2.318400487709383

OT = 2.310400487760382

CT = 2.310400487700383

CT = 2.318400487760383

QP = 3.920325000053505

OM = 3.920325000053605

Dhl.z 3.028325000053605

Figura 43: Propriedade que serve de base a um procedimento simples para a construgao da

curva

Da qual se deduzem dois valores de p;, representados na figura por OP ¢ OQ:

Opz%cose-%%\ﬂcos?@—l ¢ OQZ%COSQ—%\/2C0829—1 .

Cuja diferenca, OP — OQ = QP, ¢, por definigdo, igual a OM = OM' = p,
representando por p o raio vector do ponto M ou do ponto M’, correspondente a curva

procurada, e o angulo 6.

Resulta assim que,

p=aVcos20 ou p*=a’cos2f .

Consequéncia a qual se pode chegar também com alguma facilidade tragando a per-
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pendicular CR & OP, e advertindo-se que

QR =QC* - CR? QR:%p , QC:%a ¢ CR:%senb’ .



Capitulo 6

Quarticas Notaveis - Continuacao

I O Caracol de Pascal

150.

Consideremos uma circunferéncia, ¢ ncla um ponto fixo O (figura 44). Sc por este
ponto tragarmos a recta OM, ¢ a partir do ponto M tomarmos os segmentos de recta
MA e MB, com comprimento igual a h, o lugar geométrico descrito pelos pontos A ¢ B,
quando OM varia de posicdo, girando em redor do ponto O, é uma Concdide do circulo,
a qual ROBERVAL deu o nome de Caracol (limagon) de Pascal, na meméria intitulada por
Observations sur la Composition des Mouvements et sur le Moyen de trouver les touchantes
des Lignes courbes, inserida no volume correspondente ao ano 1730 das Memdrias da
Academia de Ciéncias de Paris, p. 42. Naquela notével dissertacdo, o mesmo Roberval
estudou o modo de criagdo ¢ algumas propriedades da curva, entre as quais se encontra
uma, cuja descoberta atruibui-se a Pascal, e ainda estabeleceu o procedimento para tracar
as suas tangentes. Assim como, posteriormente, no scu Traité des Indivisibles, expds um

procedimento para determinar as areas limitadas pelos arcos da mesma curva.

251
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Figura 44: Procedimento para a construcio do Caracol de Pascal

Ao que precede deve acrescentar-se que, estudando cuidadosamente P. TANNERY a
histéria da descoberta do caracol, advertiu que a doutrina desta curva, nao sé consta na
primeira das duas memérias citadas, mas também foi exposta pelo mesmo ROBERVAL,
antes do ano de 1644, nas suas ligdes orais de Geometria, apontadas por um dos seus
discipulos, e que deram origem & memoria mencionada, com a particularidade de que o

apclido PASCAL, que ali se 18, ndo se refere ao célebre geometra e filésofo Blaise, mas sim

ao padre Etienne.
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151.

Fixando de novo a atencdo na figura 44, designemos por C' o centro do circulo

considerado, por a o comprimento do didmetro do mesmo circulo, e por ¢ o angulo AOC.

Como OM = acost, a equagio polar do Caracol de Pascal sera

p=acosf £ h, (6.1)

com a condi¢gdo de —= £ 6 <

o[ =
o

Ou esta outra, em coordenadas cartesianas, tomando o ponto O para origem das

coordenadas, e o raio OC, prolongado, para cixo das abcissas:

(@® +y* —az)® = h*(2® + ¢°)

Para determinar a forma da curva, considereimos trés casos distintos, comegando por
observar que em todos eles a curva é simétrica em relagdo ao eixo das abcissas.
Caso 1.°: Scja h < a.

Da expressao

p=acosf+h

resulta que, quando € varia desde 0 até g, p decresce, desde OA = a + h (figura 45) até

OD = h, e o ponto gerador da curva descreve o arco AM D.
Considerando depois a equagéao

p=acosf —h |

. h
deduz-se que, quando € varia desde 0 até arccos —, p decresce desde OB =a—h até 0, e o
a

h
ponto gerador da curva descreve o arco BRO. E depois, quando € varia desde arccos — até
a
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Didmetro da Circunferéncia = 4.000073543515019

h = 1,865606080006887

Figura 45: Caracol de Pascal quando h < a

T
7 o raio vector p resulta negativo e varidvel desde 0 até —h, com o qual o ponto gerador

da curva descreve o arco OQE.

. v
Como aos valores de ¢, compreendidos cntre 0 ¢ > correspondem arcos da curva
simétricos aos precedentes, em relagao ao eixo das abcissas, conclui-se que a curva tem a

forma indicada na figura 45.

Sendo
@ _acos2f + hcosf

dr~ asen204+ hsenf '

, dy .
sera Iz = 0 nos pontos que satisfazem a equagio
X

acos26 + hcosf =0 |,

B



I. O CARACOL DE PASCAL 255

da qual, contando somente com as solugdes as quais correspondem os valores de 6, com-

. T m .
preendidos entre —5 € 7 deduz-se o seguintes resultados,

h + v h? + 8a? 1
0039:$L+ 1 *+oa c pzz(i3h+vh?+8a2) .
Logo, existem na curva dois pontos M e N, determinados por estas equagoes, onde as

ordenadas sdo maximas.

dy
E por ser W _ 00, quando

dz

asen20 £ hsentd =0

escrevendo somente as solugOes as quais correspondemn os valores de 6, compreendidos entre

T . .
—3 e > chegaremos as equagoes

senf =0 ¢ cosf =

—
a

de maneira que nos pontos A, B, P, (), cujas coordenadas sao

h
(@=0,p=azxh) e (0::f:arccos—,p:—§h) ,
a

as tangentcs sao paralelas ao eixo das ordenadas.

O ponto O é um ponto duplo da curva, e os dngulos das tangentes neste ponto com o

eixo das abcissas sdo iguais a = arccos —
a

Caso 2.°: Suponhamos agora que h > a.

Como resultado de uma discussdo, andloga & que a precede, conclui-se que a curva é
neste caso da forma indicada na figura 46, na qual OD = h, OA =a+ h, OB = h — a,

existindo nela dois pontos M ¢ N, cujas coordenadas polares se deduzem das seguintes

expressoes

—h + vh? + 8a? 1
cosf = 7 " T Sa e p:1(3h+vh2+8a2) ,
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Oidmetro da Circunfenéncia = 4

h =455

Figura 46: Caracol de Pascal quando & > a

e onde a ordenada cartesiana adquire valor maximo, em absoluto.

Nos pontos A e B, as tangentes sao paralelas ao cixo das ordenadas. E, quando h < 2a,
existem, para além destes pontos, outros dois, P e (), onde a tangente é também paralela
a0 mesmo ¢ixo, sendo as suas coordenadas determinadas do seguinte modo:

1
cosh= - ¢ p=—=h .
2a

2

A curva tem ainda um ponto isolado em O.

Caso 3.°: Seja, finalmente, h = a.

A forma da curva é entdo a representada na figura 47, com um ponto de retrocesso

em O, a distancia 2a de A. Os pontos M e N, onde as tangentes sao paralelas ao eixo das
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Didmetro da Clreunferéncia = 4

Figura 47: Caracol de Pascal quando h = a
abcissas, acham-se definidos pelas férmulas § = +

3

as tangentes sao paralelas ao eixo das ordenadas, por estas outras:

ntep= —2h,, e os pontos P ¢ @, onde
0==d-mep=—=a?
g e a

as quails, juntamente com as anteriores, permitem-nos concluir que os pontos P, O ¢ N
encontram-se em linha recta, assim como, os pontos (7, O e M.,

Neste caso especial, a curva recebe o nome de Cardidide®.
INo documento original estd escrito § = +—.
2No documento original estd escrito 6 = +=.

3Significa em forma de coragdo, por analogia da figura.

257
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153.

Aplicando, para determinar os pontos de inflexdo do Caracol de Pascal nos trés casos
considerados, a férmula conhecida
d’p dp\*
2
—p—+2(—=) =0,
TP (d@

obtém-se as equagoes

que determinam os valores de € e p nesses pontos. Mas advertindo que, para ser 4 real,

deve ser cos¢ < 1 e, portanto,

1
2a* + h* — 3ah = (a — h) (a——2—h> <0,

vé-se que s6 cxistem pontos de inflexdo reais quando & > a ¢ h £ 2a, e que o numero
destes pontos serd igual a dois, separados um do outro, se h < 2a, ou confundidos num sé,

de dupla inflexdo quando h = 2a.

154.

Por ser (figura 44) p = OM =+ h, teremos % = % Logo, a subnormal polar
do caracol, correspondente aos pontos A e B, € igual a subnormal polar da circunferéncia,
correspondente ao ponto M. Para construir as normais ao caracol nos pontos A e B, basta,
pois, tracar a recta O, perpendicular a OM, e a recta M C', que intersecta a recta anterior

no ponto 1. O ponto D pertence as normais pedidas.

155.

O caracol pode considerar-se desde muito diverso ponto de vista, conforme o seguinte

interessante teorema de ROVERBAL expressa:
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A podaria da circunferéncia, em relagdo a um ponto qualquer do seu plano, € um

Caracol de Pascal.

Para determiné-lo, designemos por h o raio da circunferéncia e por a a distancia do seu
centro ao ponto de referéncia de que sc trata. Pois se por origem das coordenadas se toma
este mesmo ponto, e por eixo das abcissas a recta que o une ao centro, a circunferéncia

~ tera por equagao

(1 —a)+yi=h* ,

a tangente em qualquer dos seus pontos (z1,y1) tem por equagio esta outra

yiy+ (1 —a)z =y} + 25 —azy = azy + kP —a? |

e a perpendicular a esta tangente, tragada pela origem das coordenadas, tem a equagio

que se scgue:

(371 —a)y—yl:c =0

Eliminando nestas trés equagbes os valores de x; e y;, determina-se a equacgéo da

podaria e verifica-se que esta coincide com a do caracol, & pouco determinada. (ndmero

151)

156.

Demonstrou-se anteriormente (nimero 152) que o caracol de PASCAL, qualquer que
seja a sua forma particular, possui em todos os casos um ponto duplo a distdncia finita.

Ao qual pode agregar-se que tamhém possui outros dois no infinito.

Provaremos isto comegando por determinar as assimptotas da curva, pondo para isso
na sua equagao y = uz, e procurando o limite que se aproxima indefinidamente de wu,
quando z tende para co. Da andlise necesséria para isto, depreende-se facilmente que, no

seu limite, v admite dois valores iguais a +1, e outros dois iguais a —i.
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Pois pondo depois disto y = +4z +v e procurando analogamente o limite de v, quando

x tende para oo, determina-se a equacao

(£2ilimv —a)? =0 .

. . U o 1.
De onde se deduzem para lim v dois valores iguais a 75 ¢ outros dois iguais a 50

Logo, a curva possui duas assimptotas, que coincidem com a recta representada. pela

1 1
equagdo y = i(x — ia), ¢ outras duas representadas pela equagio y = —i(x — ia). E,
tendo em conta que cada uma destas rectas é tangente no infinito a dois ramos distintos

da curva, conclui-se que esta tem, mesmo assim, no infinito dois pontos de retrocesso.

157.

Por ter trés pontos duplos, o Caracol de Pascal é curva unicursal. De maneira que, as
suas coordenadas podem expressar-se em funcdo racional de um pardmetro varigvel. Para
~ . . . ~ . ™
obter estas expressdes advirtamos de imediato que a equacéo (6.1), onde @ varia entre —3
™ _ .
e =, pode substituir-se pela seguinte:
2 ?
p=acosb+h ,

na qual & possui um Wnico sinal, admitindo que @ pode variar entre 0 e 2.
: 1
Assim, fazendo tg 56’ = { obtemos

0 1—1¢2
€ COosU =
14 ¢2 14127

senf =

valores que, substituidos nas equagdes z = pcosf e y = pscn 6 resultard
_h+a+ (h—a)t? h+a+ (h—a)t?

(1+12)2 (1=t e y=2 1+ 2)2

As dltimas férmulas serviram de ponto de partida a G. PITTARELLI para o estudo,

bastante minucioso, que fez do caracol, na sua memdria sobre Le lumache di Pascal?,

“No documento original estd escrito Li lumache di Pascal.
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publicada no Giornale di Matematiche (Napoli, t. XXI, 1883, p. 145 ¢ p. 173). Mas aqui

limitaremo-nos a obter, por intermédio das mesmas, a equagdo tangencial da curva.

Partindo da expressdo

@ _ hcost + acos 26
dz ~ hsenf + ascn 26

a equagao da tangente ao caracol serd

(hcos@ 4+ acos20)X + (hsenf + asen20)Y = (h+ acosf)? |

ou substituindo sen 6 e cos 6 pelos seus valores em funcgao de ¢, csta outra

[h+a —6at® — (h — a)t*]X + 2[h + 2a + (h — 2a)t3tY = [h+a+ (h — a)t?]> .

Por intermédio da qual se pode obter a equacio tangencial da curva cousiderada.

Comparando, de facto, com a equacao

uX +o0Y +1=0 ,

resulta

_h+a—6at> — (h—a)t! e ve h+2a+ (h — 2a)t?
(h+a+ (h—a)t?)?  T(hta+ (h—a)t?)?

t .

Bastando agora eliminar ¢ entre estas equagdes para obter a equacdo procurada, que,

segundo Pittarelli (1. c., p. 155), é como se segue
(a®> = h?P(u? +v2)?2 + K(u? + %) + L = 0°
na qual se designam abreviadamente A e L como sendo

K = 2(h? — a?)?h?u? - 2(h* — a®)a(4a? + 5h2)u + 8(h2 — a2)? — 36h2 — 36h2(h? — a2) + 27h*6

®No documento original esté escrito (a? — b2)3(u2 4+ v2)2 + K (u? + v2) + L = 0.
No documento original estd escrito K = 2(h? — a2)2b%u? — 2(h? — a®)a(4a® + 5h%)u + 8(h? - u?)? -

36h2 — 36h2(h? — a?) + 27hA.




262 CAPITULO 6. QUARTICAS NOTAVEIS - CONTINUACAO

L = (au+ 2)*[a(h® - a®)u — 247

Mediante esta equagdo podem determinar-se os focos do Caracol de Pascal pelo método
geral conhecido, j& utilizado anteriormente para determinar os focos da lemniscatas. Mas,
no caso que agora tratamos € preferivel utilizar-se outro mais elementar e simples, que

passamos a expor.

Consideremos a recta,

y=w+k ,

e busquemos os valores que deve ter k para que a recta scja tangente ao caracol, ou para
que intersecte a curva em dois pontos, coincidentes um com o outro.

Eliminando para isso y entre as equagdes da recta e da curva, obtém-se esta outra,

(2ki — a)®z® + 2((2ki — a)k? — Rkl + k* — h?k* =0 |

que determina as abcissas dos pontos de interscegdo de ambas as linhas. E, expressando
agora que os dois valores destas abcissas séo iguais, obtém-se a condicdo seguinte:

[(2ki — a)k* — h%ik)* — (2ki — a)?(k* — h2K?) =0
ou
k?h*(a® — h% — 2aki) = 0.7

De onde se deduz

h? —a? .

k=0¢e k= .
e Y

A primeira destas solugbes corresponde uma recta, que passa pelo ponto duplo da

curva, mas que nao é tangente a esta, e que assim nao determina foco nenhum.

"No documento original esté escrito: k%(a® — h? — 2aki) = 0.
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E a segunda solug@o corresponde a tangente a curva
| h? — a2]

y:z[a:—k %a

Do mesmo modo se veria que existe outra tangente & curva com coeficiente angular
igual a —1, cuja equagdo difere da anterior unicamente no sinal de <.

Procurando a intersec¢do de ambas as rectas, conclui-se que a curva possui um foco

ordindrio, cujas coordenadas sao

Devendo acrescentar-se a isto que as assimptotas, cujas equagoes foram obtidas ante-
riormente, determinam também pela sua intersecgdo um foco singular da curva, definido
pelas coordenadas

= - ; :0
T=3a, ¢y

158.

Entre as distancias r e 7’ dos pontos do caracol & origem das coordenadas e ao seu

foco ordindrio, existe a seguinte relagao notével

2hr 4+ 2ar’ = h? —a? |

de facil comprovagéo, substituindo nela r e 7’ pelos seus respectivos valores

2

2 2
a®—h
!
r=\/w2+y26r=\/<:c——2 ) +y?
a
e advertindo que com isto resulta uma equcio que coincide com a equagao cartesiana da
curva.
Da relagdo anterior, e da que se segue

2 +y?—ar=hr ,
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obtida da equacéo cartesiana da curva, infere-se também sem dificuldade que as distancias
r e da origem e do foco ordindrio aos pontos (z,y) da curva sdo fungdes racionais das

coordenadas destes pontos.

159.

O Caracol de Pascal, pode ser engendrado por um ponto situado no plano de uma
circunferéncia, a qual se supGe invariavelmente unido, quando esta roda sobre outra fixa,

de raio igual & primeira.

Se o ponto gerador da curva é exterior & circunferéncia mével, obtém-se o caracol de
ponto duplo (figura 45), se é interior & circunferéncia mével. obtém-se o caracol de ponto
isolado (figura 46), e a Cardidide (figura 47), quando corresponde & mesma circunferéncia.
O caracol pertence, pois, ao grupo das curvas denominadas por epicicloides, das quais
tratarcmos mais adiante, e entdo se demonstrard a exactiddo da interessante proposigéo

que acaba de enunciar-se.

160.

O comprimento dos arcos do caracol depende, quando i Z a, de um integral eliptico

de segunda espécie. De facto,

o1
p? + db’— (a+h) / \/ — bCIl 50(1() ,

1
Ou tomando, 59 =y ,

2¢
2(a+ h) / — ——; sen 2 odp.8

8No documento original estd escrito s = 2(a + h)/ \/

———— sen’ pdp.
1
a+ h)
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161.

Da férmula precedente podein deduzir-se, por referéncia aos arcos do caracol, teoremas
analogos aos demonstrados na teoria dos integrais elipticos, por referéncia aos da elipse.

Como exemplo, fixemos a atengdo no teorema chamado de Fagnano.

No suposto

4ha 2o
= ——— 1—k2scen? odp = E(k
(a+h)23/0 sen® payp (k,0)
pela teoria dos integrais elipticos
T k% sen ¢ cos @ k%send
Bk, ) + Bk, ) = B (k) = ===l —

/1 — K2sen? / 1
k* sen o 2 1—k256n2§0

quando cntre ¢ e Y existe ainda a relacio seguinte

cos pcosty = senesenv1l — k2 .

Na figura 46 assinalemos dois pontos do caracol, m e m’, cujas amplitudes satisfagam

a igualdade anterior, e teremos

arcAm = 2(a + h)E(k,¢) , arcAm’ = 2(a + h)E(k,)

arcAB =2(a+ h)E (k, g)

Por outro lado, representando por V o angulo que forma o raio vector do ponto m
com a tangente & curva no mesmo ponto, resulta que

df B acost + h

tgV =p— =
& pdp asenf

?

e, portanto,
asenf

(a+ h)4/1— k?sen? %9

cosV =




o
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Com o qual uma das igualdades anteriores sc transforma imediatamente na. que se

segue
E(k,9)+ E(k,¢) - F (k, g) = kzi;aii)cos\/ ,
Ou, finalmente
k?(a + h)?

arcAm+ arcAm’ — arcAB = arcAm — arcBm’' = cosV =4hcosV .
Para construir, pois, a diferenga de comprimentos dos arcos Am e Bm/, basta tomar

sobre o raio vector do ponto 7 um comprimento igual a 4h, e projcctaria sobre a tangente

& curva 0 mesmo ponto.

162.

A drea A, obtida pelo raio vector do caracol, quando @ varia entre 0 ¢ 6, é expressa

pela férmula

1 1 1
A= 3 (h2+ §a2> 6 + gaQSen29+ahsen9 .
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II A Cardidide

163.

J& verificamos no nimero 152 que recebe o nome de Cardidide, proposto por CASTIL-
LON (Philosophical Transactions of London Royal Society, 1741%), o Caracol de Pascal que

tem por equacao

p=a+acosf ,(056Z2n) ,

e vimos também qual € a forma desta curva, representada na figura 47. Limitaremo-nos

agora a dar conta de algumas propriedades da mesma curva.

Tomando, nas férmulas do nimero 157, h = a, obtém-se, para determinar as coorde-

nadas = e y da Cardidide, em fungio do paramectro arbitrério ¢, as férmulas

2a(1 — t2) 4at
T="r—t Y= s,
(1+1¢2)2 (14+12)2

das quais, se obtém, como equagao da tangente a que se segue

(1-3)X +t(3—-t1)Y =2a .

Como se deduz, para equagio tangencial da curva, esta outra

27a*(u? + v?) — 2a*(au+2)3 =0 .

Conclui-se também do exposto no nimero 157, que a curva possui um foco singular

1 N . o,
5(1’ 0 ), e que nao possui focos ordindrios.

®No documento original estd escrito Phylosophical Transactions of London Royal Society, 1741.
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164.

Os quatros pontos de interseccéo da recta

ur+vy+1=20
com a Cardidide, determinam-se por intermédio da equagao
4 2(1 — aw)t? + davt +2au+1=0 |

resultante de substituir, na equacéo da recta, z ¢ y pelos valores expressos em fungao de ¢.

Por outra parte, os valores de ¢ nos trés pontos de contacto das tangentes & curva,

tragadas por um ponto (e, 8) resultam da equagio

3o 2a — «
B4+ = —-3t+
I¢] Y]

=0, (6.2)

que se obtém substituindo, na equacéo da tangente & curva X e Y por a e 3.

Dividindo um pelo outro, os polinémios que formam os primeiros membros das duas

equagoes anteriores, resulta, representando por () o quociente e por R o resto da divisdo,

67
Q_t_3B ’

20 — «
R= (5—2au+9ﬂ2> <4av—85—?>+2au+1+35 3

As condigbes para que os trés pontos de contacto com a curva das tangentes que

passam pelo ponto («, 3), correspodam & recta considerada serio as seguintes

a? 2a a 2a—a«
d~2au+9— =0 , 4av—8————002au+1+3— =0
32 g B B B
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As duas primeiras determinam os pardmetros u ¢ v da recta. E a terccira eliminando

upor intermédio da primeira, transforma-se na seguinte
Frat+aa=0,
que, consideradas a e # como varidveis, representa uma circunferéncia, que tem por centro

1 1
0 ponto <—§a, 0> e cujo raio é igual a §a. De tudo isto resulta demonstrado o teorema

seguinte:
As trés tangentes a Cardidide, tracadas por qualquer ponto da circunferéncia, de centro

2
em linha recta.

1 o 1 : L :
(——a, 0) e raio igual a ia, tocam a curva ent trés pontos, reais ou tmagindrios, situados

O quarto ponto de interseccdo da recta que passa pelos pontos de contacto das trés
e

B

tangentes que acabamos de considerar, se acha definido pela equacdo Q =0 out = 3

165.

Representando por ¢4, ¢; ¢ £3 os valores de ¢ nos trés pontos de contacto das tangentcs
& Cardidide, tragadas pelo ponto (a, ), da equagao (6.2) se deduz que

O Uiy + ks + lals = —3 ¢ tylal 20—«
— 2 bty v l1t3 2t3 = —90 € l1laly = —
54 B

t1 + lo + 13 = -3 (63)
1 -~ . . «
Por ser t = tg 59, a condigdo para que as bissectrizes dos angulos formados com o
eixo polar pelos vectores dos pontos de contacto, correspondentes a dois destas tangentcs,
sejam perpendiculares uma a outra, é {;t = —1. E, ncste caso

2a —
=" Yty =22

Substituindo agora na segunda das equagoes (6.3) t1ty, t; + 5 e t3 por cstes valores,
resulta

8%+ a? — aa = 2a?
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Logo, os pontos do plano da Cardidide, tais que duas das tangentes o curva, tracadas
por cada um deles, a toquem noutros pontos, correspondentes a uma recta que passa pela
origem, se achardo também situados sobre uma circunferéncia, de centro definido pelas

1 3
coordenadas g0 0, e de rato igual a i

166.

Para rectificar a Cardidide ndo é necessério, como nos demais caracdis, utilizar os

integrais elipticos. Assim, resulta da expressdo integral seguinte

o 1 1
s:2a/ 1 —sen? —0df = 4dasen =0 .
. 2 2

Da qual se deduz que o comprimento total da curva é igual a 8a.

A rectificaggo da Cardidide foi pela primeira vez obtida por La HIRE, conforme consta

nas Mémoires de I’Académie de Paris, 1708.
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ITT Os Ovais de Descartes

167.

Sejam 7 e r’ as distancias de um ponto varidvel, M, a dois pontos fixos, O e O', chama-

dos focos (figura 48), e representando por h e k duas quantidades constantes, suponhamos

que

r+ hr' = Lk (6.4)

¥ m=MO = 4.817343144002388
r=MO’ = 3.08012435830436 t

h = 1.805072853300827

Figura 48: Procedimento para a construgao dos Ovais de Descartes

O lugar geométrico descrito por M, conforme r e r’ variam de magnitude, constitui
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uma das curvas denominadas Ovais de Descartes, em meméria do ilustre gedmetra deste
nonie, que as descobriu e as definiu a tratar de resolver o problema de 6ptica que tem
por objectivo determinar a forma da superficie de separacao de dois meios transparentes,
distintos em densidade, necessdria para que os raios emitidos por um ponto luminoso no
primeiro scjam transmitidos, por refracgdo, a outro ponto fixo no segundo. Problema
resolvido no seu Didptrica por DESCARTES, e mais tarde, no conceito geométrico, minuci-

osamente estudado pelo mesmo autor no livro II da sua célebre Geometria, publicada em

1637.

No mesmo assunto que DESCARTES, ¢ a propésito do mencionado problema de Optica,
ocupou-se também ROBERVAL, numa memdria intitulada de De geometrica planarum et
cubicarum equationum resolutione', pela primeira vez publicada em 1693, muito depois de
falecido o autor, e de novo, em 1730, inserida no volume VI, pagina 157, das Mémoires de
UAcadémie des Sciences de Paris. Sendo de crer que as investigacoes de tdo eminente
gedmetra, respeitantes 4 matéria de que se trata, fossem feitas antcs de DESCARTES
publicar os scus resultados. Pois néo existe outro modo de explicar que ROBERVAL néo
tenha mencionado a este propdsito o nome do grande filésofo, e ainda tenha advertido
explicitamentc que as curvas a que o seu trabalho se rcferia nao haviam sido tratadas por

nenhum outro matematico.

Sobre os ovais de DESCARTES, conhecidos também pelo nome de curvas aplanéticas,
proposto por HERSCHEL, foram posteriormente numerosos trabalhos, catalogados por
LIGUINE no Bulletin des Sciences Mathématiques (2* scrie, t. VI, 1882, e 40). E mais

tarde por BROCARD, no Intermédiaire des Mathématiciens (t. III, 1896, p. 23).

168.

Para determinar a equacao destes ovais, expressa em coordenadas cartesianas, tome-

mos o ponto O como origem das mesmas, e a recta OO’ para cixo das abcissas. Designando

%No documento original estd escrito resolutione @quationum.
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por a a distancia O0Q’, vem que
r=vz?+y? e =4y + (x —a)?

Equagodes das quais se deduz que

" =71 -2z +a®

e, contando ainda com a cquagao (6.4), este outro resultado

(1 — h?)r? + 2%z + k? — a?h? = +2kr. (6.5)

ou o seguinte, se na expressao anterior se poe o valor de r

(1= h2)(2? +4?) + 2ah%s + k2 — a2h?)? = 4k3(2? + o). (6.6)

Da equacao (6.5) conclui-se imediatamente que os pontos dos Ovais de Descartes séo as
interseccoes da circunferéncia de raio varidvel r, e centro O, com as rectas correspondentes,
paralelas ao eixo das ordenadas, representadas por aquela mesma equagao, disposta, para
maior claridade, nesta forma:

a’h® — k* £ 2kr — (1 — h®)r? a1 + r2k? — (r ¥ k)?
2h2a - 2h%a '

xTr =

(6.7)

E, scndo o valor absoluto do segundo membro maior, igual ou menor que 7, assim csta,
equacgao representard rectas exteriores a circunferéncia, ou tangentes a ela, ou secantes
da mesma em dois distintos pontos (pontos dos ovais), siinétricos em relagio ao cixo das

abcissas.

Notemos ainda que, em relacdo ao duplo sinal de k, a cada valor de r correspondem
dois valores distintos de x, ou dois pares de pontos dos ovais, situados cada qual numa
distinta recta. Mas, se a r atribuirmos um novo valor, r;, pode suceder quc algum dos dois

valores de x assim obtidos coincida com algum dos que antes se obtiveram, como se sucede

quando se verifica que

rh? — (r— k)2 = rfhz —(r + lc)2
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Em cujo caso, pelo ponto cuja abcissa é z passard uma recta, paralela ao eixo das
ordenadas e secante aos ovais em quatro distintos poutos, numero maximo de interseccoes
de uma recta com uma curva de quarto grau. Sendo necessério, para isto que

2k

e

De maneira que, os raios das duas circunferéncias que produzem quatro pontos da
curva, situados na mesma recta, paralela ao eizo das ordenadas, hdo-de ter uma diferenca

constante.

169.

Antes de passar mais adiante, convém advertir que o Caracol de Pascal, se acha
compreendido, como caso particular, entre os Ovais de Descartes. Se, de facto, na equacéo
(6.6) destes ovais sc supde que k2 = a2h2, obtém-se a equagao do caracol. E nio é somente
neste caso que o caracol coincide com aqueles ovais. Porque se a equacao (6.4) se escrever

na seguinte forma,

1 k
'+ —r=4+- ou v £ hyr= +k
h h

1 k R -
supondo para isso que h; = Pe ki = A facilmente se vé que aquela equagdo (6.4),
h

representard um caracol quando seja k? = a?h? ou k = a.

170.

Vejamos agora se a curva representada pela equacao (6.6) admite outro foco, O,
colocado, como os O e (0, sobre o eixo das abcissas. Para isto é necessario, e basta, que

exista um sistema de valores de k1, a; = 00" ¢ hy, tal que a equacao

(1= hd)r® + 20,13z + k2 - a’h} = +2kr |
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coincida com a equacéo (6.5), ou que ki, a; ¢ h; satisfagam as equagoes condicionais

seguintes:

ah?>  ah? k?* —a?h?  k? —a2h? k ks

1-2 1-r 1-h2  1-h “1-r 1-1

Eliminando na segunda destas equagdes k; e a;, por intermédio da primeira e da

terceira, obtém-se esta outra

E*hi — (a® + EDR?hE + a®ht =0

da qual se deduz para h; os valores

ah

hlzih [§] hl::t]{'

Os primeiros valores de h, assim obtidos produzem estes outros: k£ = k; ¢ a = a4, €

nao conduzem a nenhum resultado novo. Mas dos segundos conclui-se que

k2— 27,2 k2__ 2]2
a“h o k=4 a“h
(1—h2)a k(1 — h?)

a; =

E, em consequéncia, representando por r” a distancia MO’, os Ovais de Descartes,
que tem por equagao
h, k? — a?h?

a
’r‘:i:??" —im, (68)

e por focos a origem das coordenadas, O, e O”, separados um do outro pela distancia

k% — a2h?

0O = (1—h?a ’

coincidem com os representados pela equagéo (6.4).

Advirtamos ainda que as equagoes (6.4) e (6.8), por elimninacao de r, resulta uma nova
relacdo linear entre 7' e r”. E, portanto, qualquer oval de Descartes pode ser definido de

trés modos distintos, como lugar geométrico dos pontos cujas distdncias a outros dois fixos
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estao ligadas por uma relagdo linear. Importante resultado devido a CHASLES. (Aper¢u

historique, 1837, note 21)

Mas é de advertir que o foco 0", a que acabamos de nos referir, nao existe no caso de
) b

se converter o oval no caracol de Pascal.

171.

Para determinar a forma da curva, represcutada pela equagdo (6.6), resolveremos

vérias questoes previamente.

1.° Determine-se em primeiro lugar os pontos em que a curva intersecta o eixo das abcissas.

Tomando para isso y = 0 na equacio (6.6), resulta

(1—h%a? + 2ah’z + k* — a®h2 = £2kz .

Da primeira destas equacdes, ou adoptando como sinal do segundo membro o sinal =+,

se depreende que
(k+xah)QFh) k+ah
1— h2 ED

E da segunda
(k F ah)(£h 1) kFah

1— h? T 144

A curva intersecta, pois, o eixo das abcissas em quatro pontos reais, dados pelas
equacoes
k+ah ~k+ah
= e T =

T a1n Y

pontos distintos, bem entendido, excepto no caso de ser k2 = 1, ou k% = a2, ou k2 = a’h?,

das quais deve agora prescindir-se, porque aquela curva é entdo uma cénica, ou um Caracol

de Pascal, jé estudado anteriormente.

2.° Procuremos, em segundo lugar, os pontos multiplos da curva considerada.
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E para isso, determinemos os valores de x ¢ de y, que satisfazem a equacao (6.6), ¢ as

seguintes, derivadas suas em relagdo as mesmas coordenadas z e y,

[(1— h?)(2?® + 92) + 2ah*z + k? — a*R?)[(1 — h?)2 + ah?] = 2k%x

(1 = B?)(2® + ¥?) + 2ahz + k* — a®h¥)(1 — h®)y = 2k%y .
A dltima equagdo admite duas solucoes:

y=0

2k?

1—hH) (2% +9?) + 2ah’c + k* — a?h? = ——
1— h?

Mas esta segunda solugdo nao é compativel com a primeira das anteriores, e nao
conduz, por conseguinte, a ponto singular algum. E & solucio y = 0 correspondem pontos
colocados sobre o eixo das abcissas, distintos todos uns dos outros, como jé se advertiu,

quando a equagao (6.6) corresponde ao Caracol de Pascal.

A curva de que agora tratamos nao possui, secgundo isto, pontos multiplos & distancia

finita. Mas admite dois pontos de retrocesso imaginarios no infinito.

Para ver isto basta estudar as suas assimptotas. Se com este objectivo suposermos
primeiramente que y = 2z, e na continuagdo, r = 00, determina-se que limz = +i. E se

depois escrevermos y = tiz + u € x = 00, deduziremos a equagao

[£2i(1 — h*)limu + 2ah?*2 =0 |

que determina limu. E por ser duplas as suas raizes infere-sc, em conclusao, que cada uma

das equagoes

, ah?
yzztz[a:-i-l_m]

representa duas assimptotas, coincidentes uma com a outra.
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3.° Por serem imagindrias as assimptotas procuradas, assim mesmo se infere que a
curva a que correspondem néo tem ramos infinitos reais. Concluindo-se desta propriedade
e da anteriormente advertida, da curva carccer de pontos multiplos a distancia finita, que
os Ovais de Descartes se compoem de dois ramos fechados, completamente separados um

do outro.

4.° Para determinar os pontos em que y adquire valores maximos ou minimos, parti-

remos das equagoes

(1 —Rh*)r? +2ah%x + k* — a’h* = 2kr e z° + 9% =12 (6.9)

nas quais estao expressas x e y em funcdo da quantidade positiva ou negativa r, que

tomaremos como variavel independente. E assim, se determinard que

dy i dx
i
dz dx dz

dr ydr

Por conseguinte, os valores de r a que correspondem valores maximos ou minimos de
y, se deduzirao da equagao
dz

r—rz— =20,

dr

ou, em virtude da equagao (6.9), desta outra

(1— K323 - 3(1 — Kkr? — (a®h? + k212 — 3k2 + a®hY)r — k(K* — a®h?) =0

A qual serd necessdrio que resolvamos para determinar logo. por intermédio das

equagoes (6.9) e z? + y% = r2, os valores procurados de z € ¥.

Como da primeira equagao se depreendem trés valores de r, a cada um dos quais
correspondem um valor de z e outros dois, iguais e de sinais contrarios, de y, dados pelas
ultimas, conclui-se que o ndmero de pontos que satisfazem a questéo séo seis, distribuidos

por metade para um e outro lado do eixo das abcissas. Mas cada um destes grupos de trés
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pontos, dois devem ser imagindarios, porque se nao o fossem, um ramo da curva teria dois
pontos de ordenada maxima ou minima em cada lado daquele eixo, e ndo mais que umn na

outra. O que é de todo um absurdo.

Os pontos em que z ¢ méximo ou minimo irdo obter-se por um procedimento andlogo.

Sendo facil ver que as equagbes

dx
Yy = 0 _ = 0
v ¢ @ '

ou
y=0c k—(1-Rr)r=0,
determinam os valores dc 7, a que correspondem valores méximos ou minimos de z.

A segunda equago correspodemn estes valores de = e y
a4+ k? — a%h?
r=-———
2a0(1=h%)

y = ! ) V4a2k2 — (a2 + k2 — a2h2)? |

2a(1 — h?

Aos quais correspondem dois pontos, reais ou imagindrios.

E a solugdo y = 0, os quatro pontos em que a curva intersccta o cixo das abcissas,

anteriormente determinados.

5.° Para determinar os pontos em que a curva intersecta o eixo das ordenadas, toma-se

T = 0 e resultara

Y= +k £+ hv/a? + k2 — a2h?

T (6.10)

Vé-se, pois, que o eixo das ordenadas, ou néo intersecta a curva, como suceders quando

a® + k* — h%a? < 0, ou intersecta a curva em quatro pontos.

Tomando para origem das coordenadas o foco O', a equacdo da curva transforma-se

nesta

[(h* = 1)(2} + y7) — 2az; + k? — a®]? = 4k2h%(2? + 4?)
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E tomando ncla z; = 0, obtém-se os valores das ordenadas daqueles pontos em que a

curva intersecta novamente o eixo das ordenadas, dados pela expressao

_ tkh+Va?h? + k% — a2

h?—1 ’

hn

Da ultima férmula deduz-se que quando h? > 1, y; é real, e da equagdo (6.10) que y
serd real quando h? < 1. Logo, uma, pelo menos, das perpendiculares ao eixo dos ovais,

que passam pelos focos O e O, intersecta a curva em quatro pontos reais.

172.

Disto tudo se conclui que a Curva a que nos referimos consta de dois ramos distintos,
que, em vez de sc intersectarem - salvo o caso do Caracol de Pascal, de que agora prescin-
dimos - se cncontram uma dentro da outra. A interior, fechada e convexa, ou scm nenhum
ponto de inflexado, possui um eixo de simetria AB, que pode supor-se coincidente com o
eixo das abcissas, e cm cujos extremos, A e B, sio as tangentes & curva perpendiculares ao
mesmo eixo, e outros dois pontos, M ¢ N, de ordenada mdzrima em absoluto. A exterior,
da mesma forma geral, ou da indicada na figura 46, possuirs, neste caso quatro pontos: os
A e B, nos extremos do eixo horizontal, e os P e @, simetricamente colocados em relacéo
a este eixo, onde as tangentes & curva sio perpendiculares ao mesmo eixo, e outros dois

pontos também, M e N, de ordenada mdzima como no primeiro caso.

173.
As normais aos Ovais de Descartes podem obter-se por um método geral conhecido,
aplicavel a todas as curvas referidas a coordenadas bipolares.

No caso dos ovais a que correspondem os sinais superiores da equagio (6.4), tomando

os segmentos de recta MA =1 e MB = h. figura 49, a normal a curva no pouto M sera,

a diagonal do paralelogramo construido sobre aqueles segmentos.
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r=MO' = 3.185072308370044
=MO = 5.822383481100226

h = 1.980823657381701

/

Figura 49: Procedimento para a construcio das normais acs Ovais de Descartes

Para o demonstrar basta advertir que a equagio da normal a um qualquer daqueles
ovais, no ponto (z,y), é

X—x Y —y

ﬁ_}. El_d_ﬁ_i_}d_ll ’
dz de dy Ldy

Ou, por ser
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representando por w e «’, os 4ngulos MOz ¢ MOz,

X —x B Y -y

cosw + hcosw’ senw + hsenw’

E basta agora advertir quc as coordenadas x; ¢ y;, do ponto C, se acham expressas

pelas férmulas

21 =12 — (cosw + hcosw') ¢ y1 =y — (secnw+ hsenw') ,

e que estas coordenadas satisfazem a ultima equagéo, para concluir que a normal coincide

com a diagonal MC' do paralelogramo referido.

E & mesma conclusio se chega, tratando-se de um oval correspondente 2 equagao

r — hr' = £k, cuidando de tomar o segmento M B na direc¢ao oposta a MO/

Da propriedade que acaba de demonstrar-se, infere-se imediatamente esta interessante
consequéncia: que os Ovais de Descartes resolvem o problema de Optica, anteriormente
mencionado, porque os raios luminosos OM, que partem do foco O dc um oval de Descartes,
interposto entre os dois meios transparentes de diferente densidade, e cujo indice de re-
fracgdo é h, se refractam, quando chegam & curva, segundo rectas M, que sc intersectam

noutro foco O'. Para persuadir-sc do qual basta advertir que a igualdade

secnOMN sen OMN B

sen O'MN ~— sen ACM

h,

resultante de considerar o paralelogramo AM BC, coincide com a que expressa a lei da

refracgao.

174.

Fazendo na equagao (6.6)

V=01-0)(a"+y*) +2ah%c+ k*—a®h® e U=224+4* ,
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resulta

Vi=4k’U .
E com estes antecedentes, escrevamos a equacao

4k + 2tV + U = 0, (6.11)

a qual, supondo que ¢t é um parametro varidvel, representa um sistema, ou conjunto. de

circulos, cujos centros coincidem com o eixo das abcissas.

Pois bem, se nos proposermos a determinar a equagao da envolvente destes circulos,
daremos, sem variante, com a equagdo (6.6), correspondente aos Ovais de Descartes. O

que constitui uma interessante propriedade dos mesmos ovais.

175.

Efectuando a transformagéo, por raios vectores reciprocos, da curva representada pela
equagdo (6.6), tomando a origem das coordenadas para centro da transformagio, para o

qual deve por-se nesta equagao

tFa Ty

= e y=
i +yi # + 9t

1

encontra-se a que se segue

(1 = W)t + 2ah2Eay + (K — 2h2) (@] + ) = %4 + )

que coincide com a (6.6), quando

2 21,2
. k* —a*h? ||
! 1— h?
- . . k% — a2%h?
1 No documento original esté escrito 5 = 72
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Logo, os Ovais de Descartes pertencem & classe das curvas que MOUTARD (Bulletin
de la Société Philomatique de Paris, 1864'%) designou com o nome de analagmdticas, as
quais possuem a propriedade de nao sofrerem alteragdes resultantes da transformagao
mencionada. Transformacao aplicdvel aos Ovais de Descartes de trés maneiras distintas,
uma vez que pode tomar-sc para origem das coordenadas qualquer dos trés focos da curva,

sem alterar a forma da equagéo (6.6).

176.

Cada uma das rectas definidas pela equacao y = Liz intersecta a curva a que corres-
ponde a equacdo (6.6) em dois pontos situados no infinito, e noutros dois coincidentes um

com o outro, cuja abcissa se deduz da equacao

(2ah%z + k* — a®h?)? =0

Logo, as rectas consideradas sao tangentes a referida curva, e esta possui, em con-
sequéncia, um foco ordindrio na origem das coordenadas. E como se podem tomar os
pontos O’ e O" para origem das coordenadas scm alterar a forma da equagao (6.6), assim
mesimo resulta que estes pontos sao também focos ordindrios da curva. De maneira que a
designacao aplicada aos pontos O, O' e O”, nos nimeros 167 e 170, concorda com a nogao

geral de foco proposta por Pliicker.

Ao que precede pode agregar-se que a curva nao possui mais que estes trés focos

ordindrios reais.

Veremos, de facto, um pouco mais adiante, ao tratar da determinagao do nimero
de focos da classe de curvas denominadas Qudrticas Bicirculares, entre as quais, como
caso particular, se acham compreendidos os Ovais de Descartes, que o nimero dos focos

ordindrios destes é igual a nowve, trés reais e seis imagindrios. Bastando, para determinar

12No documento original estd escrito Bulletin de la Société Phylomatique de Paris, 1864.
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estes ultimos, advertir que as rectas, de coeficiente angular igual a %, que passam pclos

focos O, O' e 0",

y=izx , y=ilz—a) , y=i(zr—ay) ,

y=—iz , y=—-i(r—a) , y=—i(lzr—a1) ,

sao tangentes a curva. Pelos quais os nove pontos em que as trés primneiras intersectain as
trés ultimas representam os nove focos da curva, trés reais, os O, O’ ¢ O”, ¢ os outros scis

imaginarios.

Mas, para além dos ordindrios, a curva possui focos singulares, entre os quais existe
um real, coincidente com a intersecgdo das suas assimptotas. Das equagoes destas linhas,

pouco antes encontradas, se inferc que este foco tem por coordenadas

ah?

T

e y=0 .

177.

Pondo na equagéo (6.6) = rcos@ e y = rsenf, determina-se a equagdo da curva,
referida em coordenadas polares,
(1 — h%)r? +2(ah?cos§ — k)r + k* —a?h2 =0 .

Da eliminagao de cos @ entre esta equago e a polar de uma recta qualquer p(A cos 6 +

Bsenf) + C = 0 se depreende outra equaciode quarto grau. na qual o coeficiente do

4k
T Logo, qualquer linha recta intersecta a curva em quatro

pontos, tais que a soma das suas distancias, positivas e negativas, a um foco, € constante.

segundo termo ¢ igual a —

(SALMON: Higher planes curves, ed. 32, 280).

A equagao polar dos Ovais de Descartes, ultimamente considerada, foi utilizada por

GENOCCHI (Comptes rendus de I’Académie de Paris, 1875) para obter o comprimento dos
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arcos destas curvas, demonstrando assim aquele ilustre gedmetra que a rectificacdo dos

ovais cartesianos depende da rectificagio de trés arcos de trés elipses diferentes.

178.

Os Ovais de Descartes podem ser definidos e tracados por muitos e diversos procedi-

mentos, dos quais mencionamos tdo somente os dois seguintes:

1.° O lugar geométrico dos pontos tais que a razéo das suas distancias a duas circun-

feréncias fixas seja constante, é um oval de Descartes. (NEWTON)

Representando, para demonstré-lo, por R ¢ R’ os raios daquelas circunferéncias, por
p A
r ¢ 1’ as distancias de um ponto qualquer da curva aos centros da mesma, e por i uma
constante, considerando as diversas posi¢des daquele ponto em relacéo as circunferéncias,
deduz-se que
r—R

im:h ou rFhr'=RFhR

2.° Consideremos duas circunferéncias e um ponto fixo, situado na recta que passa
pelos seus centros. Se tracarmos por este ponto uma secante as duas circunferéncias e
unimos os pontos de intersecgdo com ambos os centros, os raios prolongados intersectar-
se-a0 noutros pontos de posigao varidvel, conforme a secante varie, que descreverao Ovais
de Descartes, com focos coincidentes naqueles centros. Esta construcao elegante deve-se
ao geometra CHASLES (Aper¢u historigue, note XXI), quc a deduziu, como consequéncia

engenhosa do teorema de Menelao.

Aplicando, de facto, o mencionado teorema ao triangulo CMC" (figura 50), determi-
nado pelos centros C' e C” das duas circunferéncias e pelo ponto M da curva, e a transversal
K A, obtém-se desde logo a igualdade seguinte:

CA . MA ' C'K
AM AC" CK

=1

Da qual, representando por R e R’ os raios CA e C'A’, por r e r' as distancias de M




III. OS OVAIS DE DESCARTES 287

Figura 50: Procedimento para a construgio dos Ovais de Descartes efectuado pelo gedmetra

Chasles

Tal

R
a C e’ cpor h aconstantc — -

7 RO e depreende esta equagao bipolar de um oval de

Descartes:

—hr'= R - hR .

E do mesmo modo se encontra, aplicando o mencionado teorema ao triangulo CM'C’

e & secante K A, esta outra equagéo:

r—hr'=—(R—hR)

A todo o qual agregou Chasles, como interessante complemento, que a recta LM que

passa pelo ponto de intersecgao L das tangentes as circunferéncias, nos pontos A ¢ A/,
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é tangente & curva engendrada pela construgdo exposta, no ponto M. Para demonstrar

basta advertir que

AM =ML xcos AML ¢ AM = ML x cosAML ,

ou
cos AML AM _T—-R

cosAML _AM 7R

De onde, representando por M S uma recta, perpendicular a ML, se infere que

senUMS 4
sen SMA

Logo, pelo referido no numero 173, M.S serd a normal & curva no ponto M, e ML a
tangente. Podendo determinar-sc pelos mesmos passos a tangente ao oval noutro ponto

M’, obtido por igual construgiao ao mesmo tempo, que o primeiro.

179.

Os Owais de Descartes descmpenham um papel importante na Optica, como o demons-
tra o facto de ter motivado a sua descoberta, conforme j4 atrds foi advertido, a resolucéo
de um interessante problema desta ciéncia. Ao qual acrescentaremos que QUETELET
(Nouveaur Mémoires de I’Académie de Bruzelles, t. 111), e STURM (Annales de Gergonne, t.
XV), encontraram estas mesmas curvas como solu¢io do problema que tem por objectivo
determinar as cdusticas secunddrias, por reflexado e por refraccdo, do circulo. Isto é, as
curvas que intersectam, ortogonalmente os raios reflectidos ou refringidos num arco deste

nome.
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IV As Quarticas Bicirculares

180.

Os Owvais de Descartes satisfazem uma equagio da forma

rdhr' & kr" =0, ' (6.12)

resultantes das equagdes dos mesmo ovais

rehr’ =3k e rEhor” = 4ky .

Circunstancia que nos impulsa a estudar as curvas definidas pela equagao (6.12), na
qual r, ' ¢ " representam as distancias dos pontos de uma qualquer daquclas curvas a trés
pontos fixos situados, umn na origem das coordenadas (0, 0). outro no eixo das abcissas, a
distancia a da origem (a,0), ¢ o terceiro com as coordenadas («, 3).

Por ser

rP=r+y® , =2 +y"~2w+a’ , " =(x-a)+(y-5)",

a equagao cartesiana das curvas, definidas por (6.12), serd

[(1+R*=E%) (2°+y?) —2(ah® —ak®)z+28k*y+R%a* — (*+ F)E?)? = 4h* (2®+y?) [y* +22 +a®—2az].
(6.13)

ou

@+ +pr+qy+1)? = A2+ 2@ + % — 202 + a?)

supondo que

_ 2(ak® —ah?) o 2pk?
T iaRz—k T ir g2
M- @+ PR 2h

1+h2—k2 T IvR—R
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A equagao que acabamos de obter € de quarto grau, excepto quando (1+h%2—%?)% = 4h?

ou 1&h+k = 0, em cujo caso se reduz ao terceiro, e representa uma cubica circular (nimero

| 42).

181.
Vejamos agora se existe outra equagdo da forma (6.13):
(1407 = B (2® + %) — 2(ah} — arki)e + 20:kTy + hla® — (of + BY)KF)® =
= 4R (2® + v*)(y* + 2® + a* — 2az)
que represente a mesma curva a que a anterior se refere.

Para isso devem verificar-se as expressoes seguintes:

_ 2(enk? —ah?) _ 20k
1+h:—k2 I 1+h -k
1+ h3— k2 1+ h?— k3

ou ) "
ark? —ah? = ﬂ,
hiq A
Kb = =,
! A ohil (6.14)
hie? — ki(af + 57) = ==,
2]11
k2=14h? - —.
L 1 + 1 A

das quais, climinando primeiramente «a; e¢ 1 entre as trés primeiras e depois h?, por

intermédio da dltima resulta esta outra:

2 PP+t —4l 2
Z(G,Z-Fap-l-l)h%ﬁ— <—A—2— —(12 hl—i— /—4— =0 .

Equagao da qual se depreendem dois valores para h, um, o mesmo h, que nada de

novo nos diz, e outro que, substituido nas equagoes anteriores, produzird um sistema de
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valores rcais para ki, oy e [, aos quais corresponde uma nova equagao da forma (6.13),

representantc da mesma curva.

Logo, se umna curva satisfaz a uma equagao da forma (6.12), existe um quarto ponto. tal
que a mesma curva satisfaz também esta outra equacao de igual forma, mas com distintos

coeficientes:

rehir’ £k =0

representando agora r” a distancia dos pontos da curva ao novo ponto considerado. De
maneira que, a curva pode ser analiticamente representada ou definida de quatro modos
distintos, como lugar geométrico dos pontos cujas distdncias a outros trés fizos estdo ligadas

por uma relagdo linear homogénea.

Procedendo como no numero 176, ao tratar dos Quais de Descartes, facilmente se
conclui que os pontos fixos (0,0), (0, a), (e, ) ¢ (a1, 1) a que acabamos de nos referir, séo
focos ordindrios da curva, tinicos deste nome, e ainda reass, que a curva possui, conforme

mostraremos mais adiante.

E também convém advertir desde logo que o teorema acabado de enunciar deixa de
verificar-se quando, na equagéo que serve para determinar hy, o coeficiente de hf ¢ igual
a zero, e também quando as duas raizes da mesma equagdo sao iguais. A estes casos
excepcionais pretencem os Ouais de Descartes, que, segundo j4 estabelecido, somente possui

trés focos ordindrios reais.

182.

Deduzindo o valor de h; da segunda das equacoes (6.14), e substituindo nas primeira

e terceira, resulta
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A2/31 k2 Pﬂl 13
q? q

a1 —a

A?[2a?
¢

2[[31 14

ki — (o} +87) =

das quais, por eliminagio de k2, se obtém esta outra equacao:

ap + 21

o] + 87 — aay + fr=0 .

Portanto, o ponto («ay, 1) corresponde & circunferéncia de raio igual a

1
1 20)272
Rellgzy lp 27
2 q°

cujo centro tem por coordenadas

1 . ap+ 21 |4
2 29

E como & equagdo desta circunferéncia satisfazem também as coordenadas dos pontos

(0,0), (@, 8) e (0,a) conclui-se que os quatro focos da curva correspondem & mesma

circunferéncia que se acada de definir.

183.

As quérticas que acabamos de considerar estio compreendidas na extensa e importante

classe das representadas pela equacio

(z® + %)% + 2(mz + ny)(2® + y?) + A2 + Bizy + Ciy? + Dyx + Eiy+F =0, (6.15)

13No documento original estd escrito a; — a—nst ﬁl k= —B—l
q q
218
1No documento original estd escrito A2 —(ad + g = o

q?
- . . ap+2
15No documento original esté escrito 2 .
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as quais se dd o nome de Qudrticas Bicirculares. Sobre esta tcoria ¢ propriedades destas
quarticas j& muitos eminentes geémetras se debrugaram com muito engenho. Como MoU-
TARD (Bulletin de la Société Philomatique de Paris, 1860'¢), que as encontrou ao cstudar

as curvas analagmdticas de quarta ordem.

DARBOUX, que tratou delas, ao mesmo tempo que das curvas resultantes da intersecgao
da esfera com as superficies de segunda ordem, em vérias dissertacoes notéveis publicadas
posteriormente ao ano 1864, numa das quais, intitulada Sur une classe remarquable de

courbes et de surfaces algébriques'”

, estao rcunidos os resultados importantes das suas
indagagocs sobre este assunto; LA GOURNERIE (Journal de Liouville, 1869), que extensa-
mente analisou a equagao procedente da geral, na suposigao de ser n = 0, B; =0, E; = 0,
na qual se encontram compreendidas todas as espiricas; CASEY (Transactions of Royal

Irish Academy, 1869); ctc.

184.

Iniciaremos o estudo das Quérticas Bicirculares procurando averiguar qual é a natureza
dos seus pontos situados no infinito, podendo para isso recorrer-sc a qualquer um dos vérios
métodos conhecidos, como o das assimptotas, por exemplo. Mediante o qual se dedugz,

fazendo primeiramente y = zz, que lim y_ +14, ¢ depois, sc y = iz + u ¢ £ = 00, que
xz

=oo

1
u? + (n F mi)u — Z(Al - Ci+£Bii)=0

Se as raizes desta equagéo séo desiguais, a curva terd dois pontos no infinito e quatro
assimptotas, logo cstes pontos scrdo duplos. E sc as raizes sdo iguais, duas das quatro
assimptotas coincidirdo com as outras duas, ¢ os pontos serdo de retrocesso. Condi¢do que
se verifica quando

(nFmi)’+ A -C,+Bi=0 ,

16No documento original estd escrito Bullelin de la Sociélé Phylomatique de Paris, 1860.
1"No documento original estd escrito Sur une Classe remarquable de curves et de surfaces algébrigues.
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ou

n—mP+A4,-Ci=0 ¢ 2mn=—B,

Facil é ver que estas equagdes continuam a ser satisfeitas quando a equacéo (6.15) se
reduz a dos Quais de Descartes, e por conseguinte, que as curvas com este nome tém dois

pontos de retrocesso no infinito, como j& vimos anteriormente.

As Qudrticas Bicirculares com dois pontos de retrocesso no infinito, aplica-se o qua-
lificativo especial de cartesianas, estando, em consequéncia, compreendidos, como caso

particular, neste grupo de curvas os mencionados ovais do mesmo nome.

185.

Para continuar o estudo iniciado no pardgrafo anterior, vamos determinar as condigoes,

para que o circulo que tem por equaciao

? +y? =2z + Py +7) = 2P

seja bitangente as curvas de que tratamos. Assunto interessante que se resolve pelo seguinte
método, proposto por DARBOUX (1. ¢., p. 114 da edicdo de 1873).

Reduza-se primeiramente a equacao (6.15), por alteracido da origem das coordena-

m n . - . . :
das para o ponto (—5, —5)18, e por troca de direc¢ao dos eixos, em virtude de fazer

desaparecer o termo que contém o produto zy. & forma

(2 +y%)* — 4(Az* + A'Y* +2Cz + 2C"y + D) = 0. (6.16)

Para expressar que a curva correspondente a esta equacao e a do circulo se intersectam,

temos que considerar estas outras duas equagoes:

PP (A + A + 202+ 2C"y+ D) =0 e 2> +y>—2P =0, (6.17)

m

m
18No documento original estd escrito (—5, —5)
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a primeira das quais representa uma conica.

Mas para que o circulo seja bitangente a curva de equagdo (6.16), devem reunir-se
por pares os quatro pontos de interseccao do circulo com a curva, e portanto, devem ser

também bitangentes as curvas (6.17).

Reduz-se, pois, a dificuldade a encontrar as condicdes para que estas duas ultimas
curvas scjam bitangentes. O qual se consegue subtraindo uma de outra ordenadamente
aquelas equagdes (6.17), depois de multiplicada a segunda por um factor h, encontrando-se

deste modo a seguinte:

f=P"~ (A + Ay* +2Cz +2C"y + D) — h(z* + y* —2P) =0 ,

que representa todas as cénicas que passam pela interseccio das equagdes (6.17). Pois
para que estas curvas sejam bitangentes, serd necessario, e basta, que a ultima cquagao

deduzida represente duas rectas coincidentes, ou que f seja um quadrado perfeito.

Para determinar as condigbes em que isto se verifica, pode utilizar-se o seguinte

procedimento.

Suponhamos que o coeficiente A’+ h — 3? de y? na equacao precedente ndo seja igual a
zero, e da mesma equacgao se deduzirao entéo dois valores para y, que somente serdo iguais

um ao outro quando tenha lugar, como identidade, a expresséo seguinte:

(C'=Bh—pFy—afz)? = (F*— A —h) x[(e®? = A= h)z® +2(ay+ah—C)z — D+2vh+~7] |

que se resume para isso nestas trés equagoes de condicao:

(A" + h)a? + (A+h)(B%2 - A —h) =0
(A)§ aB(C' = Bh = By) + (1 — A' = h)(ay = C + ah) =
(C"=Bh =07 = (B~ A = h)(v* = D+ 2vh) = 0.
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Da segunda destas equagoes, eliminando 8% por intermédio da primeira, se deduz que

. Ca N c's
A+h A 4+h '’

v=—h

¢ da terceira, climinando de seguida v e com auxilio da que acaba de obter-se, e depois, ao

resultado assim obtido, a? por intermédio da primeira, que

CQ O/Q

2 J— —
W+ D A+h A +h

(A +h—pF%)=0

ou por ser o segundo dos factores componentes diferentes de zero,

02 0/2

K24 D _ _
Ly Sy Sy TR

0.

Suponhamos, pelo contrério, que A’ + h — 32 seja igual a zero. Resolvendo entdo a

a =0 laca g fvel 5 ficientes de z? 2 na
equagdo f = 0 em relagdo a x, o que é possivel, por que os coeficientes de z2 e y“, nao
podem ser simultancamente nulos, chega-se aos mesmos resultados, anteriormente obtidos.
De maneira que as equagoes adequadas & resolugao do problema proposto, sao, em qualquer

suposicao, as seguintes:

o2 32
_1 18
Rt A ThyAa (6.18)

Ca  C'8

_ _ _ 1

YT ATh Ay TR0 (6.19)
02 0/2

21D — =0. .

A S T (6.20)

Da ultima destas equagbes determinam-se quatro valores para h, ¢ das outras duas
dois, depois, os valores correspondentes de dois dos parametros, a, 3 e 7, do circulo pedido,

ficando o terceiro arbitrério.

Vé-se, pois, que existem geralmente quatro séries de circulos bitangentes & qudrtica

considerada, a qual resulta, por sua vez, envolvente de cada wma daquelas quatro séries.
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A equagdo (6.18) revela ainda que os centros dos circulos de cada série estdo colocados

sobre uma conica, e que as quatro conicas assim obtidas sao homofocais.

A equagdo geral dos circulos bitangentes & quartica considerada obtém-se substituindo,
na segunda das equagoes (6.17), v pclo seu valor, obtido da equagao (6.19), ¢ assim resulta

esta nova equagao:

Ca c'p

24?2~ 2ar — 28y — 2 -2
Ty 20w =20y = 207 = 20

+2h =0. (6.21)

Na qual o designa uma fungao de §, dcterminada por (6.18), e / uma quantidade

arbitraria.

Nos casos de ser C = 0, ou C' = 0 ou A = A’, da equacdo (6.20) somente podem
deduzir-se trés valorcs de h. Mas, advertindo que as equagdes de (A)sdo satisfeitas pelos
valores h = A e a = 0, no primeiro daqueles casos; h = —A’ ¢ # = 0, no scgundo; h = — A
e C'a = Cf, no tercciro; e pelos valores correspondentes de 7, que da terceira daquelas
equagoes (A) se determinam, conclui-se que nos trés casos existe uma série de circulos
bitangentes a qudrtica considerada, com os centros respectivamente colocados nas rectas

z=0,0uy=0, ouC'z =Cy.

186.

Adverte-se também que todos os circulos representados pela equacao (6.21), ¢ corres-
pondentes ao mesmo valor de h, intersectam ortogonalmente o circulo fixo, que tem por
equagao

20X  2C%Y

X2+Y?
Tt T AT A

—2h =0, . (6.22)

desta equagao e da equac@io (6.21) é facil deduzir-se os valores das derivadas y' ¢ Y/,

substituindo-os na expressdo y'Y’ + 1 = 0 e fixando a atengao naquelas equagoes.
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187.

Passando agora a detcrminar os focos das Qudrticas Bicirculares, comegaremos por
advertir que o seu nimero pode ser previamente obtido pelo método utilizado no nimero

48, ao tratar dos focos das cibicas circulares, conforme a continuagao indica.

Pondo na equagéo das quérticas de que agora se trata z = a:i ey = %, transforma-

1 1
se aquela equagdo noutra, que representa uma curva da mesma classe que qualquer das
primeiras, com dois pontos duplos (0, +4), correspondentes aos que a curva, em particular
considerada, possui no infinito. E como em virtude de um teorema geral, mencionado
naquele niimero 48, se podem logo tracar & nova curva. representando por n a sua classe,

n — 2 tangentes por cada um dos pontos (0, £:), resulta que a curva proposta possuird

n — 2 tangentes de coeficiente angular i, e outras tantas de coeficiente —i.

Posto isto, se a qudrtica (6.16) tem dois nds no infinito, pela férmula de Plicker,
consignada no nimero 48, sera de 8? classe, e o ndmero das suas tangentes, de coeficiente
angular 7, ascenderd, em consequéncia, a seis; ou somente a quatro, se os pontos de contacto
com a curva estao a distancia finita, em razéao de que dois daquelas seis tangentes coincidem

com as assimptotas.

Do préprio modo, ou pelos mesmos passos, se concluird que o nimero de tangentes,
de coeficiente angular —i, é também igual a quatro. E como os dois grupos de tangentes
consideradas se intersectam em dezasseis pontos, outros tantos serao, por definigdo, os

focos ordindrios da curva a que se refere o resultado.

Se a qudrtica de que se trata possui dois pontos de retrocesso no infinito, serd de 62
classe, e as suas tangentes, de coeficiente angular ¢ ou —%, ascenderdo a quatro em cada
caso, ou seomente a trés, prescindindo da que também é assimptota & curva. De maneira,
que os pontos de interseccao de ambos os grupos de tangentes, ou focos ordindrios, se

reduzem entao a nove.

Com tudo isto fica demonstrado o seguinte teorema:
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As Quaérticas Bicirculares possuem dezasseis focos ordindrios, e entre eles quatro reats,
quando os pontos no infinito sejam duplos; e nove focos ordindrios, dos quais sao reais
trés, no caso das cartesianas. (LAGUERRE, Comptes Rendus de I’Académie des Sciences

de Paris, 1865, p. 70)

Todos estes focos devem estar nas cénicas, representadas pela equagéo (6.18), como

centros de circulos bitangentes de raio nulo.

De modo anélogo, se (a, b) representa um foco, deve existir umn valor de «, ¢ outro de

3, tais que

Ca 9 c'ps
A+h A +h

2%+ y? — 20z — 20y — 2 +2h = (z —a)® + (y — b)2.%*

E, por conseguinte,

a—a; B=bo ad4b?—2p— 200 _ 200

A+h A +h
De onde se infere esta outra equagao:
2Ca 2C"b
2487 = 2H
Ut T A

A qual nos ensina que o0s focos correspondentes a cada valor de h devem encontrar-se
na ntersecgdo da cdnica, correspondente ao valor de h considerado, com a circunferéncia
do circulo (6.22). Resultando por este motivo quatro focos em cada cénica. Teorema

descoberto por HART (SALMON: Higher planes curves, 3* edi¢do, n.° 271)

A doutrina precedente deve modificar-se quando a qudrtica considerada seja unicursal,
ou possua trés pontos duplos. Porque entéo facilinente se conclui que a curva tera quatro
focos ordindrios, se possui trés nds; um sé foco ordindrio, se possui um nd e dois pontos
de retrocesso, ou dois nds e um ponto com este nome, e que carecerd de focos ordindrios,

quando sejam trés os seus pontos de retrocesso.

Ca (0¢]

19No documento original estd escrito #2 +y? — 20 — 28y — 2 2— " 4 2h=(x—a)*+(y-b)*

A+h “A+h
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Para determinar estes focos devem ter-se presentes as observagoes feitas 1o nimero

52, ao tratar das cubicas circulares unicursais.

188.

As Quérticas Bicirculares tém ainda dois focos reais singulares nos pontos de in-
tersecgdo das suas assimptotas, as quais podem determinar-se aplicando as férmulas do

uumero 184 a equacéo (6.16). Para equacdes destas assimptotas, obtém-se entio:

y=stiztVA- A .

E, em consequéncia, as coordenadas dos focos serdo
z=0c y=xvA-A ,
se A> A e

y=0e z=+VA - A ,

se A’ > A.

Logo, estes focos coincidem, como jé notou pela primeira vez CASEY, com os focos da

conica (6.18).

189.

Mudando a origem das coordenadas para o centro do circulo (6.22), para o qual basta

fazer

r=z — 2¢ e y=1v — 2C
T T hya YTV T o

a equagao (6.21) transforma-se na seguinte:

y , C" , 4C? 4C"
z' — 2azx y — 20y +2h+(h+A)2+(h+A’)

12 2
SERE A S ht A

;=0 .
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E, aplicando ao circulo, representado por esta equagio, a transformagdo por raios

vectores reciprocos, mediante as relagGes

l_ k2$1 ;- k2y1
r =3 7 =3 7 >
7+ Y1 ]+
(]
4C? 40"

2 _
W=t A T iy A

obtém-se a seguinte:

40.’171 4C'y1 ’ 402 40/2
_ R P
A 20, P 20y + 2h + (it A2 + (A

xf—kyf— =0,

que coincide com aquela primeira de onde procede.

Os circulos de que a quértica bicircular é envolvente ndo variam. pois, por resultado
da transformagéo considerada, nao varia tdo pouco a sua envolvente, que, por sua razao,
deve olhar-se como uma analagmdtica, relativamente aos quatro centros dos circulos repre-

sentados pela equagho (6.22).

190.

Terminaremos o que nos parece substancial advertir a propdsito das Quarticas Bicir-
culares, determinando os focos das cartesianas, ¢ demonstrando que trés destes focos se

encontram em linha recta.

Tomando A = A’ a equagédo (6.16) poderd escrever-se do seguinte modo:

(22 +y* — 24)* = 4(2Cz +2C"y + A+ D) .

Equagéao da forma

Vi=u4U ,
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segundo a qual, a curva a que se refere é a envolvente das circunferéncias representadas

por ecsta outra:

@ —2Vt+U =0 |,

cujos centros cstao sobre a recta definida pela equagdo C'z = Cy, conforme pode ver-se
determinando as coordenadas dos seus centros, e eliminando logo t entre as equacoes que

a determinam.

Tomando agora 4t> — 2Vt + U = B?[(x — 0)? + (y — ¥0)?], para determinar zg, yo, B>

e t, dispomos destas cquagoes:

B?=_-9t , C=-B%, , C'=-B?%, ,

A+ At)+ A2+ D = B*(z3 +42)

das quais se conclui que ha-de ser

8( + AtY) +2(A2 + D)t + (C*+C*) =0 .

Por intermédio desta equacdo determina-se os valores de ¢, ¢ os de g, yo, B? com
o auxilio das trés anteriores. Com o qual fica provado que existemn trés valores de ¢ que
reduzem a simples pontos da circunferéncias consideradas, e portanto, que existem trés

focos sobre a recta que acaba de se mencionar.

Para concluir, acrescente-se que neste caso a equagao (6.20) se reduz a seguinte:

(h2+ D)(h+A)—C*—C? =0 .

Para os valores de h que satisfazem a esta equacao, a equagao (6.18) representa circulos,
logo a curva tem os seis focos restantes nas intersecgoes destes circulos com aqueles outros

a que a equacao (6.22) se refere.

Tratando-se dos Ovais de Descartes, C' = 0, e entao os trés focos coincidem com o

eixo das abcissas.
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191.

CASEY demonstrou que o comprimento dos arcos das Quarticas Bicirculares pode
expressar-se por integrais elipticos, cujos mddulos sdo, em alguns casos, imagindrios { Phi-
losophical Transactions of the Royal Society, London, t. 167%). Sendo de advertir que,
quando isto sucede, o comprimento de aqueles arcos pode também representar-se por inte-
grais hiperelipticos de primeira espécie, conforme ensinou R. A. ROBERTS. (Proceedings

of the London mathematical Society, 1886, p. 99)

20No documento original esté escrito Phylosophical Transactions of Royal Society, London, t. 167,
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Capitulo 7
Alteracoes efectuadas ao documento
|

original

No estudo e execugdo deste trabalho foram efectuadas algumas alteragoes ao docu-

mento original, as quais scrao enunciadas em scguida:

1. Capitulo 3: Cubicas Notéaveis, sec¢o 111 - A Estroféide, nimero 22, pagina 91

No documento original esta escrito Phylosophical Transactions, em vez de
Philosophical Transactions.

2. Capitulo 3: Cubicas Notdveis, seccdo IV - A Trissectriz de Maclaurin, nimecro 34,
pagina 105
No documento original estd escrito Fssai de la Géométrie de la Régle, etc., Paris,

1890, p. 102, em vez de

Essai sur la Géométrie de la Régle et de I’Equerre, Paris, 1890, p. 102.

3. Capitulo 3: Cubicas Notdveis, secgio IV - A Tridente de Newton, niimero 71, pagina

149
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No documento original esta escrito Essai sur la Géométrie de la Régle, etc., Paris,

1890, pagina 110, em vez de

Essai sur la Géométrie de la Regle et de I'Equerre, Paris, 1890, pagina 110.

. Capitulo 4: Cubicas Notédveis - Continuagao, secgdo V - A Cubica de Agnesi, nimero

81, pagina 159
No documento original esté escrito Applicazioni del Calcolo Infinitesimale (Torino,

1897, p. 7) em vez de
Applicazioni Geometriche del Calcolo Infinitesimale (Torino, 1887).

Capitulo 4: Cibicas Notdveis - Continuagdo, secgdo VII - A Curva Mista, numero
89, pagina 168
No documento original estéd escrito Essai de la Géométrie de la Régle et de I’Equerre,

etc., Paris, 1890, p. 116, em vez de
Essai sur la Géométrie de la Régle et de I’Equerre, Paris, 1890, p. 116.

Capitulo 4: Cubicas Notdveis - Continuagdo, sec¢do VII - A Curva Mista, niimero
89, pagina 168

4
No documento original esta escrito <4b, g\/ﬁv ab) , ecm vez de

(4b, i%x/ﬁ\@) .

Capitulo 4: Cubicas Notaveis - Continuagao, secgdo VIII - O Folium Parabdlico,
numero 92, pagina 173
No documento original cstd escrito Géométre de la Régle et de | ’E’querre, Paris, 1890,

p. 120, em vez de

Essui sur lu Géométrie de lu Regle et de U’Equerre, Paris, 1890, p. 120.
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11.

12.

13.

307

. Capitulo 4: Cubicas Notaveis - Continuagao, secgdo IX - As Pardbolas Divergentes,

numero 100, pagina 189

No documento original esta escrito coordenadas, emn vez de
ordenadas.

Capitulo 4: Ciibicas Notaveis - Continuagao, sec¢io XI - Conclusao - Noticia bibli-
ografica sobre as cibicas em geral, ndmero 104, pagina 197
No documento original estd escrito Introduction da [’Analyse des Lignes courbes, 1750,

em vez de
Introduction a I’Analyse de Lignes Courbes Algébriques, 1750.

Capitulo 4: Cibicas Notdveis - Continuagao, sec¢do XI - Conclusdo - Noticia bibli-
ografica sobre as cibicas em geral, nimero 104, pagina 198
No documento original esta escrito Il Passato ed il Presente delle Principale Teorie

Geometriche (Torino, 1896, p. 61), em vez de
Il Passato ed il Presente delle Principali Teorie Geometriche (Torino, 1896, p. 61).
Capitulo 5: Quarticas Notaveis, seccdo II - As Cassinicas, ndmero 117, pagina 217

P1 d(p

w0 VI —scn2asen?p

No documento original estd escrito s 4+ s1 = 2¢ , em vez de

@1 d
S+81:20/ 14
eo /1 —senZasen?p

Capitulo 5: Quérticas Notéveis, secgao II - As Cassinicas, numero 117, pagina 217

1 .
. . . dy
No documento original esta escrito s — s, = 2¢ , em vez de
Jue /1 — cos? asen? 1)
¥1 di)

s — 81 = 2c

v /1 —cos?ascn?y '
Capitulo 5: Qudrticas Notaveis, secgdo II - As Cassinicas, nimero 120, pagina 220
No documento original estd escrito Bulletin de la Société Phylomatique de Paris,

1868, p. 40, em vez de
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14.

15.

16.

17.
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Bulletin de la Société Philomatique de Paris, 1868, p. 40.

Capitulo 5: Quarticas Notdveis, secgao II - As Cassinicas, nimero 120, pagina 220
No documento original estd escrito Sur une Classe remarquable de Courbs, etc, Paris,

1873, p. 78, em vez dc

Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques, et sur la théorie

des 1maginaires, Paris, 1873, p. 78.

Capfitulo 5: Quérticas Notdveis, seccio III - As Lemniscatas, nimero 134, pagina 233

No documento original estd escrito vb? — a?t? = (b + at)z, em vez de

V2 —a?t? = (b+at)z .

Capitulo 5: Quérticas Notdveis, sec¢ao I1I - As Lemniscatas, niimero 135, pagina 233

No documento original esté escrito p = b® cos?§ — a?scn? 8, cm vez de

p? =b*cos?f — a’sen’d .

Capitulo 5: Quarticas Notdveis, secgdo IV - A Lemniscata de Bernoulli, nimero 143,
pagina 240
No documento original esta escrito

b —a
g+«

a(u —v) — a*(u — u)ﬂ 2B+ a)

Cya(u—kv) —a3(u—v)2(u+v)] 2(B+a)

ottty =] 2501+ [atu0) -5

f—«
+ [4m + a®(u — 1))2} B+ «a) ,

em vez de

[ 0 futv)—3

e a(u—v) —a®(u— v)3] 2B+ a)

B+«

e, e

k
“
fs
&
]
)
2
4
3
R
:
s
3




18.

19.

20.

21.

22.
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+ [a?(u? —u?) - 4} 2(B+a)+ {a(u — ) — 35 _T_ Za(u%—’u) —ad(u—v) (u+v)|2(B+a)
—-[ -g;—Z%-aQ(u—v)?:l(ﬁ-l—a) :

Capitulo 5: Quarticas Notaveis, seccdo IV - A Lemniscata de Bernoulli, nimero 144,
pagina 243

No documento original estd escrito E = a(u + v + w), em vez de

E =a*(u+v+w)

Capitulo 6: Quarticas Notdveis - Continuagao, secgdo I - O Caracol de Pascal, nimero
152, pagina 257

1
No documento original esta escrito 6 = :t67r, em vez de
0=+-m .

Capitulo 6: Quarticas Notéveis - Continuacgio, sec¢io I - O Caracol de Pascal, nimero
152, péagina 257

1
No documento original estd escrito 6 = :tgw, em vez de

1
sz:gﬂ' .

Capitulo 6: Quarticas Notéveis - Continuagéo, secgdo I - O Caracol de Pascal, nimero
157, pagina 261

No documento original estd escrito Li lumache di Pascal, em vez de

Le lumache di Pascal.

Capitulo 6: Quérticas Notéveis - Continuacgao, sec¢io I - O Caracol de Pascal, niimero

157, pagina 261
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23.

24.

25.

26.

27.
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No documento original esté escrito (a? — b?)%(u? +v?)? + K (v? +v*) + L = 0, em vez
de
(@ = WP+ 0?2+ KW +0v*)+ L =0 .

Capitulo 6: Quérticas Notdveis - Continuagao, secgao I - O Caracol de Pascal, nimero
157, pagina 261
No documento original esté escrito K = 2(h? — a?)%b?u? — 2(h? — a?)a(4a® + 5h?)u +

8(h? — a?)? — 36R? — 36h2(h? — a?) + 27h*, em vez de
K = 2(h*—a?)?h*u?—2(h?—a?)a(4a®+5h)u+8(h?—a?)?—36h*—36R* (h*—a®)+27h* |
Capitulo 6: Quérticas Notdveis - Continuagéo, secgao I - O Caracol de Pascal, nimero

157, pagina 262

No documento original esté cscrito k%(a? — h? — 2aki) = 0, em vez de
k*h?(a® — h® — 2aki) =0 .

Capitulo 6: Quérticas Notdveis - Continuagéo, secgio I - O Caracol de Pascal, ndmero

160, pagina 264

sen? odyp, em vez

¢ 4h
No documento original estd escrito s = 2(a + h) /
0 (a+h)?

de

2e 4ha
= 2 —_ — SO 2 .
s=2(a+h) /0 \/1 CEIE sen” pdy

Capitulo 6: Quérticas Notdveis - Continuagdo, secgdo 11 - A Cardidide, ntmero 163,
pagina 267
No documento original estd escrito Phylosophical Transactions of London Royal

Society, 1741, em vez de
Philosophical Transactions of London Royal Society, 1741.

Capitulo 6: Quérticas Notéaveis - Continuagao, secgao III - Os Ovais de Descartes,
numero 167, pagina 272

No documento original esté escrito resolutione equationum, em vez de




28.

29.

30.

31.

32.
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De geometrica planarum et cubicarum equationum resolutione.

Capitulo 6: Quarticas Notaveis - Continuagao, secgao III - Os Ovais de Descartes,

numero 175, pagina 284

k? — a2h?
No documento original esté escrito 2 = IR em vez de
—h
4 k? — a?h?
h=—T"p

Capitulo 6: Quarticas Notaveis - Continuagao, seccao I1I - Os Ovais de Descartes,
numero 175, pagina 284
No documento original estd escrito Bulletin de la Société Phylomatique de Paris,

1864, em vez de
Bulletin de la Société Philomatique de Paris, 1864.

Capitulo 6: Quéarticas Notaveis - Continuagéo, secgao 1V - As Quarticas Bicirculares,

numero 182, pdgina 292
A?3? 3
No documento original esta escrito oy — a—%lf = 1—)/—1, em vez de
q q

AR . vh
-

o —a
q? q

Capitulo 6: Quarticas Notaveis - Continuagéo, sec¢ao IV - As Quarticas Bicirculares,

numero 182, pagina 292

A23242 921
No documento original estd escrito 621@ E— (a4 5 = ﬁ, em vez de
q
A?pia? 206
—p M-t ==>

Capitulo 6: Quarticas Notaveis - Continuacéo, seccao IV - As Quérticas Bicirculares,

numero 182, pagina 292

g

.. . : l
No documento original esta escrito , em vez de

ap + 2l
2q
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33.

34.

35.

36.

37.
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Capitulo 6: Quérticas Notdveis - Continuagao, seccao IV - As Quarticas Bicirculares,
numero 183, pégina 293
No documento original estd escrito Bulletin de la Société Phylomatique de Paris,

1860, em vez de
Bulletin de la Société Philomatique de Paris, 1860.

Capitulo 6: Qudrticas Notdveis - Continuacgao, secgao IV - As Quarticas Bicirculares,
numero 183, pagina 293
No documento original estd escrito Sur une Classe remarquable de curves et de

surfaces algébriques, em vez de
Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques.

Capitulo 6: Quéarticas Notdveis - Continuagao, sec¢do IV - As Quérticas Bicirculares,

numero 185, pagina 294

.. ) , m m
No documnento original esta escrito —5 73 ) em vez de

5

Capitulo 6: Quaérticas Notaveis - Continuagao, secgao IV - As Quarticas Bicirculares,

numero 187, pagina 299
C'a 5 C'p
A+h A+ h

No documento original estd escrito z? + y* — 2az — 20y — 2 +2h =

(x —a)® + (y — b)?, cm vez de

Ca 9 //8

_ 2% = _\2 _ 2'
A+ h A’+h+h (x —a)*+ (y —b)

2+ y* — 20z — 20y — 2

Capitulo 6: Qudrticas Notdveis - Continuagéo, seccdo IV - As Quadrticas Bicirculares,
numero 191, pagina 303
No documento original estda escrito Phylosophical Transactions of Royal Society,

London, t. 167, cm vez de

Philosophical Transactions of the Royal Society, London, t. 167.



Capitulo 8

Conclusao

No término deste trabalho impoe-se fazer uina reflexdo que incida nao sé em alguns

aspectos positivos, mas também nas dificuldades encontradas.

Como jé foi referido anteriormente, este trabalho foi desenvolvido através de programnas
de livre utilizacao. E possivel constatar que a capacidade de resposta destes prograinas é
basicamente igual & dos outros em que é necessdrio pagar uma licenga. Considero que o
facto de se ter recorrido a este tipo de programas ¢ uma mais valia e torna esta disscrtagao
deveras importante, no sentido da divulgacao deste software e no sentido de poder estar
acessivel a qualquer leitor, independentemente das capacidades financeiras para a aquisigao

de software proprietario.

Relativamente ao software geométrico C.a.R. e ao programa Maxima reconhe¢o que ja
tinha adquirido as nog¢oes basicas necessérias para a sua utilizagao. O mesmo nao acontecia
com o suporte digital TiddlyWiki, que me predispus a aprender ¢ ao qual reconhego grande

utilidade no auxilio a elaboragéo e divulgacao de trabalhos.

Reconhego que este trabalhio permitiu uma proficua e enriquecedora absorgao de toda
a matéria constituinte, contribuindo nao sé para aprofundar conheciinentos sobre dominios

da Matematica que sempre despertaram o meu interesse, mas também para a importancia
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da utilizacao de diversas ferramentas informéticas.

CAPITULO 8. CONCLUSAO
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