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Resumo

O trabalho apresentado nesta dissertacio teve por objectivo implementar a modelagao
(ndo realista) de drvores tridimensionais em linguagem Maple, tendo por base a teoria dos

sistemas de Lindenmayer.

Criados em 1968 por Aristid Lindenmayer, os sistemas que mais tarde viriam a ter o seu
nome sio um exemplo de um mecanismo de reescrita de palavras. Através da aplicagao em
simultaneo das regras de substitui¢do, este formalismo permite descrever o desenvolvimento
de estruturas ramificadas. A palavra resultante do processo de substituigao pode ser
objecto de uma interpretagio grafica, permitindo assim a criagdo de imagens realistas

ou meramente esquematicas da estrutura modelada.

Os sistemas de Lindenmayer munidos com uma interpretagéo gréfica séo uma ferramenta de
modelacdo bastante versatil, no entanto, apresentam algumas limitagoes. Com o objectivo
de colmatar algumas dessas limitacdes surgiram os sistemas de Lindenmayer paramétricos,
como uma extensdo do conceito original deste formalismo. Essa extensao consistiu na as-
sociagdo de pardmetros numéricos aos simbolos que representam as diferentes componentes

dos organismos modelados.

O Maple faz parte de uma familia ja relativamente vasta de ambientes cientificos designados
por sistemas de Algebra computacional. Recorrendo a esta linguagem criaram-se diversos
procedimentos que permitiram mostrar o potencial pratico dos diversos tipos de sistemas

de Lindenmayer abordados nesta dissertagéo e, em especial, dos paramétricos, os quais




possibilitaram fazer a modelacdo de drvores tridimensionais. ‘

Palavras-chave: mecanismos de reescrita, sistemas de Lindenmayer, interpretagao grafica ‘

de palavras, modelacao, arvores, Maple. |

ii




Agradecimentos

O meu sincero e profundo agradecimento ao meu orientador, Professor Doutor Fernando
Jorge Soares Moreira, pelo acompanhamento em todos os momentos da realizagao desta

dissertagao.

Agradeco também & minha familia, & Angélica e a todos os meus amigos por todo o seu

apoio e encorajamento.

Fapuingy, 0 Uenpygs 3 Horgy
iii M!'EMA'IICA



Conteudo

Lista de Figuras vii ‘
1 Introducao 1
1.1 Contextualizagdo . . . . . . . . . . ... 1
1.2 Organizagdo da Dissertagdo . . . . . . . . . . . .. ... 4
2 Sistemas de Lindenmayer | » : 6
2.1 DOL-systems . . . . . . .. . . e 6
2.2 Interpretacdo Gréfica de Palavras . . . . . . ... .. ... ... .. .... 9
2.2.1 Cantor L-system . . . . . . . . . ... .. 14
2.2.2 Flocode Nevede Koch . . . . . ... ... ... ... ... ..... 16
2.2.3 Outros Exemplos de Curvasde Koch . . . . . ... ... ... ... 18
2.3 Modos de Operar com DOL-systems . . . . . ... .. ... .. ....... 22
2.3.1 Reescrita de Arestas . . . . . .. B 22
2.3.2 Reescritade Vértices . . . . . . . .. .. o oo 25
2.3.3 Relagéo entre a Reescrita de Arestas e de Vértices . . . . . . .. .. 28

-



2.4 Modelacao Tridimensional . . . . . . .. . . .. 30

3 Modelagao de Arvores 34
3.1 L-systems Ramificados . . . . . .. ... ... ... oL 34
3.2 L-systems Estocdsticos . . . . . .. ... ..o o 42

- 3.3 L-systems Paramétricos. . . . . . . ... ..o 44
3.3.1 DOL-systems Paramétricos . . . . . ... ... ... ... ... .. 45

3.3.2 Interpretacdo Grafica de Palavras Paramétricas . . . .. ... ... 48

3.4 Modelos de Desenvolvimento de Arvores . . . . . . .. .ot 53
3.5 L-systems Sensiveis ao Contexto . . . . . . . . . .. ... 59

4 Modelagao de Arvores com o Maple 63
4.1> Algumas Nogoes Bésicasde Maple . . . . .. ... .. ... ......... 63
| 4.1.1 Intrddugéo aoMaple . . ... ... 63

4.1.2 Iniciar uma Sessdode Maple . . . . . . ... ..o L... 65
4.1.3 A Linguagem Maple . .. ... ... ... .. .. ... ... 66
4.1.4 Programagdoem Maple . . . ... ... ... ... ... ... . 75
4.2 Procedimentos Utilizados . . . . . . . . . . .. oo 80
4.2.1 DOL-systems Ramificados . RIS 80
4.2.2 0OL-systems Estocasticos . .. .. ... .. . .. ............. 90
4.2.3 DOL-systems Paramétricos . . . . .. ... ... ... ... ..... 93






Lista de Figuras

1.1

2.1

2.2

2.3

24

2.5

2.6

2.7

2.8

2.9

2.10

2.11

2.12

2.13

Construcgao do floco de neve de Koch [14, p. 2]. . . ... ... ... .. .. 2
Algumas geracdes de um DOL-system [14, p. 4]. . .. .. .. .. ... ... 8
Desenvolvimento de um filamento da Anabaena catenula [14, p. 5. . . . . . 10
Interpretagéo gréfica dos simbolos F, + e — (6§ =90°) [14,p. 7. . . . . .. 12

Interpretacéo grafica da L-string “FFF—~FFF—F—-F+F+FF—-F—-FFFF”. 13
Algumas geracdes do Cantor L-system [21]. . . . . .. ... ... ... ... 15

Interpretacdo grafica do sucessor da regra de substituicao que permite gerar

acurvade Koch [21]. . . . . . . .. .. L 16
Algumas geracdes da curva de Koch [21]. . . . ... ... ....... ... 17
Geracao quatro do floco de neve de Koch. . . . ... ... ....... .. 17
Modificagao quadratica da curvade Koch. . . . ... .. ... ...... 18
Combinacao de ilhaselagos. . . . . . . . ... ... o o oo 19
Ilha de Koch quadrética. . . . . . . .. ... ... . 19

Imagem gerada por um L-system com aregra ' — FF—F—F-F—-F—-F+F. 20
Imagem gerada por um L-system com aregra FF — FF —F - F - F - FF. 20

vii



2.14

2.15

2.16

2.17

2.18

2.19

2.20

2.21

2.22

2.23

2.24

2.25

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

Imagem gerada por um L-system com a regra F - FF - F+F—-F - FF. 21

Imagem gerada por um L-system com a regra F' — FF —F -~ —-F—-F. .. 21
Curva gerada usando a reescrita de arestas: Sierpinski gasket [14, p. 11]. . 23
Construgio da E-curve sobre uma grelha quadrada. . . . . . .. ... ... 24
E-curve obtida usando a reescrita de arestas [14, p. 12]. . . . . ... . . .. 24
Descricao de uma subfigura A [14, p. 14]. . . . . . . .. ... 25

Construcao recursiva da curva de Hilbert usando a reescrita de vértices [14,

D 18] 26
Curva gerada usando a reescrita de vértices: Curva de Hilbert. . . . . . .. 28
Geragao 10 da curva dragéo obtida usando a reescrita de vértices. . . . . . 29
Comandos da “tartaruga” em trés dimensoes. . . . . .. .. ... ... .. 31
Curva de Hilbert em trés dimensoes. . . . . . . . . . . . . ... ... .. 33
Uma perspectiva da curva de Hilbert em trés dimensoes. . . . . ... ... 33
Interpretacao geométrica de uma regra de substituigdo [14, p. 23]. . . . . . 36

Aplicacio de uma regra de substituicdo & aresta S de uma arvore [14, p. 23]. 36
Representacdo grafica de uma palavra com colchetes [14, p. 24]. . . . . . . 39

Estrutura gerada por um BL-system com w : F e P: F — F[+F|F[-F|F
(evolugao de ordem 5 com & =25.7°). . . . . . .. ... 39

Estrutura gerada por um BL-system com w: F e P: F — F[+F|F[-F][F]
(evolugdo de ordem 5 com § =20°). . . . . .. ... ... 40

viil




%

3.6

3.7

3.8

3.9

3.10

3.11

3.12

3.13

3.14

3.15

3.16

3.17

3.18

3.19

Estrutura gerada por um BL-system comw: Fe P: F —» FF—[-F+F+
F)+[+F —F - F) (evolugdo de ordem 4 com & = 22.5%). . . . . . . .. .. 40

Estrutura gerada por um BL-system com w : X ¢ P : X — F[+X]F[-X]+
X, P,: F — FF (evolugao de ordem 7 com § =20°). . . ... ... .. .. 41

Estrutura gerada por um BL-system comw : X e P, : X — F[+X][-X]FX,
Py: F — FF (evolugdo de ordem 7 com § =25.7°). . . .. ... ...... 41

Estrutura gerada por um BL-system com w: X e P, : X — F —[[X]+ X]+
F[+FX]— X, P,: F — FF (evolugéo de ordem 5 com ¢ = 22.5°). . . . . . 42

Estruturas ramificadas obtidas através de um SOL-system. . . . ... ... 43

Sequéncia inicial de palavras geradas por um DOL-system paramétrico (14,

D 43]. e 49
Triangulo rectangulo isésceles gerado a partir de um DOL-system paramétrico. 51
Floco de neve de Koch gerado por um DOL-system paramétrico. . . . . . . 51
Exemplo de uma curva que sugere a representacao de uma “linha de drvores”. 53

Exemplo de uma outra curva que sugere a representagdo de uma “linha de

Arvores”. . .. . e e e e e e e 53
Padrdo de ramificacdo gerado por um DOL-system paramétrico. . . . . . . 54

Exemplo de uma estrutura gerada por um PL-system segundo o modelo de

Exemplo de uma outra estrutura gerada por um PL-system segundo o

modelo de Honda. . . . . . . . . . . e e e 56

Exemplo de uma estrutura gerada por um PL-system segundo o modelo de

Aono e Kunii. . . . . e e 58

ix



3.20 Exemplo de uma outra estrutura gerada por um PL-system segundo o

. modelo de Aonoe Kunii. . . . ... ... ... s




Capitulo 1

Introducao

1.1 Contextualizacao

A abordagem matemética a qualquer fenémeno natural requer sempre uma codificagao e
quantificacio dos vérios elementos usados na sua modelacdo. Neste trabalho apresentam-
se mecanismos, chamados de reescrita, que tentam descrever as propriedades geométricas
intrinsecas ao crescimento de diversas arvores. Esta técnica de reescrita consiste em definir
objectos complexos fazendo substituigdes sucessivas de partes de um objecto inicial mais
simples, usando para o efeito um conjunto de regras de substituigdo. Smith designou
por “database amplification” esta capacidade de produzir objectos complexos a partir de

pequenos conjuntos de dados [15].

Serdo aqui essencialmente abordadas duas classes de mecanismos de reescrita. A primeira
classe opera sobre objectos geométricos e permite gerar as figuras fractais classicas. A
segunda, classe, mais detalhada neste trabalho, sdo os designados sistemas de Lindenmayer

que operam sobre palavras de um conjunto predefinido de simbolos.

A geometria fractal, introduzida por Mandelbrot, é um ramo da Matemética que estd a

permitir descrever alguns fenémenos naturais complexos tais como a turbuléncia, a linha

1
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Figura 1.1: Construcao do floco de neve de Koch [14, p. 2].

costeira de um pafs, as montanhas, as galdxias ou as nuvens [10]. Um exemplo cldssico
de uma figura fractal definida por um mecanismo de reescrita é o floco de neve de Koch.
Segundo Mandelbrot [9], a construgao deste fractal comega com duas formas, o iniciador
(“initiator”) e o gerador (“generator”). Depois, em cada iteracao, substitui-se cada um
dos segmentos de recta por uma c6pia reduzida do gerador, a qual é disposta de modo
a que as suas extremidades coincidam com as do segmento substituido (Figura 1.1). O
floco de neve de Koch é o limite para o qual tende esta construcdo. Mesmo utilizando os
instrumentos de desenho mais sofisticados nao é possivel obter muitos termos deste tipo
de sucessdes de imagens. Pelo contrario, utilizando um computador, este processo de gerar
novas imagens pode continuar quase indefinidamente, obtendo-se figuras com pormenores
invisiveis a olho nu mas que podem ser visualizados gragas & sua crescente capacidade de
ampliacdo. A evolucdo dos computadores desempenha assim um papel fundamental no
desenvolvimento deste ramo da Matemética. A seguinte frase proferida por Mandelbrot
no encerramento do congresso Fractal 90, em Lisboa, permite ilustrar na perfeicao esta
situacdo: «<Hoje, qualquer pessoa pode fazer em minutos, com um PC, o que hd 11 anos

me custou sangue, suor e ldgrimas...» [7].

Os mecanismos de reescrita mais estudados e melhor compreendidos sao aqueles que

operam com cadeias de caracteres, designadas aqui por palavras. Segundo Prusinkiewicz
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e Lindenmayer [14, p. 2-3], a primeira definicdo formal deste tipo de mecanismos foi
apresentada por Thue no inicio do século passado, no entanto, somente no final dos anos 50,
com o trabalho de Chomsky sobre gramaticas formais, é que se gerou um grande interesse
pela reescrita de palavras. Os anos 60 foram um periodo de enorme fascinio pela sintaxe,
pelas graméticas e pelas suas aplicagdes & Ciéncia de Computadores. Este entusiasmo deu
origem a linguagens cléssicas de programagéo como o ALGOL-60 (designagéo proveniente
da expressio “ALGOrithmic Language”). Foi neste contexto que, em 1968, o bidlogo
Aristid Lindenmayer introduziu um novo tipo de mecanismo de reescrita de palavras,
posteriormente designado por sistema de Lindenmayer (L-system). A diferenca principal
entre as graméticas de Chomsky e este formalismo reside no processo de aplicagao das
regras de substituicio. Nos L-systems as regras sao aplicadas em paralelo, ocorrendo em
cada iteracdo uma troca simultinea de todos os simbolos da palavra. Pelo contrario, nas
graméticas de Chomsky as regras sdo aplicadas sequencialmente, substituindo-se um carac-
ter de cada vez [13]. E esta diferenca que reflecte o interesse dos L-systems para a Biologia,
uma vez que as divisdes celulares ocorrem ao mesmo tempo em todas as partes de um ser
vivo [16]. Os L-systems foram originalmente criados para modelar o desenvolvimento de
organismos multicelulares simples (organismos filamentosos) [8]. Porém, a sua utilizagao
foi mais tarde alargada a plantas maiores, com uma estrutura de ramificagdo complexa 5].
Para além da sua adequacio para modelar objectos naturais também tém sido utilizados
noutras dreas, que incluem a geracgao de fractais ou a composi¢ao de partituras musicais

[13).

As situacdes modeladas por L-systems sdo intrinsecamente dinamicas, o que significa que a
forma apresentada por um organismo é vista como sendo o resultado final de um processo
de desenvolvimento {19]. Por sistema dindmico entende-se um ambiente fisico juntamente
com um conjunto de regras que determinam como esse ambiente evolui ao longo do tempo.
Quando o ambiente fisico é uma cadeia de simbolos formais, estes sistemas podem ser
designados por sistemas dinidmicos simbdlicos. Os L-systems s@o assim um exemplo deste

tipo de sistemas dindmicos [21].
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Nos L-systems, os organismos sdo considerados como sendo uma congregagao de partes
distintas, designadas por mdédulos. Cada um desses mddulos é representado por um
simbolo de um alfabeto, e s&o usados simbolos diferentes para médulos de diferentes
tipos ou em diferentes estados. Para além disto, pode juntar-se ao simbolo um ou mais
parametros numéricos que, em conjunto, caracterizam o estado do médulo. Assim sendo,
uma, sequéncia destes médulos forma uma palavra que representa o organismo modelado

num determinado momento do seu desenvolvimento [19].

1.2 Organizacao da Dissertacao

A presente dissertacdo encontra-se organizada em cinco capitulos, ao longo dos quais se
procuraré expor a teoria dos sistemas de Lindenmayer e implementar a modelagdo (néo

realista) de drvores tridimensionais, recorrendo ao Maple.

No primeiro capitulo é feita uma breve contextualizagdo dos sistemas de Lindenmayer e

sao dadas informagoes acerca da organizagao da dissertagao.

Nos capitulos 2 e 3 é apresentada a fundamentagdo tedrica associada aos sistemas de
Lindenmayer. Esta fundamentagdo tedrica foi baseada fundamentalmente no livro The
Algorithmic Beauty of Plants, de Przemyslaw Prusinkiewicz e Aristid Lindenmayer, publi-
cado em 1990. No segundo capitulo podem encontrar-se algumas definicdes que permitem
descrever a classe mais simples deste formalismo e as respectivas operagdes. Também
pode ser encontrada uma interpretagdo grafica de palavras baseada na conhecida “turtle
geometry” [1] e sdo ainda explicitados dois métodos de operar com este tipo de mecanismo
de reescrita. O Capitulo 3 foi reservado para a modelagdo de drvores em abstracto baseada
na evolucdo de sistemas de Lindenmayer. Neste capitulo é feita uma descrigdo matematica
de estruturas com a forma de planta, e encontram-se alguns métodos e modelos que

permitem gerar essas estruturas.

A compreensido da fundamentacdo tedrica exposta nos dois capitulos anteriores conduziu
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4 modelacio em concreto de vérios objectos recorrendo a linguagem Maple. O Capitulo
4 inicia-se com algumas nocoes bésicas desta linguagem, de modo a que os procedimentos
usados na dissertacéo possam ser compreendidos mais facilmente. Esta breve exposigao foi
elaborada partindo do pressuposto que o leitor jé estd4 minimamente familiarizado com o
Maple. O capitulo termina com a apresentagao dos referidos procedimentos. Estes proce-
dimentos permitiram criar a maioria das imagens presentes nesta dissertagao, comegando
pelos fractais, passando pelas estruturas ramificadas bidimensionais com a forma de planta

e terminando nas arvores tridimensionais.

Por fim, o Capitulo 5 apresenta a conclusdo de todo o trabalho desenvolvido e algumas

orientagoes para futura investigagao.



Capitulo 2

Sistemas de Lindenmayer

Neste capitulo serdo apresentadas algumas definigdes que permitem descrever a
classe mais simples deste formalismo e as respectivas operagoes. Serd também
apresentada uma interpretagao grafica de palavras baseada na “turtle geometry”
e explicitados dois métodos de operar com este tipo de mecanismo de reescrita.
Por fim, serd ainda abordada a extensdo desta teoria & modelagdo em trés

dimensoes.

2.1 DOL-systems

Os “D0L-systems” sao a classe mais simples de L-systems, que inclui aqueles que sdo
deterministicos e livres de contexto. O “D” significa que sdo deterministicos e o “0” estd
relacionado com o facto de serem livres de contexto, resultando assim prefixo “D0”. Antes
de prosseguir é conveniente esclarecer o sign.iﬁcado destes dois novos conceitos. Um L-
system diz-se deterministico quando existe exactamente uma regra de substitui¢ao para
cada sfmbolo do alfabeto. Por sua vez, é considerado livre de contexto quando as regras
sao aplicadas sem que se tenha em consideragao o contexto no qual os caracteres surgem,

isto é, as regras tém apenas em atengdo o simbolo ao qual sdo aplicadas, ignorando os

6
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simbolos adjacentes.

Viao-se agora apresentar algumas definigdes que permitem descrever os DOL-systems e as
suas operacoes. Considere-se que V denota um conjunto finito de simbolos formais, usu-
almente constituido por letras mas também por outros caracteres, designado por alfabeto.
Por V* denota-se o conjunto de todas as palavras construidas por justaposi¢ao de simbolos
de V, incluindo a palavra vazia, e por VT representa-se o conjunto de todas as palavras

ndo vazias em V. Um DOL-system é entdo um terno ordenado G = (V,w, P), onde

e V diz-se o alfabeto do sistema,
e w € VT designa-se por axioma,

e P CV x V* é um conjunto finito dito de regras de substituicao.

O axioma é a palavra inicial a partir da qual todo o sistema evolui. As regras (a,x) € P
representam-se por a — ¥, onde a letra a e a palavra x se designam por antecessor e
sucessor, respectivamente. Atendendo & definigdo apresentada para o conjunto de regras
de substituicdo, pode concluir-se que o antecessor é formado por um tnico elemento do
alfabeto do sistema, enquanto que o sucessor pode ser uma palavra com zero, um ou mais
simbolos desse mesmo alfabeto [19]. Todas as letras do alfabeto tém uma tnica regra
que as transforma numa palavra de V*, o que significa que se ndo existir qualquer regra
especificamente definida para um dado elemento a € V considera-se que a regra identidade
a — a pertence ao conjunto das regras de substituigdo P. Neste iltimo caso, essa letra
diz-se uma constante do L-system. Numa tnica iteracdo, cada letra de uma palavra ¢
substituida pelo respectivo sucessor, de acordo com as regras de substituigao definidas.
O desenvolvimento é simulado através de uma sequéncia destas iteragdes, comecando o
processo de reescrita no axioma w. Prusinkiewicz e Lindenmayer [14, p. 4] definem uma
sucessao de desenvolvimento de G como sendo uma sucessao (g,),n = 0,1,2,3,..., onde
cada geracdo g, resulta da geragao anterior, g,_1, por aplicacdo em simultaneo das regras

de substituicdo a cada simbolo de g,-;. A geracdo inicial go corresponde ao axioma w.
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abaababa

Figura 2.1: Algumas geragoes de um DOL-system [14, p. 4].

Definem também que uma palavra v = x1X2 ... Xm € V* deriva directamente de uma outra
palavra u = aya, . .. a,, formada por elementos de V| e escreve-se u = v, se e s6 se a; — X;
para todo o ¢ = 1,2,...,m. Tendo em conta as defini¢bes anteriores pode ainda dizer-se
que uma determinada palavra v é gerada por G numa evolugao de ordem n se existir uma

sucessao de desenvolvimento gg, g1,...,9, tal que go =w, g, =v e go= g1 = ... = Ggn.

O exemplo seguinte permite ilustrar de um modo muito simples como funcionam os DOL-
systems. Considerem-se as palavras formadas pelas letras a e b, letras essas que podem
surgir numerosas vezes na mesma palavra. Considere-se também que a cada uma das
letras est4 associada uma regra de substituigdo. A regra a — ab significa que a letra a seréd
substituida pela palavra ab, e a regra b — a significa que a letra b serd substituida pela
palavra a. Considere-se ainda que a palavra formada pela letra b é o axioma. O processo de
reescrita comega com a substituicdo do axioma pela palavra a, através da regra b — a. Na
segunda iteracdo, a palavra a ¢é transformada em ab, através da regra a — ab. Na iteracao
seguinte, cada uma das letras da palavra ab é substituida simultaneamente usando as regras
de substitui¢gdo definidas. Assim sendo, apds esta iteragao resulta a palavra aba. De um
modo andlogo, esta palavra originard abaab, que por sua vez produzira a palavra abaababa,
e assim sucessivamente (Figura 2.1). Este exemplo é chamado de “Fibonacci L-system”.

A designacao resulta da sua relagdo com a conhecida sucessao de Fibonacci, cujos termos
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correspondem ao comprimento de cada uma das palavras (nimero de simbolos de cada
palavra) produzidas nas primeiras iteragoes deste L-system [21]. Esta sucessao numérica
que surge em diversos fenémenos naturais foi apresentada por Leonardo de Pisa, mais
conhecido por Fibonacci, no mais famoso dos problemas incluidos no seu livro Liber Abact
(1202): <«Quantos casais de coelhos serdo produzidos num ano, comegando com um sé
casal, se, em cada més, cada casal gerar um novo casal que se torna produtivo a partir
do sequndo més?>. Este problema pressupoe que nao ocorrem mortes [3]. Para melhor se
perceber a relacio supracitada, considere-se que as letras a e b sdo os dois estados possiveis
que um casal de coelhos pode tomar. Apds cada iteragdo, um casal imaturo b torna-se
num casal adulto a, ficando apto a dar origem a um novo casal imaturo em cada uma das
iteraces seguintes. Este sistema dinamico simbdélico traduz deste modo um tipo muito

simples de dindmica populacional [21].

Dada a natureza discreta dos L-systems, é de notar que o crescimento continuo dos

organismos entre iteragdes néo é possivel ser representado recorrendo a esta teoria.

2.2 Interpretacao Grafica de Palavras

Como ja foi referido, os L-systems foram concebidos como uma teoria matematica para
modelar o desenvolvimento de organismos multicelulares simples. Numa fase inicial, os
aspectos geométricos estavam para além do alcance desta teoria, o que significa que os L-
systems nao possufam o detalhe necessério para a modelagao de plantas com uma estrutura
complexa. Posteriormente, com vista a tornd-los numa ferramenta de modelagao de plantas
mais versdtil, foram sendo propostas vérias interpretagdes geométricas. Nos proximos

pardgrafos ir-se-4 explicitar resumidamente essa evolugao.

Inicialmente, as situacdes modeladas com L-systems eram ilustradas listando as sucessivas

palavras geradas ao longo do processo iterativo. Para se obter uma visualizagao adicional

era necesséaria a interpretacdo humana das letras como sendo médulos diferentes, através
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Figura 2.2: Desenvolvimento de um filamento da Anabaena catenula [14, p. 5].

da imaginacdo ou através de desenhos manuais [6, p. 29]. Na Figura 2.2 pode ver-se
um exemplo simples desta abordagem aplicado & criagdo de uma imagem esquemética da
Anabaena catenula. As letras a e b, que representam o estado das células (o seu tamanho
e a sua prontiddo para se dividirem), sdo representadas graficamente como rectangulos
curtos ou longos com os cantos arredondados. Os indices { (“left”) e r (“rigth”) indicam
a polaridade das células, especificando a posigao onde as células filhas vao ser criadas. A

situacao representada na Figura 2.2 é¢ modelada pelo seguinte L-system:

V ={a,, a, by, bi}

w: ay

p1:ar — aiby

P2t a; — ba,

D3 br — Qr

peib—
As estruturas geradas constituem cadeias unidimensionais de rectangulos, reproduzindo
assim a sequéncia de sfmbolos das palavras correspondentes. Contudo, nao existe nada no
modelo apresentado que force a que os filamentos sejam rectilineos, pelo que se pode fazer

uma representacdo curvilinea dos mesmos, aproximando-a mais das imagens reais destes
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organismos microscopicos [6, p. 29].

De acordo com Prusinkiewicz e Lindenmayer [14, p. 6], foram publicados em 1974, por
Frijters e Lindenmayer e por Hogeweg e Hesper, os primeiros resultados no sentido de
apresentar uma interpretagdo gréafica mais sofisticada que possibilitasse a modelagao de
plantas com uma estrutura complexa. Em 1979 foi apresentada, por Szilard e Quinton,
uma nova abordagem & interpretagio dos L-systems. Nessa proposta, cada uma das letras
do alfabeto do L-system tem atribuida uma interpretacio que serve de comando para uma
“plotter pen”. Eles mostraram que curvas complexas hoje conhecidas como fractais podiam
ser geradas através de DOL-systems extremamente simples. Estes resultados constituiram a
base de outros estudos em diferentes sentidos. Siromoney and Subramanian especificaram
L-systems que geram algumas das curvas de preenchimento do espaco classicas. Dekking
investigou as propriedades de curvas geradas por L-systems, principalmente o problema
de determinar a dimensdo fractal (Hausdorff) do conjunto limite. Hanan [6, p. 30] refere
que Prusinkiewicz, ao constatar que a abordagem feita por Szilard e Quinton era seme-
lhante & “LOGO turtle geometry” (o termo LOGO foi escolhido como referéncia a sua
significacdo grega: pensamento, raciocinio, discurso), incorporou os comandos geométricos
directamente nos L-systems. No conceito original de LOGO turtle geometry, as imagens
correspondem ao “rasto” de uma “tartaruga grafica” que se desloca sobre uma superficie
bidimensional, & medida que vai obedecendo aos comandos do utilizador. Isto acabou por

ser o sistema ideal para dar uma interpretagdo geométrica & dinamica dos L-systems.

Segundo Prusinkiewicz et al [18], quando se utiliza um L-system podem considerar-se duas
fases distintas: a fase de geracdo e a fase de interpretacdo. Na fase de geragao as regras
de substituicdo sio aplicadas numa sequéncia de iteragdes, formando uma palavra final
designada por “L-string”. Depois, na fase de interpretagao, a L-string é convertida numa
representacio geométrica. Ao longo desta dissertagao serd usada uma interpretagao gréfica

baseada na turtle geometry.

Apds uma L-string ser gerada passa-se, como ja foi referido, a fase de interpretagdo. A
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F

4 >
Figura 2.3: Interpretacio grafica dos simbolos F, + e — (6 = 90°) [14, p. 7).

L-string é entdo analisada sequencialmente, da esquerda para a direita, sendo os simbolos
interpretados como comandos que vao dirigir a “tartaruga” [16]. Esta “tartaruga” é repre-
sentada pelo seu estado, o qual é definido pelo terno ordenado (z,y, ). As coordenadas
cartesianas (z,y) representam a posicdo da “tartaruga” no plano, enquanto que o sentido
[13 ” 4 M £ a
para onde a “tartaruga” estd virada é representado por a € R, correspondente ao angulo
formado com o semi-eixo positivo Oz. Definindo & priori o avango d € R* e o incremento
angular 0 € R™, entdo a “tartaruga” responde aos comandos representados pelos seguintes

simbolos (Figura 2.3):

F : Avancar na direccdo actual um passo de comprimento d. O estado da “tartaruga”
muda para (z',¢/,a), onde 2’ = z +d.cosa e y = y+ d.sina. E desenhado um

segmento de recta entre os pontos (z,y) e (', y');

f: Avancar na direcgdo actual um passo de comprimento d. O estado da “tartaruga”
muda para (z’,y’,«), onde ' = z + d.cosa e y = y + d.sina. Nao é desenhado

qualquer segmento entre os pontos (z,y) € (', y');

+ : Fazer uma rotaciao de § graus no sentido positivo (anti-hordrio). O estado da

“tartaruga” muda para (z,y,a + 0);
— : Fazer uma rotacao de é graus no sentido negativo (hordrio). O estado da “tartaruga”

muda para (z,y,a — 9).

Dada uma L-string v, o estado inicial (¢, yo, ) € 0s pardmetros fixos d e §, a interpretacao

grafica de v é a figura (conjunto de segmentos de recta) correspondente ao rasto deixado
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Figura 2.4: Interpretacio grafica da L-string “FFF—FFF—-F—-F+F+FF-F-FFFF”.

pelos movimentos da “tartaruga” como resposta as instrugdes codificadas na palavra v.
Na Figura 2.4 pode ver-se a interpretagio de uma palavra, onde O = (zo,%0) € a = 90°

definem o estado inicial da “tartaruga”, d =1 e ¢ = 90°.

Vai-se agora formalizar a nogao de interpretacdo grafica de uma palavra de V* como um
subconjunto do plano. Sendo uma imagem no plano um conjunto de pontos desse plano,
entdo uma funcéo I : V* — P(R?), que transforma o conjunto das palavras formadas por
justaposicdo de letras do alfabeto V, incluindo a palavra vazia, no conjunto das imagens
no plano, designa-se por “funcdo de interpretagao grafica”. Considere-se o estado inicial
(2o, Yo, 9) € os pardmetros fixos d e 6, e seja v = a1ay...a, € V" uma palavra a
interpretar. Para a palavra de comprimento zero (palavra vazia) define-se que I(v) é o
ponto de coordenadas (zg, 7o) e que a “tartaruga” mantém o seu estado inicial. Vai-se
seguidamente supor que para palavras v de comprimento m estd definida correctamente
a imagem I(v) de uma funcio de interpretagio grafica e o estado final da “tartaruga’

s(v) = (Ty, Yy, ). Seja v’ = a1as. .. Amlms1 = YAy € V7 uma palavra de comprimento



CAPITULO 2. SISTEMAS DE LINDENMAYER 14

m + 1. Entao, se

® Oy = F, define-se: s(v') = (2,4, ), onde @ = o, € (T, y) = (oY) +
d.(cos(a, ), sin(a,)); Neste caso, I(v') éigual a I(v) reunido com o segmento de recta

que une (Iuayy) a (xu’,yu’)-

® a1 = f, define-se: s(v') = (z,/,y,, ), onde ap = a, e (T, Y) = (20, ys) +

d.(cos(aw), sin{aw)); Neste caso, I(v') = I(v).

® Uiy = +, define-se: s(v') = (Y, ), Onde o = @, + 6, Ty = T, € Yur = Yy;

Neste caso, I(v') = I(v).

® a1 = —, define-se: s(V/') = (x,, 9y, ), onde @y =, — 6, Ty = T, € Yo = Yy}

Neste caso, I(V') = I(v).

e Se a4 ndo for igual a algum dos simbolos anteriores entdo I(v') = I(v) e s(V') =

s(v). Ou seja, a “tartaruga” ignora o simbolo e conserva o seu estado.

Dando o estado inicial, o avango d e o incremento angular §, tem-se deste modo definida
indutivamente uma funcdo de interpretagao grafica para todas as palavras de comprimento
finito pertencentes a V*, o que possibilita interpretar as palavras geradas por um qualquer

L-system.

Nas seccOes seguintes podem encontrar-se mais alguns exemplos de figuras geradas por

DOL-systems tendo por base a interpretagao grafica de palavras acabada de apresentar.

2.2.1 Cantor L-system

Um dos exemplos mais simples corresponde a representacao geométrica do conjunto de

Cantor (Figura 2.5). O L-system que permite gerar este conjunto tem as seguintes com-
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Ger 0

Ger. 1
- Ger. 2

Cerd m = = = —--— ==
‘ Ger 4 == == “a um - aa -

Figura 2.5: Algumas geracoes do Cantor L-system [21].

ponentes:

V=AF f}
w: F
p:F—FfF
p:f— fff

Considere-se que o estado inicial é definido por (zg, yo, @) = (0,0,0°) e que d = 1. Neste
caso particular, o incremento angular € irrelevante uma vez que no axioma e nos sucessores
nao intervém simbolos que forcem uma actualizagdo do sentido da “tartaruga”. Pode
constatar-se que a representacio geométrica do axioma é um segmento de recta horizontal
e que, em cada iteracdo, se vai removendo o ter¢o do meio de cada um dos segmentos. Note-
se que houve a necessidade de acrescentar uma segunda regra com o objectivo de manter
as distancias apropriadas entre as varias componentes da figura [21]. Note-se ainda que, &
excepcao do axioma, todas as geragdes representadas foram alvo de um redimensionamento,
uma vez que as posicdes inicial e final se mantém ao longo das diversas geragdes apesar de
cada segmento (visivel ou ndo) ter comprimento 1. O mesmo efeito poderia ser alcangado
se se permitisse que o avango da “tartaruga” decrescesse, de uma geragao para a seguinte,

segundo uma progressdo geométrica de razao 1/3.
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Figura 2.6: Interpretagdo grafica do sucessor da regra de substituicao que permite gerar a

curva de Koch [21].

2.2.2 Floco de Neve de Koch

As componentes do L-system que permite gerar a curva de Koch sdo as seguintes:

V={F +, -}
w: F
p:F—-F+F—-—-F+F

Considere-se que o estado inicial é dado por (xg, Yo, ag) = (0,0,0°) e que d =1 e § = 60°.
Geometricamente, a regra definida significa que um segmento de recta F' é substituido pela
disposicao de quatro segmentos de recta que se pode observar na Figura 2.6. Se se ampliar
para o triplo o segmento F, pode descrever-se esta regra dizendo que o terco do meio deste
novo segmento de recta ampliado é substituido pelos outros dois lados de um tridngulo
equildtero construido sobre essa porgdo do segmento. A Figura 2.6 coincide com a geracao

1 e na Figura 2.7 podem ver-se mais algumas geragdes da curva de Koch.

O floco de neve de Koch (Figura 2.8) obtém-se de um modo andlogo a curva de Koch,
residindo apenas no axioma a diferenca entre ambos. A construcdo do floco de neve de
Koch inicia-se com um tridngulo equildtero (w : F — —F — —F'), em vez de comecar com

um segmento de recta.

Estes exemplos permitem mostrar a relagio existente entre as construcoes de Koch, apre-

sentadas na Introducéao, e os L-systems. O iniciador corresponde ao axioma e o gerador
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m

Ger 4

Figura 2.7: Algumas geragoes da curva de Koch [21].

gﬁg

Figura 2.8: Geragdo quatro do floco de neve de Koch.
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Figura 2.9: Modificagdo quadrética da curva de Koch.

corresponde ao sucessor da regra de substituicao.

2.2.3 Outros Exemplos de Curvas de Koch

Nesta secco sdo apresentados mais alguns exemplos de curvas de Koch geradas por L-
systems. Em todos eles ¢ utilizado o mesmo estado inicial que nos exemplos da secgao

anterior e os parametros fixos sdo d =1 e § = 90°.

A Figura 2.9 é o resultado de uma evolugao de ordem 4 do L-system cujo axioma € F' e
que possui a regra F — F+ F — F — F + F. Por sua vez, a Figura 2.10 resulta de uma

evolucao de ordem 2 do L-system com axioma F'+ F' + F + F e regras

p:F—>F4f FF+F+FF+Ff+FF—f+FF—-F—FF—Ff-FFF
p:f = fIfffT

Os L-systems constituem uma ferramenta adequada para desenvolver novas curvas de Koch,
uma vez que é extremamente facil fazer ligeiras modificacbes nas regras de substituigéo e
verificar o resultado obtido. Por exemplo, comegando com uma evolugdo de ordem 3 do
L-system definido pelo axioma F—F—F—F e pelaregra ' — F—F+F+FF—-F—F+F
(Figura 2.11) podem observar-se, nas figuras seguintes (Figuras 2.12 a 2.15), as variagoes
resultantes da introdugéo, da eliminacdo ou da substituicio de alguns simbolos. Note-se

que a ultima destas figuras resultou de uma evolucao de ordem 4.
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Figura 2.10: Combinagao de ilhas e lagos.

Figura 2.11: Ilha de Koch quadrética.
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Figura 2.12: Imagem gerada por um L-system com aregra F' — FF—F—-F—F—-F—F+F.

LJ:|_I L[:Ll Lb
j o i O
- 1 HH Y™
- HH H 1 HH H
5 - H O
HHH B HH o an

Figura 2.13: Imagem gerada por um L-system com a regra F' — FF' — F — F — F'— FF.
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L

Figura 2.14: Imagem gerada por um L-system com a regra F' — FF — F + F—-F—FF.

ANEN -f‘:f,? T 'tf,?'—_.;‘*' ! 't:f;?’
b . §
o S
L ae = T
: 4 “
A 4

Figura 2.15: Imagem gerada por um L-system com a regra F' — FF' — F—-—-F—-F.
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2.3 Modos de Operar com DOL-systems

A modificacao das regras de substituigdo permite perceber um pouco a relacao existente
entre os L-systems e as figuras por eles geradas. Contudo, esta abordagem torna-se
insuficiente, uma vez que os L-systems sdo frequentemente usados para modelar pro-
cessos de desenvolvimento, sendo necessario que capturem a esséncia desses processos.
A construcdo de um L-system que modele um processo de desenvolvimento designa-se
por problema de inferéncia. Existem dois modos distintos de operar com DOL-systems
usando a interpretacdo gréfica de palavras apresentada. Num desses modos as regras
de substituicdo operam com arestas, enquanto que no outro operam com vértices. A
explicitacdo destes modos serd feita usando curvas abstractas, embora possam também ser

aplicados a estruturas ramificadas encontradas nas plantas [14, p. 11].

2.3.1 Reescrita de Arestas

Nesta abordagem, que é vista como uma extensdo das construgoes de Koch, podem ser
considerados dois tipos de arestas, “esquerda” (F}) e “direita” (F;). Os simbolos F; e F;
representam arestas que resultam da resposta da “tartaruga” ao comando “avangar na
direccdo actual um passo de comprimento d”. Na Figura 2.16 pode ver-se a geracao 4 de
uma curva construida com base nestes dois tipos de arestas. As componentes do L-system

que gerou essa curva sao as seguintes:

Vi{R, K, + -}
w: F,

p B — F,+ F+ F,
pr:Fr =l —F - F
(6 = 60°)

Segundo Prusinkiewicz e Lindenmayer [14, p. 12|, McKenna apresentou um algoritmo

que permite construir curvas de preenchimento do espago usando a reescrita de arestas.
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Figura 2.16: Curva gerada usando a reescrita de arestas: Sierpinski gasket (14, p. 11].

Através de uma breve explicacao deste algoritmo pretende-se ilustrar este modo de operar
com L-systems. Na Figura 2.17a e 2.17b pode ver-se uma aresta F; e uma aresta fv,
respectivamente, com a = 0°. As arestas distinguem-se pela direc¢io da marca. Mais es-
pecificamente, se um viajante imagindrio percorrer uma aresta Fj encontrara um quadrado
vazio & sua esquerda. Por sua vez, se o viajante percorrer uma aresta F, verd o quadrado
3 sua direita. A aresta F} é substituida por uma figura que preenche aproximadamente o
quadrado & sua esquerda (Figura 2.17c). De um modo andlogo, a aresta F; ¢ substituida
por uma figura que preenche aproximadamente o quadrado a sua direita (Figura 2.17d).

As duas regras de substituicdo que descrevem a situagdo apresentada na Figura 2.17 sao:

1 Pl:E_)+FTFT_E_E+FT+FTE+FT_EE—Fr_E+FTEE_Fr_EFT+
Fr‘l‘E_E—Fr'{'Fr"‘F’lF‘l

b P2:Fr_’FTFT_E_E+Fr+Fr_E_EFT+E+FTFrE_Fr+E+FrFr+E-
FTE_E—FT+FT+EE

Na iteracdo seguinte, cada um dos 25 pequenos quadrados associados as curvas represen-
tadas na Figura 2.17c ou 2.17d serd preenchido por uma cépia reduzida dessas curvas.

Na Figura 2.18 pode ver-se um exemplo desse preenchimento. Neste caso, o axioma € Fi,
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— o - - L
- | 1] = i | EN=
c d

Figura 2.17: Construgéo da E-curve sobre uma grelha quadrada.

a=0°46=90°ed=1. Aplicando recursivamente este argumento, obtém-se uma curva
)

que, no limite, ird preencher o quadrado.

L

Figura 2.18: E-curve obtida usando a reescrita de arestas [14, p. 12].
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Figura 2.19: Descricdo de uma subfigura A [14, p. 14].
2.3.2 Reescrita de Vértices

De acordo com Prusinkiewicz e Lindenmayer [14, p. 13], a ideia geral desta abordagem
consiste na substituicdo dos vértices da figura obtida na iteracdo anterior por novas figuras.
De modo a realizar esta tarefa, surge a necessidade de introduzir novos simbolos que
representam subfiguras. Na Figura 2.19 estd representada uma determinada subfigura A

pertencente ao conjunto de todas as subfiguras A. Cada uma delas apresenta:

e dois pontos de contacto, designados por ponto de entrada P4 e por ponto de saida

Qa;

e dois vectores de direccdo, chamados de vector de entrada p4 e de vector de saida 4.

Durante a fase de interpretacdo, a “tartaruga” ao encontrar o simbolo A numa L-string v
incorpora a correspondente subfigura na imagem. No processo de incorporagao, a subfigura
A é sujeita a uma translacdo e a uma rotagdo de modo a alinhar o seu ponto de entrada

P, e a sua direcgdo P4 com a posigio e orientagido da “tartaruga” naquele momento. Apos

a incorporacdo da referida subfigura, a “tartaruga” ird ficar com a posigdo e orientagao

correspondentes ao ponto de saida ()4 e direcgdo ga.

A curva de Hilbert é outro exemplo de uma curva de preenchimento do espago. Através

deste exemplo pretende-se ilustrar o funcionamento de um L-system com reescrita de
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Figura 2.20: Construgo recursiva da curva de Hilbert usando a reescrita de vértices [14,

p. 15].

vértices. O processo de construcdo que é apresentado na Figura 2.20 pode ser generalizado
para outras curvas da mesma classe. Nessa figura podem observar-se os pontos de contacto
e as direccoes das subfiguras L, e R,,. Note-se que como ps = g4 entao estes dois vectores
estdo representados graficamente por um tnico vector (). Cada uma dessas subfiguras
estd limitada por um pequeno quadrado imagindrio, designado por “frame”, cujos lados se
encontram todos & mesma distancia dos lados de uma pega quadrada (“tile”) que contém
esse frame. Cada um dos frames limita entdo uma curva aberta cujas extremidades
coincidem com os dois vértices de contacto desse frame. Na mesma figura também se
podem observar as figuras L, e Rn41. Estas figuras estdo construidas numa matriz de
2 x 2 pecas quadradas. Como se pode constatar, unindo os vértices de contacto dos frames
vizinhos através de segmeh‘cos de recta horizontais ou verticais (segmentos a grosso) pode
ser construida uma linha continua que passa por todas as pecas. A construcao de uma
curva de preenchimento do espago resulta da repetigéo recursiva deste padrao de ligagoes,
considerando-se a matriz de m x m pecas quadradas como sendo um “macrotile” que
contém uma curva aberta inscrita num “macroframe”. Uma matriz de m x m macrotiles ¢

seguidamente formada e sao ligadas as curvas contidas nos seus macroframes. Este processo
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de construgdo prosseguird recursivamente com m X m macrotiles numa iteragao a darem

origem a um unico macrotile maior na iteracao seguinte.

As figuras L,.; e R,;; da Figura 2.20 podem ser descritas pelas seguintes férmulas

recursivas:
Ln+1 = +RnF - LnFLn - Fan+

Ry, =-L,F+ R, FR,+ FL,~
Note-se que o = § = 90°. Supondo que as curvas Ly e Ry sao dadas, pode obter-se
L, ou R,, para n > 0, gerando-as recursivamente. Por exemplo, a determinagdao de R,

processa-se do seguinte modo:

Ry=—-LiF+ R FR + FL,—
= — (+RoF — LoF Ly — FRy+) F + (—LoF + RyF Ry + FLo—)
F(—LoF + RyFRy + FLy—) + F (+RoF — LoF Ly — FRy+) —

Atendendo a que todos os indices presentes na palavra obtida s@o iguais, estes podem
ser omitidos, desde que a contagem global das iteracbes seja mantida. Assim sendo, este
processo de gerar a figura R, para n > 0, pode ser considerado como um mecanismo de
reescrita de palavras. Esta figura pode ser obtida numa evolugdo de ordem n do seguinte
L-system:

V:{F, L, R, +, -}

w: R

p1: L —+RF—-LFL— FR+

pp: R— —LF+ RFR+ FL—
Na Figura 2.21 pode visualizar-se Ry. O estado inicial considerado foi (o, Yo, a0) =
(0,0,90°). Considerou-se ainda d = 1 e 6 = 90°. Note-se que os simbolos F', + e — séo
constantes deste L-system, uma vez que sdao substituidos por eles préprios. Para definir
completamente R,, para n > 0, é ainda necessdrio especificar as subfiguras representadas
pelos simbolos L e R. No caso particular das “curvas puras”, de que a curva de Hilbert é
um exemplo, estas subfiguras reduzem-se a um tnico ponto. Atendendo a este facto, podem

ocorrer duas situagoes. Na primeira dessas situagdes, na fase de geragdo, os simbolos L e
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Figura 2.21: Curva gerada usando a reescrita de vértices: Curva de Hilbert.

[

R sdo substituidos pela palavra vazia no final do processo iterativo. Na outra situagao, os
sfmbolos L e R sao mantidos na L-string final mas, durante a fase de interpretagao, sao
ignorados pela “tartaruga”. Qualquer uma das situagdes corresponde a um método que
permite colapsar num ponto as subfiguras. Esta segunda abordagem & questao é consistente
com a definicao de interpretacio grafica apresentada, sendo por isso utilizada ao longo da

presente dissertacgao.

2.3.3 Relacao entre a Reescrita de Arestas e de Vértices

Existe uma relacao entre as classes de curvas que podem ser geradas pelas técnicas de
reescrita de arestas e de vértices, relacao essa que serd explicitada através do exemplo que

Se segue.

Considere-se, por exemplo, o L-system que permite gerar a “curva dragdo” através do
método da reescrita de arestas (6 = 90°, o = 90°):

w: F

p:F— B+ E+

D2 F, r _E - F r

Admita-se temporariamente que o antecessor de uma regra pode ser formado por mais do
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Figura 2.22: Geragio 10 da curva dragéo obtida usando a reescrita de vértices.

que um simbolo. Tem-se assim que o L-system anterior pode ser apresentado da seguinte

forma:
w: Il

p: Fl— Fl+rF+

pp:r7F — —Fl—1F
onde os simbolos [ e r nao sdo interpretados pela “tartaruga”. Analisando as duas regras,
pode constatar-se que na primeira o simbolo [ é substituido pela palavra [ + rF'+, néo
sofrendo qualquer alteracdo o simbolo F' inicial. Por sua vez, na segunda regra, verifica-se
que o simbolo 7 é substituido pela palavra —F'l — r, ficando inalterado o simbolo F final.
Pode entéo concluir-se que o L-system anterior pode ser convertido num outro, do seguinte

modo:
w: Fl

pr:l—ol4+rF+
pe:r— —Fl—r
Esta tltima versdo consiste num L-system com reescrita de vértices que permite gerar a

curva dragao (Figura 2.22).

A imagem obtida por ambos os métodos serd obviamente igual, pelo que, na pratica,
se escolhe aquele que seja mais conveniente. Nenhum dos métodos fornece umn modo

automético e geral de construir L-sytems que permitam modelar as mais variadas situagoes,
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no entanto, a compreensao das diferengas existentes entre estas duas abordagens possibilita
uma, melhor percep¢ao do modo de funcionamento dos L-systems, auxiliando assim a tarefa

de modelar.

2.4 Modelacao Tridimensional

Até este ponto apenas se considerou a modelagao em duas dimensoes, no entanto, a
interpretagdo grafica de palavras pode ser extendida de maneira natural a trés dimensoes.
Para se interpretar uma L-string em trés dimensoes é necessario introduzir algumas al-
teracOes relativamente ao que ja foi apresentado para o caso bidimensional. Tratando-se
agora de uma “tartaruga” que se desloca no espago, o seu estado é definido pela sua
posigao, representada em coordenadas cartesianas por (z,v, z), € pela sua orientacdo. A
orientagdo da “tartaruga” é representada por um referencial ortonormado formado por
trés vectores, H , LelU , que indicam, respectivamente, o sentido para onde estd virada
(“turtle’s Heading”), a sua esquerda (“turtle’s Left”) e o sentido “cima” (“turtle’s Up”).
Estes trés vectores satisfazem a equagao H x L =1U. Usando esta notagao, as rotagoes da

“tartaruga’ sdo expressas pela férmula
(& o o)=L 0]|R

onde R é uma matriz de rotacdo 3 x 3. Esta matriz, que permite efectuar rotagdes de
amplitude o, varia consoante o vector em torno do qual a rotagao é feita [14, p. 19]. Assim
sendo, as rotacoes de amplitude a em torno dos vectores H , LeU sio representadas pelas

seguintes matrizes:

cosa —sina 0
RU(a)Z sina cosa O

0 0 1
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Figura 2.23: Comandos da “tartaruga” em trés dimensoes.

cosae 0 sina
Rr(a) = 0o 1 0

—sina 0 cosa

0 0

—

Ry(a)=10 cosa sina

0 —sina cosa

Durante a fase de interpretacdo, 4 medida que a “tartaruga” analisa a L-string da esquerda
para a direita, os quatro vectores que caracterizam o seu estado vao sendo modificados de
acordo com as instrugdes codificadas nessa palavra [18]. Para mover a “tartaruga”’ no
espaco sio obviamente necessdrios mais comandos do que aqueles que foram apresentados
para a mover no plano. Dando o avango d e o incremento angular §, entdo os seguintes

simbolos permitem controlar o estado da “tartaruga” (Figura 2.23):

F: Avancar na direcgio actual um passo de comprimento d. A posigado da “tartaruga”
muda para (z/, v/, 2'), onde 2’ = z+d.Hy, y = y+d.ﬁy e 2 = 24+d.H,. E desenhado

um segmento de recta entre os pontos (z,y, z) e (z', v/, 2');

f: Avancar na direcgdo actual um passo de comprimento d. A posi¢ao da “tartaruga”
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muda para (z',y',2'), onde ' = z + d.H,, v =y+ d.ﬁy e = z+d.H, Naoé

desenhado qualquer segmento entre os pontos (z,v, 2) e (z/, v/, 2');
+ : Virar para a esquerda d graus, usando a matriz de rotagdo Ry (6);
— : Virar para a direita ¢ graus, usando a matriz de rotagdo Ry (—§);
V : Virar para baixo ¢ graus, usando a matriz de rotagdo Ry, (9);
A : Virar para cima ¢ graus, usando a matriz de rotagdo Ry (—9);
\ : Rolar para a esquerda ¢ graus, usando a matriz de rotagdo Ry (J);
/ : Rolar para a direita 0 graus, usando a matriz dg rotagdo Ry (—9);

| : Inverter o sentido, usando a matriz de rotagdo Ry (180°).

Observe-se que os dois primeiros comandos apenas alteram o vector posicao da “tartaruga”

enquanto que os restantes apenas modificam a sua orientagao.

A formalizacdo da nogao de interpretagao grafica de uma palavra de V* é andloga ao caso

bidimensional, pelo que se dispensa a sua apresentacao.

Na Figura 2.24 pode observar-se uma imagem produzida apdés uma evolucao de ordem 3

do L-system com axioma A, § = 90° e com as seguintes regras de substituigao:

p:A—>B—-F+CFC+F-DVFAD—-F+VVCFC+F+B//
pr:B—AVFANCFBAFADAN—F—DA|FAB|FCAFAA//
p3:C > |DAN|[FAB—F+CANFANAVVFAVFANC+F+BANFAD//
ps: D —|CFB—F+B|FAVFANAVVFB—-F+ B|FC//

Note-se que a “tartaruga” estava inicialmente posicionada na origem e que a sua orientagao
inicial era dada pelos vectores H = (1, 0, 0), L = (0, 1, 0) e U= (0, 0, 1). Esta
imagem, que consiste na extensdo da curva de Hilbert em trés dimensoes, foi obtida através

da reescrita de vértices, usando-se “macrocubos’” em vez de “macrotiles”. Na Figura




CAPITULO 2. SISTEMAS DE LINDENMAYER 33

i
s

o . '%

Figura 2.24: Curva de Hilbert em trés dimensoes.

Figura 2.25: Uma perspectiva da curva de Hilbert em trés dimensdes.

2.25 pode ver-se uma perspectiva diferente da imagem produzida pelo L-system anterior.
Comparando-a com a Figura 2.21, pode constatar-se a existéncia de uma relagao evidente

entre ambas. A Figura 2.25 poderia ser o resultado do processo de gerar R3.



Capitulo 3

Modelacao de Arvores

Os L-systems apresentados até este ponto apenas permitem modelar o desen-
volvimento de organismos com uma estrutura linear, ou seja, o resultado da
interpretagdo de uma qualquer L-string é uma unica linha formada por varios
segmentos de recta (visiveis ou ndo). Contudo, o mundo natural esta repleto de
organismos com uma estrutura ramificada, entre os quais se encontram as mais
diversas arvores. Portanto, para simular o seu desenvolvimento € necessério que
exista uma descricdo matematica de estruturas com a forma de planta, para
além de métodos e modelos para gerar essas estruturas. Essa descricao e alguns

desses métodos e modelos podem ser encontrados ao longo deste capitulo.

3.1 L-systems Ramificados

Para modelar o desenvolvimento de estruturas ramificadas pode ser usado um mecanismo
de reescrita que opere sobre drvores axiais. Por drvore axial entende-se uma érvore (grafo)
cujas arestas sdo etiquetadas e tém um sentido definido, formando caminhos que se iniciam
no vértice inicial, designado por raiz ou base, e que findam nos vértices terminais. Numa

arvore axial, de cada um dos seus vértices parte, no méximo, um segmento em linha recta,

34
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sendo os restantes (caso existam) designados por segmentos laterais. Uma sequéncia de

segmentos é chamada de eixo se

e o primeiro segmento da sequéncia parte da raiz da arvore ou é um segmento lateral

de um qualquer vértice,
e cada um dos segmentos seguintes é um segmento em linha recta, e

e o ultimo segmento ndo é seguido por qualquer outro segmento em linha recta.

Um ramo é entao formado por um eixo e por todos os segmentos que se originam a partir
dele. Um ramo pode, por sua vez, ser considerado como uma (sub)arvore axial. Os eixos
e os ramos caracterizam-se pela sua ordem. Um eixo que se origine na rajz da arvore tem
ordem zero, enquanto que um eixo que se origine a partir de um segmento lateral de um
eixo de ordem n tem ordem n + 1. Por sua vez, a ordem atribuida a um ramo €é igual a
ordem do seu eixo principal. Note-se que as arestas podem ser interpretadas como sendo
segmentos de ramos de arvores abstractas e que, num caminho, um segmento seguido por
pelo menos mais um segmento é designado por “internode”, enquanto que um segmento

terminal é chamado de “apez”.

Tal como se pode observar na Figura 3.1, uma regra de substituicido define que uma aresta
(antecessor) é substituida por uma drvore axial (sucessor). No processo de substitui¢ao, o
vértice inicial da aresta antecessora {“Start”) corresponde a raiz da drvore axial sucessora
(“Base™) e o vértice final (“End”) ¢ identificado com o seu cimo (“Top”). Na Figura 3.2
pode ver-se a aplicacdo da regra representada na figura anterior a uma determinada aresta

S de uma arvore axial.

Apés a explicitacao destes conceitos, apresentam-se seguidamente algumas defini¢oes que
permitem descrever um “tree 0L-system” (TOL-system) e as suas operagoes. Um TOL-

system G é um terno ordenado G = (V,w, P), onde

e V é um conjunto de etiquetas de arestas,
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Base

Figura 3.1: Interpretacido geométrica de uma regra de substituicdo [14, p. 23].

Figura 3.2: Aplicacio de uma regra de substituicdo & aresta S de uma drvore [14, p. 23].
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e w é uma arvore inicial com etiquetas de V/,

e P é um conjunto finito dito de regras de substituigao.

Dado um TOL-system G, diz-se que uma &rvore axial T, deriva directamente de uma outra
drvore T}, e escreve-se T} = Ty, se Ty se obtém de Ty por substituicdo simultanea de
todas as arestas de Ty, de acordo com o conjunto de regras P. Diz-se ainda que uma
determinada arvore T é gerada por G numa evolucdo de ordem n se existir uma sucessao
de desenvolvimento Ty, Ti,..., T, tal que Ty = w, T, = T e Ty = T\ = ... = T, [14,
p. 23].

As definicBes anteriores embora descrevam os TOL-systems néo especificam um método
de representar drvores axiais. De acordo com Hanan [6, p. 22], Lindenmayer apresentou
um modo de o fazer na segunda parte do seu artigo publicado em 1968. Nesse artigo,
Lindenmayer introduziu o conceito de palavra com colchetes. Este conceito materializou-se
- através da adicdo dos simbolos ’ [’ e ’]’ ao alfabeto, criando assim os L-systems ramificados
(BL-systems). Note-se que o termo BL-system resulta da expressdo original “bracketed L-
system”. Estes dois novos simbolos sdo usados para delimitar um ramo, ficando entre
eles todos os elementos que o constituem. Tal como acontece numa expressao numeérica,
também numa palavra correctamente formada, os colchetes surgem em pares correspon-
dentes. O colchete esquerdo indica o vértice onde se vai formar o novo ramo, enquanto que
o correspondente colchete direito vai terminar essa ramificagdo. Mais especificamente, a
notacdo ... A[C] B... significa que B é o segmento em linha recta que se segue a A num
determinado eixo *...AB...’, e que C é um segmento lateral que se originou no vértice
final de A. Os colchetes podem estar encaixados uns dentro dos outros, representando

assim os ramos com ordens mais elevadas.

O processo de se obter uma imagem a partir de um DOL-system ramificado é o mesmo
que no caso de um DOL-system sem colchetes, no entanto, é necessario expor duas breves
consideracdes: neste novo tipo de L-systems existe uma memoéria que tem a forma de

um empilhamento, figurando no topo o tltimo elemento guardado; durante a fase de
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geracio, os colchetes sdo considerados como constantes do sistema, sendo, na fase seguinte,

interpretados pela “tartaruga” do seguinte modo:

[ :  Guardar na memdria o estado actual. Para além do estado actual, a informacao guar-

dada pode conter outros atributos, tais como a espessura da linha a ser desenhada;

] Retirar da memdria o ultimo estado que af foi guardado e torné-lo no estado actual.
Nao é desenhado qualquer segmento de recta, embora, de um modo geral, a posi¢ao

da “tartaruga” seja alterada.

Vai-se seguidamente completar a formalizacdo da nogdo de interpretagdo grafica de uma
palavra de V* apresentada na Seccdo 2.2, de modo a ficarem contemplados os novos
simbolos. Para o caso dos BL-systems é ainda necessario definir a “fungao memoria de
ramificacdo” m(v) = (m1,ma,...,my) € (RZ x R)*, k <[, onde v = a1ay...aq; € V* é
a palavra a interpretar. Note-se que cada m; corresponde a um estado da “tartaruga”.
Considere-se também que apenas os colchetes fazem modificar a fungao memoria de rami-
ficacdo e que esta nao contém qualquer elemento no inicio da fase de interpretagao. Seja
V' =ajay...qa1 = vair; € V* uma palavra de comprimento [ 4 1. Por hipdtese, tem-se

jé definido I(v), s(v) e m(v) para esta palavra. Entdo, se

o a;, = [, define-se: s(v') = s(v); m(v') = (mq,ma, ..., Mk, Mgy1), onde mey = s(V');

Neste caso, I(v') = I(v).

e a1 = |, define-se: s(v/) = my; m(v') = (m1, ma, ..., me_1); Neste caso, I(v') = I(v).

Segundo Prusinkiewicz et al [17], cada drvore axial pode ser descrita por uma palavra com
colchetes correctamente formada, e cada palavra com colchetes correctamente formada
descreve uma 4rvore axial. Assim sendo, na Figura 3.3 pode observar-se um exemplo de

uma 4rvore axial que ¢ descrita pela palavra F[+F|[—F[—F|F|F[+F][—F).

Alguns exemplos de estruturas bidimensionais com a forma de planta, geradas por DOL-

systems ramificados, podem ser vistos nas Figuras 3.4 a 3.9. Os trés primeiros exem-




CAPITULO 3. MODELACAO DE ARVORES 39

N
\

Figura 3.3: Representagio grifica de uma palavra com colchetes [14, p. 24].

{

Figura 3.4: Estrutura gerada por um BL-system com w : F e P : F — F[+F|F[-F]F

(evolugio de ordem 5 com § = 25.7°).

plos foram obtidos pela técnica de reescrita de arestas, enquanto que os trés ultimos
foram obtidos por reescrita de vértices. Foi usado como estado inicial o terno ordenado

(z0, Y0, a0) = (0,0,90°) e considerou-se ainda d = 1. Um BL-system também pode ser

usado para modelar estruturas tridimensionais.
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Figura 3.5: Estrutura gerada por um BL-system com w : F e P : F — F[+F|F[-F][F]

(evolugdo de ordem 5 com & = 20°).

Figura 3.6: Estrutura gerada por um BL-system com w: Fe P: F — FF —[-F + F +
F]+ [+F — F — F] (evolugéo de ordem 4 com 6 = 22.5°).
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Figura 3.7: Estrutura gerada por um BL-system comw : X e P, : X — F[+X|F[-X]+X,
P, : F — FF (evolugdo de ordem 7 com ¢ = 20°).

Figura 3.8: Estrutura gerada por um BL-system com w: X e P : X — Fl+X][-X]|FX,
P, : F — FF (evolugio de ordem 7 com § = 25.7°).
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Figura 3.9: Estrutura gerada por um BL-system com w: X e P, : X — F — [[X]| + X| +
F[+FX]— X, P,: F — FF (evolugdo de ordem 5 com ¢ = 22.5°).

3.2 L-systems Estocasticos

As imagens apresentadas até este momento foram geradas a partir de L-systems deter-
ministicos. Como cada caracter tem apenas uma regra de substituigao atribuida, todas
as imagens obtidas através de uma evolucdo de ordem n de um mesmo L-system sao
exactamente iguais. No caso das plantas, pode entao dizer-se que estes L-systems descrevem
organismos individuais e ndo espécies. Por vezes esta situagdo pode nao ser desejada, isto
é, pode pretender-se a introducdo de alguma variabilidade de planta para planta. Um
exemplo de uma dessas situacoes € a criaciao de uma imagem realista de um campo de flores
da mesma espécie. Por um lado, se fosse usado apenas um L-system para gerar todas as
plantas, a imagem obtida pareceria muito pouco natural devido a uma notéria regularidade
artificial. Por outro lado, se para introduzir a desejada variabilidade fosse criado um L-
system diferente para modelar cada uma das plantas, entdo estar-se-ia perante uma tarefa
extremamente fastidiosa. Contudo, esta tarefa pode facilmente ser realizada com éxito
através da utilizagdo de um L-system estocéstico (SL-system). Note-se que o termo SL-

system resulta da expresséao original “stochastic L-system”. Este tipo de L-systems permite
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Figura 3.10: Estruturas ramificadas obtidas através de um SOL-system.

introduzir variabilidade de individuo para individuo através da aplicagao estocéstica das
regras de substituicdo, preservando, no entanto, os aspectos gerais caracteristicos da espécie

modelada.

Um SOL-system é um quadruplo ordenado G, = (V,w, P,7), onde

V é um alfabeto,

e w é 0 axioma,
e P é um conjunto dito de regras de substituicao,

7 : P — (0,1] é uma funcéo distribuicdo de probabilidade.

Este tipo de L-systems fornece regras de substituigdo alternativas com o mesmo antecessor
mas com sucessores diferentes, tendo cada uma delas uma probabilidade atribuida através
da funcdo w. Em termos de notagio, essa probabilidade surge sobre a seta que separa o
antecessor do sucessor. Segundo Prusinkiewicz e Lindenmayer [14, p. 28], numa iteragao

em G,, a cada ocorréncia de uma determinada letra a numa palavra u, a probabilidade

de aplicar uma regra p, com antecessor a, é igual a m(p). Tendo isto em consideragao,
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pode concluir-se que, numa, iteragio, em vérias ocorréncias de uma mesma letra podem ser
aplicadas diferentes regras de substitui¢do. Como seria de esperar, para cada letra a € V/,
a soma das probabilidades de todas as regras com antecessor a é igual a 1. A probabilidade
a atribuir a cada regra é determinada a partir da recolha e da andlise estatistica de dados

de diversos espécimes [6, p. 20-21].

Na Figura 3.10 podem ver-se trés exemplos de plantas geradas numa evolugdo de ordem 6

do SOL-system com as seguintes componentes:

! VAF +, - L1}
w: F
pi: F ¥ Fl+F|F[-F|F
ps: F Y% F[+F|F

ps: F2 Fl-F|F

Foi usado como estado inicial o terno ordenado (xg,¥o, ) = (0,0,90°) e considerou-se
ainda d = 1 e § = 22.5°. Tal como era esperado, de cada vez que o L-system anterior
foi aplicado obtiveram-se imagens que representam diferentes exemplares de uma mesma

espécie.

3.3 L-systems Paramétricos

Os L-systems munidos com a interpretagio grafica anteriormente apresentada sdo uma
ferramenta de modelacdo bastante versitil. Contudo, embora permitam gerar, como
foi visto até este ponto, uma vasta variedade de objectos, desde fractais até estruturas
ramificadas com a forma de planta, a natureza discreta deste formalismo condiciona o seu
poder de modelacdo. Uma das maiores limitagdes consiste na necessidade de todas as
linhas desenhadas pela “tartaruga” serem multiplos inteiros de um segmento unitario. Isto
tem como consequéncia o uso de uma grande quantidade de comandos F', especialmente no

caso da modelacdo de estruturas que apresentam segmentos com tamanhos muito variados.
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Esta restricdo faz ainda com que, por exemplo, um tridngulo rectangulo isésceles néo possa
ser desenhado com exactiddo, uma vez que a razao entre as medidas do comprimento da sua
hipotenusa e de qualquer um dos seus catetos é um nimero irracional (@ = C—‘C/—§ =+/2).
A limitacdo supracitada também se aplica aos angulos. Por exemplo, se uma estrutura
modelada apresentar angulos com diversas amplitudes, é necessério definir o incremento
angular § como sendo um divisor comum a todos os angulos presentes nessa estrutura.
A natureza discreta dos L-systems faz assim com que, por vezes, a beleza matematica

conferida aos L-systems pela sua simplicidade seja destruida [14, p. 40].

Com o objectivo de resolver este tipo de problemas, Lindenmayer foi o primeiro a pro-
por a associacio entre os sfmbolos jé existentes nos L-systems e um numero arbitrdrio
de parametros numéricos. Esses pardmetros podem ser usados durante a fase de inter-
pretacao para representar, por exemplo, aspectos geométricos, tais como o comprimento
ou o didmetro dos segmentos, ou relacdes entre componentes, tais como a amplitude
dos angulos de ramificagio [17]. Através da palavra F(1) 4+ (90)F(1) + (135)F(V/2) é
agora possivel desenhar com exactiddo um tridngulo rectangulo isésceles com um numero
de comandos muito reduzido. Esta nova ferramenta vem assim resolver os problemas

apresentados no inicio desta seccao.

Nas duas seccdes seguintes ir-se-4 apresentar a defini¢do de L-systems paramétricos (PL-

systems) e extender a interpretaco grafica ao caso das palavras paramétricas.

3.3.1 DOL-systems Paramétricos

Um PL-system opera sobre palavras paramétricas, que sdo cadeias de médulos formados
por simbolos de um alfabeto V' aos quais estao associados parametros pertencentes ao
conjunto dos nimeros reais. Um mddulos formado pela letra A € V e pelos parametros
a1, as,...,a; € R denota-se por A(ay,as,...,a;). Cada médulo pertence ao conjunto
M = V x R*, onde R* é o conjunto de todas as sequéncias finitas de parametros. O

conjunto de todas as palavras formadas por médulos e o conjunto de todas as palavras nao
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vazias formadas por médulos representam-se por M* = (V x R*)* e Mt = (V x R*)*,

respectivamente.

No formalisrﬁo dos PL-systems distinguem-se dois tipos de pardmetros que estao associados
entre si: os pardmetros actuais e os parametros formais. Os parametros actuais surgem nos
moédulos que compdem as L-strings, enquanto que os parametros formais sao representados
por varidveis que surgem na especificacdo das regras de substituigdo. A associacao de
uma letra com uma sequéncia de parametros formais é chamada de médulo formal, e
uma sequéncia desses médulos é designada por palavra paramétrica formal. Se ¥ é um
conjunto de parametros formais, entdo C(X) denota uma expressio légica com parametros
de ¥ e F(X) uma expressdo aritmética com pardmetros do mesmo conjunto. Ambos os
tipos de expressoes consistem em constantes numéricas e parametros formais, combinados
com operadores aritméticos, de exponenciacio, relacionais, légicos e paréntesis curvos. As
expressoes podem ainda incluir fun¢ées matemaéticas, tais como fungdes trigonométricas,
exponenciais, logaritmicas, entre muitas outras [6, p. 45]. As regras usuais para construir
expressoes sintacticamente correctas e de precedéncia das operagbes sdo mantidas. As
expressoes relacionais e as expressdes l6gicas tomam o valor zero quando sao falsas e o
valor 1 quando sao verdadeiras. Considera-se ainda que a afirmagdo légica especificada
pela palavra vazia assume sempre o valor 1. Os conjuntos de todas as expressoes légicas e
aritméticas correctamente construidas com parametros de ¥ denotam-se por C(X) e £(X),

respectivamente [14, p. 41].

Um OL-system paramétrico é definido como sendo um quadruplo ordenado G = (V, X, w, P},

onde

e V é um conjunto ndo vazio de simbolos designado por alfabeto do sistema,

3 é o conjunto dos pardmetros formais,
o we (V x R*)T é uma palavra paramétrica néo vazia chamada de axioma,

o PC(VXxE*)xC(X)x(VxE(X))* é um conjunto finito dito de regras de substituicao.
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As regras de substituigdo de um PL-system livre de contexto tém assim a forma
antecessor : cond — sucessor

onde o antecessor é um médulo formal individual, o sucessor é uma palavra paramétrica
formal, e a condicio (cond) é uma expressao logica. Note-se que uma regra de substituigao
pode ndo ter associado qualquer parametro formal nem expressdo légica. Para uma dada
regra, é ainda assumido que um determinado pardmetro formal ndo pode surgir mais do que
uma vez no antecessor, e que todos os pardmetros formais na condigao tém que constar
no antecessor. Por exemplo, uma regra com antecessor A(t), condigdo ¢ > 5 e sucessor

B(t+ 1)CD(t AN0.5,t — 2) é representada como

A(t):t>5— B(t+1)CD(tA0.5,t —2)

Diz-se que uma regra de substituigdo combina com um médulo numa palavra paramétrica

se as seguintes condigoes forem reunidas:

e a letra do médulo e a letra do antecessor da regra coincidem,

e 0 nimero de paradmetros actuais no médulo é igual ao nimero de parametros formais

no antecessor da regra, e

e seja verdadeira a proposi¢do que se obtém substituindo os pardmetros formais da

condicgdo pelos parametros actuais correspondentes.

Uma regra cujo antecessor verifique simultaneamente as trés condi¢oes anteriores pode ser
aplicada a um médulo. Ao ser aplicada, esse médulo € substituido pela palavra de médulos
especificada no sucessor da regra e os valores das expressoes sdo calculados de modo a
produzir os pardmetros actuais. Por exemplo, a regra de substituicdo anterior combina
com o médulo A(16), pois a letra A é comum a este médulo e ao antecessor da regra,
existe um parametro actual em A(16) e um pardmetro formal em A(t), e a expressao l6gica

t > 5 é verdadeira para t = 16. A regra serd entdo aplicada, substituindo o médulo A(16)
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pela palavra paramétrica B(17)CD(4,14). Tal como sucede no caso néo-paramétrico, se
nao existir no conjunto P uma regra que combine com um determinado mddulo, entao este

serd substituido por si préprio [6, p. 47].

Num PL-system G, se um médulo a produz uma palavra paramétrica x como resultado
da aplicacao de uma regra de substituicao, entao esta situagao representa-se por a — ¥.
Uma palavra paramétrica v = x1X2. .. Xm deriva directamente de uma outra palavra p =
a10s . .. 04y, € escreve-se i = U, se e s0 se a; — X; para todo o i = 1,2,...,m. Uma
determinada palavra paramétrica v é gerada por G numa evolugao de ordem n se existir

uma sucessao de desenvolvimento go, g1,...,gn talque go =w,gp =vegy = g1 = ... = gn

[14, p. 42].

Segundo Hanan [6, p. 47-48], um 0L-system paramétrico é deterministico se e sé se nao
existirem duas regras que combinem com um mesmo mddulo numa palavra. Esta exigéncia
sera satisfeita se para todos os grupos de regras que tenham antecessores com a mesma letra
e com o mesmo numero de parametros formais, nao existirem duas condi¢oes que sejam
simultaneamente verdadeiras. Na Figura 3.11 podem ver-se as palavras obtidas através

das primeiras iteragoes do DOL-system paramétrico com as seguintes componentes:

8
=

2)A(4,4)

N

P1: (
p2: Alz,y):y >3 — B(x)A(z/y,0)
() :z<1 —=C

(z)

z,y)y<=3—> A2xz,z+y)

ss)

D3

Sy

pa:B(z) :z>=1-B(x-1)

3.3.2 Interpretagao Grafica de Palavras Paramétricas

Na secgdo anterior referiu-se que os PL-systems operam sobre palavras paramétricas,
explicou-se como eram constituidas essas palavras e explicitou-se sumariamente a fase

de geragao. Vai-se agora mostrar como a “tartaruga” interpreta uma palavra paramétrica.
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He:  B(2) A@44)

w:  B(1) B@) A(1L0)
IR

o Bi0) B(3) A1)

My C B2 A®3)

Myt C B} B@A(1.330)

Figura 3.11: Sequéncia inicial de palavras geradas por um DOL-system paramétrico [14,

p. 43].

Apesar do conceito bésico da interpretagdo grafica apresentado anteriormente (ver Secgoes
2.2 e 2.4) ndo sofrer alteragdes com a introdugado dos paradmetros, verificam-se algumas
modificacdes como consequéncia natural dessa introdugéo. A principal diferenga reside no
facto de nao haver a necessidade de definir o avango da “tartaruga” nem o incremento
s ~ « ” :
angular, ou seja, a alteracdo do estado da “tartaruga” passa a ser feita recorrendo ao valor
dos parametros presentes nos médulos. Se existir pelo menos um pardmetro associado a
um sfmbolo do alfabeto V, o estado da “tartaruga” sera controlado pelo valor do primeiro.
Considerando que o valor desse parametro é positivo (a > 0), entao a “tartaruga” responde

aos seguintes comandos:

F(a) : Avangar na direc¢do actual um passo de comprimento a. A posigao muda para
(',y',2'), onde 2’ = z + a.H, v =y+ a.FIy e 2 = 2+ a.H, E desenhado um

segmento de recta entre os pontos (z,y, 2) e (z',v', 2');

f(a) : Avangar na direcgdo actual um passo de comprimento a. A posigdo muda para
(z',y',2'), onde ' = = + a.H,, v =y+ a.ﬁy e 2/ = z+ a.H, Nao ¢ desenhado

qualquer segmento entre os pontos (z,y, z) e (', ¢, 2');

+(a) : Virar para a esquerda a graus, usando a matriz de rotagdo Ry (a);
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—(a) : Virar para a direita a graus, usando a matriz de rotagdo Ry (—a);
V(a) : Virar para baixo a graus, usando a matriz de rotagéo Rp (a);

Aa) : Virar para cima a graus, usando a matriz de rotagdo Ry (—a);
\(a) : Rolar para a esquerda a graus, usando a matriz de rotagdo Ry (a);

/(a) : Rolar para a direita a graus, usando a matriz de rotagdo Ry (—a).

’ Y

Repare-se que os simbolos +’, ’—’, ’A’ e ’/’ sdo usados simultaneamente como simbolos do
alfabeto do L-system e como operadores em expressoes logicas e aritméticas, pelo que
o seu significado vai depender do contexto onde surgem. O conceito de palavra com
colchetes introduzido por Lindenmayer também pode ser aplicado a palavras paramétricas.
O formalismo dos PL-systems pode ser assim extendido de modo a permitir modelar
estruturas ramificadas. Tal como sucedeu para o caso nao-paramétrico, essa extensao

faz-se através da adigdo dos sfmbolos ’[’ ¢ '] ao alfabeto do L-system [6, p. 54-55].

A resolugdo do problema de desenhar um tridngulo rectangulo isésceles com exactidao, an-
teriormente apresentada, pode agora ser totalmente contemplada. Um triangulo deste tipo
(Figura 3.12) pode entéo ser gerado, tendo em conta as limitacoes do computador, através
da interpretacao grafica da palavra paramétrica resultante de uma qualquer evolugao de

ordem maior ou igual a 1 do seguinte PL-system:

w: X(1)
p:X(z) > F(z)+ (90)F(z) + (135)F(2 A 0.5 * z)

As regras para os simbolos 'F’, 4+’ e "=’ nédo foram apresentadas, o que significa que os
médulos correspondentes serdao substituidos por si préprios durante a fase de geragao. A
Figura 3.12 foi obtida usando como estado inicial o terno ordenado (zo, yo, @) = (0,0, 0°).
A introducao dos parametros permitiu assim aumentar a diversidade de imagens que podem

ser facilmente visualizadas usando a interpretagdo gréfica apresentada.
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Figura 3.12: Tridngulo rectangulo isésceles gerado a partir de um DOL-system paramétrico.

Figura 3.13: Floco de neve de Koch gerado por um DOL-system paramétrico.
|
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Apresentam-se seguidamente mais quatro exemplos que permitem ilustrar o funcionamento
dos PL-systems. Os trés primeiros foram obtidos por reescrita de arestas e foi usado como
estado inicial o terno ordenado (zo,yo, @) = (0,0,0°), enquanto que o ultimo resultou
de reescrita de vértices, tal como o tridngulo atras representado, e foi usado como estado
inicial o terno ordenado (zg,yo, @) = (0,0,90°). Como seria de esperar, os PL-systems
permitem gerar todas as figuras que os L-sytems ndo-paramétricos também conseguem, s6
que de um modo mais simples e elegante. Por exemplo, o floco de neve de Koch (Figura

3.13) pode agora ser obtido pelo seguinte L-system:

w: F(1) — (120)F(1) — (120)F(1)

p: F(z) — F(z/3) + (60)F(z/3) — (120)F(z/3) + (60)F(z/3)
Observe-se que o axioma permite desenhar um tridngulo equilatero com arestas de com-
primento unitério, e que a imagem obtida resulta de uma evolugéo de ordem 4. O exemplo
seguinte permite construir uma “linha de arvores”. Na Figura 3.14 pode ver-se a curva
resultante de uma evolugao de ordem 5 do L-system com as seguintes componentes:

w: F(1)

p: F(z) — F(z %0.3) + (86)F(z % 0.21 A 0.5) — (172) F(z x 0.21 A 0.5) + (86) F(z * 0.7)
Observe-se que devido ao facto.de todas as arestas, quer sejam compridas ou curtas, serem
substituidas em cada iteracao, a curva preenche as diferentes dreas com uma densidade
desigual. Fazendo algumas alteragbes ao L-system anterior é possivel obter uma curva
que se encontre distribuida mais uniformemente (Figura 3.15). Essas alteragoes consistem
em atrasar a substituicdo dos segmentos mais curtos em relagdo aos mais compridos. As
componentes do L-system que permite atingir este objectivo sao:

w: F(1,0)
p1: F(z,t):t=0— F(z%0.3,2) + (86)F(z x0.21 A 0.5,1) — (172)
F(zx0.21 A0.5,1) + (86)F(z % 0.7,0)
py: F(z,t):t>0— Fz,t—1)
A Figura 3.15 é o resultado de uma evolugao de ordem 9 do PL-system anterior. Por fim,

pode ver-se na Figura 3.16 um exemplo de um tipo de padrado de ramificagao encontrado
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Figura 3.14: Exemplo de uma curva que sugere a representagao de uma “linha de arvores”.

Figura 3.15: Exemplo de uma outra curva que sugere a representagao de uma “linha de

arvores”.

em muitas plantas herbdceas e arvores [14, p. 50]. Essa figura resultou de uma evolugao

de ordem 11 do seguinte L-system:

w: X
p X — F(1)[+(86)X][—(86)X]
po : F(z) — F(x % 1.456)

3.4 Modelos de Desenvolvimento de Arvores

Segundo Prusinkiewicz e Lindenmayer [14, p. 51-53], a simulagao computacional de padroes
de ramificagdo jé tem uma histéria relativamente longa. O primeiro modelo foi proposto
por Ulam e aplicava o conceito de autémato celular (ver [10]), conceito esse que fora
previamente desenvolvido por Neumann e Ulam. Este modelo deu origem a diversas

extensdes, nomeadamente por Meinhardt, por Greene e por Cohen. Todos estes modelos
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Figura 3.16: Padrao de ramifica¢do gerado por um DOL-system paramétrico.

eram bastante complexos visto que davam grande énfase as interaccOes entre os vérios
elementos de uma estrutura em desenvolvimento, tanto quanto & propria estrutura e ao
ambiente envolvente. Embora as interacgdes influenciem o desenvolvimento das plantas, ao
serem tidas em consideragio na elaboragdo dos modelos, vao provocar um aumento da sua
complexidade. Este facto permite compreender o prevalecimento de modelos mais simples.
O primeiro desses modelos simples foi proposto por Honda, que estudou a influéncia dos
angulos de ramificagio e do comprimentos dos ramos na forma das arvores, admitindo as

seguintes suposigoes:

Os segmentos da drvore sao rectilineos e a sua espessura nao é considerada;

e Um segmento d4 origem a dois novos segmentos através de um processo de rami-

ficagao;

e Os comprimentos dos novos segmentos sdo encurtados pelas constantes ry e 7o,

relativamente ao segmento que lhes deu origem;

O segmento “mie” e os dois novos segmentos estdo contidos no mesmo plano, de-

signado por plano do ramo. Os segmentos “filhos” formam angulos de ramificagao

constantes, a; e ao, relativamente ao segmento “mae”;
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e O plano do ramo estd orientado de modo a estar o mais préximo possivel de um
plano horizontal. Uma excepgao ¢ feita para os ramos ligados ao tronco principal.
Nesse caso, é conservado um angulo constante de divergéncia a entre os segmentos

laterais que nele se formam.

Juntamente com Fisher e Tomlinson, Honda realizou alguns melhoramentos ao seu modelo
e aplicou-o para investigar padroes de ramificagdo de drvores reais. Aono e Kunii basearam-
se nos resultados de Honda para apresentar os seus préprios modelos de drvores e sugeriram
algumas extensdes ao modelo de Honda. A mais importante dessas extensoes consistia na
alteracdo da posicdo dos ramos de modo a permitir simular os efeitos provocados pelo
vento, pelo fototropismo e pela gravidade. Houve outros trabalhos no mesmo sentido,
nomeadamente os de de Reffye e Armstrong, que desenvolveram métodos mais precisos,

baseados na Fisica, para simular a curvatura dos ramos.

De acordo com Prusinkiewicz e Lindenmayer {14, p. 53], os modelos de Honda e de Aono e

Kunii eram interpretados usando segmentos rectilineos, de diametro constante ou varidvel,
4 4 ” :

para representar apenas o “esqueleto das drvores”. Um melhoramento substancial na

criagdo de imagens realistas foi alcangando por Bloomenthal e Oppernheimer, através da

introducdo de ramos com curvatura, de casca com textura e de folhas.

As abordagens originadas a partir dos trabalhos de Honda definem as estruturas ramificadas
usando algoritmos deterministicos. Contudo, existe um outro conjunto de abordagens
que se baseia em mecanismos estocasticos. Estes modelos baseiam-se no paradigma de
especificar as estruturas das arvores de acordo com leis estocésticas caracteristicas da

espécie a ser modelada.

Aono e Kunii foram os primeiros a aplicar os L-systems para modelar graficamente o
desenvolvimento de arvores, tendo utilizado, numa fase inicial, a definicao original deste
formalismo apresentada por Lindenmayer em 1968. Contudo, dado que a estrutura das

rvores, particularmente em climas moderados, é fortemente dependente dos factores am-

bientais, os quais nao sao directamente capturados pelos L-systems, e dada a dificuldade
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Figura 3.17: Exemplo de uma estrutura gerada por um PL-system segundo o modelo de

Honda.

de Honda.

|
|
|
|
|
|
|
|
Figura 3.18: Exemplo de uma outra estrutura gerada por um PL-system segundo o modelo
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em expressar com precisdo alguns comprimentos de segmentos e amplitudes de angulos
de ramificacio, eles consideraram este tipo de L-systems inadequado para modelar os
complexos padrdes de ramificagéo de plantas de grande dimensao. No entanto, com a adigao
de parametros aos L-systems cldssicos, estes problemas foram resolvidos e os PL-systems
com a interpretacéo gréfica de palavras tornaram-se assim numa poderosa ferramenta para
modelar o desenvolvimentos de drvores [6, p. 68]. Por exemplo, o seguinte L-system permite

implementar um modelo de Honda, no qual um dos angulos de ramificagao é igual a zero

(a1 = 0)

w : A(90)A(1,0.04)
A(l,w) =Y (w)F(1)[V(a0) B(ra * L, wy * w)]/(d)A(ry + L, wy * w)
B(l,w) —!(w)F()[—(a2)@C(ry * I, wy ¥ w)]C

p3: C(l w) = (w)F(1)[+(a2)@B(rg x I, w, x w)] B

)C(ry * 1, wy * w)

| B(ry * I, wy * w)

onde 7, = 0.9 (razdo de encurtamento do tronco), 7, = 0.8 (razdo de encurtamento dos
ramos), ag = 45 (angulo de ramificagdo a partir do tronco), a; = 45 (angulo de ramificagao
para os eixos laterais), d = 137.5 (dngulo de divergéncia) e w, = 0.707 (taxa de diminuigao
do didmetro dos segmentos). Na Figura 3.17 pode ver-se uma imagem gerada numa
evolucdo de ordem 8 do L-system anterior. Note-se que em todos os exemplos apresentados
nesta seccdo, a “tartaruga’ estava inicialmente posicionada na origem e a sua orientagao
inicial era dada pelos vectores H = (1, 0, 0), L=1(0, 1,0 eU=(0, 0, 1). Através da
modificacio das diferentes constantes numéricas presentes nas regras de substitui¢ao deste
L-system é possivel obter-se uma vasta variedade de estruturas com a forma de arvore. A
Figura 3.18 consiste numa imagem obtida através do processo supracitado. Neste ultimo
exemplo foram usadas as seguintes constantes: r; = 0.9, 7o = 0.7, ap = 30, a; = —30,
d = 137.5 e w, = 0.707. Nas regras deste L-system observa-se a presenca de dois novos
simbolos do alfabeto para os quais ainda ndo foi explicitada a sua fungdo. O modulo

I(w)’ define como w o didmetro dos segmentos, enquanto que o simbolo '@’ ordena que a

“tartaruga” role em torno do vector H, de modo a que o vector L seja colocado na posicao

horizontal, tal como é exigido pelo modelo de Honda. Na pratica, este tltimo simbolo
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Figura 3.19: Exemplo de uma estrutura gerada por um PL-system segundo o modelo de

Aono e Kunii.

modifica a orientacdo da “tartaruga” no espago de acordo com as seguintes férmulas:

e U =HxI

- A .
H

V x

onde H , L e U sio os vectores associados & “tartaruga” definidos na Seccao 2.4, e V indica
o sentido oposto ao da gravidade. O exemplo que se segue permite implementar um modelo

de Aono e Kunii, no qual ambos os angulos de ramificacio sio diferentes de zero (a; # 0

e ap # 0):

w : A(90)A(L,0.04)
p1: A(Lw) =Y w)F(l)
P2 : B(l,w) =N (w)F(I)

[V(a1)B(ry * L, wy * w)]/(180)[V(a2) B(ra * I, w, * w)]
[+(a1)@B(ry * |, w, x w)][—(a2)$B(r2 * I, w, * w)]

onde r; = 0.9 e 7y = 0.8 (razdes de encurtamento dos segmentos), a; = 35 e a; = 35
(angulos de ramificagéo), e w, = 0.707 (taxa de diminui¢ao do didmetro dos segmentos).
Na Figura 3.19 pode ver-se uma imagem gerada apds uma evolugao de ordem 8 do L-system
anterior. Modificando novamente as diferentes constantes numéricas presentes nas regras
deste L-system é possivel gerar uma grande variedade de estruturas com a forma de arvore.

A Figura 3.20 foi obtida através da alteragiao dos valores dos angulos de ramificagao para

a1 = 20 e ag = 50.
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Figura 3.20: Exemplo de uma outra estrutura gerada por um PL-system segundo o modelo

de Aono e Kunii.

Os exemplos anteriores permitem mostrar que os modelos de Honda e de Aono e Kunii
fazem parte do conjunto daqueles que podem ser expressos usando o formalismo dos PL-
systems. Os resultados obtidos por estes investigadores demonstram que os L-systems
podem desempenhar um papel importante enquanto ferramenta para fazer uma simulagao
correcta, do ponto de vista biolégico, do desenvolvimento de drvores e para gerar imagens

realistas [14, p. 62].

3.5 L-systems Sensiveis ao Contexto

Até ao presente momento foram apresentados apenas L-systems livres de contexto, isto
é, aqueles em que as regras de substitui¢do sdo aplicadas sem se ter em consideragao o
contexto onde os simbolos surgem. Vai-se agora explicitar muito sumariamente o conceito
de L-systems sensiveis ao contexto. Nesta categoria de L-systems, a aplicacao das regras

vai depender do contexto onde os caracteres se encontram inseridos.

Segundo Hanan [6, p. 7-9], os modelos de desenvolvimento de plantas podem ser caracteri-
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zados pelo modo como circula a informacdo que determina o processo de desenvolvimento
dos organismos modelados. Quando a informag&o passa directamente do médulo “pai” para
o médulo “filho”, diz-se que o desenvolvimento é controlado por mecanismos de linhagem.
Este tipo de mecanismos pode ser encarado como o controlo do desenvolvimento através da
transmissao de informacao genética. Por sua vez, diz-se que o desenvolvimento é controlado
por mecanismos interactivos quando a informagéo vem do exterior do médulo. Este fluxo
de informacao vindo do exterior pode ser endégeno ou exégeno. No primeiro caso, de
que sao exemplos o fluxo de nutrientes e de hormonas, a informacao passa entre médulos
adjacentes dentro da estrutura. No segundo caso, de que sdo exemplos a reaccgao a luz e a

gravidade, a informacéo ¢ transferida através do meio onde a estrutura esta a crescer.

A classificacao dos L-systems tem em conta os dois tipos de mecanismos acabados de
apresentar. Os L-systems usados para modelar situagoes onde ocorrem apenas meca-
nismos de linhagem, ou seja, o contexto onde os médulos surgem nao influencia o seu
desenvolvimento, sido designados por L-systems livres de contexto ou, simplesmente, por
OL-systems (termo resultante da expressdo “zero-interaction L-systems”), como ja foi
referido na Seccdo 2.1. Por sua vez, os L-systems usados para modelar organismos onde
ocorrem mecanismos interactivos, ou seja, o contexto onde os médulos surgem influencia
o seu desenvolvimento, sdo designados por L-systems interactivos ou, simplesmente, por

IL-systems (termo resultante da expressdo “interactive L-systems”).

De acordo com Prusinkiewicz [12], foram propostas e profundamente estudadas varias
extensdes aos OL-systems. Salomaa (1973), Herman e Rozenberg (1975) e Lindenmayer
e Rozenberg (1976) foram alguns dos investigadores que se dedicaram a este assunto.
Destes estudos resultou a apresentacao de dois tipos de IL-systems: os 1L-systems (“one-
interaction L-systems”) e os 2L-systems (“two-interaction L-systems”). Nos 2L-systems,

as regras de substituicao tém a forma
a<a>a —X

onde o simbolo a, designado por antecessor estrito, é substituido pela palavra x se e s se
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for precedido por a; e sucedido por a,. Pode assim dizer-se que a; e a, constituem, res-
pectivamente, o contexto & esquerda e o contexto a direita de a nesta regra de substituigao.

No caso dos 1L-systems, as regras tém a forma
a<a—Yx ou a>ar— X

uma vez que nestes L-systems se tem em atengao apenas o contexto existente de um dos
lados. Considera-se que, se num L-system existirem regras sensiveis ao contexto ¢ outras
que n&o o sejam (com 0 mesmo antecessor estrito), as primeiras tém precedéncia sobre as
tltimas. O seguinte 1L-system permite ilustrar de um modo muito simples o funcionamento

deste tipo de L-systems:

w : baaa
pr:b<a—b
P2 : b—a

As primeiras cinco geragdes obtidas por este D1L-system podem ser vistas em baixo.

baaa
abaa
aaba
aaab

aaaa

Observe-se que a letra b se vai deslocando da esquerda para a direita, simulando-se assim

a propagacdo de um sinal ao longo de uma palavra.

Os contextos também podem ser introduzidos nos restantes tipos de L-systems jé estu-
dados. Contudo, nos BL-systems essa introdugdo ¢ mais dificil do que nos L-systems
sem colchetes, uma vez que a palavra que representa uma &rvore axial nao preserva a
vizinhanga dos segmentos. Assim sendo, durante o processo de verificacao dos contextos
para determinar qual a regra a ser aplicada, ha a necessidade de “passar por cima’ de

conjuntos de simbolos que representam ramos ou partes de ramos. Por exemplo, uma

regra com antecessor BC < S > G[H]M pode ser aplicada ao simbolo S na seguinte
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palavra com colchetes:

ABC[DE|[SG|HI[JK]L)MNO]

Nesta situacdo particular, passou-se por cima dos simbolos [DE] na verificacao do contexto

a esquerdo, e sobre I[JK]L na procura do contexto & direita [14, p. 30~32].

No caso dos 2L-systems paramétricos, uma regra de substituicao tem o seguinte formato:
a; < antecessor > a, : cond — sucessor

Cada uma das trés componentes do antecessor {contexto a esquerda q;, antecessor estrito
e contexto 3 direita a,) é uma palavra paramétrica formada por letras do alfabeto V' e por
parametros formais do conjunto X, sendo o antecessor estrito constituido por um tnico
maédulo. As restantes componentes da regra (a condigao cond e o sucessor) definem-se do
mesmo modo que nos OL-systems paramétricos. Pode ver-se em baixo um exemplo de uma

regra de substituigao deste tipo de L-systems.
Alz) < B(y) > C(z):z+y+2>10— E((z+y)/2)F((y + 2)/2)
Esta regra pode ser aplicada ao médulo B(5) na seguinte palavra paramétrica
..A(4)B(5)C(6)...

uma vez que a regra combina com esse médulo. Assim sendo, o médulo B(5) serd subs-
tituido por E(4.5)F(5.5). Os 2L-systems paramétricos constituem uma ferramenta ade-
quada para expressar modelos de desenvolvimento que envolvam a difusao de substancias ao
longo de um organismo. De um modo andlogo ao anteriormente apresentado, também nos
1L-systems paramétricos apenas se verifica a existéncia de uma tnica interacgao (contexto

a esquerda ou & direita) [14, p. 43].




Capitulo 4
Modelacao de Arvores com o Maple

~ Este capitulo inicia-se com algumas nogdes basicas de Maple de modo a que
os procedimentos usados na cria¢do da maioria das imagens presentes nesta
dissertacdo possam ser compreendidos mais facilmente, e termina com a apre-

sentacao desses mesmos procedimentos.

4.1 Algumas Nogoes Basicas de Maple

4.1.1 Introdugao ao Maple

O Maple faz parte de uma familia j4 relativamente vasta de ambientes cientificos designados
por sistemas de Algebra computacional, da qual também fazem parte, por exemplo, o
Mathematica, o MathLab e o Derive. A Algebra computacional é uma &area que teve um
forte impulso nas décadas de 60 e 70 do século passado, periodo em que foram criados
importantes algoritmos para a integracdo analitica e para a factorizagao de polinémios
[11, p. 3]. Os sistemas de Algebra computacional usados durante os anos 70, tais como
o Reduce ou o Macsyma, requeriam muitos megabytes de memdéria RAM e muito tempo

para efectuar calculos matemadticos rotineiros, pelo que apenas um pequeno numero de
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investigadores com acesso a poderosos computadores podiam utilizar essa tecnologia. Com
o intuito de inverter esta situagdo, o Grupo de Computagdo Simbélica (“Symbolic Com-
putation Group”) da Universidade de Waterloo concebeu o projecto Maple no final do
ano de 1980. O principal objectivo deste projecto era a producdo de um sistema de
Algebra computacional que, devido & sua eficiéncia em termos de memdria e tempo de
processamento, seria acessivel a um grande nimero de investigadores e alunos [25]. Eles
criaram um pequeno nucleo escrito em linguagem C' e, a partir desse nicleo, desenvolveram
uma nova linguagem, sendo o préprio Maple escrito nessa linguagem. A grande maioria
dos algoritmos disponibilizados neste sistema estao assim escritos em linguagem Maple
[11, p. 3]. A partir de 1982 comegaram as demonstragdes publicas do sistema Maple e, no
ano seguinte, ja era usado em diversas instituigdes para realizar trabalhos de investigagao
e na leccionagao de algumas disciplinas. Desde 1988, o Maple tem sido comercializado
pela Waterloo Maple Software, a qual opera actualmente sob a marca comercial Maplesoft
[25]. O desenvolvimento deste software resulta de um esforgo combinado entre a Waterloo
Maple Software, o Grupo de Computagao Simbdlica da Universidade de Waterloo e algumas
organizagdes de investigagdo [22]. Deste trabalho colectivo j4 surgiram diversas versdes do

sistema Maple, sendo a versdo 11 a mais recente [24].

O Maple é uma poderosa ferramenta matemaética que possui inimeros recursos algébricos,
numeéricos e graficos, além de também funcionar como uma linguagem de programacao.
Com o Maple é possivel realizar cdlculos que contenham simbolos como 7, co ou v/2 sem
haver a necessidade de fazer aproximagdes numéricas, e realizar simplificagoes e calculos
com expressoes algébricas como az? + bz + ¢ ou z° + log(x) sem ser preciso atribuir valores
numéricos as varidveis ou constantes. Devido a estas propriedades é possivel encontrar
solucdes exactas para problemas que envolvam a resolucdo de equagoes, de derivadas,
de integrais, o calculo matricial, entre outros, tudo isto com a possibilidade de utilizar
recursos que permitem visualizar graficos bidimensionais ou tridimensionais. Como todos
0s recursos estao integrados num nico programa, é possivel fazer de imediato, por exemplo,

uma andlise gréfica ou numérica partindo de um resultado algébrico [11, p. 3]. O Maple
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possui mais de 2500 fungdes, entre as quais se encontram as fungoes matematicas béasicas
disponiveis em qualquer calculadora cientifica ou gréfica, e como incorpora uma linguagem
de programacéo de alto nivel permite ainda que o utilizador defina as suas préprias fungoes

[23).

4.1.2 Iniciar uma Sessao de Maple

Ao iniciar-se o Maple surge uma janela composta por alguns menus, por botdes e pela
folha de trabalho (“worksheet”). E na folha de trabalho que sdo escritas e executadas as
instrugdes e onde se podem ver os resultados obtidos. A worksheet é um caderno virtual
de anotacdes de célculos que pode ser gravada para ser lida e, eventualmente, modificada
numa posterior sessao de trabalho. Quando uma worksheet é lida novamente, os resultados
que 14 surgem ndo estdo na memdria do Maple, sendo necessario executd-los novamente
para os tornar activos. Uma folha de trabalho pode ainda ser impressa ou convertida num

ficheiro BTEX.

S&0 quatro os tipos diferentes de linhas que podem ser visualizados numa worksheet:

e linhas de entrada para execugao de comandos;
e linhas de saida de comandos executados;
e linhas de texto;

e linhas de comentério a erros.

As linhas de entrada de comandos sao vermelhas, por defeito, e iniciam-se com o caracter
’>’. Cada comando digitado deve terminar com ’;’ (ponto e virgula) ou com "’ (dois
pontos), premindo-se seguidamente a tecla [Enter]. Se o comando terminar com ponto e
virgula, o resultado da execugao serd mostrado logo em seguida numa linha de saida. Pelo

contrario, se terminar com dois pontos, o resultado ndo serd mostrado, podendo contudo
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ser usado posteriormente. Por sua vez, as linhas de saida tém, por defeito, a cor azul e
surgem centradas, logo apds uma linha de entrada terminada com ’;’. Estas linhas podem
ser compostas por expressoes escritas na notagao matemética usual ou graficos. As linhas
de texto tém, por defeito, a cor preta e sdo inseridas apds se seleccionar o botao que
apresenta a letra 'T’. Por fim, as linhas de comentérios a erros aparecem, por defeito,
com a cor lil4s e num tamanho de letra menor. Estas linhas surgem quando o utilizador

introduz uma instrucdo nao decifravel pelo Maple devido a existéncia de algum erro.

Depois de se iniciar uma sessao Maple, o sistema fornece uma linha de entrada de comandos,

encontrando-se assim & espera de instrugoes fornecidas pelo utilizador.

4.1.3 A Linguagem Maple

De modo a evitar alguns erros inesperados, pode utilizar-se o comando 'restart:’. Este
comando faz com que o Maple actue como se tivesse acabado de ser inicializado, ou seja,

faz, entre outras coisas, com que os valores atribuidos as varidveis sejam eliminados.

As quatro operacdes aritméticas bésicas sdo indicadas pelos simbolos '+’ (adi¢do), '—’

(subtracgdo), '+’ (multiplicagdo) e ’/’ (divisdo). Para a exponenciagdo usa-se o simbolo *"’
e para a raiz quadrada recorre-se & fungao ’sqrt’. Se numa expressao existir mais do que

um operador, a ordem de realizagéo dos cdlculos é a usualmente utilizada na Matemaética.

O Maple usualmente trabalha com os nimeros de maneira exacta.
> 90%*Pi/180;

T

2
> sqrt(2)+3°2-1;

V248

Para se obter uma aproximacao decimal recorre-se & funcao 'evalf’ (“evaluate using floating-

point arithmetic”).

> evalf(90%Pi/180);
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1.570796327
> evalf(sqrt(2)+372-1);

9.414213562

Tal como foi referido anteriormente, o Maple possui um vasto conjunto de fungdes. Con-
tudo, quando este programa ¢ iniciado nem todas ficam imediatamente acessiveis ao utiliza-
dor, sendo necessério activa-las para as poder usar. As fungdes estdo agrupadas em moédulos
(“packages”) de acordo com a sua finalidade ou drea da Matematica onde sao aplicadas.
Assim sendo, para se ter acesso a uma dessas fungdes é preciso carregar o médulo que a
contém, escrevendo o comando 'with(nome do mddulo):’. Ao carregar-se um médulo ficam
disponiveis todas as fungoes nele contidas. Os médulos 'plots’, 'plottools’, 'ListTools’ e

'linalg’ sdo apenas alguns exemplos de packages do Maple.

Geralmente, uma qualquer expressiao do Maple ndo precisa ter um nome atribuido. Con-
tudo, esta situagéo altera-se quando hé a necessidade de lhe fazer referéncia diversas vezes.
O processo de atribuicdo de uma expressio a uma varidvel é realizado através do operador
"=, Embora o Maple ofereca uma grande liberdade na escolha de nomes para as variaveis,
o utilizador tem que respeitar algumas restrigdes: o nome deve comegar por uma letra, que
depois pode ser seguida por outras letras, por digitos ou por caracteres underscore; nao
podem ser usadas varidveis cujo nome seja coincidente com uma palavra reservada do
Maple ou com funcdes pré-definidas ('abs’, ’and’, 'from’, 'sin’, 'seq’, 'if’, 'P¥’, etc.). O
Maple diferencia letras minudsculas de letras maitsculas, pelo que 'z’ e X’ sao consideradas

variaveis diferentes.

O Maple permite que o utilizador crie as suas proprias fungées. Um dos processos possiveis
para definir uma funcdo é através do operador de atribuigdo acabado de introduzir. E
igualmente necessério inserir o operador “seta” (’—>’) logo apés a varidvel da fungao.
Este tltimo operador é constituido pelo simbolo “menos” seguido do simbolo “maior
que”. A partir do momento em que uma fungéo é definida passa a poder ser usada como

qualquer uma das fungdes pré-definidas, ou seja, colocando qualquer expressao valida no

seu argumento. Por exemplo, para se definir a funcdo f(z) = z? + /T — 1 escreve-se o
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comando
> f:=x->x"2+sqrt(x)-1;

f=z—22+z-1

E possivel entdo determinar a imagem de qualquer objecto do dominio de f.

> f(x);

2+ T -1

> f(4);
17
Quando se pretende definir uma fungao descrita por ramos recorre-se a fungao 'piecewise’.

Com esta fungdo também se podem usar os operadores l6gicos ’and’, 'or’ e 'not’. Por

exemplo, para definir a funcao

z—1, sex’>4ex<8
g(z) =
l1—z, selz|<2ouz>8

escreve-se o comando
> g:=x->piecewise(x"2>4 and x<8,x-1,abs(x)<=2 or x>=8,1-x);

g:=1z — piecewise(d < z’and z < 8,z — 1, [z <20r 8 <z, 1—1x)

E possivel determinar agora a imagem de qualquer objecto pertencente ao dominio da

fungao g.

> g(7);

> g(2); 0
-1

O Maple possui diversos tipos de objectos, sendo as sequéncias, as listas, os conjuntos
e os arrays alguns dos principais. Dado que virios comandos tém estes objectos como
argumentos e como resultado, é necessirio compreender a sua estrutura para se poder

seleccionar e operar com os elementos desses objectos, e assim usar a linguagem Maple de
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uma forma mais eficiente.

No Maple, uma sequéncia tem a forma

exprl, expr?, ..., exprn
> sl:=a,b,c;
sl :=a, b c
> s82:=d,e,a;
s2:=d, e, a

No exemplo seguinte pode constatar-se que o objecto resultante da “jungao” de duas
sequéncias € ainda uma sequeéncia.

> s:=81,82;

s:=a,bcd e a
> whattype(s);

exprseq

Este dltimo comando permite verificar qual o tipo de objecto com que se esté a trabalhar.
Neste caso, e tal como era esperado, o objecto é uma sequéncia (exprseq). A sequéncia
vazia define-se através do comando
> s80:=NULL;

s0 =

A partir deste momento vai usar-se com frequéncia o termo “operando” para designar um
elemento de um objecto. Para seleccionar um operando de uma sequéncia escrever-se entre

colchetes a posicao do elemento, tal como se observa no exemplo que se segue.

> s[3];

Sobre as sequéncias pode ainda dizer-se que preservam a ordem dos seus elementos e que

nao eliminam as repetigdes que possam eventualmente existir.

No Maple, as listas sao representadas como de um vector, tendo a forma
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[exprl, expr2, ..., exprn]

> L:=[a,b,c,d,e,al;

L:=]a, b, ¢ d, e, a

Uma vez que j4 se tinha definido previamente a sequéncia s, um resultado igual ao anterior
poderia ser obtido escrevendo o comando

> L:=[s];

L:=]a, b, ¢, d, e a
> whattype(L);

list

As listas também preservam a ordem dos seus elementos e nao eliminam as repeticoes que
possam eventualmente existir. VAao agora ser apresentadas duas funcoes extremamente
lteis para operar com listas. A primeira consiste na fun¢do 'nops’ que é o acrénimo de
“number of operands”. Tal como o nome sugere, esta fungdo permite determinar o tamanho

da lista, ou seja, o nimero de operandos que a compoem.

> nops(L);

A outra fungédo é a 'op’. Esta fungdo Maple permite analisar a estrutura de uma expressao.
O comando
> op(L);

a, b cd e a

devolve os operandos da expressio analisada na forma de uma sequéncia. Contudo, a
funcao também devolve o n-ésimo operando da expressdo se for acrescentado um primeiro

argumento opcional. Por exemplo, o comando

> op(3,L);

devolve o terceiro elemento da lista L. Assim sendo, a funcéo 'op’ pode ser usada em vez do
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operador de selecgdo ’[ ]’. Algumas das fungdes que operam sobre listas nao estao activas
aquando do arranque do Maple, sendo necessirio carregar o package 'ListTools’ para se
ter acesso a todas elas. Uma das funcdes que se torna activa é a 'Search’. Esta fungao
permite determinar a posi¢do que um elemento dado ocupa numa lista. Se o elemento
procurado néo existir nessa lista, a fungdo devolve o valor 0 (zero), caso contrdrio, devolve
a posi¢do correspondente & primeira ocorréncia desse elemento. Os seguintes comandos
permitem ilustrar o que acabou de ser exposto.
> with(ListTools):
> Search(e,L); Search(a,L); Search(r,L);

5

1

0

No Maple, os conjuntos tém a forma

{exprl, expr2,..., exprn}

> €:={-4,3,1,0,1};

C:=1{-4,0,1,3}
> whattype(C);

set

Este exemplo permite mostrar que nos conjuntos, ao contrario do que sucede com os dois
tipos de objectos anteriores, os operandos podem ser reordenados e, além disso, sao sempre
eliminadas as repeticdes que ocorrem. Dado que estes objectos sdo inspirados nos conjuntos
usados na Matemética, o Maple permite determinar a reunifo, a intersecgao e a diferenga
de conjuntos por intermédio das fungdes 'union’, 'intersect’ e ‘minus’, respectivamente.

As funcdes 'nops’ e ’op’ também podem ser utilizadas com conjuntos.

No Maple, os arrays podem ser vistos como tabelas com uma dimensdo definida pelo

utilizador.
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> A:=array(1l..6);
A = array(1..6, [ ])

O comando anterior criou um array unidimensional de comprimento 6, cujas entradas nao

foram definidas. Para fazer essa definicao pode proceder-se do seguinte modo:

> Af1]l:=a: A[2]:=b: A[3]:=c: A[4]:=d: A[5]:=e: A[6]:=a:

A visualizacao do conteido de um array pode ser conseguida através da funcao 'print’,

tal como se mostra no exemplo abaixo.

> print(4);

[a, b, ¢, d, e, a

As strings e as pilhas (“stacks”) sdo outros dois tipos de objectos que também tiveram
uma grande importancia na implementagdo dos procedimentos construidos no ambito desta

dissertagao.

Uma string é uma sequéncia de caracteres que se encontra delimitada por aspas.
> s:="Exemplo de uma string";

s := “Exemplo de uma string”
> whattype(s);

string
Como se pode ver no exemplo seguinte, a concatenagio de strings faz-se com recurso a
fungéo ’cat’ e o resultado desse processo continua a ser uma string.
> cat("str","ing");

“string”

Para se determinar o nimero de caracteres que compoem uma determinada string utiliza-se
a fungao ’length’.

> length("string");
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Uma outra funcdo usada com strings é a ’parse’. Esta funcdo analisa a cadeia de caracteres
delimitada pelas aspas e transforma-a na expressdo Maple correspondente. Tal como se
pode constatar através do seguinte exemplo, essa expressao ¢ apresentada mas o seu valor
nao é determinado.

> parse("sin(Pi/2)");

. m
sin(—
)
Para se forcar a avaliacio da expressdo é necessério usar a opgao 'statement’

> parse("sin(Pi/2)",statement);

ou escrever o comando

> evalf(parse("sin(Pi/2)"));

Relativamente ao dltimo objecto atras referido e que ainda néo foi explicitado, pode dizer-
se que o procedimento ’SimpleStack’ é um construtor de pilhas de elementos, podendo
esses elementos ser de diversos tipos. Uma expressdo é do tipo 'Stack’ se for um objecto
que possui pelo menos os métodos ’empty’, ‘push’, 'pop’ e 'top’.

> 8:=SimpleStack();

S := module()

local data, nitems;

export empty, push, pop, top, depth, map, toList, init, isStack;
description “a simple stack”;

end module
> type(S,’Stack’);
true
Na sintaxe exigida para usar os diversos métodos surge o operador -’. Vai-se seguidamente
explicar apenas a funcdo dos métodos utilizados nos procedimentos construidos. O método

'empty’ permite verificar a existéncia de elementos na pilha. Se esta estiver vazia devolve
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o valor “true”, caso contrario devolve “false”. Para inserir um elemento na pilha recorre-se
ao método 'push’ e para remover o que estd no topo (dltimo elemento a ser introduzido)
utiliza-se o 'pop’. Por fim, o método ’init’ inicializa a pilha, esvaziando-a, enquanto que o
'toList’ constréi uma lista com todos os elementos nela presentes mas nao a esvazia. Note-
se que a ordem dos elementos dessa lista corresponde a ordem de entrada dos elementos

para a pilha.
> S:-push("L"): S:-push("-"): S:-push("systems"):

> S:-toList();

[“L” , “» , “systems”]

> S:-empty();

false
> S:-pop();

“systems”

> S:-init():
> S:-empty();

true

O Maple possui vérias fungdes para construgao de graficos, tendo cada uma delas vérias
opgoes disponiveis. Para se construir o grafico em duas dimensoes de uma fungdo defi-
nida pela sua expressdao algébrica recorre-se a funcao ’plot’, enquanto que para o caso
tridimensional se utiliza a funcao 'plot3d’. As opgoes inserem-se como igualdades do tipo
‘opcao=valor’ e devem estar separadas por virgulas. As opgoes 'axes’ (valores: normal,
none, bozed, frame) e ’scaling’ (valores: constrained, unconstrained) actuam sobre os eixos
do referencial e a opgéo 'thickness’ (valores: 0,1,2,...) afecta o préprio grafico da fungéo
que se pretende representar. Estas sdo apenas algumas das muitas opgoes que o utilizador
tem ao seu dispor. Um outro modo de fazer representagoes graficas é através da fungao
‘display’. As trés opgoes apresentadas anteriormente também estao disponiveis para esta
funcgdo. Para se poder usar a fun¢o ’display’ é necessirio carregar o médulo ’'plots’.
Ao activar este médulo também fica disponivel a fungao 'tubeplot’, a qual é usada para

construir um tubo, de didmetro variavel, em torno de curvas tridimensionais. No mddulo
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'plottools’ encontra-se, entre muitas outras, a funcdo ‘line’. Esta fun¢ao permite construir

um segmento de recta entre dois pontos fornecidos.

Nos procedimentos que se encontram na Secgéo 4.2 surgem ainda outras trés funcoes cujas
funcionalidades convém explicitar. Para calcular a norma de um vector e para determinar
o produto externo entre dois vectores utilizam-se as fungoes 'norm’ e 'crossprod’, res-
pectivamente, que se encontram no médulo 'linalg’. Por fim, para se obter um numero
aleatério recorre-se & funcéo rand’. A seguinte sequéncia de comandos permite ilustrar o
modo de se obter aleatoriamente um numero inteiro entre 1 e 100.

> gerar:=rand(1..100):

> gerar();

92

4.1.4 Programacao em Maple

Para além das potencialidades ao nivel do cdlculo simbdlico, o Maple é tamb¢ém uma

linguagem de programagio com bastantes semelhangas com outras linguagens conhecidas

(C, PASCAL, BASIC, etc.).

As ferramentas universais da programagao sao:
e execucio condicional;

e iteragao;

e procedimentos.

A execugdo condicional é implementada por intermédio da estrutura 'if’. A forma geral

desta estrutura é:

if condi¢ao 1 then




CAPITULO 4. MODELACAO DE ARVORES COM O MAPLE 76

comandos 1
elif condicao 2 then

comandos 2

elif condi¢ao n then
comandos n
else
comandos por defeito
end if;
As diversas condicdes que podem surgir nesta estrutura sdo expressoes légicas avaliadas
de verdadeiro (true) ou falso (false). O comando (ou bloco de comandos) que se encontra,
imediatamente apds a palavra 'then’ s6 serd executado se a condicdo que lhe esté associada
for verdadeira. Se todas as condicoes forem avaliadas como falsas entdo serd executado o
comando (ou bloco de comandos) se encontra depois da palavra ’else’. A possibilidade de

visualizar o resultado da execucgdo dos comandos depende do terminador desta estrutura

que foi utilizado (; ou :).

A iteracdo, isto é, a execucao repetitiva de um comando ou bloco de comandos é realizada

através dos ciclos 'for’ e 'while’. A sintaxe geral do ciclo 'for’ é a seguinte:

for varidvel from inicio by passo to fim do
comando 1

comando 2



CAPITULO 4. MODELACAO DE ARVORES COM O MAPLE 77

comando n

end do;

A varidvel de controlo varidvel é inicializada com o valor inicio e é incrementada, em cada
iteracdo, por passo, até que o seu valor exceda o de fim (ou até se tornar mais pequeno
que fim, no caso do incremento ser negativo). A opgao 'from’ pode ser omitida quando
se pretende que a varidvel de controlo seja inicializada com o valor 1. O mesmo pode ser
feito com a opcéo 'by’, no caso em que o valor de passo é igual a 1. As expressoes inicio,
passo e fim podem tomar valores inteiros, racionais ou reais. O corpo principal de um ciclo
*for’ é constituido por um nimero arbitrério de comandos, sendo cada um deles executado
para cada valor que a varidvel de controlo assumir no intervalo [inicio, fim]. Uma outra

maneira de efectuar iteracdes é através do ciclo 'while’. A sua sintaxe geral é:
while condi¢ao do

comando 1

comando 2

comando n

end do;

Se a condicio for verdadeira entdo o corpo do ciclo é executado e a condigao é novamente
avaliada. O ciclo termina quando o valor da condigao for false. Uma vez iniciado o ciclo,
o seu corpo deve conter algum comando que modifique a condigéo, caso contrario o ciclo
repetir-se-4 indefinidamente. Tal como sucede na estrutura ’if’, também nestes dois ciclos
acabados de apresentar, a visualizagdo do resultado da execugéo dos comandos depende

do terminador do ciclo (; ou :).

Relativamente aos procedimentos, pode dizer-se que sao um caso mais geral de uma fungao
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usual, cujo tipo de output pode ser bastante diversificado. De um modo simplificado, a

sintaxe geral de um procedimento pode ser descrita da seguinte maneira:

nome:= proc(argl ::tipol,...,argn::tipon)
local varidveis
global varidveis
option op¢oes
comandos
end proc:

Para evitar uma linha de saida com a descricio do procedimento coloca-se :’ em vez
de ' apés a expressio ’end proc’. A invocagdo de um procedimento é realizada do
mesmo modo que para uma funcdo usual, ou seja, escrevendo o seu nome e colocando
entre paréntesis curvos tantos “valores” quantos os argumentos do procedimento. Ao se
invocar um procedimento sdo executados todos os comandos existentes no seu corpo, mas o
resultado devolvido é relativo & tltima operacao efectuada pelo Maple nesse procedimento.
Contudo, pode forcar-se a saida de outros valores através da funcdo ’print’. Tal como
se pode observar na sintaxe apresentada, as varidveis podem ser declaradas como locais
ou globais. A diferenca entre estes dois tipos de varidveis reside na regiao do programa
onde elas sao reconhecidas. Enquanto que uma varidvel local é reconhecida apenas den-
tro do procedimento, uma varidvel global é reconhecida mesmo fora deste. No caso de
nada ser especificando a respeito de uma varidvel utilizada num procedimento, entao o
Maple declara-a automaticamente como sendo do tipo local. Os comandos que se seguem
permitem ilustrar estas situagoes.

> a:=1: b:=2:

> h:=proc(n::integer)

> global b:




CAPITULO 4. MODELACAO DE ARVORES COM O MAPLE 79

\%

option remember:

a:=n+3:

\

> print(a):
> b:=n-3:
> end proc:

Warning, ‘a‘ is implicitly declared local to procedure ‘h‘

> h(0);

3

-3
> a;

1
> b;

-3

Uma maneira de tornar um procedimento mais eficiente, principalmente os recursivos (néo é
o caso do exemplo anterior), é através da utilizagdo da op¢ao 'remember’. Com esta opgao
economiza-se bastante tempo, uma vez que ela permite armazenar os resultados de uma
invocacao do procedimento e, posteriormente, recupera-los (sem repetir os calculos) quando
o procedimento é invocado novamente com os mesmos argumentos. Uma propriedade
extremamente dtil de um procedimento é a possibilidade de fazer referéncia a si proprio
e a outros procedimentos. A elaboragdo de procedimentos constitui uma das partes mais
importantes da programacio em Maple, uma vez que torna mais simples e elegante a
execucdo de rotinas que envolvam um grande nimero de comandos, para além de permitir

utilizar varidveis locais e restringir os argumentos ao tipo desejado.

Para quem estiver interessado em aprofundar os seus conhecimentos sobre o Maple pode
consultar [2], [11] e [20]. Uma lista de referéncias mais completa pode ser encontrada em

[24]. Pode ainda consultar a informacao disponivel no menu “Help” deste programa.
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4.2 Procedimentos Utilizados

Para gerar algumas das imagens que se encontram ao longo da presente dissertagao foram
criados, em Maple 10.04, diversos procedimentos. Todos eles foram elaborados tendo
em conta os fundamentos tedricos apresentados nos capitulos 2 e 3. Em cada um dos
procedimentos 'Lsystem’ é possivel identificar as duas fases consideradas por Prusinkiewicz
et al [18]: a fase de geragdo e a fase de interpretacdo. A parte inicial de cada um
deles corresponde & fase de geragao, enquanto que a parte final corresponde a fase de
interpretacao. Esta tltima fase é concretizada através da invocagao do procedimento
'"GRAFICO’. Para cada tipo de L-system apresentado nesta dissertagdo foi criado um

procedimento ’Lsystem’ e o correspondente procedimento 'GRAFICO’.

O “cabecalho” de cada uma das folhas de trabalho Maple onde se encontram os procedi-

mentos construidos é composto pelos seguintes comandos:

> restart:

> with(plots): with(plottools): with(ListTools):

> with(linalg):

O 4ltimo destes médulos somente é necessdrio ser carregado no caso do procedimento que

permite modelar o desenvolvimento do “esqueleto” de drvores tridimensionais através de

um DOL-system paramétrico.

4.2.1 DOL-systems Ramificados
Os procedimentos que se encontram nesta sec¢do permitem gerar imagens bidimensionais
e tridimensionais através de DOL-systems ramificados.

A invocacao destes procedimentos é feita através do comando

> Lsystem(AXIOMA,REGRAS, INCREMENTO,N) ;
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onde AXIOMA, REGRAS e INCREMENTO correspondem ao axioma, ao conjunto de
regras de substituigdo e ao incremento angular, respectivamente, de uma evolugéo de ordem
N de um DOL-system ramificado. O estado inicial da “tartaruga” e o avango d sao definidos
directamente no procedimento 'GRAFICO’. No caso bidimensional, essa definigao é feita
através da modificagdo dos valores atribuidos as varidveis PONTOA (posi¢ao), ANGULO
(orientacio) e SEGMENTO (avango). Observe-se que a orientagao deve estar em radianos.
No caso tridimensional, a definicio da posigao e do avango faz-se do mesmo modo que no
caso anterior, no entanto, a definigdo da orientacéo é feita através da modificagao dos

valores atribuidos aos vectores vH (“heading”), vL (“left”) e vU (“up”).

Tal como se pode constatar nos procedimentos 'Lsystem’ apresentados nesta sec¢ao, o
argumento arioma ¢é do tipo string, regras ¢ uma lista e n é um numero inteiro. Tem-se
ainda que incremento é um numero real que deve ser estar em graus. Note-se que cada
um dos operandos da lista que corresponde ao conjunto de regras é uma string. Essa lista
tem o formato [Py, Ps, ..., Py), onde para cada 7 se tem que P; é uma sequéncia com dois

N e, N

operandos “a;”,“s;”, sendo a; e s; 0 antecessor € 0 sucessor da regra P;, respectivamente.

O caso bidimensional é entao assegurado pelo procedimento "Lsystem’ que se segue.

\%

GRAFICO:=proc(s::string,incremento)

> local PONTOA, ANGULO, SEGMENTO, ANGSTEP, GRAFICOTEMP, MEM,
> i, PONTOB, VOLTAR:

> PONTOA:=[0,0]: ANGULO:=0.0: SEGMENT0:=1.0:

> ANGSTEP:=evalf (incremento*Pi/180):

> GRAFICOTEMP:=NULL: MEM:=SimpleStack():

> for i from 1 to length(s) do

if (s[i]="F") then

\%
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> PONTOB: =PONTOA+SEGMENTO* [cos (ANGULO) , sin(ANGULO)] :
> GRAFICOTEMP :=GRAFICOTEMP,line (PONTOA,PONTOB) :

> PONTOA : =PONTOB:

> end if:

> if (s[i]="f") then

> PONTOA : =PONTOA+SEGMENTO* [cos (ANGULO) , sin (ANGULO) ] :
> end if:

> if (s[i]l="+") then ANGULO:=ANGULO+ANGSTEP: end if:

> if (s[i]="-") then ANGULO:=ANGULO-ANGSTEP: end if:

> if (s[i]="[") then MEM:-push(PONTOA,ANGULO): end if:

> if (s[il="1") then

> VOLTAR: =MEM: -pop() :
> PONTOA:=VOLTAR[1]:
> ANGULO:=VOLTAR[2] :
> end if: |

> end do:

> GRAFICOTEMP:

> end proc:
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> Lsystem:=proc(axioma::string,regras::list,incremento,n::integer)
> local LTEMP, LTEMP2, A, i, j, k, indice:

> option remember:

> LTEMP:=axioma: LTEMP2:=SimpleStack(): A:=NULL:

> for i from 1 to (nops(regras)-1) by 2 do

> A:=A,regras(i]:

> end do:

> for j from 1 to n do

LTEMP2:-init():

\%

> for k from 1 to length(LTEMP) do

> indice:=Search(LTEMP[k], [A]):

> if (indice=0) then

> LTEMP2: -push (LTEMP [k] ) :

> else

> LTEMP2: -push(regras[2*indice]):
> end if:

> end do:

> LTEMP:="":

> while (not LTEMP2:-empty()) do
> LTEMP:=cat (LTEMP2: -pop() ,LTEMP) :

> end do:



w
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> end do:
> display(GRAFICO(LTEMP, incremento),axes=none,scaling=constrained):

> end proc:

Note-se que é necessario ter algum cuidado ao introduzir os argumentos do procedimento,

uma, vez que este é sensivel a maiisculas e minidsculas.

Seguidamente apresenta-se o caso tridimensional.

> GRAFICO:=proc(s::string,incremento) :
> local PONTOA, vH, vL, vU, SEGMENTO, ANGSTEP, phi, GRAFICOTEMP,
> MEM, i, PONTOB, vHtemp, vLtemp, vUtemp, VOLTAR:
> PONTOA:=[0,0,0]: wvH:=[1,0,0]: vL:=[0,1,0]: +vU:=[0,0,1]:
> SEGMENTO:=1.0: ANGSTEP:=evalf(incremento*Pi/180): phi:=ANGSTEP:
> GRAFICOTEMP:=NULL: MEM:=SimpleStack():
> for i from 1 to length(s) do

|
> if (s[i]="F") then
|
|

> PONTOB: =PONTOA+SEGMENTO*vH:

> GRAFICOTEMP:=GRAFICOTEMP, line (PONTOA,PONTOB) :
> PONTOA : =PONTOB:

> end if:

> if (s[il="f") then

> PONTOA : =PONTOA+SEGMENTO#*vH:

> end if:
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if (s[i]="+") then
themp:=[vH[1]*cos(phi)+vL[1]¥sin(phi),
vH[2] *cos (phi)+vL[2]*sin(phi),vH[3]*cos(phi)+vL[3]*sin(phi)]:
vLtemp:=[-vH[1] *sin(phi)+vL[1]*cos(phi),
-vH[2] *sin(phi)+vL[2]*cos(phi) ,-vH[3]*sin(phi)+vL[3]*cos(phi)]:
vH:=vHtemp:
vL:=vLtemp:
vU:=vU:
end if:
if (s[i]="-") then
vHtemp:=[vH[1] *cos(-phi)+vL[1]*sin(-phi),
vH[2] *cos (-phi)+vL[2] *sin(~phi),vH[3]*cos (-phi)+vL[3] *sin(-phi)]:
vLtemp:=[-vH[1]*sin(-phi)+vL[1]*cos(-phi),
-vH[2] *sin(-phi)+vL[2] *cos(-phi),-vH[3]*sin(-phi)+vL[3]*cos(-phi)]:
vH:=vHtemp:
vL:=vLtemp:
vU:=vU:
end if:
if (s[i]="&") then

vHtemp:=[vH[1]*cos(phi)-vU[1] *sin(phi),

vH[2] *cos(phi)-vU[2] *sin(phi) ,vH[3]*cos(phi)-vU[3]*sin(phi)]:
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vUtemp:=[vH[1]*sin(phi)+vU[1]*cos(phi),
vH[2] *sin(phi)+vU[2]*cos(phi),vH[3]*sin(phi)+vU[3]*cos(phi)]:
vH:=vHtemp:
vL:=vL:
vU:=vUtemp:
end if:
if (s[i]=""") then
vHtemp:=[vH[1]*cos(-phi)-vU[1] *sin(-phi),
vH[2] *cos (-phi) -vU[2] *sin(-phi) ,vH[3] *cos(-phi) -vU[3] *sin(-phi)]:
vUtemp:=[vH[1]*sin(-phi)+vU[1]*cos(-phi),
vH[2] *sin(-phi)+vU[2] *cos(-phi) ,vH[3]*sin(-phi)+vU[3]*cos(-phi)]:
vH:=vHtemp:
vL:=vL:
vU:=vUtemp:
endvif:
if (s[i]="7?7") then
vLtemp:=[vL[1]*cos(phi)-vU[1]*sin(phi),
vL[2]*cos(phi)-vU[2]*sin(phi),vL[3]*cos(phi)-vU[3]*sin(phi)]:
vUtemp:=[vL[1]*sin(phi)+vU[1]*cos(phi),
vL[2]*sin(phi)+vU[2] *cos(phi),vL[3]*sin(phi)+vU[3]*cos(phi)]:

vH:=vH:
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vL:=vLtemp:
vU:=vUtemp:
end if:
if (s[i]="/") then
vLtemp:=[vL[1]*cos(-phi)-vU[1]*sin(-phi),
vL[2] *cos(-phi)-vU[2] *sin(-phi) ,vL [3]*cos(-phi)-vU[3] *sin(-phi)]:
vUtemp:=[vL[1]*sin(-phi)+vU[1]*cos(-phi),
vL[2)*sin(-phi)+vU[2]*cos(-phi),vL[3]*sin(-phi)+vU[3] *cos(-phi)]:
vH:=vH:
vL:=vLtemp:
vU:=vUtemp:
end if:
if (s[i]l="I|") then
vHtemp:=[vH[1]*cos(Pi)+vL[1]*sin(Pi),
vH[2] *cos(Pi)+vL[2] *sin(Pi) ,vH[3] *cos(Pi)+vL[3]*sin(Pi)]:
vLitemp:=[-vH[1]*sin(Pi)+vL[1] *cos(Pi),
-vH[2) *sin(Pi)+vL[2] *cos(Pi),-vH[3] *sin(Pi)+vL[3] *cos(Pi)]:
vH:=vHtemp:
vL:=vLtemp:
vU:=vU:

end if:
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A

if (s[il="[") then MEM:-push(PONTOA,vH,vL,vU): end if:

> if (s[il="1") then

> VOLTAR:=MEM: -pop () :
> PONTOA:=VOLTAR[1]:
> vH:=VOLTAR[2]:

> vL:=VOLTAR[3]:

> vU:=VOLTAR([4]:

> end if:

> end do:

> GRAFICOTEMP:

> end proc:

> Lsystem:=proc(axioma::string,regras,incremento,n: :integer)
> local LTEMP, LTEMP2, A, i, j, k, indice:

> option remember:

> LTEMP:=axioma: LTEMP2:=SimpleStack(): A:=NULL:

> for i from 1 to (nops(regras)-1) by 2 do
> A:=A,regras(i]:

> end do:

> for j from 1 to n do

LTEMP2:-init():

v
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> for k from 1 to length(LTEMP) do

> indice:=Search(LTEMP k], [A]):

> if (indice=0) then

> LTEMP2: -push (LTEMP [k]) :

> else

> LTEMP2: -push(regras[2*indice]):
> end if:

> end do:

> LTEMP:="":

> while (not LTEMP2:-empty()) do

> LTEMP:=cat (LTEMP2: -pop() ,LTEMP) :
> end do:
> end do:

> display(GRAFICO(LTEMP, incremento) ,axes=none,scaling=constrained,

> thickness=2):

> end proc:

Tal como acontece no caso bidimensional, é necessario ter algum cuidado aquando da in-
trodugao dos argumentos, uma vez que o procedimento é sensivel a maiusculas e mintsculas.

Note-se que no procedimento ’‘GRAFICO’ houve a necessidade de usar o simbolo ’&’ em

vez de 'V’ e o simbolo '?’ em vez de ’\’.
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4.2.2 OL-systems Estocasticos

O procedimento que se encontra nesta secgdo permite gerar imagens bidimensionais através

de um OL-system estocéstico.

A invocacgao deste procedimento é feita através do comando

> Lsystem(AXIOMA,REGRAS,PROB, INCREMENTO,N) ;

Tudo o que foi dito na seccao anterior sobre os DOL-systems ramificados 2D também
se aplica a este procedimento, no entanto, nem tudo é igual. A diferenca entre ambos
reside apenas na necessidade de introduzir uma lista PROB de valores numéricos reais que
correspondem a probabilidade associada a cada regra de substituicdo. Tem-se assim que
PROBJi| é a probabilidade associada a regra F,. Note-se ainda que o somatério de todos os
PROBJi|] tem que ser igual a 1. Embora o procedimento que se segue seja extremamente
simples e pouco generalista, visto que todas as regras tém que ter o mesmo antecessor,

permite mesmo assim ilustrar o funcionamento e a utilidade deste tipo de L-systems.

> GRAFICO:=proc(s::string,incremento)

> local PONTOA, ANGULO, SEGMENTO, ANGSTEP, GRAFICOTEMP, MEM,
> i, PONTOB, VOLTAR:

> PONTOA:=[0,0]: ANGULO:=Pi/2: SEGMENTO:=1.0:

> ANGSTEP:=evalf (incremento*Pi/180):

> GRAFICOTEMP:=NULL: MEM:=SimpleStack():

> for i from 1 to length(s) do

if (s[i]="F") then

\

> PONTOB: =PONTOA+SEGMENTO* [cos (ANGULO) , sin (ANGULO)] :

> GRAFICOTEMP:=GRAFICOTEMP, line (PONTOA,PONTOB) :
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\%

PONTOA: =PONTOB:
end if:
if (s[i]="f") then
PONTOA : =PONTOA+SEGMENTO* [cos (ANGULO) , sin (ANGULO) ] :
end if:
if (s[i]="+") then ANGULO:=ANGULO+ANGSTEP: end if:
if (s[i]="-") then ANGULO:=ANGULO-ANGSTEP: end if:
if (s[il="[") then MEM:-push(PONTOA,ANGULO): end if:
if (s[i]="1") then
VOLTAR:=MEM: -pop() :
PONTOA:=VOLTAR[1]:
ANGULO:=VOLTAR[2]:
end if:
end do:
GRAFICOTEMP:

end proc:

Lsystem:=proc(axioma::string,regras::list,prob::list,incr,n::integer)
local LTEMP, LTEMP2, A, roll, m, S, soma, i, j, k, indice, ind:
LTEMP:=axioma: LTEMP2:=SimpleStack():

A:=NULL: roll:=rand(1..100): m:=nops(prob):
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> S:=array(l..m+1): S[1]:=0: soma:=0:

> for i from 1 to m do

> soma:=soma+prob[i]:
> S[i+1] :=soma:

i
> end do: 1
> for j from 1 to (nops(regras)-1) by 2 do
|
> A:=A,regras([j]: i
> end do:
> for i from 1 to n do

> LTEMP2:-init():

> for j from 1 to length(LTEMP) do

> indice:=Search(LTEMP[j], [A]):

> if (indice=0) then

> LTEMP2: ~push (LTEMP [j]):

> else

> ind:=roll():

> for k from 1 to m do

> if (S[k]<ind and ind<=S[k+1]) then
> LTEMP2:-push(regras[2*k]) :

> end if:

> end do:
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> end if:
> end do:
> LTEMP:="":

> while (not LTEMP2:-empty()) do

> LTEMP:=cat (LTEMP2: -pop () ,LTEMP) :
> end do:
> end do:

> display(GRAFICO(LTEMP,incr),axes=none,scaling=constrained):

> end proc:

4.2.3 DOL-systems Paramétricos

Os procedimentos que se encontram nesta sec¢do permitem gerar imagens bidimensionais

e tridimensionais através de DOL-systems paramétricos.

A invocagdo destes procedimentos é feita através do comando

> Lsystem(AXIOMA,N);

onde AXIOMA corresponde ao axioma de uma evolugdo de ordem N de um DOL-system
paramétrico. O estado inicial da “tartaruga” e o avango sao definidos directamente no
procedimento 'GRAFICO’, tal como foi apresentado na Secgao 4.2.1 para os DOL-systems

ramificados.

Dado que um PL-system opera com mddulos formados por um simbolo do alfabeto ao qual
estd associada uma quantidade arbitréria de parametros numéricos, ha a necessidade de

definir essa estrutura em linguagem Maple. Assim sendo, um moédulo é uma lista formada

por dois elementos (uma string e uma lista de pardmetros), ou seja, tem a forma
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[“A” [a1, a9, ..., 0]

onde A€V eay,as,...,a, €R.

Tal como se pode constatar nos procedimentos 'Lsystem’ apresentados nesta secgao, o
argumento azioma é uma lista (de mdédulos) e n é um numero inteiro. Note-se que as
regras de substituicdo sdo definidas na folha de trabalho sob a forma de fungtes. Essas

fungoes tém o formato
A:=L—>[modseq|

onde 'A’ é uma letra do alfabeto do L-system, 'L’ é a varidvel (lista de pardmetros) e modseq
é uma sequéncia de modulos. Mais uma vez, para que os procedimentos que se seguem
funcionem apropriadamente, é necessério ter algum cuidado ao introduzir os argumentos

devido a sua sensibilidade a maiusculas e minusculas.

O caso bidimensional é entao assegurado pelo procedimento 'Lsystem’ que se segue.

> GRAFICO:=proc(s::list)
> local PONTOA, ANGULO, GRAFICOTEMP, MEM, i, PONTOB, VOLTAR:
> PONTOA:=[0,0]: ANGULO:=0.0:

> GRAFICOTEMP:=NULL: MEM := SimpleStack():

> for i from 1 to nops(s) do

> if (s[il[1]="F") then

> PONTOB:=PONTOA+(s[1] [2] [1]1) * [cos (ANGULO) , sin (ANGULO)] :
> GRAFICOTEMP:=GRAFICOTEMP,line (PONTOA,PONTOB) :

> PONTOA : =PONTOB:

> end if:
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> if (s[i][1]="f") then \
> PONTOA: =PONTOA+(s [i] [2] [1])* [cos (ANGULO) , sin(ANGULO)] :
> end if:

> if (sf{i][1]="+") then

> ANGULO:=ANGULO+evalf (s[i] [2] [1]*Pi/180):

> end if:

> if (s[i][1]="-") then

> ANGULO:=ANGULO-evalf(s[i] [2] [1]*Pi/180):

> end if:

> if (s[i1[1]="[") then

> MEM: -push (PONTOA, ANGULQ) :

> end if:

> if (s[i][1]="]1") then

> VOLTAR:=MEM: -pop():
> PONTOA:=VOLTAR[1]:

> ANGULO:=VOLTAR([2]:

> end if:

> end do:

> GRAFICOTEMP:

> end proc:
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\Y%

Lsystem:=proc(axioma::1list,n::integer)
local LTEMP, LTEMP2, i, j, funcTemp:
option remember:
LTEMP:=axioma: LTEMP2:=SimpleStack():
for i from 1 to n do
LTEMP2: -init():
for j from 1 to nops(LTEMP) do
if (LTEMP[j][1]<"A" or LTEMP[j][1]1>"Z") then
LTEMP2: -push(LTEMP[j]):
else
funcTemp:=parse (LTEMP[j] [1]):
LTEMP2: -push (op (funcTemp (LTEMP[j] [2]))):
end if:
end do:
LTEMP:=LTEMP2:-toList () :

end do:

display(GRAFICO(LTEMP),axes=none,scaling=constrained):

end proc:
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Por fim, apresenta-se o caso tridimensional, no qual se recorreu a funcao 'tubeplot’ para

construir o “esqueleto” das drvores. Note-se que no procedimento 'GRAFICO’ houve a

necessidade de usar o simbolo '&’ em vez de 'V’ e o simbolo ’?’ em vez de ’\’.

>

GRAFICO:=proc(s::1list)
local PONTOA, vH, vL, vU, diam, GRAFICOTEMP, MEM, i, PONTOB, v, phi,
vHtemp, vLtemp, vUtemp, VOLTAR:
PONTOA:=[0,0,0]: vH:=[1,0,0]: vL:=[0,1,0]: +vU:=[0,0,1]:
diam:=0.01: GRAFICOTEMP:=NULL: MEM:=SimpleStack():
for i from 1 to nops(s) do
if nops(s[i])>1 then
if (op(s[i] [1])="F") then
PONTOB:=PONTOA+(s [1i] [2] [1])*vH:
v:=PONTOB-PONTOA:
GRAFICOTEMP:=GRAFICOTEMP, tubeplot ([PONTOA[1]+v[1]*t,
PONTOA[2] +v [2] *t ,PONTOA [3]+v[3]*t] ,t=0..1,radius=diam, tubepoints=30):
PONTOA : =PONTOB:
end if:
if (op(s[i]l[1])="£f") then
PONTOA:=PONTOA+(s[1] [2] [1])*vH:
end if:

if (op(s[i] [1])="+") then phi:=evalf(s[i] (2] [1]*Pi/180):
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> vHtemp:=[vH[1]*cos(phi)+vL[1]*sin(phi),
> vH[2]*cos(phi)+vL[2]*sin(phi),vH[3]*cos(phi)+vL[3]*sin(phi)]:
> vLtemp:=[-vH[1] *sin(phi)+vL[1]*cos(phi),

> -vH[2]*sin(phi)+vL[2]*cos(phi),-vH[3]*sin(phi)+vL [3]*cos(phi)]:

> vH:=vHtemp:

> vL:=vLtemp:

> vU:=vU:

> end if:

> if (op(s[i][11)="-") then phi:=evalf(s[i] [2] [1]*Pi/180):
> vHtemp:=[vH[1] *cos(-phi)+vL[1]*sin(-phi),

> vH[2]*cos(-phi)+vL[2]*sin(-phi),vH[3]*cos(-phi)+vL[3]*sin(-phi)]:
> themp:=[-vH[1]*sin(—phi)+vL[1]*cos(-phi),

> -vH[2]*sin(-phi)+vL[2]*cos(-phi),~-vH[3]*sin(-phi)+vL[3]*cos(-phi)]:

> vH:=vHtemp:

> vL:=vLtemp:

> vU:=vU:

> end if:

> if (op(s[il[1]1)="&") then phi:=evalf (s[i] [2] [1]*Pi/180):
> vHtemp:=[vH[1] *cos(phi)-vU[1]*sin(phi),

> vH[2]*cos(phi)-vU[2]*sin(phi),vH[3]*cos(phi)-vU[3]*sin(phi)]:

> vUtemp:=[vH[1]*sin(phi)+vU[1]*cos(phi),
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> vH[2]*sin(phi)+vU[2]*cos(phi),vH[3]*sin(phi)+vU[3]*cos(phi)]:

> vH:=vHtemp:

> vL:=vL:

> vU:=vUtemp:

> end if:

> if (op(s[il[1])=""") then phi:=evalf(s[i] [2] [1]*Pi/180):
> vHtemp:=[vH[1]*cos(-phi)-vU[1]*sin(-phi),

> vH[2]*cos(-phi)-vU[2]*sin(-phi),vH[3]*cos(-phi)-vU[3]*sin(-phi)]:
> vUtemp:=[vH[1]*sin(-phi)+vU[1]*cos(-phi),

> vH[2]*sin(-phi)+vU[2]*cos(~phi),vH[3]*sin(-phi)+vU[3]*cos(-phi)]:

> vH:=vHtemp:

> vL:=vL:

> vU:=vUtemp:

> end if:

> if (op(s[i][11)="?") then phi:=evalf(s[i] [2] [1]*Pi/180):
> vLtemp:=[vL[1]*cos(phi)-vU[1]*sin(phi),

> vL[2]*cos(phi)-vU[2]*sin(phi),vL[3]*cos(phi)-vU[3]*sin(phi)]:
> vUtemp:=[vL[1]*sin(phi)+vU[1]*cos(phi),

> vL[2]*sin(phi)+vU[2]*cos(phi),vL[3]*sin(phi)+vU[3]*cos(phi)]:
> vH:=vH:

> vL:=vLtemp:
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vU:=vUtemp:
end if:
if (op(s[i][1])="/") then phi:=evalf(s[i] [2] [1]*Pi/180):

vLtemp:=[vL[1]*cos(-phi)-vU[1]*sin(-phi),

vL[2]*cos(-phi)-vU[2]*sin(-phi),vL[3]*cos(~phi)-vU[3]*sin(-phi)]:

vUtemp:=[vL[1)*sin(-phi)+vU[1]*cos(-phi),

vL[2] *#sin(~-phi)+vU[2]*cos(-phi),vL[3]*sin(-phi)+vU[3]*cos(-phi)]:

vH:=vH:
vL:=vLtemp:
vU:=vUtemp:
end if:
if (op(s[il[1]1)="!") then diam:=s[i][2][1]: end if:
else
if (op(s[il[11)="[") then
vHtemp:=[vH[1]*cos (Pi)+vL[1]*sin(Pi),
vH[2]*cos(Pi)+vL[2]*sin(Pi),vH[3]*cos(Pi)+vL[3]*sin(Pi)]:
vLtemp:=[-vH[1]*sin(Pi)+vL[1] *cos(Pi),
-vH[2] *sin(Pi)+vL[2] *cos(Pi),-vH[3] *sin(Pi)+vL[3] *cos(Pi)]:
vH:=vHtemp:
vL:=vLtemp:

vU:=vU:
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> end if:

> if (op(s[i]l[1]1)="@") then

> vH:=vH:

> vL:=[-vH[2],vH[1],0] /norm([-vH[2],vH[1],0],2):
> vU:=crossprod(vH,vL):

> end if:

> if (op(s[il[1])="[") then MEM:-push(PONTOA,vH,vL,vU): end if:
> if (op(s[i][1]1)="1") then

> VOLTAR:=MEM: -pop () :

> PONTOA:=VOLTAR[1]:

> vH:=VOLTAR[2] :

> vL:=VOLTAR[3]:

> vU:=VOLTAR[4] :

> end if:

> end if:

> end do:

> GRAFICOTEMP:

> end proc:

> Lsystem:=proc(axioma::list,n::integer)

> local LTEMP, LTEMP2, i, j, funcTemp:
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option remember:
LTEMP:=axioma: LTEMP2:=SimpleStack():
for i from 1 to n do
LTEMP2:-init():
for j from 1 to nops(LTEMP) do
if (LTEMP[j][1]<"A" or LTEMP[j][1]>"Z") then
LTEMP2: -push(LTEMP[j]):
else
funcTemp:=parse(LTEMP[j] [1]):
LTEMP2: -push (op (funcTemp (LTEMP[j] [2]1))):
end if:
end do:
LTEMP: =LTEMP2:-toList () :

end do:

display(GRAFICO(LTEMP) , axes=none,scaling=constrained) :

end proc:
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Conclusao

Um modo de descrever fenémenos de desenvolvimento é através da utilizagdo de me-
canismos de reescrita. Os L-systems, que foram originalmente criados para modelar o
desenvolvimento de organismos multicelulares simples, sdao um exemplo de um mecanismo
de reescrita que opera sobre palavras. Este formalismo permite simular as divisdes ou
os estados das células de um organismo através da aplicagdo em paralelo das regras de
substituicio, ocorrendo assim, em cada iteragdo, uma substitui¢do simultanea de todas as
letras que constituem uma determinada palavra. A introdugéo do conceito da interpretagao
grafica das palavras geradas por um L-system permitiu a visualizagdo dos modelos, tor-

nando possivel modelar organismos com uma estrutura mais complexa.

De modo a simular o desenvolvimento de organismos com uma estrutura ramificada é
necessario que exista uma descrigdo matematica dessas estruturas, para além de métodos
e modelos para as gerar. Para modelar as estruturas ramificadas foi introduzido o conceito
de palavra com colchetes. O colchete esquerdo indica o vértice onde se vai formar o
novo ramo, enquanto que o correspondente colchete direito vai terminar essa ramificacao,
ficando entre eles todos os elementos que constituem o ramo. A natureza discreta da
aplicacao das regras de substitui¢do condiciona o poder de modelagdo dos L-systems. Com

o objectivo de colmatar algumas das limitagoes, foi feita a associagao entre os simbolos do
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alfabeto e um nimero arbitririo de pardmetros numéricos, surgindo assim os L-systems
paramétricos como uma extensao do conceito original deste formalismo. Esses pardmetros
podem ser usados durante a fase de interpretacdo para quantificar facilmente algumas
caracteristicas, tais como o comprimento ou o didmetro dos segmentos e a amplitude
dos angulos de ramificacdo. As regras de substituicdo podem agora ter incorporadas
expressdes aritméticas que permitem a actualizagdo do valor dos pardmetros ao longo
do processo de substituigio, e expressoes légicas que permitem seleccionar a regra a ser
aplicada. Os L-systems podem ser classificados como sendo sensiveis ao contexto ou livres
de contexto, consoante se tenha ou ndo em consideragdo os caracteres adjacentes ao qual
uma determinada regra de substituicdo é aplicada. Também podem ser classificados como
estocdsticos quando a aplicacdo das regras depende da probabilidade que lhes foi atribuida.
A simulacdo computacional de padroes de ramificagéo ja tém uma histéria relativamente
longa. Nesta dissertacio foram abordados apenas os modelos de Honda e de Aono e Kunii,
que usam segmentos rectilineos, de didmetro constante ou varidvel, para representar apenas

o “esqueleto das arvores”.

O Maple faz parte de uma familia j4 relativamente vasta de ambientes cientificos designados
por sistemas de Algebra computacional. Recorrendo a esta linguagem, foram elaborados
diversos procedimentos que permitem ilustrar o funcionamento dos diferentes tipos de L-
systems estudados. Devido as limitagoes do hardware utilizado e & memodria requerida
pelo Maple, ndo foi possivel apresentar imagens resultantes de evolugdes de ordem muito

elevada desses L-systems.

De modo a ser possivel fazer uma modelagdo mais realista, a extensdo dos L-systems
paramétricos para modelar os efeitos ambientais e a incorporagao das folhas é um passo
l6gico para futura pesquisa. Uma vez que o Maple pode ndo ser acessivel a todos, esta
pesquisa futura pode passar ainda pela utilizagdo de software open source para realizar um

trabalho andlogo ao que foi apresentado no Capitulo 4 desta dissertagao.
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