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CONTEUDO 1

Em 1830, Galois associa um grupo, o qual é hoje conhecido como sendo
o grupo de Galois, a uma dada equagao polinomial f(z) = 0. Dado f(z) =
T+ a,_ 12"+ ... +ag, com coeficientes ag, ay, ..., a,—1 € K e rafzes oy, ..., oy,
nalguma extensao de K, formamos um corpo A tal que A é o menor corpo
que contém K e oy, ..., a,. Assim construido, a A dé-se o nome de corpo de
decomposigao de f(x). O grupo de Galois de f sobre K ¢ o grupo de todos
os K-automorfismos de A e nota-se por G(A : K). Mostra-se que é, a menos
de isomorfismo, um subgrupo de S, o grupo simétrico em n elementos.

Um grupo é simples se nao tem subgrupos normais. Um subgrupo H de
um grupo G ¢ normal se para todo g € G, gHg™! = H. Nota-se por H < G
o facto de H ser subgrupo de G e por H < G o facto de H ser subgrupo
normal de G. Todo o grupo finito pode ser expresso da forma

id=H dH;4..4H, =G,

onde cada H;/H;_, ¢ simples. Se cada um dos grupos quocientes simples
obtidos for ciclico, entao G diz-se solivel. Se para G tomarmos o grupo
G(A : K), onde A e f sio como acima, dizemos que equagao

f(z)=0 raguidads fe Libnosas a0 e
MATEMATIC A

é resolhivel por radicais se é possivel calcular os zeros de f(z) a partir dos
coeficientes de K através um mimeros finito de adigoes, diferencas, produtos,
quocientes e extracgoes de rafzes. Galois demonstra que a equagao f(z) =0é
resolivel por radicais se e s6 se G(A : K) é um grupo solivel. Galois observa
que o grupo simétrico S; nao tem essa propriedade, o que explica o facto
de a equacao geral do 5° grau nao ser resolivel por radicais, ou, por outras
palavras, de nao existir uma férmula resolvente geral com radicais para as
equagoes do 5° grau. A teoria dos grupos, criada por Galois no decurso
da sua investigacao sobre a resolubilidade de equagoes, teve posteriormente
enorme desenvolvimento noutras dreas. Também a teoria dos corpos e das

suas extensoes se veio a revelar fundamental noutras dreas da matemética.
A dificuldade em calcular o grupo de Galois de certos polinémios é um dos
aspectos desta teoria que se mantém insatisfatério. Assim, a correspondéncia
entre equagoes polinomiais de grau n e subgrupos de S, s6 ¢ vidvel para
valores muito pequenos de n. Como é impossivel compreender completamente
esta correspondéncia, para todo m, é natural levantar a seguinte questao:
Serd que todos os subgrupos de S,, ocorrem, pelo menos uma vez, nesta
correspondéncia, isto é, serd que todo o subgrupo de S,, corresponde a algum
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polinémio de grau n? Esta questdo é uma formulagao do Problema Inverso da
Teoria de Galois. Hilbert foi pioneiro no estudo deste problema. Ele comegou
por mostrar, através do seu teorema da irredutibilidade, que é suficiente que
grupos ocorram como grupos de Galois de polinémios sobre o corpo Q(z).
O facto de existirem vdrias extensoes de Galois de determinado tipo nao
isomorfas leva a introducao do conceito de rigidez. Este garante-nos que,
sob determinadas condigoes, um dado grupo finito ocorre como grupo de
Galois sobre @, e que a extensao de Galois associada é tinica, a menos de
isomorfismo.

Comegamos no capftulo 1, por rever alguns conceitos bésicos sobre polinémios,
extensoes e teoria de Galois necessdrios para o desenvolvimento do trabalho.
A maioria das demonstragoes serd omitida.

No capftulo 2, serd demonstrado que, para todo o inteiro positivo n, existe
um polindémio em @ cujo grupo de Galois é isomorfo a S,. Neste capitulo
serd essencial a utilizagao do Teorema de Hilbert. Este permite-nos, dado um
polinémio irredutivel f(x1,z2, ..., 2y, y) em n + 1 varidveis sobre @, concluir
que existem valores racionais para xi, s, ..., T, para 0s quais o polinémio
resultante em y seja irredutivel sobre Q.

Os mimeros construtiveis sio a base do capitulo 3. Um mimero real o
diz-se construtivel se existe um segmento de comprimento |« obtido a par-
tir de um segmento de recta unitdrio num nimero finito de passos usando
apenas uma régua nao graduada e um compasso. Veremos que, sendo a um
real construtivel, entao o seu grau sobre Q, degg «, é uma poténcia de 2.
No entanto, também serd visto que esta nao ¢ uma condi¢ao suficiente, uma
vez que existem reais a tais que degg o é uma poténcia de 2 e v nao ¢ con-
strutivel. A demonstracao deste teorema assentara no Teorema demonstrado
no capitulo 2.

No capftulo 4 serd dada uma condi¢ao necessaria e suficiente para um dado
polinémio ser resoliivel por radicais. Mostra-se também que, para todon > 5,
existem polinémios em que nenhuma das suas rafzes pode ser exprimivel por
radicais.

No capftulo 5 comegamos por introduzir o conceito de pontos de ramifi-
cagao e de classes de conjugagao de uma dada extensao de Galois. Introduzi-
mos & custa destes conceitos certas classes de equivaléncia, formadas por um
grupo de Galois, os pontos de ramificacao e o conjunto das classes de conju-
gacao associadas aos pontos de ramificagdo, e demonstra-se que, a menos de
isomorfismo, para cada classe de equivaléncia dada, existe uma tinica exten-
sao de Galois finita de C(x). A existéncia de tais extensoes ¢-nos garantida
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pelo teorema de Riemann, o qual serd apenas enunciado, nao se conhecendo
demonstracao algébrica.
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Capitulo 1

Preliminares

Comecamos por relembrar alguns conceitos importantes para o trabalho.
Neste capftulo muitas das demonstracoes serao omitidas. Os resultados po-
dem ser encontrados em [3], [4] e [8].

1.1 Polinémios

Todos os anéis considerados neste trabalho sao unitdrios e associativos. Um
anel comutativo A diz-se um dominio de integridade se, para todo a,b €
A, sempre que ab =0 entao a = 0 ou b = 0.

Relembramos agora o conceito de caracteristica.

Definicao 1.1.1 Seja A um anel. Consideremos o conjunto
A, ={a€ A:na=0},

para cada n € N. Se para qualquer natural n, se tem A, # A, diz-se que
A tem caracteristica zero e escrevemos car(A) = 0. Caso contrdrio, se
existe algum natural n tal que A, = A, entao a caracteristica de A ¢ o
menor natural ny tal que A,, = A e escrevemos car(A) = ny.

Definicao 1.1.2 Dizemos que K é um corpo se K é um anel comutativo
onde K\ {0} € ndo vazio e (K\ {0},-) é um grupo abeliano.

Definicao 1.1.3 Seja A um anel comutativo com identidade. Designamos
por polinémio em A na incdgnita T a expressao

n .
f(@) =apnz" + a2+ .+ a =Y 0,

=1
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onde a; € A en € N. Aos elementos a; (1 =0,1,....,n) chamamos coefi-
cientes de f(x). Ao maior expoente de x que tem coeficiente nao nulo em
f(x) chamamos o grau de f(x) e escrevernos deg f(x) para designar este
grau. Dizemos que o polindmio nulo tem grau —oo. Sejan o maior inteiro tal
que a, # 0. Ao elemento a,, chamamos coeficiente principal. Se a, = 1,
dizemos que f(x) é um polinédmio monico.

E ficil verificar que o conjunto de todos os polinémios com coeficientes
num anel A numa incégnita z forma um anel, o qual notaremos por Az, o
anel de polinémios em x com coeficientes em A.

Dado D um dominio de integridade, D[z] também o é. O seu corpo das
fracgoes é

f(=z)
P(z) = {—  (@).9(o) € Dlel g(z) £ 0}
g(z)
O teorema seguinte permite-nos a divisido de polinémios semelhante & divisao
conhecida para os naturais.

Teorema 1.1.4 (Teorema da Divisao) Sejam K um corpo e f(x), g(z) €
K[z], com f(x) # 0. Entao existem polindmios tinicos q(z),r(z) € K[z], com
degr(z) < deg f(x) tais que

g(z) = q(z)f(x) + r(z).

Demonstragao (3, Teoema 1.2.5] [

Definicao 1.1.5 Sejam K um corpo e f(z),g(z) € K[z].

(a) Dizemos que f(z) divide g(z) se existe q(x) € Klz] tal que g(x) =
q(z)f(x). Neste caso escrevemos f(x) | g(z); caso contririo, f(z) t
g(x).

(b) Dizemos que d(x) é um mdximo divisor comum em Kz] de f(z) e
de g(z) se d(z) divide f(z), d(z) divide g(z) e, se, sempre que algum
h(z) € Klz] divida f(z) e g(x), entdo h(zx) divide d(x). Neste caso,
escrevemos m.d.c(f(x),g(x)) = d(x).

(¢) Dizemos que f(x) e g(z) sdo primos entre si se 1 é o mdximo divisor
comum de f(xz) e g(x), isto é, se m.d.c(f(x),g(x)) = 1.
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Definicao 1.1.6 Sejam A um anel comutativo com identidade e f(x) € Alx]
tal que deg f(x) > 1. Dizemos que f(x) ¢ um polindmio trredutivel em
Alz] se nao existem g(z), h(z) € Alx] tais que deg g(z),deg h(x) < deg f(x)
e f(z) = g(z)h(z).

Relembramos que se f(z) € D[z| for um polinémio ménico sobre um
dominio de integridade D de grau > 1, f(z) é irredutivel em D[z] se e s6 se
é irredutfvel em F|z] onde F' é o corpo das fracgoes de D.

Definigao 1.1.7 Sejam K wm corpo e f(x) € Klz]. Dizemos que um ele-
mento o € K é uma raiz de f(x) em K se f(a) = 0.

Lema 1.1.8 Sejam K um corpo e f(z) € K|z|. Um elemento a € K é uma
raiz de f(x) se e s6 se x — a divide f(x).

Demonstragao Suponhamos que z — a divide f(z). Entao,
f(x) = (z — a)g(x),

para algum g(z) € K[z]. Assim,

isto &, v & raiz de f(x).
Por outro lado, suponhamos que f(a) =
(Teorema 1.1.4) existem polinémios 1inicos gz

f(z) = gq(z)(x — a) + r(x)

com degr(z) < deg(x —a) = 1. Logo, r(x) ¢ um polinémio constante em
K[z], digamos r. Assim,

0. PL]O Teorema da Divisao
), r(x) € K[z], tais que

0= f(a)=gla)(a—a)+7r
Portanto r = 0, de onde concluimos que = — « divide f(z). [J
Definicao 1.1.9 Dizemos que o é uma raiz de multiplicidade m de f(x)

se (x —a)™ | f(z) mas (x — @)™t f(z). Se a for raiz de multiplicidade m
onde m > 2, dizemos que « é uma raiz mailtipla de f(x).
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Definicao 1.1.10 Dizemos que um corpo K é algebricamente fechado se
todo o polinémio f(x) € K[z| de grau positivo admite uma raiz em K.

O teorema que se segue serd de maior importancia no préximo capitulo;
se um polinémio em n + 1 varidveis sobre @ for irredutivel entao podemos
construir a partir deste um polinémio irredutivel em Q[z]. A demonstragao
é feita por indugao em n e serd omitida; pode no entanto ser encontrada em
[7, Teorema 36.

Teorema 1.1.11 (Hilbert) Seja f(t,t2,...,tn, x) um polinémio irredutivel
sobre Q em n + 1 varidveis. Entao, existe um niimero infinito de conjuntos
de valores racionais aq, (g, ..., ay tais que f(oaq, o, ..., an, x) € irredutivel em

Qlz].

Recorde-se que um dominio de factorizagao tinica (DFU) ¢ um dominio
de integridade, no qual todo o elemento nao nulo e que nao seja invertiv-
el pode ser escrito como produto de primos a menos do produto por uma
unidade e que esta decomposicao é tnica a menos da ordem dos factores.
Relembramos agora um critério importante que nos garante a irredutibili-
dade de alguns polinémios.

Teorema 1.1.12 (Critério de Eisenstein) Seja K um corpo quociente de
um dominio de factorizagdo tinica A e p(x) = apx™ +an_ 12" ... tarx+ag
um polindmio sobre A de grau n. Se existe um primo p € A tal que

1. p nao divide a,,
2. p diwvide ag,aq, ..., @1,

3. p? ndo divide ag
entdo p(x) é um polindmio irredutivel sobre K.

Demonstragao [14, Teorema 37.5] O
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1.2 Extensoes de Corpos
Neste pardgrafo revemos conceitos da teoria de corpos que serao necessdrios.

Definicao 1.2.1 Sejam K, . corpos. Dizemos que L é uma extensao de K
se K é um subcorpo de L. O simbolo L/K designa a extensao I de K.

O lema seguinte é ébvio atendendo a definigao de caracterfstica:

Lema 1.2.2 Seja K um corpo de caracteristica zero. Entao qualquer exten-
sao L de K também tem caracteristica zero.

Definicao 1.2.3 Sejam K, L corpos tais que L é uma extensao de K. O
grau da extensio L/K ¢é a dimensao de 1L quando considerado como espago
vectorial sobre K e escrevemos L : K] para designar este grau. Dizemos que
L é uma extensdo finita de K se o grau [L. : K| for finito. Caso contrdrio,
dizemos que L é uma extensao infinita de K.

Dados K e [F subcorpos de um corpo E tais que F C K C E e vy, vy, ..., v,
uma base de [E sobre K e uy, us, ..., 4, uma base de K sobre [F, facilmente se
demonstra que

{uny 51 =12, w18 §= 1%}

é base de [E sobre F. Temos assim que :

Teorema 1.2.4 Sejam K e F subcorpos de um corpo B tais que F C K C E.
Se E é uma extensao finita de K e K é uma extensao finita de F, entao

E:Fl=[E:K [K:TF.
Demonstragao [3, Teorema 11.1.5] [
Definigao 1.2.5 Sejall uma extensao do corpo K e seja A € .. Dizemos que

A € algébrico sobre K se A é raiz de algum polindmio ndao nulo p(x) € K [z];
caso contrario, dizemos que \ é transcendente sobre K.

Definicao 1.2.6 Seja L uma extensio do corpo K. Dizemos que L é uma
extensao algébrica de K se todo o elemento de IL é algébrico sobre K. Caso
contrario, dizemos que . ¢ uma extensao transcendente de K.
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Proposigao 1.2.7 Seja . uma extensao do corpo K e seja o € L um ele-
mento algébrico sobre K. Existe um e um s6 polindmio irredutivel monico
f(z) € Klz] tal que f(a) =0, ou seja, tal que v € raiz de f(x). Tem-se ainda
que qualquer polindmio de K|z| que admita a raiz o« é mailtiplo de f(x), isto
é, f(x) é o polinomio de grau minimo entre os polindmios que admitem a
Taiz Q.

Definigao 1.2.8 Seja . uma extensao do corpo K e seja o € I um elemento
algébrico sobre K. O polinomio minimo de o sobre K é o wnico polinémio
monico my(x) € Klz] de grau minimo de o sobre K.

Definigao 1.2.9 Seja my(z) € Klz] o polinémio minimo de o sobre K.
Define-se grau de o sobre K como sendo o grau de my(x), isto é,

degy a := degg ma(x)

Dado um corpo e uma sua extensao construimos agora subcorpos inter-
médios.

Definigao 1.2.10 Seja L uma extensao do corpo K e S um subconjunto de
L. Ao menor subcorpo de I que contém KU S dd-se o nome de subcorpo de
L. gerado por KU S e representa-se por K(S).

Definigao 1.2.11 Seja o € L. D K e uma aplicagao 1 : K[z] — 1L dada
por ¢ (p(x)) = p(a). Entao designamos v (K [z]) por K [a].

A aplicagao introduzida na definigao 1.2.11 é um homomorfismo de anéis.
Como K [a] é, por defini¢do, a imagem de K [z] por um homomorfismo de
anéis, K [a| é um anel. Mais, podemos demonstrar que K @] ¢ o menor anel
que contém KU {a}.

Definigao 1.2.12 Seja I uma extensio de K. Dizemos que L. é uma ex-
tensao stmples de K se existe o € L tal que L = K («).

Teorema 1.2.13 Seja L uma extensao do corpo K e seja o € L. Entao

Kl = {f(a) : f(z) € K[x]}

= p(_a)_l a),q(a T
(@) = {22 s o) a(e) € Kl a(a) 20}

Tem-se também que K(a) é o corpo das fracgoes de K|a].
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Demonstracao A imagem da aplicagao

: K] — L
fl@) — fla)

é um subanel de L. Seja R um subanel de L. que contém K e a. En-
tao, por ser fechado para a adi¢do e para a multiplicagio, f(a) € R, para
todo f(z) € K[z]. Deste modo, {f(«): f(z) € K[z]} estd contido em to-
dos os subanéis de L. que contém K e . Como K C Im¢ e @ € Im [,
Kla] = {f(e): f(z) € K[z]}. O corpo das fracgoes de Kla] ¢ o conjunto

{% : pla), q(a) € Kz], g(a) # O}, que estd contido em qualquer subcorpo

de L que contenha K[a], logo é igual a K(«). O

A proposigao seguinte dd-nos uma descri¢ao de K(a) quando o € L. D K
¢ um elemento algébrico sobre K.

Proposigao 1.2.14 Seja o € L. D K um elemento algébrico sobre K, a ¢ K
e my () 0 seu polinémio minimo sobre K. Entao:

(a) K(a), o subcorpo de L gerado por K e «, é isomorfo ao corpo das
fracgies Kz|/ (ma(2));

(b) Kla) ~Kla];

(¢) K(a) é o conjunto dos elementos da forma a,_10™"' + ... + aja + a,,
onde n é o grau de mq(x).

Proposicao 1.2.15 Se L é uma extensdo de K e a € I é transcendente
sobre K, entao K(o) ~ K[z] como anéis.

A proposigao seguinte indica-nos o grau de uma extensao simples e al-
gébrica:

Proposigao 1.2.16 Seja K(a) uma extensao simples do corpo K, onde o ¢

algébrico com polindmio minimo my(x) sobre K. Entdo, {1,a,0?,...,a" % a" 1}

é uma base de K(a) sobre K e [K () : K| = degmy(z).
Demonstragao [3, Coroldrio 11.2.5| O

Relacionamos agora o conceito de extensao algébrica com o de extensao
finita.
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Proposicao 1.2.17 Toda a extensdo finita é algébrica.

Demonstragao Seja L/K uma extensio finita. Entao, por definicao de
extensao finita, [L : K| = n < oo, isto ¢, L tem dimensao finita quando
visto como espago vectorial sobre K. Assim, o conjunto de quaisquer n + 1
vectores nao nulos ¢ linearmente dependente. Seja o € L e consideremos
1,a,a?,...,a" Entdo, existem ¢y, ¢y, ...,c, € K, nio todos nulos, tais que
> e, = 0. Deste modo, a é raiz do polinémio nao nulo f(z) = Y e,
Logo « é algébrico sobre K. [

Observagao 1.2.18 O reciproco da Proposi¢ao 1.2.17 ¢ falso.

Tem-se que toda a extensao finita é algébrica. Extensoes da forma K (o, oy, ..., )

onde os ;s sao algébricos sobre K sao finitas.

Proposigao 1.2.19 SelL = K(ay, as, ..., ) onde 0s «;’s sao algébricos so-
bre K entdo [L : K] é finita.

Demonstracao 3, Lema 11.2.6] [J

Combinando as Proposigoes 1.2.17 e 1.2.19 obtém-se:

Proposicao 1.2.20 A extensao L/K é finita se e s6 se L é algébrico sobre
K e ervistemn € N e ay,...,a, € L tais que L = K(ay, ..., ay,).

Demonstracao [3, Lema I1.2.6] [J

Definicao 1.2.21 Seja K uma extensao de F. Dizemos que K é um fecho
algébrico de F se

(i) K/F ¢é uma extensao algébrica, e
(ii) K é algebricamente fechado.

Neste caso, escrevemos K =TF.
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A existéncia dos fechos algébricos é-nos garantida por [4, Coroldrio 7.3.5],
sendo que a existéncia das extensoes algebricamente fechadas de F sao asse-
guradas por [4, Teorema 7.3.4].

Mostramos agora que, dado um elemento algébrico v sobre um corpo K,
raiz de um polinémio f(x) € K[z], podemos construir nm novo polinémio
cujos coeficientes pertencem ao anel gerado pelos coeficientes de f(x), moni-
co, que admite uma raiz do tipo a,« que gera a mesma extensao simples que
.

Lema 1.2.22 Seja o algébrico sobre um corpoL e f(x) :Z a;x" um polindmio
=0
sobre L de graun > 0 tal que f(a) = 0. Entao

s

an—i—1d

glz) ="+ a;an '

1
i=0
¢ um polinémio ménico de graun tal que glana) = 0. Tem-se que ainda que:

a) L{a) = L(a,a);

b) se f for irredutivel, g também o é.

Demonstragao Seja « algébrico sobre L., e f e g tais como na hipétese do
Lema. Uma vez que

g(ana) — agan+§ aia:t—z—l+tal

g(ana) = 0. Como a, € L e a € L(a), L(an) C L(c). Como a = a,'a,q,
por argumento andlogo tem-se a restante inclusao. Se f for irredutfvel, o é
algébrico sobre L. de grau n, logo

n = [L(a):L].
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Como L(a) = L(ana), n = [L(a,«) : L], isto &, a,« tem grau n sobre L.
Como g(x) é de grau n sobre L, é ménico e g(a,a) = 0, g é irredutivel sobre
L. O

Introduzimos agora um novo conceito necessério:

Definigao 1.2.23 (a) Dizemos que um polindmio irredutivel f(x) € K[z
é separdvel quando nao tem raizes miiltiplas em qualquer corpo de
decomposicao.

(b) Dizemos que um polindémio qualquer ¢ separdvel sobre K quando to-
dos os seus factores irredutiveis o sao.

(¢) Seja L/K uma extensao de corpos. Um elemento a € 1L algébrico
sobre K diz-se separdvel sobre K quando o seu polindmio minimo o é.

(d) Uma extensao algébrica L diz-se separdvel sobre K quando todos os
seus elementos sao separdveis sobre K.

Teorema 1.2.24 Seja K um corpo de caracteristica zero e f(x) um qualquer
polinémio irredutivel sobre K[z]. Entdo f(x) nao tem raizes multiplas em
qualquer extensao de K.

Demonstragao Suponhamos que f(x) tem uma raiz muiltipla «. Entao,
numa certa extensao de K, poderiamos escrever

f(@) = (z = a)’q(2),

para algum polinémio g(x) com coeficientes nessa extensao. Assim, a deriva-
da do polinémio f(z),

f'(z) = 2(z - a)q(z) + (z — a)*¢'(2),

admite o como raiz. Seja p(x) o polinémio minimo de « sobre K. Dado que
a éraiz de f(z) e de f'(z), p(x) divide ambos os polinémios. Ora, sendo f(z)
irredutfvel, assim como p(z), temos que p(x) = ef(z), para algum ¢ € K\ {0}
e, deste modo, f(z) | f'(x). No entanto, f'(z) tem grau inferior a f(z), logo
f'(x) = 0. Considerando

flx)=c+az+..+cyz”,
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com ¢, # 0, temos que
f'(z) = c1 + 2c0z + ... + nepz™

Entao, ne, = 0 com n € N. Como K tem caracterfstica zero e qualquer sua
extensao também a tem, chegamos a uma contradi¢ao. Portanto, f(z) nao
pode ter raizes miltiplas. [J]

Uma vez que o corpo Q tem caracteristica zero, o coroldrio seguinte ¢é
consequéncia imediata do Teorema anterior:

Coroldrio 1.2.25 Seja f(z) um polindmio irredutivel em Q[x|. Entao, f(x)
nao tem raizes miltiplas em qualquer extensao de Q.

Demonstramos agora que uma extensao finita e separdavel ¢ uma extensao
simples:

Teorema 1.2.26 (Teorema do Elemento Primitivo) SejaE uma exten-
sao finita de um corpo F de caracteristica zero. Entdo, existe o € B tal que

E =TF(a).

Demonstragao Seja E = F(ay, ...,«,). Para demonstrar que E é uma ex-
tensao simples de F usaremos indugao em n. Se n = 1, E = F(a,), logo
nao ha nada a provar. Suponhamos que E; = F(ay, ..., a,_1). Por hipétese
de indugao podemos admitir que E; ¢ uma extensao simples de F, isto ¢,
que E, = F(J), para algum 3 € E;. Entéao, E = Ei(a,) = F(3,a,). A
demonstragao fica assim reduzida ao caso em que n = 2. Digamos que E é
gerado por dois elementos a e 3. Sejam f(z) e g(x) os polinémios sobre F ir-
redutiveis que admitem as raizes a e [3, respectivamente, e seja ' o corpo de
decomposigao destes polindmios. Sejam o = a, ... € 3 = 3, ..., 3,, as suas
rafzes. Pelo Teorema 1.2.24, as rafzes «;’s sao todas distintas. Consideremos
as seguintes equacgoes em

a; +28; = a+ 28,

com 1<i<me?2<j<n Estas equagoes tém exactamente uma solugao
em [F,
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Seja k um elemento de F que nao seja solugao destas equagoes e tomemos
v = [ + ka. Demonstramos de seguida que a extensao [E é gerada pelo
elemento v = # + ke, isto ¢, vamos ver que F(a, 3) = F(v). Ora, uma vez
que vy € F(a, 3), temos que F() C F(a, 3). Para mostrar que F(a, 3) C F(y)
basta mostrar que o, 3 € F(y). Comecemos por ver que 3 € F(v). Para tal,
iremos ver que « é raiz de um polinémio de grau 1 sobre (). Consideremos
os polinémios f(z) e g(x) como anteriormente. Temos que f(z) e h(x) =
g(y — kz) sdo polinémios sobre F(7) (note-se que g(x) € Flz] € F(y)[z]).
Dada a forma como k, g(x) e h(xz) foram escolhidos, « é raiz de ambos os
polinémios. Assim, 0 maximo divisor comum destes polinémios ¢ divisivel
pelo factor z — a em F[z], admitindo portanto a raiz a. Como f(z) nio tem
raizes nuiltiplas, o seu méximo divisor comum também nao as tem, ou seja,
a raiz « aparece apenas uma vez. Mas, pela escolha de &, os polinémios f(x)
e g(v — kx) nao tém outra raiz em comum, dado que as raizes de f(z) sao
da forma a;, com 1 <4 < m, e v — ka; # 3, para todo o j. Portanto, o
médximo divisor comum de f(x) e g(y — kz) tem grau 1. Mas, o mdximo
divisor comum é um polinémio sobre F(v), o corpo dos coeficientes de f(x)
e g(y — kz). Portanto, « é a raiz de um polinémio de grau 1 sobre F(7), ou
seja, a € F(y). Como F(v) é um corpo e 3 = v — ka, 3 € F(v). Portanto,
F(a, 8) =F(y). O

Definigao 1.2.27 Seja L um corpo. Dizemos que o polinomio f(x) € L[x] se
decompoe em L se f(r) = Mz —ay)...(z—ay,), para alguns \, ay, ..., o, € L.

Definicao 1.2.28 Seja f(x) um polindmio com coeficintes num corpo K.
Um corpo de decomposi¢ao de f(x) é uma extensao I de K em que:

(a) f(x) se decompiée em L. num produto de termos de grau 1, e

(b) L =K(ay,...,a,) onde ay, ..., a, sdo as raizes de f(x) em L.

O teorema seguinte garante-nos a existéncia de um corpo de decomposicao
de um polinémio f(z) > K[z] de grau n > 1, onde K é um corpo.

Teorema 1.2.29 Seja K um corpo e f(x) um polindmio de grau n > 1.
Existe uma extensao L. de K que é um corpo de decomposicio de f(x).
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Demonstragao [4, Teorema 7.3.1] [J

Os corpos de decomposicao de polindmios sobre corpos K nao sio nec-
essariamente \nicos, no entanto, quaisquer corpos de decomposicao de um
mesmo polinémio sobre um corpo sao isomorfos.

Proposicao 1.2.30 Seja f(x) um polindmio sobre um corpo K. Dois corpos
de decomposicao de f(x) sdo isomorfos.

Demonstragao [4, Teorema 7.4.3] O]

Pela Proposigao 1.2.20 concluimos que dado um polinémio f(z) sobre
um corpo K o seu corpo de decomposicao é uma extensao finita de K. A
proposicao seguinte diz-nos que o grau dessa extensao ¢ necessariamente in-
ferior a n!, onde n € o grau do polinémio.

Proposicao 1.2.31 Seja K wm corpo e seja . um corpo de decomposicao
sobre K do polinémio f(z) € K[z|. Entdo, L é uma extensao finita de K e
L : K] < (deg f)!

Demonstracao [3, Lema III. 1.4] OJ

Definicao 1.2.32 Seja L uma extensao do corpo K. Dizemos que LJ/K ¢
uma extensao normal se cada polindmio irredutivel [ (x) € K[x] que tem
pelo menos uma raiz em L se decompoe em L.

O teorema seguinte caracteriza algumas extensoes normais.

Teorema 1.2.33 A extensao /K é finita e normal se e sé se . é um corpo
de decomposicao de algum polindmio sobre K.

Demonstracao [3, Teorema I11.1.10] [J

Proposicao 1.2.34 Seja L uma extensao finita e normal de um corpo K e
M um corpo intermédio. Entdo I é uma extensdo finita e normal de M.
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Demonstragao Pelo Teorema 1.2.33, I é o corpo de decomposicao de algum
polinémio em K[z], f(z). Mas f(z) € M[z], pois K C M C L. Assim, L ¢ o
corpo de decomposi¢ao de f(z) € Mz]. O

Introduzimos agora a no¢ao de discriminante de um polindmio sobre [K.
Este conceito dd-nos uma forma de verificar se o polinémio tem rafzes multi-
plas.

Definicao 1.2.35 Dado p(z) € K[z| de graun e monico com raizes ry, ...,y
nalguma extensao de K, define-se o disecriminante de p(x) como sendo o

produto
Dp(m) :H ('rt' - Tj)2

i<
A proposicao seguinte é ébvia atendendo a defini¢ao de discriminante:

Proposigao 1.2.36 Seja K um corpo, p(x) € K[z| um polinémio irredutivel
e ay, ..., 0, as raizes de p(x) em alguma extensio de K. Entao D,y = 0 se
e 86 se p(x) tem raizes mailtiplas.

Note-se que a Proposicao anterior é equivalente a dizer que Dy, = 0 se
e s6 se p(z) nao ¢ um polinémio separdvel.
Introduzimos agora o conceito de polinémio simétrico.

Definicao 1.2.37 Dizemos que um polindmio em n varidveis f(xy, xo, ..., Ty) €
K[zy, 2o, ..., x,] é simétrico se se mantém invariante através das n! permu-
tacdes das suas varidveis.

Existem polinémios simétricos faceis de identificar: os polinémios simétri-
cos clementares.

Definigao 1.2.38 Seja D um dominio de integridade e xy,xy, ..., 2, n var-
taveis sobre D. Chamamos polinémios simétricos elementares nas incdg-
nitas xy, Lo, ..., Ty o8 polindmios e; € D(xy, xa, ..., 2] definidos do sequinte
modo

(1 iy oy i) = B H WY F e g
es(T1,Zg,y ey Tp) = TXg + T 1X3+ ... + 21Ty + ToZ3 + .. + T Ty

BT ssisBn) = @1l
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Dado um dominio de integridade D, podemos, em D[x;,xq, ..., T,], escr-
ever todos os polindmios simétricos a custa dos elementares definidos antes:

Teorema 1.2.39 (Teorema Fundamental de Polinémios Simétricos)
Seja D um dominio de integridade. Entao cada polinomio simétrico em
Dzy, xg, ..., x| pode ser escrito como um polinémio sobre D nos polindmios
simétricos elementares ey, eg, ..., €,.

Demonstragao [3, Teorema 1.6.3] [J

Lema 1.2.40 Seja K um corpo e seja f(x) = 2" + ayx™ ' + ... + a, € K[z].
Sejam ay, ag, ..., a, as raizes de f(x) numa extensao L de K, pelo que f(x) =
(z— ) (z— az) ... (x — ay) € Llz]. Entao,

a; = (—l)iel-((_yl,ag, sy O

onde as fungoes e(ay, ag, ..., ay) representam o i-ésimo polindmio simétrico
elementar nas incognitas o, o, ..., Q.

Proposigao 1.2.41 Seja f(x) um polinomio sobre F de grau n com raizes
0, Q, oy @y Se f(zy,29,...,2,) € um polinémio simétrico sobre F em n
varidveis, entao f(ay, s, ...,a,) é um elemento de F.

Demonstragao Pelo Teorema 1.2.39, o polinémio f(ay, v, ..., a,,) pode ser
escrito como um polinémio sobre F nos polindémios simétricos elementares.
Se f(z) = anz™ + an_ 12" ' + ... + ap, entao demonstra-se facilmente pelo
Lema 1.2.40 que

eilay, s ) = Tln—ifan € F.

Consequentemente, f(ay,aq,...,an) € F. O

Usando o Lema 1.2.40, o Teorema Fundamental de Polinémios simétricos
e um raciocinio da demonstragao da Proposi¢ao 1.2.41 pode-se demonstrar
que:

Proposigao 1.2.42 Seja K um corpo e p(z) € K[z] de grau n. Tem-se que
Dy € K. Mais, se K for o corpo de fracgoes de um dominio de integridade
R e p(z) € R[z], entdo Dy, € R.

Demonstragao [14, pagina 567 [J
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1.3 Teoria de Galois

Neste pardgrafo revemos alguns resultados bem conhecidos da teoria de Ga-
lois. A partir de extensoes de corpos formamos grupos; os grupos de Galois
associados a uma extensao. As propriedades dos grupos de Galois dependem
das propriedades das extensoes.

Definicao 1.3.1 Sejam L. e M duas extensoes de um corpo K. Um K-
wsomorfismo de M para . é um wsomorfismo de corpos p : M — L tal que
¢ (k) =k, para todo k € K. Un K-automorfismo del. ¢ um K-isomorfismo
p:L— L.

Duas extensoesF e F de K dizem-se isomorfas se existir um K-isomorfismo

entre elas.

Consideramos agora o conjunto de todos os K-automorfismos de uma
extensao L. do corpo K.

Teorema 1.3.2 Seja L uma extensao de um corpo K. O conjunto de todos
os K-automorfismos de 1. é um grupo, relativamente a operacao de com-
posicao de aplicagoes.

Definigao 1.3.3 O grupo constituido por todos os K-automorfismos de L é
designado por grupo de Galois da extensao I de K, e serd denotado por
G(L : K).

Definigao 1.3.4 Seja G um grupo de automorfismos de um corpo K. O
conjunto de elementos de K que ficam fixos por todos os automorfismos de
G formam um subcorpo, chamado o corpo fixo de G. Este corpo fivo serd
denotado por K& :

K¢ = {a € K : ¢(a) = a, para todo ¢ € G} .

Defini¢ao 1.3.5 Seja f(x) um polindmio sobre F e E o0 seu corpo de decom-
posicio sobre F. Dizemos que G(E : F) é o grupo de Galois de f sobre
F.

Definicao 1.3.6 Seja L uma extensao do corpo K. Dizemos que L/K é uma
extensao de Galois se for uma extensao finita, normal e separdvel sobre

K.
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A proposigao seguinte relaciona extensoes de Galois, corpos de decom-
posicao e corpos fixos:

Proposicao 1.3.7 Seja L uma extensao de K e G o grupo de K-automorfismos
de L. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. L é uma extensao de Galois de K;

2. L é um corpo de decomposi¢iao de um polinémio separdvel sobre K;

3. LF =K

Se qualquer uma destas condigoes se verifica, entdo |G(L : K)| = [L : K].
Demonstragao [4, Proposigio 7.7.4] O
Proposicao 1.3.8 Seja f(x) € K[x] um polindmio de grau n. Entao, o seu
grupo de Galois € isomorfo a um subgrupo de S,.
Demonstragao [3, Proposi¢ao V.1.6] [

A seguir enunciamos a correspondéncia existente entre subgrupos de de-
terminadas extensoes de um corpo K, as de Galois, e os corpos intermédios
dessa mesma extensao. A bijeccao existente permite-nos caracterizar corpos
intermédios que sao extensoes normais de K em fung¢ao dos subgrupos de
alguns grupos de Galois.

Teorema 1.3.9 (Teorema da Correspondéncia de Galois) SejaL/K uma
extensao de Galois e consideremos

S(GIL:K)) ={G:G<G(L:K)}, o conjunto dos subgrupos de G(L : K)

e

CIL/K)={M:KcCMCL}, o conjunto dos corpos intermédios entre K e L.
Considerem-se também as aplicagoes

GL: ): CIL/K) — S(G(L:K))
M —  GL:M), YM:KcMcL

fiz(): S(GL/K)) — CI(L/K)
G —  fiz(G), YG:G<G(L:K).



29 CAPITULO 1. PRELIMINARES

(a) As aplicagoes sao bijecoes, cada uma inversa uma da outra, que in-
vertem inclusoes.

(b) Tem-se que |G(L: K)| =[L:K] e|G| = |L: fiz(G)|, VM € CI(L/K),VG €

S(G(L : K)).

1. Tem-se que G < G(L : K) se e s6 se a extensdo fix(G)/K ¢
normal; e

2. Tem-se que a extensao M/IK é normal se e s6 se G(L : M) <
G(L:K).

(¢) Se a extensao M/K for normal entdo G(L : K)/G(L : M) ~ G(M : K).

Demonstragao (3, Teorema V.2.6] O

Teorema 1.3.10 (Artin) Seja K um corpo ¢ seja G um grupo finito de
automorfismos de K, de ordem n. Sejo L = K% o corpo fizo de G. Entao
K/ é uma extensao de Galois e o seu grupo de Galois é G. Tem-se que
[K:L]=mn.

Demonstragao (8] [

Como aplicacao da teoria de Galois podemos demonstrar propriedades do
discriminante de um dado polinémio sobre um corpo K.

Proposicao 1.3.11 Seja K um corpo e p(x) € K|z] um polindmio separdvel
e irredutivel. Sejam o, ..., o, as raizes de p(x) num corpo de decomposi¢ao
E de p(x). Entdo Dy € K.

Demonstragao Seja o € G = G(E : K). Note-se que 0 (Dp(z)) = Dy, logo
Dy E E®. Como E é corpo de decomposicio de um polinémio separdvel
sobre K, pela Proposicao 1.3.7, E¢ = K, deduzindo-se o pretendido. [J

Proposigao 1.3.12 Seja K um corpo e p(x) € K[z| um polinémio separdvel
e trredutivel. Sejam o, ..., as raizes de p(x) num corpo de decomposi¢ao
E. Entao Dy, é um quadrado perfeito em K se e s6 se o grupo de Galois
de p(z), G(E : K), é um subgrupo de A,.
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Demonstragao Seja ¢ € G = G(E : K) e d = /Dyy =[] (ri — 1),
1<

Pela Proposigao 1.3.8 podemos pensar em ¢ como sendo uma i;erxllutzlqéo

do conjunto dos zeros de p(x). Tal como na demonstracao da Proposi¢ao

1.3.11, B¢ = K. Tem-se entdo que d € K se e s6 se d € B, isto é, se e s6 se

o(d) = d. Mas tal s6 acontece se o for uma permutacao par, logo, G ¢ um

subgrupo de A,. O
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Capitulo 2

Sy como grupo de Galois

Neste capftulo demonstramos que dado n € N e S,,, 0 grupo simétrico em n
clementos, existe um polinémio em Q[z] cujo grupo de Galois é isomorfo a
Sy (Teorema 2.3.5).

Comegamos por verificar na secgao 1 que dado um corpo K, se o grupo de
Galois de um polinémio f(z) € K[z| de grau n é isomorfo a S,,, entéo f & irre-
dutivel sobre K. Na seccao 2 estudamos elementos v, ..., o, algebricamente
independentes sobre . Mostramos que dado n elementos algebricamente
independentes sobre ), as suas n! permutagoes induzem Q-automorfismos
na extensao gerada por estes elementos. Finalmente na sec¢ao 3 tomamos
elementos «y,...cx,, algebricamente independentes sobre Q e & custa destes
definimos f(x) e by, ..., b, € Q(ay, ..., o) que permitirdo demonstrar o resul-
tado pretendido.

2.1 Preliminares

Sabemos pela Proposicao 1.3.8 que o grupo de Galois de um polinémio f de
grau n sobre um corpo K ¢é isomorfo a um subgrupo de S,,. Por definicao, o
corpo de decomposicao de f nao é mais que A = K(ay, ...a,) onde oy, ..., vy,
sdo as rafzes de f(z). Sabemos também que zeros de factores irredutiveis
de f(x) sao transformados sob acgdo de elementos de G(A : K) em zeros
desses mesmos factores. Note-se ainda que os automorfismos de G(A : K)
sao determinados pelas imagens das raizes de f(xz).

Definicao 2.1.1 Seja E uma extensao algébrica de um corpo F. Dois ele-
mentos oy, g € B dizem-se conjugados se sao zeros do mesmo polindmio

25
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irredutivel de F[z].

Proposigao 2.1.2 Seja f(x) um polinémio de grau n sobre um corpo K cujo
grupo de Galois é isomorfo a S,. Entdo f ¢ irredutivel sobre K.

Demonstragao Seja f(z) um polinémio nas condi¢oes do enunciado e supon-
hamos, por redugao ao absurdo, que f(z) nao é irredutivel, isto é, que se pode
escrever como produto de dois polinémios distintos nao constantes. Assim,
podemos tomar num corpo de decomposi¢ao do polinémio duas raizes, a; ¢
a;, que pertencem a factores irredutiveis distintos, nao sendo portanto con-
jugadas. Consequentemente, o grupo de Galois de f(x) sobre K ndo conteria
nenhum automorfismo que envia a; em a;, uma vez que este envia rafzes de
factores irredutiveis em rafzes desses mesmos factores. Deste modo nao pode-
ria conter todas as permutagoes dos zeros de f(x), logo nao seria isomorfo a

Sy. 0

2.2 Elementos algebricamente independentes
sobre Q

Na seccao 1.2. introduzimos a definicao de elemento algébrico. Dada F
extensao de Q e a € I, dizemos que a é algébrico sobre Q se existir p(x) €
Q|[z], nao nulo, tal que p(a) = 0. Podemos agora demonstrar que o conjunto
dos elementos algébricos sobre Y é numerdvel, isto é, que existe uma bijec¢ao
entre este conjunto e N.

Proposicao 2.2.1 O conjunto dos nimeros algébricos sobre Q) é niimerdvel.

Demonstragao Notemos que todo o nimero algébrico é a raiz de algum
polinémio de coeficientes inteiros. Comecemos por ver que o conjunto de tais
polinémios é numeravel. Consideremos a sequéncia de primos py, pa, pa, ....
A cada polinémio a,z" + a, 12" + ... + ay ndo trivial associamos o racional
positivo p{® ps' p5*...py% . Atendendo a decomposigao dos naturais como pro-
duto de poténcias de primos, estabelecemos uma bijec¢ao entre os racionais
positivos diferentes de 1 e o conjunto dos polinémios sobre ). Como o con-
junto dos racionais positivos diferentes de 1 ¢ numerdvel, o conjunto dos
polinémios com coeficientes inteiros ¢ numerdvel, podendo os polinémios ser
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listados como fi, fo, f3, ... . Para obter o conjunto dos mimeros algébricos em
@, basta listar as raizes de f, de f;, e assim sucessivamente, obtendo-se no

final um conjunto numeravel. [

Definicao 2.2.2 Dizemos que n elementos a,, ao, ..., a, sao algebricamente

independentes sobre Q) se nao existe um polinémio p(xy, s, ..., x,) € Q[zy, 29, ..., 2y

tal que
p(aluaza seey an) == O:

ou seja, se nao existe uma relagao algébrica entre eles.

Lema 2.2.3 Para todo o n, existem n elementos algebricamente indepen-
dentes sobre Q.

Demonstragao Comecemos por reparar que, pelo Lema 2.2.1, o conjunto
dos nimeros algébricos sobre (Q é numerdvel. Uma vez que C nao é numerav-
el, sabemos que existe um mimero a; transcendente sobre @, isto é, tal que
a) nao ¢ raiz de qualquer polinémio de Q[z].

Note-se que @ (a1) = { 284 : £ (2), 9 («) € Qlal. g (x) # 0} e (1), glar) #

g(a1)
0 uma vez que a, ¢ transcendente sobre (Y. Assim, cada elemento ¢ da forma

a0l + 016} + ... + 0
m—1
6ma’?1’n + ﬁmfla’l P ﬁﬂ

Logo, @ (a;) € um conjunto numerdvel.

Portanto, tal como anteriormente, podemos escolher um elemento ag
transcendente sobre Q(a;); de seguida um elemento a; transcendente so-
bre Q(ay, az) e assim sucessivamente, até obtermos uma sequéncia a;, as, ...,
a,, onde a, é transcendente sobre Q(ay, as, ..., @,_1).

Vejamos agora, por redugao ao absurdo, que os elementos encontrados
sao algebricamente independentes sobre (. Para tal, suponhamos que existe
um polinémio em Q[zy, s, ..., z,] tal que p(a;,as, ..., a,) = 0. Seja k o maior
indice que aparece nesta relagao (1 < k& < n). Entao, a; seria algébrico
sobre Q(aq, asg, ..., ar_1), 0 que é uma contradi¢ao, atendendo & escolha dos
a;’s. Portanto ay,as, ..., a, sdo algebricamente independentes sobre ( como
se pretendia demonstrar. [J

Mostramos agora, de que modo permutacoes de elementos algebricamente
independentes sobre (Q originam automorfismos das extensoes geradas por
esses elementos.
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Lema 2.2.4 Sejam aq, as, ..., a, n elementos algebricamente independentes
sobre Q e B = Q(ay,as,...,a,). Entdo, cada uma das n! permutagoes do
conjunto ay, as, ..., a, mduz um automorfismo em B que mantém fizo Q.

Demonstragao Note-se que toda a permutacao (a; ay ... a,) se pode escrever
como uma sequéncia de transposigoes (a; ay)(a; a, 1)...(a; az).

Como a composicao de automorfismos é um automorfismo, basta mostrar
que toda a transposigao (c, d) do conjunto {a, ..., a, } induz um automorfismo
de Q(c,d) que mantém Q fixo.

Note-se que a extensao E obtida de ) se mantém invariante, quando
trocamos a ordem dos a;’s. Consideremos a transposicao que permuta a;
e a;, e K a extensiao de Q gerada por todos os outros a,’s, isto ¢, K =
Q@ g ooy O By sy By B3 ooy Br)« Assimy; B = K(ay; 03]

Sejam ¢ = a; e d = a;. Entao B ( = K(c, d)) pode ser representado por

e

O candidato natural para o automorfismo induzido pela transposicao que
permuta os elementos ¢ e d é a aplicacao

:pqE K[Jﬂlaﬂiz];(l%o}-

¢: Kle,d) — K(ed)
pleyd) pdc)
ged) T qlde)

Verificamos agora que esta aplicagao estd bem definida, que é bijectiva,
que preserva a adi¢cdo e a multiplicacao e que mantém os elementos de Q
invariantes.

Com vista a mostrar que ¢ estd bem definida, consideramos

qile,d)  gafc.d)

(Queremos ver que as imagens por ¢ destas duas representagoes sao iguais,

isto ¢, que
m (d: C) — p?(da (")
i (da C) q?(da C)

Da equagao (1) tem-se que x = ¢ e y = d é solugao da equagao polinomial

mle,d)  pacd) c K. (1)

(2)

! ('/L‘a y)ﬂk(ﬁf, y) - pZ(:’E’ U)QI (337 U) =0
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Como (¢, d) sdo algebricamente independentes, nao poderd existir um
polinémio nao trivial p € K[z, 25 tal que p(c, d) = 0. Portanto,

m(z,y)g(e,y) — pala, y)g(z, y)

terd de coincidir com o polindmio nulo. Assim, qualquer par ordenado
¢ solucao desta equagao. Em particular, (d,¢) também ¢é solugao deste
polinémio, ou seja, pi(d, ¢)ga(d, ¢) — pa(d, ¢)q1(d, ¢) = 0, deduzindo-se assim
a equagao (2).

Para mostrar que ¢ é injectiva, isto é, que

. (px(c, d)) _ ('Pz(c‘d)) _, mled)  pfed)

ai(c.d) g2(c, d) qi(c,d)  gofc,d)

ou seja, que
pdo) o pled  pled
q1 (da C) Q‘2(d, C) th (C, d) Q'z(fa d) ’

basta usar um argumento andlogo ao anterior.
Atendendo a forma como ¢ estd definida, ¢ é obviamente sobrejectiva.

Sejam Z—:((%, z—zé%)l € K quaisquer. Tem-se que

b pi(cd) | paed) ) _ & pr(e.d)ga(ed) +pa(cd)q(c.d)

qi{cd) ' qa{cd) q1(c,d)qz2(c.d)

p1(d.c)ga(d,c)+pa(d,c)qi (d.c)
{“(dvc)th(d:{")

p1(d,c pg!d,c!

qi(d,c) ' gq2(d.e)

e que

P1 (Csd} p?(cvd) - o (c,d)pz (Cvd)
¢ (m(C.d) A tn{c,d)) = (qlfc,d)qz(c,d))
pi(d,c)pa(d,e
q1 d,C;QQ(d,C)
pild,e p2(dic)
q1(d,e) ga(d,c)?

assim ¢ preserva a adi¢ao e a multiplicagao.
Para concluir apenas notamos que esta aplicagao mantém os elementos de
@ invariantes uma vez que s6 impoe transformacoes a ¢ e d, que sao elementos

de E\Q. O
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2.3 Polinémios cujo grupo de (alois é 5,

Consideremos n elementos a,, as, ..., a, algebricamente independentes sobre
Q e seja f (z) o polinémio definido do seguinte modo

f@) = 1 (e-a)

onde os b;’s sao dados por:

bl = *(fll e ‘F(Ln)
bg =aae + ... +a,_10,

b; = (—1)" x (soma de todos os produtos de ¢ diferentes a;’s)

b, = (—1)"ayas...a,,
isto é,
b; = (—ljiei(al, ey Q)
onde e; é a i-ésima funcao simétrica de n varidveis.
Entao:

Lema 2.3.1 O polinémio f(x) definido antes é irredutivel sobre Q (by, b, ..., b,) .

O grupo de Galois de f(x) sobre Q (by, ba, ..., b,) € isomorfo a S,,.

Demonstragao Seja B = Q(ay, a9, ...,a,) e K = Q(by, ba, ..., b,). Note-se
que, atendendo a definicao de f e dos b;’s, [ é o seu corpo de decomposigao.

Pelo Lema 2.2.4, cada permutagao dos a;'s induz um automorfismo de [E
que fixa todos os elementos K = Q (by, by, ..., b,), e portanto, induz um ele-
mento de G(E : K), pelo que, |G(E : K)| > n!. Uma vez que o grupo de Ga-
lois do polindémio f, de grau n, ¢ isomorfo a um subgrupo de S,, (Proposigao
1.3.8), temos que

GE:K)~S,.

Pela Proposicao 2.1.2, f é irredutivel sobre K. [J
Como E = Q(ay, as, ..., a,) ¢ uma extensao finita de K = Q (b, by, ..., by,),

[ é uma extensao simples de K. No préximo lema mostramos de forma
simples tal facto.
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Lema 2.3.2 Sejam aq,as, ..., a, algebricamente independentes sobre Q) e & =
Q(ay, ay, ..., a,). Entdo existem inteiros my,ma, ..., m, tais que & = K(ma,+
Moz + ... + Mypay,).

A soma myaq + maas + ... + mya, assume n! valores distintos, que cor-
respondem s n! permutagoes possiveis dos a;’s, onde K = Q (by, b2, ..., b,).

Demonstragao Uma vez que E é corpo de decomposicao do polinémio
f(z) € K[z|, pela Proposicio 1.3.7, E é extensao de Galois de K, logo
finita. Note-se que atendendo & definigao dos b;’s, B = Q(ay, as, ..., a,) =
K (ay,ag, ..., a,). Pelo Teorema do Elemento Primitivo (Teorema 1.2.26), es-
ta extensao pode ser escrita como uma extensao simples. No Teorema 1.2.26

demonstra-se que existem inteiros m,, ..., m, tais que £ = K (Z mt-a,-) . Pe-
i=1
lo Lema 2.3.1 e Teorema 1.3.9,
[E:K]=|GE: K)| =nl

T
Assim, o grau de Y mya; sobre K é n!, ou seja, o grau do menor polinémio
i=1

n n
sobre K do qual >  mya; € raiz é n!. Entdo, > m;a; terd n! conjugados
=1 i=1

T
os quais nao sao mais do que imagens de > mya; pelos n! automorfismos

i=1
n

de G(E : K). Tais automorfismos associam a » . m;a; somas idénticas com
. ~ 1.:1 . . ~

os a;’s permutados. Estes conjugados sao todos distintos, uma vez que sao

raizes de polinémios irredutiveis que, pelo Teorema 1.2.24, nao podem ter

raizes multiplas. Portanto, todas estas somas sao distintas. [

T
Denotemos por ¢j, ¢, ..., ¢y 08 n! valores distintos obtidos de > mya;
i=1
permutando os a;’s.
n!
Seja g(x) =]] (z—c;). Note-se que as permutagoes dos a;’s correspondem
i=1
a permutagoes dos ¢;’s, nao alterando portanto g(z). Portanto, os coeficientes
de g(x) sao polindémios simétricos avaliados em (ay,ay, ..., a,). Como estes
a;'s sao rafzes de um polinémio sobre K, por 1.2.41, os coeficientes de g(z)
pertencem a K. O corpo de decomposigao de g(x) serd entdo K(cy, ..., ¢,).
Pela demonstracdo do Lema 2.3.2, K(¢y, ..., ¢,) = E, logo o grupo de Galois

de g(z) ¢ G(E: K) ~ §,,. Assim, pela Proposigao 2.1.2, g (z) ¢ irredutivel.
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Lema 2.3.3 O grupo de g(z) sobre K ¢é isomorfo a S, e o polinémio g(x) é
irreduttvel sobre K = Q (by, by, ..., b,).

Acdbamos de ver que tanto o grupo de Galois de f como o de g sobre K
sao isomorfos a S,,.

Construimos agora dois polinémios F'(t),ta, ...ty x) e G(ty,ta, ... tn, )
de n + 1 varidveis sobre . O grau de cada um destes polinémios serda n e
n!, respectivamente, tal como f e g.

Comecemos por tomar n varidveis sp, 8, ..., 8, € definir n funcoes t; do
seguinte modo: ‘

ti = (—1)1 €; (81, Sa2, ...,Sn) y

onde e; corresponde ao i-¢simo polinémio simétrico de (sy, 9, ..., 8,).
Definamos também n! fungoes u; da seguinte forma

n
U =9 M;8;
i=1

e todas as somas obtidas permutando os s;’s.
Construimos agora F' e G;

Fltytg, ntn,2) = 2"+ 62"+ ..+ t,

n

= [] (z—s:)

i=1

G(tl,tg,...,tn,l') = (:r—u,)
i=1

b

Il

Enquanto que para a fun¢ao F' temos uma representagao explicita em
termos de t;,ts,...,t, € x, para G nao temos. Sabemos que os coeficientes
das poténcias de x em G podem ser escritas como polinémios em s;’s e que
sao simétricos como fungoes dos s;’s.  Assim, pelo Teorema Fundamental
dos Polinémios Simétricos (Teorema 1.2.39) sabemos que G representa uma
fungao nas varidveis ty, s, ..., t,, e x. Note-se que F(by,by,....,by, ) = f(x) e
G(b1,bay ..., b, z) = g(x).

Lema 2.3.4 Os polinémios F' e GG sao irredutiveis em Q.

Demonstragao Consideremos os polinémios G(ty,ta, ..., ty, x) e F(t, to, ... t,, 1)
sobre Q definidos anteriormente.
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Suponhamos que I nao é irredutivel sobre Q, isto ¢, que existem polinémios
R e S nao triviais de coeficientes racionais tais que

F(tl,tg, ...,tn,.’l’l) = R(tl,tg, crey tn,.'E')S(tl,tz, S f”_,.‘l').

Esta factorizagao, a existir, seria vélida para quaisquer valores de ty, t5. ... 1,
em particular, para t; = b; = (—1)"e;(ay, az, ...,a,). Tendo R e S graus em
x nao inferior a um, esta substituicao resultaria numa factorizacao de f,
contrariando o facto de, pelo Lema 2.3.1, f ser irredutivel sobre Q(b,,...,b,).
Suponhamos agora que S tem grau 0 em z. Neste caso,

S(t1, tay oo byy) = 8L, toy vy tn ).

Entao, o coeficiente de 2™ no produto RS serd dado por r(ty, ta, ..., t,)s(t1, to, ..., tn), |
sendo r(ty,ts,...,t,) 0 coeficiente de z" de R(t,ts,....tn,z). Mas como I
F(ty,ta, ..., t,, ) tem coeficiente de 2™ igual a 1, o grau do polinémio r(ty, to, ..., tn)8(ty, ta, ..., t,) |
terd de ser nulo. Visto que o grau do produto de polinémios corresponde a

soma dos graus de cada factor, concluimos que r e s tém ambos grau zero

em qualquer uma das varidveis, ou seja, r e s reduzem-se a constantes nao

nulas. Mas, neste caso, S também é uma constante e portanto a factorizacao

F' = RS é uma factorizagao trivial, ou seja, F' é irredutivel em Q.

Um argumento andlogo prova a irredutibilidade de G. [J

Demonstramos agora o resultado principal deste capitulo.

Teorema 2.3.5 Para todo o inteiro positivo n, existe um polinémio em Q
cujo grupo de Galois € isomorfo a S,.
n!
Demonstragao Sejan € N e G(t,t2,....tn,z) =[] (z — ;) o polinémio so-
i=1
bre @ construido antes. Pelo Teorema de Hilbert (Teorema 1.1.11), podemos
escolher racionais 3, 3,, ..., 3, tais que o polinémio

é(.ﬁ) = G(ﬂlaﬂ% "'!Bnax)

é irredutivel em Q[z].
Pretendemos demonstrar que o grupo de Galois de

F(z) = F(By, By, s By 2) = 2" + By + ... + 8,

¢é isomorfo a S,,.
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Sejam aq, ag, ..., a, as rafzes de F. _Entao, miay + maag + ... + mua,
pertence ao corpo de decomposi¢ao de F, Q(«y, oy, ..., e, ). Por definicao de
G ede F, mjay +moasg + ... + mya, & um zero de G, o qual é um polinémio
irredutivel de grau n! sobre Q. Assim existe em Q(ay, a, ..., ;) um elemento
de ordem n! sobre Q. Logo [Q(ay, g, ..., a,) : Q] > nl. Portanto, o grupo de
Galois de F tem ordem néo inferior a n!.

Como este grupo corresponde ao conjunto das permutagoes dos vy, g, ..., oy,
a sua ordem poderd ser, no médximo, n!.

Deste modo, o grupo de Galois de F terd, precisamente, ordem n!, ou
seja, é isomorfo a S,. [J



Capitulo 3

Numeros Construtiveis

Um dos problemas da geometria cldssica consistia no tragado de diversas fig-
uras e na realizacao de diversas construgoes, tendo como 1inicos instrumentos
uma régua (ndo graduada) e um compasso. Um nimero real a diz-se con-
strutivel se for possivel construir um segmento de recta de comprimento |«|
a partir de um segmento de recta unitdrio num mimero finito de passos us-
ando apenas uma régua e um compasso. Nesta sec¢ao, sempre que USarimos
o verbo “construir” estaremos a falar em construir usando apenas régua e
COMpasso.

Neste capitulo demonstramos que dado um real «, para que ele seja
construtivel é necessdrio que o grau de « sobre @ seja uma poténcia de
2. A condicao obtida nao é no entanto suficiente tal como ¢ demonstrado na
proposicao 3.2.7. Para tal consideramos um polinémio sobre @ cujo grupo
de Galois é isomorfo a 5,. A existéncia deste polinémio é-nos garantida pelo
Teorema 2.3.5.

3.1 Preliminares
Dada uma régua (nao graduada) e um compasso as operagoes que podemos

realizar com estes instrumentos sao chamadas construcgoes fundamentais e
sa0:

1. Dados dois pontos, podemos tragar uma recta que passa pelos dois
pontos e prolongé-la até ao infinito nas duas direcgoes;

35
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2. Dados dois pontos podemos tracar o segmento de recta que une os dois
pontos;

3. Dado um ponto e um segmento de recta, podemos tracar a circunfer-
éncia com centro nesse ponto e raio igual ao comprimento do segmento
de recta.

O lema seguinte diz-nos que a soma e o produto de mimeros reais con-
strutiveis ainda é um mimero construtivel.

A sua demonstragao serd omitida mas demonstracao andloga ¢ feita em
3.1.3.

Lema 3.1.1 Dados segmentos de comprimentos 1, a e 3, com o > [3 e
3 # 0, é possivel construir segmentos de comprimentos o + 3, o — 3, af e

a/s.

P

Definicao 3.1.2 Dizemos que wm nimero real o é construtivel se, dado
um segmento de comprimento 1, é possivel construir, num mimero finito de
passos, um segmento de comprimento |a|.

Pelo Lema 3.1.1 podemos concluir que todos os niimeros racionais sao
construtfveis.

A proposicao seguinte ¢ apenas uma reformulacao deste Lema usando o
conceito de nimeros reais construtiveis:

Proposigao 3.1.3 Sejam « e 3 dois reais construtiveis. Entao também
a+f,a—0,a8 ea/p
sao construtiveis.

Demonstragao Consideremos dois reais construtiveis o e 3, com o > /3.
Tragamos sobre uma recta s um segmento [AB]| de comprimento o e um
segmento de recta [C'D| de comprimento igual a 3 de modo que B coincida
com C. Construa-se uma circunferéncia com centro em B e raio CD. A
circunferéncia intersecta a recta s nos pontos D e E tais que B estd entre A
e D e F estd entre A e B. Entao, o comprimento de [AD], AD, é o+ B e o
de [AF] & a — 3, concluindo-se que o + 3 ¢ o — 3 sdo construtiveis.
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A E B=C D s

Figura 3.1: Construgao da soma e da diferenca de dois reais construtiveis

Com vista a demonstrar a segunda parte da Proposi¢do, marcamos sobre
uma recta dada s um segmento de recta [AB] de comprimento igual a «.
Por A, tragamos outra recta r, concorrente com a anterior. Em r marcamos
a partir de A um segmento unitdrio, digamos [AC], ¢ o segmento [AD] de
comprimento igual a 3. De seguida tragamos a recta t que contém os pontos
B e C e construimos a recta t’ paralela a t que passa por D. Seja P o ponto
de intersecgao das rectas t’ e s.

Entdo o comprimento de [AP], AP = a3, uma vez que, pelo Teorema de
Tales,

AC 4B

AD AP
isto é,

l . &

B~ AP

Conclufmos assim que a3 é construtivel.

Nas mesmas condigoes do caso anterior, tracamos a recta { que contém
os pontos B e D e construimos por C' a recta t’ paralela a t que intersecta a
recta s no ponto Q.

Entdo AQ = /3 uma vez que

isto é,
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Figura 3.2: Construcao do produto de dois reais construtiveis
|
|
|

Mostramos agora que se « ¢ construtivel, \/a também o é.

Lema 3.1.4 Dados segmentos de comprimentos 1 e « é possivel construir
um segmento de comprimento \/c.

Demonstragao Consideremos sobre uma recta s o segmento unitario [AB]
e o segmento [BC] de comprimento BC = «a. Seja M o ponto médio do
segmento [AC| e construa-se uma semicircunferéncia com centro em M e
diametro AC. De seguida construa-se a perpendicular s’ a s pelo ponto B e
seja D o ponto de intersec¢ao da recta s’ com a semicircunferéncia.

Entao, [BD] é um segmento de comprimento,/a jd que

BC BD
BD ADB’
isto é, L
a  BD
BD 1

concluindo-se o pretendido. [J
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Figura 3.3: Construcao do quociente de dois reais construtfveis

Definicao 3.1.5 Seja F um corpo. Designamos por plano de F o conjunto
dos pares ordenados (x,y), com z,y € F.

Entende-se por recta de [F a recta que passa por dois pontos distintos do
plano de F e por circunferéncia de [ a circunferéncia cujo centro e algum
ponto da circunferéncia pertencem ao plano de F.

Lema 3.1.6 Toda a recta do plano de F pode ser representada por uma
equacao do tipo
ar+by+c=0,

coma,b,ceF.
Toda a circunferéncia pode ser representada por uma equacdao do tipo

B+ +ar+by+c=0,

coma,b,ceF.

3.2 Extensoes quadraticas

Relacionamos agora o conceito de mimero construtivel com a existéncia de
certas extensoes. Comecamos por introduzir o conceito de extensao quadrati-
ca de um corpo.
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Figura 3.4: Extraccao da raiz quadrada de um real construtivel

Definicao 3.2.1 Seja F wm corpo. Dizemos que F(k) é uma extensao
quadrdtica deF se K> cF ek ¢ F.

Lema 3.2.2 O ponto de intersecgio de duas rectas de F pertence a F. Os
pontos de intersec¢ao de uma recta com uma circunferéncia de F, assim com
os pontos de intersec¢dao de duas circunferéncias de F pertencem ao plano de
F ou ao plano de alguma extensao quadrdtica de F.

Demonstragao O caso da intersecgao das duas rectas de [F equivale a solugao
das duas equagoes

mr+bhy+e = 0

AT + bzy +C = 0,
com @y, as, by, bs, ¢1, co € F (Lema 3.1.6). E 6bvio que a resolucao deste
sistema envolve operagoes racionais, estando as solugoes = e y em IF, ou seja,
(x,y) pertence ao plano de F, {(z,y) : 2,y € F}.

O caso da intersecgao de uma recta com uma circunferéncia em F reduz-se
a solugao do sistema de equagoes em [F

G,l.’,l?+bl'y+(31=0
2+t ax+by+c=0,
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com ai, asz, by, ba, ¢1, co € F. Como os coeficientes a; e b; nao podem ser
simultdneamente zero, a primeira equagao pode ser resolvida em ordem a
qualquer uma das duas varidaveis. Sem perda de generalidade consideremos
a equagao resolvida em ordem a y:

Substituindo na segunda equagao obtemos uma equacao do segundo grau
em x com coeficientes em F. Sabemos que, utilizando a férmula resolvente,
obtemos solucdes do tipo A - BVE, com A, B, k € F e k > 0. Substituindo
estas solugdes na primeira equagao obtemos uma solucao para y do tipo
A"+ B'Vk, com A, B', k € F. Assim, quando vk € F os pontos pertencem
a IF. Caso contrario, isto é, quando vk ¢ F, os pontos pertencem ao plano
de F(vE).

No caso da interseccao de duas circunferéncias, as equagoes:

:E2+y2+a1:c+bly+cl 0
P +y taxrt+byt+ec = 0

podem ser subtrafdas, obtendo-se uma equacao linear com coeficientes em F.
A equagao obtida pode ser resolvida em simultidneo com uma das equagoes
da circunferéncia, reduzindo este caso ao caso anterior. [

Lema 3.2.3 Seja E uma cxtensao quadritica de F. Entdo [E: F| = 2.

Demonstragao Pela definicio de extensdo quadritica, E = F(vk), para
algum k € F tal que vk ¢ F. Uma vez que vk e —Vk ndo pertencem a F, o
polinémio 22 — k ¢ irredutivel. Assim vk é raiz de um polinémio irredutivel
de grau 2 sobre F. Pela Proposigao 1.2.16, [E : F] = 2. O

Lema 3.2.4 Dado «, se existe uma sequéncia finita de corpos Q = Fy C
Fy C .. CFn, tal que o € Fy, e tal que para todo 0 j, 0 <j < N —1, F;4
¢ uma extensao quadrdtica de F;, entdo o é construtivel.

Demonstragao A demonstragao faz-se por indugao em N.
Se N =0, Fp = @, a ¢ racional e portanto construtfvel.
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Suponhamos que a afirmacao se verifica para um dado n. Queremos ver
que entdao também se verifica para n + 1. Se o € F, 1, como F,;; é uma
extensao quadrdtica de F,,, a pode ser escrito na forma a, + b,k,, com
Qp, bn, by € Fy,. Por hipétese de indugao, a,, b,, k, sao construtiveis. Pelos
Lemas 3.1.1 e 3.1.4, conclui-se que a = a, + b,\/k,, é construtivel como se
desejava demonstrar. [

O resultado seguinte caracteriza os mimeros construtiveis como sendo
aqueles para os quais existe uma sequéncia finita de extensoes quadrdticas de
Q (podemos chamar extensao multi-quadrdtica a uma extensao deste tipo).

Teorema 3.2.5 Um mimero « é construtivel se e sé se existe uma sequéncia
de corpos Q = Fy C Fy, C ... C Fy, com a € Fy, tal que para todo o j,
0<j7<N-—-1,F; éuna extensao quadrdtica de I;.

Demonstragao Consideremos os pontos (0,0) e (1,0) no plano cartesiano e
a um nimero construtivel. Por definigao, pode ser construido um segmento
de comprimento |a|. E claro que podemos usar este segmento, o ponto (0,0) e
a recta que passa pelos pontos (0, 0) e (1, 0) para construir o ponto P = («, 0).
E portanto suficiente mostrar que o ponto P pertence ao plano de um corpo
Fn que verifica as condigoes do enunciado, isto é, um corpo obtido a partir
de Q através de uma sequéncia finita de extensoes quadréticas.

A construgao do ponto P envolve um mimero finito de passos de con-
strugoes fundamentais, cada um dando origem a um nimero finito de pontos
novos resultantes de intersecgoes. Listemos todos estes pontos segundo a or-
dem da sua construgdo. Se no i-¢simo passo da construgao resultarem, pela
primeira vez, mais do que um ponto, suponhamos m pontos, estes sao lista-
dos na i-ésima, i + 1-ésima, etc. posi¢ao por qualquer ordem. No ¢ + 1-ésimo
passo da construgao os pontos sao listados comegando agora na posigao i +m.

Suponhamos que o ponto P se encontra na t-ésima posigao. Temos entao

P, Py B, =P

Verificamos agora que existe um corpo F, que se pode obter a partir de Q
através de uma sequéncia de extensoes quadréticas, tal que P, Py, ..., P,_,, P,
pertencem ao plano de F. Como P, e P, sao os dois pontos de partida, (0,0)
e (1,0), estes pertencem desde logo ao plano de @, estando a afirmagao
provada para t = 1 e t = 2. Suponhamos que um dado FP,_; construtfvel
pertence a uma extensao quadrética. Para mostrar que a afirmagao é vélida
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para qualquer ¢, recordemos que a construgao de P, apenas envolve figuras
construidas usando os pontos Py, P, ..., P,_|, e portanto, por hipétese de
indugao, figuras que pertencem ao plano de algum corpo F que pode ser
obtido de @ através de uma sequéncia de extensoes quadrdticas. No entanto,
pelo Lema 3.2.2, P, pertence ao plano do corpo F ou IF(\/Z) para algum
keFevk ¢ F. Em cada um dos casos, P, assim como os outros P’s,
pertencem ao plano de um corpo do tipo pretendido.
Com o Lema 3.2.4 conclui-se o resultado. [J

A partir da existéncia de extensoes quadrdticas de um dado mimero re-
al construtivel, demonstra-se que o grau desse niimero sobre () serd uma
poténcia de 2.

Teorema 3.2.6 Seja o um real construtivel. Entao degg « é uma poténcia
de 2.

Demonstracgao Seja o« um mimero construtivel. Entao, existe uma sequén-

cia de corpos

() = B 5 € o & Fy
tais que a € Fy e para cada j, IF; ; é uma extensao quadrética de F;. Deste
modo, para cada j, [F;+; : F;] = 2. Aplicando sucessivamente o Teorema
1.2.4,

[Fy: Q] =2V,
Como a € Fy, Q(a) C Fy. Deste modo,
[Fn:Q] = [Fn:Q(e)][Qa): Q]
2V = [Fn:Qa)][Qa): Q).

Assim, nenhum dos factores do membro direito pode ter factores fmpares.
Portanto, [Q(a) : Q] é uma poténcia de 2, que pela Proposigao 1.2.16 iguala
a degg a. [

Usando o Teorema 2.3.5 podemos demonstrar que existe um mimero o cu-
jo grau sobre (Q é uma poténcia de 2 mas que nao é construtivel. Demonstra-
se assim que o resultado obtido em 3.2.6 nao é suficiente.

Proposicao 3.2.7 Para todo m > 2, existe um nimero «, tal que
degg o = 2™,

e tal que o ndo é construtivel.
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Demonstragao Seja n = 2™, para algum m € N\ {1}. Pelo Teorema
2.3.5, podemos considerar f(x) um polinémio sobre @ cujo grupo de Galois é
isomorfo a S,,. Pela Proposicao 2.1.2, f(x) é irredutivel. Assim, pelo Teorema
1.2.24, f(x) ndo tem rafzes nuiltiplas de onde, cada uma das suas rafzes tem
grau n = 2™ sobre (.

Suponhamos que todas estas rafzes eram construtiveis. Entao, todo o
elemento do corpo de decomposicao E de f(x) seria construtivel, uma vez
que todos os elementos de [E poderiam ser definidos através de combinagoes
racionais das rafzes de f(z). O grau de [E: @] é n!, uma vez que ¢ igual a
ordem do grupo de Galois. Se escrevermos E como uma extensao simples de
Q, E = Q(a), entao degga = n!. Mas m > 2 pelo que n > 4. Assim, n!
contém o factor fmpar 3, ou seja, n! ndo é uma poténcia de 2. Pelo Teorema
3.2.6, & nao é construtfvel.

Portanto, pelo menos uma das raizes de f nao é construtivel. Seja o essa
raiz. [J




Capitulo 4

Polinémios com raizes nao
exprimiveis por radicais

As rafzes de um polinémio f(z) = ax? + bx + ¢ de segundo grau com coefi-
cientes reais séo dadas pela férmula (—b + /6% — dac) /2a. A mesma férmula
é vdlida para um polinémio f(z) € Flz| onde IF ¢ um corpo de caracteristica
diferente de 2.

Sobre @, o polinémio z? + 2z — 2 € Q[z] tem como rafzes ou zeros
ﬁfz—m eQ (\/ﬁ) A questao que se pode por é se férmulas andlogas
podem ser encontradas para polinémios de grau maior que 2 com coeficientes
em (@, isto é, férmulas que envolvam uma sequéncia de operagoes racionais
e extraccoes de raizes. A resposta é afirmativa para polinémios de terceiro e
quarto grau com coeficientes em Q. J4 para polinémios de grau 5 tal nem
sempre é possivel. Mostrar-se-d4 que para cada n > 5, existem polinémios
de grau n tais que nenhuma das suas raizes pode ser calculada da forma
desejada.

4.1 Extensoes por radicais

Comegamos por formalizar a ideia de um elemento se conseguir obter de
elementos de um dado corpo usando sequéncias finitas de somas, diferencas,
produtos, quocientes e extracgoes de raizes.

Definicao 4.1.1 Um corpo E é uma extensao por radicais de um corpo
F se existem elementos o, ..., o, € B e intetros positivos ny, ...,n; tais que:

45
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1. E=F(ay,..., o)
2. 0" €F

3. o € Flay, ..., 05-1) para 1l < i < n.

Um polinémio f(z) € Flz] diz-se resolivel por radicais sobre [ se o
sew corpo de decormposicao sobre F estd contido numa extensao por radicais

de IF.

De acordo com a defini¢do anterior um polinémio f(x) € F|z] ¢ resolivel
por radicais sobre F se conseguirmos obter todos os zeros de f(x) usando
uma sequéncia finita de somas, diferencas, produtos, quocientes e n-ésimas
rafzes comegando o processo com elementos de F.

Definigao 4.1.2 Um eclemento 3 diz-se exprimivel por radicais sobre F
quando existem a;, ..., Gy, tais que F(oy, ..., o, 3) € uma extensao radical de
F.

Mostramos agora que relagoes existem entre um polinémio ser resolivel
por radicais e o grupo de Galois desse polinémio; demonstrar-se-4 no fim
desta secgao que

Teorema 4.1.3 Um polindmio ¢é resolivel por radicais se e sd se 0 seu grupo
de Galois for solivel.

Relembramos que um grupo G se diz solivel se existir uma sequéncia de
subgrupos G = Hy 2 Hy O ... 2 Hy = {id} tal que cada H,;,; & um subgrupo
normal de H;, para cada 0 < i < N —1 e |H;|/|His1| é primo. A uma
sequéncia como a indicada antes déd-se o nome de série de decomposicao
de GG com factores primos.

Caso nada em contrério seja dito, nesta sec¢ao consideramos o polinémio
f(z), F o menor corpo que contém os coeficientes de f(x) e [E o seu corpo de
decomposigao.

Relembramos agora um resultado importante da teoria de grupos; demonstra-

se que S,, para n > 5, nao é soltivel. Necessitamos porém do seguinte lema:

Lema 4.1.4 Se N é um subgrupo normal de um grupo H com indice primo
p, entdo para quaisquer elementos ¢, € H, ¢ ') '¢pop € N.
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Demonstragao Sejam N, H, ¢, 1) nas condigoes do enunciado do Lema.
Sepe N, como N < H, v '¢yp € N. Como ¢ € N e N é subgrupo de
H, é fechado para o produto, logo d g € N,
Se ¢ ¢ N, considere-se N = {qbkn ne N ke Z}. Facilmente se verifica
que N & um subgrupo normal de H. Pelo Teorema de Lagrange, como
N < N, |N| & divisor de ’Kf

, isto é,
‘N‘=QJNI

para algum . Mas

]ﬂ | |[H| e |H| = p|N|. Logo p|N| = aq|N|, para algum

a. Como p ¢é primo, conclui-se que ¢ = 1 ou g = p. Como ¢ ¢ N, N # N j4
que ¢ € N. Logo g # 1. Portanto ¢ = p e N = H. Podemos assim escrever
Y € H na forma

¥ = ¢*n
para alguns k € Z e n € N. Mas entao
¢y = o InTlo Fogtn = ¢ n T gm
euma vez que N < H, ¢ 'n"'¢ € N. Como n € N, deduz-se que
¢ 'nlgn e N,

logo ¢~ 'y 'pnp € N. O

Proposigao 4.1.5 Sen > 5, entao S, nao é solivel.

Demonstragao Suponhamos, com vista a um absurdo, que S, ¢ solivel.
Assim, existe uma cadeia de subgrupos

Sp=G=HyD H D.. > Hy={id}

tal que para cada j € {0,...,N — 1}, H;;; ¢ um subgrupo normal de indice
primo de H;. Mostrar-se-, por inducdo em N, que para todo o j, H; contém
todos os ciclos de comprimento 3. Isto contraria o facto de Hy = {id}. Se
N =0, entdao G = Hy = S, e H, contém, em particular, todos os ciclos
de comprimento 3. Suponhamos agora que H; contém todos os ciclos de
comprimento 3. Mostraremos que H;,; também os contém. Seja (ijk) um
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ciclo de comprimento 3 arbitrdario. Uma vez que n > 5, podemos escolher
i,7,k,l,m € N todos distintos. Sejam ¢ = (mji) e v» = (ilk). Pela hip6tese
de indugao sabemos que ¢, € H;. Assim, pelo Lema anterior,

o'\ np € Hyyy.
Mas ¢ "¢ ‘o = (igm)(kli)(myji)(ilk) = (ijk). Portanto, (ijk) € H g4
Como este ciclo era arbitrario, conclufimos o pretendido. [J

Atendendo & definigao de polinémio resohivel tem-se o seguinte:

Coroldrio 4.1.6 Todo o polinémio cujo grupo de Galois é isomorfo a S,
para algum n > 5, nao é resolivel por radicais.

Apresentamos agora virios lemas que nos irao permitir demonstrar o re-
sultado desejado.

Lema 4.1.7 Seja F um corpo de caracteristica zero e f(x) € Flz| irredutivel
tal que o seu grupo de Galois é solhivel. Entao existe uma sequéncia de corpos
F=Fy,CcF, C..CFy=E tal que, para cada j, 0 < j < N -1, F;;, €
extensdo normal de F; de grau primo.

Demonstragao Por hipétese, existe uma sequéncia de subgrupos
G=Hy2H; D..2 Hy = {id}

tais que cada H;,, ¢ um subgrupo normal de /{; de indice primo.
Tomem-se os corpos fixos de E por cada um dos H;,

F=FyCF,C..CFy=E

onde F; = E*. Como E é corpo de decomposigao de f(z), B é extensio
normal de F logo, pela Proposi¢ao 1.2.34, ¢ também uma extensao normal
de cada um dos corpos F;. Assim, H; = G(E : ;) (j4 que E é uma extensao
normal e separdvel de ;). Como H,;,; ¢ um subgrupo normal de H;, pelo
Teorema 1.3.9 (Teorema da Correspondéncia de Galois) F;;; ¢ uma extensio
normal de F; cujo grau é

Fipr 5| = [B:F;]/[E:Fj]
G(E: F))| /|G(E : Fj)l
= [Hj|/|Hjnl
= |Hj: Hjul

= p, primo,
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como se desejava demonstrar. [

Mostrar-se-a que todo o elemento de uma extensao normal de grau primo
de um corpo K, pode ser obtido a partir de K usando apenas operagoes
racionais e extracgoes de p-ésimas rafzes.

Lema 4.1.8 Seja L uma extensio normal de grau primo p sobre um corpo
K de caracteristica zero que contém as p-ésimas raizes da unidade. Entao
eziste uma familia de p—1 elementos ay, ..., a,—1 tais que para cada i, a” € K
e L C K(ay,...,ap—1).

Demonstragao Considere-se G(L : K). Como L ¢é normal sobre K ¢ LL ¢
separdvel sobre K, |G(L : K)| = p, logo como p é primo, G(L : K) é ciclico.
Seja ¢ um seu gerador. Pelo Teorema 1.2.26, podemos tomar r € L tal que
L = K(r). Como L. & normal, todos os conjugados de r estdao em L. Sabemos
também que os automorfismos ¢ de G = G(L : K) transformam r nos seus
conjugados. Seja r; = ¢'(r) paracada 1 < i < p. Sei,j € {1,...,p}, com
i # j, entdo ¢' # ¢, pelo que r; # 7.

Como [L : K] = p, r tem exactamente p conjugados. Seja g o polinémio
minimo de r sobre K, ry, ..., 7, as suas rafzes e w uma p-ésima raiz primitiva
da unidade. Consideremos, para 0 < j < p— 1,

- ] 471105 == )
a; =r +wry + w¥rs + ...+ w® )JTP,
isto é,

ag = ?"1—|—?"2—|—r3+...+'rp,

a = m+wry+wlrs+ ..+ wP O,
a; = 1+ wiry+wlry+ ..+ wi P,
o == —1\2
ap_1 = n+w Lo 4P Mg 4 L+ Y o

Podemos considerar estas equagoes como um sistema linear de p equagoes
em p incdgnitas ry, ..., 7p. Note-se que ay € K uma vez que podemos pensar
em ay como um polinémio simétrico elementar nas incognitas ry, ..., 7, que
sao as raizes de g sobre K. Verificamos agora que, para 0 < j < p — 1, os
(a;)P séo invariantes por G(L : K) ¢ que (a;)” € K. Tem-se que, para cada
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0<j<p-1eparacada ¢ € G(L: K),
¢l(a;)"] = [o(ay))
= [op(r) +we(rs) +w¥e(rs) + ..+ wP~Dig (rg]
= [7"2 +wrs + w¥rg + ... + wPY er
[w

Jaj]

P

= (GJ)

portanto (a;)” € K.
Calculemos agora o determinante da matriz dos coeficientes do sistema
de equagoes acima:

11 12 I
w w? w? w1
w? o (w?)? (@?)’ e (W)

1 wrl (wp1)? (wP1)? ... (wP )P

O que se obtém ¢ o determinante de Vandermonde o qual é

H (wj = ’U?i) 4

0<i<j<p—1

Este determinante é ndo nulo uma vez que w’ # w', quando 0 < i < j < p—1.
Assim, como a matriz é nao singular, pela regra de Cramer, os r;’s podem ser
obtidos a partir dos a;’s e de w através de operagoes racionais. Deste modo,
para cada i, ; € K(ay, ...,ap-1), de onde L = K(r) C K(ay, ...,ap—1). O

Lema 4.1.9 Seja K wm corpo de caracteristica zero. Se L é uma extensao
normal e radical de K entao G(L : K) é um grupo solivel.

Demonstragao Seja L = K(ay,...,a,), coma]! € Ke ol € K(ay,...,a;—y),
para alguns n, ...,n, € N. E ficil demonstrar que podemos, sem perda de
generalidade, supor que todos os expoentes n; sao primos.

Seja p um primo tal que of € K. A demonstragao efectua-se agora por
indugao em n. Sen =0,L =K e G(L : K) = {id}, logo solivel.

Suponhamos agora o resultado para extensoes radicais da forma K(4,, ..., ;)
tal que B € K(8,,...,0;_1) e 7 <n. Se a; € K entao L = K(ay,...,a,) eo
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resultado é vélido por hipétese de indugio. Supomos agora que a ¢ K. Seja
f(z) o polinémio minimo de «; sobre K. Assim deg f(x) > 2 e como L. ¢ uma
extensao normal de K, f(x) decompde-se em factores lineares em L[z]. Como
K ¢ um corpo de caracteristica zero, pelo Teorema 1.2.24, todas as rafzes de
f(x) sao distintas. Seja 8 # aq uma raiz de f(z). Como of € K (onde
p = ny, primo), oy ¢é raiz de 2 — a, para algum a € K. Consequentemente,
f(z) divide 2? — a. Como 3 é um zero de f(z),

B —a=0.

.

()
Como p é primo e 3 # ay, % tem ordem prima p no grupo (L—-{0},-) e
1, %.1, (%l ’ vy %l)p—] sd0 as p rafzes distintas do polinémio g(z) = 2¥ — 1
em L. O corpo M = K(¢}) € I ¢ um corpo de decomposicao de g(x) sobre

K. Obtemos assim a seguinte cadeia

Logo

(831

K< M=K

) € M(a) C L.

Uma vez que as rafzes de z¥ — of sdo da forma ea, onde £ € M é raiz de
xP — 1 (ver, por exemplo, [4, Proposigao 7.6.10]), tem-se que M(a;) é corpo
de decomposigao de ¥ — af sobre M. Mais, cada M-automorfismo de M(a)
é determinado pela imagem do elemento «; para cada ¢ € G(M(«;) : M)

%‘(Ufl) = g0,

onde ¢; € raiz de 2P — 1. Assim, G(M(a;) : M) é abeliano. Uma vez que M
é corpo de decomposicao de xP — 1, existem p raizes distintas e o conjunto
das raizes do polinémio constitui um grupo ciclico para o produto. Sendo «
um gerador do grupo das raizes, qualquer K-automorfismo fica determinado
pela sua imagem, a qual serd o/ para j € {0,...,p— 1}. Assim G(M : K) ¢é
ciclico.

Temos que L. = K(ay, ..., an) = M(a, ..., @n) = M(e)) (2, ..., ) € exten-
sao normal e radical de M(«, ), logo por hipétese de indugao, G(LL : M(ay))
& solivel.
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Como LL é uma extensao finita, normal e separdvel de K, o mesmo acontece
a M, pela Proposi¢ao 1.2.34. Pelo Teorema 1.3.9 tem-se que
G(L: M)
G(L : M(ay))
Como G(M(a;) : M) é abeliano e G(IL : M(a;)) é solivel, G(LL : M) &
solivel [11, Teorema 4.11.14]. Aplicando agora o Teorema 1.3.9 & sequéncia
de extensoes

G(M(ay) : M) =

KcMcL

tem-se

G(L: K)

G(L : M)’

Como G(M : K) ¢é abeliano e G(L : M) é soluvel, deduz-se que G(L : K) ¢
solivel como se pretendia, [11, Teorema 4.11.14]. [J

GM:K)

Introduzimos agora uma nova definicao necessdria para o desenrolar do
trabalho

Definicao 4.1.10 Seja L uma extensao algébrica de K. Dizemnos que uma
extensao N de 1. é um fecho normal de L se:

1. N é uma extensao normal de K;

2. Se M é um corpo tal que . C M C N e M é extensiao normal de K,
entdo M = N.

Estao agora reunidos os requisitos necessdrios para demonstrar o Teorema
pretendido

Demonstragao do Teorema 4.1.3 Seja f(x) um polinémio sobre um corpo
[ de caracteristica zero, & o seu corpo de decomposi¢ao e suponhamos que
G(E : F) é solivel. Pelo Lema 4.1.7 existe uma sequéncia de corpos tais que

F=FyCF,C..CFy=E,

|F;41 : F;| = p; e Fj41 € extensao normal de F;. Para cada j € {0,..., N — 1}
seja w; uma p;-ésima raiz primitiva da unidade e considere-se F;(w;) e
Fj+1(w;). Sabemos que |Fj(w;) : F;| = degg, (w;) <p; —1e

Fjr1(w;) : Fiaa| [Fjpa 1 Fy| = [Fipa(w;) : Fy
= [Fipa(wy) : Fj(w;)] [Fj(w;) : Fy.
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Como p = |Fji1:Fy| e [Fj(w;) : Fyj| < p; — 1, das igualdades anteriores
conclui-se que p | |Fj1(wy) : Fj(w;)|. Portanto, |Fjii(w;) : Fj(w;)| = p.
Mas,

Fjpa1(ws) 1 Fjp| = degp,,, w; < degp, w; = |Fj(w;) : Fyl.

Logo, |F;+1(w;) : Fj(w;)| € p, de onde |Fjp1(w;) : Fj(w;)| = p.

Como F;;; = F;(a;) para algum a;, seja g; o polinémio minimo de a;
sobre F;. Entdo F;(w;) € o corpo de decomposicio de g;(x)(z" — 1) sobre
F; (note-se que IF;, 1 € extensdo normal de IF;). Logo IF;(w;) C F; 1 (w;) € uma
extensao normal de grau p. Pelo Lema 4.1.8, Fj,y C Fj(w;, aj1, ..., a5, 1) tal
que para cada i, a? € F;. Considere-se

/
E = IF(’LU[), an,1, vy O pg—1y ey WN -1, AN 113 '“aaN—l.pN 1—|)

extensao por radicaisde F. ComoE = Fy = Fy_1(wn-1,an-11, .-y @N-1py ,-1):
demonstra-se, atendendo a construgéo dos a;;, que E C E'. Mas entéo, f(z)
é resolivel por radicais.

Reciprocamente, suponhamos que f(z) ¢ resolivel por radicais. Por
definigao, o corpo de decomposigao de f(x) sobre F estd contido numa exten-
sao de [F por radicais, E. Seja M uma extensao radical de F, com F C E C M,

G =G(E:F), K=E® e N um fecho normal da extensiao K. Assim,

FCKCECMCN.

Como M é uma extensao radical de K, por defini¢ao, M = K(ay, ..., a;),
com o' € K e o € K(ay,...,a;1). Seja fi(z) o polinémio mmimo de «;
sobre K para cada i € {1,...,7}. E facil verificar que sendo N o fecho normal
de M sobre F, N é o corpo de decomposi¢io do polinémio fi(x) ... f.(x).
Sejam 3;; os zeros de fi(x), para cada ¢ € {1,...,r}. Para cada 3,; podemos
estabelecer um isomorfismo

oij : K(a) — K(G;;).

o qual se estende a um K-automorfismo de N. Como cada «; ¢ exprimivel
por radicais sobre K, 3,; também o é. Logo, N é uma extensao radical de K.
Pelo Lema 4.1.9, G(N : K) & soldvel.

Como [ é uma extensao normal de K (E é corpo de decomposicao de um
polinémio sobre K), pelo Teorema 1.3.9,

GBI s L
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Assim, G(E : K) ¢ solhivel. Por [11, Teorema 4.11.14], uma vez que G(E :
F) = G(E : K), tem-se o pretendido. [J

4.2 Polinémios sem zeros exprimiveis por rad-
icais

Pretendemos agora construir polinémios cujos zeros nao sejam exprimiveis

por radicais. Comegamos por verificar que todos os zeros de polindmios de

terceiro e quarto graus podem ser expressos por radicais.
Considere-se a equacao

ar + b +cx+d=0

onde a,b,c,d € F corpo de caracteristica zero. Vemos agora que todas as
equagoes do terceiro grau sao resoliveis por radicais. Sem perda de general-
idade podemos supor que a = 1. Assim,

x4+ b’ 4 cx +d=0.
Aplicando a seguinte mudanga de varidgvel
r=y+L
para algum L € F, obtém-se a equagao
Y+ BL+b)y* + (BL*+2bL+ )y + L* + L + cL +d = 0.
Fazendo L = —b/3, obtém-se uma equacao do tipo
v+ By+C =0,

para alguns B,C € F.
Se C' = 0, a resolugao é evidente. Se C' # 0, y = 0 néao é solugao da
| equagao. Fazendo a substitui¢io y = z + K/z, para algum K, tem-se

| 2+ BK+B)*+C*+(BK+B)K22+ K* =0.

Neste caso, dois coeficientes anulam-se quando se substitui K por —B/3,
| resultando a equagao
L+CP+ K =0.
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Esta equacgao pode agora ser resolvida do mesmo modo que uma equacao
quadrdtica, considerando

(z*)*+C (%) + K =0.
Demonstra-se assim que

Lema 4.2.1 SejaF wm corpo de caracteristica zero. Entao, todo o polindmio
p(z) = ax® + ba? + cx + d € F [z] é resolivel por radicais.

Demonstramos que um resultado andlogo é vilido para equagoes de grau
4.

Lema 4.2.2 SejaF um corpo de caracteristica zero. Entao, todo o polinémio
p(z) = az’ + ba® + ca® + dv + e € Fz] é resolivel por radicais.

Demonstragao Se a = 0 estamos nas condigoes do Lema 4.2.1.
Se a # 0, podemos, sem perda de generalidade, supor que a = 1. Assim,

b} +ext+dr+e=0.

Da mudancga de varidvel

resulta uma equagao do tipo
y*+Cyt+ Dy+ E=0.

~ . - 2
Somando a ambos os membros da equagao anterior o termo y*t + &, onde ¢
é um elemento do corpo F, obtemos

2

t\? t
(y2+§) {yz(t—C)—DerZ—E ={

De forma a que
2

yQ(t—C’)—Dy+tZ—E

seja um quadrado perfeito, escolhemos t tal que o binémio discriminante da
& 2 . i
equagao y* (t — C) — Dy + & — E = 0 seja nulo, isto &,

(=D —-4(t—-C) (%—E) = 0,
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obtendo a equagao do terceiro grau
PP L ARt 4 D* ~ACE = I

Pelo Lema 4.2.1 esta equagao é resoliivel por radicais. Seja t, uma das suas
rafzes. Entao,

Y2 (t —C)—D'+5—E—(t - () '—L 2
y o Y 1 = Lo )Ly 2 o))

to —

\

Assim,
\

|

Usando a diferenga do quadrado,
|

\

|

oo i) o = )

Igualando cada termo a zero obtemos y em funcao de radicais, e consequente-
mente x, como era pretendido. [

No lema seguinte demonstramos que se alguma raiz de um dado polinémio
irredutivel pode ser obtida por radicais, entao todas podem.

por radicais. Entao f(x) é solivel por radicais.

Demonstragao Seja f(z) € F[z] irredutivel e r uma raiz de f(z) exprimivel
por radicais. Entao existem aq, ..., o, 1 tais que

|
Lema 4.2.3 Seja f(x) € Flz| irredutivel e r uma raiz de f(x) exprimivel
1. a™ €T,

i

2 Oﬁ?i S JF(CE], ...,(11'_1),
3. re IF(Ofl, -“:aerl)?

para alguns 7y, ...,y m € Z. Seja F; = F (ay,...,;1). Assim, F;, =
F;(aj)ere F(ql, vty Oy Qy1). ' TOMeE-S€ Qg = T
Seja b; = a?’ € IF;_y e sejam b; = bjy, bja, ..., bjm, 08 conjugados de b; em
Fe
gj(m) = (mnj - b_',il)('rnj - bﬂ)-'-(mnj - bjm,)'
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Assim definido, g(z) é um polinémio cujos coeficientes sao os polinémios
simétricos avaliados em bjy, bja, ..., bjm,. Assim, para cada j, g;(x) € Flz].
Considere-se

m+1
hiz) =] g;(z) € Flz]
i=1
¢ [E o seu corpo de decomposicao sobre F. Assim,
E = IF(bll» veny blmla b211 seey bZTng’ vy bm+l,l---1 hm+1.mm i 1)

e & ¢ uma extensao por radicais de F. Como E é corpo de decomposicao de
um polinémio, E é normal. Uma vez que r € E, todas as raizes de f(x) estao
em E. Consequentemente, f(z) é resoliivel por radicais. [J

Mostra-se assim que se uma raiz de um polinémio irredutivel pode ser
exprimivel por radicais, todas podem.

Caracterizamos agora o grupo de Galois de um polinémio de grau primo
sobre Q dependendo do mimero das suas raizes reais.

Lema 4.2.4 Seja f(x) € Q[z] um polinémio irredutivel de grau primo p. Se
f(z) tem duas e s6 duas raizes complexas nao reais, entio o grupo de Galois
de f(x) é o grupo simétrico S.

Demonstragao Seja L (C C) o corpo de decomposicao de f(x) sobre Q e G
o grupo de Galois de f(z) sobre Q. Uma vez que QQ tem caracteristica zero,
p(x) tem exactamente p raizes distintas, logo |G| < pl.

Note-se que, por construcio de corpo de decomposicao, p divide [ : Q.
Pelo Teorema 1.3.9, p divide |G|, logo, pelo Teorema de Cauchy, G tem um
elemento de ordem p, isto é, um ciclo de comprimento p.

Consideremos o Q-automorfismo de IL induzido pela conjugacao dos nimeros
complexos. Assim, este mantém invariante os p — 2 zeros reais de f(z) e que
permuta os dois zeros nao reais. Entao, G contém uma transposicao.

Uma vez que G contém um ciclo de comprimento p e uma transposicao
G=8, 0

Usando o Lema anterior podemos agora construir um polinémio de grau
5 resoltivel por radicais sobre ().
Consideremos o polinémio

(z) =2 — 62+ 3.
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Pelo critério de Eisenstein, Teorema 1.1.12; p(x) ¢ um polinémio irredutivel
em Q[z]. Tem-se que

=

-
—~13
1) =
2) =

s Qg

( =17
(=1) =8
( —2
p( 23
e uma vez que p'(x) = 5x* — 6 tem dois zeros reais, resulta que p(x) tem
exactamente trés raizes reais. Uma vez que Q tem caracteristica zero, p(x)
nao pode ter rafzes muiltiplas. Portanto p(x) tem duas rafzes complexas nao
reais. Pelo Lema 4.2.4, o grupo de Galois de p(x) serd S;, que nao é um
grupo solivel. Logo, pelo Teorema 4.1.3, o polinémio p(x) nao ¢ resolivel
por radicais sobre Q.

Multiplicando o polinémio p(z) por =¥, obtemos um polinémio de grau
5+ k o qual nao é resolivel por radicais. Mostra-se assim o Teorema de Abel.

Teorema 4.2.5 (Teorema de Abel) Para cadan > 5, existem polinémios
de grau n nao resoliveis por radicais.

Isto é, mostra-se a existéncia de polinémios de grau n, para cada n > 5,
para os quais existe pelo menos uma raiz nao exprimivel por radicais. Note-
se que os polinémios construidos para a demonstracao do Teorema de Abel
resultam do produto de um polinémio de grau 5 por uma poténcia adequada
de z, logo ndo sao irredutiveis.

Usando o Teorema 2.3.5 demonstra-se, para cada n > 5, a existéncia de
polinémios sobre (Q de grau n tal que nenhuma das suas rafzes é exprimivel
por radicais.

Teorema 4.2.6 Para cada n > 5, existe um polinémio sobre QQ de grau n
tal que nenhum dos seus zeros pode ser exprimivel por radicais.

Demonstragao Seja n > 5. Pelo Teorema 2.3.5, existe um polinémio p(x)
sobre @ cujo grupo de Galois é 5,. Pelo Lema 4.1.5, S, nao é solivel.
Assim, pelo Teorema 4.1.3, p(x) nao é resolivel por radicais. Porém, como o
grupo de Galois de p(x) é S,,, pela Proposicao 2.1.2, p(z) é irredutivel. Pelo
Lema 4.2.3, conclui-se que nenhuma das suas rafzes pode ser exprimfivel por
radicais. [



Capitulo 5

Problema Inverso de Galois

O problema inverso da teoria de GGalois consiste em descobrir em que condigoes
podemos encontrar uma extensao de um corpo K com um dado grupo de Ga-
lois. Por outras palavras, dado G um grupo finito e K um corpo, a questao
é: serd que existe uma extensdo de Galois L/K, finita, tal que o grupo de
Galois da extensao ¢ isomorfo ao grupo G7

Neste capitulo estudaremos extensoes de Galois do tipo C(z) C L, ou,
mais geralmente, do tipo K(z) C L, onde K é um corpo algebricamente
fechado de caracterfstica zero. Pelo Teorema do Elemento Primitivo (Teo-
rema 1.2.26) existe y € L tal que . = C(z)(y) e y é algébrico sobre C(z).
Assim, existe F(z,z) € C(xz)|z]| tal que F(z,y) = 0. Tenta-se encontrar y
que seja uma série de poténcias em z, C[[z]]. Comegamos por caracterizar
extensoes finitas de K((t)) = A, corpo de fracgoes de K[[t]].

Na segunda seccao trabalhamos com extensoes de Galois de K(xz) e a estas
associamos dois invariantes, o indice de ramificagao e a classe de conjugagao.
Fixado um grupo G finito, um subconjunto finito de P e uma familia C de
classes de conjugacao nao triviais indexadas por P, ao terno I' = |G, P, C|
damos o nome de tipo de ramificacdo. A uma extensao de Galois fazemos
corresponder um tipo de ramificacdo, ji que demonstramos que os pontos
de ramificacao sao finitos. O Teorema da Existéncia de Riemann (Teorema
5.2.13) serd apenas enunciado, uma vez que nao é conhecida alguma demon-
stracao algébrica. Este teorema déd-nos condigoes necessdrias e suficientes
para que existam extensoes de Galois de C(x) de determinado tipo. A secgao
e o capitulo é terminado com a demonstracao da unicidade de extensoes de
Galois de C(z) de determinado tipo. Para tal introduzimos o conceito de
tipo (fracamente) rigido.

29
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5.1 Extensoes das Séries Formais de Laurent

Seja K um corpo algebricamente fechado de caracterfstica zero. Nesta seccao
construimos A o corpo das séries formais de Laurent sobre K ¢ demonstramos
algumas das suas propriedades. Em particular, descrevemos as suas extensoes
finitas. Comegamos por definir o conjunto de certas sequéncias em K:

Definicao 5.1.1 Seja K um corpo. Definimos A como sendo o conjunto das
sequéncias (a;)icz, com a; € K tal que existe um inteiron € 7, tal que a; = 0,
para todo 1 < n.

Em A, define-se uma adicao ¢ uma multiplicagao da seguinte forma:

(ai) + (b)) = (a; + b;)

(ai) . (b;) = (cn) = (Z a@bj) ,

i+j=n

Lema 5.1.2 Seja K um corpo. O conjunto A definido na definicio 5.1.1,
algebrizado com as operagées definidas antes, é um corpo.

Demonstragao O conjunto A ¢ um anel comutativo, cujo elemento neutro
da adigdo ¢ a sequéncia formada apenas por zeros e cujo elemento neutro da
multiplica¢do é a sequéncia

(a;) = 1 se 1=0
%=1 0 se t#0

Seja (ai);ez € A um elemento nio nulo. Entdo existe um inteiro N € 7
tal que a; = 0 parai < N e ay # 0. Seja b; =0 paraj < —N e b_y = a5
Entao, a equacio

Z ahy = 0,11.=1,2, ...

i+j=n
pode ser resolvida em b; indutivamente fazendo, j = —N +1,-N +2,.... A
sequéncia (b;) serd o elemento inverso de (a;). As restantes propriedades sio
facilmente demonstréveis, deduzindo-se que A & de facto um corpo. [J
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Podemos considerar K um subcorpo de A através do seguinte mergulho:
K —- A

L apy = a
@ = )= { a;=0,5¢i#0"

Seja t := (t;) a sequéncia tal que

e K[t] o subanel de A gerado por K e ¢. K[t] é 0 anel de polinémios sobre
K na varidvel ¢ cujos elementos siio da forma

M
((]',i) :Z aitl,
=0

coma; =0sei<0Ooui> M.
Dado (a;)icz € Atal que a; = 0sei < n para algum n € Z, podemo-lo
escrever da seguinte forma

[o o]

(ai) :Z U,iti.

i=n

Assim, chamamos a A o corpo das séries formais de Laurent sobre K
e notamos A = K((t)).
Ao subanel de A

Kl[¢]] := {i a;t' € A}

déd-se 0 nome de anel das séries de poténcias formais sobre K.
O lema seguinte relaciona-nos os vérios anéis introduzidos até a0 momen-
to:

Lema 5.1.3 Seja K um corpo. Tem-se que K(t) € K((t)), K(t) ¢ o corpo
das fracgoes de K[t] e A = K((t)) ¢ o corpo das fraccies de K[[t]].

Proposigao 5.1.4 K[[t]] ¢ um dominio de factorizagio nica e y* — t ¢
irredutivel em K((t))[y] qualquer que seja n € N.
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[e.o]
Demonstragao Note-se que em K[[t]] todo o elemento da forma > a;t" com
1=0

ap # 0 & invertivel e que ¢ é primo. E entio ficil concluir que K[[t]] ¢ um
dominio de factorizagao tinica. Como ¢ é primo e K[[t]] ¢ DFU, pelo eritério
de Eisenstein ( [4, exercicio 3.8.3]) 4 — t ¢ irredutivel em K((t))[y] qualquer
que sejan € N. [0

A aplicacao
v: K] — K
Z ﬂ-iti =

=0

¢ um homomorfismo de anéis. Dado F(y) € K[[t]|]ly] um polinémio com
coeficientes em K[[t]] na incégnita y, podemos construir Fy(y) € Kly] da
seguinte forma; se

Fly) =3 ( 5 az-,jtf*) i,

i=0 \ ;=0

M 00 M
Fo(y) =X ¢ 3 gt |y =3 a;0y, isto 6, estendemos ¢ a um homo-
i=0) 2=0 =0

morfismo de K[[t]][y] em K][y].
A proposi¢ao seguinte permite-nos relacionar factorizacao em K[y com
factorizagao em K[[t]][y).

Proposigao 5.1.5 (Lema de Hensel) Seja F' um polinémio ménico na va-
ridvel y com coeficientes em K ([t]]. Suponhamos que o polindmio associado
a F(y), Fy(y) € K[y] se factoriza

FU - gh'l
para g, h € Ky| polinémios ménicos tais que m.d.c(g,h) = 1. Entao,
F =GH,

com G, H polindmios monicos na varidvel y e com coeficientes em K [[t]] tais
que Gy = g, Hy = h.
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Demonstragao Seja F tal como nas hipéteses do enunciado do Lema. Pode-
IMOos escrever

F =Y Et
1=0

com F; € K[y]. Seja M := deg(F) = deg(Fp). Entéo, deg(F;) < M para todo
¢ > 0. Seja r = deg(g) e s = deg(h). Pretendemos encontrar

G:

g

1]
=4

. w .
Git' e H =3 Hit?
i =0
com Gy =g, Hy=heG,;, H; € Kly] de graus inferiores que r e s, respecti-
vamente.
A condigdo F' = GH ¢ equivalente ao sistema de equacgoes

Fn = Z G-iHja
t+i=n
para cada n = 0,1,.... Estas equacdes serdao resolvidas por indugao. Por

hipétese, para n = 0, Fy = gh = Gy H,. Suponhamos que para dado n > 0
se tem para qualquer m € {1,...,n — 1},

i+j=m
Entao da n-ésima equacio
Fn = Z GZHJ
i+j=n
deduz-se que
n—1
Fn- Z GiHn—i = GOHn A H[)Gn (1)
i=1

n—1
Seja U, = F,— " G;H,,_;. Assim definido, U,, € K[y] e tem grau inferior
i=1

am. Como, por hipéteses, (Gy, Hy) = 1, 0 ideal gerado por eles & K[y]. Logo,
existem polinémios P, Q € K[y] tais que

GOP + HUQ — Un.
Pelo algoritmo da divisdo, podemos escrever

P=H)S+R
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para alguns polinémios R, S € K[y], tais que deg(R) < deg(Hy) = s. Sejam
H,=ReG, =Q+ GyS. Entio, de (1) tem-se

GoR+ Hy(Q+ GyS) = GyR+ HyQ + HyGyS
= Go(HpS + R) + HyQ
= GoP+ HyQ
= b

com deg(H,) = deg(R) < s. Uma vez que deg(Gp) = r, deg(H,) < s,
m=rse

HDGH = Un = GOHn

deduz-se que
deg(HyGr) < m.

Logo, deg(G,,) <r. O

Note-se que K][y]] € um anel local completo (¢ de facto a completagio m-
ddica com m = (y) em K[y], com K algebricamente fechado de caracteristica
zero cujo ideal maximal é (y)). A Proposicio 5.1.5, exactamente com o
mesmo enunciado, ¢ vélida para anéis locais completos (em vez de K[[t]] e
em vez do homomorfismo ¢ usamos Aly] — (A/m) [y] onde m & o ideal
maximal do anel local, [2, Exercicio 9]).

Deduzimos agora algumas consequéncias do Lema de Hensel (Proposicao
5.1.5) que serdo necessdrias para o desenvolvimento do trabalho.

Coroldrio 5.1.6 Seja K um corpo algebricamente fechado de caracteristica
zero e F' um polinémio com coeficientes em K[[t] na varidvel y de grau
superior a 1. Se o coeficiente de Fy, de graun, em Y"1 é zero e Fy (y) # o,
entao F factoriza-se em F = GH, com G , H polindmios ménicos na varidvel
y com coeficientes em K [[t]].

Demonstragao Como K é um corpo algebricamente fechado, o polinémio
Fy € Kly| decompoem-se num produto de polinémios ménicos lineares. Supon-
hamos que estes factores lineares nao sio todos iguais. Entao, Fy = gh, onde
g, h sao polinémios nao constantes ¢ (g, ) = 1 em Kly]. Neste caso, o resul-
tado segue do lema anterior.
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Por outro lado, se os factores em que Ig se decompée forem todos iguais,
podfamos escrever

Fp = (y—a)",acK
= Y —nay™1+..

Como, por hipétese, o coeficiente do termo Y"1 é zero, terfamos que a =
0, dado que K é um corpo de caracterfstica zero. Deste modo terfamos
Fo = y™*, o que contraria a hipétese inicial. Logo, F = GH , para alguns
G, H € K[[t]][y] ménicos. O

Corolario 5.1.7 Seja K um corpo algebricamente fechado de caracteristica |
m .

zero e g € K{[[t]] da forma 3~ a;it' com aq # 0. Entao, para qualquer n € N, |
i=0

existe f € K[[t]] tal que f" = g.

Demonstragao Scja g € K|[t]] nas condicdes do enunciado do Lema e aq # 0.
Considere-se F(y) = y" — g € KI[t]][y]. Assim, tem-se que Fo(y) = y™ — ayp.
Como K é algebricamente fechado podemos escrever Fy(y) como produto
de polinémios lineares ménicos. Note-se que Fy(y) tem n rafzes distintas.
Seja a; uma raiz simples de Fy(y). Entdo existe g € K[y] tal que Fy(y) =
(y —a1)7 e (y — a1,7) = 1. Pelo Lema de Hensel, Proposicdo 5.1.5, existem
H,G € KI[[t]][y] monicos tais que Hy = y — a;, Gy = ge F = HG. Logo,
oC
H =y— > bt' onde by = a,, isto &, F(y) tem raiz em K[[t]] como se desejava

i=0

demonstrar. []

Introduzimos agora um novo conjunto; dado e um mimero natural seja
Zy e 0 conjunto de todos os niimeros racionais da forma -, comi € Z, isto é,

Zyje ={ife: i€ Z}.
Proposigao 5.1.8 O grupo aditivo Znje € isomorfo a Z e [Zl s | Z] =e. |
Demonstracdo A aplicaciio

a: Z — Zl/e
i — ife
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representa um isomorfismo entre 7, e, [

Seja A. o conjunto das sequéncias (aj)jezue com a; € K, tais que a; = 0
para quase todos os j < 0. Defina-se a adicao ¢ a multiplicagio de forma
andloga a definida para A. Entao:

Lema 5.1.9 A, é um corpo ¢ a aplicagao

o A, — A
(a‘j)jeZl/F = (b))

onde b; = a;/., € um 1somorfismo.

Tomando T := { e =1

.. tem-se que o (1) = 1,
a; =0, caso contririo ’ 1 ()

O corpo A pode ser visto como um subcorpo de A, identificando cada
elemento (a;);cz € A com (@5)jez,,,onde @; = 0 se j ¢ Z, G; =a; se j € Z.
Verifica-se entdao que 7¢ = . Note-se também que, se e | €, entao A, é
subcorpo de A,.

Dado (a;) € A., este pode ser escrito da forma

(@)= ¥ at! =) a:r' =Y b7,
JE€L1/e €L i€Z
identificamos assim A, com K ((t'/¢)) = K ((7)).
Definicao 5.1.10 Um elemento ¢ € K tal que " = 1 diz-se uma n-ésima
raiz da unidade. Assim, o congunto das n raizes da unidade coincide com

as raizes do polindmio ™ — 1. FEstas raizes Jormam uwm grupo ciclico. As
raizes geradoras deste grupo chamamos raiz primitiva da unidade.

Introduzimos agora condices suficientes para o corpo A, ser uma exten-

sao de Galois de A.

Lema 5.1.11 Suponhamos que K contém Ce uma e-ésima raiz primitiva da
unidade. Entio A, é Galois sobre A de grau e. O grupo de Galois associado
a extensdao é ciclico, gerado pelo elemento

w: A, — Ag
SobTt - 5 (bg;) T,

€7 tEZ

Tem-se ainda que A, = A (1) com 7° = t.
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Demonstragao Note-se que pela observagao anterior ao enunciado do Lema,

cada elemento de A, pode ser escrito na forma > b
i€Z.
Assim definido, w: A, — Ao €& wm automorfismo de COrpos.

Seja x =) b;T" € A, qualquer tal que
i€z

w (Z in) :Z bt
i€Z i€Z

Assim,

Z bz(zf" :Z bt

i€Z t€Z

Logo, para cada i € Z, bi¢, = b;. Assim, b, = 0 ou . = 1. Se b; # 0, como
(. € uma e-ésima raiz primitiva da unidade, e | 7, isto ¢, i = je. Ora

T

logo
Th=rle =y,

z :Z biTi = Z biTi = ijet"j €A

€L bi #0Aeli

Dado que

conclui-se que z € A e (A.)9 = A onde G = (w).

Dado z =3 b;7" € A, tem-se que
i€z

w* (Z szi) = ZbinTi = Z bit* = 2,
i€Z

Logo o(w) < e.
Scja n € N tal que w” = id. Assim,

logo

concluindo que
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e consequentemente que
e | n.

Logo o{w) = e e G = (w) é um grupo finito de ordem e.
Pelo Teorema de Artin, Teorema 1.3.10, conclui-se que A, ¢ de Galois
sobre A e o grupo de Galois da extensio ¢ (w). Mais, tem-se que

[Ae : Al = |G(Ae : A)| = e.
U

O Teorema seguinte descreve-nos as extensoes finitas de corpos das séries
formais de Laurent sobre corpos K algebricamente fechados de caracteristica
Zero.

Teorema 5.1.12 Seja K um corpo algebricamente fechado de caracteristica
zero. Seja A uma extensdo de corpos de A = K ((t)) de grau finito e. Entdo
A =A(6) com 6 =t

Com vista a demonstrar o Teorema 2.1.12, come¢amos por demonstrar
um resultado acerca da existéncia de rafzes para alguns polinémios com coe-
ficientes em K[[#]]. Demonstra-se que todo o polinémio sobre A tem uma raiz
em algum A,. Mostramos depois que os dois resultados, Lema 5.1.13 e Teo-
rema 5.1.12 sdo equivalentes, obtendo assim uma demonstracao do resultado
pretendido.

Lema 5.1.13 Seja K wm corpo algebricamente fechado de caracteristica ze-
ro. Seja F' um polinémio ménico ndo constante com coeficientes em K [[t]]
na varidvel y. Entio F tem uwma raiz em A,, para algum e.

Demonstragao A demonstracio é feita por redugao ao absurdo. Supon-
hamos que existem polinémios nio constantes com coeficientes em K[[t]] na
varidvel y sem rafzes em A, qualquer que seja e. Seja F' um polinémio
de grau mfnimo entre os polinémios sem rafzes em qualquer A.. Entio
n = deg(F) > 2,

Fi) =9+ A1t™ 1+ . + A
com A, € K[[t]]. Entéo o polinémio

Fly) = F(y— 21 1

n

= (yn = A7‘1—1:"}”_1 + ) + ’\n—l (y"" s )
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tem o coeficiente do termo 4™ ! nulo. Portanto podemos, sem perda de gen-
eralidade escolher um polinémio com coeficiente em y™ ! nulo. Suponhamos
que Fy(y) # y™. Entdo, pelo Coroldrio 5.1.6, I (y) decompoe-se, contrarian-
do a minimalidade de F (y). Portanto F, (y) = ", concluindo-se que todos
0s A, tém os termos constantes nulos.

Sabemos que, para algum v = 0,1,..,n =2, A\, # 0, caso contrério,
F'(y) = y" admitiria a raiz nula. Consideremos apenas tais . Seja m, a
menor poténcia de f que ocorre com coeficiente nao nulo em cada A

Ay = a,t™ + termos de maior poténcia,

onde a, € K ¢ nao nulo. Entdo m, > 0. Seja u o mmimo dos valores o
isto é,

. my
'u,ﬁmm{ v=01,...n—2 com )\V:O}.
n—uv

Entao u ¢ um mimero racional positivo. Tomemos u — g, com d,e € N.
Considere-se o mergulho de A = K((#)) em A, e o polinémio

n—2
F*(y) = T-an(Tdy) — yn+ Z )\,,Td("_")y" = Ae[f}]
v=>0

O coeficiente em y” deste polinémio, caso seja diferente de zero, ¢ uma série
de Laurent em 7 da forma

A7) = gy pd(v—n) | (termos de maior poténcia) 74~

= ar™ + (termos de maior poténcia) 7%~

onde

E, =e(n—v) ( L . u) =0,
n—v
e E, = 0 para pelo menos um ». Deste modo, cada coeficiente de F* ¢ uma
série de poténcias em 7, e para, no miimo um v esta série de poténcias tem
termos constantes ndo nulos. Portanto, F* satisfaz as condigoes do Coroldrio
5.1.6 (substituindo ¢ por 7), sendo que F* = GH, isto &, F* decompoe-se
sobre K[[7]]. Assim, pela minimalidade de n, H , que tem grau estritamente
menor que 7, tem uma raiz em algum A, (Tl/ e’). Portanto também F* e,

A . ']
consequentemente, F, tém uma raiz em A, (T'/ e ) = Aoty L]
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Demonstracao (do Teorema 5.1.12) Seja A uma extensio de corpos de
A = K((7)) de gran finito e. Como K é um corpo de caracterfstica zero,
existe 6 tal que A = A(f). Deste modo, existe um polinémio irredutivel
F € Aly] que admite # como raiz. Pelo Lema 1.2.29 podemos supor que
0 € Aé tal que F(t) € K[[t]] é ménico em y. Assim, pelo Lema 5.1.13, F
tem uma raiz p € Ay, para algum €’. Uma vez que existe um monomrfismo
de A = A (@), para A (p) C A, podemos, sem perda de generalidade, supor
que A € Ay. Uma vez que G(A, A) & ciclico, para cada divisor e de ¢
existe um tinico corpo A’ com A € A’ € A, de grau e sobre A. Pelo Lema
5.1l A=A, =A (tlf e). Fica assim demonstrado o Teorema. []

5.2 Extensoes de K(z)

Tal como foi afirmado no inicio do capitulo, tomamos K um corpo algebri-
camente fechado de caracterfstica zero.

Dada K(z) C L uma extensao de Galois, introduzimos nesta secgao dois
invariantes que lhe estdo associados; os pontos de ramifica¢io e as classes de
conjugagao associadas a um ponto p € Px = KU {c0}.

Comegamos por fixar um sistema (Ce)een de e-6simas rafzes primitivas da
unidade tais que se e = €’e” entiio <" = (¢ 3

Seja A = K((t)) e consideremos A uma extensio de Galois de A. Supon-
hamos que [A : A] = e. Pelo Teorema 5.1.12, A = A (6) onde 6° = t. Assim,
G(A 1 A) é um grupo ciclico cuja ordem é e. Note-se novamente que por z¢—t
ser irredutivel (por 5.1.4),0s elementos de G(A : A) sao determinados pelas
imagens dos elementos da base da extensao, 1, 8, 6%, ..., 6. Assim, todo o el-
emento de G(A : A) é determinado pela imagem de 6. Mas, se o € G(A : A),
a (6) satisfaz a equagio ¢ —t = 0. As rafzes de 2° — ¢ sio {26 :2¢—1=0}.
Tome-se w € G(A : A) tal que w (8) = ¢,6. Assim definido, w gera G(A : A).
Chamaremos a w o gerador especial de G(A : A). Seja &' € A tal que
(6')° = t para algum inteiro ¢’ > 1. Note-se que ¢ — ¢ é um polinémio
irredutivel em K((¢))[x]. Assim, e’ = [A(6) : A] e ¢ | [A : A] = e. Portanto
efe' € Ze 5% ¢ solugdo de z¢ —t = 0. Assim, § € {368/"' ik —l= 0}.
Tem-se que

w(d) = w(zs)
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= Zw(6¢)
o E(Cn)e/e’ée/c
= (¢,) 7z
= ()"

Mas, dada a hipétese do sistema de rafzes,

(Ce)e/e = Ce/(e/e’) = Ce"

Portanto,
w8} = € 8",

Em particular, se A ¢ A’ € A entdo w |ar € 0 gerador especial de G(A' A).
Seja p € P. Para cada p € P! define-se

vyt Klg] — K(z)
K — k€K

5 ey t+p se p#
1/t se p=o0

um isomorfismo-K de corpos.

Seja K(z) C L uma extensao de Galois e 7 um elemento primitivo asso-
ciado a esta extensdo, F'(y) € K(z)[y] o polinémio minimo de 7 sobre K(z)
e ¥,(F) € K(t)[y] o polinémio obtido a partir da extensio de U, a K(z)[y);
isto é

Up:K@)ly] — K[y
2Py = Y d(p)y

Seja h um factor irredutivel qualquer de Up(F) em K((t))[y], (h) o ideal
gerado por h em K((t))[y] e A = K((t))[y]/ (k). Como h é irredutivel e
h € K((t))[y], anel de polinémios com coeficientes num corpo, (h) ¢ maximal.
Logo A é corpo. Mais, A é extensio finita de K((t)) = A e [A: A] = deg(h).

Seja 7' raiz de h em A. Tem-se que A = A[y]. Como 4 é raiz de
h € Aly], é também raiz de ¥, (F) € K(t)[y]. Portanto 4 ¢ algébrico sobre
K(t) e K(t)[v'] = K(¢)(v') é corpo.

Podemos agora comparar as seguintes extensoes

Gualois
K@ o L- K@)l
Kt) =  Ly:=K@Oh] < A=K(#)
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Consideremos o isomorfismo anterior Up 1 K(z) — K(t) e F(y) €
K((z))[y] um polinémio irredutivel. Como Yy ¢ K(z) — K(t) ¢ um iso-
morfismo, U,(F') é irredutivel. Como v é raiz de F(y) e 9" é raiz de 0,(F)
tem-se que L = K(z)[y] ~ K(¢)[y'] = Ly. Note-se também que L ¢ corpo de
decomposigdo de F' e, dada a forma como Ly foi construido, Ly ¢ corpo de
decomposigio de 9,(F).

Sabemos que [A: A] = deg(h). Scja e — deg(h). Pelo Teorema 5.1.12,
conclui-se que A = A(y') =~ A, sobre A (isto é, existe um A— isomorfismo de
A em A,). Pelo Lema 5.1.11 conclui-se que A é extensio de Galois de A.

Assim pelo que foi dito antes, |G(A: A)| = o(w), onde w & o gerador
especial de G(A : A). Logo,

e=[A: Al =|G(A: A)] = o(w).

Mais,
G(A:A) — G(Ly: K(t)

0 — ¥ le

¢ um homomorfismo de grupos injectivo. Assim, o(w) = o(w |,). Portanto,
[A:Al =[G(A: A)| = o(w |,).

Antes de enunciar o préximo resultado relembramos o conceito de classe
de conjugacio num grupo.

Definigao 5.2.1 Dois elementos a ¢ a’ de um grupo G dizem-se conjugados
se a’ =bab™!, para algum b € G.

Definicao 5.2.2 A classe de conjugacédo de um elemento = num grupo G
¢ o conjunto de todos os conjugados de x em G:

Cr={2"€G:gzg™' =2, para algum g € G}.

Lema 5.2.3 Seja K(z) C L, nas condigoes anteriores, podemos estender
Up : K(z) — K(t) ao isomorfismo 9 : L —> Ly onde Ly € um subcorpo de
uma ezxtensiao A de Galois de A. Mais G(A : A) deiza Ly invariante.

Seja gy =9 'owod e G = G(L : K(z)) onde w ¢ o gerador especial de
G(A : A) construido anteriormente. Se A for outra extensao de Galois de A
com subcorpo Ly e ¥ : L — Ly um isomorfismo que estende Uy, entao gy e
9o estao na mesma classe de conjugacio de G,
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Demonstragao Tome-se A = Aly]/ (h) como antes ¢ L, — K®)[+]. A
primeira afirmacao foi demonstrada antes. Resta-nos demostrar que G(A : A)
deixa Ly invariante assim como a terceira afirmacao.

Uma vez que Ly é corpo de decomposicio de Up(F'), Ly & gerado sobre
K(t) pelas raizes de 9,(F). Como G(A : A) permuta estas rafzes, tem-se que
Ly é invariante por G(A : A).

Sejam A e A extensoes de Galois de A. Podemos supor que existe A,
extensao finita de Galois tal que A, A € Ay. Temos que uma extensao
A C A & Galois se e s6 se A é uma extensao finita, normal e separdvel de A.
Seja A corpo de decomposicio de f(z) e A corpo de decomposicao de g(x), e
consideremos A; o corpo de decomposigio de f(z)g(z). Como uma extensio
€ finita e normal se e s6 se for o corpo de decomposi¢ao de algum polinémio e
uma vez que toda a extensao de nm corpo de caracterfstica zero é separdvel,
resulta que A = Aj ¢ uma extenséo finita, normal e separdvel de A, isto é,
Ay € uma extensao de Galois de A. Note-se que todas as extensoes de Galois
de A sao da forma A,. N

Seja Lz o subcorpo de A construido de forma andloga ao subcorpo Ly
deAeda extensao de 9, ao isomorfismo de L em ;. Assim, Ly e Ly sao
gerados sobre K(t) pelas raizes de UpF em Ag. Logo Ly = Lj. Seja h =
979 € G = G(L : K(z)). Como, G(Ag : A) = (wo) e G(A : A) = {wp |a),
entao,

95 = 5_1w05 = h~ W twydh = h~'ggh,

isto ¢, g5 e gy pertencem A mesma classe de conjugagao de G. [J

Definicao 5.2.4 Dada K(z) C L wuma extensio de Galois, a classe de
conjugacao de gy em G nota-se por C, e designa-se por classe de G
associada a p.

Note-se que C, depende unicamente de p e de L.

Definigao 5.2.5 A ordem ( comum) dos elementos de C, dd-se o nome de
indice de ramifica¢do de I em p e nota-se 101 '€ =ey .

Proposicao 5.2.6 Nas condi¢oes anteriores, todos os factores irredutiveis
de U,F em Aly] tém o mesmo grau, o qual € igual ao indice de ramificacio
de I em p.
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Demonstragao Seja w o gerador especial de G(A:A). Como A C A éuma
extensao de Galois,

[A: Al =|G(A: A)] = o(w).
Uma vez que a restri¢ao induz um monomorfismo

G(A:A) — G(Lg:K(@))

a = al,

o(w) = o(w |r,) = olgs)
Portanto,
eLp = [A : A] = deg(h).

Se A’ for um outro factor irredutivel de UpFem K((t))[y], A" = K((¢)[y]/ (W)

¢ outra extensao de Galois. Pela segunda parte do Lema 5.2.3 sabemos que se
LL; for um subcorpo intermédio da extensio e 9 : L - Ly um isomorfismo
que estende 1, entao g; e gy estdo na mesma classe, logo,

deg(R) = [A" 1 A] = o(g5) = o(g) = e1,p = deg(h).
|

Estabelecemos agora condicoes suficientes para o indice de ramificacao de
uma extensao I de Galois de K(z) num ponto p, eLp, ser 1. Note-se que isto
¢ 0 mesmo que se ter que ¥, F se decompde em factores lineares em K((¢))[y].

Proposicao 5.2.7 Nas condigées anteriores, podemos escolher um elemento
primitivo v de I sobre K(z) tal que o polinémio minimo de v sobre K(x)
F(y) = F(z,y) € K[z,y] é monico em y. Assim, o discriminante D(z) de
F(y) sobre K(x) é um elemento de K[z]. Sep € K e D(p) # 0 entioer, = 1.

Demonstragio Secja v tal que L = K(z)(v) e F(y) € K(z)[y] irredutivel
tal que F'(y) = 0. Existe d(z) € K|[z] tal que d(z) F(y) € K[z][y]. Us-
ando a demonstracio do Lema 1.2.22 podemos, sem perda de gencralidade,
supor que F(y) € K[z,y] e que é ménico em y. Considere-se agora o seu
discriminante, para tal, e atendendo & forma como a nogao de discriminante
foi introduzida, pensamos em F(y) € K(z)[y]. Sejam p;(x) as suas rafzes.
Pela Proposigao 1.2.42,

D(z) =] [ (mi(z) - p;(2))* € K]a].

i<y
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Como F (y) ¢ irredutivel em K(z)[y] e K ¢ um corpo de caracteristca zero,
F (y) & separdvel logo, por 1.2.36, D(z) £ 0.

Considere-se p € K e o polinémio em 1, F(p,y) € Kly]. As suas raizes
serdao p1(p), ..., pn(p) € o seu discriminante D(p). Se p € K for tal que D(p) #£
0, entao F(p,y) € Ky é separdvel. Tem-se que (Do F)(y) = F(t + p,y).
Assim ¥, F ¢ um polinémio ménico em y com coeficientes em K[t]. Mais,
(D F)o(y) = F(p, y).

Se F(p,y) é separdvel, pelo Lema de Hensel, Lema 5.1.5, ¥, F factoriza-se
em produtos de factores lincares em A [y]. Logo eLp = 1 = grau dos factores
irredutiveis de o, F'. [

Definicao 5.2.8 Scja K(x) C L uma extensio de Galois ¢ p € Pi. Diz-se
que p ¢ um ponto de ramificacdo da extensio K(z) CL se e, > 1, isto
¢, se a classe C,, de G(L : K(z)) ¢ ndo trivial.

A Proposicao 5.2.7 dd-nos condigoes suficientes para um ponto nao ser
ponto de ramifica¢io. Mais, podemos concluir que o conjunto dos pontos de
ramificacao é finito.

Seja K(x) C 1L, nas condicoes anteriores, podemos estender ¥, : K(z) —
K(t) ao isomorfismo 9 : L — Ly onde Ly é um subcorpo de uma extensiao A
de Galois de A. Mais G(A : A) deixa Ly invariante. Seja gy =9 ' owod €
G = G(L : K(z)) onde w ¢ o gerador especial de G(A : A) construido
anteriormente. Se A for outra extensao de Galois de A com subcorpo Ly e
¥ : . — Lj um isomorfismo que estende Uy, entdo g; e gy estio na mesma
classe de conjugagio de G, pelo Lema 5.2.3.

Proposigao 5.2.9 Seja K(z) € L uma extensio de Galois e Kz} € L
outra extensao de Galois com I € L. Entio a aplicagao restricio de G =
G(L : K(z)) em G' = G(L' : K(z)) envia as classes de conjugacao C, de (7
nas classes de C) de G' associadas a p.

Demonstragao Consideremos o isomorfismo 9 : I, — Ly definido no Lema
523egy=9towode G = G(L : K(z)) onde w é o gerador especial de
G(A:A). Seja ¥ =9 |y, Assim, ¢ é um isomorfismo de L em ' (L) C A.
Uma vez que

gy = () w¥ = 97w %
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tem-se o resultado. O

Exemplo Seja K um corpo de caracterfstica zero, f(z) € K(z),n €
Nn2>2,9y)y=y"—fe K(@)[y] e fo uma raiz de g em alguma extensio
de K(z). Considere-se I = K(2)(fo). Como K é algebricamente fechado, a
menos de n-ésimas poténcias, podemos supor que

1) =TT @ = py)™

com p; € K distintos dois a dois ¢ 1 < mj <n—1.
Portanto, g(y) = y"— [] (z — p;)™ . Consideremos o isomorfismo definido

)
anteriormente,

lgp: K(SC) —_— K(f)
K — k€K

{t—!—p se p+# oo

v 1/t se p=o0

Seja p € K. Entao,

Up (" = f(2)) = y"~ ]t +pi —py)™
J
=y =t [ t+p—p)™
J#i

Mas g(t) =[] (t+p; —p;)™ € KI[#]] e, pelo Corolario 5.1.7, para algum

h € K[[t]], gj(?) = h". Portanto,
O (" = f(2)) =y — tmopn
Notemos ¢; = ey ,,. Deste modo,
Aoy = A ((E™07)") = A (emFh) = A (em/m)
uma vez que b € K[[t]]. Pela demonstracio do Lema 5.1.11 tem-se que

ei = [Ae, : A] = |G(A,, : A)|
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onde A, = A(t™/M),
Uma vez que [A($'/") : A] =n e como

A g A(t'm.,;/ﬂ) g A(tl/n),

ei | neGA(E™/™) : A) < G(A(Y™) : A). Sejaw o gerador de G(A(t1/") : A).
Assim, w™ ¢ o gerador de G(A(#™/") : A) e
ei = o(G(A(t™/) : A)) = =

m.d.c.(n,m;)’

Se p € K ¢ tal que p # p; entio D(p) # 0, e pela Proposicio 5.2.7,
eLp = 1. Como, por definicio, p é um ponto de ramificacao se étw > 1,
tem-se que apenas os pls sdo pontos de ramificagao de L.

No caso em que p = oo, tomemos o polinémio f(z) na forma f(z) =
am2™ + ... + ag com a,, # 0. Entdo

Yo (0" = £ (2)) = 4" — (@m(1/t)™ + ... + ap)
= yn = tfm(am = s ﬂgfm).

Assim, fazendo e, = ey, ,
Aem - (f (]_/t)l/n) — A (tfm/n (am S aﬂtm)l/n) - A (tfm/n) = & (fm/n) )

Por argumento andlogo ao anterior,

n

foo = m.d.c(n, m)

onde m = deg(f). Tem-se que e, > 1 se e s6 se n nao divide deg(f).

Sabemos que o mimero de pontos de ramificagdo de uma extensao L de
Galois de K(z) ¢ finito.

Pretendemos agora estudar como é que os pontos de ramificacio e as
classes de conjugacio de uma extensio de Galois K(z) C I variam quando
passamos para uma determinada extensio de Galois de K(x).

Lema 5.2.10 (Argumento do ciclo da ramificagao) Sejam K(z) ¢ L
e K(z) C I/ extensoes de Galois de grau n. Para cada p € B, seja G,
(respectivamente, C!) a classe de G = G(L : K(z)) (respectivamente, ' —
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G(L' : K(z))) associada a p. Seja o € Aut (K) em €N tal que o™ (¢,) =
Cr (onde (C,),cy ¢ um sistema compativel de e-ésimas raizes primitivas da
unidade em K). Suponhamos que o se estende a um wsomorfismo X : L — I
tal que A (x) = x. Seja \* o0 isomorfismo de grupos de G em G' induzido por
Alge G — MgA'). Entio

:.w(p) = A" (Cp)™ .

Note-se que no caso em que I = I , @ pode ser estendido a wm isomorfis-
mo A de L em I tal que A\(z) = z, temos que C(’I(p) = )\C;j',\_l, isto ¢, o Lema
5.2.10, diz-nos como variam as classes de conjugacao quando consideramos

as imagens dos pontos por um automorfismo de K.

Demonstragao [do Lema 5.2.10] Seja p € Pl e e = eLp- Como, por
defini¢do, e ¢ a ordem de clementos de ¢ e |G| =n,e|n SeaeN for tal
que n = ae, dada a forma do sistema (¢ wInen (sistema compativel de rafzes
primitivas da unidade em K), temos que = Lol

o™ (C) =a 7 (¢R) = (a7 (¢,)* = (¢ = (¢O)™ = Cr.

Considere-se

a: A, = K((T)) —4 A, = K((TD
3 bt — > a(b)r

E facil verificar que & ¢ um automorfismo que estende o € aut(KK). Considere-
se a identificagao de K((t)) com um subcorpo de A,, com ¢ = 7°. Tal como
no Lema 5.1.11, seja w o gerador de G (Ae 1 A) tal que w(r) = ¢, 7. Assim,
tem-se que

1 ~1

o wa(r)=a 'w(r)=a™' ((,7) = a (=" =wh (1),

Portanto,

e e
o wa=wmh,

Seja 1 o isomorfismo de I num subcorpo de A, que estende v, (existe pelo
Lema 5.2.3). Assim,
Y i=aodoA!

¢ um isomorfismo de L’ num subcorpo de Ae. Tem-se também que

9(2) = &(0(2)) = At +p) = t+  (p), se p £ 00
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¥(z) = a(d(z)) = Ei(%) = %, se p = oo.

Uma vez que A e & induzem o automorfismo a em K, ¥ ¢ a identidade
em K e podemos concluir que ¢ é um isomorfismo que estende ¥y, de L' a
um subcorpo de A,.

gy = (¥) 'owod
= (@A) lw@r)
= M & lwar!
= S lumgal
= Agg'A~!
= Ags)™

conclui-se o resultado pretendido. [

Associada a K(z) C L extensdo de Galois temos o grupo dos automorfis-
mos de L que fixam K(z), G = G(L : K(z)), o conjunto finito P C P de
pontos de ramificacio e para cada p € Pk, a classe de conjugacao C, de G.
Definigao 5.2.11 Considere-se os triplos (G, P,C) onde G ¢é um grupo fini-
to, P um subconjunto finito de PLeC = (Cp)pep uma familia de classes
de conjugacGo nao triviais de G, inderadas por P. Dizse que dois triplos
(G,P,C) e (G", P',C') sio equivalentes sc P — P'e se existe um isomor-
fismo ¢ de G em G’ tal que ¢ (Cp) = C;, para todo o p € P.

A relagao “ser equivalente a” definida no conjunto dos triplos define uma
relacao de equivaléncia.

Definicao 5.2.12 Dado um triplo (G,P,C) onde G ¢ um grupo finito, P um
subconjunto finito de P e C = (Cp)pep uma famdia de classes de conjugacao
nao triviais de G, indexadas por P denotamos por T’ — (G, P,C] a classe de
equivaléncia de (G, P,C). AT damos o nome de tipo de ramificacdo.

Pelo Lema 5.2.10 concluimos que o tipo de ramificaciio ¢ invariante por
K(x)-isomorfismos de L, onde L é uma extensio de Galois de K(z).

Seja G = (L : C(z)). A existéncia da extensio de Galois de C(x) do tipo
I' = [G,P,C], onde P é um subconjunto finito de P} e C = (Cp)pep uma
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famflia de classes de conjugacio nao triviais de (. indexadas por P, é-nos
garantida no préximo teorema desde que certas condigoes sejam satisfeitas.
A sua demonstragao serd omitida, mas pode ser encontrada em [13].Nao ¢
conhecida demonstracio algébrica do resultado que serd apresentado.

Teorema 5.2.13 (Teorema da Existéncia de Riemann) Sejal = [G, P, C]

um tipo de ramificacio, r = |P| e enumeremos os elementos de IR e s
Entdo existe uma extensio de Galois de C(z) do tipo I se e so:

1. se existem geradores g, ...q. de G com G % wee 5 gy == 13

2. 9.€Cp parai=1,..,r.

Note-se que se C(x) C LL for uma extensio de Galois com apenas um ponto
de ramificacao, entdao L é uma extensao do tipo (G, P,C)] onde P = {p},
G = G(L : C(z)), e C = {C,}. Pelo Teorema da Existéncia de Riemann,
conclui-se que existe um gerador ¢ de G tal que g = Id e g € C,. Entao
G = {Id} e consequentemente I = C(x). Conclui-se assim que nio existem
extensoes de Galois proprias de C(z) com menos de 2 pontos de ramifcagao.

Suponhamos agora que a extensao de Galois de C(xz) C L tem exacta-
mente dois pontos de ramificacio. Assim, C(z) C L ¢ do tipo [(G, P,C)|
onde P = {p;,p:}, G = G(L : C(z)), e C = {Cy,. Cy, }. Pelo Teorema da
Existéncia de Riemann, existem g;, g2 geradores de G tais que

L. g192 = Id;

2. a1 € Cpu g2 € C]JT
Conclui-se entao que 91" = g2 e que G ¢é ciclico.

Observagao 5.2.14 Todo o grupo finito é grupo de Galois de alguma exten-
sao de C(z).

Uma vez que pode existir mais do que uma extensao de Galois de C(x)
com determinado tipo de ramifica¢io ' sem que estas sejam necessariamente
isomorfas, impomos agora uma nova condigao, exigindo que os geradores de
G, grupo de Galois da extensio cuja existéncia nos é dada pelo Teorema da
Existéncia de Riemann, sejam de certa forma tinicos.
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Definigao 5.2.15 Seja (O, ..., Cy) um r-uplo de classes de conjugacao num
grupo G. Dizemos que o uplo de classes ¢ rigido (respectivamente, fraca-
mente rigido) em G se:

1. existem geradores gy, ...,g, € G com g1 g =1eg € C; para
SR P

2. Se g\,....q. é outro conjunto de geradores de G com as mesmas pro-
priedades (dos geradores de 1.), entio existe um tinico elemento geqG
(respectivamente, um automorfismo v de G) tal que ggi9™' = g! (re-
spectivamente, 7y (g;) = g ), parai =1, .. r.

Note-se que no caso de extensoes de Galois do tipo I' onde as classes
formam wm conjunto fracamente rigido, o automorfismo 7 ¢ tinico jd que é
definido pelas imagens de conjuntos de geradores.

Definigao 5.2.16 Um tipo I' = [G, P, (Cp),e PJ diz-se rigido (respectiva-
mente, fracamente rigido) se os elementos de P podem ser enumerados por

Pry-spr, com 1 = |P| tais que as classes C; = C,, i = 1,....r formem um
r-uplo rigido (respectivamente, fracamente rigido) em G.

Teorema 5.2.17 Para cadal = (G, P, C] tipo fracamente rigido, existe uma
tnica extensao de Galois de C(x) do tipo T, a menos de isomorfismo.

Demonstragao A existéncia é consequéncia do Teorema da Existéncia de
Riemann.

Sejam LL; e L, duas extensées de Galois fracamente rigidas do mesmo tipo
['. Podemos, sem perda de generalidade, supor que I, e L, estio contidas em
LL, extensao de Galois de C(z). Sejam G = G(L:C(z)), Gi =G(L, : C(z)) e
G2 = G(ILy : C(x)). Podemos agora definir para cada j € {1,2}, a aplicacio

pi: G — G
g — g

€ um homomorfismo de grupos. Note-se que a aplicagao estd bem defini-
da ja que L, sendo extensao de Galois, é corpo de decomposi¢io de algum
polinémio sobre C(x) e as suas raizes sio transformadas por qualquer ele-
mento de G ainda em rafzes do mesmo polinémio.
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Dado p € PL sejam C, ¢ O as classes de conjugacio associadas a (i e a
p C 5€J P P jug
G, respectivamente, entao, pela Proposigao 5.2.9,

P (Cp) = Cg(?j)‘

Sejam py, ..., p, os pontos de ramificagao de IL. Pelo Teorema da Existéncia
de Riemann existem geradores g, ..., grdeGeomg -..-g.=1eg € Eless
para cada i = 1,..,r. Entdo, para cada j € {1,2}, p; (91) ..., p; (g,) sdo
geradores de G; e satisfazem propriedades andlogas.

Como L, e Ly sdo extensoes do mesmo tipo, existe um isomorfismo ¢ :
Gy — G tal que 6(03(92)) = ,él),Vp € P. Assim, €(py (1)), ...,e(py (g,))
satisfazem as mesmas propriedades que P1(g1) . py (g,).

Uma vez que o tipo ¢ fracamente rigido, existe um automorfismo é de G,
tal que 6 (e (p, (9i))) = p; (i), para todo i = 1,...,7. Considere-se

Y= be: Gy — G

Assim, v é um isomorfismo tal que Y(p2 () = py (9:), qualquer que seja
t=1,...,r. Assim, p, = yo0 p, (basta que as imagens dos geradores sejam as
mesmas).

Como v ¢ um isomorfismo, facilmente se verifica que ker p; = ker p,. Uma
vez que G(L : ;) = {ge G(L:C(z)): g L= Id} = kerp,, resulta que
Lkerer = Ly, pois a extenséo L 2 IL; é Galois. Analogamente, [Lkerr: — L,.
Como ker p; = ker p,, resulta que L, = L,. O
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