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CONTEUDO 2

0.1 Os novos desafios do ensino da Mateméatica

"...| a verdadeira matemética nao tem nada a ver com aplicagoes, nem com os processos de
cdlculo que aprendes na escola. Estuda idealizagdes intelectuais abstractas que, pelo menos
enquanto o matemaético esta ocupado com elas, nao tocam de forma nenhuma no mundo fisico e
sensivel [...] Os mateméticos [...| sentem nos seus estudos o mesmo prazer que os jogadores de
xadrez encontram no xadrez. Na verdade, a estrutura psicoldgica do verdadeiro matematico esta
mais préxima da do poeta ou do compositor musical, noutras palavras, de alguém preocupado
com a criacao da Beleza e a procura da Harmonia e da Perfeigao. Fle é o pélo oposto do homem
prético, o engenheiro, o politico ou o homem de negécios."

Apostolos Doxiadis

E um facto que a Matemética, hoje em dia, nao tem o charme de outros cursos. Além disso,
a imagem publica que tem sido dada da Matemética, quer pelos resultados escolares dos alunos,
quer pelas criticas ao profissionalismo dos professores, quer ainda pelo tom azedo com que tém
decorrido muitas discussoes na imprensa, tem contribuido para que esta situagao se agrave cada
vez mais. Os alunos que se interessavam no passado pela Matematica, hoje em dia interessam-se
por outras coisas e procuram outros cursos. HA que pensar como eviti-lo, mas ha que pensar
também nos outros alunos, os que querem fazer da Matematica um elemento fundamental da
sua vida.

No processo de ensino-aprendizagem ha um tridngulo didactico fundamental. envolvendo o
aluno, o saber e o professor, que se enquadra num contexto bem definido. Estes elementos tém
uma dindmica prépria que é preciso compreender.

Em primeiro lugar, temos a Matematica. A Matematica tem um caracter dinadmico. A sua
historia é claramente marcada pelas tendéncias para a generalizagao, para a abstracgao e para
a formalizagao. A principio, recebeu de modo muito frio as novas tecnologias, mas parece que,
finalmente, isso esta ultrapassado. Na época actual, a Matematica tem tido uma expansao sem
precedentes, nao s6 nas diversas areas em que se organiza inteiramente, como nas suas aplicagoes
a todos os campos da actividade humana. Podemos dizer que a Matemaética, como ciéncia, esté
bem e recomenda-se. No entanto, é preciso reconhecer que a Matemaética escolar tem finalidades
diferentes da Matemaética-ciéncia. T'ém certamente muitos pontos de contacto mas, tendo outras
finalidades, devem ter também os seus pontos de diferenciagao.

Em segundo lugar temos o aluno. Os alunos hoje em dia tém pouco a ver com os alunos que
estavam no liceu nos anos 40 e 50 do século XX. A sociedade hoje é outra, outra é a populagao
discente. Uma sala de aula de hoje e uma sala de aula dessa época, nao tém nada em comum.
Para ser um bom professor & essencial conhecer os alunos. O professor tem sempre que se dirigir
aos seus alunos concretos, isso é um dos elementos fundamentais do seu conhecimento profissional.
Ora para haver aprendizagem, é fundamental que o aluno se envolva.

Em terceiro lugar temos o professor. Ele tem que conhecer muito bem os outros vértices do
triangulo. Tem que conhecer a Matemaética, caso contrario nao a pode ensinar. Como vimos,
tem de conhecer os alunos. Mas para além disso, tem de conhecer o contexto, as condigoes em
que esta a trabalhar. Hoje em dia ja se percebeu que o professor tem que ter um papel decisivo
na gestao curricular. Por isso, o papel do professor, nao é simplesmente o de aplicar o curriculo,
servir de correia da transmissao a um programa bem definido e desbobina-lo na sala de aula,
mas, pelo contrario, criar situagdes diversificadas, produzir materiais, conceber tarefas que vao
exactamente no encontro dos interesses e perspectivas dos alunos. Portanto, o papel do professor,
hoje em dia, é visto de uma maneira diferente de anteriormente.

E, finalmente, temos o contexto. Este tem muitas dimensoes, incluindo a escola, o grupo
disciplinar, o conjunto dos professores da escola, com a sua cultura prépria, a comunidade direc-
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tamente envolvente da escola, o sistema educativo, incluindo o sistema de avaliagao e a propria
sociedade. Estes elementos estao em constante mudanca.

A aprendizagem da Matemética é um processo complexo, que envolve momentos diversi-
ficados. Na verdade, envolve vérias fases, por exemplo, exploragio, formalizagao, integracao.
E preciso notar que formalizagao nao € o mesmo que formalismo: a formalizagao € inerente &
Matematica, o formalismo é a formalizagao levada a um nivel exacerbado, em que se perde o
significado das ideias matematicas e esta ciéncia é reduzida a um jogo de simbolos.

A Matematica tem por grande finalidade contribuir para o desenvolvimento dos individuos,
capacitando-os para uma plena participagao na vida social, tendo em vista o exercicio da cidada-
nia. Para que isso acontega, os alunos devem ter uma experiéncia matemética genuina, lidando
com situacoes matematicamente ricas e usando conceitos matematicos na interpretacao e mode-
lagdo da realidade. E preciso que as légicas instrumentais estranhas a tudo isto - como a selecgao
para 0s cursos superiores - nao ponham em causa as finalidades fundamentais.

Os factores de insucesso indicados mostram que a melhoria do ensino da Matematica passa
por clarificar as finalidades do ensino desta disciplina, definir expectativas claras e positivas para
os alunos, diversificar os programas no ensino secundario, reduzir o papel que a Matematica
tem como instrumento de seleccao, aperfeigoar as politicas e programas de formacao inicial e
continua e promover uma nova cultura profissional entre os professores. Devera fazé-lo com um
investimento politico continuo. E nos professores que esté a chave para a melhoria do ensino.
Mas para além dos professores, serd necessaria a intervengao dos educadores mateméticos, dos
matematicos e de muitos intervenientes, num projecto nacional mobilizador.

A Matematica tem algo de fundamental a oferecer a todas as criangas e jovens. Nao a
Matematica autoritaria dos dogmas, do certo e do errado, das humilhagoes e castigos, mas a
Matematica das relagoes, das conexdes, das instituigoes e das descobertas. Varios projectos
inovadores realizados no terreno mostram que isso esta perfeitamente ao nosso alcance. Propor-
cionar a todos os alunos experiéncias matematicas genuinas, deveria ser, por isso mesmo, uma
prioridade educativa.

O estudo da Matematica através da Musica abre novos horizontes criativos e foca-se numa
aprendizagem através da exploragio de ideias matematicas, na estimulacao das criangas para
inventarem as suas proprias estratégias de resolugio de problemas.

A Misica foi desde os tempos da Grécia antiga associada & Matematica dado que o som
produzido por uma nota s6 fazia uma boa harmonia se fosse associado a outro som que lhe
fosse proporcional. Esta relagao foi observada pela primeira vez por Pitdgoras e hoje em dia é
essencial para a criagdo de uma boa sinfonia musical. Foi através deste pensamente longiquo
que decidi desenvolver este projecto para redigir a minha tese de mestrado. Nao pretendia dar
continuidade a teorias matemaéticas antigas, onde ja ha demasiados estudos, mas desenvolver
uma certa originalidade como deve ser essencial numa tese de mestrado. Fsta advém da preciosa
orientagao do professor Joao Nuno Tavares. Em conjunto pretendemos dar a conhecer duas
teorias que associam a Matemética a Misica ainda um pouco desconhecidas. No primeiro capitulo
abordaremos a Campanologia associada & teoria de grupos e no segundo capftulo os ritmos numa
perspectiva geométrica e estatistica. Além desta abordagem cientifica também pretendi abordar
estas duas teorias sob uma perspeciva pedagdgica. Dado que estou inserido num mestrado que
envolve educacgio matematica é de todo natural que este estudo se direccione para a aprendizagem
do aluno. A inovagao das aprendizagens é, sem duvida, estimulante e entusiasmante pois permite

que os alunos se sintam mais motivados para a Matematica.



Capitulo 1

Campanologia e teoria de grupos

1.1 Introdugao

As origens da teoria de grupos sao antigas - remontam a Euler (1707-83), Lagrange (1736
1813), Gauss (1777-1855), Cauchy (1789-1857), Abel (1802-29) e Galois (1811-32).

Qutra data notavel & 1832, ano em que Galois morre e no qual ele cria algumas das maiores
contribuigoes para a teoria de grupos. [ importante notar que nenhum dos matemaéticos ja
referidos tratou a teoria de grupos como uma area independente da Matematica, e nem sequer
tentaram qualquer abordagem axiomatica a essa teoria. Apenas por volta de 1870, Kronecker
(1823-91) enunciou um conjunto de axiomas e estudou os grupos de forma abstracta. No entanto,
ele estava demasiado avangado para o seu tempo e o seu trabalho nao foi muito apreciado como
uma disciplina abstracta.

A seguir veio o trabalho de Sylow (1832-1918), um matematico inglés que, por volta de 1900,
publicou o primeiro texto compreensivo sobre grupos e deu uma contribui¢ao extensiva para
esta teoria. Também é importante salientar o trabalho de Frobenius (1899-1917) que antecipou
muito do trabalho que viria a ser desenvolvido ja no século XX. No inicio deste século, surgiram
bastantes contribui¢oes para o desenvolvimento desta teoria. O interesse na teoria de grupos
decaiu nos finais da década de trinta e principios de quarenta por motivos que nao sao ainda
muito claros para os historiadores da Matematica. Nos anos sessenta houve um ressurgimento de
interesse e, desde essa altura, que muitos dos melhores matematicos do mundo estdo motivados
por esta area de investigacao.

O conceito matemético de grupo surgiu por volta de 1770 com o trabalho de Joseph Louis
Lagrange, mas sé foi tornado explicito no século XIX por Galois e Cauchy. No entanto, em 1668
foi publicado o livro Tintinnalogia - or the Art of Change Ringing, a que se seguiu a publicagao
em 1677 de um outro livro intitulado Campanologia, da autoria de Fabian Stedman. Em ambos
os textos surge algo designado por Grupo de Perseguicdo (The Hunting Group), embora os
tocadores de sinos usassem o termo grupo num sentido pouco formal. De facto, o conceito sé
muito depois foi formalizado. Portanto, de certa forma, Stedman foi o percursor da teoria de
grupos, cem anos antes de Lagrange escrever as suas "Reflexions"!

Em 1715 toca-se o chamado "Plain Beb", o primeiro repique de sinos.
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1.2 Change Ringing (Mudanga Musical). Sinos e Teoria de Gru-
pos.

A Campanologia (em inglés Change Ringing ) é uma arte secular, desenvolvida sobretudo
no século XVII em Inglaterra, que consiste no repicar dos sinos de um carrilhao (de igreja)
composto por n sinos. Usualmente n = 6,7 ou 8.

O que se pretendia saber era de quantos modos distintos os n sinos da torre poderiam repicar,
isto é, as varias possibilidades de tocar os sinos obedecendo a certas regras.

Em que consiste a Mudanga Musical? Que tipo de matematica esta subjacente?

A descoberta da Mudanca Musical deve-se ao facto de que alternando os aprestos' em volta
de cada sino, era possivel a cada tocador manter o controle preciso de cada vez que o sino fosse
repicado. Isto permitiu que os tocadores de sinos os tocassem por uma ordem particular, e, ao
mesmo tempo, manter essa ordem ou mudanga de um modo preciso.

O conceito matematico de grupo, como se viu, surgiu por volta de 1770 com Lagrange mas
s6 se tornou mais visivel no século XIX com Galois e Cauchy. Porém, muito tempo antes de os
matemiéticos terem desenvolvido os conceitos de grupo de permutagoes e grupo de simetria, ji os
tocadores de sinos, durante os séculos XVII e XVIII, tinham desenvolvido, pelo menos, algumas
destas ideias. De facto, em 1668 as obras "Tintinalogia -or the Art of Change Ringing” seguida
por "Campanologia”, de Fabio Stedman, faziam ja alusao matematica a teoria de grupos. [fabio
Stedman dedicou estas duas publicagoes & "Society of College Younths", a mais antiga sociedade
inglesa, de modo a promover o repique dos sinos na aristrocacia. Também foi objectivo de
Stedman formalizar para a posteridade as regras e as composigoes que estavam envolvidas na
Mudanga Musical. Ambos os livros referem uma mateméatica admiravel relacionada com o grupo
de permutagoes como iremos ver. No inicio do livre "Campanologia”, Stedman referiu que, "the
art of changes", a arte das mudangas, era uma invengdo matematica sua e que produzia efeitos
notéaveis.

Fabio Stedman desenvolveu um método de repique dos sinos conhecido como "Plain Bob".
Este método envolvia algo a que se chamava "Hunting Group”, ou Grupo de Perseguicao, o que
torna manifesto que alguns tocadores de sinos ja utilizavam o termo grupo, embora num contexto
nao técnico. No entanto, o sentido técnico e nao técnico coincidem.

A partida, o estilo de miisica conhecida como "Change Ringing", ou Mudan¢a Musical, nao
parece ter muita variedade. Uma composicao para piano pode utilizar cerca de oitenta e oito notas
diferentes. Uma orquestra tem ainda mais notas disponiveis a que se acrescenta a diversidade
do conjunto de sonoridades dos varios instrumentos. Em contraste, a Mudanga Musical apenas
utiliza seis ou sete notas, dependendo dos sinos disponiveis. Apesar desta aparente caréncia de
meios, tocar as mudangas musicais desenvolveu uma forma de arte refinada de alta qualidade.

Como é que a Mudanca Musical pode ser entendida como Misica, ou seja, levar-nos a algo
harmonicamente interessante, partindo de vulgares € simples repiques entre sinos?

A arte da Mudanca Musical

Como acontece na musica serial dodecafénica (dos doze tons), a Mudanca Musical utiliza
sequéncias de notas em que cada nota disponivel ocorre exactamente uma tnica vez. Em vez das
doze notas graduadas da escala cromatica, a mudanca musical utiliza um conjunto mais pequeno
de notas.

De facto, a notagio tradicional para este tipo de misica nao é suficientemente especifica
relativamente 4 graduacao a ser utilizada.

Laparelhamento em volta do sino
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Notagao

Os sinos sao designados por niimeros azuis bold face 1,2,3,4,...,n - o sino nimero 1, o sino
niimero 2, etc. - ordenados por ordem decrescente de altura, do mais grave, o sino niimero 1,

para o mais agudo, o iltimo sino nimero n.

Figura 1

Os sinos sao tocados um de cada vez, por uma certa ordem ou arranjo. Um arranjo particular
de sinos chama-se uma séric (de sinos). Por exemplo, [312564] representa uma série de seis
sinos. Esta série deve ser tocada pela ordem indicada - primeiro o sino 3, segundo o sino 1,
depois o sino 2, e assim sucessivamente.

Existem ao todo n! séries.

Uma sinfonia num conjunto de n-sinos é composta por sucessivas mudangas, de umas séries
para as outras, feito de acordo com certas regras. A mudanga de [12345] para [21435], & por
exemplo, considerada como uma permutagao do grupo simétrico de 5 objectos.

Qual o problema central na Mudang¢a Musical?

O maior desafio na Mudanga Musical é encontrar uma sinfonia em n sinos, isto é, uma sinfonia
completa composta por n! séries que deve, no entanto, obedecer as regras da Mudanca Musical
que serao indicadas em breve.

Considere-se, por exemplo, trés sinos, ou seja, n—3. Existem seis permutacoes diferentes que
podemos formar com esses 3 sinos, a saber: [123], [132], [213], [231], [312], [321]. Cada uma
dessas permutacoes é o resultado de uma mudanga, dando origem ao nome "Mudanca Musical",
Podemos entao juntar estas séries e construir a seguinte peca

[123132213231312321].

Esta sinfonia designa-se por Singles Extents e toca-se em 3 sinos uma vez que inclui todas
as 31=3x2x1-6 permutagoes possiveis.

123
213
231
321
312
132

123

Note-se que a primeira e a ltima séries sdo a mesma e consiste nos sinos tocados por ordem
descendente. Entre estas séries, todas as permutagoes ocorrem exactamente uma vez.
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Uma sinfonia, com n sinos, diz-se completa quando é possivel tocar todas as n! séries dos n
sinos, organizadas de acordo com as regras da Mudan¢a Musical.

Regras da Mudanga Musical

(C1). A primeira e tltima série devem ser ambas "rounds", isto ¢, a sinfonia inicia e termina pela

sua ordem original [123...n].

(C2). As séries sao todas diferentes entre si, com excepgao da primeira e da fltima.

(C3). De uma série para a seguinte, nenhum sino deve mover-se mais do que uma posi¢ao.

A terceira regra é imposta pelas limitagoes de ordem fisica que os tocadores de sinos tiveram
que enfrentar. Para um sino ser repicado € necessario puxar uma corda e, consequentemente,
este roda em torno de um eixo, até que o badalo o percute, como se ilustra na figura seguinte,
Ora este movimento demora um certo perfodo de tempo se pensarmos que cada sino pode pesar
algumas toneladas!

Figura 2

Com efeito, de modo a obedecer as regras da Mudanga Musical foram desenvolvidos diversos
métodos pelos tocadores a fim de encontrar o nimero maximo de séries num conjunto de n-
sinos. Um dos métodos mais conhecidos designa-se por Plain Bob, e serd em torno deste que a
nossa actividade a implementar na Escola ird ser mais desenvolvida. O método Plain Bob ira
ser aplicado num conjunto de 3, 4 e b-sinos sendo identificadas as propriedades subjacentes a
cada uma das sinfonias. Além do Plain Bob, outros dois métodos também foram desenvolvidos
pelos tocadores de sinos, nomeadamente o Stedman Doubles e o Grandsire. O estudo destes dois
métodos nas actividades pedagodgicas ird incidir essencialmente em 5-sinos.

Como ja vimos, o principal objectivo da Campanologia consiste em tocar uma melodia que
englobe todas as séries possiveis, respeitando as 3 regras ja referidas. Uma tal melodia (se existir!)
chama-se uma sinfonia completa de n sinos.

Uma questio surge naturalmente: Com n sinos, quantas séries estao presentes?’
Claramente que com um tnico sino apenas uma série existe, designadamente, [1].

Com 2 sinos podemos formar duas séries [12] e [21]. E, tal como vimos, com 3 sinos podemos
formar seis permutagoes diferentes.

Nos sinos 1,2,3 de modo a poder formar as seis séries tém de conter, juntamente com os sinos 1
e 2, a mesma ordem. Se essa ordem & [12], entao podemos adicionar o sino 3 no inicio, no meio ou
no fim para obter [312], [132] e [123]. Do mesmo modo, se 1 e 2 aparecem na ordem [21], entao,
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outra vez, em cada uma das trés séries passa a ter-se [321], [231] e [213]. Ista observagao conduz
ao caminho para uma formulacdo geral. As mudangas nos sinos 1,2,3,4 surgem expandindo-se
cada um dos trés sinos em quatro sentidos diferentes. Por exemplo, adicionando o sino 4 para a
série [312] resulta [4312], [3412], [3142] e [3124]. Entdo, cada uma das 6 séries nos trés sinos
leva a mais 4 séries o que d4 um total de 6x4—24 (24=4!). Analogamente, cada uma das séries
em 4-sinos leva a mais 5 séries em cinco-sinos e portanto 24x5=120 (120-5!)possibilidades de
arranjar cinco sinos.

Mais geralmente uma sinfonia completa é uma sequéncia de n!=nx(n-1)x(n-2)x........ ®x2x1

séries.

-

O maior desafio para os tocadores de sino é encontrar uma sinfonia que seja o mais longa
possivel, num conjunto de n-sinos, e que respeite as trés regras da Mudanga Musical.

A tabela seguinte descreve o nimero de séries para cada uma das respectivas sinfonias. Na
tltima coluna mostra o tempo que seria necessario para tocarmos cerca de 30 séries por minuto.
[ facilmente observavel que o niimero de séries aumenta rapidamente com o aumento do niumero
de sinos e, consequentemente, o tempo dispendido para se poder repicar cada uma das sinfonias.
O verdadeiro objectivo dos tocadores de sinos consiste em tocar todas as séries para cada uma
das sinfonias. A dificuldade é acrescida 4 medida que n aumenta dado que, para repicar todas
as séries, tém de ser obedecidas as trés regras da Mudanga Musical.

Niimero de sinos | Nome da sinfonia Nimero de séries | Tempo aproximado
n n!+1 | de toque
3 Singles 7 | 14 segundos
4 Minimus 25 | 50 segundos
5 Doubles 121 | 4 minutos
6 Minor 721 | 24 minutos
i Triples 5041 | 3 horas
8 Major 40 321 | 23 horas
9 Caters 362 881 | 9 dias
10 Royal 3 628 801 | 3 meses
11 Cinques 39 916 801 | 2 anos e meio
12 Maximus 479 001 601 | 30 anos
16 == 20 922 789 888 001 | 1 330 000 anos
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1.3 Notacao para a Mudanca Musical

As posigdes dos sinos numa série sao designadas por niimeros usuais 1,2, 3,4, ... (ordem usual
pela qual sao tocados os sinos, da esquerda para a direita).

Por exemplo, na série [312564), o sino 3 ocupa a posigao 1, o sino 1 ocupa a posigao 2, o
sino 2 ocupa a posicio 3, etc. Assim, o sino 3 é tocado em primeiro lugar, o sino 1 em segundo
lugar, o sino 2 em terceiro lugar, etc.

Convém recordar a regra. (C3)., referida anteriormente, a mudanca de uma série para a

seguinte envolve apenas transposicoes de pares disjuntos de sinos vizinhos.
» Definicao 1.1 Uma mudanca € uma permutacio especial das n posigdes dos sinos.
Exemplo: A mudanga (23)(45) é possivel - 0 sino que ocupa a posi¢ao 2 permuta com o que

ocupa a posi¢do 3 e o sino que ocupa a posicdo 4 permuta com o que ocupa a posicao 9.

A mudanga (24)(16) nao & possivel porque o sino que ocupa a posi¢io 2 mudaria para a

posicio 4 e vice-versa. O sino na posicao 1 troca com o sino que estd na posigao 6. Assim, a

seguir 4 série [256413] nao se pode aplicar a mudanga A=(24)(16), que iria resultar na série
[346512], uma vez que o sino 3 tem de repousar até voltar & sua posi¢éo inicial a fim de voltar
a repicar, e isso leva tempo, devido as questoes fisicas ja referidas anteriormente.

Na figura seguinte ilustra-se a mudanga (12)(45)(67). Esta mudanca é possivel na Mudanga
Musical, uma vez que os sinos que permutam sao adjacentes entre si.

A5 md s e wms e o o seguinte e abem respaicbes de pares divjanton de vines eiinhas

Figura 3

Usando Permutagoes

As permutacdes do grupo simétrico %sdo multiplicadas da direita para a esquerda, pela regra
habitual da composi¢do de fungoes (para uma introdugao as principais nogoes sobre teoria de
grupos veja o apéndice 1). Como dissemos anteriormente, as mudangas actuam (4 esquerda) sobre
as séries, mudando a posicao dos respectivos sinos. Assim, por exemplo, a mudanga A = (12),
quando actua sobre a série [231], produz a série [321].

Como se pode relacionar uma permutagio com uma série? Muito simplesmente comparando-a
com a série inicial. Por exemplo, associamos a permutagao (132) a série [231] uma vez que,

® 0 sino que ocupa a posigao 1 (sino 1) muda para a posicao 3.

20 conjunto das permutacdes de um conjunto X
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e 0 sino que ocupa a posi¢ao 2 (sino 2) muda para a posigao 1.

e 0 sino que ocupa a posigio 3 (sino 3) muda para a posigao 2.

Escrevemos entaa:

“ Série | Permutagao ||
123 e
231 (132)

Se a esta tltima série [231] aplicarmos a mudanga A=(12), o que significa que os sinos nas duas
primeiras posigoes trocam entre si, obtém-se a série [321]. Como anteriormente, a esta série
associamos a permutagao (13).

O mesmo se obtém compondo as mudancas da direita para a esquerda:

Aplicando a operagao entre permutagdes da direita para a esquerda temos o seguinte resul-
tado:

wam- (31 3)-(222)- (3320

Obtem-se de novo a permutagao (13).

Resuminda:

[ Série | Mudanga | Permutagao
231 (132)
A
321 A-(132) = (13)

Em geral, as permutagoes do grupo simétrico sdo apresentadas através de uma decomposicao
em ciclos disjuntos.

As mudangas do grupo simétrico actuam (a esquerda) sobre as séries mudando a posicao dos
respectivos sinos.

Sinfonia Singles Extents (3 sinos)

Analisemos o exemplo simples com 3 sinos, designadamente, 1,2 ¢ 3.

Para respeitar aregra ((C3). , cada mudancga pode ser apenas de um dos dois tipos seguintes:

A = (12) — os sinos que ocupam as posigoes 1 e 2 permutam entre si

ou:
B = (23) — os sinos que ocupam as posigoes 2 e 3 permutam entre si

Fagujn.,

2 " 1} Sam
LTy EMATIc tTRe
{

Skl
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Tudo isto esté ilustrado na figura seguinte:

Single extent (Slow six) em 3 sinos

|[ Numero || Série | Mudanca ] Permutacao H

12 123
A

20 213 A=(12)
B

3° 231 BA=(23)-(12) = (132)
A

4° 321 ABA = (12) - (132) = (13)
B

5° 312 (BA)? = (123)
A

6° 132 A(BA)? = B = (23)

........ B
7° 123 (BA?? =e

A outra possibilidade consiste em tocar as séries por ordem inversa, para obter o chamado
Single extent (Fast six) em 3 sinos .

| série [231] resulta na permutacio (132), dado que o sino 1 tomou o lugar 3, o sino .2 tomou o
| lugar 1 e o sino 3 tomou o lugar 2, isto relativamente a série inicial [123].

Série inicial Permutacao Série resultante
1 N Fa 2
2 — (132) - 3
3 P % 1

Analogamente, a série [321] resulta na permutagao (13), dado que o sino 3 esta na posigao
1, o sino 1 na posi¢ac 3 e o sino 2 permanece na sua posigao original.

Série inicial Permutagao Série resultante
1 N P 3
2 — (13) - 2
3 A Ny 1

Fazendo um raciocinio andlogo ao anterior vai-se da quarta série [321], associada & per-
mutagdo (13), para a quinta série [312], associada & permutacio (123), através da mudanca
B=(23) que troca os sinos que estao na segunda e terceira posi¢oes, respectivamente.

- 33 )

Como ja vimos 4 série [321] est4 associada a permutagao (13).

Como,

Na coluna da direita associamos uma permutagio a cada série da sinfonia. Por exemplo a
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{ & @ 1 % 8 L2 3\ ..
B i = (1 3 2)' (3 2 1) (2 3 1):“‘”)

Obtem-se assim a permutacao (123)=(BA)%.

Assim ao aplicar a mudanca B=(23) 4 série [321] obtém-se a série [312].

” Série | Mudanga | Permutacao “
321 (13)
B
312 B-(13) = (123)

¢ assim sucessivamente,

1.4 A Mudanga Musical e a teoria de grupos

Um grupo G consiste num conjunto de elementos € um modo de os combinar através de uma
operagao binaria produto (designando-se por "."), que satisfaga as seguintes quatro condigoes:

a) Fechado: se z e y sao elementos de G, entao z.ye G
b) Associatividade: se z, y e z sdo elementos de G, entao (z.y).z—z.(y.2)

¢) G tem elemento neutro, que se designa por e, de modo que para cada x€G ex—z.e=1,
VxeG

d) Se z é um elemento de G, entao existe um elemento inverso y em G tal que z.y=y.z=¢
Exemplos de grupos sao:

i) O conjunto dos niimeros reais positivos com a operacao bindria x: a identidade é o elemento
1eoinverso de x é 1/x.

ii) O conjunto dos ntimeros inteiros com a operagao binaria +: a identidade é o elemento 0 e o
inverso de x é -x.

iii) O conjunto de todas as permutagoes de {1,2,....... ,n} com a operacao binaria do produto
como descrita atrés. Designa-se por 5,,.

iv) O conjunto de todas as simetrias de um tridngulo equilatero: este grupo é o mesmo que 53

O exemplo iv mostra que o conjunto Ss, correspondendo as permutacoes da sinfonia Sin-
gles Extents, forma um grupo. De modo a verificar que S3 obedece és quatro condigoes que
definem um grupo construa-se a seguinta tabela onde se representa o produto "."entre todas as

permutagoes de S3:
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; e | (12) | (123) | (13) | (132) | (23)
e e | (12) | (123) | (13) | (132) | (23)
12) | 12) | e | (23) [ (132) | (13) | (123)
(123) | (123) | (13) [ (132) | (23) | e | (12)
(13) | (13) | (123) | (12) | e | (23) | (132)
(132) | (132) | @23) | e | (12) | (123) | (13)
@3) | @3) | (182) | (13) | (123) | (12) | e

Fechado

Facilmente se pode observar que para todo o x,y€ S3 se tem x.y€ S3. Portanto o conjunto
S5 é fechado para a operagao composigao.

Associativa

A operagiio "."no conjunto Sy é associativa dado o modo como esta definida, por isso a ordem
pela qual agrupamos as operagoes é irrelevante. Se x,y,z € S3 entdo x.(y.z)=(x.y).z

Existéncia de elemento neutro

Relembre-se que todo o grupo tera de conter um elemento identidade, um objecto que deixa
inalterado qualquer um que combine com ele. Considera-se a operagao "nao actuar sobre nada”
num contexto musical classico como uma transposicao de zero semi-tons.

Analogamente para os sinos podemos descrever a identidade como uma sequéncia de zero
trocas, isto é:

1 2 3
1 2 3/

Como se pode observar pelas linhas da tabela se x,e€ S3 entao tem-se x.e=e.x=x.

Existéncia de elemento inverso
Dois elementos sao inversos um do outro, se o seu produto fér a identidade.
Por exemplo, (123)71=(132), (13)~'=(13).

Tomando x=(123) o inverso sera y=(132), pelo que, (123).(132)=e, isto é, a série que corre-
sponde & permutagio (132) & inversa da série relativa a permutagao (123). Tomando-se agora
x=(13) o inverso corresponde a y=(13) tendo-se(13).(13)—e, e portanto, a série que corresponde
4 permutagao (13) é inversa de si propria. Aplicando a habitual operagao entre permutagoes, da
direita para a esquerda, observa-se que em cada uma das linhas e das colunas da tabela existe
sempre dois tons que sao inversos um do outro, ou seja, VX,y€S53 tem-se sempre X.y=y.x—e

Assim, o conjunto S constitui um grupo.

Pode assim dizer-se que muito antes da axiomatizagao da teoria de grupos ja os tocadores de
sino a utilizavam num sentido ainda elementar e intuitivo.

O maior compositor da Mudanga Musical, Fabian Stedman em 1677 compds esta refinada
arte musical no seu livro Campanologia e a ela associou a teoria de grupos que na época era
completamente desconhecida. O seu aparecimento apenas ocorreu, matematicamente, nos séulos
XVIII e XIX e portanto Fabian Stedman talvez possa ser considerado o percursor da primeira
teoria de grupos.

Para reforcar o facto, com detalhe, da teoria de grupos estar latente na Campanologia, num
grau substancial, analisa-se a seguir um vasto conjunto de métodos -Plain Hunt (Perseguigao
Total), Plain Bob, Grandsire e Stedman Doubles.
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Certamente um conhecimento da teoria de grupos ajuda-nos a analisar as diversas sinfonias
da Mudanca Musical no que diz respeito a sua estrutura e propriedades.

Qual o problema que advém na Mudanga Musical?

O problema dos tocadores de sinos é essencialmente a construgao de métodos para construir
melodias (sinfonias) de véirios comprimentos sendo de particular interesse compér sinfonias cujo
comprimento mAximo seja, sempre que possivel, n! séries e que obedegam as regras (C1)-(C3)
da Mudanga Musical.

Solugao para o problema

O primeiro método a ser estudado serd o Plain Hunt (Perseguigao Total). Como iremos
verificar este método ainda nao é uma sclugao Gptima para os tocadores de sinos pois nem
sempre serd possfvel obter todas as n! permutagoes em n-sinos. De modo a poder chegar a
todas as n! permutacoes os tocadores de sinos desenvolveram outros métodos. Apenas irei dar
referéncia aos métodos mais desenvolvidos, nomeadamente, o Plain Bob, o Stedman Doubles
e o GrandSire. Nestes dois tltimos métodos farei, unicamente, referéncia a um conjunto de 5
sinos pois apenas num niimero impar de sinos a sua aplicagio € vélida. O método Plain Bob é

de longe o mais utilizado e, por isso, o estudo versara para conjuntos de 4, 5 e 6 sinos.

1.5 Perseguicao Total. (Plain Hunt)

O método mais simples para os tocadores de sinos € designado por Perseguican Total. A descrigao
deste método ira incidir em 3 e 5 sinos e depois generalizar-se-4 para n-sinos.

Dado que ja se conhecem as regras vejamos se estas sdo obedecidas pela sinfonia Singles
Extents. Considere-se as 7 séries (devido a regra (C1) no méximo uma sinfonia tem n!-+1
séries, isto é, tem de iniciar e finalizar pela série [1 2 3....n]).

” Numero || Série | Mudancga I Permutagao H

1* 123
A

20 213 A =(12)
B

3° 231 BA = (23} -(12) =(132)
A

4° 321 ABA = (12) - (132) = (13)
B

5° 312 (BA)? = (123)
A

6° 132 A(BA)? = B = (23)

........ B
i 123 (BA® =e

As permutagdes que figuram na coluna da direita:

A= (12), BA= (132), ABA = (13), (BA)* = (123)
A(BA)? = B = (23), (BA)?® =e

constituem um grupo - o grupo simétrico Sz do conjunto {1,2,3} com trés elementos.

Pode facilmente observar-se que as regras da Mudanga Musica (C1)-(C3) sao obedecidas.



1. Campanologia ¢ teoria de grupos 15

Refira-se que o sino 1 caminha até a iltima posicao e que regressa novamente para a primeira

posigao. Este processo é conhecido como "Plain Hunting”, Perseguicao Total, e que o percurso
das seis séries (trés posigoes para o sino 1 de modo ascendente e mais trés de ordem descendente)
é designado por "Hunting Group”, Girupo de Perscguicio. Acrescente-se o facto do conceito de

grupo ser pela primeira vez mencionado ja no século XVIL
» Definicao 1.2 As mudancgas A e B geram wm subgrupo Hy, de S, de ordem 2n.

Para o conjunto de 3 sinos a Perseguigio Total fornece todas as possfveis 6(=3!) permutacoes
e portanto & uma solugao 6ptima para os tocadores de sino.

O Grupo de Perseguicio Hg— {e, (12), (132), (13), (123), (23)}.
Interpretacao Geomeétrica

O Grupo de Perseguicao Hg € isomorfo a D3, grupo das simetrias de um tridngulo equilatero
com vértices 1, 2 e 3 correspondentes ao nitmero de posigao dos sinos. Por exemplo a permutacgao
(123), que muda 1 em 3, 2 em 1 e 3 em 2, corresponde a uma rotagao no sentido dos ponteiros
do relogio de 120°. A permutacao (12) que modifica 1 em 2 e fixa 3, corresponde a uma reflexao.

Chamamos a este conjunto de simetrias S(A ), "o grupo de simetrias do triangulo".

/\A\AA\AA

nngh de 1207 :-u'il de 240"
(132)=BA 23)-BA) (12)=A (23=B (13=ABA
Figura 4

Sinfonia Doubles Extents (5 sinos)

A Perseguigao Total em 5 sinos utiliza duas mudangas que sao aplicadas alternadamente na
série inicial, até esta voltar a aparecer. As mudangas sao A—(12)(34) e B=(23)(45). Escreve se
A ou B entre duas séries para indicar a mudanga que tem sido usada para se obter uma série a
partir da outra.
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[ Namero || Série | Mudanga | Permutagao |
i 12345 p
2 21435 A= (12)(34)
3° 24153 7 BA = (23)(45) - (12)(34) = (13542)
g° 42513 i ABA = (12)(34) - (13542) = (14)(35)
Be 45231 ? (BA)? = (23)(45) - (14)(35) = (15234)
6° 54321 A A(BA)? = (12)(34) - (15234) = (15)(24)
e 53412 ? (BA)? = (23)(45) - (15)(24) = (14325)
8° 35142 i A(BA)® = (12)(34) - (14325) = (13)(25)
9° 31524 . (BA)* = (23)(45) - (13)(25) = (12453)
1tF 13254 y A(BA)* = B = (12)(34) - (12453) = (23)(45)
1e 12345 ? (BA)® = e

As mudancas seguem a respectiva ordem: (leia-se da direita para a esquerda, pois considera-se
a habitual operagio entre permutagoes). Como

BABABABABA=(BA)*=e

Vemos que depois de 10 mudangas volta-se a série inicial [12345]. Por outras palavras,
existern um total de 11 séries na Perseguicao Total em 5 sinos, se incluirmos igualmente a série
inicial e ltima.

Voltar a série inicial depois de aplicar por dez vezes as mudangas era previsivel, dado que A

e B geram um grupo de ordem 10. Segue-se que nido pode existir mais do que 10 mudangas na
Perseguicao Total em 5 sinos e, de facto, em qualquer método apenas usando A e B.
Na Perseguigao Total em 6 sinos, as mudangas usadas sao A=(12)(34)(56) e B=(23)(45).
Nos 7 sinos utiliza-se, A=(12)(34)(56) e B=(23)(45)(67) e em 8 sinos usa-se A=(12)(34)(56)(78)
e B=(23)(45)(67).

A generalizagao para n-sinos é agora clara.

» Definicao 1.3 As mudangas sequem a respectiva ordem, A = (12)(34)...... (n-1,n) e B =
(23)(45).....(n-2,n-1} quando n é par, e A = (12)(34)......(n-2,n-1), B = (23)(45)......(n-1,n)
quando n é impar.

Note-se que A e B sio produtos de transposicoes disjuntas de niimeros consecutivos. Isto ¢
exigido pela regra C3.

Voltando & perseguigao total em 5 sinos, o Grupo de Perseguicao para 5 sinos é dado por:
Hio={e, (12)(34), (12453), (14)(35), (14325), (15)(24), (15234), (13)(25), (13542), (23)(45) }.
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Como se pode observar no conjunto de 5 sinos a Perseguigao Total ainda nao é uma solugao
6ptima, pois apenas forneceu 10 permutagoes de (51=-)120 possiveis. O Grupo de Perseguigao

Mo também é isomorfo a Ds, o grupo das simetrias de um pentiagono com vértices 1,2, 3, 4 e .

Para resolver o problema os tocadores de sinos inventaram outro método designadamente o
Plain Bob a fim de tentar obter todas as n!{1 permutagdes de um conjunto de n-sinos.

1.6 Plain Bob

Provavelmente o método mais simples e mais conhecido que se segue a Perseguigao Total, "Plain
Hunt", designa-se por Plain Bob . Este método data de 1650 aproximadamente. Inicialmente
iremos descrever o Plain Bob para 4 sinos e depois para 6 sinos.

Para se obter mais de 2n séries, num conjunto de n sinos, devera introduzir-se uma outra
mudanca na Perseguigdo Total, pois este ainda néo é a solucao ideal, que é encontrar as n!+1
séries. O método Plain Bob utiliza poucas mudangas de modo a tornar-se tao simples quanto
possivel, obtendo-se entretanto, se possivel, todas as n!+1 séries.

Sinfonia Minimus Extents (4 sinos)

De acordo com a defini¢ao 1.3, as duas primeiras mudangas serao: A=(12)(34) e B=(23).

Obtém-se a seguinte tabela:

[ Namero || Série | Mudangaj Permutagao
1° 1234
A
20 2143 A= (12)(34)
B
3 2413 BA = (23) - (12)(34) = (1342)
A
40 4231 ABA = (12)(34) - (1342) = (14)
B
5 4321 (BA)? = (23) - (14) = (14)(23)
A
6° 3412 A(BA)? = (13)(24)
B
g 3142 (BA)3 = (23) - (13)(24) = (1243)
A
8° 1324 A(BA) = B = (23)
........ B
9° 1234 (BA* =e

As mudangas seguem a respectiva ordem. Observe-se que
BABABABA=(BA)'=e

e portanto as duas mudangas A—(12)(34) e B=(23) apenas nos diao 8 das 24 séries possiveis
(4!=24). Assim, as mudancas A e B geram o grupo de perseguicao Hg.
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Hg={e, (12)(34), (1342), (14), (14)(23), (13)(24), (1243), (23)}
Interpretacac Geométrica

O Grupo de Perseguicao Hg é isomorfo a Dy, o grupo das simetrias de um quadrado com
vértices 1, 2, 3 e 4. As oito simetrias do quadrado, juntamente com as suas permutagoes sao
mostradas na figura 5. Chamamos a este conjunto de simetrias S(0J), o grupo de simetrias do
quadrado.

2 2 4 2 4 2 4 1 2 \
’ A B35 %
1 3 1L s 1 3 1 y 1 I3 1 e 3 1 \ 3
2 4 1 ) 4 4 1 4 3 4 12
1 ly 3L 4 4 3 2 n 2 1L 2 4
e @orEy  aoeeEs’  (30FRA  (9COABAT (DA -8 @iama
Figura 5

Para conseguir tocar mais séries (distintas das anteriores), em vez de aplicar a mudanga B,
que permite passar da 8% para a 9% série, regressando a série inicial [1234], aplicamos uma
nova mudanga C:

C = (34)

. A mudanga C transforma a 8 série [1324] numa nova série distinta das anteriores - a série
[1342].

» Definigao 1.4 A mudanga C é C = (34)(56)....(n — 2,n — 1) quando n € impar e C' =
(34)(56)....(n — 1,n) guando n € par.

Continuando a aplicar alternadamente as mudancas A e B a esta nova série [1342). Obtemos
a classe direita Hg(CB) de Hg em Sy, ou seja:

Hg(243)

O seguinte esquema descreve esquematicamente a introdugio dessa nova mudanga, C.
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[ Ntimero | Série | Mudanga | Permutagao

6° 3412 ;él'tBA)"’ = (13)(24)

i 3142 ? (BA)3 = (23)(13) - (24) = (1243)
8° 1324 ! A(BA?® = (23)=B

9° 1342 ¢ CB = (34) - (23) = (243)

10° | 3124 ! ACB = (12)(34) - (243) = (123)
11° | 3214 y BACB = (23) - (123) = (13)

Depois de aplicar alternadamente as mudangas A e B, nesta segunda classe direita, chegamos
a ABABABACB=A(BA)*CB=BCB, uma vez que A(BA)*~B=(23) como ji vimos. Portanto,
em vez de aplicar novamente B, (que conduziria & repetigao da série [1342], desobedecendo a
regra (C2)), introduz-se novamente C que nos leva para dentro de uma terceira classe direita
Hg(CB)?=Hg(234). A seguir alterna-se repetidamente entre A e B, ¢ no mesmo ponto, faz-se
novamente C, que nos traz de volta A série inicial [1234].

Obtém-se assim uma solugao éptima para o problema dos tocadores de sinos para n=4 uti-
lizando o Grupo de Perseguigio Hg e duas classes direita, que sao Hg(243) e Hg(234).

Com a construgao do método Plain Bo obteve-se a sinfonia completa Minimus Extents e aqui
estd o conjunto completo das séries:

[ N° | Mud | Séries | Perm | N° [ Mud | Séries | Perm || N° | Mud | Séries Perm ||

12 1234
A A A

90 2143 | (12)(34) || 10° 3124 | (123) | 18° 4132 | (124)
B B B

30 2413 | (1342) | 11° 3214 | (13) | 19° 4312 | (1324)
A A A

40 4231 | (14) | 120 2341 | (1432) | 20° 3421 | (1423)
B B B

50 4321 | (14)(23) || 13° 2431 | (142) || 21° 3241 | (143)
A A A

6o 3412 | (13)(24) | 14° 4213 | (134) | 220 2314 | (132)
B B B

70 3142 | (1243) | 15° 4123 | (1234) | 23° 2134 | (12)
A A A

8° 1324 | (23) | 16° 1432 | (24) | 24° 1243 | (34)
C C Q

90 1342 | (243) | 17° 1423 | (234) || 25° 1234 | e

As séries no seu total constituem a sinfonia conhecida como Plain Bob Minimus. Todas as
permutagoes de n=4 formam o grupo S4. Portanto, neste caso obtém-se o niimero maximo de
permutagoes possivel numa sinfonia. Mas, em geral, isto nem sempre acontece.
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Ha algumas observagoes importantes a fazer:

[Obs1] Adicionando classes direitas do subgrupo Hg<Sy ao grupo Perseguicao Total [y
aumentamos o niamero de séries e, consequentemente, o nosso conjunto de permutacoes. ksta
é a principal ideia relativamente ao problema dos tocadores de sino e de todos os métodos que

iremos considerar.

[Obs2] Considerando agora P=CB listamos as permutagoes pela seguinte ordem: |
Hg,Hs P, HgP?

onde em cada classe direita se usa a ordem da Perseguicao Total.

[Obs3] Notese que obtemos a partir do grupo de perseguigao Hg, um total de 3 classes
direitas porque P=(243) & de ordem 3: P3=(243)>=e. Analogamente P?=(234) também ¢é de
ordem 3, uma vez que (P2)3:(P3)2:‘32=e

Calculemos, por exemplo, Hg(243) e Hg(234).

Aplicando a habitual operagio da direita para a esquerda, a permutagéo (243), no topo da
segunda classe direita, com cada uma das permutagoes do grupo de perseguigao, obtém-se as
correspondentes permutagoes da classe direita HgP. Por exemplo,

mavee- (3238 (0219 ( 31 Hom

A permutacio (123) resulta na série [3124], ou seja, o sino 1 passou para a posi¢ao 2,
o sino 2 para a posi¢ao 3 e o sino 3 para a posi¢ao 1, mantendo-se o sino 4 na sua posicao
original, isto relativamente A série inicial [1234].

Analogamente se combinarmos a permutagao (234), no topo da terceira classe direita, com
cada permutagao do grupo de perseguigio obtém-se a correspondente classe direita HgP?. Por ‘
exemplo:

mmonen (3334 (033 8- (23 3 D)oo

Pelo que a permutagao (124) resulta na série [4132], ou seja, 0 sino 1 passou para a posicao
2, 0 sino 2 para a posi¢ac 4 e o sino 4 para a posi¢ao 1, mantendo-se o sino 3 na sua posigao
original, isto relativamente A série inicial [1234].

(Obteve-se em primeiro lugar o grupo de perseguicao Hg. A segunda classe direita é obtida
através da combinagio de cada elemento de Hg com (243) e escreve-se Hg(243) ou HgP. A terceira
classe direita é obtida através da combinagio de cada elemento de Hg com (234) e escreve-se
Hg(234) ou HgP?. Assim obtém-se, relembrando que
Hg={e, (12)(34), (1342), (14), (14)(23), (13)(24), (1243), (23)},

e- (243 (243)
(12)(34) - (243) = (123)
(1342) - 13)
(14)251233: 142; t Hy-(28) (L.1)
(13)(24) - 134)
(1243) - )
(23) - (24)
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e analogamente:

e-(234) = (234) )
(12)(34) - (234) = (124)
(1342) - (234) = (1324)

(14)- (234) = (1423) .
(14)(23) - (234) =  (143) p e B W)
(13)(24) - (234) = (132)

(1243) - (234) =  (12)

(23)-(234) = (34) )

Para um conjunto de 4-sinos todas as possiveis permutagoes sao tocadas. Assim, através das
mudangas A, B e C o método Plain Bob permite obter a sinfonia completa Minimus Extents.

Esta decomposicao do grupo simétrico S4 em classes direitas era conhecida dos tocadores de
sino um século antes de os mateméticos a terem descoberto.

Minor Extents (6 sinos)

Vejamos agora o Plain Bob para 6 sinos. Recorde-se que a ideia é adicionar classes direitas
de Hys o grupo de Perseguicao Total de 6 sinos, para se obter ainda mais séries. Claro que isto
tem de ser feito sem desobedecer as regras (C1)-(C3). Repare-se que os geradores do Grupo de
Perseguigio sio A=(12)(34)(56) e B=(23)(45). Adiciona-se C=(34)(56) do mesmo modo. Como:
P=CB=(34)(56)-(23)(45), que se traduz na permutacio, (24653) tem ordem 5: P%=(CB)°—e.
Obtém-se assim 5 classes direitas de Hiz e portanto um total de 60 permutagoes (61 incluindo a
série inicial).

Hyg; H1oP; Hi2P?; HipP?; Hip P?

Obtemos (representagao parcial):
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Numero | Série | Mudanga | Permutagio I
i 123456
A
2 214365 A = (12)(34)(56)
8 241635 ! BA = (23)(45) - (12)(34)(56) = (135642)
10 426153 A ABA = (12)(34)(56) - (135642) = (14)(36)
50 462513 ? (BA)? = (154)(236)
6° 645231 # A(BA)? = (16)(24)(35)
i 654321 ? (BA)? = (16)(25)(34)
g° 563412 ! A(BA)? = (15)(26)
9° 536142 ? (BA)* = (145)(263)
10° 351624 ! A(BA)! = (13)(25)(46)
11° 315264 ? (BA)® = (124653)
12° 132546 ! A(BA)® = B = (23)(45)
13° 135264 . CB = (24653)
14° 312546 g ACB = (123)(45)
15° 321456 ? BACB = (13)
16° 234165 . ABACB = (1432)(56)
17° 243615 o (BA)*CB = (15642)

Vamos analisar se as regras (C1)-(C3) sao satisfeitas. Dado que A, B e C séo transposigoes
disjuntas de nlimeros consecutivos e sao as tnicas mudancas utilizadas para ir de uma série para
a outra, conclui-se que a regra (C3) é satisfeita. A regra (C1) também ¢é satisfeita em virtude
do modo de construgio e a regra (C2) é respeitada porque as classes direitas sao disjuntas.

Vemos pois como a teoria de grupos permite a construgao de um método, que obedece as
regras da Mudanga Musical. Pode-se também utilizar o Plain Bob num ntimero impar de sinos.

» Proposigao 1.1 Para qualquer n, o Plain Bob em n sinos utiliza n-1 classes direilus de
Hy,, tendo 2n(n-1) permutacdes.

Obs: Como se pode observar para n—6 sinos o Plain Bob nao forneceu todas as (6!=) 720
permutagdes. Apenas quando n=4 se tem a igualdade 2n(n-1)-=n!.

Esta solucao para o problema dos tocadores de sinos data do século XVII e pode ser encon-
trada no livro de Stedman datado de 1677.
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1.7 Leads. Bob Leads

Leads

Considere-se novamente as 25 séries no Plain Bob para 4 sinos. A primeira € a série inicial, e
as outras séries sao obtidas a partir de trés conjuntos de oito permutagoes cada, designadamente,
f]rg, Hsp € fngg.

» Definigao 1.5 Designa-se por Lead um conjunto de 2n séries.

Para cada uma das Leads note-se que cada sino esté duas vezes na primeira posicao. Também
se deve notar que o sino mimero 1 estid sempre na primeira posi¢do na série inicial e final de
cada Lead. A primeira série da Lead designa-se por Topo de Lead. Isto verifica-se, em geral,
para o Plain Bob em n-sinos, onde as Leads tém 2n séries. No Plain Bob em 4 sinos, as Topo de
Lead sdo [1234], [1342] e [1423].

Lead(1) Lead(2) Lead(3)
N | Mud | Séries Perm | N° | Mud | Séries | Perm || N° | Mud | Séries | Perm
1° 1234 9° 1342 | (243) [ 17° 1423 | (234)
A A A
2° 2143 | (12)(34) || 10° 3124 | (123) || 18° 4132 (124)
B B B
3 2413 (1342) 11° 3214 (13) 19° 4312 (1324)
A A A '
4° 4231 (14) 12° 2341 | (1432) || 20° 3421 | (1423)
B B B
5° 4321 | (14)(23) || 13° 2431 | (142) | 21° 3241 | (143)
A A A
6° 3412 | (13)(24) || 14° 4213 | (134) || 22° 2314 | (132)
B B B
7° 3142 (1243) 15° 4123 | (1234) || 23° 2134 (12)
A A A
8° 1324 (23) || 16° 1432 | (24) | 24° 1243 | (34)
C C C
259 1234

Observagoes:

1. O primeiro, o segundo e o terceiro Topo de Lead sio o resultado de P=CB—(243), P?=(234)
e P?=e actuando respectivamente na série inicial.

2. Quando se considera apenas Topos de Lead podemos colocar sempre o sino 1 na primeira
posicao.

3. O Plain Bob pode entéo ser descrito por elementos de S,_; actuando nas Topo de Lead.
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Sinfonia Minor Extents (6 sinos)

Agora podemos escrever todo o Plain Bob em 6 sinos através das suas Topos de Lead. Aqu
esti a primeira Lead (incluindo a série inicial)

| Namero | Série | Mudanga | Permutagao

1° 123456
A

e 214365 A = (12)(34)(56)
B

3¢ 241635 BA = (23)(45) - (12)(34)(56) = (135642)
A

4° 426153 ABA = (12)(34)(56) - (135642) = (14)(36)
B

59 462513 (BA)? = (154)(236)
A

6° 645231 A(BA)? = (16)(24)(35)
B

7e 654321 (BA)? = (16)(25)(34)
A

8° 563412 A(BA)?* = (15)(26)
B

9° 536142 (BA)* = (145)(263)
A

10° 351624 A(BA)* = (13)(25)(46)
B

11 315264 (BA)® = (124653)
A

5P 132546 A(BA)® = B = (23)(45)

C = (34)(56)
13° 135264 P = CB = (24653)

Neste caso P=C B=(24653) e as Topo de Lead sao [135264], [156342], [164523], [142635]
e [123456], correspondendo a P, P2, P3, P! e P’ respectivamente, actuando sobre [23456].
Cada uma dessas leads é designada por Plain Lead. Cada Topo de Lead é obtida a partir da
anterior Topo de Lead aplicando P.

Existem 5 Leads porque P é de ordem 5.

A sequéncia destas 5 Plain Leads chama-se um Plain Course. Qualquer Plain Lead devera
ser escrita como uma sequéncia de mudancas:

CABABABABABA-—-CA(BA)®

Alternativamente, considerando apenas Topos de Lead descreve-se uma Plain Lead por P. e
o Plain Course (que tem 60 permutagoes), pela sequéncia de 5 Plains Leads.

P,P,P,P,P
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Bob Leads

Um outro tipo de Lead é designada Bob Lead que consiste na introducao de uma nova
mudanca diferente de C que permite alargar o namero de permutagoes. O principal objectivo
sera aproximarmo-nos, tanto quanto possivel, de n! pois é essa a meta dos tocadores de sino,

sem desobedecer as regras (C1)-(C3).

Deve ser escrita pela sequéncia de mudangas:

onde D=(23)(56).

» Definigao 1.6 A mudanca D é, D = (23)(56)....(n — 3,n — 2) quando n € impar ¢ ) =

DBABABABABAB—DA(BA)®

(23)(56)....(n — 1,n) quando n € par.

De modo a prolongar o nimero de séries na sinfonia Minor Frtents introduz-se a mudanca
D, da 60° para a 61° posi¢ao, em vez da tltima mudanga C que nos levaria de volta & série inicial.

Observe-se a tabela seguinte:

Nimero || Séries Mudanca Permutacao
58° 231546 (132)(45)
A=(12)(34)(56)
59° 213456 (12)
B=(23)(45)
60° 124365 (34)(56)=C
D=(23)(56)
61° 142356 T=DC={234)
A
62° 413265 (124)(56)
B
63° 431625 (132564)
A
64° 346152 (14263)
B
65° 364512 (1543)(26)
A
66° 635421 (16)(253)
B
67° 653241 (16)(245)
A
68° 562314 (15)(2346)
B
69° 526134 (14635)
A
700 251643 (136452)
B
e 215463 (12)(365)
A
722 124536 (354)
C=(34)(56)
73° 125463 (365)
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Chama-se Bob Lead a esta Lead em virtude se se utilizar uma outra mudanga, D=(23)(56).
a fim de prolongar o nimero de leads.

» Definicao 1.7 No método Plain Bob chama-se Bob Lead & Lead da permutacao T'
Bob Lead= AB AB AB AB AB AD

Isto corresponde a fazer as primeiras 59 de 60 permutagoes no Plain Course. Se na sexagésima
mudangca usassemos o Plain Course, essa mudanga seria C voltando-se a série inicial [123456].

Para prolongar a sinfonia introduz-se uma nova mudanga que nos vai levar para outra classe
direita, designada por Hi2T onde: T=DC=(23)(56)-(34)(56)—=(234).

A seguir repetem-se as mesmas 59 mudangas e aplica-se D outra vez. Novamente as 59
mudancas e aplicando D, voltamos & série inicial [123456] uma vez que T é de ordem 3.
Portanto existem 3 Bob Leads. Conseguimos assim um método que nos da um total de 180

permutacoes. Analogamente prova-se que as regras (C1), (C2) e (C3) sao obedecidas.

Agora pode construir-se um método mais longo utilizando uma combinacao de Plain e Bob
Leads.

[ Ntmero | Série | Mudanga | Permutagao |
12 123456 e
C = (34)(56)
60° 124365 C = (34)(56)
D = (23)(56)
61° 142356 DC=T = (234)
)
120° 143265 CT = (24)(56)
D
121° || 134256 DOT = T¢ = [243)
)
180° 132465 CT? = D = (23)(56)
D
181° 123456 TR =

O Plain Course apenas utilizando Plain Leads é designado por:
PEPPTPPPPTPPRPPI=(PYT)

Obtivemos um total de 180 permuatagdes. Ainda nao fomos bem sucedidos em obter uma
extensao de 720 (=6!) permutagdes. E possivel que numa outra sequéncia de Leads no Plain
Bob se podera obter tal extensao? O seguinte resultado termina com toda a esperanca.

» Teorema 1.1 Naio existe uma extensdao do Plain Bob em 6 sinos utilizando Plain e Bob
Leads. O método possivel mais extenso usando Plain e Bob Leads tem 360 permutacoes, e tal
método existe.

Dem: A chave & observar que P, T, C e D sio todas permutagoes pares (Ver apéndice). O
facto de P e T serem pares implica que qualquer Topo de Lead serd uma permutacao par de
23456. Do mesmo modo, a série anterior a uma Topo de Lead € o resultado de aplicar igualmente
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C~! ou D7} a esse tipo de Topo de Lead. Uma vez que C e D séo pares vé-se que, em qualquer
método de Plain e Bob Leads, todas as séries com o sino 1 na primeira posi¢ao sao seguidas
por uma permutagao par de |[23456]. A afirmagao resulta pois, do facto, de que na sinfonia
irfamos obter todas as possiveis permutacoes de [23456] seguidas de 1. Este argumento mostra
que qualquer método utilizando Plain ¢ Bob Leads tem quanto muito 5!/2=60 leads. Dado que
cada uma tem duas séries com o 1 na primeira posigio, estas terao de ser seguidas por uma
permutagio par de [23456) o que resulta num total de 30 permutagoes. Excluo as permutagoes
impares pois P, T, C e D sao permutagoes pares. Como cada Lead tem 12 séries, portanto um
método como o Plain e Bob Leads tem quanto muito 12x30-=360 permutagoes. O conjunto de
todas estas 360 permutagoes consiste no conjunto alternado As.

Para conseguir as 360 permutacoes pares terd de se introduzir na série 180 uma forma al-
ternativa de Bob, nomeadamente E—(12)(45) que também é uma mudan¢a par. Repare-se que
0 sino 1 que estava sempre na posi¢ao 1 com a introdugao da mudanga E ird agora percorrer
as restantes posi¢oes. A nova mudanga E vai levar-nos para outra classe direita, designada por

H12Q onde Q=ED=(12)(45)-(23)(56)= (123)(456)

[ Namero | Séric | Mudanga | Permutagao |
180° 132465 CT? = D = (23)(56)
E — (12)(45)
181° | 312645 E - (23)(56) = Q = (123)(456)
A
182° | 136254 AQ = (2463)
B
183° | 163524 BAQ = (2546)

Na tabela seguinte mostra-se o inicio e o fim de cada conjunto de 60 permutagoes.

” Niamero || Série | Mudanga | Permutacao
1° 123456 e

)

60° 124365 C = (34)(56)
D

61° 142356 T = (234)
C

120° || 143265 CT = (24)(56)
D

121° 134256 7% = (943)
c

180° 132465 CT?% = D= (23)(56)
E

181° | 312645 ED = Q = (123)(456)
)

240° || 316254 CQ = (12463)
D

241° || 361245 DCQ = (13)(2456)
c
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(continuagao)

|| Nimero H Série | Mudanga | Permutacao JJ
3o00° 362154 CDCQ = (14623)
D
301° 326145 (DC?)Q = (14563)
C
360° | 321654 C(DC*)Q = (13)(46)

Conseguimos um total de 360 séries sem qualquer repeticao, mas nao formam um subgrupo,
uma vez que o Gnico subgrupo de Sg de indice 2 é Ag que contém todas as permutagoes pares.
Seria ideal obter agora todas as 720 séries. Como se podera proceder a partir da série 3607 ( 1)
escusado voltar a aplicar novamente D pois irfamos obter a série [312645])- repetindo-se a série
181). Parece ser boa ideia voltar a usar E=(12)(45), tal como na série 180, mas novamente nao
é possivel obter as restantes 360 permutagoes.

” Nuamero ” Série | Mudanga | Permutagao H

360° 321654 C(DC?)Q = (13)(46)

361° | 231564 " EC(DC?H)Q = Q% = (132)(465)
B 213654 7 BQ? = (12)(46)

373° 216345 ¢ CBQ?* = (12)(3456)

- z

Apesar de Q ser de ordem trés nao é possivel aplicar localmente esta permutacao pois se
introduzirmos a mudanca E a seguir a série 360° e voltando a aplicar as mudangas habituais
chega-se & série 373°. Porém esta série ji ocorreu e de acordo com a regra (2) tal situacao nao
pode ocorrer.

Nota: Provar que a 373° série se repete serad uma tarefa dirigida aos alunos, sendo que esta
abordagem se encontra redijida sucintamente na Estratégia Pedagogica da Implementacao das
Actividades.

Assim, nédo utilizando uma mudanca simples, apenas serd possivel obter metade das permu-
taghes possiveis, isto &, as pares. Introduzindo uma mudanga simples do tipo s;=(12), so=(23),
s3=(34), ou 84=(45), ou s5=(56). As mudangas simples levam-nos para outras classes direitas a
fim de obter as permutagoes impares.

Entao,

[ Namero | Série | Mudanga | Permutagao |

360° | 321654 (13)(46)

361° | 231654 B S = 51.(13)(46) = (132)(46)
372° | 213564 ? BS = (12)(465)

373° | 215346 ¢ CBS = (12)(345)
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Para prolongar a sinfonia Minor Extents introduz-se uma nova mudanga simples que nos
vai levar para outra classe direita, designada por H12S, designada por Single Lead, onde
S=s1.(13)(46)= (132)(46)

Qualquer uma das mudangas simples pode ser utilizada nao sendo importante qual a série
que nos leva para as restantes 360 permutagbes fmpares. A seguir repetem-se as mesmas 360
permutacoes mas agora faz-se sy que nos traz de volta & série inicial uma vez que S é de ordem
2. Terminamos com um método que nos d4 um total de 720 permutagoes. A introdugao de uma
mudanga simples na série 360° tem o efeito de alternar entre as permutagoes pares e impares nas
proximas 360 séries.

[ Ntimero | Série | Mudanga | Permutagao |

360° 321654 e
81

361° | 231654 (132)(46)
C

420° | 236145 (145632)
D

421° | 263154 (1462)
C

480° || 261345 (134562)
D

481° | 216354 (12)(346)
C

540° | 213645 (12)(456)
E

541° || 123465 (12)(56)
c

600° | 124356 (12)(34)
D

601° || 142365 (234)(56)
C

660° | 143256 (24)
D

661° | 134265 (243)(56)
C

720° | 132456 (23)
89

721° 123456 e

A sinfonia Minor Eztents em Plain, Bob e Single Leads obedece as regras (C1)-(C3).

» Definigao 1.8 O nimero de Leads é igual a n!/(2n)=(n-1)!/2 igual i cardinalidade de
Ay

Sinfonia Doubles Extents (5 sinos)

Para o Plain Bob Doubles a ideia é adicionar classes direita de Hyy o grupo Perseguicao Total
de 5 sinos, e obter-se assim mais séries. Claro que isto tem de ser feito sem desobedecer as regras

(1)-(3).
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De acordo com a definigio, os geradores do Grupo de Perseguigao sao A=(12)(34) e B=(23)(45).
Introduz-se C=(34) de modo analogo. Dado que P=CB=(34)-(23)(45) o que se traduz na per-
mutacio (2453) tem ordem 4 (P? = e), obtém-se 4 classes direitas, ou Leads, de Hyg para um

total de 40 permutagoes (41 incluindo a série inicial).

N° | Mudangas | Séries Permutagoes N® | Mudangas | Séries | Permutacao

1° 12345
A A

v. o 21435 A—=(12)(34) 22° 51342 (125)
B B

32 24153 BA=(13542) 23° 53124 | (13245)
A A

4° 42513 ABA=(14)(35) 24° 35214 | (14523)
B B

59 45231 (AB)?=(15234) 250 32541 (153)
A A

6° 54321 | A(AB)?=(15)(24) | 26° 23451 | (15432)
B B

7° 53412 (AB)3=(14325) 27° 24315 (142)
A A

8° 35142 | A(AB)*—=(13)(25) | 28° 42135 (134)
B B

9° 31524 (AB)*=(12453) 29° 41253 | (12354)
A A .

10° 13254 | A(AB)*=(23)(45) | 30° 14523 | (24)(35)
C C

It 13524 | CA(AB)*=P=(2453) || 31° 14253 | P3=(2354)
A A

12° 31254 (123)(45) 32° 41523 | (124)(35)
B B

13° 32145 (13) 3s° 45132 | (134)(25)
A A

14° 23415 (1432) 34° 54312 (1425)
B B

15° 24351 (1542) 35° 53421 | (15)(243)
A A

16° 42531 (1534) 36° 35241 (1523)
B B

¥ i 45213 (14)(235) Y i 32514 (1453)
A A

18° 54123 (135)(24) 38° 23154 | (132)(45)
B B

19° 51432 (125)(34) 39° 21345 (12)
A A

20e 15342 (25) 40° 12435 | C=(34)
C C

21° 15432 P2=(25)(34) 41° 12345 Pl=e

Considerando apenas as Topos de Lead podemos descrever o Plain Lead por P (com 40 séries)
pela sequéncia de 4 Plains Leads que constituem o Plain Course.
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PPPP=P*

Ainda nio fomos bem sucedidos em obter todas as 120 permutagoes (5!=120). Para isso temos
de introduzir uma nova mudanca diferente de C que como ja se viu corresponde a uma Bob Lead.
Assim em vez de fazer a tltima mudanga, C, aplica-se D=(23) que nos leva para uma outra classe

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
direita, nomeadamente, T=DC=(23).(34)= (1 3 2 4 5). (1 5 4 3 5)

128 4 5Y_
_(1 3 4 2 5)(234)

Como T=(234) é de ordem 3 entao apds aplicar D fazem-se as mudangas de modo semelhante
as do Plain Course.

Ntumero || Mudangas | Séries | Permutagao
1 12345

C

400 12435 (34)
D

41° 14236 | ' T=DC=(234)
C

80° 14325 (24)
D

81° 13425 | T2%=(243)
C

120° 13245 (23)
D

121° 12345 T3=p

Apo6s aplicar D por trés ocasioes, pois a Bob T é de ordem trés, regressa-se & série inicial
[12345] o que perfaz um total de 120 permutagoes.

A solugao pode ser representada pela sequéncia de mudancas
((AB)*AC)Y{(AB)*AD)?

Alternativamente, considere-se apenas Topos de Lead, e descreve-se o Plain Bob Doubles
utilizando Plain e Bob Leads do seguinte modo:

PPPTPPPTPPPT=(P3T)?

Aqui a Bob & utilizada nas séries 40, 80 e 120. Subsequentemente, C leva-nos desde a série
41 para a 80, e desde a 81 para a 120. Note-se também que o sino 1 est4 em primeiro lugar em
todas as séries sendo estas consideradas Topos de Lead tal como foi definido.

Ao contréario da sinfonia Minor Extents em que nao é possivel obter todas as permutagoes
utilizando Plain e Bob Leads, na Doubles Extents é interessante verificar que se pode obter a
sinfonia completa utilizando Plain e Bob Leads.
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Stedman Doubles

O método Stedman Doubles, em 5 sinos, utiliza as mudangas A=(12)(34), B=(23)(45) e
'=(12)(45). A ordem das mudangas sera diferente da que foi utilizada no Plain Bob. No
método Stedman Doubles as mudangas que vao alternar entre si serao B e C.

Ntumero | Séries | Mudanga Permutacao
1° 12345 e
C=(12)(45)
Do 21354 C=(12)(45)
B=(23)(45)
2° 23145 BC=(132)
C
40 32154 CBC=(13)(45)
B
i 31245 (BC)*=(123)
¢
6° 13254 C(BC)?=(23)(45)
B
i 12345 (B =e

E 6bvio que este método nunca ira modificar as posigoes dos sinos 4 e 5 que se encontram nas
duas tltimas posigoes. De facto, regressa-se a série inicial em apenas seis mudancas (formando
o grupo de persegui¢ao ). i

Assim, na sexta série, de modo a evitar a série inicial, substitui-se a mudanga B pela mudanca
A o que faz com que o sino que esta na posi¢ao b fique inalterado.

A sequéncia de Leads produzida por este método, & conhecido como "Erin". O efeito em
utilizar A (o sino na quinta posigdo permanecer inalterado) faz com que passemos para outra
classe de equivaléncia. O grupo de perseguicao I define-se do seguinte modo:

Numero | Séries | Mudanca | Permutagao
19 12345 e
C=(12)(45)
20 | 21354 a=(12)(45)
B=(23)(45)
30 | 23145 b=(132)
C
4o | 32154 c—(13)(45)
B
5° 31245 d=(123)
C
6° 13254 f=(23)(45)
A=(12)(34)
7° 31524 A f=(12453)

Note-se que P=A f=(12453) é de ordem 5 pelo que iremos ter cinco classes direitas do grupo
de perseguicao: H, HP, HP?, HP? ¢ HP?.
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N° Séries | Perm Ne Séries | Perm N¢ Séries | Perm
1@ 12345 | e 1™ 53124 g21° 52431
C C (&
2 21354 | (12)(45) 12° 35142 2490 25413
B A B
3 23145 | (132) 13° 53412 | P*= 23° 24531
c C =(14325) C
4° 32154 | (13)(45) | 14° 35421 | (12)(45)-P? || 24° 42513
=(15243)
B B A
e 31245 | (123) 15° 34512 250 24153 | P*
C C C
6° 13254 | (23)(45) | 16° 43521 26° 42135
A B B
i 31524 | P=(12453) || 17° 45312 27° 41253
C C C
8° 13542 | (12)(45)P || 18° 54321 28° 14235
~(253)
B A B
g 15324 | (123)-P 19 45231 | p? 29° 12453
=(245)
@) C C
10° 51342 200 54213 300 21435
B B A
12345 [ e

A solugao pode ser representada pela sequéncia de mudangas

(CBCBCA)PS=((CB)2CA)®

Mais, pode seguramente garantir-se que nenhuma série se iré repetir dado que estas classes
direitas séo todas disjuntas. O método StedmanDoubles continua a nao ser bem sucedido em
produzir todas as 120 permutacoes.

A préxima tentativa de conseguir todas as 120 permutagoes, inicia-se do mesmo modo com
as mudangas C,B,C,B,C,A. Porém na préxima Lead aplica-se primeiro B em vez de C, e subse-
quentemente, inicia-se cada conjunto de seis com B e C alternadamente no infcio. O resultado é
levar-nos para a série inicial depois de 60 permutagoes.

N© || Mud | Séries Perm N° || Mud | Séries Perm

12 12345 e 319 54132 (]3425)
¢ B

90 21354 | a=(12)(45) || 32° 51423 | (12435)
B C

30 23145 | b=(132) || 33° 15432 | (25)(34)
C B

4° 32154 | c=(13)(45) ||| 34° 14523 | (24)(35)
B G

50 31245 | d=(123) || 35° 41532 | (12534)
¢ B

6° 13254 | f=(23)(54) || 36° 45123 | (13524)
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N° || Mud | Séries Perm N || Mud | Séries Perm
A A

e 31524 | g=(12453) || 37° 54213 | (14235)
B &

8¢ 35142 | fg=(13)(25) ||| 38° 45231 | (15234)
C B

9° 53124 | dg=(13245) || 39° 42513 | (14)(35)
B 0

10° 51342 | cg—(125) || 40° 24531 | (15342)
C B

11° 15324 bg—(245) 41° 25413 | (14352)
B &

12° 13542 ag=(253) 42° 52431 | (15)(34)
A A

13 31452 | i=(12543) || 43° 25341 | (152)
C B

14° 13425 | ai=(243) || 44° 23514 | (14532)
B C

15° 14352 | bi=(254) || 45° 32541 | (153)
C B

16° 41325 ci=(124) 46° 35214 | (14523)
B C

| 43152 | di=(13254) 47° 53241 | (15)(23)
O B

18° 34125 | fi=(13)(24) || 48° 52314 (145)
A A

19° 43215 | j=(14)(23) 49° 25134 | (13452)
B (&

20° 42351 | fj=(154) 50° 52143 | (135)
C B

21° 24315 dj=(142) 51° 51234 | (12345)
B C

220 23451 | cj=(15432) 522 15243 (235)
C B

23°? 32415 bj=(143) 53° 12534 (345)
B C

24° 34251 | aj=(15423) || 54° 21543 | (12)(35)
A A

25° 43521 | k=(15324) 5h° 12453 (354)
C B

26° 34512 | ak=(14253) ||| 56° 14235 (234)
B C

27° 35421 | bk=(15243) 57° 41253 | (12354)
C B

28° 53412 | ck—(14325) ||| 58° 42135 | (134)
B C

29° 54321 | dk=(15)(24) ||| 59° 24153 | (13542)
C B

30°0 45312 | kf=(14)(25) ||| 60° 21435 | (12)(34)
A A

31° 54132 |  (13425) 61° 12345 e
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A primeira sequéncia de mudangas é dada por CBCBCA. Quando aplicada a mudanca A
obtém-se a permutagao g que é o resultado do produto

1 2 345\ (12345 12345 .
—Af= = —(1245:
9Af"(21435)'(13254) (24153) s

As primeiras seis permutagoes constituem o grupo de perseguicao Ds. Com efeito,

e a b ¢ d f
ele a b c d f
ala e [ d ¢ b
blb ¢ d f e a
cle b a e f d
d|d f e a b c
f1f d ¢ b a e

A partir do primeiro grupo de perseguigio Dy irei obter 4 classes direitas, a saber: Dsg, Dji,
Dsj e D3k, pois g é de ordem 5.

A segunda sequéncia de mudangas ¢ dada por BCBCBA. Quando aplicada a mudanca A
obtém-se a permutagao i que é o resultado do produto

. 1 2 3 45 1 2 3 45\ (1 2 3 4 5\ .
s (2 143 5)' (1 5 2 4 3) (2 5 1 3 4)‘(12543-)
A partir do segundo grupo de perseguigao irei obter 4 classes direitas pois i & de ordem 5.

A solugao pode ser representada pela sequéncia de mudangas
(CBCBCABCBCBA)*=((CB)*CA(BC)?BA)®

No entanto, a permutagao g nao volta a aparecer e portanto nao ha nenhuma divida de que &
um subgrupo até se ter completado as sessenta permutagdes. Uma pequena observagao para dizer
que obtemos o grupo As através destas 60 mudangas, uma vez que as permutagoes sao pares. De
modo a obter as permutacdes fmpares seréd necessério mover-nos para uma outra classe direita
aplicando uma permutagio fmpar. Para isto ser possivel a tnica possibilidade ¢ introduzir uma
mudanca simples, ou seja, s1—(12), s9=(23), s3=(34), s4=(45). Nao & importante qual destas
mudancas simples nos leva para as restantes 60 permutagdes sendo que qualquer uma das quatro
serve para o efeito.

Assim desde a série 60 para a 61 podera ser:

N° | Mudanca | Série Permutagao

60° 21435 (12)(34)
81:(12)

61° 12435 | 51-(12)(34)=(34)

As séries 61° até & 120° sio obtidas aplicando uma sequéncia de mudangas idénticas relati-
vamente as que foram utilizadas anterormente. Essa sequéncia de mudangas parte da série 61°,
corresponde a permutagio (34), caso seja aplicada a mudanga s;. Chama-se a esta permutagao
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s, obtém-se a seguir as permutagoes se, sa, sh, sc, sd, sf, sg,...., isto €, as classes direitas de s a
partir do grupo alternado As

O método completo é conhecido como Stedman Doubles.
Grandsire

O método Grandsire é tocado num nimero impar de sinos. Foi desenvolvido em 1650 por
Robert Roan em 5 sinos, sendo as sinfonias de 7 ¢ mais sinos as mais importantes. O prob-
lema mais referido é em 7 sinos, mas devido ao facto de ser algo dificil de compreensao, a sua
implementacao nas actividades pedagogicas, somente serd descrito o Grandsire em 5 sinos.

O Grupo de Perseguicio Hyg é gerado por A—(12)(34) e B=(23)(45) como usualmente.
Introduz-se C=(12)(45), mas a primeira diferenga do Grandsire para o Plain Bob consiste no
facto de colocar C em primeiro lugar. Isto é irrelevante do ponto de vista matematico. A seguir
faz-se B, e depois alterna-se entre A e B até que se tenha percorrido ao longo da classe direita
CHjo. A tltima mudanca realizada seréd B, e no total iremos fazer B(AB)'C=AC. A seguir
repete-se as mudangas, isto é, CBAB......AB até se ter percorrido ao longo da classe direita
(CAC)Hip. De seguida, repete-se outra vez as mudancas percorrendo ao longo de (C(AC)?) Hyp,
voltando & série inicial [12345].

Aqui estao as séries de 3 Plain Leads, num Plain Course. Ignorando a primeira série que é a
série inicial, cada coluna é uma Plain Lead.

N° || Mud | Séries Perm N® || Mud | Séries Perm

kg 12345
i B

2° 21354 C=(12)(45) 17° 34512 (14253)
B A

3° 23145 BC=(132) 18° 43152 (13254)
A B

40 32415 ABC=(143) 190 41325 (124)
B A

5° 34251 BABC(15423) 20° 14235 (234)
A B

6° 43521 | (AB)*C=(15324) 21° 12453 | (AC)?=(354)
B #

i 45312 | B(AB)2C=(14)(25) || 22° 21435 | C(AC)?=(12)(34)
A B

8° 54132 | (AB)3C=(13425) 23° 24153 (13542)
B A

9° 51423 | B(AB)’C=(15342) || 24° 42513 (14)(35)
A B

10° 15243 (AB)1C=(235) 259 45231 (15234)
B A

11° 12534 | B(AB)'C=AC=(345) || 26° 54321 (15)(24)
C B

12 21543 CAC=(12)(85) g7o 53412 (14325)
B A

137 25134 (13452) 28° 35142 (13)(25)
A B

14° 52314 (145) 29° 31524 (12453)




1. Campanologia e teoria de grupos 37

N° || Mud | Séries Perm N® || Mud | Séries Perm
B A

15° 53241 | (15)(23) ||| 30° 13254 | (23)(45)
A B

16° 35421 | (15243) |f| 31° 12345 | (AC)3=e

Temos um total de 30 séries pois a primeira Lead & o resultado de AC=(12)(34)-(12)(45)=

1 2345\ (1 2345\ (123 45\ joee  c0 0o
(2 L 2 3 5)(2 13 5 4) (1 9 4 5 3>(345)queede(_)rdemd,qm

nos traz de volta & série inicial apts 30 (=3x 10) mudangas, num Plain Course com 3 Plain
Leads.

A fim de prolongar o ntimero de Leads serd necessaria a introdugao de uma Bob Lead. No
método GrandSire a Bob consiste em utilizar a mudanga C na posigao da altima mudanga A na
primeira Plain Lead.

Numero | Séries | Mudanga Permutagoes
™ 12345
C=(12)(45)
929 21354 C=(12)(45)
B=(23)(45)
I 23145 BC=(132)
A=(12)(34)
4° 32415 ABC=(143)
B
59 34251 BABC=(15423)
A
6° 43521 (AB)?=(15324)
B
7= 45312 B(AB)%=(14)(25)
A
8° 54132 (AB)3=(13425)
B
9° 51423 B(AB)*=(12435)
C=(12)(45)
10° 15432 CB(AB)*=(25)(34)
B
11° | 14523 BCB(AB)%=(24)(35)
C

Se usarmos a Bob antes da primeira Topo de Lead, como se mostra acima, entao esta sera
[14523] em vez de [12534]. Obtém-se a permutagao (24)(35) relativamente a série inicial.
Dado que a permutacio tem ordem 2, iremos voltar & série inicial depois de utilizar duas vezes
a Bob nesse lugar. Neste método as Leads sio ordenadas pela seguinte ordem TPPTPP, o que
permite aumentar o niimero de permutagoes de 30 para 60.

Nota:A Lead inicial do método Grandsire € uma Bob. Uma das actividades a propér aos
alunos sera justificar a razao pelo qual a Bob, no método Grandsire, se efectua em primeiro lugar.
Deve-se ao facto de que uma das séries, se tornaria a repetir antes de voltarmos a série inicial,
o que iria desobedecer & regra (C2). A tarefa pretende reforgar as diferengas entre este método
e o Plain Bob.
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E razoavel perguntar, como usualmente, se podemos obter um maior conjunto de permu-
tacoes utilizando Plain e Bob Leads de um modo diferente. A resposta é nao. Para ver isso,
simplesmente note-se que cada A,B,C sdo mudangas pares. Resulta que o maior nimero possivel
de permutagdes que podem gerar sdo 60 (a ordem de As) que, de facto, foi o caso.

Para obter o niimero méximo de permutagoes utilizando 5 sinos iremos precisar de usar uma
mudanga impar que envolva outro tipo de Lead designada por Single Lead como foi referido
anteriormente para o método Stedman Doubles.

Uma diferenca notavel destes dois dltimos métodos relativamente ao Plain Bob é o facto
deste tiltimo nao necessitar de uma mudanca simples para obter a sinfonia completa na Doubles
Extents. Poder4 ser esta a razao pela qual o Plain Bob é considerado o método de construcao
da Mudanca Musical mais famoso e mais apreciado.

1.8 Representacao grafica

As representagoes graficas das sinfonias sao vistas em termos de grafos a fim de apreciar a beleza
das sinfonias Singles Extents, Minimus Extents ¢ Doubles Extents.

Grafos de Cayley

» Definicao 1.9 Os grafos de Cayley para n-sinos tém nos vértices as diferenles n-permutacoes.
Estes estio ligados por wma aresta, associada a uma das (n-sinos) mudancas, se e s6 se esta
mudanca € uma mudaenga entre dois vértices. A aresta é designada pelo nome da mudanga.

Isto significa que o grafo tem n! vértices. O ntimero das diferentes mudangas correspondente
ao niimero de arestas - que corresponde ao nimero de mudangas necessarias no grupo simétrico
Sp- equivale a F(n)-1, onde F(n) designa o n-ésino mimero da série de Fibonacci. Relembre-se
que F(n) é definido recursivamente para qualquer inteiro nao-negativo n sendo, F(0)=F(1) -1,
F(n+1)=F(n)+F(n-1).

Entao,

0)-1=1+1-1=1

1)-1=2+1-1=2

(
(

o F(4)-1=F(3)+F(2)-1=3+2-1=4
(

3)-1=5+3-1=7

Singles Extents

Podemos representar esta sinfonia por um grafo, conhecido como diagrama de Cayley . Os
vértices representam as distintas séries, e as linhas de conex&o exprimem as mudangas; as linhas
a vermelho correspondem & alteragao dos primeiros dois sinos e as linhas a azul correspondem a
alteragao dos tltimos dois sinos: A=(12) e B=(23).

3paptizado apés o século XIX em honra do algebrista Arthur Cayley
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A=(12) B=(23)
Figura 6

Atravessando as linhas no sentido dos ponteiros do relégio da-nos a SlowSiz; para a QuickSix
procede-se no sentido contrario.

Minimus Extents

A figura 7 mostra o grafo de Cayley para 4 sinos sem designar os vértices para evitar uma
confusdo aparente dos n-sinos e os seus subgrafos. Como se pode observar o mimero méximo de
mudangas necessarias a considerar no grupo simétrico Sg, que equivale a F(4)-1, serao quatro,
designadamente A=(12)(34), B=(23), C=(34) e D=(12), pois F(4)-1=4. '

—_—12)i34 =4 [
o (03 ) =8 _‘:

= (3}} — e

| —]2) =D |8

Figura 7

Para identificar os vértices, através das mudangas, designa-se um vértice qualquer por i (para
"infcio") associado a uma mudanga arbitraria. Dado um outro vértice qualquer, f (para "fim"),
escolhe-se um caminho no grafo de Cayley que ligue i a f. A medida que se caminha desde
i para f, aplicando sucessivamente as mudangas do método escolhido, que correspondem és
arestas, delineamos o ciclo que vai desde a designagao i para a designagao f.

Ciclos Hamiltoneanos

» Definigao 1.10 Um grafo diz-se Hamiltoneano se é possivel tracar um ciclo contendo todos
0s vértices uma e s6 uma vex.
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As sinfonias com n>3 e de comprimento pelo menos 4 correspondem precisamente a ciclos
orientados no grafo de Calley em n-sinos, ao longo de um vértice fixo (isto ¢, os caminhos
circulares orientados ao longo deste vértice contém todos os vértices no maximo uma tnica vez).

» Teorema 1.2 Uma sinfonia em n-sinos € uma sinfonia complela se e s6 se 0 seu corres-
pondente ciclo é Hamiltoneano.

Todo o ciclo no grafo de Cayley corresponde a dois ciclos orientados. Além disso, as duas
sinfonias que correspondem os dois ciclos orientados sao inversas uma da outra. Por exemplo,
se designarmos no diagrama de Cayley para a Singles Extents a SlowSiz, vé-se que so existe
um unico ciclo Hamiltoneano no grafo que inicia no vértice designado com [123]. Os dois
correspondentes ciclos orientados traduzem-se na sequéncia de mudancgas (AB)? para a SlowSiz
e (BA)3 para a QuickSir que é a sua inversa.

A figura 8 mostra o ciclo Hamiltoneano, nesse grafo correspondente, ao Plain Course do
Plain Bob em 4 sinos. Como vértice inicial escolheu-se o vértice do canto superior esquerdo do
hexagono de dentro do grafo de Cayley. Recorde-se que o Plain Course em 4 sinos é dividido em
trés Leads designadamente, Hg, HgP e HgP? FEste facto leva a que o método Plain Bob seja
palindrémico, isto é, transforma-se numa simetria espelhar do ciclo Hamiltoneano.

" Plain Bob
Figura 8

Além do método Plain Bob também outros métodos foram desenvolvidos pelos tocadores de
SINo.

As mudangas que utiliza 0 método Double Bob sao A=(12)(34), B=(23), C=(34) e D=(12)
e a sequéncia de mudangas do Plain Course é dado por (ABADABAC)3. Pode observar-se
facilmente o grupo de perseguicio Hg e as duas classes direitas HgP e HgP?.

O ciclo Hamiltoneano referente ao diagrama de Cayley para 4 sinos do método Double Bob
& dado pela figura 9.
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“Double Bob
Figura 9

Um outro método inventado pelos tocadores, também para 4 sinos, designa-se por Canterbury
e utiliza as mudangas A=(12)(34), B=(23), C=(34) e D=(12), respectivamente. Porém a sequén-
cia. de mudangas do Plain Course difere substancialmente dos métodos anteriores.

O método Canterbury aplica as mudangas pela seguinte ordem (ABCDCBAB)?. As mu-
dangas dos sinos A, B, C e D permanecem idénticas. O subgrafo correspondente ao diagrama de
Cayley tem um ciclo Hamiltoneano como ilustra a figura 10.

Canterbury
Figura 10

Doubles Extents

A Sinfonia Doubles Extents utiliza 4 mudangas, A=(12)(34), B=(23), C-(34) ¢ D=(12).
A sequéncia de mudangas do Plain Course é dada por (AB)*AC. Introduzindo a mudanca D

conseguimos obter a sinfonia completa utilizando Plain e Bob Leads. Assim, a sinfonia Doubles
Extents segue o respectivo percurso, (((AB)*AC)*(AB)1AD)?

Sabemos que existem 7 mudangas, F(5)-1=7, diferentes no grupo de simetrias S5. Isto sig-
nifica que no diagrama completo de Cayley em 5-sinos cada um dos 120 vértices sio o final de sete
arestas diferentes. Devido a este niimero elevado de arestas e de vértices tornava-se impraticavel
desenhar o grafo completo.

No entanto, note-se que a maior parte das mudancas na sinfonia sao A’s, B's e C's; apenas
existern 3 D’s. Para se ter uma boa ideia do modo como a sinfonia se estrutura podemos restringir
algumas arestas do grafo completo.

O subgrafo do grafo completo de Cayley em 5-sinos consiste em todos os seus vértices e todas
as suas arestas que estao designadas com um A, um B ou um C,
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A figura 11 mostra uma reprsentagao deste subgrafo que caracteriza uma simetria de ordem
5. Certos pontos na fronteira deste grafo sdo identificados aos pares como indicado. Note-se que
apenas incluimos a parte essencial dos pares que sao compativeis.

Figura 11

Também se inclui um ponto inicial no nosso ciclo (o vértice com um circulo a volta) e trés
arestas designadas por D. Partindo deste vértice, é agora possivel tracar o ciclo Hamiltoneano
que corresponde & sinfonia completa do Plain Bob Doubles. A figura 12 mostra esse ciclo. Os
pares de nimeros indicam como as componentes desconexas desse ciclo permanecem juntas.

— 0=
— (23)HF)=E
— 0=

Figura 12

Partindo do vértice inicial com o circulo & volta percorre-se o Grupo de Perseguicao Hyg até

aplicar a mudanga C=(34). De seguida é possivel observar as Leads H(2453), H1o(25)(34).

Hi0(2354). Aplicando a mudanga D obtém-se as Bob Leads T=(234), 7% (243) e, finalmente,
| TP .
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1.9 Estratégia Pedagoégica na associacao da teoria de grupos a
Mudanca Musical

Introdugao

As relagoes entre professores de matematica, aluno e contetidos mateméticos sao dinamicas;
por isso, a actividade de ensino deve ser um processo coordenado de acgoes docentes, em que
o professor devera organizar, com o maximo de cuidado possivel, as suas aulas, levando em
conta, sempre as reais necessidades dos seus alunos nos diversos tipos de ambientes em que estao
inseridos.

Actualmente encontramos, dentro da educagio matematica, resultados insatisfatérios obtidos
na docéncia desta disciplina nos diversos niveis de ensino, ou seja, desde a pré-escola até a
Universidade. Sao muitas as causas que contribuem para este lastimoso quadro. Abaixo, cito
algumas delas:

e inadequacio do ensino da matematica em relagio ao contetido, a metodologia de trabalho
e ao ambiente em que se encontra inserido o aluno em questao;

e "ma" formacao de professores, ou seja, [alta de capacitagao docente;

e programas de mateméatica nao flexiveis e muitas vezes baseados em modelos de outros
paises e, consequentemente, modelos que muitas vezes nao representam a realidade sécio-
econdémica. do pafis;

e falta de compreensido e dominio de pré-requisitos fundamentais que ajudariam o estudante
a uma aprendizagem eficaz na aula de matematica;

o desvalorizag¢ao socio-econémica dos professores;

O principal objectivo deste estudo € analisar aspectos puramente educacionais que norteiam
o fracasso educacional e levantar esta problematica tao presente nas nossas instituicoes de ensino,
mas ao mesmo tempo iniciar um estudo que mostrem caminhos que possibilitem ao aprendiz,
através do seu mestre, aprofundar os seus conhecimentos da matematica sob um ponto de vista
musical incorporando-os & sua estrutura cognitiva.

Em primeiro lugar devemos entender o que € ensino. Segundo Libaneo (1991), o ensino é um
meio fundamental do progresso intelectual dos alunos, abrangendo a assimilacao de conhecimen-
tos. Citando o que escreve Goldberg (1998), o ensino resume a instrumentalizacao necessaria a
transmissao do conhecimento, base do processo de educacao.

O ensino da matematica deve ser um processo compartilhado, logo depende profundamente
do conhecimento do aluno sobre a importancia do assunto que estd em discussao, ou seja, da
sua capacidade de atender as suas necessidades e expectativas e de lhe abrir alternativas para a
melhoria da sua qualidade de vida.

Para Rodriguez (1994), ao longo dos anos, a causa deste fracasso tem sido atribuida aos
alunos, o que levou os professores a procurarem diversas estratégias e alternativas metodologicas
que motivassem e facilitassem a compreensdo dos conteiidos. No entanto, esta procura tem
provocado a consciencializacgio da influéncia de uma base tedrica para fundamentar a pratica, pois
ainda observamos professores de matemética com posturas e rigores cientificos, supervalorizando
a memorizagao de conceitos e, principalmente, o dominio de classe.

Nao é raro encontrarmos, dentro do trabalho quotidiano das escolas, professores de matematica
ensinando esta disciplina de uma forma rotineira, onde os conteudos trabalhados sao aqueles
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presentes no livro didactico adoptado e o método de ensino restringe-se a aulas expositivas ¢ a
exercicios de memoria ou aprendizagem.

Essa postura do professor faz com que os educandos entendam o processo de estudo como
sendo mera memorizacao, desestimulando, com isso, actividades mais elaboradas que envolvam
raciocinio. Além disso, estes mesmos estudantes tornam-se excessivamente dependentes do pro-
fessor e do livro didactico, uma vez que o seu principal objectivo dentro da instituigio educacional
é obter uma nota suficiente para serem aprovados.

Outro grande problema refere-se ao facto de que a matematica é frequentemente tratada como
sendo uma. drea do conhecimento humano desligada da realidade e do quoetidiane onde o individuo
se encontra inserido. Sendo assim, é comum ouvirmos os nossos alunos perguntarem: Para que
serve isso? Onde vou utilizar aquilo? Em muitos casos, tais perguntas nao chegam sequer a ser
respondidas. Com isso, teremos mais dividas, mais conflitos e mais fracassos estudantis.

Por outro lado, se nos dirigirmos a certas escolas e observarmos, alguns professores de
matematica entrarem na sala de aula, verificamos que se colocam imediatamente & frente da
turma diante do quadro-negro. Parecem encontrar, neste local, o seu ponto de apoio e de
referéncia em relagao 4 turma. Nas escolas onde professores de matematica trabalham com o
ensino tradicional podemos observar que o processo ensino-aprendizagem dos alunos torna-se
mera transmissao da matéria, ou seja, o professor transmite ¢ os alunos recebem.

Perante estes factos, podemos concluir que muitas vezes a actividade mental dos nossos alunos
& subestimada, privando-os de desenvolver as suas reais capacidades e habilidades. Devemos
estar cientes de que o ensino da mateméatica deve ser algo mais do que transmissao da matéria,
deve ser algo mais do que mera copia dos exercicios resolvidos pelo professor no quadro-negro.

~ deve ser algo mais do que mera memorizagio. | Dos problemas mais corriqueiros que o professor

enfrenta na sala de aula, o mais dificil de solucionar & talvez o da falta de motivacao dos alunos.
Consequentemente, este problema produz atitudes de resisténcia aquilo que se esta a ensinar. I
assim, diante de perguntas tais como: Preciso de estudar isto para o teste?, Isto é importante?,
o professor tende a desistir de melhorar a sua actuagio e entio passa a racionalizar, e o seu
discurso passa a ser: Os estudantes nao estao Interessados nas minhas aulas porque lhes faltam
pré-requisitos necessarios 4 compreensao da minha matéria.

Como resultado deste emaranhado de problemas, encontramos de um lado alunos desinteres-
sados, considerando a matematica como um processo de aprendizagem ardua, mas necessaria
para a tao sonhada aprovagao, e, por outro lado, professores desgostosos em relacao aos seus
alunos pois, segundo eles, estes alunos nao sabem nada do que foi supostamente trabalhado na
sala de aula.

O ensino da matematica - algumas solugoes

Os avangos tedricos tém comprovado que a aprendizagem nao se da pelo treino mecanico
descontextualizado ou pela exposi¢io exaustiva do professor. Pelo contrario, a aprendizagem dos
conceitos ocorre pela interaccio dos alunos com o conhecimento.

O fundamental dentro do processo ensino-aprendizagem é a alteragao de como ensinar para
que os alunos aprendam e o que fazer para favorecer este aprendizado. Para isso, devemos
entender que os contetidos direccionam o processo ensino-aprendizagem onde se valorizam a
construcao individual e colectiva. Com isso, oportunizamos situagoes em que os educandos
interagem com o objecto de conhecimento e estabelecem as suas hipdteses para que estas sejam,
posteriormente, confirmadas ou reformuladas.

Além disso, o professor deve-se dar conta que para uma boa aprendizagem da mateméatica ¢
fundamental que o aluno se sinta interessado na reslucio de um problema, qualquer que seja ele.
despertando, assim, a sua curiosidade e a sua criatividade ao resolvé-lo.

Assim sendo, a mateméatica deveria ser ensinada de modo a ser um estimulo & capacidade de
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investigacao logica do educando, fazendo-o raciocinar. Neste contexto, a tarefa basica do profes-
sor seria o desenvolvimento da criatividade, apoiada nao s6 na reflexao sobre os conhecimentos
acumulados pela ciéncia em questdo, mas também sobre as suas aplicagoes praticas as demais
ciéncias e artes, concretamente, no nosso estudo, & Misica, & tecnologia e ao progresso social.
Quanto 4 escola, ela deve oferecer recursos materiais para tornar possivel o trabalho docente.

Finalmente, o ensino da matematica deveria estar apoiado em experiéncias agradaveis, ca-
pazes de favorecer o desenvolvimento de atitudes positivas, que, por sua vez, conduzirao a uma
melhor aprendizagem e ao gosto pela matematica.

A teoria de grupos desde os tempos em que foi descoberta, é considerada uma parte fun-
damental da Matematica. Sendo assim deveria ser dada mais atencao no curriculo do ensino
secundario. Dado que deixou de fazer parte do curriculo depois da reforma do ensino secundério
de 1995, cabe ao professor dinamizar e sensibilizar o grupo disciplinar de Matemética para a
importancia deste tema na formagao académica dos alunos. Nao se pode perder oportunidades
de conhecimento, e o novo papel do professor tem de ser, necessariamente, motivador de apren-
dizagens e, consequentemente, nao levar ao esquecimento a importancia da teoria de grupos. O
problema central deve-se ao facto dos reformistas considerarem a teoria de grupos demasiado
abstracta para o ensino secundario, pois de acordo com as novas metodologias, tem de se procu-
rar contetidos que permitam uma resolugao de problemas que se enquadrem a situagoes do nosso
quotidiano. Para tornar a aprendizagem da teoria de grupos mais "acessivel"e de aplicabilidade
a problemas reais, poderemos associar a Campanologia a essa realidade. O facto de ja nao fazer
parte do curriculo é entendido como o principal obstéculo na implementagao desta actividade.
Acresce-se ainda o facto de todo o tempo no ensino secundario estar minuciosamente delineado,
ou seja, todo o tempo disponivel é pouco, pois, os alunos no final do ano sao sujeitos a exames
nacionais.

Apesar de todos estes constrangimentos, deve ser o professor a definir quais os moldes pelos
quais 0 aluno podera ter um primeiro contacto com a teoria de grupos, antes de ingressar no
€nsino superior.

Assim, a teoria de grupos seria uma 6ptima ferramenta na dinamizagio de actividades in-
seridas no Ambito extra-curricular como, por exemplo, um clube de Matemética, ou parte do
projecto curricular de turma ¢ de Escola. Deve procurar-se motivar os alunos a participarem
nestas actividades. Apesar de nao fazer parte do curriculo, deve-se inovar nas aprendizagens.
O papel do professor é muito diferente do que era ha dez anos atras. Assim a teoria de grupos
pode ser desenvolvida sob o ponto de vista multimédia mostrando como uma parte fundamental
da Matematica em associacio com a Misica. E frequente os alunos sentirem-se desmotivados
com as aulas impostas pelo curriculo. Uma aula diferente ou um projecto diferente, no qual a
Miisica desempenhou um papel importante na elaboracao de uma das mais brilhantes teorias
da Matematica, faz com que os alunos se deslumbrem sobre esta interaccao. Este deslumbra-
mento deve-se ao [acto da importancia que a Miisica desempenhou na descoberta da Matematica.
Através de contetidos inovadores e lidicos o aluno percebe que a Mateméatica nao é sd uma dis-
ciplina com férmulas e fungoes, mas com bastantes aplicagoes praticas. Em suma, a relagao
da Matematica com a Campanologia permite desenvolver novas estratégias relativamente ao
processo ensino-aprendizagem.

Como se pode desenvolver uma actividade relacionada com a teoria de grupos no actual
curriculo da Matematica ne ensino secundario?

O que a Escola precisa de hoje em dia sao alunos motivados para a aprendizagem. O aluno
deve sentir uma componente interactiva entre o que esti a aprender e a sua aplicabilidade em
situagoes do nosso quotidiano.

Os novos desafios que hoje se colocam aos docentes, o repensar de estratégias inovadoras per-
mitem abordar a Campanologia e a teoria de grupos, sem prejuizo de cumprimento do programa
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do secundario. Do que foi dito anteriormente, a Campanologia foi, num sentido nao-técnico. uma
primeira abordagem da teoria de grupos, 100 anos antes de os matematicos a terem axiomatizado.

Entendida como uma arte musical, ainda embrionaria, no século XVII os conceitos sao bas-
tante acessiveis pelo que nao surgirao grandes problemas de aprendizagem. Cabe por isso ao
professor a responsabilidade de assumir este desafio, implementando novas estratégias pedagogi-
cas no ensino da Matematica a fim de motivar toda uma Comunidade Escolar, insatisfeita com
o rumo que a educacao esta a tomar.

A Campanologia poderd langar novos desafios no ensino da Matematica e levar os alunos a
sentirem-se mais confiantes no estudo dos conteiidos programéticos. O conhecimento da teoria
de grupos espelha a importancia no desenvolvimento da Matematica durante os dltimos séculos.
Além da teoria de grupos também é importante referir a teoria de grafos e como ela esta associada
4 Mudanga Musical (aqui o piiblico alvo serao os alunos da disciplina Matematica Aplicada as
Ciéncia Sociais, vulgo MACS, dado que a teoria de gralos faz parte integrante do curriculo).

Dada a importancia que este tema poderéd vir a ter, convém agora dar resposta a pergunta
formulada inicialmente. Quais as linhas de orientacao na aplicacao da teoria de grupos a Cam-
panologia inserida num projecto extra-curricular.

Como se pode implementar este projecto?
Quais os objectivos que nos propomos alcangar?
Quais as dificuldades com que nos vamos deparar?

Sera em torno destas questdes que toda a nossa estratégia pedagogica ird incidir, nomeada-
mente, a complementaridade da Campanclogia com a teoria de grupos e de gralos abordada em
termos das aprendizagens significativas dos alunos.

O professor devera dispdr de um certo background didactico.

Para isso classifiquemos cada um dos seguintes parametros, a saber:

O publico alvo.

e Pré-requisitos.

e Material necessario.

e Estratégia Pedagogica.

e Objectivos.

e Dificuldades na Implementacao da actividade.

e Consideragoes Finais.

1. Pablico alvo

De todos os intervenientes da comunidade escolar o piiblico alve sdo os alunos do ensino
secundario, embora o projecto possa ser aberto a toda a comunidade escolar. No momento
em que decorre a semana cultural o professor pode proferir algumas palestras aos demais
interessados no tema. Um projecto que envolva toda a Fscola da enfase ao papel que a
Matematica desempenha na explicacao fisica do Mundo. A Matematica deixa de ser vista
como uma disciplina isolada de todas as outras. Promove-se wm maior intercambio de
ideias entre todos os participantes do processo ensino-aprendizagem.
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2. Pré-requisitos

e Reconhecer o significado do termo permutacac.

e Reconhecer que as permutagoes permitemn obter todas as possiveis posigoes dos ob-
jectos em n lugares ¢ sem repetigao.

o Identificar que n!'=nx(n-1)x(n-2)x....... Ix2x1

¢ Reconhecer que o niimero de permutagoes de n objectos € nl.
e Identificar que ), sgnifica o Grupo Diedral de ordem n.

o [dentificar que S, sgnifica o Grupo Simétrico de ordem n.

e ldentificar que A,, sgnifica o Grupo Alternado de ordem n.

e Operar com permutagoes. [dentificar que a composigao é a operagao entre as permu-
tacoes e que a operagao se realiza da direita para a esquerda..

e Saber que

(13).(23)— (; ; i‘) (i i g)z (;’ If 3) (132)

o [dentificar e reconhecer o grupo de simetrias do triangulo e do quadrado.
3. Material disponivel

e Computadores pessoais com ligagao a Internet, programa Flash e aplicagao JAVA
instalados de modo a se poder interagir com o applet da Campanologia desenvolvido
por Kees van den Doel e também a pagina web constituida no ambito desta tese;
http://www.fc.up.pt/cmup/sinos

e Quadro

e Giz ou borrona

e Data-Show

e Fichas complementares da actividade
e Retroprojector

¢ Transparéncias

1. Estratégia Pedagodgica de implementacgao da actividade

O desenvolvimento da estratégia curricular que se pretende implementar, promovendo a
interdisciplinaridade entre Misica e Matematica dever ser feita por etapas graduais de
conhecimento. A estratégia que aqui proponho é simplesmente uma ideia pessoal sobre o
modo como deveria ser implementada. Cabe ao professor que tencione acolher esta inicia-
tiva desenvolver outros projectos ou entao melhora-los de acordo com as suas perspectivas.
A cultura da sala de aula de Matemética é, verdadeiramente, um ponto essencial de qual-
quer curriculo de Matematica - e é com grande atencao e relevo que tem vindo a ser
tratada, desde ha alguns anos, por inimeros autores e entidades especialistas em educacao
matemética. A natureza e organizagao das actividades de aprendizagem e o papel do pro-
fessor com vista & promocao de um ambiente de sala de aula possibilita aos alunos viverem
uma. experiéncia mateméatica significativa, explorando os seus interesses, dando-lhes um
papel activo, fazendo-os participar na construgao do conhecimento,

Também a literatura de investigacao em educacao matematica estuda com especial interes-
se infumeras questoes relacionadas com o ambiente de sala de aula. Exemplificando, Even
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e Tirosh (2002, Handbook of International Research in Mathematics Education, LEA ).
afirmam: "a cultura de sala de aula é inseparavel da aprendizagem da Matemadtica, uma vez
que a aprendizagem ocorre sempre num contexto sécio-cultural especifico.” A construcao
do conhecimento mateméatico na sala de aula estd intimamente ligada ds concepcoes dos
alunos sobre a disciplina, com o tipo de interacgoes que o professor promove, com a exis-

téncia de uma comunidade de aprendizagem em que todos se possam sentir participantes.

A estratégia nao aborda pormenorizadamente cada uma das aulas. A sua implementacao
¢ pensada para uma aprendizagem continua.

Abordagem histérica da teoria de grupos e a Campanologia

e I[nicia-se a implementacao desta actividade abordando o conceito histérico da teoria
de grupos no desenvolvimento da Matemética e como ela foi fundamental em todos os
conteudos programéaticos até entao estudados, mas que se evidencia indirectamente.
Deste modo, pretende-se que os alunos se familarizem um pouco mais com a historia
da Matematica e que entendam os contetidos que hoje aprendem sofreram mudancas
substanciais ao longo dos tempos, sendo aperfeigoados pelos mateméticos até aos
nossos dias.

e Depois de introduzir um pouco o conceito histérico da teoria de grupos informam-se
os alunos que, muito tempo antes dos matematicos terem desenvolvido estas ideias,
ja alguém utilizava essa teoria, porém num sentido rudimentar.

e Os primeiros autores da teoria de grupos nao foram matematicos mas sim nuisicos,
nomeadamente tocadores de sino que no Reino Unido desenvolveram técnicas refinadas
de repique de sinos. De entre esses tocadores de sino destacava-se um, Fabian Stedman
autor de dois livros intitulados, " Campanologia" e " Tintinnalogia - the art of change
ringing".

e Deste modo facilita-se uma melhor compreensdo da importancia que este tema teve
no desenvolvimento da teoria de grupos que s6 ocorreu 100 anos mais tarde e que
permitiu um gradual desenvolvimento da Matemética.

e Saliente que a descoberta da Matematica nao surgiu espontaneamente. Refira que
através da Musica também se constrdi pensamento matematico e que fol mesmo
através desta que se elaborou uma das mais brilhantes teorias da Matematica: a
teoria de grupos,

Interactividade com o applet desenvolvido por Kees van den Doel

e Depois da abordagem teorica pode explorar com os alunos a aplicacao multimédia.
nomeadamente, a manipulagdo do applet desenvolvido pelo professor Kees van den
Doel dirigindo-os para o sitio da Internet correspondente e para o sitio construido
no ambito desta tese: http://www.fc.up.pt/cmup/sinos. E importante que os alunos
tenham consciéncia da sonoridade musical das diversas sinfonias que compoe a Cam-
panologia. O uso da Internet pode estimular aprendizagens mateméticas impor-
tantes. Na verdade, os alunos podem desenvolver importantes conceitos matematicos
e adquirir uma visao muito mais alargada sobre esta ciéncia, usando a Internet. Por
este facto, é razoivel que os professores pensem seriamente na forma como esta tec-
nologia pode estar integrada na sua actividade de aprendizagem matemética.

e Numa fase inicial convém nao mostrar detalhadamente como o applet funciona. Os
alunos poderao descobrir os seus comandos livremente. Pode resumidamente explicar
as diversas sinfonias que estdo presentes e comegar por dizer aquelas que vao estudar
mais pormenorizadamente. Caso um aluno se mostre mais curioso permita-lhe apro-
fundar mais esse conhecimento. Numa fase mais profunda do conhecimento pode-se
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apresentar a Internet como uma 6ptima ferramenta de aprendizagem dado que. en-
volve todo o tipo de contetdos matematicos, nos mais diversos suportes: texto. som,
imagens e aplicagoes interactivas. Esta quantidade e diversidade de contetidos permite
que professores e alunos possam escolher o que mais lhes agrada para desenvolverem
a sua actividade matemética.

Nogao de permutagao

¢ Embora nao seja uma novidade devera proceder-se a uma explicagao sucinta do sig-

nificado do termo "permutacio”, apesar dos alunos do 12°Ano ji estarem mais fa-

‘ miliarizados com o conceito. Somente para os alunos de escolaridade inferior convém

explicar o significado da permutagao. A fim de reforgar este conceito fundamental

‘ pede-se aos alunos que escrevam as diversas permutagoes que poderam ocorrer em
conjuntos de dois, trés e quatro elementos.

e A seguir verifica-se que existemn um total de n! permutagbes em n objectos. Pode-se
fazer referéncia a outras situacoes quotidianas onde se utilizem permutagoes, tal como
estdo descritas no curriculo do 12° ano.

Posigoes dos Sinos

e Inicialmente & essencial identificar a posi¢ao dos sinos no contexto da Mudanca Musi-
cal. Assim, o que anteriormente se designava permutacao num conjunto de n elemen-
tos, passamos a designar esses "elementos"como sendo posi¢oes dos sinos nas séries.
Saliente o modo para definir as posigdes dos sinos relativa a sua ordem numérica.

o Exemplo: A série [2341], em 4 sinos, o sino 2 ocupa a posi¢ao 1, o sino 3 ocupa a
posigao 2, o sino 4 ocupa a posi¢ao 3 e finalmente o sino 1 ocupa a quarta posigao.

A esta série associamos a permutacao (1432) porque, relativamente a série inicial
[1234], o sino 1 passa para a quarta posicao, o sino 4 para a terceira posigao, etc.

Nogao de mudanga

e Para explicar o significado de mudanga, no contexto da Mudanga Musical. escreve-
se no quadro (a cor) a série inicial [123]. A posigao dos sinos designa-se por 1 2
3. A nogao de mudanga pode ser explicada do seguinte modo: Para se obter uma
permutacao da série [123] a mudanga aplicada podera ser, por exemplo, A=(12).
Esta construgao do conhecimento é essencial pois o aluno deve ficar a entender que
A=(12) corresponde a uma mudanga de posigiao dos dois primeiros sinos e que a série
resultante € uma permutacao relativamente i série inicial.

e O aluno tem de ficar a entender que a mudanga A=(12) ao actuar sobre [123] vai
trocar os dois primeiros sinos pelo que ira resultar na série [213].

e De modo a reforgar este conceito, deve fazer entender ao aluno que a mudanga B=(23)
nao significa que os sinos 2 e 3 permutem entre si, poderia até desrespeitar uma das
regras da Mudanga Musical, designadamente a regra da adjacéncia. Mostre que o
significado da mudanga B=(23) sera a troca dos sinos que estiverem na segunda e
terceira posigoes. A série resultante sera: [231].

¢ Deste modo, mudangas como A=(12), B=(34), C=(56) dizem respeito & mudanca a
efectuar nas posicoes dos sinos. Para uma melhor distingao entre as mudancgas e as
séries, estas devem ser escritas de um modo diferente para nao confundir os alunos,
dado que a simbologia é parecida.
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Regras da Mudanca Musical

e As regras da mudanga musical sdo, de facto, os pilares de toda a construcao matematica
em cada uma das sinfonias. Deve [azer ver aos alunos a importancia das trés regras da
mudanca musical, pois s assim, é possivel reconhecer a relagao entre a Campanologia
e a teoria de grupos.

Descricao da Singles Extents

e (s requisitos minimos estao devidamente estabelecidos, pelo que se pode avangar para
a construgao da sinfonia Singles Extents.

e Aproveitando o raciocinio anterior comece por questionar os alunos relativamente ao
facto de num conjunto com n=3 sinos quantas permutagoes iremos obter relativamente
a série [123]. Relembre que as trés regras da mudanga musical devem ser respeitadas.

e Podera sugerir as mudangas que se deverao introduzir a fim de alcancar a totalidade
das permutagoes em trés sinos.

e Cabe ao aluno a descoberta da sinfonia completa Singles Extents. Tém de ter cons-
ciéncia que a mudanga A (12) tera de ser alternada com a mudanga B=(23). Ober-
vard que aplicando por trés vezes cada uma da mudangas, alternadamente, volta-se
a série inicial. O aluno deve entender que obteve todas as permutagoes pois 3!=6.
No maximo obtém-se n!1 séries do conjunto de n-sinos (Devido A regra 1. inicia-se
e termina-se com a série [1234....n]).

A relagao entre as mudangas e as permutagoes

¢ Uma das ideias deste estudo consiste em verificar a relagao subjacente entre as permu-
tagoes e as mudangas. O objectivo é fazer com que o aluno verifique, que ao introduzir
a mudanga A=(12), ira resultar na série [213], sendo esta associada a permutagao
(12). O aluno tem de entender que as mudangas actuam sobre as séries e que as
permutacoes reflectem as posigdes correspondentes, relativamente & série inicial.

IS

e O aluno deve ter nogao de que, A=(12), corresponde a4 mudanga entre os sinos que
estejam nas duas primeiras posigdes e que se designa por:

et (123

e O aluno tem de ter nogdo que a série resultante, depois de introduzida uma mu-
danga, corresponde a uma permutacao. Esta permutagao refere-se ao produto entre
a mudancga introduzida e a permutagio associada & série anterior.

o Para se obter a préxima série o aluno tera de reconhecer que uma outra mudanga teré
de introduzida, nomeadamente B=(23), e que esta ird alterar as posigoes dos tltimos
sinos. A série resultante sera [231]. Para obter a permutacao associada o raciocinio
sera anélogo ao anterior.

e Entao temos,

1 2 8% 71 9 3 12 3
= —(132
oo (1 3 2)‘ (2 1 3) (3 I 2) 1)

e Resulta que a permutagao associada a série [231] corresponde a permutagao (132).
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e Mostre o significado desta permutagao em termos de mudanga musical. Assim. a
permutacao (132), associada 4 série série [231], significa que o sino 1 passa para a
terceira posigao, o sino 3 para a segunda posi¢ao ¢ o sino 2 para a primeira posigao,
isto relativamente a série inicial como se pode observar: Série inicial, [123]: Permu-
tacio associada, e a Série resultante, [231]; Permutagio associada, BA=(132).

e Finalmente o aluno deve verificar que todas as restantes séries se obtém através da
alternancia entre as mudangas A e B e o modo como se obtém as permutagoes asso-
ciadas. O aluno deve saber electuar os respectivos produtos tal como se mostram na
coluna das permutacoes.

Wﬁmero H Série [Mudanga Permutagoes “

1@ 12:
A

ae 213 A ={12)
B

3° 231 BA = (23)-(12) = (132)
A

4° 321 ABA = (12) - (132) = (13)
B

5° 312 (BA)? = (123)
A

6° 132 A(BA)* = B'= (23)

........ B
7° 123 (BA? =e

Sinfonia Singles Extents

Introdugao das mudangas da sinfonia Singles Extents no applet

e Regressamos ao conteiido multimédia, ou seja, ao applet de modo a que os alunos
consigam definir as respectivas mudangas no conjunto de trés sinos e em seguida ouvir
o som que a sinfonia Singles Extents produz. Uma vez que a sinfonia Singles Extents.
por defeito, ndo vem definida serao os alunos a escrever as respectivas mudangas no
local indicado no applet.

e No applet as mudancas sao assim definidas: No caso em que se altera os sinos nas
duas primeiras posigoes e se fixa o terceiro a mudanca é simplesmente definida como
"3"que corresponde a nossa mudanga A=(12). Quando se introduz a mudanca B=(23)
escreve-se "1"pois fixa-se o sino na primeira posicao. Assim para escrever a sinfo-
nia completa da Singles Extents as mudangas devem ser escritas do seguinte modo:
"3.1.3.1.3.1". A sinfonia Singles Extents sera tocada e no proprio applet podem-se as-
sociar varios tipos de afinagao (tuning). (Leia o apéndice 2 se procura uma informagao
mais completa)

Perseguicao Total

e Um dos aspectos mais interessantes da Campanologia consiste em descrever o caminho
que os sinos percorrem ao longo da sinfonia. Dé-se especial interesse ao sino 1 no qual
o aluno deverd identificar as varias posi¢oes que ele vai ocupando. A esse trajecto que
o sino 1 vai delineando, designa-se como Perseguicao Total (Plain Hunt), ou seja. o
sino segue um percurso ascendente, até a posicao 3, e depois descendente voltando a
sua posicao inicial.
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Grupos. O grupo simétrico 5j.

¢ O conjunto de todas as permutacoes que resultam da sinfonia completa Singles Ixtents
constituem o grupo simétrico S3. Com efeito, define-se o conceito de grupo e quais os
axiomas a que tem que obedecer, a saber:

Um grupo G consiste num conjunto de elementos munido de um produto (operagao binaria),
(designa-se por ".") satisfazendo as seguintes quatro condigoes:

a) Fechado: se z e y sdo elementos de G, entao r.ye G
b) Associatividade: se z, y e z sao elementos de G, entéo (z.y).z=x.(y.2)
¢) G tem elemento neutro; que se designa por e, de modo que e.x=z.e—1, V xeG.

d) Se z é um elemento de G, entao existe um elemento inverso y em G tal que z.y=y.r=¢

e O conceito de grupo deve ser associado a respectiva Singles Fuxtents dado que con-
stitui a sinfonia mais simples e, por conseguinte, provar que é grupo torna-se mais
acessivel. Interagindo com os alunos prove que a Perseguicao Total em 3 sinos con-
stituem o grupo simétrico Sy e, portanto, obedece a cada um dos parametros da
definicao de grupo.

e Construa com os alunos a tabela onde estio representados todos os produtos que

i N e i i = |
envolvem as permutagoes do grupo simétrico 83, que constituem a sinfonia Singles |
Extents.
|
\

e Além do grupo de simetrias S5 podera dar exemplos de outros grupos. tal como estao
descritos na secgao correspondente.

e Niao obstante, além desses exemplos, pode referir que as sinfonias Minimus Extents,
Doubles Extents e Minor Extents respeitante aos grupos simétrico Sy, S5 e 8¢ também
representam grupos. A prova é andloga para a sinfonia Singles Extents, porém, e
devido ja ao elevado nimero de permutagoes, esta torna-se num exercicio bastante
demorado.

Interpretagao geométrica. Simetrias do triAngulo

¢ As permutagoes no grupo simétrico S3 também tém uma interpretagao geométrica. O
professor desenha um trifingulo equilatero no quadro e pede aos alunos que designem
cada um dos vértices por 1, 2 ¢ 3. A seguir pede-se aos alunos que desenhem cada
uma das suas isometrias, ou seja, as rotagoes e as reflexdes. Deste modo observam
que o conjunto das isometrias de um tridngulo também é um grupo.

o Por ultimo serd entoada a sinfonia Singles Extents a partir do applet e a par mostra-
-se uma animagio em Flash. A medida que a sinfonia segue o percurso musical,
os vértices do triangulo inicial vao sendo modificados de acordo com a série a que
pertence a isometria do tridngulo.

Sinfonia Minimus Extents

e Na sinfonia Minimus Extents os conteidos béasicos da Mudanca Musical sao relativa-
mente analogos a sinfonia Singles Extents. |

e As mudangas que se vao utilizar na sinfonia Minimus Extents de modo a obter as 24 |
permutagoes (41=24) irdo ser A=(12)(34) e B=(23). Deixe que seja o aluno a especular
sobre quais devem ser as novas mudangas. O aluno deve conseguir escrever todas as
permutagoes e reconhecer que a segunda permutacio & o resultado da mudanga A. a
terceira como o resultado da mudanca BA e assim sucessivamente.
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e Uma questao fundamental nesta sinfonia é que apds oito mudancas volta-se i série
inicial. O aluno deve ter consciéncia que regressou a série inicial apos 8 mudangas. Os
alunos devem ser questionados acerca da possibilidade, ou nao, sobre o modo como
se irao obter as restantes dezasseis permutacoes.

Perseguicao Total

e As oito permutagdes obtidas constituem a Perseguigao Total e pertencem ao grupo de
perseguigao Hg. De modo a reforgar o método Perseguicao Total questione os alunos
relativamente ao trajecto que o sino 1 vai delineando ao longo da extensao.

Classes direitas. Plain Bob
Como obter as restantes dezasseis permutagoes”

A compreensao da relacao entre a Matematica e a Campanologia ganha aqui outra dimen-
sao. A descoberta da necessidade em introduzir uma nova mudanga reforca ainda mais
a ligacao intrinseca entre a arte e a ciéncia. A dinamizacao deste conhecimento ajuda a
perceber o quanto a Matematica ajuda a perceber uma sinfonia musical.

e A mudanca C cria uma curiosidade entre os alunos, relativamente aos sinos que irao
alterar a sua posicdo. Apesar da mudanca aqui sugerida ser C=(34), podera optar-se
por outra, desde que nao seja igual a A nem a B e que obedega as regras da Mudanga
Musical.

e Depois de introduzir uma nova mudanca os alunos devem ter consciéncia de que as
mudangas A e B sdo repetidas alternadamente de modo a obter mais oito permutacoes
que, de acordo com a regra 2, sao distintas entre si. O aluno tem de observar que
se deve introduzir a mudanga C, pois caso contrario, volta-se a repetir a série inicial,
da respectiva primeira classe direita. Refira que a segunda introducao da mudanga C
leva-nos para uma segunda classe direita.

e Assim obteve-se o grupo de perseguicao g e mais duas classes direitas. Pode agora
questionar os alunos sobre o modo de representagao destes trés subgrupos de Sy. Qual
a relagao entre o grupo de perseguigao e as duas classes direitas?

e Seria gratificante para a aprendizagem o aluno procurar descobrir por si, a que tipo
de equivaléncia nos referimos. A relagao entre o grupo de perseguicao e as classes
direitas tem a ver com o facto de todas as permutacoes se poderem obter através dos
seguintes conjuntos: Hg, Hg(243) e Hg(234).

e Cada uma das permutagoes da primeira classe direita obtém-se através do produto
entre as permutagoes do grupo de perseguigio e a permutacao (243). Analogamente
para as permutacoes da segunda classe direita.

o A seguir saliente que as 24 permutacoes descrevem um método muito conhecido e
preferencialmente utilizado da Campanologia designado por Plain Bob. Mostre que
o método Perseguicao Total ainda nao é uma boa solugao para os tocadores de sino,
dado que nio se obtiveram todas as 4/(=24) permutacdes. O método Plain Bob utiliza
uma nova mudanga, designadamente C=(34) ja representa uma boa solugio para os
tocadores de sine pois obtiveram-se todas as 41(=24) permutagoes.

e O método Plain Bob, para 4 sinos, utiliza entdo trés mudangas, A, B e C. De referir
também o caso geral para a escolha das mudancas e que este método é sempre valido
para um conjunto qualquer de n-sinos.




ot
(158

1. Campanologia e tcoria de grupos

Interpretacao Geométrica. Simetrias do guadrado

e A interpretagio geométrica versa sobre um quadrado em que os vértices do quadrado se
designam por 1 2 3 4, tal como se mostrou anteriormente. De seguida, o professor pede
aos alunos que identifiquem as isometrias do quadrado, nomeadamente as rotacoes e
as reflexoes.

e Por tltimo serd entoada a sinfonia Minimus Extents a partir do applet. A medida
que a sinfonia segue o percurso musical, os vértices do quadrado inicial vao sendo
modificados de acordo com a respectiva série a que pertence a isometria do quadrado.

Explicagao do funcionamento do Plain Bob Minimus no applet

¢ Uma vez que no applet, por defeito, ndo aparece a opgao para escolher o Plain Bob
Minimus cabe aos alunos introduzir as respectivas mudangas, tal como se proceden na
sinfonia Singles Extents. Relembrando novamente as mudangas temos A=(12)(34).
que no applet se traduz pela mudanga "x", significa que todos os sinos irao alterar
todas as suas posigoes. A mudanga C=(23) ira ser traduzida no applet por "14", pois
altera-se os sinos do meio e fixa-se os exteriores. A mudanga C=(34) corresponde no
applet a "12", pois fixa os dois primeiros sinos. Sendo assim o método Plain Bob
Minimus no applet seguird a seguinte ordem: "x.14.x.14.x.14.x.12". Quando tocado
ir4, entao, ouvir-se a sinfonia completa Minor Extents. (Leia o apéndice 2 se procura
uma informagao mais completa sobre o funcionamento do applet)

Grupos. O grupo simétrico 5.

¢ O conjunto de todas as permutacoes que resultam da sinfonia completa Minimus
Extents constituem o grupo simétrico Sy.

e O conceito de grupo deve ser associado a respectiva sinfonia Minimus Extents. Inter-
agindo com os alunos prove que o Plain Bob em 4 sinos constituem o grupo simétrico

Siy.

e Além do grupo S4 podera dar exemplos de outros grupos, tal como estao descritos na
secgao correspondente.

Plain Bob em n-sinos

e Por iltimo os alunos irao descrever as mudangas no Plain Bob para um conjunto de
n-sinos. Através de uma transparéncia esquematize as mudangas que se realizaram
nas sinfonias Singles e Minimus Extents, e pega aos alunos que descubram o padrao
geral dessas mudancas.

¢ O método Plain Bob permite um alargamento ao niimero de mudangas que se podem
introduzir de modo a obter, se possivel, todas as n! permutagoes. Como se pode
verificar as duas mudangas A=(12)(34) e B=(23) nao foram suficientes para construir
a sinfonia completa em 4 sinos. A possibilidade de prolongar o niimero de mudancas,
designadamente C=(34), faz do método Plain Bob, o preferido pelos tocadores de sino.
dado que respeita as regras da Mudanga Musical e todas as permutacoes possiveis sao
entoadas.

e O caso geral das mudangas em n-sinos podera agora ser formalizado. A descricao do
Plain Bob para 3 sinos surge agora como uma excelente oportunidade de valorizar a
aprendizagem dos alunos, isto &, constatarem se com 3 mudangas é possivel, ou nao.
obter todas as 120 (5!=120) permutagoes.
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Doubles Extents

e A sinfonia Doubles Extents utiliza na sua composicio 5 sinos. A medida que se vai
aumentando o niimero de sinos, o aluno deve ter consciéncia de que, o namero de
séries aumenta. As mudancas A e C mantém o nimero de sinos que irao permutar
entre si, de acordo com a definigao, contudo a mudanca B vai sofrer um acréscimo
relativamente ao niimero de sinos que alternam. Para cada uma das mudangas, o
aluno deve ser capaz de escrever quais os sinos que alternam entre si, no Plain Bob.
Seguidamente podem descrever o Plain Bob Doubles, ou seja, enunciar o percurso de
cada uma das mudancas e finalmente descrever a composi¢ao musical. Novamente
podemos auxiliar-nos do applet pois este método ja vem incorporado.

Todo o conhecimento base até agora estudado ajuda a compreender melhor o método
pelo que nao sera necessario voltar a repetir o modo como se efectuam as mudangas.
Apenas uma questao se coloca: Com as trés mudangas A, B e C conseguimos obter
todas as 5! permutagoes? O aluno deve verificar que ao aplicar as trés mudangas, A,
B e C obteve quarenta permutagoes e que estas seguem o percurso da sinfonia Doubles
Extents, obedecendo as trés regras da Mudanga Musical. Mostre uma transparéncia
onde se possa visualizar todas as 40 permutagdes e o respectivo percurso das mu-
dangas. Faga notar aos alunos que o nimero de séries aumenta consideravelmente
4 medida que aumenta o nimero de sinos e que, portanto, teremos de sintetizar o
conjunto de permutagoes de modo a tornar explicito o raciocinio,

Entao, para simplificar o nimero de séries dade que estas aumentam considerav-

elmente 4 medida que aumentam o numero de sinos, convém desde ja definir um
conceito fundamental na Campanologia que é o de Plain Leads.

Plain Leads

e Previamente as 120 permutacoes, explique o significado do termo Lead. Refira que o
grupo de perseguicao Hip e as classes direitas correspondentes, HioP, H 10 P2, HipP3,
se designam por Plain Leads. Cada uma dessas leads contém 10 permutacoes.

Refira que a primeira Topo de Lead é igual a P=(2453) e que por ser de ordem 4,
tem-se quatro Plain Leads pelo que 4x|H5|=40 permutagoes. O applet torna-se agora
numa ferramenta indispensavel para sentir a sonoridade musical da sinfonia Doubles
Extents.

Depois de construirem as quatro Plain leads mostre que formam o Plain Course em 5
sinos do Plain Bob, ou seja, PPPP.

Novamente o aluno deve sentir que apenas com quatro mudangas nao é possivel obter
todas as 120 permutagoes. Espere pela oportunidade de conhecimento, deixe que
sejam os alunos a constatarem que uma nova mudanga tem de ser introduzida. A
localizacao dessa mudanga convinha que fosse explorada pelo aluno. Depois de anali-
sada a introdugao dessa mudanca, que designamos por D, explica-se aos alunos que
esta nos leva para um outro tipo de Lead, concretamente uma Bob Lead.

Bob Leads. Plain Course

e 56 com Plain Leads nao é possivel obter todas as 120 permutagoes do Plain Bob
Doubles. Na tltima mudanga do Plain Bob Doubles em vez de fazer novamente (.

que nos levaria de volta A série inicial, refira que se tem de introduzir uma nova
mudanca, designada por D, que nos leva para um outro tipo de Lead.

o Podera questionar os alunos a darem sugestdes acerca da nova mudanga, isto é. de-
scobrir quais os sinos que vao permutar entre si. Relembre as regras da Mudanga
Musical.
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e Assim, a Bob Lead designa-se por T e é escrita como sendo o produto T=DC=(234)
Esta tem o efeito de nos colocar numa outra classe direita designadamente Hy'T'. Tal
como a mudanca C era introduzida ap6s 8 permutaces, na sinfonia Minimus Extents,
o aluno deve saber que apds cada conjunto de 40 permutacoes tem de se introduzir a
respectiva mudanga D & qual esta associada a permutagao T. A seguir as primeiras 39
permutagoes aplica-se D, depois aplica-se novamente D apds outras 39 permutacoes
e, finalmente, apds outras 39 permutagoes aplica-se D o que nos traz de volta a série
inicial pois T é de ordem 3.

e Assim o Plain Bob Doubles permite-nos obter todas as 120 permutagoes utilizando
Plain e Bob Leads. Obtém-se a seguinte ordem: PPPTPPPTPPPT.

e Niao é necessario escrever todas as 120 permutagoes no quadro. Sugere-se uma transparén-
cia na qual incorpore a seguinte tabela:

Nimero || Mudangas | Séries | Permutagao
1 12345

C

39° 12435 (34)
D

40° 14235 | T=DC=(234)
C

79° 14325 (24)
D

80° 13428 | T%=(243)
)

119° 13245 (23)
D

120° 12345 To=e

Reforce esta ideia salientando que as leads do Plain Course Hqg, H1oP, HioP?%, HioP?
e as que se obtém a partir das Bob Leads H1oT, H197? e HiyT™®. como sdo todas
disjuntas, é suficiente para entenderem que todas sdo diferentes e que, portanto, a
regra 2 é satisfeita.

O applet nao prevé a utilizagao de uma Bob

e O applet nao prevé a utilizagio de novas mudangas e por isso s6 toca o Plano de
Curso, ou seja, as primeiras quarenta permutagoes.

e Mostre que a mudanga D néo serd indicada no final das 39 permutagoes pelo modo
como o applet estd construido. Devido a este impedimento sugere-se que escrevam ao
autor a possibilidade algoritmica da introdugio de uma mudanga D, ou seja, uma Bob
Lead o que nos daria todas as 120 permutagoes, e assim ouvir a sinfonia completa.

Simetrias no pentagono

O conjunto de todas as isometrias do pentagono também pode ser associado s séries da
sinfonia Doubles Extents. Contudo, dado que o processo é bastante longo e de dificil con-
strugao, refere-se apenas as quarentas primeiras permutagoes, ou seja, o Plano de Alcance
e como se podem associar & descricdo musical do applet. A medida que se viio ouvindo as
mudangas, pode mostrar-se as diferentes posigoes que os sinos vio tomando nos vértices
do pentagono.
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Minor Extents

¢ O método a utilizar na sinfonia Minor Extents ird ser novamente o Plain Bob. Pedir
aos alunos que determinem as mudangas A, B e C e que descrevam o Plano de Curso.
Reforce a ideia de que o Plano de Curso é constituido apenas por Plain Leads. O
aluno, inicialmente, deve chegar ao seguinte resultado: PPPPPP.

e (s alunos devem ser capazes de entender a necessidade de introduzir uma nova mu-
danga, D. Esta ird levar-nos para uma Bob Lead de mode que se consiga um numero
maior de permutacoes e nao apenas 60 come anteriormente.

e Os alunos devem chegar ao seguinte resultado PPPPTPPPPTPPPPT, isto €, que com
Plain e Bob Leads podem obter-se 12x15=180 permutacoes.

e Questione os alunos do facto de nao terem obtido todas as permutagoes possiveis.
Discuta com os alunos a razio dessa impossibilidade. Os alunos devem ter consciéncia
que nao obtiveram o total de 6!=720 permutagoes.

e Faga referéncia ao seguinte resultado: Aplicando somente Plain e Bob Leads, isto &,
apenas as mudancas A, B, C ¢ D o maximo de permutacoes possivel que se obtém no
Plain Bob Minor Extents sac 180.

e Refira que se obteve o grupo alternado Ag (conjunto das permutagoes pares).

Plain Bob Minor

e O niimero maximo de permutacoes sao 360 utilizando Plain e Bob Leads, na Sinfonia
Minimus Extents.

e Descreva a prova salientando o facto de sé se obterem 360 permutacoes pois utilizam
mudancas pares.

e Atras [oi referido que era necessario introduzir uma mudanga simples na série 360° a
fim de obter todas as 721 séries. Nao ¢é possivel aplicar localmente a mudanca k uma
vez que a série 373° se ird repetir.

H Nuamero ” Série | Mudanga | Permutagao ”

360° 321654 C(DC?)Q = (13)(46)

361° 231564 2 EC(DC )2 =@ = (132)(485)
372° 213654 7 BQ@? = (12)(46)

3730 216345 ¢ CBQ* = (12)(3456)

Em que momento a série 373° se repete? Cabe ao professor mostrar qual o numero
da série onde tal facto ocorre. Para isso construa-se a seguinte tabela:
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” Nuamero || Série | Mudanca | Permutagao H

301° 321654 (DC?Q = (14563)
B

312°° [ 312564 (123)(465)
C

313° | 315246 (12453)
A

314° || 132564 (23)(465)
B

315° || 123654 (46)
A

316° || 216345 (12)(3456)

Como se pode concluir a série 373° ira, de facto, repetir-se caso se aplique a mudanga
E na 360° série. Assim, teriamos que as séries 316° e 373° seriam iguais o que iria
derespeitar a regra (C2) da Mudanga Musical ou Campanologia.

e De modo a obter as restantes 360 permutagoes fmpares explique que tem de se intro-
duzir uma mudanca simples, ou seja, uma das seguintes mudangas, s;=(12), so=(23),
83=(34), s4=(45) ou s5=(56).

e Depois de introduzida esta mudanca, estas seguem o mesmo percurso que as 360
anteriores.

e Tal como anteriormente explique que nos inserimos dentro de uma classe direita dife-
rente, isto €, iremos obter agora o conjunto das permutagoes impares.

Plain Bob em n-sinos

e O numero de Leads possiveis em n-sinos, é um resultado importante.

e Saliente que em n-sinos o nimero de Leads possiveis sao n!/(2n)=(n-1)!/2 que é a
cardinalidade de A,_1.

Meétodo Grandsire e Stedman Doubles

e O método Grandsire e o método Stedman Doubles apenas irao ser referidos em H-sinos.
Relacione estes com o Plain Bob Doubles.

e Ambos os métodos podem construir-se no applet.

e Faga entender as diferengas destes dois métodos relativamente ao Plain Bob. O aluno
na sua construcao deve perceber como se obtém todas as possivels permutacoes e,
novamente, relacioné-lo com o Plain Bob Doubles.

¢ No método Grandsire Doubles proponha aos alunos a descriciao de todas as leads.
Repare que nao obteve todas as permutagoes pares, como alias constatou na descrigao
do método. Sugere-se que trabalhe com os alunos o facto de no Método Grandsire a
Bob ter de ser usada logo na Lead inicial.

A Campanologia e a teoria de grafos
e A Campanologia €, de facto, uma vasta sinfonia musical recheada de variadas compo-

nentes matematicas. Do que j4 vimos até entao a teoria de grafos surge associada a
Campanologia de um modo natural.
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s Os alunos da disciplina de MACS* sao abrangidos no seu curriculo pela teoria de
grafos. A relagio da Mudanga Musical e a teoria de grafos permite uma descricao
grafica de cada uma das sinfonias ajudando a compreender, significativamente, cada
um dos métodos estudados. A valorizacao do curriculo, nomeadamente com o estudo
da teoria de grafos, sera assim reforgada e incluida na promogao da interdisciplinar-
iedade entre as ciéncias e a Musica.

e Esta associagao d4 oportunidades de conhecimento extraordinérios.

¢ Comece por dizer que os grafos de Cayley correspondem a representacgao grafica para
as diversas sinfonias que se estudaram até entao, isto é, estes incorporam todas as
mudancas possiveis que se utilizam num conjunto de n-sinos.

¢ Refira o modo, como inicialmente, se desenha um grafo de Cayley para a Singles
Extents.

e A sinfonia de maior interesse recai sobre a sinfonia Minimus Extents uma vez que nao
é muito complexa e ao mesmo tempo ajuda a ter uma leitura sustentavel da associacao
da. teoria de grafos com a Mudanga Musical.

¢ Desenhe no quadro o respectivo grafo de Cayley para 4 sinos salientando que as
mudangas correspondem as arestas e os vértices as séries. Faga aqui a comparagao
com a série de Fibonacci, ou seja, o nimero maximo de mudangas que se pode aplicar
para um conjunto de n-sinos.

¢ No Plain Bob Minimus utilizam-se as mudangas A=(12)(34), B=(23) e C=(45). O
aluno deve verificar que a sequéncia de mudangas é dada por:

(AB)* ACY’

e De seguida, pega aos alunos que, dado o grafo de Cayley, construam o subgrafo cor-
respondente ao método Plain Bob Minimus.

Ciclo Hamiltoneano

e Pode fazer referéncia ao facto de o subgrafo desenhado corresponder a um ciclo Hamil-
toneano. A intengdo serd obrigar o aluno a pensar e a conjecturar sobre que pro-
priedade subjacente esta implicita no cicle tragado.

e Outros subgrafos correspondentes ao diagrama de Cayley podem ser desenhados na
sinfonia Minimus Extents.

e Além do Plain Bob outros métodos podem ser escritos como uma sequéncia de mu-
dangas, tracando o respectivo subgralo de Cayley.

e A seguinte tabela mostra outros métodos, e a sua respectiva sequéncia de mudangas
na construgao da sinfonia Minimus Extents.

Nome do método | Sequéncia de Mudancas
Reverse Bob (ABAD(AB)?)*
Canterbury (ABCDCBAB)?

Double Canterbury (DBCDCBDC)?
Single Court (DB(AB)DB)?
Reverse St.Nicholas (ABCDCBAC)*

'Designagao da disciplina Matematica Aplicada as (Yiéncias Sociais que faz parte integrante do curricalo dos
cursos de Humanidades do ensino secundario
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o De modo a reforgar a aprendizagem e torna-la ainda mais significativa peca aos alunos
que, de acordo com o grafo de Cayley para 4-sinos, tracem o respectivo ciclo Hamil-
toneano. De acordo com o método escolhido e a sua sequéncia de mudangas descreva
o subgrafo de Cayley respectivo.

O grafico respectivo do Plain Bob Doubles

e De modo a estimular a curiosidade sobre o tema, pode mostrar o grafo de Cayley para
5 sinos. Contudo e devido 4 grande confusio sugerida pelo grafo, pois € composto por
7 mudancas diferentes, e cada vértice seria de grau 7, tera de reduzir-se as mudangas
apenas a A, B, C e D tal como foi explicado.

e Uma vez que ja conhecem o método Plain Bob Doubles pega aos alunos a respectiva
sequéncia de mudangas.

e Por tltimo, e devido ao enorme grau de dificuldade, descreva o ciclo Hamiltoneano
relativo & sequéncia de mudancas do Plain Bob Doubles.

Curiosidades

e Um dos grandes desafios dos tocadores de sino consiste em dar resposta a famosa ¢
velha questao da Campanclogia. Sera possivel tocar as 5040 permutagoes em sete
sinos usando o método Grandsire apenas em Plain e Bob Leads? Por outras palavras,
existird uma extensido do método Grandsire em 7 sinos utilizando somente Plain e
Bob Leads?

o Neste método A=(12)(34)(56) e B=(23)(45)(67), geram o grupo de Perseguicao Total
Hi4. O método Grandsire Triples usa C=(12)(45)(67). Tal como em 5 sinos, primeiro
faz-se C e depois alterna-se entre B e A.

e Podemos questionarmo-nos acerca do maior conjunto de permutagoes que podemos
obter. Em b5 sinos usamos o facto de A, B e C serem pares e assim obter um maximo
de 60 Leads. Este argumento aqui nio é valido, dado que A e B sao fmpares. Como
anteriormente considera-se suficiente a acgio de P e 'T' a actuar sobre Topo de Lead.
Em 1742 John Holt descobriu uma extensio muito perto e obteve 4998 permutacoes.
Isto deu enfase a famosa velha questdo mencionada anteriormente.

e A prova é bastante dificil, para o nivel de ensino que estamos a considerar, e nao
teria qualquer utilidade pratica na implementacao da actividade. Fica apenas uma
curiosidade para os alunos o facto de que o niimero maximo de permutagoes em 7 sinos
utilizando o método Grandsire ITiples somente com Plain e Bob Leads corresponde a
4998 permutacoes.

5. Objectivos

Um dos principais objectivos é, sem diivida, a premocao da interdisciplinariedade entre a
Matemaética e a Musica. Sendo a Matemética uma disciplina com que os alunos manifestam
imensas dificuldades e desinteresse, estratégias alternativas captam mais a atencao dos
alunos e ajudam na sua motivacao.

A teoria de grupos e de grafos apresenta-se num contexto de interaccao com a Misica e
incide, sobretudo, em actividades extra-curriculares. O caracter extra-curricular nao pode

sair diminufdo. A sua importancia é relevante pois desenvolve a atitude socio-alectiva e
cognitiva do aluno.

Devido a grande desmotivagio dos alunos com que o professor se depara quando lecciona as
aulas programaéticas, podera ser esta a alavanca necessaria para desmistificar o preconceito
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que muitos pais e alunos, tém relativamente a Matemaética, a de que é uma disciplina muito
dificil e que é normal uma classifica¢ao negativa.

Estas actividades ajudam a enriquecer o Plano Nacional de Matematica no combate ao
insucesso escolar.

A introdugao desta actividade pretende dinamizar toda uma comunidade escolar, desig-
nadamente os alunos, de modo a que estes se sintam mais confiantes e mais estimulados
nas suas aprendizagens de modo a torna-las significativas e diferenciadas.

A actividade propoe, em certa medida, uma complementariedade entre os contetdos lec-
cionados que se encontram abrangidos pelo programa. Nestas actividades o professor
poderéa relacionar aspectos do programa com a Campanologia e a teoria de grupos.

Os alunos poderao ficar mais motivados, dado que se empreende um espirito mais di-
namizador e mais estimulante que por muitas vezes nao sao manifestadas em contexto de
sala-de-aula. Dado que nao sao avaliados sumativamente, poderao dar asas a sua imagina-

cao e ser este o estimulo necessario para uma melhor compreensao e atitude face a Matematica.

Nao se pretende que seja realizada, efectivamente, qualquer avaliagao quantitativa ou juizo
de valor sobre as actividades que vao desenvolver na interdisciplinariedade entre a Cam-
panologia e a Matematica. A avaliagdo possivel tem em linha de conta a propria autonomia
dos alunos. O proprio aluno deve considerar se as actividades desenvolvidas corresponderam
as suas expectativas e de que modo contribuiram para uma aprendizagem mais significativa
dos actuais contetidos curriculares.

Em suma, a actividade tem como finalidade méaxima motivar os alunos para o processo
de ensino-aprendizagem nomeadamente da Matematica. Leva-se em linha de conta uma
aprendizagem diferenciada através da relagao entre a Campanologia, a teoria de grupos e
de grafos.

A Campanologia surge assim como uma f[orma enriquecedora de curriculo, apesar de ser
moldada em termos de actividades extra-curriculares, mas que ajuda a atingir os objectivos
que o curriculo de Mateméatica assim determina e que por vezes sao muito dilfceis de
conseguir.

Dificuldades de Implementacao da actividade

Embora todos consideremos que a participagao neste projecto envolve uma acrescida difi-
culdade dado que é algo inovador, poé-la em pratica requer um enorme desafio.

A principal dificuldade na implementagio desta actividade, recai sobretudo no cumpri-
mento da componente programética do ano lectivo. O curriculo do ensino secundario tem
de ser cumprido dado que os alunos irao realizar exames nacionais no final do ano lectivo,
com vista ao ingresso no ensino superior. Por este facto, os alunos poderao mostrar-se
pouco interessados pois o tempo disponivel é sempre escasso. Motive a aprendizagem logo
no inicio das actividades, para corresponder as expectativas dos alunos.

Encarando estas actividades num projecto extra-curricular acrescenta-se motivagao a apren-
dizagem da ciéncia.

Consideragoes finais

Os resultados na Matemética, olhados numa perspectiva quantitativa constituem. habitu-
almente, a principal preccupacgio de professores, pais e alunos relegando para um plano
secundario as competéncias matemdticas. Nao obstante, estes resultados continuam a ser
pouco satisfatérios e mantém actual a discussao sobre o que influencia o aproveitamento
dos alunos na disciplina. O facto de os programas abordarem diversos contetidos, muitas
vezes de um modo superficial sendo os professores pressionados, na sua abordagem, pelo

&
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factor tempo, [az com que os problemas de aprendizagem nao possam ser superados por
um nimero significativo de alunos.

Sendo a Mateméatica constituida por anéis interrelacionados, é recorrente o sentimento de
que as principais limitagoes na aprendizagem derivam da [alta de bases que sustentam
novas matérias. A falta de ligagio entre a Matematica que se aprende na escola e os
reais interesses dos alunos, que olham para a disciplina como tendo um nivel de abstraccao
exagerado e pouco compreensivel, 86 ao alcance de alguns iluminados, faz com que a vontade
de aprender se va perdendo, a medida que o nivel de complexidade vai anmentando.

A Campanologia surge assim como uma nova metodologia na aprendizagem da Matemética.
A relagao entre a Matemética e outras areas do conhecimento séo aqui refor¢cadas. Além da
Fisica, da Quimica, da Biologia € mesmo das Artes, a Matematica surge aqui relacionada
de um modo profundo com a Mtsica.

Esta relagao ird, sem divida, surpreender a maijoria dos alunos do nosso sistema de ensino,
pois estao habituados a ver a Mateméitica como uma disciplina isolada e sem qualquer
utilidade pratica. Os demais alunos que sfo curiosos e reconhecem as varias aplicacoes da
Mateméatica em outras areas do saber ficardao aqui impressionados.

A realizagao de entrevistas ou inquéritos informa-nos acerca do impacto que teve na me-
lhoria das suas aprendizagens e se vale a pena continuar a desenvolver estas actividades.

A avaliacao relativa 4 participagao e conhecimentos seré essencialmente qualitativa, dado
que importa conhecer a importancia que estas actividades tiveram na motivagiao das apren-
dizagens. A interacgao da Campanologia com a Matematica nao se destina a substituir
o programa, mas sim, complementar conhecimentos matemaéticos que serao uteis para o
ensino superior, pois a teoria de grupos faz ai parte do curriculo.

A Campanologia surge assim como um aspecto inovador do curriculo e permite-se assim
uma maior compreensio sobre a relacao entre a Matematica e a Misica. Através deste
estudo pretendi dar a conhecer esta vertente pouco conhecida, nomeadamente, a fase inicial
da criagao da teoria de grupos que, como se viu, teve origem na Musica.

O enriquecimento das aprendizagens a que estd subjacente foi também um dos objec-
tivos que tenciono alcancar. O engrandecimento das aprendizagens para com os nossos
estudantes e dar-lhes a conhecer uma das mais bonitas teorias matematicas. através da
Musica, constitui um dos grandes desafios do actual curriculo.

Assim, todo o meu trabalho aqui desenvolvido constitui uma dptima ferramenta pedagogica
na implementacao desta nova forma de ensinar Matematica através da Musica.
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1.10 Apéndicel

Campanologia e teoria de grupos

Breve introducao a teoria de grupos

» [Permutagoes| ... Uma permutacao de um conjunto X é uma aplicagao bijectiva:

c: X — X
r — o(z)

» [Produto de permutagoes] ... O produto de duas permutagoes o0 : X — X en: X —
X & a permutagao composta 0 on : X — X definida por:

(0 0n)(z) = oln(z))

O produto denota-se apenas por on e calcula-se da direita para a esquerda.

Por exemplo, a permutagio o de X = {1,2, 3,4}, definida por:

Ll

= Q0 DD e

Denota-se por:

. (12 3 4 s
Sen= (4 2 1 3),entao.
oo (1234 1234\ (1234
T™\1342/\sa213/7\2314
» [Grupo simétrico S,| ... O conjunto das permutagdes de um conjunto X . munido do
produto atras definido, tem a estrutura de grupo a que se chama o grupo siincirico de X

Quando X tem um ntmero finite n de elementos esse grupo nota-se por Sy,.

Portanto:

e O produto de duas permutacoes de X é também uma permutacao de X
¢ O produto de permutagoes é uma. operagao associativa:
(emp = alnp)

¢ Existe uma permutacao identidade (que nao altera nada), notada por e e definida por
e(z) =z, Vxr € X. Além disso:

ge = eg = g, para toda a permutacio o de X
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e Toda a permutagio ¢ tem uma inversa a1 tal gue:

ool =g lo=¢

» [Ordem do grupo simétrico S,] ... O grupo simétrico S, tem ordem n!, isto €.

#(Sp) = nl

De facto se X = {1,2,3--- ,n}, existem n escolhas possiveis para g(1), n — 1 escolhas possiveis
para o(2), n — 2 escolhas possiveis para a(3), e assim sucessivamente. Para o(n) resta pois uma
finica. escolha possivel. Portanto existem ao tode n(n — 1)(n — 2)-- -1 permutagoes possiveis de
X.

» [Decompédr uma permutagao em ciclos] ... Seja ¢ a permutacao:

— 1 23 .4 5
12 38 1L 4
de X ={1,2,3,4,5}. Consideremos as sucessivas imagens de 1 € X por o:
1l = o(l) — 0'2(1) — 0-3(]) —5 s

que, neste caso, sao:
1-2-23—-5—-4-1

Obtemos desta forma um ciclo de o que notamos por (12354). A permutacao o escreve-se
entao na forma:

o = (12354)

Um outro exemplo: seja ¢ a permuta

Cao:
i
77\ 2 8

de X ={1,2,3,4,5,6,7,8}. Entao:

=1 &

4
)

=2 R
=
|
i ® ]
S —

o = (128)(37)(456)

é uma decomposigao de g em ciclos disjuntos.

Outros exemplos de decomposicac em ciclos disjuntos:

123456 ‘
(2 1. & & 3 4) = (12)(3645)
i 2.8 &4
(2 1 4 3) = (12)(34)
1 2345 _
(2 431 .5) = (124)(3)(5) = (124)
1 2345
(2 1 45 3) = (12)(345)
» |[Transposigoes] ... Um 2-ciclo chama-se uma transposicao . Qualquer ciclo pode ser

escrito como um produto de transposicdes, Por exemplo:

(1543) = (13) - (14) - (15)
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» [Grupo alternado] ... O conjunto A, constituido pelas permutagoes pares de Sy, i.c..
as que se escrevem como produto de um ndmero par de transposicoes, € um subgrupo de 5.
chamado g¢rupo alternado , cuja ordem é nl!/2.

» [Congruéncia médulo um subgrupo] ... Seja G um grupo ¢ H um seu subgrupo.
Dois elementos a,b € G dizem-se congrucntes modulo // se existe um elemento b € H tal
que a = bh:

a==5b modH = a = bh, paraalgum h e H

» [Classes de fI em (] ... A relagao de congruéncia moédulo /T € uma relagao de equiva-
léncia em G. De facto:

ea=a modH, porquea=caeeec H.

eag=b modff =—> b=a modH. Com eleito, a = bh por hipdtese, onde h € H. Logo
b= ah™' e portanto b=a mod H.

ea=b modH ¢ b=c modH — a=c modH. Com efeito, a = bh e b = ch’ por
hipétese, onde h'h € H. Logo a = (¢h')h = ¢(h'h), com hh' € H, e portanto a = ¢ mod /.

As classes de equivaléncia da relagao de congruéncia médulo H, em G, induzem uma partigao
de ¢ numa reunidao de subconjuntos disjuntos dois a dois que se chamam as

classes esquerdas de H em (¢

» Uma dessas classes é o proprio subgrupo H. H contém todos os elementos de (¢ que sao
congruentes com o elemento neutro e. De facto se h € H entao h = ¢ mod H, uma vez que
. =¢h e h € H, por hipdtese.

Suponhamos que:
H = {h'l = eah‘21"' 1hk‘}

esejaa g H. A classe esquerda de H, em G, que contém a, nota-se por al e é da forma:

aH = {a,ahg, - ,ahy}

» Note que a =b mod H, se e s6 se as respectivas classes esquerdas coincidem:
a=b modH <= aH=0H

Para obter classes distintas temos que usar elementos a, b que nao sejam congruentes modulo H.

» [Indice de H em G] ... Seja G um grupo ¢ H um seu subgrupo. O nimero de classes
direitas de H em G chama-se o indice de 4 emn (¢ e nota-se por [G: H].
» [Teorema de Lagrange| ... Seja G um grupo de ordem |G| e H um seu subgrupo de

ordem |H|. Entao:
G| = |H]| -G : H]
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Em particular, se G é finito entao |H| divide |G].

De facto cada classe direita de # em G tem |H| elementos e existem ao todo [G : H] dessas
classes. Portanto |G| = |H| - |G : H].

» |[Exemplo| ... ... Se G =S3e H={((12)) = {e,(12)}. entao:
He = H
H(12) = H
H(13) = {(13),(132)}
H(23) = {(23),(123))
H(123) = {(23),(123)}
H(132) = {(23),(123))

e portanto existem apenas 3 classes direitas: H, (13)H e (123)H
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1.11 Apéndice 2

TRADUCAO do APPLETT dos SINOS

Os autores desta pagina agradecem ao professor K oes van den Docl <kvdoel@cs.ubc.ca
a amabilidade em ter autorizado o uso deste applet. Os detalhes técnicos da sua construcao
podem ser vistos na pégina pessoal do Prof. Kees van den Doel.

Este applet permite tocar séries até um méaximo de oito sinos, de acordo com as regras

do "change ringing” ( campanologia ). E possivel editar as alturas sonoras de cada sino

( edit pitch ), a intensidade ( strike ) com que o badalo os percute e escolher entre varias afi-
nacoes ( tunings ) possiveis. Uma vez escolhidos os pardmetros, deve clicar em "Apply”
e depois em "Start” para iniciar o repicar dos sinos. E possivel alterar o ritmo da melo-
dia tornando-o mais irregular (humano). O botao "=cBHalMbLe" permite obter alguns sons
estranhos.

A campanologia (repicar dos sinos) é uma arte secular, oriunda do Reino Unido, que consiste
em tocar uma sequéncia de séries com um ntimero fixo de sinos - os disponiveis no carrilhao de
uma, igreja, por exemplo.

As séries nao podem repetir-se (apenas a primeira e a tltima sao a mesma) ¢ a passagem de
uma série para a seguinte faz-se através de uma permutagao da ordem segundo a qual se tocam
os sinos. No entanto apenas sao admitidas permutagoes em que cada sino muda gquando muito
para uma posi¢ac contigua.

Mais detalhadamente:

(1. a primeira e ltima série sdo ambas [1 2 3....n}, isto &, os sinos tocados pela ordem original
123..n,

('2. As séries sao todas diferentes, com excepc¢ao da primeira e tltima.

(3. De uma série para a seguinte, nenhum sino se move mais do que uma posicao.

A terceira regra é imposta por limitagoes de ordem fisica. Por exemplo, é possivel a mudanga
(23){45) - 0 sino que ocupa a posigio 2 permuta com o que ocupa a posi¢ao 3 e 0 sino que ocupa
a posicao 4 permuta com o que ocupa a posigao 5. Mas nao € possivel a mudanga (34) - (45)
(porque entfio o sino que ocupa a posigdo 5 mudaria para posi¢ao 3) nem a mudanga (36), por
exemplao.

No applet é possivel escolher o mctodo (method), isto é, o algoritmo segundo o qual a
melodia é construida, de acordo com as regras referidas anteriormente. Por exemplo:

Plain Bob Doubles

Double Clourt Bob Minor

i PR, B AN | “ L\ | s

Lampridage SUrprist via Ol

€ outros.

Alguns destes métodos serao explicados em breve, com todo o detalhe. nomeadamente a
relagao que eles tém com teoria de grupos.
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Suponhamos que se pretende usar 7 sinos. Devemos entao comecar com o "round" 1234567
A série seguinte é obtida transpondo pares de posi¢oes adjacentes.

A notagao que se usa no applet necessita de alguma explicacao ja que difere um pouco da
que se usa no texto principal. Na lista de mudangas do método escolhido, por exemplo. "125"
significa que os sinos que ocupam as posi¢oes 1, 2 e b nao mudam. Portanto, as posi¢oes 3 ¢ 4
permutam bem como as posi¢oes 6 e 7. Esta notagao requer algum cuidado porque, por exemplo.
"25" & impossivel porque se 2 nao se move também 1 nao se pode mover. A letra X, na lista de
mudangas, significa que todos os pares de posigoes foram transpostos. Se o nimero de sinos ¢
impar a tltima posigao fica fixa. Portanto para 7 sinos, "X" é equivalente a "7".

O algoritmo completo consiste agora na listagem das sucessivas mudangas, separadas por um
ponto ..

Por exemplo, "X.127.347. X "significa:

tocar a primeira série, como sempre, o "round" 1234567 .

o Transpdr todos os pares de posicoes adjacentes da série 1234567 | para obter a série
2143657 .

Na série 2143657 , manter os sinos que ocupam as posigoes 1,2 e 7, e transpor os pares
de posigoes adjacentes restantes, isto é, (34) ¢ (56), para obter a série 2134567 .

e Na série 2134567 , manter os sinos que ocupam as posi¢oes 3,4 e 7, e transpdr os pares
de posigoes adjacentes restantes, isto é, (12) e (56), para obter a série 1234657 .

e Transpdr todos os pares de posicoes adjacentes da série 1234657 | para obter a série
2143567 .



Capitulo 2

Analise Matematica dos Ritmos

2.1 Introducao

A Teoria Musical e a Mateméatica tém-se encontrado por diversas ocasioes ao longo do seu de-
senvolvimento e, mais recentemente, nos aspectos computacionais de ambos os campos. Neste
capitulo iremos apresentar uma conexao entre conceitos e ferramentas de tais areas de investi-
gacao onde a geometria euclideana desempenha um papel importante,

O conceito de ritmeoe foi sempre entusiasmante para os matematicos. Tavez porque uma
das fungoes basicas do ritmo consiste na criagdo de uma estrutura e, como tal, susceptivel de
estudo por parte da Matemética. O significado ritmico é rico e vasto, embora a sua utilizagao
e significado também se modifiquem muito com o contexto. Algumas vezes confunde-se com
velocidade, outras associa-se a tempo musical ou compasso, e em certas ocasioes designamo-
lo como sinénimo de regularidade na execucdo musical. Dado que este capitulo versa sobre a
componente ritmica sobre varios estilos musicais vamos concretizar o significado do conceito:
ritmo.

Existem dois significados que podemos apontar para a palavra ritmo. No primeiro, entende-
se o ritmo contraposto aos conceitos de altura do som (tanto na melodia descrita horizontalmente
ou verticalmente) e o timbre (cor qualidade do som). Assim, neste sentido poderfamos falar do
ritmo n’ A Sagracao da Primavera, de [gor Stravinsky. No segundo, mais especifico e restringido,
o ritmo refere-se a um padrao de ataques, produzidos por qualquer meio aciistico, os quais podem
estar sujeitos a um tempo ou associados a uma velocidade particular. Neste sentido podemos
falar do ritmo das palmas na Soled ou igualmente do ritmo harménico de um preladio para piano
de Chopin (por exemplo, o preludio opus 28, n°4).

Na tradicao musical da Furopa Ocidental, tempo musical ou compasso estd intimamente
relacionado com ritmo. A matéria-prima ritmica é concebida como um fluxo interminavel de
pulsagao igualmente espagados e nao acentuados. O tempo musical ou compasso define-se entao
como a organizagao desses pulsos por meio de acentuagoes distribuidas regularmente. A maior
parte da musica ocidental caracteriza-se pela ocorréncia regular de tais padroes.

No nosso contexto o termo compasso tem varios significados distintos dos referidos ante-
riormente. Normalmente, entende-se por compasso uma sequéncia ritmica que inclui também
elementos harmonicos e formais, proprios de cada estilo. De modo a evitar confusoes. usaremos a
palavra ritmo no seu sentido mais geral, padrao ritmico no seu sentido mais especifico e compasso
como sindnimo de tempo musical.

Muitos estilos musicais caracterizam-se pela presenca de certos padroes ritmicos que se
repetem ao longo da pega e que tém muitas fungoes tais como estabilizagao ritmica, marcacao do
passo (por exemplo, em boa parte da musica afrocubana), definir o cardcter (temos um exemplo

69
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no terceiro movimento da sonata para piano de Chopin, opus 35), definir o género (na siciliana.
na chacona, na tarantela e outras), ete. Exemplos de tais padroes ritmicos, designados por claves
na tradicio africana entre outras, abundam nos estilos musicais sendo tao dispares como o Son
de Cuba, 0 Gahu do Gana ou o FFandango do Flamengo. Muitas perguntas se podem fazer em
torno destes padrdes ritmicos que funcionam como elementos estruturantes (assinale-se a sua
componente matematica}:

l. Que caracteristicas tém esses padroes ritmicos para determinar certos estilos musicais?

]

. Que semelhanga podemos encontrar entre esses padroes ritmicos?

oo

. Que medidas de semelhanga podemos definir entre padroes ritmicos”

4. Pode uma medida ser descrita num certo sentido matemético?

Sera em torno de dois padroes ritmicos, que o nosso estudo ird incidir - uma primeira abor-
dagem a andlise matematica das claves ritmicas africanas, afrocubanas e brasileiras. Em seguida.
uma andlise matematica dos ritmos Flamengos.

A ideia do estudo consiste em desenvolver uma analise matematica que reflicta sobre certas
relacoes entre os ritmos claves binarias e ternérias de Africa, Cuba e Brasil e numa segunda
anélise sobre as relagoes entre os ritmos Flamengos. No ambito deste projecto foi desenvolvida
uma pégina na internet no site, http://www.fc.up.pt/cmup/matmusica/ritmos na qual ird fa-
cilitar este estudo, wma vez que ird permitir a sonoridade musical dos ritmos anteriormente
descritos.

Indubitavelmente, existem muitos factores musicais que poderiamos ilustrar, dada a riqueza
destes padrdes ritmicos. Centremo-nos na componente ritmica porque, entre os diversos factores
musicais que constituem estes padroes ritmicos, sem duavida, o ritmo ¢ o mais saliente.

Uma maneira facil de levar a cabo esta analise serd despir a musica das letras, da harmonia
e da melodia e deixar somente o ritmo (no seu sentido mais geral) como tnico elemento. Esta
simplificacdo nao se destina somente facilitar a andlise, é também consequéncia das dificuldades
de formalizacdao da harmonia e sobretudo da melodia.

Este estudo inspira-se na analise filogenética que se usa usualmente em Biologia. lsta andlise
requer a existéncia de uma distancia, definida sobre o material genético. Normalmente, a dis-
tancia consiste em medir quédo diferentes sao dois materiais genéticos dados. A distancia por sua
vez da lugar a uma distancia matricial. A partir desta, e gragas a técnicas de Bioinformatica,
reconstréi-se uma. rvore que reflecte as relagoes evolutivas entre as espécies. Aqui substituiremos
os codigos genéticos por ritmos e, em primeiro lugar, definiremos uma distancia entre padroes rit-
micos. Existem vérias distancias que se podem usar para medir quao distantes se encontram dois
padrées ritmicos. Em outros contextos, na Fonética ou na Misica, para nomear dois, aparecem
varios exemplos. Aqui usaremos dois tipos de distancia, a de Hamming ¢ a da permutacao di-
rigida, que mostram adequadamente a ideia de comprimento entre padroes ritmicos. A primeira
é implementada nos padroes ritmicos africano, cubano e brasileiro, enquanto que a segunda sera
nos ritmos Flamengos. PPor altimo, aplicando as ferramentas adequadas obteremos uma arvore
filogenética para os padroes ritmicos dos estilos musicais considerados.

Um dos objectivos deste capitulo é proporcionar ao musico, por um lado, ferramentas de
analise, neste caso, o ritmo; e por outro lado, a partir das conclusoes que surjam, sugerir ideias
sobre questoes musicais tao actuais como o estudo sobre as relacoes entre os diferentes estilos,
origem e procedéncia dos estilos. As drvores geneologicas permitem a observagac dos varios
estilos, determinacao das possiveis propriedades de preferéncia de estilos, a busca de possiveis
estilos ancestrais, influéncias de musicas externas, etc.
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Através deste estudo e analisando geometricamente os ritmos pretende-se que o aluno possa
compreender a relacio intrinseca entre os diversos ritmos e a matematica, nomeadamente a
unidade do 9° Ano, "Circunferéncia e Poligonos", a Estatistica do 10° ano e conhecer um pouco
da teoria de grafos do 11°Ano do currfculo das Mateméticas Aplicadas as Ciéncias Sociais.
Iremos desenvolver estratégias de aprendizagem que promovam a interdisciplinariedade e que
contribuam para uma melhor compreensao destas unidades.

2.2 Notacao para designar os Ritmos. Método Notagao em Caixa

Imagine-se um relogio que tenha marcadas 16 horas, em vez das habituais doze horas. O relogio
tem apenas um ponteiro que da uma volta completa em cerca de 2 segundos. Tal "relogio"esté
ilustrado na figura 1.

Figura 1

Coloquemos ainda. um toque de sino na posi¢ao das 16 horas e nas posi¢oes 3, 6. 10 e 12
num total de cinco batimentos por cada ciclo horario, como se ilustra na Figura 1. O padrao
resultante faz soar um ritmo sedutor que desde ha cerca de cinquenta anos, durante a tltima
metade do século XX, tem conseguido conquistar o planeta. E conhecido mundialmente como
a Clave Son de Cuba. No entanto, é usual em muitos ritmos africanos pois, provavelmente,
viajaram de Africa para Cuba juntamente com os escravos. Em Cuba é tocado com dois bastoes,
feitos de madeira dura, também designadas por claves. Em Africa é tradicionalmente tocado
com um sino de ferro.
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Para os musicos, o ritmo Clave Son é usualmente representado através da notagao musical
standard que oferece muitos modos de expressar um ritmo. As quatro primeiras pautas da figura

2 sao exemplo disso.
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A quarta pauta mostra uma notag¢ao musical como uma reducao as notas significativas e
as pausas. A quinta "pauta"mostra um modo popular de representagao dos ritmos para os
percursionistas que nao sabem ler miusica. FEsta notacao designa-se Método da Notagao em
Caixa desenvolvida por Philip Harland na Universidade da Califérnia em Los Angels no ano
1962 também conhecida como TUBS (iniciais inglesas que significam, Time Unit Box System).

Se ligarmos o bloco final ao bloco inicial deste tltimo diagrama e o desenharmos sob a forma
de um circulo, na direcgao dos ponteiros do relogio, obtemos a representacao do relogio ja visto na
Figura 1. Os quadrados na Figura 2 preenchidos com circulos negros correspondem as posicoes
que os sinos ocupam na Figura 1. O método da notagao em caixa serve para designar ritmos
ja referidos, assim como para experiéncias na percepcao da psicologia ritmica. Uma variante
comum deste método é simplesmente a utilizagao de um simbolo para o batimento e outro para
a pausa,

Assim, por exemplo, para a Clave Son um modo comum de escrever é simplesmente [x .
X..X...X.X...] Finalmente na Fisiologia, onde os ritmos cardiacos sao importantes.
tal como na Informatica a Clave Son poderia ser escrita como uma sequéncia binaria de 16-bits:
[L0O0D100100010100 0] A representagio 3 3 4 2 4 mostra o prolongamento do

compasso a seguir a um batimento.

2.3 Os Ritmos Cubano, Africano e Brasileiro

Num concerto de musica classica o maestro organiza o andamento do compasso, silenciosamente.
com uma batuta. Todos os membros da orquestra devem poder ver o maestro e a batuta. Esta
disposi¢ao ajuda a que todos os musicos estejam unidos no decorrer do andamento do compasso.



2. AnaAlise Matematica dos Ritmos 7 73

Os padroes clave de sinos usados na musica africana também tém uma funcao semelhante em
manter todos os tocadores de tambor juntos ao longo do batimento do compasso. No entanto.
ao contrario do maestro com a batuta, os tocadores de tambor nao precisam de ver a execugao
do sino uma vez que este pode ser ouvido.

Os sinos africanos de metal e as claves de madeira dura usados no Brasil e em Cuba tém
uma capacidade alta de ressoamento actstico, que até pode "aniquilar" a partitura de som alto
dos tambores. Podera perguntar-se porque € que os padrées de sino nao sao executados como
movimentos ritmicos simples iguais as do maestro com a batuta. Uma das razdes é que isso se
poderia tornar demasiado mondtono.

O siléncio da batuta nio é incomodativo. Esta é uma das razoes porque os padroes de sinos
sao muito mais complicados do que os batimentos 1-2-1-2-1-2 ou 1-2-3-1-2-3 da batuta. No
entanto, a principal razao para essa variabilidade e complexidade deve-se a que os padroes de
sinos sao, de facto, o nicleo de um ritmo. Néo representam apenas os padroes individuais de notas
também fornecem ancoras para as varias partes onde os tambores sao tocados e providenciam o
reconhecimento subjacente basico da peca.

Por esta razao a barra temporal da clave e sino também é designada como coracao do bati-
mento ritmico. Mais ainda, nos conjuntos da danga coreografada do Igbo o sino é usado como o
principal instrumento na direcgio da coreografia. Assim, os padroes do sino, e mesmo o proprio
sino, sao muito mais do que meros fixadores de tempo musical.

Existem literalmente centenas destes padroes de barras temporais para sinos, claves e ins
trumentos de madeira usados na musica de Africa, Brasil e Caraibas. Isto nio é surpreendente
quando se considera o niimero de combinagoes que se podem construir com cinco notas executadas
nas dezasseis possiveis posi¢oes dos dois compassos. Acrescente-se ainda os padrées com seis,
sete ou mais notas, até onze; acrescente-se ainda os padroes que usam quatro compassos, os que
tém 6/8 tempos ritmicos, e rapidamente se obtém uma explosao combinatoéria,

Vamos, assim, debrugar-nos sobre os ritmos designados como: Shike, Son, Soukous, Rumba,
Bossa-Nova e Gahu.

A figura 3 mostra os seis ritmos na notagao musical de caixa.

o [ [ [of [of | [ [of J@f | | |
Shiko
(o [ [of [ [of [ [ [of [@f [ [ ]
Son
[of [ Tof [ [of [ [ [of@f | [ []
Soukous
@ [ Jof T T Jo] [ [of Jof [ ]
Rumba
of [ Jof [ [of [ [ [@f [ @ [ |
Bossa-Nova
o TTof TJof [ [ Jof T T [o] |
Gahu

Figura 3
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Mais & [rente iremos conhecer em detalhe algumas caracteristicas destes seis ritmos e comao
eles se relacionam entre si. De momento a caracteristica principal a reconhecer é que todos os
ritmos sao tocados com cince notas.

Um pequeno vislumbre sobre a representacao da notacao-caixa destes padroes de sino na
figura 3 revela vérias relagoes entre eles. Todos os padroes tém a primeira e a quarta notas na
mesma posigao. Todos, com excep¢iio do Shiko e Rumba, tém um primeiro compasso igual que
consiste nas trés primeiras notas, Son pode ser convertido para Shiko avancando a segunda nota
por uma unidade de tempo, Son para Rumba avangando a terceira nota por uma unidade de
tempo, e Soukous para Son, Bossa-Nova e Gahu avangando a quinta nota por uma, duas e trés
unidades de tempo, respectivamente.

2.4 Os Ritmos Flamengos

Existe uma clara virtude na identidade do Flamengo relativamente a outras musicas onde o
padrao ritmico subjacente manifesta-se através de palmas acentuadas. O Flamengo usa predom-
inantemente compassos ternarios de 12/8, isto €, compassos de 12 pulsos agrupados em grupos
de trés.

Em principio tocam-se as 12 palmas que marcam o compasso 12/8 e o padrao ritmico emerge
acentuando-se nas diversas melodias. No Fandango, por exemplo, da-se um acento (palma forte)
seguido de dois silenciosos (palma débil) quatro vezes seguidas. Pode ver-se aqui, 4 luz das
definigoes dadas na introdugao, a intima relagio que existe entre a musica flamenga e o padrao
ritmico (no sentido ritmico restringido) do compasso. De facto, é habitual no vocabulario fla-
mengo falar de compasso em vez de padrao ritmico. Aqui faz-se uma andlise comparativa somente
sobre os ritmos em compasso ternario. Veja-se a figura 4. Os padrées ritmicos ternarios tém
mais variedade e riqueza que os binarios.

Tal como nos ritmos anteriores a notagio escolhida volta a ser o diagrama em caixa para uma
melhor compreensao para quem nao entende de musica.
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Figura 1

A seguir iremos analisar os padroes ritmicos ternarios do flamengo e alguma das suas possiveis
notagoes ou representacoes. Cada padrao ritmico tem sido designado por um estilo de som que
se usa. [sto nao significa tdo pouco que cada padrio ritmico seja exclusivo de cada cantor.
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2.5 Analise geométrica dos ritmos

Ritmos Africano, Cubano e Brasileiro

Considere-se a notagio da misica usual para a clave Son ilustrada na primeira pauta da
Figura 2.

Pode o ritmo ser executado no sentido inverso, iniciando numa nota adequada, de modo a
que o som produzido seja exactamente o mesmo?

Responder a uma questdo como esta nao se torna tao evidente com esta notagao. A notagao
em caixa, a quinta da Figura 2, ndo permite responder a esta questao facilmente. A resposta é
afirmativa se iniciarmos a execugao na terceira nota. Por outras palavras a clave Son ¢ um ritmo
palindrémico fraco. Consegue-se uma representagao melhor deste ritmo ciclico através da ideia
do relégio, tal como vimos na Figura 1, ligando as posi¢oes das notas através de arestas de modo
a formar um poligono convexo. Tal representagio nao apenas realga a visualizagao mas leva a
que se tenha uma melhor compreensao da matematica utilizada. Tem sido usada por Becker para
analisar a musica Javanese Gamelan, por McLachlan para compreender as estruturas ritmicas
desde a Indonésia até Africa usando a teoria de grupos. Os padroes dos seis clave sinos sao
representados como um poligono convexo, ilustrados na figura 5 sendo posteriormente analisados
detalhadamente. Note-se que na figura 5 as linhas a tracejado indicam a base de um triangulo
isésceles ou entdo um eixo de simetria, tipo simetria de espelho.
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Figura b

A representacao destes seis padroes clave e sinos através de poligonos convexos rapidamente
sugerem uma variedade de propriedades geométricas titeis para comparar, analisar e automatizar
a classificacao dos ritmos. A descoberta de tais propriedades analisando a notagao tradicional
da miuisica classica, ou mesmo a notagio-caixa, é por ela propria pouco evidente. Por exemplo.
é imediatamente 6bvio a partir da observagao da Figura 5 que Shiko, Soukous e Gahu contém
um angulo interior recto num dos seus vértices nos correspondentes poligonos, ao passo que nos
outros trés (Son, Rumba e Bossa-Nova) isso nao acontece. Importa referir que os trés primeiros
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apareceram em Africa, ao passo que os trés tltimos ocorreram na América: Bossa-Nova no Brasil
e Son e Rumba em Cuba.

Serd que & incidéncia do angulo recto corresponde um batimento forte ?

Podera a presenca do angulo recto ser entendida como uma caracteristica discriminatéria
entre a popularidade dos ritmos africanos e americanos, ou nao passa de uma mera coincidéncia?

Note-se que um angulo recto (90°) num dos vértices do poligono implica que os restantes
quatro vértices permanecam no outro semi-circulo.

Os ritmos Shiko e Bossa-Nova sido palindromicos. Significa isto que se se executam estes dois

G 3

ritmos em ambos os sentidos, a melodia produzida é idéntica. Isto pode ser visto através da

simetria espelhar do poligono em relagao 4 linha imaginaria (eixo) que une as posigoes (0.8). Por
outro lado, Son é um ritmo palindrémico fraco, no sentide em que existe uma outra posicao.

além do 0 a partir do qual o som ritmico € igual. Neste caso a posi¢io correspondente € 3 uma

vez que o poligono tem simetria espelhar ao longo da linha (3,11).

O ntmero de tridngulos isésceles determinados por arestas adjacentes fornecem uma outra
caracteristica geométrica. Shiko, Son e Soukous tém cada um deles um tridngulo isosceles.
Note-se que um tridngulo istsceles indica dois intervalos de tempo iguais e consecutivos entre
notas. Gahu tem dois triangulos isdsceles e Bossa-Nova tem trés. O padrao rftmico Bossa-Nova
é um conjunto mazimamente — uni forme. A Bossa-Nova tem quatro intervalos entre-notas de
comprimento trés e um de comprimento quatro. Em contraste, Rumba é o tinico ritmo que nao
tem triangulos isdsceles, nao tem eixos de simetria nem angulos rectos. Rumba é, do ponto de

vista geométrico um ritmo consideravelmente extraordindrio.

2.6 Ritmos Maximamente-Uniformes

Um conjunto maximamente-uniforme significa que num sub-conjunto de elementos, os seus
proprios elementos sao espacados uniformemente tanto quanto possivel.

Para compreender melhor o significado de um conjunto maximamente-uniforme comecemos por
considerar os seguintes trés tipos ritmicos 12/8 na notagio boz — like: [x.x.x.x.x.x.], [x.x.xx.x.x.x]
& %200 E perfeitamente claro que o primeiro ritmo é mais uniformemente espacado do
que o segundo, e o segundo ainda & melhor uniformemente espacado do que o terceiro. Tradi-
cionalmente os ritmos tém tendéncia em exibir tais propriedades de uniformidade num grau
substancial. Resulta que as medidas mateméticas de uniformidade, assim como outras pro-
priedades geométricas encontram aplicagbes no novo campo da etnomusicologia, onde podem
ajudar a identificar, se nao explicar, preferéncias culturais dos ritmos na musica tradicional.

Na teoria musical muita atencao tem sido dada ao estudo dos intervalos usados nas escalas
de tom, mas relativamente pouco se tem desenvolvido para a anilise de duragao do tempo
nos intervalos ritmicos. Clough e Duthett introduziram a nogao de conjuntos maximamente-
uniformes em escalas representadas num circulo. Uma das suas medidas, simplesmente adiciona
todos os intervalos de comprimento-arco (geodésicas ao longo do circulo) determinado por todos
os pares de tons na escala.

Esta definigao pode ser rapidamente transferida para duragoes no tempo em ritmos ciclicos
representados por circulos unitarios como na Figura 1. No entanto, a medida é pouco adequada
para ter alguma utilidade na comparacao de ritmos. Reconhecidamente a medida diferencia.
de facto, os ritmos que diferem ligeiramente um em relagao ao outro. Por exemplo, os dois
ritmos com quatro batimentos [x...x..x..x...] e [x.X.X..X........ |, cujas representagoes ciclicas estao
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ilustradas na figura 6 e 7, resultam em valores de uniformidade 32 e 23!, respectivamente. O
primeiro ritmo € mais uniformemente espagado em relagao ao segundo. No entanto, todos os
seis padroes fundamentais 4/4 tempos clave sino tém igual uniformidade cujo valor é igual a 48,
ainda que a clave Rumba é claramente menos uniforme do que a clave Bossa-Nova. O uso de
intervalos de comprimento de corda, proposto por Block e Douthet resulta numa medida mais
discriminatoria, e no entanto é a medida preferida para a uniformidade.
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Ritmos Flamengos

Os quatro ritmos flamengos aqui propostos, (nao aparece o Fandango pois é totalmente
simétrico) na sua representacio geométrica ciclica, irdo permitir estudar as propriedades da
circunferéncia, inserida no curriculo de Matemética do 9° Ano, associadas a situagoes concretas
neste caso do ritmo musical, tal como nos ritmos clave anteriormente ilustrados.

Ao invés dos ritmos clave cujo compasso é de 4/4, nos ritmos flamengos os padroes ritmicos
ternarios sao tocados num compasso 12/8.

A diferenga substancial reside no facto de que os ritmos flamengos tém 5 batimentos dispostos
ao longo de doze unidades de tempo ritmicas.

Uma questao que suscita grande curiosidade entre os musicos, e dal mostrar essa curiosidade
para com os alunos, reside no facto de saber por que critérios certos tipos de ritmos sao preferidos
em relagao a outros, em certas tradigoes musicails.

As propriedades referidas anteriormente relativamente & disposigao ritmica consistem em
interpretar quando um ritmo é simétrico, ou seja, palindrémico, qual o significado do angulo-
recto na execucao do ritmo e quais os ritmos que sdo maximamente-uniformes.

Estudar as propriedades dos ritmos flamengos tal como os ritmos clave constitui um desafio
para os alunos. Saber interpretar a representagao ciclica dos ritmos e ao mesmo tempo atingir os
objectivos do curriculo para a unidade do estudo da circunferéncia sao metas que nos propomos
alcancar.

Olhando para a representagao ciclica na figura 8, o aluno tem de identificar que o ritmo Buleria
é o0 Winico que nao apresenta nenhum angulo-recto nem nenhum tridngulo isésceles. Parece pois
evidente que o ritmo Buleria, tal como o ritmo clave Rumba. sdo muito diferentes dos restantes
ritmos, pois de acordo com a sua representac¢ao ciclica, nenhuma das propriedades anteriores
coincide com a dos restantes ritmos. Mas serao estas propriedades demasiadamente importantes
na distingao entre os ritmos?

Sequirya Guajira

Figura ¥

2.7 Estratégia pedagogica e a analise geométrica ritmica

A sala de aula é, sem duavida, o melhor espago de aprendizagem pelo que as propriedades das
representacoes ciclicas dos ritmos clave e flamengos numa complementaridade com o estudo da
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circunferéncia se adequa perfeitamente ao novo enguadramento curricular da Matemética do 9°
ano de escolaridade. Assim, a analise geométrica ritmica pode ser abordada paralelamente ao
estudo das propriedades da circunferéncia.

A geometria surge como um meio que "ajuda a disciplinar o raciocinio ao contribuir para
criar as estruturas loégico-dedutivas" e, na medida em que "oferece excelentes oportunidades
para a realizacio de demonstragoes simples e curtas que valem tanto pelos seus resultados como
pelo facto de habituarem os alunos ao rigor de construgao de provas logicas". &
como a visualizagao espacial, uma componente importante do pensamento geométrico, a intuigao
geométrica, que Sebastido e Silva tao frequentemente defendia, ou a geometria como contexto
para a aprendizagem da matematizagao da realidade, com tudo o que envolvemn de criatividade.
liberdade e espago para a imaginagao, sao [requentemente esquecidas na Educacao Matematica.

Aspectos

Neste sentido o estudo da analise geométrica ritmica constitui para o aluno, nao um ob-
jecto matematico que & estudado como um fim em si mesmo no ambito de unidades tematicas
particulares, nao um conjunto de algemas que reprime e restringe a sua imaginagao para onde
facilmente se resvala se o formato de demonstragiao nao estiver subordinado a possibilidade de
compreensio, mas sim um meio que lhe ¢ atil para [azer matemética e progredir na compreensao
seja da tarefa que tem no momento em maos, seja dos objectos mateméticos com que, ao longo
da escolaridade, vai lidando.

Além da anélise geométrica ciclica dos ritmos clave e flamengos, outras propriedades sao
consideradas importantes, nomeadamente, os intervalos espectrais e as medidas de semelhancas
ritmicas. Aqui, parece ser mais oportuno concretizar esta actividade sob um ponto de vista
extra-curricular dado que os conteiidos a desenvolver sao um pouco mais complicados e nao se
encontram abrangidos pelo curriculo. A aprendizagem dos contetidos abrangidos pelo currfculo
continua normalmente e, por outro lado, prolonga-se a curiosidade em volta dos ritmos musicais.

Para além do estudoe geométrico relativamente a analise mateméatica dos ritmos, o presente
documento finaliza com uma proposta de actividades, nomeadamente a comparacao do desvio-
padrao ritmico, que se enquadra na estatistica do 10°Ano. O novo curriculo do 10%ano entra
em vigor no ano lectivo 2007/2008 e os novos desafios para os estudos estatisticos devem ir
mais além do que os meros dados populacionais. Assim, a anélise ritmica sob o ponto de vista
estatistico é algo que nunca é abordado em nenhum manual escolar, talvez por desconhecimento
dos autores. Abordar a estatistica com a andlise matematica dos ritmos permite reforgar ainda

| mais a principal linha de orientagao curricular: mostrar a matematica como uma ciéncia de forte

aplicabilidade em situacées do nosso quotidiano.

2.8 Estudo da Circunferéncia e Poligonos através de uma analise
geométrica de ritmos.

A unidade "Circunferéncia e Poligonos"insere-se no curriculo de Matematica do 9% Ano de es-
colaridade do ensino piblico portugués. Esta unidade tem uma forte componente geométrica
sendo por isso, muitas vezes, sinénimo de muitas dificuldades por parte dos alunos.

A maior dificuldade de compreensao da geometria euclidiana deve-se, em grande parte, ao
facto de os alunos nao possuirem grande capacidade de abstracgao e de visualizacao no espago a
que se associa uma. frequente incapacidade de interpretagao dos enunciados.

Os problemas que hoje sio colocados aos alunos nao reflectem a relagao entre as propriedades
da circunferéncia a aspectos priticos do dia-a-dia ou com algo a que estejam familiarizados.

“Joao Pedro da Ponte; Leonor Santos in Revista Educacio Matematica, "Edigao n” 79", Setembro/Outubro
2004, edicao APM
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Torna-se, por isso, necessario um maior enriquecimento das aprendizagens sob este ponto de
vista podendo a andlise ritmica contribuir para esse fim.

Actualmente os alunos ouvem bastante musica e conhecem os ritmos musicais de que até
agora falamos. Demonstrar as propriedades geométricas dos ritmos na aplicagio do estudo da
circunferéncia faz todo o sentido, pois mostra o lado pratico da Matematica em vez do abstracto.
Entender a Matematica como uma ciéncia do conhecimento para todas as areas fard com que os
alunos encarem a disciplina sob outras perspectivas.

Como se podera promover esta interdisciplinaridade?

Um dos principais objectivos no ensino da Matemética consiste em mostrar ao aluno as
diversas aplicacoes da Matematica com outras areas do conhecimento. A implementagao desta
actividade em contexto de sala de aula permite um maior enquadramento interdisciplinar entre
a Musica e a Mateméatica. A arte e a ciéncia, que a primeira vista parecem tao afastadas, pode
assim provar-se, que caminham lade a lado e que se complementam entre si.

Deste modo, o professor ird analisar com os alunos a geometria de cada um dos ritmos, quais
as suas propriedades e de que modo se podem associar a esta unidade.

O enquadramento dos contetidos do curriculo do 9° ano relativamente ao estudo da circunfe-
réncia poderao ser leccionados através de uma complementaridade com a anélise geométrica
ritmica, sac os seguintes:

e Circunferéncia. Defini¢ao. Propriedades.

e Simetrias na circunferéncia. Propriedades.

Angulos ao centro. Arcos e cordas correspondentes.

Angulo inscrito num arco de circunferéncia.

Poligonos.

1. Circunferéncia. Definicao. Propriedades.

A primeira abordagem sera em torno do estudo da circunferéncia, a sua defini¢ao e as suas
propriedades. Relembre aos alunos a nogao de circunferéncia pelo que ¢ enguadramento
na analise ritmica ainda nao parece oportuno.

Um assunto relacionado com a circunferéncia consiste no estudo dos poligonos inscritos e
das suas simetrias. Nao exponha desde logo todos os seis ritmos clave e flamengo através
da sua representagao em poligonos convexos. Reveja as propriedades da circunleréncia.
O estudo ritmico inicia-se através de uma introdugao tedrica sobre o seu conceito € como
este fol desenvolvido para quem nao sabe ler uma pauta musical, nomeadamente através
da sua notagdo em caixa. De seguida, indique a nocgao de ritmo. Refira que os ritmos
sao ciclicos e portanto deverd associar o método de notacao em caixa a uma notacao
diferente, onde o fim do tempo ritmico do compasso, coincida com o inicio de outro tempo
ritm{co no compasso. A notagao sob a forma de um "relégio"com 16 horas ou 12 horas.
corresponde a um hexadecigono para os ritmos clave e de um dodecigono para os ritmos
Hamengos, respectivamente. Foi referido previamente a necessidade em usar um compasso
de 16 unidades de tempo para os ritmos clave e de 12 unidades de tempo para os ritmos
fHamengos. Reforce esta nogao para com os alunos. Posteriormente, mostre todos os seis
ritmos clave e como estes se representam na notagao ritmica ciclica, designadamente, um
poligono convexo inscrito num hexadecagono. Os ritmos flamengos inscrevem-se também
num poligono convexo mas, desta vez, num dodecagono.

Como construir o poligono convexo inscrito ao hexadecigono/dodecigono?
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Depois de conhecer cada um dos ritmos clave no método de notagao em caixa explique
que, para se construir o poligono convexo dentro do hexadecagono. cada um dos seus
vértices correspondera a um batimento do ritmo e cada uma das arestas serd uma pausa
entre os batimentos. Deste modo proceder-se-a a construgao de cada um dos ritmos clave
e flamengo na motagao ritmfca ciclica, designadamente, o poligono convexo inscrito, no
respectivo ritmo, no hexadecagono/dodecigono. Num determinado ritmo, por exemplo o
Soukous, a sua representagao ciclica seré construida por si, os restantes ritmos poderao ser
representados pelos alunos.

Simetrias na circunferéncia. Propriedades

Para demonstrar a complementariedade entre a anélise geométrica ritmica e a circunfer-
éncia propoe-se uma simples tarefa, isto &, determinar eixos de simetria de cada um dos
seguintes poligonos inscritos.

Sugere-se uma comparagio entre a andlise ritmica e um tridngulo correspondente a um
ritmo com trés batimentos e o quadrado a outro ritmo com quatro batimentos. Depois de
desenhados todos os ritmos clave e flamengos, pode assim passar a analisar algumas das
suas propriedades. Numa primeira anélise aborde quais sao os ritmos simétricos.

Muitas vezes os alunos tém uma. fraca nogio sobre o significado da nogao de simetria e qual
o sentido atribufdo. Apenas um conceito de simetria baseado em figuras contrapostas uma
A outra, tipo espelhar, como habitualmente é ensinado, carece de fundamento reflexivo e
de interpretagac por parte do aluno sobre o verdadeiro significado da simetria.

Através de uma analise ritmica o aluno pode explora mais profundamente a nogao de sime-
tria e qual o seu significado na Musica. O aluno conjectura se um ritmo, sendo simétrico.
poderéa ser mais audivel em relagao a um ritmo que nio o seja. O aluno reflecte e pensa: qual
a importancia da simetria em termos musicais? Serd que num ritmo altamente simétrico o
som produzido adapta-se melhor ao ouvide humano? As conjecturas langadas pelos alunos
permitirao o enriquecimento desta actividade. O aluno reflecte sobre o verdadeiro signifi-
cado da simetria em termos musicais e deixa de a ver como uma propriedade somente
relacionada a figuras.

Também uma propriedade interessante que esta relacionada com a simetria consiste no
facto de um ritmo ser palindrémico. Com efeito, podera desenvolver esta propriedade
em cada um dos ritmos. De modo a reforgar a aprendizagem e se, de lacto, a simetria
é uma caracterfstica importante na audigao de um ritmos, mostre a animagao realizada
em flash para cada um dos ritmos que se encontra disponivel no ficheiro multimédia na
referida pagina web http://www.fe.up.pt /cmup/matmusica/ritmos. Cada um dos ritmos
sera entoado e em seguida, verifique se os alunos conseguem distinguir um ritmo que seja
simétrico de outro que o nae seja. Os resultados podem ser imprevisiveis e, quem sabe. a
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simetria ritmica podera ser uma propriedade importante na construgao de uma partitura
musical.

Assim, passamos a descodificar os reconditos segredos da miisica cubana, africana, | lamenga
e brasileira, os alunos passam a ouvir a musica destes paises de uma outra maneira. mais
conscientes do compasso ritmico que elas entoam. A matemética e a misica complementam-
se entre si. A musica passa a ser encarada como tendo uma linguagem matemética subja-
cente. Os alunos passam a estar mais atentos a miisica que ouvem e por outro lado passam
a ver a matematica de um modo mais pratico e lidico.

Angulos ao Centro. Arcos e cordas correspondentes.

A originalidade em leccionar a geometria da circunferéncia sera associd-la a andlise geo-
métrica ritmica. A nocgao de angulo ao centro, em paralelo com a geometria ritmica pode
ser iniciada por um raciocinio analogo ao anterior, ou seja, inscrever um triangulo e um
quadrado no hexadecagono/dodecagono e depois determinar a amplitude dos dngulos ao
centro, correspondentes, no respectivo arco. No que diz respeito 4 analise ritmica, leve
os alunos a descobrirem cada uma das amplitudes do &ngulo ao centro em cada um dos
respectivos ritmos. O ritmo clave que melhor se adapta ao estudo do angulo ao centro sera
o Shiko uma vez que a linha imaginaria da base do tridngulo isésceles e do eixo de simetria
intersectam-se no centro do hexadecigono. No que diz respeito aos ritmos fHamengos os
que poderao ser utilizados para trabalhar a nocao de &ngulo ao centro serio a Solea. a
Seguiriya e a Guajira pela mesma razao anterior, mas inseridos no dodecagono. A partir
daqui poderéa explorar o facto de um angulo produzido por estas duas linhas é igual a
90° ou seja 1/4 da amplitude da circunferéncia. O aluno conclui assim que a amplitude
do angulo ao centro de uma circunferéncia é igual a amplitude do arco respectivo. Uma
questiio interessante tem a ver com o grau de aperfeigopamento musical com que os musicos
compode. Consciencialize os alunos a pensar a razao pela qual certos tipos de ritmos sao
preferidos a outros em certas culturas musicais. Assim, aprofunde mais esta ideia a partir
de um ponto de vista matematico. Com efeito, reforce a aprendizagem referindo a nogao
de um conjunto ser maximamente-uniforme.

Dada a visualizacio geométrica de um ritmo, dois batimentos dizem-se uniformes se,
unindo-os através de uma linha imaginéria, esta sera a base de um tridngulo isosceles.

Sera esta uma caracteristica também importante para uma boa sonoridade musical, seme-
lhante ac que foi descrito para a simetria. Um ritmo maximamente-uniforme soara melhor?

Sabe-se que a Bossa-Nova é um ritmo bastante apreciado e sendo um ritmo simétrico,
maximamente-uniforme podemos estar a concluir a razao, ou nao, da sua popularidade.

O moedo como se pode leccionar a nogao de aAngulo ac centro a partir de uma experiéncia
musical ira, de facto, dar outra visao sobre a Matematica associado ao facto de que esta
descreve a Miusica.

Angulo inscrito num arco de circunferéncia

Observando cada um dos ritmos, na sua representacao geomdétrica ciclica, deparamo-nos
com uma vasta aplicacio pratica relativamente ao contetido a leccionar. Assim entende-se
que esta deva ser faseada, para uma melhor compreensao,

(n) Determinar a amplitude do Angulo inscrito num determinado ritmo. Fs-
colha um ritmo e pega aos alunos que determinem a amplitude que um determinado
batimento teve ao longo do ciclo ritmico,
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(b) Interpretagao da amplitude dos dngulos.
Saber determinar a amplitude do Angulo inscrito numa circunferéncia, aparentemente
nao levanta dificuldades, mas saber interpretar qual a sua logica num contexto iso-
lado e sem qualquer utilidade pratica, torna-se algo dificil de compreender. Assim, o
professor deve deixar os alunos descobrirem a relacéo existente entre o andamento de
um ritmo e a amplitude que cada um produz na representagao geométrica ciclica.
Podera a amplitude do dngulo determinar o prolongamento do som? Serd que quanto
maior [6r o angulo, maior tera de ser o acentuamento? Sao questoes como estas que
valorizam significativamente estas aprendizagens e as tornam estimulantes e enrigque-
cedoras de conhecimento.
Para, eventualmente, dar resposta os alunos poderao ouvir os ritmos clave e flamengo
que foram previamente idealizados numa animagio em flash, como anteriormente foi
sugerido na pagina da web: http://www.fc.up.pt/cmup/matmusica/ritmos.

(c) Angulo de 90° inscrito numa semi-circunferéncia.
A amplitude correspondente a 90°, metade da amplitude do arco, diz respeito a um
batimento numa semi-circunferéncia. O aluno deve verificar que, se um angulo estéa
inscrito num semi-hexadecggono terd amplitude igual a 90° e, consequentemente, na
circunferéncia esse angulo também tera amplitude igual a 90°. Também deve entender
o significado da amplitude de um &ngulo igual a 90°, num contexto ritmico.
Os restantes quatro batimentos estao situados no outro semi-hexadecagono. Questione
os alunos para o seguinte facto: Quando se produz este batimento, cuja amplitude
seja de 90°, nao se poderd traduzir num batimento mais acentuado em relacio aos
restantes? Os ritmos que tém um angulo inscrito de 90° sio originarios de Africa
enquanto que os restantes sao da América, a Bossa-Nova do Brasil e de Cuba. Porque
razao isto acontece? Sera devido aos materiais utilizados? ou poderd ser o Angulo de
90° uma diferenciaco entre os ritmos africanos e americanos ou é mera coincidéncia?
A curiosidade, em torno da geometria ritmica, estimula a aprendizagem e devem ser
os alunos a assumirem o papel de investigadores a fim de tentar responder a estas
questoes.

Um olhar diferente sobre uma estratégia alternativa relativamente & que, tradicionalmente,
se usa nas aulas de matematica, permite associar a geometria ritmica ao estudo destas pro-
priedades. O estudo da circunferéncia é assim abordado de uma perspectiva musical o que
permitira estimular a aprendizagem dos alunos. A Misica, sendo uma das grandes paixoes
dos alunos, engrandece uma aprendizagem da circunferéncia entusiasmante e motivante.

Poligonos

Todos os ritmos, na sua representacio geométrica ciclica, sdo desenhados sob a forma de um
poligono convexo. Também aqui é preferivel descrever por etapas cada um dos contefidos
a abordar, relativamente, i representacao geométrica ritmica.

(a) Soma das amplitudes dos dngulos internos de um poligono
Uma boa implementagao deste contetido serd langar um desafio aos alunos no sentido
de preencherem a seguinte tabela. Deste modo identificam a relagao entre os poligonos
ja conhecidos e os que sao produzidos pelos ritmos.
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Assim o professor pede aos alunos que preencham a seguinte tabela:

N° triangulos em | Soma dos angulos

Poligono N°lados | Representagao que ficou internos do
Geométrica dividido poligono
Triangulo 3 1 180°
Quadrilatero 4 2 2x 180°
Ritmo Shiko ..x 180
Ritmo Rumba 3% 180°

Ritmo Guajira

Hexagono ... % 180°

O aluno ao preencher o quadro deve chegar a conclusio de que a soma S, das am-
plitudes dos angulos internos de um poligono (convexo) com n lados € dada pela
EXPressan:

Sn=(n-2) x 180°

A identificagdo desta férmula, por parte do aluno como parte integrante da sua in-
vestigacao ritmica, podera traduzir-se num grau de dificuldade acrescido devido ao
alto grau de generalizagao. Porém deve-se deixar o aluno fazer as suas proprias in-
vestigagoes no sentido de conjecturar sobre as varias hipoteses de poligonos apresen-
tadas. Apesar de o aluno poder formular conceitos ou ideias erradas o professor pode
aproveitar esse conhecimento investigativo e encaminha-lo para a formulagao correcta.
O professor deve dar sugestoes de resolugio e nao as solugoes.
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(b) Soma das amplitudes dos angulos externos de um poligono
Explique 0 modo como se determina a soma das amplitudes dos dngulos externos de
um poligono usando como possivel exemplo um tridngulo isésceles, dado que este €
o poligono mais simples. De seguida, podera passar ao calculo da soma das ampli-
tudes dos Angulos externos, em cada um dos ritmos. Assim, o procedimento normal
sera pedir aos alunos que determinem a amplitude dos angulos externos do seguinte
tridngulo:

procedendo do seguinte modo,

i+a-—180°
2+b-180°
3+é—180°
Logo, 14 a+2 + b+3 + é=3x180°
R
AlSOf’ 1809 180°

14+24+3=3x180%-(a + b+ &)
N e’

& &800
O que resulta, 1+2+3=360"

O que acontece no caso do quadrilatero?

Um problema semelhante deve ser proposto para os ritmos clave ¢ flamengos. Os
ritmos clave e flamengos tém cinco batimentos cada. Assim a sua representagao
geométrica ciclica corresponde a um pentagono. O estudo para o pentdgono podera
ser realizado apenas para um ritmo clave e flamengo, respectivamente de modo a que
a actividade nao se torne demasiado repetitiva. Depois de enveredar mais uma vez
pela correlagao entre a musica e a matemaética o aluno deve chegar a conclusao de que
a soma das amplitudes dos angulos externos de um poligono (convexo) é sempre igual
a 360°.

(¢) Poligonos inscritos numa circunferéncia
Um poligono ciclico esta inscrito numa circunferéncia, quando os respectivos vértices
a intersectam. Exemplos:

Refira que todos os poligonos regulares podem ser inscritos numa circunferéncia. No
entanto, determinados poligonos irregulares nao podem ser inscritos, excepto os trian-
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gulos, que podem ser todos. Alguns dos ritmos aqui considerados na sua represen-
tagdo geométrica ciclica, correspondem a um poligono irregular, mais vincadamente
a Rumba nos ritmos clave e a Buleria nos ritmos flamengos.

Dé exemplos de poligonos irregulares que nao podem ser inscritos numa circunferéncia.

Os ritmos aqui descritos estao inscritos num poligono regular, nomeadamente os ritmos
clave num hexadecagono e os ritmos flamengos num dedecigono, uma vez que todos
os seus batimentos (vértices) sao pontos dos respectivos poligonos.

Por tltimo, e sem fazer alusao & geometria ritmica ciclica, finaliza-se este contetdo
mostrando que todos os poligonos regulares podem ser inscritos numa circunferéncia
e, por conseguinte, determinar-se-a a Area respectiva.

Os ritmos que nao possuem qualquer uma destas propriedades terao menos sonoridade? A
Rumba ou a Bulerfa, ritmos altamente irregulares na sua representacao geométrica ciclica.
terao, consequentemente, uma sonoridade irregular? Sera que a geometria ritmica fornece
uma explicagdo para a boa sonoridade musical?

As respostas a estas perguntas nao sao objectivas dado que a sonoridade de cada ritmo nao
depende somente das propriedades anteriormente estudadas. A anélise geométrica ritmica
apenas providencia uma nova perspectiva sobre a Misica ritmica.

Através das animagoes em flash e do estudo desenvolvido anteriormente poderemos apreciar
a arte e a ciéncia sobre uma perspectiva didactica sem precedentes.

A grande capacidade que a matemética tem em descodificar a musica pode explicar os
gostos musicais de cada um de nds. Apesar da Rumba nao possuir qualquer uma das
propriedades anteriormente mencionadas nao significa que nao possa ser apreciada. Sao
infimeros os publicos que apreciam a Rumba e, quem sabe, a sua irregularidade geométrica
nao fez dela um ritmo bastante famoso A Bossa-Nova apesar de ter todas as propriedades
pode até ser um ritmo com pouca importancia em certas comunidades. A anélise geométrica
apenas nos d4 uma visao cientifica dos ritmos, a musica entoada & sempre uma agradavel
harmonia e um prazer para o vasto publico.

A matemaética permite visualizar algumas caracteristicas que se escondem atras das notas
musicais para aqueles que nao sdo musicos e, quem sabe, explicar o gosto musical de cada
um de nos.

2.9 Intervalos espectrais dos Ritmos

Debrucemos agora o nosso estudo sobre a forma do espectro de frequéncias respeitante as du-

ragoes entre os batimentos. Na teoria musical este espectro designa-se por vector-intervalo. Por
exemplo, o vector-intervalo para o padrao clave Son é dado por [0,1,2,2,0,3,2,0]. Consiste num
vector de dimensao 8 porque existem oito diferentes possibilidades de duragao dos intervalos
(diagonais do poligono) entre os pares dos batimentos definido num hexadecagono
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Figura 9

O vector-intervalo para o padrio clave Son é dado por [0,1,2,2,0,3,2,0] onde cada nimero
representa a frequéncia absoluta de uma diagonal ou lado do poligono ciclico. Esquematicamente

temos:
Comprimento da Frequéncia
Geodésica Absoluta
g Mg
1 = 0
2 . 1
3 = 2
4 = 2
5 - 0
6 - 3
T = 2
8 = 0
Graficamente:

Figura 10
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Para a clave Son existem 10 batimentos (5 pares de batimentos), resulta que a soma do
vector-intervalo é igual a dez. Uma representagio mais convincente e 1til de um vector intervalo
corresponde a um histograma. A figura 11 mostra os diagramas de barras (vectores intervalo)
de todos os conjuntos de intervalos e de todos os padrdes ritmicos clave-sino do compasso 4/4.

23335387
Shike Son
— |
] ¥ E
P23 454678 P 2345678
Soukoug Rumiza
I
i I : ' [ ]
I 2345578 1 23 45678
Bosaa Ganhu
Figura 11

Olhando para os seis graficos de barras suscita-nos uma interessante variedade de campos
do conhecimento: musicologia, geometria, combinatéria, teoria de nimeros e estatistica. Por
exemplo, David Locke tem dado explica¢oes matematicas para a caracterizagao do padrao de sinos
Gahu (ilustrado no final da figura 11) como uma "poténcia ritmical", exibindo uma "intrigante”
qualidade, criando um "efeito espiral" levando a "ilusdes auditivas". Comparando o grafico de
barras do padrao Gahu em relagao aos restantes cinco graficos de barras, observa-se que Gahu
é o finico padrio que tem uma barra com comprimento méaximo dois e uma conexao® entre dois
comprimentos simples. O outro ritmo que s6 tem uma conexao simples é a Rumba, mas tem trés
intervalos de comprimento sete. No ritmo Soukous o comprimento maximo do intervalo é dois
consiste no Soukous, porém tem duas componentes, pois nao existe um intervalo de comprimento
dois. Apenas Soukous e Gahu usam 7 das 8 possibilidades de duragao dos intervalos.

As observagoes anteriores sugerem que, talvez, outros ritmos com relagoes uniformes nos gra-
ficos de barras, e alguns, com brechas nos respectivos graficos possam ser interessantes do ponto
de vista musical. Podera a forma do grafico de barras do ritmo Gahu desempenhar um papel
significante nos ritmos em especial nas propriedades musicologicas? Se sim, esta propriedade ge-
ométrica podera providenciar uma heuristica para a descoberta da geracao automaéatica de outros
ritmos "bons". Com isto em mente podemos questionar se existem ritmos com valores possiveis
satisfazendo estas propriedades. Vamos designar a familia de todos os ritmos consistindo em k
batimentos num espago de tempo ciclico de n unidades por R[k,n|. Por outras palavras Rk, n)
consiste em todos os n-bit ciclos da sequéncia binaria com k 1's. Entéao, todos os padroes de
tempo clave-sino 4/4 na figura 3 pertencem a R[5, 16].

Uma questao natural que emerge tem a ver com o facto de que existem alguns ritmos cujos
intervalos entre os batimentos tém perfeitos graficos de barras planos de altura, sem brechas.

*(Os comprimentos simples 7 e 8 sdo adjacentes
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[sto claramente nio é possivel com R[5,16]. Apenas existem 8 possibilidades diferentes de com-
primentos de intervalo e 10 distancias entre pares?, teria de existir pelo menos uma barra com
altura maior do que um. A segunda questao natural diz respeito 4 existéncia de um ritmo R[5,16]
que utilize todos os oito intervalos. A resposta é afirmativa; tal padrao pode ser (XK. K]y
em que a sua representagio ciclica esté representada na figura 12a), cujo vector intervalo é dado
por [1,1,1,2,1,2,1,1]. No entanto, o ritmo [xx..x.X..... |, pertencendo a familia R[4,12|, traduz-se
no circulo da figura 13a) e tem um grafico de barras perfeito; cada um dos intervalos entre os
batimentos ocorre exactamente uma finica vez, o seu vector intervalo é dado por [1,1,1,1,1,1].
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Figura 12

¥ Frequenta

Para um ritmo ter boa sonoridade nio convém ter um intervalo silencioso demasiado longo,
tal como o comprimento seis da figura 13a). Podemos questionar se nao existirao outros ritmos
em R[4,12] cujo vector intervalo seja igual a [1,1,1,1,1,1] e se existir, sem qualquer pequena
brecha silenciosa. A resposta & afirmativa. O ritmo [xx.x...x....] ilustrado na Figura 13b) satisfaz
todas essas propriedades; a pausa silenciosa mais extensa corresponde a b unidades.

n{n—1)

1 i i i g = i qil s # Red
A dimensao do gralo R, é dado por 5= Entdo para n=5 (Ks) tem-se 255 10
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[xx..x.x.....]€eR(4,12)

Representacao grafica do vector intervalo [1,1,1,1,1,1] pertendo & familia R(4,12) do ritmo
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R(4,12)3 box 234

Representagao grafica do vector intervalo [1,1,1,1,1,1] pertendo a familia R(4,12) do ritmo
b i, O
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2.10 Medidas de semelhanca ritmica

Para construir arvores filogenéticas (representagao grafica das medidas de semelhanga ritmica)
¢é necessario identificar uma distancia que meca a semelhanca ritmica. A distancia devera
comportar-se de modo a que, quanto maior seja a distancia entre os padroes ritmicos, menor
seja a semelhanga ritmica. As arvores filogenéticas nao sao mais do que representagoes graficas
das medidas de semelhanga entre os diversos ritmos. Por exemplo, se dois ritmos estiverem
afastados na respectiva arvore significa que nao sao muito semelhantes, caso se encontrem perto
diz-se que existe uma forte semelhanga entre eles. Usaremos duas distancias para medir a semel-
hanga ritmica: A distincia Hamming e a distancia da permutagao dirigida. A primeira serd
calculada para os ritmos clave enquanto a segunda para os ritmos flamengos.®

A distincia Hamming

Para sequéncias binarias (com (’s e 1’s) uma medida natural de distancia, ou nao-semelhanca
entre elas, de uso frequente é a distancia Hamming também usada na criptografia. A distancia
Hamming consiste simplesmente no niimero de posigoes das sequéncias onde os elementos nao
coincidem. Por exemplo os ritmos Gahu [10010010 00100010] e Soukous [10010010 00110000
diferem em dois batimentos. Resulta que sao duas as posigoes na série binaria em 16-bit onde
uma nota nao coincide e a distancia Hamming entre Gahu e Soukous ¢ igual a 2. Por este motivo
a distancia Hamming é um dos mais simples tipos de modelos de correspondéncia. Note-se
que nesta aproximagao cada ritmo é representado por um vector X—(x1,z2,....... ,T16) onde x;
representa o valor binirio que caracteriza o ritmo. Se uma nota é tocada num tempo unidade i
entao z;=1 e caso contrario z;0. Os ritmos sdo pois representados como pontos de um espago
vectorial espaco 16-dimensional sobre Z(usualmente designado como hipercubo). A distancia
Hamming entre dois pontos X=(z1, 2, ....... B1e) 8 Y= 05 0cnnss ,¥16) neste espaco & dada por:

16
dH(X,Y) = Z I.T:',.; == y¢|

=1

onde |z| designa o valor absoluto de z. A distancia Hamming entre os ritmos da figura 5 (ou
3) esté ilustrada na figura 14 sob a forma de uma tabela. A iltima linha da figura 14 mostra
para cada um dos ritmos a soma das suas distincias Hamming em relagao a todos os outros cinco
ritmos.

Matriz de distancia Hamming

Shiko | Sen | Soukous | Rumba | Bossa | Gahu
Shiko 0 2 4 4 4 4
Son i 0 2 2 2 2
Soukous 4 2 0 4 2 2
Rumba 4 2 4 0 4 4
Bossa-Nova 4 2 2 4 0 2
Gahu 4 2 2 4 2 0
> 18 10 14 18 14 14

Figura 14

°A utilizacio diferenciada das distincias nos ritmos permitira distinguir cada wma delas. Ambas as distancias
sio validas nos ritmos aqui descritos pelo qne nio seria razoavel a repeticao dos mesmos procedimentos. Proponha
aos alunos uma inversao da resolugao aqui proposta e assim confrontar os resnltados obtidos por cada uma das
distancias em cada um dos ritmos.
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O somatorio das distancias ressalva a diferenga de um ritme em relacao aos restantes do
grupo. Note-se que de acordo com esta medida Son € o ritmo mais semelhante em relagao aos
restantes.

A distancia Hamming, porém, ndo & muito apropriada para o nosso problema da semelhanga
de ritmos uma vez que pode modificar-se substancialmente um padrao ritmico e a distancia
pode nao variar. Se num ritmo movermos apenas uma nota numa grande distancia, mantendo os
restantes batimentos, e num outro ritmo mover-se os batimentos apenas uma posigao, a distancia
Hamming é idéntica, no entanto, o som produzido ird ser muito diferente entre os dois ritmos.
Por exemplo, a distancia HHamming entre Gahu e Soukous é a mesma da que a distancia Hamming
entre Gahu e Bossa-Nova. Contudo os tltimos dois sao muito mais proximos em relagao um ao
outro. De modo a suprimir esta deficiéncia da distdncia Hamming tém-se proposto numerosas
variagoes e generalizagoes. Uma distancia de medigao de semelhanga que podera colmatar esta
incoeréncia seré a "distancia de permutacio dirigida"que se baseia num conceito muito simples:
a permutacac.

A distancia da permutacao dirigida

A medida de semelhanga que aqui se mostra baseia-se num conceito muito simples, a permu-
tagao. Uma permutacao ¢ uma mudanga entre um "1"e um "0"que sao adjacentes numa cadeia
binaria. Alterar a posicao dos elementos nas cadeias de nlimeros é uma operacao fundamen-
tal nos algoritmos de ordenagao. No entanto, uma permutacao pode ser uma mudanga entre
elementos nao adjacentes. Quando os elementos sao adjacentes, a permutacao chama-se mini-
permutagao ou permutagao primitiva. Aqui chamaremos, simplesmente permutacao, a mudanga
de dois elementos adjacentes.

A distancia de permutagao entre dois padroes ritmicos define-se como o mimero minimo de
permutagoes necessarias para converter um padrao ritmico num outro. Por exemplo, o padrao
X=[10101101010 1] pode converter-se no padrao Y=[1 0110110101 0] através de
um minimo de quatro permutagdes, a saber, alterando a terceira, a quinta, a sexta e a sétima
posi¢ao com as correspondentes pausas que estao atras deles. A distincia de permutagao pode
ser vista como uma versao simplificada da distdncia de Hamming, que resulta somente quando
se consideram desprezamentos, cujo custo, é a longitude do dito desprezamento. Esta medida
parece mais apropriada para uma anélise de semelhanga entre vectores binarios do que a distancia
Hamming.

Do ponto de vista musical é razoavel utilizar esta distancia. O ouvido humano considera
como proximos dois padroes ritmicos, se o nimero de alteragoes entre acentuagoes é pequeno e
se tais alteragoes ocorrem entre acentuagoes adjacentes. Além disso, € interessante observar que,
o compasso Buleria resulta precisamente da permutagio de um "1"e um "0"para o compasso
Soled. Um exemplo desta distincia aplicada a padroes ritmicos do flamengo esta ilustrada na
figura 15.

0 1 | 1 1

Seguiriya @ e © o .
¥ ¥ ¥

Fandango (@ | [ | [e | [e] |

Figura 15

A distancia de permutagdo dirigida é uma generalizagao da distincia de permutagao, pensada
para tratar a comparacgao de padroes que nao tém o mesmo nimero de acentuagoes "1's" (uns).
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Por exemplo, o Fandango, tem quatro acentuamentos em vez de cinco e, portanto. esta
generalizagao torna-se necessaria. Sejam X e Y duas sucessoes bindrias de comprimento n que
representam dois padres. Pode-se supor, sem perda de generalidade, que X tem mais "1's" (uns)
que Y. A distancia de permutagio dirigida é o mimero minimo de permutagoes necessarias para
converter X em Y se obedece as seguintes condigoes:

|. Cada "1"de X tem de mover-se para uma posicac "1"de Y

2. Todas as posigoes "1"de Y tém de receber pelo menos um "1"de X.

3. Nenhum "1"pode percorrer através da [ronteira entre a posi¢ao zero e a n-ésima.

Observando a figura 15 conclui-se que so necessirias 4 permutagoes nos acentuamentos do
ritmo Seguiriya para poder obter o padrao ritmico Fandango A construgao de algoritmos defi-
cientes de resolugao para a distancia de permutagao dirigida encontra-se atualmente em inves-

tigacao. Neste caso podemos realizar os calculos manualmente e obtém-se a distancia matricial
da figura 16.

Matriz de distincia Permutagao Dirigida

Soles | Buleria | Seguiriya | Guajira | Fandango
Solea 0 1 11 7 7
Buleria ] 12 8 8
Seguiriya, 0 4 4
Guajira 0 Z
Fandango 0
5 26 79 31 21 21

Figura 16

As medidas de semelhanca ritmica

As medidas de semelhanga ritmica aqui apresentadas foram essencialmente duas: a distancia
Hamming e a distAncia de permutagio dirigida. Medir a semelhanga entre os ritmos constitui
um grande desafio para os musicos a fim de entenderem quais os ritmos que se adequam a
um determinado ambiente. Por exemplo se um ritmo alricano a ser tocado em Cuba ird ter boa
sonoridade é algo com que os milsicos estao sempre preocupados. Também se um ritmo flamengo,
por exemplo o Fandango, fora da sua zona de referéncia ird ter sonoridade musical numa regiao
onde por exemplo a Bulerfa é mais apreciada. Este intercimbio entre as diversas zonas ird ter
repercursoes entre os musicos pois estes precisam de identificar os ritmos que mais se adequam
A sua plateia, conforme a regiao em que actuem.

As duas medidas de semelhanga aqui estudadas reflectem essa preocupagao com gue os musi-
cos se enfrentam. Qual o melhor ritmo que se possa tocar de acordo com o gosto dos ouvintes?

Estudar a semelhancga entre os ritmos obriga a que professores e alunos dispendam tempo
de estudo pelo que seria conveniente que estas actividades fossem implementadas em contexto
extra-curricular. As actividades devemn ser abertas a todos os alunos, preferencialmente, do
ensino secundario devido ao seu grau de dificuldade.
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Distancia Hamming

Como atras foi referido a primeira abordagem que o professor deve fazer. serd mostrar aos
alunos a importancia das medidas de semelhanca ritmica e qual a sua utilidade sob o ponto de
vista musical. Depois de tragar os objectivos, o professor pode comegar por definir o modo como
se determina a distdncia Hamming e qual o seu significado na medigao da semelhanga entre os
ritmos.

A seguir, cada um dos alunos determina a distincia Hamming entre os ritmos e o professor
incentiva-os a desenharem a representagao grafica dessas distancias entre os ritmos.

Depois de construida a matriz das distincias e a respectiva representagao grafica o professor
explica a razao pela qual a distdncia Hamming nao traduz da melhor forma a verdadeira medida
de semelhanc¢a entre os ritmos, dando para isso varios exemplos. Assim, uma outra distancia
terd de ser estudada a fim de se obter um resultado mais preciso, nomeadamente a distancia da
permutagao dirigida.

Distancia Permutagao Dirigida

A distancia de permutagao dirigida traduz de uma forma mais assertiva a medida de seme
lhanga ritmica. Tal como atras foi referido o professor deve explicar a razao pela qual a distancia
Hamming nao é uma boa medida para explicar as semelhancas ritmicas. Os alunos devem ve
rificar que a distAncia Hamming podera ter o mesmo valor entre dois ritmos muito diferentes ao
passo que na distancia de permutagao dirigida isso nao acontece.

O professor deve em primeiro lugar definir o modo como se determina a distancia de permu-
tagao dirigida entre os diversos ritmos e compara-los com a matriz da distancia Hamming,.

Finalmente proceder-se-a A representagao grafica da matriz da distincia da permutagao di-
rigida e & devida interpretacao pelos alunos.

Obs: Repare-se que a distincia Hamming foi determinada nos ritmos claves enquanto que a
distancia da permutacao dirigida para os ritmos Flamengos. Nas actividades extra-curriculares
o professor podera inverter o cilculo destas distancia a fim de os alunos poderem comparar os
resultados obtidos.

QQuais as conclusoes a que os alunos deverao chegar?

A principal referéncia sera descobrir quais os ritmos que sao mais semelhantes entre si e aque-
les que mais se distinguem. Apesar de a distincia Hamming nao traduzir da melhor forma essa
medida de semelhanga o professor devera mostrar que também é importante. Com esta activi-
dade o aluno deve ser capaz de identificar que a Mateméatica desempenha um papel fundamental
em torno da sonoridade musical. O principal objectivo desta actividade consiste em mostrar a
utilidade da matematica na elaboragao de ritmos que se adequem ao meio envolvente em que o
miisico ira actuar.

2.11 Splits Tree (Arvore de Ramificagao)

Distancia de permutagao dirigida

Consideremos agora a construgao da "splits tree", arvore de ramificacao, para os ritmos
Flamengos. A técnica esti baseada num processo interactivo de divisao e da como resultado
o surgimento de um grafo plano com a propriedade de que a distancia entre dois nos reflicta.
tanto quanto possivel, a verdadeira distincia entre os dois padroes ritmicos correspondentes na
matriz de distancias. Este método tem, além disso, uma 6ptima propriedade, em que constréi um
grafo, e ndo uma arvore, quando a estrutura de proximidade subjacente nao é intrinsecamente
do tipo arvore. De facto, se a estrutura de arvore nao coincide perfeitamente com os dados,
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introduzem-se novos nds com o objectivo de obter um melhor ajuste. Podem visualizar-se estes
nés sem etiquetas na figura 17 ¢ o comprimento das arestas resulta da matriz de distancias da

permutacao dirigida.

Ajuste = 100.0% » Buleria

Soled ,

Fandangyo (q; P
B Guajirs
o

f

/

/
8 Seguiriva

Figura 17

A interpretagao do grafo obtido € a seguinte. A soma das longitudes das arestas mais curtas
entre um padrao e outro @ proporcional a distancia real entre eles. Os novos nds incorporados
(sem etiquetas) sugerem a existéncia de padrées ritmicos ancestrais donde os actuais poderiam
ter evoluido. As arestas podem dividir-se para formar paralelogramos, como se vé no centro. Os
tamanhos relativos destes paralelogramos sao proporcionais ao seu indice de distanciamento, que

indica quao significativas sao as relagoes de agrupamento na matriz de distancias.

No grafo da distancia de permutagao dirigida um primeiro grupo compoe a Soled e Buleria,
outro central, Guajira e Fandango, e por ultimo a Seguiriya permanece num terceiro grupo.
Os padroes ritmicos mais semelhantes aos restantes sao a Guajira e Fandango que empatam
a 21. E por isto que aparecem no "centro"do grafo. Aparecem dois nés sem etiqueta, perto
da Guajira e do Fandango. Também é de destacar que Seguiriya e Bulera encontram-se nos
extremos do grafo e sao os padroes mais "distantes"em relagiao aos restantes. com uma distancia
total de 31 e 29, respectivamente.

Distancia Hamming

Para a distdncia Hamming a "splits tree"ilustrada na Figura 17 corresponde a um diagrama
com um ajuste perfeito. O padrao clave Son permanece no centro da arvore. De facto, a distancia
Hamming entre o Son e cada um dos outros ritmos é igual a dois. A arvore também contém um no
ancestral com Son, Soukous, Bossa-Nova e Gahu como os seus descendentes. com cada uma das
distancias igual a wm a partir do seu ritmo ancestral. Este ritmo ancestral consiste no padrao de
quatro batimentos [x..x..x...x ..... ] Note-se que todos os seus quatro ritmos descendentes contém
este padrao, e eles apenas diferem unicamente na localizagao do ltimo (quinto) batimento que se
situa na posigao 12, 13, 14 e 15 para os ritmos Soukous, Son, Bossa-Nova e Gahu, respectivamente.
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Figura 1%

Finalmente, vale a pena observar que nao existe um tinico par de candidatos que representem
os dois ritmos mais distintos, a Rumba e o Shiko.

A teoria de grafos e a representagao grafica dos ritmos

Os alunos da disciplina de MACS, e também os que nao tém esta disciplina abrangida pelo
curriculo, poderao assim reforgar a aprendizagem da teoria de grafos nomeadamente a pro-
priedade que estd subjacente as arvores. Deste modo facilmente constantam que a representacao
grafica, relativamente a medida da distancia Hamming dos ritmos clave, consiste numa arvore
uma vez que ¢ um grafo conexo e que nado tem circuitos. No entanto, podera fazer constar aos
alunos o facto de a representacdo grafica da medida da distancia da permutacio dirigida nao
representa uma arvore pois, apesar de ser conexo, existe um circuito em torno dos vértices dos
ritmos Fandango e Guajira e dos restantes dois vértices que representam padroes ancestrais rit-
micos. O estudo da teoria de grafos sai também assim reforgado podendo assim este contetido
ser alargado aos restantes alunos que nao estdo incluidos no curriculo das Ciéncias Sociais. A
representacao grafica dos padrdes de semelhanga ritmica ajuda a construir uma visao cada vez
mais dinimica e representativa de como a Matematica ajuda a compreender os ritmos musicais
de varias culturas mundiais e como eles se podem associar entre si.

2.12 A abordagem ritmica no ensino da Estatistica

Ao invés do que se pode propdr como actividade em contexto de sala-de-aula relativamente ao
estudo geométrico dos ritmos, aqui a melhor opgao para abordar as componentes de estudo rit-
mico, intervalos espectrais, medidas de semelhanga ritmica e arvores filogenéticas seria melhor
e mais aprofundada em actividades extra-curriculares. Esta opgao deve-se ao facto de que o
estudo dos "intervalos espectrais ritmicos"deveria ser implementado no estudo da Estatistica do
10° ano uma vez que ai é feita uma abordagem aos graficos de barras/histogramas. Porém o
estudo da Estatistica do 10° Ano é muito limitado e pouco interessante pois a unica novidade
para os alunos consiste no calculo do desvio-padrao de uma amostra e no estudo das distibuicoes
bidimensionais. Pelo facto de ter menos importancia que os anteriores, em geral, o professor
opta que os alunos desenvolvam trabalhos escritos que foquem o uso da estatistica em situagoes
quotidianas. Assim, o estudo dos intervalos espectrais ritmicos faz mais sentido que seja de-
senvolvide pelos alunos como trabalho escrito para que possa ser apresentado no final do ano
lectivo. No que diz respeito aos restantes temas a desenvolver, as medidas de semelhanca ritmicas
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e as respectivas representacgoes graficas, através das arvores filogenéticas, faz mais sentido que
sejam implementadas numa escola secundaria onde a disciplina de MACS faz parte integrante
do curriculo. Devido a esta miscelanea de aplicabilidade dos ritmos em cada um dos niveis de
escolaridade e de areas de ensino, considera-se que ¢ preferivel optar por uma diferenciagao em
cada um dos temas a abordar no estudo da Matematica. Deste modo, iremos em descrever
uma. possivel opgao estratégica da implementacao da Estatistica do 10° Ano em conjunto com
os intervalos espectrais ritmicos e posteriormente o calculo do desvio-padrao para cada um dos
ritmos.

A Estatistica e os Intervalos Espectrais Ritmicos

Como tivemos oportunidade de verificar o estudo dos intervalos espectrais ritmicos envolvem,
de certo modo, um estudo estatistico de cada um dos ritmos, nomeadamente a descoberta das
propiedades musicologicas, isto &, de que modo podemos verificar quando um ritmo é perfeito
na sua sonoridade. A melhor maneira de abordar esta complementariedade serd, portanto. em
actividade extra-curricular de modo a reforgar a aprendizagem da Matematica como uma ciéncia
aberta a todos os campos do conhecimento.

Como se podera implementar esta actividade?

1° passo: O professor depois de integrado num clube de apoio as Ciéncias na Escola podera
tomar partido desta iniciativa e dar a conhecer aos alunos que a Matemaética desempenha um
papel de relevo na sonoridade musical, em especial, nos ritmos. Assim, o professor devera dar
a conhecer cada um dos ritmos clave e flamengos e as suas definigoes e propriedades tal como
designadas anteriormente.

2 passo: Depois de conhecidos cada um dos ritmos o professor explica que existe uma outra
propriedade que ajuda a relacionar os ritmos entre si, ou seja, descobrir de entre os respectivos
ritmos qual o que tem melhor sonoridade. Para esse efeito o aluno deve saber interpretar cada
um dos graficos de barras anteriormente representados.

3° passo: Para se chegar ao desenho do grafico de barras explique que este se obtém a
partir do vector-intervalo, que corresponde & frequéncia absoluta de cada uma das diagonais e
arestas do poligono ciclico que representa o ritmo em estudo. Sabe-se que este poligono resulta
da representagao geométrica de cada um dos ritmos. Assim, o professor pede aos alunos que
construam o respectivo poligono e que liguem por arestas cada um dos batimentos do ritmo. O
total de arestas depende do niimero de batimentos assim como o respectivo tempo ritmico. No
caso dos ritmos clave temos um total de 16 tempos no compasso para 5 batimentos. O professor
explica que essa representacgao é dada por R[k, n] em que n significa o tempo ritmico do compasso
e k o namero de batimentos. Com efeito, para os ritmos clave tem-se R[5, 16].

4°passo: De seguida, passamos a contruir a tabela de frequéncias absolutas de cada um dos
ritmos, ou seja, contar os comprimentos de arco que unem dois batimentos. tal como se realizou
no estudo do vector-intervalo Son. Depois de contado cada um dos comprimentos das diagonais
passa-se a definir o vector-intervalo e a sua representacao.

5% passo: Quando todos os vectores-intervalo estiverem definidos passamos a elaboragao do
grafico de barras e 4 sua respectiva interpretacao. tal como se viu anteriormente,

6° passo: Ficar apenas pelo estudo das frequéncias absolutas nao corresponde as expectativas
do referido estudo pelo que se terd de aprofundar ainda mais a complementariedade ritmica
com a Estatistica do 10° Ano, nomeadamente, o estudo do desvio padrao entre os ritmos. O
estudo das distribuigoes bidimensionais nao é mencionado uma vez que se torna algo dibia a sua
aplicabilidade ao estudo ritmico.
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O desvio padrao e a andlise ritmica

A novidade no tema estatistica do 10° ano, diz respeito ao caleulo do desvio-padrao de
uma amostra. Assim, antes de passarmos a elaboragao da tabela correspondente ao calculo do
desvio-padrao, relativamente A frequéncia absoluta, com que o comprimento de um arco de um
determinado ritmo aparece ao longo da misica, convém definir a férmula com que se caleula a
respectiva medida de dispersao.

O desvio-padrao é das medidas estatisticas de dispersiao mais utilizadas.

E definido como a raiz quadrada da variéncia e representa-se por o (sigma)

= \/Zi—l i(z; — 3)°
= N

De seguida, podera comparar o desvio-padrao relativamente ao intervalo espectral de dois

ritmos, por exemplo o Son e o Soukous.

Relembrando a tabela correspondente as frequéncias absolutas, calcula-se o desvio-padrao,
em cada um dos ritmos considerados, do seguinte modo:

Ritmo Son n; (z; — £)° | ni(z; — 2)°

€I

1 0

2 1

3 2

4 2

5 0

6 3

7 2

8 0

N:Z;s:l ?’L,‘,ZIO
Ritmo Soukous n; (z; — ) | ni(z; — )2

T

1 1

2 0

3 2

4 1

5 2

6 2

i 1

8 1

N:Z?:l 7’11210

Um dos grandes desafios do estudo da estatistica através dos ritmos consiste na respectiva in-
terpretacao desta medida no contexto musical. Qual a importancia que lhe poderé ser atribuida?
O calculo do desvio-padrio entre os ritmos poderd mostrar o grau de semelhanca entre cada um
dos ritmos. Assim quanto mais perto os valores do desvio-padrao se situarem entre si mais semel-
hantes serao os respectivos ritmos. Foi visto que o ritmo Son é o mais parecido entre todos, logo
o valor deste terd de se situar numa zona intermédia em relacao aos restantes. Um valor alto ou
um valor baixo podera ter influéncia na respectiva composi¢ao musical?
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Serao a estas e outras perguntas que esta actividade permitira esclarecer de modo a comparar
com os resultados dos temas "Intervalos espectrais”e "distancia Hamming".

A Estatistica assume também uma outra perspectiva no sentido de explorar ritmos musi-
cais e compara-los entre si. Os alunos tomam consciéncia das vérias aplicacoes das diferentes
areas da Matematica através do estudo ritmico. Consegue-se assim uma visao mais alargada do
conhecimento mateméatico complementado com a arte musical.

2.13 Conclusao final

Varias conclusdes gerais e especificas podem ser tiradas a partir deste estudo. Primeiro considerem-
-se as conclusoes gerais. Trés medidas da complexidade dos ritmos foram comparadas em relacao
aos seis ritmos clave da musica em Africa, Brasil e Cuba. A distancia Hamming para os ritmos
clave e a distancia da permutacao dirigida para os ritmos flamengos, foram definidas por se
tratarem de boas medidas na comparagio da semelhanca dos ritmos. A representacao em ar-
vores filogenéticas, splits tree, parece ser 1til para a visualizagao e para o conjunto da analise
dos ritmos. Observando os vectores intervalo como multiconjuntos e as permutagoes geradas
por estes multiconjuntos providenciam urna maneira [4cil de gerar novos e interessantes ritmos
a partir de um dado ritmo.

Voltando as conclusdes especificas acerca dos ritmos clave podemos sintetizar os resultados
do seguinte modo: Foi mostrado que é possivel com trés simples caracteristicas classificar auto-
maticamente os seis ritmos sem conhecimento da sua nota inicial. O padrao clave Son (o tnico
palindrémico fraco neste conjunto) é o mais parecido com todos os outros. E, num certo sentido,
o centro de todos os claves. Tem elementos de todos os outros ritmos clave e, talvez devido a isto,
¢ acessivel a uma grande audiéncia. E também um dos ritmos mais simples e mais ricos. Talvez
seja esta uma das razdes para a sua popularidade mundial. A Son, Rumba e Gahu pertencem a
mesma familia do intervalo-espectral. Apenas Bossa-Nova e Shiko sao palindrémicas fortes, que
indicam uma forte estrutura simétrica.

A lundamental agregacao evidente a partir da construgao algoritmica da splits tree é (1) Gahu
e Bossa-Nova, (2) os restantes quatro ritmos. Rumba é o mais distinto dos seis ritmos claves.
Do ponto de vista geométrico o seu poligono nao contém um tridngulo isdsceles, nem angulos
rectos nem eixos de simetria. Gahu é o ritmo mais complicado de acordo com as medidas de
complexidade consideradas aqui. Do ponto de vista matematico é o que difere mais dos restantes.
Estes resultados juntam-se a um suporte matematico relativamente a uma anélise matematica
providenciada do ritmo Gahu de Locke ©.

O estudo das caracteristicas matematicas que envolvemn os ritmos podem entao ser englobados
no actual currfculo de matematica. A estreita relagio entre a geometria ritmica e a geometria
euclidiana, nomeadamente a circunferéncia, constitui um importante passo na diferenciacao das
aprendizagens e vai de encontro ao principal objectivo do curriculo: mostrar a mateméatica numa
complementariedade com outras areas do conhecimento, no caso particular, o ritmo musical.

No que diz respeito aos ritmos flamengos o estudo aqui proposto permite comparar os padroes
ritmicos da misica [lamenga sob um ponto de vista cientifico. Para cada uma das areas de in-
vestigacao permite-se obter conclusoes acerca das teorias musicologicas existentes e, deste modo,
fomentar debates conscientes sobre a génese e evolugao dos estilos flamengos.

Deste modo, o que vem a seguir nao sdo senao perguntas e sugestoes, as quais, devera
responder o musicodlogo. Observamos o lacto de a Guajira aparecer praticamente no centro dos
padroes ritmicos ternarios o que indica a sua semelhanca aos restantes estilos,

“David Locke. Drum Gahu: An Introduction to African Rhythm. White Cliffs Media, Gilsum, New Haimpshire,
1998.
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Poderia isto interpretar-se como aquela influéncia que tem exercido nos outros estilos no
chamado padrao ritmico?

Tendo em conta a "recente" incorporagao da Guajira na Splits Tree, gerado pela distancia
de permutacao dirigida, pensa-se que o Fandango é o ritmo mais primitivo, dado que é outro o
padréao ritmice que se encontra no centro.

A relagao entre a Matemética e a Musica entendida a partir do ponto de vista pedagogico,
numa relacio entre o estudo ritmico, sai desta forma mais valorizada. As ideias aqui propostas,
que se poderao adaptar ao ensino da Matematica, através dos ritmos constituem um desafio ao
prolessor pois permite mostrar aos alunos a grande aplicagao da Matematica em situacoes reais.

Além disso o estudo da circunferéncia de acordo com o actual currfeulo nao fomenta a de-
scoberta e a interacgao entre os diversos campos do saber. Visto que é um tema de enorme
importancia no desenvolvimento cognitivo do aluno, mostrar a intrinseca relagio com um tema
do agrado dos alunos, o ritmo musical, constitui uma alternativa a forma tradicional de leccionar.

A natureza das tarefas que os professores propoe aos alunos e o que estes fazem nas aulas de
Matemética sdo questoes centrais no ensino desta disciplina, principalmente numa perspectiva
de Matemdtica para todos e numa sociedade que exige, cada vez mais, cidadaos competentes e
literados. Este projecto de analise geométrica ritmica tem potencialidades no desenvlvimento de
cidadaos com esse tipo de perfil e, por isso mesmo, merecia que tivesse uma grande visabilidade
no ensino da Matematica. Na realizagio deste tipo de projectos os alunos abordam e desenvolvem
varios aspectos fundamentais do curriculo, de uma forma integrada e dando verdadeiro sentido
as aprendizagens.

A autonomia e a responsabilidade no préprio processo de aprendizagem sao aspectos muito
visiveis, o pensamento critico e o desenvolvimento de competéncias de nivel superior, por exemplo,
a capacidade de reflectirem sobre o desenvolvimento do processo e de alterarem caminhos, entre
muitos aspectos.

Uma nova filosofia de desenvolvimento, assente no principio materialista segundo o qual os
custos de desaptadacio de cada um recaem sobre todos os outros, é causa e consequéncia de
novos conceitos de Educagao e justifica um sistema educativo promotor do sucesso para todos,
com caracteristicas diversas do que temos conhecido, mas a partir do qual se definirao conceitos
de cidadania e civilidade.
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