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Resumo

Este trabalho tem como objectivo principal o desenvolvimento de um codigo
computacional baseado no Método dos Volumes Finitos capaz de resolver uma equagio
genérica de conservagio de uma quantidade escalar, em 3D e utilizando malhas ndo
estruturadas, o qual permitira resolver problemas em que a difusio ¢ o fenomeno de
transporte predominante, como é o caso da condugio de calor em corpos sélidos. Este
trabalho insere-se num projecto mais abrangente, onde se pretende aumentar o grau de
generalidade de um cédigo numérico de apoio ao projecto de cabegas de extrusdo para a
produgdo de perfis. Este codigo esta a ser desenvolvido por uma equipa de investigadores, que
integra elementos do Departamento de Engenharia de Polimeros da Universidade do Minho, e
permite trabalhar somente com malhas estruturadas, facto que resulta em limitag3es ao nivel
das geometrias que podem ser estudadas.

O trabalho efectuado desenvolveu-se a partir da equagéio diferencial geral do
transporte, com termo convectivo nulo em regime estacionario, cuja discretizagdo foi
efectuada de acordo com Método dos Volumes Finitos, em malhas nfo estruturadas
constituidas por tetraedros.

A validagio do codigo implementado foi efectuada através da comparagdio dos

resultados obtidos com as solugdes analiticas, para problemas simples, e com resultados

obtidos com codigos comerciais, em casos mais complexos.







Abstract

The main objective of the present work is the development of a computational code
based on the Finite Volume Method able to solve the general equation of conservation of a
scalar quantity, in 3D and using unstructured meshes, that will allow to solve problems where
the diffusion is the predominant transport phenomenon, for example the heat conduction in
solid bodies. This work is part of a project that aims the increase of the degree of generality of
a numerical code developed to aid the design of extrusion dies. This code is being developed
by a research team that comprises elements of the Polymers Engineering Department of
University of Minho and it only works with structured meshes, fact that restricts the range of
geometries that can be studied. The work done deals with the transport general differential
equation for fluids with null convective term in steady state, whose discretization was done by
the Finite Volume Method, on unstructured meshes comprised by tetrahedrons.

The assessment of the developed code was done throw the comparison of the predicted
results with the analytical solutions, for simple problems, and results obtained with

commercial codes, in more complex case studies.







Résumé

Ce travail a pour objet principal le développement d’un code informatique basé sur le
méthode des volumes finis capable de développer une équation générique de conservation
d’une quantité escalader, dans 3D et en utilisant des mailes non structurés, qui permettra de
décider des problémes dans lesquels la diffusion est le phénoméne de transport prédominant,
comme c’est le cas de la conduction de la chaleur dans des corps solides.

Ce travail s’insére dans un projet plus englobant ot se prétend augmenter le degré de
généralité d’un code numérique qui appui le projet de tétes d’extrusion pour la production de
profils. Ce code est en train d’étre développé par une équipe d’investigateurs, qui intégre des
éléments du département d’ingénierie de polymeéres de ’université do Minho, et permet de
travailler seulement avec des mailes structurées, fait qui résulte dans des limitations au niveau
des géométrie qui peuvent étre étudi€es.

Le travail effectué s’est développé a partir de I’équation différentielle générale du
transport pour fluides stationnaires et avec terme convecteur nul, dont la discrétisation a été
effectuée conformément avec des méthode des volumes finis, dans des mailles structurées non
constituées par des tétraédre.

La validation du code mis en ceuvre a été effectuée a travers la comparaison des
résultats obtenus avec les solutions analytiques, pour des problémes simples, et avec résultats

obtenus avec autres codes commerciaux, dans des problémes plus complexes.
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1 - Introducéo

A Mecanica de Fluidos Computacional (Computational Fluid Dynamic — CFD)
consiste na analise de sistemas envolvendo fluxo de fluidos, transferéncias de calor e
fenomenos associados a reacgdes quimicas através de modelagio numérica, ou seja,
recorrendo a meios computacionais [1].

As técnicas existentes sio muito poderosas € abrangem uma vasta gama de aplicagdes,
tais como: aerodinimica, hidrodindmica, combustdo, processos quimicos e engenharia
biomédica, entre outras [2-10]. | |

O uso de técnicas numéricas péra a resolugdo de problemas complexos de engenharia
e de fisica, ¢ hoje, uma realidade, gragas ao desenvolvimento de computadores de alto
desempenho e de grande capacidade de armazenamento. Em fungdo dessa disponibilidade
computacional, que tem vindo a crescer exponencialmente, 0 desenvolvimento de algoritmos
para a resolugio dos mais diversos problemas tem recebido enorme atengdo dos analistas
numeéricos. . .. I o

. Hoje em dia, 0 engenheiro ou projectista incumbido de resolver um determinado
problema tem a sua disposigdo, fundamentalmente, trés elementos de anélise [11]:
- métodos analiticos,
- métodos numéricos (experimentagdo numérica) €
- experimentagdo em laboratorio.
Os métodos analiticos apresentam muitas limitagdes, pois sO podem ser aplicados em
problemas cujas hipoteses simplificativas os desviam demasiadamente do fenomeno fisico
real e em geometrias simples. No entanto tém um papel importante no que respeita a
validag@o dos métodos numéricos.

A experimentagdo em laboratorio recorre 4 configuragio real de problemas mas por
vezes torna-se muito dispendiosa, perigosa ou até impossivel de implementar, como é o caso
das questdes relacionadas com transferéncias de calor no nucleo de reactores nucleares.

A experimentagio numérica (utilizagdo de métodos numéricos) praticamente ndo
apresenta restrigGes, podendo resolver problemas complicados, com contornos definidos em
geometrias arbitrarias e apresentando resultados de uma maneira rapida e econbdmica
relativamente a outros métodos.

A tendéncia que se observa ¢ a realizagdo de experiéncias em laboratério cada vez

mais sofisticadas, com o intuito de usar o0s resultados na corroboragio de modelos
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matematicos e numéricos, na investigagdo e compreensio de novos fenémenos, que ainda
necessitam de ser matematicamente modelados, e na avaliagio final de um determinado
projecto. Caso esta tarefa seja bem sucedida, o experimentalista deixara de realizar a tarefa
repetitiva que ficara a cargo do computador.

A tarefa de um método numérico é resolver uma ou mais equagdes diferenciais,
substituindo as derivadas existentes na equagdo por expressdes algébricas que envolvem a
fungio incognita. Um método analitico que tivesse a habilidade de resolver tais equagdes
permitiria obter a solu¢do de forma fechada e calcular os valores das variaveis dependentes
num nivel infinitesimal, isto €, para um nimero infinito de pontos. Por outro lado, quando
decidimos fazer uma aproximagdo numeérica da equagio diferencial, aceitamos ter a solugdo
num numero discreto de pontos (vértices da malha), esperando que, quanto maior for este
nimero de pontos, mais proxima da solugdo exacta sera a nossa solugdo aproximada (ou
numérica). | - | '

Para geometrias complexas, como é o caso de uma geometria cilindrica, as malhas
estruturadas s3o dificeis, ou até impossiveis, de construir. Esta restrigdo motivou o estudo e
posterior utilizagdo de malhas ndo estruturadas, que permitem grande flexibilidade na
adaptacdo da malha ao dominio em estudo. Por outro lado, os volumes de controle tém varias
formas possiveis assim como nimero de vizinhos varidvel, o que leva a uma maior
complexidade no modo como os dados sdo organizados. ‘ '

Este trabalho tem como objectivo a aplicagdo do Método dos Volumes Finitos em
malhas ndo estruturadas na resolugdo de uma equagdo genérica de conservagdo de uma

quantidade escalar em 3D.

1.1 — Métodos de Discretizacio

O ponto de partida de qualquer método numérico é o modelo matematico, por
exemplo, um conjunto de equagdes diferenciais parciais e condigdes de fronteira que regem o
processo. A escolha de um modelo apropriado para a aplicagdo alvo pode conter
simplificagSes das regras de conservag@io exactas. Contudo a selecgdo das simplificagdes a
efectuar e a relaxagio de determinadas restrigbes, requer um conhecimento aprofundado do
problema em causa, de forma a evitar cometer erros graves. Um método numérico

normalmente ¢ desenvolvido para encontrar uma solugdo aproximada de um conjunto
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particular de equagdes, uma vez que € impraticavel criar um método de resolugdo que seja
aplicavel em todas as situagdes. |

Depois de seleccionado o modelo matematico, tem de se escolher um método de
discretizagio apropriado, isto é, um método de aproximar as equagdes diferenciais por um
sistema de equagdes algébricas para as variaveis do problema que serdo obtidas em
localizages discretas no espago e no tempo [12, 13]. Existem varios métodos sendo os mais
conhecidos: Método das Diferencas Finitas (MDF), Método dos Volumes Finitos (MVF) ¢
Método dos Elementos Finitos (MEF) [14-20].

Todos os tipos de métodos produzem o mesmo resultado se a malha utilizada for
suficientemente boa, contudo, alguns métodos sdo mais apropriados para determinadas classes

de problemas do que outros.

1.1.1 - Método das Diferencas Finitas

Este é o método de resolugdo de EDP (Equagdes Diferenciais Parciais) mais antigo,
que se acredita que tenha sido introduzido por Euler no século XVIIL E também o método
mais expedito para usar em geometrias simples.

O ponto de partida é a conservagdo da equagdo na forma diferencial. O dominio de
solugdo é coberto por uma matha. Em cada ponto da malha, a equagdo é aproximada,
substituindo as derivadas parciais por aproximagdes em termos de valores das fungdes nos
n6s da malha. O resultado é uma equagdo algébrica por né da malha, na qual o valor da
variavel num certo namero de nés vizinhos aparece como incognita.

Em principio, o MDF pode ser aplicado a qualquer tipo de malha, contudo, o MDF
tem sido aplicado a malhas estruturadas em que as linhas da malha servem como coordenadas
locais.

Para obter aproximagdes para a primeira e segunda derivadas da varidvel em fungdo
das coordenadas sio usadas expansdes em séries de Taylor ou regressdes polinomiais.
Quando necessario, estes métodos sio também aplicados para obter os valores das variaveis
em locais que ndo os nos da malha (por interpolag@o).

Em malhas estruturadas, o MDF é muito simples e eficaz. So especialmente faceis de
obter os métodos de elevada ordem em malhas regulares. As desvantagens do MDF séo o

facto de a conservagdo ndo ser inerente a0 método, a ndo ser que sejam tomadas medidas
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especiais. Também as restrigdes as geometrias simples sdo uma desvantagem significativa em

problemas complexos.

1.2.2 - Método dos Volumes Finitos

O MVF utiliza como ponto de partida a forma integral da equagdo da conservagéo. O
dominio de solugéo é dividido num niimero finito de volumes de controle (VC) contiguos, € a
equagdo da conservacgdo é aplicada a cada VC. No centroide de cada VC localiza-se um né
computacional, no qual sdo calculados os valores das variaveis, sendo os valores das variaveis
nas superficies dos VC obtidos por interpolagio em fungdo dos valores nodais (centro do
VC). Os integrais de volume e de superficie sdo aproximados usando féormulas de quadratura
apropriadas. Como resultado, obtém-se uma equagdo algébrica para cada VC, na qual
aparecem os valores das variaveis no né em causa € nos nos vizinhos.

O MVF pode ser aplicado a qualquer tipo de malha, por isso adapta-se a geometrias
complexas. A malha define apenas as fronteiras do volume de controle e nio necessita estar
relacionada com um sistema de coordenadas. O método ¢ inerentemente conservativo,
contando que os integrais de superficie (que representam fluxos convectivos e difusivos)
sejam os mesmos em faces partilhadas por VC.

A aproximag¢io com o MVF ¢ talvez a de compreensio mais simples, pois todos os
termos que precisam de ser aproximados tém significado fisico, razdo pela qual é popular
entre engenheiros.

A desvantagem do MVF em relagdo ao MDF ¢ o facto de métodos de ordem superior a
segunda serem mais dificeis de desenvolver em 3D, com malhas ndo estruturadas. Isto é
devido ao facto da aproximagdio por VF requerer trés niveis de aproximagdo: interpolagéo,

diferenciabilidade e integragéo.

1.1.3 - Método dos Elementos Finitos

O MEF ¢ similar ao MVF em varios aspectos. O dominio € dividido num conjunto
discreto de elementos ou elementos finitos que usualmente sio ndo estruturados; em 2D, s3o
usualmente tridngulos ou quadrilateros, enquanto que em 3D sfo os tetraedros ou hexaedros

que normalmente se usam. O aspecto que diferencia 0 MEF ¢é o facto de as equagGes serem
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multiplicadas por uma fungdo peso antes de serem integradas sobre todo o dominio. Na forma |
mais simples do MEF, a solugdo é aproximada por uma fungdo linear com os elementos de
uma maneira a garantirem continuidade da solugdo através das fronteiras dos elementos. Tal
fungio pode ser construida através dos seus valores nos cantos dos elementos. Usualmente a -
fungdo peso tem o mesmo formato. SR sl s o g ooep obsCl o esanbiioarn
* 7 Esta aproximac¢do ¢ entio substituida no integral pesado da lei da conservagdo e as
equagdes a serem resolvidas s3o derivadas requerendo que a derivada do integral relativo ao
valor de cada né seja zero; isto corresponde a seleccionar a melhor solugéo dentro do conjunto
de fungdes permitidas (aquela que tiver residuo minimo). O resultado é um conjunto de

equagdes algébricas ndo lineares.

i b v

Uma vantagem importante do MEF é a capacidade para lidar com geometrias
arbitrarias; existe uma literatura extensiva dedicada a construgdo de malhas de métodos de
EF. As malhas sdo facilmente refinadas em regides de interesse, pois cada elemento pode ser
simplesmente dividido em varios. Os MEF sio relativamente ficeis de analisar
matematicamente e¢ pode ser mostrado que sdo os mais adequados para certos tipos de
equagdes. O principal inconveniente, que é partilhado com todos os métodos que usam
malhas nio estruturadas, é o facto de as matrizes das equagdes linearizadas ndo serem tdo bem

v

estruturadas como as das malhas estruturadas fazendo com que seja mais dificil encontrar ™
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Os pontos em que as varidveis sdo calculadas, sdo definidos pelas malhas numéricaé
[21,22] as quais sdo, essencialmente, uma representagio discretizada do dominio geométrico
no qual o problema ira ser resolvido. A malha divide o dominio da solugio num numero finito
de sub-dominios (elementos, volumes de controle, etc.). Os tipos de malhas podem ser

agrupados do seguinte modo:

Malhas ortogonais —  estruturadas

ndo ortogonais { estruturadas
R N nio estruturadas
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1.2.1 - Malhas ortogonais e malhas nio ortogonais

Os métodos de reologia computacional baseados em sistemas de coordenadas
ortogonais (ou Cartesianos) ou cilindricos apresentam diversas limitagdes em geometrias
irregulares. Dado que a geometria de problemas reais pode ser complexa e frequentemente é
irregular, caso se utilizem malhas ortogonais, s6 podem ser mapeados de acordo com o

ilustrado na Figura 1.1.

1 F

i
11 H i 11

Fig. 1.1 — Exemplo de malha ortogonal [1]

Para calcular o fluxo que passa em torno do cilindro da Figura 1.1, utilizando malhas
ortogonais, a fronteira podera ser representada por uma aproximag8o e as células localizadas
no interior da parte solida do cilindro nfio sdo consideradas no célculo. Este facto apresenta
desvantagens consideraveis desde as dificuldades associadas & descrigio da aproximagéo da
fronteira até a existéncia de erros inerentes a esta aproximagdo, como sera o calculo da forga
exercida pela parede com elevada precisdo. Outra desvantagem da utilizagdo de sistemas de
coordenadas ortogonais é o desperdicio de recursos de armazenamento pois a introdugéio de
uma malha ortogonal fina numa regiio de interesse particular implica o desnecessario
refinamento de outra regido de interesse minimo. ‘

Os métodos de adaptagiio das malhas aos sélidbs ou sisterhas de malhas ndo
ortogonais tém vindo a ser desenvolvidos para superar as limitagSes referidas anteriormente e
sdo cada vez mais utilizadas nos codigos actuais de reologia computacional. A Figura 1.2

mostra uma matha nfio ortogonal adaptada a um cilindro.

T T :J"l”lruiﬂlllflll L

Fig. 1.2 — Exemplo de malha ndo ortogonal [1]
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A flexibilidade geométrica oferecida por técnicas de adaptagio de malhas a sélidos ¢

aitil na modelagdo de problemas praticos, envolvendo geometrias irregulares, porque (i) todos

os detalhes geométricos podem ser incorporados de uma forma precisa e (ii) as propriedades
da malha podem ser controladas para captar caracteristicas Uteis em regiSes de interesse. As
equagdes governantes com malhas ndo ortogonais sio, contudo, muito mais complexas do que
as suas malhas ortogonais equivalentes. Deste modo, nos codigos de reologia computacional o
recurso a malhas ndo ortogonais é cada vez mais preferivel, dados os requisitos de
armazenamento adicionais associados as malhas ortogonais. Contudo, as malhas n#o
ortogonais ‘requerem procedimentos especiais para assegurarem o célculo correcto da
cinemitica de escorregamento e acoplamento pressdo-velocidade para evitar campos de
pressdo irrealistas, (1 L4 G alas £ 4 DR T AT Al STITOR G0 00 sk

Para ilustrar as diferentes abordagens em termos de malhas, vamos recorrer ao
problema representado na Figura 1.3 com um permutador de calor.

A Figura 1.3 mostra parte de um permutador de calor onde a CFD pode ser usada para

prever caracteristicas do fluido.
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Fig. 1.3 — Permutador de calor (adaptado de [1])
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Considerando simetria, apenas a parte sombreada da geometria (Figura 1.3) precisa ser
considerada. A Figura 1.4 ilustra a construgio de uma malha nfio ortogonal para mapear a

geometria, a malha utilizada tem uma dimensfio de 40 x 15 elementos.
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s Nesta malha 25% do espago néio € util, uma vez que corresponde a zonas onde nio
passa o fluido. A Figura 1.5 representa uma malha ndo ortogonal adaptada i geometria do

problema com o mesmo numero de células (isto ¢, 40 x 15) para 0 mesmo problema. ,;;, ...y, .

SHERETSTRS I T TR LR YL | PN TTRR IR} SRS R RNPLH
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Fig. 1.5 — Malha nfo ortogonal com 40x15 vértices [1]

Neste caso tbda a malha ocupa a zona ocupada pelo fluido e as superficies dos
cilindros podem ser representadas com precisdo. A previsdo da distribuigdo da velocidade é
apresentada nas Figuras 1.6 e 1.7 onde se pode constatar um consideravel aumento do nivel
de detalhe perto das regides de entrada e de saida no caso da malha ndo ortogonal.

.
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Fig, 1.6 — Campo de velocidades obtido com a malha ortogonal [1)
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Fig. 1.7 — Campo de velocidades obtido com a matha nio ortogonal [1]

Este exemplo demonstra claramente a vantagem do uso de malhas nio-ortogonais,
pois Os recursos informaticos sio bem utilizados e sdo obtidos melhores resultados com

malhas mais grosseiras comparando com 0s métodos baseados em malhas ortogonais.
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1.2.2 - Malhas estruturadas e malhas ndo estruturadas
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aby s : : ‘
o As malhas ndo-ortogonais podem dividir-se em dois grupos: malhas estruturadas e
malhas ndo-estruturadas. Esta classificagdo esté relacionada com a disposi¢do relativa dos o
diferentes elementos. Nas malhas estruturadas ou regulares [23,24] os elementos sdo
dispostos em familias de linhas, em que membros de uma determinada familia n3o se cruzam
uns com 0s outros ¢ atravessam cada membro de outras familias apenas uma vez. Isto permite .
que as linhas de um determinado conjunto sejam numeradas consecutivamente. A posigéo de
qualquer ponto (ou volume de controle) da matha é numerado dentro do dominio sendo
identificado de maneira tnica por um conjunto de dois (em 2D) ou trés (em 3D) indices, por
exemplo (i,j,k). Esta é a estrutura de malha mais simples, uma vez que ¢é logicamente
equivalente a uma malha ortogonal (Cartesiana). Cada ponto tem quatro vizinhos mais
proximos em 2D e seis no caso 3D; um dos indices de cada um dos vizinhos do ponto P (com

indices i,j,k) difere =1 do indice correspondente de P. Um exemplo de uma malha estruturada

¢ apresentado na Figura 1.8. S .
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Fig. 1.8 - Exemplo de uma malha 2D, estruturada, nfo ortogonal [13].
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Esta conectividade entre células vizinhas simplifica a programagio e a matriz do* *

sistema de equag3es algébricas apresenta uma estrutura regular, que pode ser explorada

desenvolvendo técnicas de resolugdo adequadas. De facto, existem virias metodologias

eficientes para resolver apenas malhas estruturadas [1]. A desvantagem das malhas "

estruturadas é que estas apenas podem ser aplicadas em dominios com geometrias de
complexidade média. Outra desvantagem é que pode ser dificil a distribui¢do dos pontos da
malha: uma concentragio de células numa regido da malha, por razdes de precisdo de célculo
implica necessariamente menor espag:aniento em outras regides do dominio e o consequente
despgfgigio de recursos. Esta questdo ¢ ainda mais grave em problemas 3D. |
[ASIDIRIR I IS B

As malhas estruturadas podem ser do tipo-H, tipo-O ou do tipo-C.
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Fig. 1.9 — Malhas estruturadas (a) Tipo-H, (b) Tipo-O e (c) Tipo-C

Estas designagdes derivam da geometria das linhas da malha. A Figura 1.9(a)
representa uma malha tipo-H, que quando projectada num rectangulo tem diferentes fronteiras
logicas: este, oeste, norte e sul. Na malha com estrutura tipo-O, um conjunto de linhas da

z

matha € “ilimitado”, se as linhas da malha forem tratadas como linhas de coordenadas e se
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seguirmos as coordenadas em torno do cilindro, estas irfo crescer indefinidamente. Para se
contornar este problema, tem de se introduzir um “corte” artificial no qual as coordenadas do
ponto saltam de um valor finito para zero. Neste corte, a malha pode ser de fronteira mas os
pontos da vizinhanca tém de ser tratados como sendo pontos do interior da malha, em
contraste ao tratamento aplicado as fronteiras de uma malha do tipo-H. Em malhas do tipo-C,
pontos em por¢des de uma das linhas da matha coincidem, requerendo a introdugio de um
corte similar ao encontrado nas malhas do tipo-O. Este tipo de malhas é muitas vezes
encontrado em solidos com arestas pontiagudas nos quais este tipo de malhas é capaz de
promover uma boa precis@o de calculo. | ol
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Malhas estruturadas por blocos
“ Com o objectivo de contornar algumas limitagSes associadas a utilizagio de malhas

!

estruturadas convencionais, foi desenvolvido o conceito de malhas estruturadas por blocos.
Neste tipo de malhas existem dois (ou mais) niveis de subdivisdo do dominio de solugéo [25]. ™
Num nivel mais grosseiro existem blocos logicos com regides relativamente largas do o
dominio; a sua estrutura pode ser irregular ou podem sobrepor-se. Em niveis mais finos
(dentro de cada bloco) é criada uma malha estruturada. Neste tipo de malhas é necessario um s
tratamento especial nas interfaces dos blocos. Na Figura 1.10 é apresentada uma malha

estruturada por blocos com continuidade nas interfaces que mapeia uma geometria 2D em

torno de um cilindro, e cuja geometria contém trés blocos. -
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: . . Fig1.10-Malha estruturada por blocos, com 3 blocos [13] L
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Na Figura 1.11 esta ilustrada uma malha estruturada por blocos sem continuidade nas
interfaces que foi usada para mapear o dominio em toro deuma asa. e o 7
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Neste caso foram utilizados cmco blocos. Este exemplo 11ustra a ﬂexnbnlldade destas
malhas quando comparando com as malhas estruturadas simples, pois permite o uso de
malhas mais finas em regiGes limites onde ¢ necessdria maior precisdo de calculo. A interface
sem continuidade pode ser tratada de uma maneira totalmente conservatlva A programaqig .
deste tipo de malhas é mais complexa do que a dos casos anteriores. Programas desenvolvidos
para malhas estruturadas podem ser aplicados por blocos e dominios de fluxo complexos
podem ser tratados com essas malhas. E posswel refinar as malhas localmente isto é dentro
de algum bloco. - -

Existem ainda malhas estruturadas por blocos com sobreposu;ﬁo conforme ilustrado

P'Hu.« (1‘v’1

na Figura L12. o
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Flgl 12 — Malha estruturada por blocos com sobreposicfio [13]
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Na regidio de sobreposi¢io, as condigdes fronteira para um bloco s3o obtidas fazendo a
interpolagdio com o outro bloco. A desvantagem destas malhas é que a conservagdo ndio é

garantida nas fronteiras do bloco. As vantagens desta aproximag#o sdo a forma mais simples

movimento: um bloco ¢ anexado a um corpo e move-se com este, enquanto que uma malha

com que os dominios mais complexos sdo tratados e pode ser utilizada para seguir corpos em
estatica cobre a regido fixa.
|
|
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Para geometrias muito complexas, o tipo mais flexivel de malhas é o que consegue
adaptar-se sem quaisquer limitagdes & fronteira do dominio de solugdo, designadas por malhas

ndo estruturadas, conforme ilustrado na Figura 1.13.

Fig.1.13 - Exemplo de malha nfo estruturada

Teoricamente, estas mathas podem ser usadas com qualquer método de discretizagdo,
mas adaptam-se melhor as aproximagdes por volumes finitos ou por elementos finitos. Os
elementos ou volumes de controle podem ter qualquer forma e nio hé qualquer restri¢io ao
nimero de elementos vizinhos ou vértices. Na pratica, malhas feitas de tridngulos ou
quadriléteros em 2D e tetraedros ou hexaedros em 3D sdo as mais frequentemente usadas. A
vantagem da flexibilidade é compensada pela desvantagem da irregularidade da estrutura dos
dados e aumento de complexidade e formulagdo. A matriz do sistema de equac3es algébricas
j4 ndio tem estrutura diagonal regular; a largura da banda necessita ser reduzida por
reordenaglio dos elementos. Os algoritmos que resolvem os sistemas de equagdes algébricas
sd0 necessariamente mais lentos que os algoritmos para malhas estruturadas.

As malhas ndo estruturadas, usualmente, sdo usadas com elementos finitos e,
crescentemente, com volumes finitos. Os codigos computacionais para malhas ndo
estruturadas s3o mais flexiveis, nio necessitam ser alterados quando a malha ¢ localmente

refinada, ou quando elementos ou volumes de controle de diferentes formas sdio usados,

contudo, a gerago de malhas e o pré-processamento sio habitualmente mais complexos.
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Este trabalho esta dividido em cinco partes. No Capitulo 2 sdo referidos os conceitos ;;;
matematicos e fisicos subjacentes as equagbes governantes do escoamento dos fluidos,
referindo-se as equagbes de conservagio da massa, quantidade de movimento e energia. Estas
sdo apresentadas na forma de uma equagio geral do transporte, sendo efectuada a sua
discretizagdo para o caso particular em estudo, isto é, para problemas estacionarios € com
termo convectivo nulo. o
No Capitulo 3 ¢ feita a descricio do cddigo computacional desenvolvido,
evidenciando as funcionalidades implementadas nas subrotinas e fungdes utilizadas, o qual
permite calcular a distribui¢dio de uma quantidade escalar no espago 3D e utilizando malhas
ndo estruturadas, permitindo deste modo resolver problemas estacionarios e sem termo
convectivo. o el
No Capitulo 4 é efectuada a validagio do codigo desenvolvido, tanto através da
comparagido dos resultados previstos pelo programa com resultados obtidos analiticamente,
como com resultados obtidos por codigos comerciais. ;, ;.. ¢ ¢ .3
Finalmente, no Capitulo 5 s3o apresentadas as conclusdes deste trabalho e

identificados desenvolvimentos possiveis para o futuro. 57 wufism 2oty wr a9 b

o T T, L o . C e s P . Y .
1 BTN 1Y S T EH LT S eL sy LG L e L T BT B T TR ST B 1] ERTCE RIS VT (L X DU Y TP Ya
DR ovamgre it e i [T R TR B B TR O D NP R A RR AR D A0S ) S S T PEEN AT N A by e T .S";f

L ?.‘.")[:J\"m‘u.- Sheoaitar el w07 L0 E s G i Lad Ol

i, i T SROH AR TIEENNNE & C ey P A A SRR - et ey S : D
P M B R R N TR ALY A GBS Raa U ST OOERY g M 0 an e A L e g bt RIEASIY
£

weudy 1 I R T “ o SOTITRE s f e . [P . 'y H § .
PIB G by ten nh annben PRI B IS T {,I‘Jig shindtane s ehrithidia o mmsegng

P S . e ey gt T e P T P . e . t o
S OVER AT E A LRSS WA I WA B T 24 abr Aridany Cagsbinnh o Dhi e s B g GuE L o sl

o [ EUPENE S . 1 L5 ot . . N - :
W RLIRONET The Bleenuttt Soust Ghowonnn s st oaousd viipoes e o7 s
L3y E%‘ffzqf,:.. X Gl ABETI s BB e ERVTES IR IR ERIN M S L FE R T BTNt BT SRy R 0

DR o A e e e i eoep by ®

T e s
ar g e i : wryered ey f‘
} PRI TRV L I ! i it YRR Selbo D Cai 4
b singr N i 5 N i1 . if i . “

s ISR RS i) N 3 ba ¢ + R LR 3 e ' : TRV R i
SETE LRl boepuifte ' Yoo :
LR AU TR S SIS SR BT S e i o gabifgy o 0 aa it |58 SR S S YR RS TS R <y

i [ R o Dpbiceyim v s : ol . . H foras

el oy s 2e i v waicyigty R L e R T A1 RPN S FER CoUMEE Y, ta #.%j.‘n
iy P TR TR N ER LT T N R FE s T S R R PP FVERPT SR W
SRS SIS RN PR S RN R RN PR N A B I M 8 O e IR L ; PR THATIR S AU JaTiod ik A

26



7 - O Método dos Volumes Finitos - .. . . ... ... . .

O conceito chave usado durante toda a formulagdo de Volumes Finitos é o principio de
conservagio de uma determinada quantidade fisica expressa pelas equagOes governativas
sobre qualquer volume finito, também denominado volume de controle.

" O dominio é discretizado num conjunto de volumes de controle ndo sobrepostos, que
podem ser irregulares no tamanho e na forma.

Os valores de uma variavel ¢ sdo armazenados no centroide dos volumes de controle,
ou seja, nos vértices dos tridngulos da malha. As equagdes discretizadas da variavel

dependente ¢ sdo obtidas integrando a equagdo governativa sobre cada um dos volumes de

controle no dominio.

O processo de discretizagdo torna-se mais conveniente reconhecendo-se o facto que
todas as equagdes governativas relevantes possuem uma forma comum, isto ¢, a forma da
equagdo geral do transporte.

As equagbes que governam o escoamento de fluidos séo as equagdes de conservagio
da massa, quantidade de movimento e de energia [2], escritas no sistema cartesiano de

coordenadas, seguintes:
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As equagBes anteriores podem ser escritas de uma forma geral para um campo escalar ¢

-

cOmo uma equagﬁo geral de transporte na forma tensorial
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ou na forma divergente
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que no caso particular de problemas estacionarios, em que -gt-(p¢)=0, e onde o termo

convectivo é nulo, V(pug)=0, fica reduzida a
V(IV$)+S,=0 (2.6)

Assume-se que o dominio do problema esta dividido num conjunto de volumes de

controle e que cada volume de controle p é limitado pelos planos mediadores de cada um dos

segmentos de recta [ pi] , que une p a cada vértice i vizinho, conforme ilustrado na Figura 2.1.

i

A\

Fig. 2.1 - Volume de controle associado ao vértice p da malha

As equagdes discretizadas da varidvel dependente ¢ s3o obtidas integrando a equagdo
governantiva sobre cada um dos volumes de controle do dominio. Portanto a equagio

V(TVé)+ §, =0 dé origem a uma nova equagdo por cada vértice p da malha, ou seja, tendo

como ponto de partida a equag8o (2.6) integrando no volume de controle AV

o A'[V V(TVg)aV + Ajy Sdv=0  (27)

pelo Teorema da Divergéncia

& [TVgndd+SAV =0 - (28)
A

onde o primeiro termo pode ser substituido por um somatério do integral em cada uma das

faces do volume de controle.
= jra—? |+SAV =0 (2.9)

O primeiro termo da equagdo (2.9) pode ser discretizado da seguinte forma:
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dA (2.10)

- para faces internas IT Z _?b”
4 D1

- para faces de fronteira onde o fluxo ¢ conhecido IT 13%—dA7 (2.11)
4

Linearizando S, isto é, S =5, +S5,0,, obtém-se
jT S, +S,0,)AV =0 (2.12)

Como temos n equagdes (uma por cada volume de controle) e n incognitas @,....4, 0

sistema é resolavel se as n linhas do sistema forem linearmente independentes.
A construcdo deste sistema requer a definigdo dos volumes de controle. Os volumes de

controle sdo definidos no espago tendo como base o método de Voronoi no plano.
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2. 1 Dlagrama de Voronoi e Triangulagdo de Delaunay
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E um facto notavel que conceitos aparentemente simples possam muitas vezes levar a
novos campos de investigagdo e encontrar extensas aplicagdes em muitas e diversas areas.
Este fenomeno é bem ilustrado pelo Diagrama de Voronoi e o seu dual, a triangulagio de
Delaunay. Embora tenham sido formulados no inicio do século XX, muito antes da ascensédo
da computagio cientifica, estas ideias geométricas fundamentais encontraram recentemente
um vasto leque de aplicagdes como €é o caso da interpolagdo de dados, da analise de imagens
em medicina, da animagdo computacional e da geragdo de malhas [26-34].

A triangulagio de Delaunay de um conjunto de pontos € O seu dual geométrico, o
diagrama de Voronoi, sdo conceitos extremamente férteis que tém sido assunto de
investigagdes teoricas consideraveis e tém encontrado numerosas aplicagbes praticas. O
diagrama de Voronoi marca a regido do espago que fica mais proximo de cada ponto do que

de qualquer outro ponto, isto ¢ ilustrado no espago 2D pela Fig. 2.2.
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Fig. 2.2 — Diagrama de Voronoi

Os poligonos formam o diagrama de Voronoi, formando uma parti¢do do espago a
volta dos pontos. Cada poligono (isto ¢, a area em torno de cada ponto P) consiste na regigo
do plano que ¢ mais proxima daquele ponto do que de qualquer outro. As arestas do diagrama
de Voronoi sdo formadas pelas bissectrizes perpendiculares as linhas que ligam pontos
vizinhos, e, por isso, cada vértice ¢ o circuncentro do tridngulo formado por trés pontos. Isto
determina uma Unica triangulagdo conhecida como triangulagdo de Delaunay e ¢ tal que o
circulo que circunscreve cada tridngulo ndo contém outros pontos que n3o os que formam o
proprio tridngulo.

Estes conceitos podem ser generalizados para ordem superiores. Em particular, a
triangulago de Delaunay em 3D ¢ a tnica triangulagdo tal que a esfera que passa pelos quatro
vértices de cada tetraedro ndo contém outros pontos para além dos quatro vértices do
tetraedro. Em duas dimensdes, pode ser mostrado que este critério é equivalente a propriedade
que selecciona a triangulago que maximiza o minimo dos seis dngulos em qualquer par de
dois tridngulos que formem um quadrildtero convexo. Parece n3o ser conhecida
caracterizagdo equivalente em trés dimensdes, mas o critério do circulo pode continuar a ser
considerado como seleccionando uma boa triangulagdo para um conjunto de pontos dado.

Na Figuras 2.3 ¢ apresentada (a azul) a triangulagio de Delaunay para o mesmo

conjunto de pontos da Figura 2.2.
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Fig. 2.3 — Triangulagio de Delaunay

O procedimento implementado neste trabalho para a criagdo do diagrama de Voronoi é

descrito no capitulo seguinte.
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3 — Cédigo Desenvolvido

Para a resolugdo do tipo de problema propostds por este trabalho foi desenvolvido um
programa que ¢ descrito em seguida, que tem como dados de entrada um ficheiro “input.ixt”’
com informagdes relativas ao numero de nos, faces e tetraedros da malha, assim como
informagdes tais como uma determinada propriedade ou o seu fluxo, nos vértices ou faces
fronteira da malha em que estas informagdes sdo conhecidas. O programa tem como resultado

um ficheiro “output.txt’ de dados com a solugéo do problema.
3.1 — Fluxograma do cédigo
O algoritmo do codigo desenvolvido esta ilustrado no fluxograma representado na

' Inicio I

v
Calculam-se os circuncentros
dos tetraedros e das fronteiras

Figura 3.1.

A
Verifica-se a malha

A
Determinam-se os
coeficientes do sistema
de equagdes

A

Resolve-se o sistema
de equagdes

A

Elabora-se o ficheiro
de resultados

v

Fim

Fig. 3.1 — Fluxograma do codigo desenvolvido
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Na determinagdo dos coeficientes do sistema ainda se podem detalhar os

procedimentos de acordo com o fluxograma da Figura 3.2.

p:=1

;

Determinam-se os
vértices 1 vizinhos de p

P =1

Calcula-se a area
associada a aresta [pi]

A

— Calculam-se os _
i:=i+1 coeficientes do sistema p:=ptl
associados a [pi] e a [ip]
Nido

Ja foram considerados
todos os vizinhos i de p?

A

Sim

:

Calculam-se os coeficientes do
sistema relativos as fronteiras que
tém p como vértice e fluxo imposto

a foram considerad
odos os vértices p

o)

Sim Néo

Fim

Fig. 3.2 — Fluxograma da determinagio dos coeficientes do sistema de equagdes
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3.2 - Descri¢io detalhada de cada ponto S IR T T P TR LN R VI R v AP

No inicio do programa é executada uma “subrotina inpusdat()” que 1é os dados de
entrada do ficheiro “input.txt” e grava-os em variaveis para consulta ao longo do programa. ~ «

Para a aplicagio do Método dos Volumes Finitos ¢ necessiria a definicio dos
Volumes de Controle (VC) a partir da malha fornecida como dado de entrada para o
programa. Para a definigdio dos Volumes de Controle é construido um diagrama de Voronoi
no espago, isto é, é associado a cada vértice p da malha o conjunto de pontos do volume em
estudo que est3o mais proximos de p do que de qualquer outro vértice da malha. Tal conjunto
de pontos, associado ao vértice p da malha, é um poliedro pois € limitado por faces que estdo
a igual distancia de p e de outro vértice i da malha, sendo i cada um dos vértice que estdo
ligados a p por uma aresta da malha. Na defini¢do deste poliedro associado a p € feita uma
restrigio, que é o facto de as faces do poliedro associado a p estarem associados a arestas da
matha, o que nem sempre é verdade, o poliedro também pode ter uma face que nfo estd
associada a nenhuma aresta da malha. Na Figura 3.3 est4 ilustrado um caso, em duas

dimensdes, que se teria de considerar mais um lado do volume de controle para além dos

- . g I Foan oobeyt
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lados associados a cada uma das arestas [pi] da matha.

Fig. 3.3 — Volume de controle em 2D.

Neste caso, o volume de controle associado ao vértice C da malha, para além de estar limitado
pelas mediatrizes de [AC] e [BC] também ¢ limitado pela mediatriz de [DC] ndo estando D
ligado a C por uma aresta da malha. Portanto, uma limitagio que é imposta pelo algoritmo
desenvolvido é, cada tetraedro da malha ter o seu circuncentro no seu fecho (interior ou
fronteira), excluindo assim este tipo de limitagéio do poliedro associado ao vértice p. Para

verificar que a malha de entrada para o programa tem esta propriedade, ¢ verificado para cada
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tetraedro se 0 seu circuncentro pertence ao seu fecho através da fungdo “vermalha”
pormenorizada a seguir.
O ST ¥ 110 T LYY 218 3 T 10 R TP (P (VDR S Gttty b ol
e funglio vermalha() < iilienou s aasn o v a5 Y s il b dhingiie
Esta fungdo verifica se a malha tem uma propriedade essencial para prosseguir o
programa, que ¢ o circuncentro de cada tetraedro pertencer ao interior ou a fronteira do
proprio tetraedro, que € equivalente a verificar se as faces de cada tetraedro sdo tridngulos
rectingulos ou acutdngulos, utilizando o Teorema de Tales que afirma que se o circuncentro -
de um tridngulo estiver localizado num lado do tridngulo, o angulo oposto a este lado sera
recto. Determina também que se o circuncentro estiver localizado dentro do tridngulo, este

sera acuténgulo; se o circuncentro estiver localizado fora do tridngulo, este sera obtusingulo.

Portanto, para cada uma das faces dos tetraedros se se verificar  #i: 5151 e o 1 aohnuil
A SEYANTE ey adan SOV 2 2 2 Vit E DU PRt CREY BT B T TR PR ST R Ay |
FHY S8 T Ak b Al t h SC’I +cz (3 1) i 5 i3

sendo h o lado maior do tnﬁngulo ec e ¢, o outro dms lados, s1gmﬁca que se pode

Td P T VIR, e Wi A it ol e sl Talay

prossegulr com o programa.
~ Se o circuncentro de um determinado tetraedro pertencesse ao exterior do proprio
tetraedro, isto significava que o volume de controle podia ser limitado por mais uma face

como esquematizado na Figura 3.4 (linha a vermelho).

: : i N U b : . o : P . R T g Coeen b gl o
Ot TRt v e e, SR ot L R I PR A S N TP TN S Vi PR LIS SV Pt SRR R U S RN IS Y R

Flg 34- Clramcentro de um trifingulo no exterior do tridingulo

S I R
Se a malha ndo verificar a propriedade indicada anteriormente, O programa para e

aparece uma mensagem mdlcando que a malha ndo é propna

: | . . L s Py s ir I T e P P I O S PRI
RTINS AR R R AT T I AT TRt L LA r’ ERER BRSNS ARV BT RV TN
y NP .o, e H : Ty, et TR LI EY R {ry '5!"': i
BORT WTEG SN G Sl D SR 00T ety 0 L g chinning gl s s tn ety
! .
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Para a determinagio dos circuncentros dos tetraedros e das faces fronteira que sdo
necessarios ao longo do programa sdo utilizadas as subrotinas “circun3”, “circun4” e “esfera”.
o subrotina circun3(A,C) . oo

Esta subrotina calcula o centro C da circunferéncia que contém os pontos

A=[X1, X2, X3] , ou seja, calcula o circuncentro dos pontos A=[X1, X2, X3] .

Para o calculo do circuncentro de um tridngulo s3o considerados os seus trés - -

vértices 4 =[ X, X,, X,]. O circuncentro do tridngulo ¢ a intersec¢do dos planos mediadores
de [X,X,], [X,X,] e do plano definido pelos trés pontos 4 =[X;, X, X;].

O plano mediador de [X,X,] é X,X,e(x,y,z)+d=0 e contém o ponto médio de

[X,X,]. ou seja, X, ;Xz . Daqui resulta que

X,Xzo(x’;ijz—d 62

O mesmo raciocinio ¢ seguido para[X,X,]. O plano que contém os pontos A=[X,, X,,X,]

tem vector normal X, X, x X, X, e contém o ponto X, (por exemplo) por isso
(XX x XX, ) X, =—d (3.3)

Por isto, o circuncentro do tridngulo A=[X,, X,, X,] é a solugdo do sistema

Xleo(Xngz)
X\ X, X X X
X1X3 Y11= X1X3'( 1-; 3) 4}:_‘\v(3-4)
X x XX, |L? N
o o (X1X2XX1X3)° 1

uma vez que é a intersecgdo dos trés planos definidos antes.

o funcio circund()
Esta fun¢io determina os circuncentros de todos os tetraedros e das fronteiras,

utilizando a subrotina “esfera” e grava-os.

LIPS VAL H
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¢ subrotina esfera(A,C,r)

Os dados de entrada desta subrotina sdo uma matriz A=[X;, Xz, X3, X4] sendo X;, Xa,
X3 e X4 pontos do espago, e os dados de saida sdo o vector C, com as coordenadas do centro
da esfera que contém os pontos de A na sua superficie (circuncentro do tetraedro que tem
como vértices os pontos de A), er, o raio de tal esfera.

Para o calculo do circuncentro de um tetraedro sdo considerados os seus quatro

vértices [X,, X, X,, X,]. O circuncentro do tetraedro é a intersecgdo dos planos mediadores
de [X,.X,], [X,.X;] e[X,X,].
O plano mediador de [ X, X,] é

X X,o(x,y,2)+d =0 (3.5

e contém o ponto médio de [X X, ] , OU seja, —XL-;—z(l . Daqui resulta que

X,Xzo(X‘;Xz)z—d (3.6)

Seguindo o mesmo raciocinio para [X,X,] e [X,X,] obtém-se o seguinte sistema:

I 4 \]
o AEE2q
XX | P
XX ||y |=| T o[ S 3.7
e \ J
X]X‘; z 4
XX, X +X,
| 2

A solug@o deste sistema ¢ a intersecgio dos trés planos mediadores, isto é, o centro da

esfera que tem na sua superficie [X 15 X2 X X 4] , Ou seja, o circuncentro do tetraedro.

Para a determinagdo do raio basta calcular a distancia entre o circuncentro do tetraedro

ja calculado e um dos vértices, por exemplo X;.

Ao longo do programa, nomeadamente para a resolu¢io de sistemas, é utilizada a

fungio “det”.

e funciio det(A)
Esta fungdo calcula o determinante da matriz 4 € M, ; (IR)



Para a determinagio do sistema de equagdes associadas a cada um dos vértices da
malha, cuja solugio é o vector da propriedade em estudo nos vértices da malha, é utilizada a
subrotina “sistema” que por sua vez necessita de outras fungdes e subrotinas referidas em
seguida. Cropipians oRul

B I Y A PR PR T N I ]rf}i 1L B OSLR et o 6 B o ok e
o funcio area3(A) S OO P PP AT PSP I P NP N BTN

Esta funcdo calcula a area do tnangulo que tem os vértices A*[Xl X2 X3] usando o

facto de a 4rea de um paralelogramo ter o dobro da area de um tridngulo se estes partilharem ...

trés vértices como os da Figura 3.5. DAL N D B e s i

X2

X1 X3

Fig. 3.5 — TriAngulo e paralelogramo com 3 vértices comuns

Assim sendo ]

R (3.8)

ob chpinish gy el s e o st wn : R SR EER U TR L

(ISR RAER LR IR

uma vez que a 4rea do paralelogramo pode ser calculada através do produto esterno

i N L oo . . y H u‘
S R N A P T s R A

4 XX, x XX )

paralelog ramo = ||

g Gl She 1 b s Lnonieei b oemns ol e b
o subrotina tetcontp(p) - 3 et atgges Dby ek
Esta subrotina identifica os tetraedros que contém p como vértice. o e e
B e R T RIRTIEE Rt SEETUN P PY:S T SR PR SRR LA LY Gohe ‘.v?‘r.u;'__!#"& iR e HrERIE e e ey b EE T O
o funcio tetviz(il,i2) , . , l Lo
) : i EE : T T S O MR A T

Esta funggio verifica se dois tetraedros tém uma face em comum.
U T T At

S NS AR TLITIEA TN Bhiehl,.ﬁn S T N R T L T TRV I
Y

e funciio vertviz(il,i2)

Esta fungdo verifica se existe alguma face que contenha dois vértices especificos.

e subrotina vertvizp(p)

Esta subrotina determina quais os vértices que partilham uma face com o vértice p.

39




TR TS At S S R TR

e subrotina tetconpi(p,i) "~

Esta subrotina determina quais os tetraedros que tém p e i como vértices. < i il

o funcio areapi(p,i) atiigihe
Esta fung¢do calcula a area associada a aresta [pi], isto €, a area da face do volume de

controle definido a volta de p que pertence ao plano mediador de [pi]. AR RIS
Considere-se a aresta [pi] e os circuncentros dos tetraedros que contém [pi] como

aresta, este conjunto de pontos define um poligono que ¢é a face que limita o volume de

controle associado ao vértice p na direcgéo da aresta [pi]. I S IV URR S A R Y.

NI
bbby n

H s iy LR
SR LR R F AN

’
Fig. 3.6 ~ Face do VC associado a aresta [pi]

Qualquer um destes circuncentros estd 4 mesma distdncia de p e de i (por defini¢io de
circuncentro) por isso estes circuncentros definem o plano mediador (associado a [pi]) que

ira limitar o volume de controle, isto é, uma face do volume de controle sera um subconjunto

deste plano. .
O volume de controle associado ao vértice p da malha é constituido pelo conjunto de

pontos do espago que estdo mais préximos de p do que de qualquer outro vértice da malha, ou
seja, € o subconjunto do espago limitado pelos planos mediadores de [ pi] com i a pertencer

ao conjunto de vértices da malha que estdo ligados a p por uma aresta. Como os circuncentros

sdo intersecgdes dos planos mediadores, cada face do volume de controle tem como vértices
T

circuncentros.

*

A érea da face associada a [ pi] € calculada dividindo-a em trifingulos confdrme

ilustrado na Figura3.7.

. . . : N \
ST g e sl e ey St

T I L L T S IY S W LT Er T BT IS
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Fig. 3.7 - Divisdo da face do VC associado A aresta [pi] em tridngulos

em que M ¢ o ponto médio de [pi].

Além de circuncentros dos tetraedros que contém [ pi] , este sector de plano também
pode estar limitado por faces do sélido, por isso, para além de circuncentros de tetraedros o
sector de plano também pode ter como vértices os circuncentros dessas faces
(necessariamente zero ou duas). Portanto a face que limita o volume de controle tem uma das

seguintes formas:

|

Fig. 3.8 — Possiveis tipos de faces do CV associado a aresta [pi]

Para o célculo desta drea os circuncentros (dé faces e de tetraedros) sio ordenados de
modo a que (caso existam) os circuncentros das faces fiquem na 1° € na ultima posig#o. Para

esta ordenaglio processa-se de acordo com o fluxograma da Figura 3.9.
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Inicio

Nio Exmtem. faces Sim
fronteira?
Grava-se o Grava-se o
circuncentro de um circuncentro dft
tetraedro qualquer | .. iwiiioon. oe. oo | uma face fronteira
l v y :
. W e s
Grava-se o circuncentro Grava-se 0 circuncentro ’

. de um tetraedro que
partilha uma face com o

de um tetraedro que

1 a8
partilha uma face com o

anterior anterior 1 ahon
) , e l - TeeFad
w PANERS TN P “;i o 4 b H E )“}
Ja foram Nio Ja foram R B
consx.der ados tOng considerados todos Nio
$ circuncentros? os tetraedros?
Sim Sim

Grava-se o circuncentro da
outra face fronteira

YT T,

[ EER IR VIS R R0 S P

R R S TS J 1 A BRI ST R R R eLY)

Flg 39- Fluxograma da ordenacﬁo de circuncentros.

.
A . . VY Eui See g . S 4 Iox
A I RTRER TS TR [ A R I TS R ST

o v;:u,’:i L0 Pkt P 2 R VR ahy S e i nh T aniadr aah

Uma vez ordenados os circuncentros, a area da face associada a [pi] é a soma das areas

dos tridngulos em que a face associada a [pi] pode ser dividida.

e funcio dist(il,i2)

Esta fungdo determina a distincia entre dois vértices.
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e subrotina sistema(n,A,T,S,Sp)
Nesta subrotina, para cada vértice p da malha, a volta do qual foi definido um volume

de controle, é definida uma equagdo idéntica 4 equacdo (2.12) o que permite criar um sistema

de equagdes com a seguinte estrutura
a8, =Y b, +Sy (3.10)
nb
onde a, ¢ o coeficiente do termo central, a, sdo os coeficientes das células vizinhas e §, o

termo independente.

Uma vez determinados todos os coeficientes do sistema, este ¢ resolvido recorrendo a

subrotina “solvsist”.

¢ subrotina solvsist(n,A,e,x)
Esta subrotina resolve o sistema de equagdes Cx=B, sendo C a matriz n x n constituida
pelas n primeiras colunas de A e B a matriz igual & (n+1)-ésima coluna de A, pelo Método

dos Gradientes Biconjugados com Pré-condicionamento [35-39]. O processo de célculo

implementado esta apresentado na Figura 3.10.

Meétodo dos Gradientes Biconjugados com Pré-condicionamento para o sistema AX=b

X, = Vector inicial

g = parAmetro de paragem (neste caso €)

r,=b—-AX,
rNo:ro |
k=0

N
M= B, A=1-B <& B=A4+I,1amatrizidentidade

k=0

N ) ‘
M=) B~y B =4"
k=0 k=0

<

Nao

dig>
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Nao

Sim

k=k+1
Resolver Mz, , =r,, — z,,
Resolver M zk (= Z,
Nido Sim
O método
Sim P=2 falha
\ =3
-
Zk~1 rk—l
B = =
Zr a2l

P =2+ By

~ a ~

D=z + By Py

W, =Ap,
WN’ =4 p,
a, = zljr;—l Ve
J A
X, =X,,+a.p,

n=n,-aW,

h=h,—a, W,

Fig. 3.10 — Fluxogramado Método dos Gradientes Biconjugados com Pré-Condicionamento.



No final do programa é gerado um ficheiro de saida através da subrotina “output”.

e subrotina output(n,x)
Esta subrotina produz o ficheiro “output.dat” que permite visualizar a solugdo do

problema no programa “tecplot 360” [40].
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4 - Exemplos

B T VT BT RN (O T S S s S PP LS B O IY S ORI L B TTTR I o
BIRTUO obary aphideo saluntae anatangest

At el

Nesta sec¢fio serd apresentada a validagio efectuada ao codigo implementado, com

este objectivo sio apresentados trés grupos de exemplos da aplicagdo do programa
desenvolvido e respectivas comparagdes tanto com solugdes obtidas teoricamente, quando

possivel, com

......

4.1 — Exemplos 1

4.1.1 - Exemplo 1.1: - o v |
Considere-se o problema sem geragio de calor interno numa barra isolada cujas
extremidades sdo mantidas a temperaturas ¢ constantes de 100°C e 500°C respectivamente e
conductividade térmica I'=1000w/mK [1]. Este problema unidimensional [41-43] est4
representado na Figura 4.1.

Fon oD siEEeo b eobids anbietneg s eel oo A

4 als «‘_;;S‘l“.,'!‘.,.{

X=0 0.5m . X=05
A B
d=100 Pe=500

Fig. 4.1 - Barra isolada com temperatura imposta nas extremidades

et oo

A equagdo governante deste problema ¢

V(I'Vg)= 0 & %(I‘ %} =0 , pela definigdo de gradiente @.1)

o %i:.z C, ,C €IR ,integrando 4.2)

d
E¢ C elR 43)

=]l

- (4.4)

o ¢(x)= %x+Co ,C,,C, € IR , integrando ;.. ,
Através das condigdes fronteira ¢(0) =100 e ¢(0.5) =500 obtém-se

[N T TR H R T H S T U ¢(x)=800x+100 NIRRT (4.5) AT 1 el ] e stnn’)

e aidarg o teylozet e eaoustney sheeoad DB pugarone sl e o ARG
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Para a resolugio deste problema foram geradas duas mathas: M1 (com 24

vértices) e

M2 (com 176 vértices), respectivamente, representadas nas Figura 4.2, juntamente com as

respectivas solugdes obtidas pelo programa.

Temperature

M1

fni 340

&

317 Fig. 4.2 - Distribui¢io da temperatura na barra com temperatura imposta nos extremos

Coeg {Eh-tid lenowusmbinn steokdog viedd 1] bt

480

460

A40 iy gpey
420
400
380
360

320

300

280

260 41
240

220

200

180 ¢ &
160

140

120

DR LSS

footirst abhohravdeers

TR

A comparagdo dos resultados obtidos pelo programa com a solugdo analitica é feita no

gréfico da Figura 4.3.

[P y . e
gy o~ i v
“‘M!M R v T PR L AT ) VAR A b RAKH € F% L RMEAC SRR 1 t‘*m"!'lﬁ;‘
k3 9
LS i
13 I ¢
900 ¥ e : SN YO RS TR BN, Gt v R S e S § mu,.ng
' 5 A,
g g ‘u‘,} LR
400 g PTG FIR RN PR T APeS TR S RO A
“-* Analitica
30
«© "
g ool 0" Ml
YRR b : o
m 6C+” M2
Ay .
- i ¢ e
0 ‘
far
20 L
Ry
N
150 IR P
\ )
10
1
50 1 1 1 Il i ] ! [l 1 i
0 005 01 0.15 02 025 03 0% 04 0.45 05
Fig. 4.3 — Gréfico da temperatura em fungfo da abcissa na barra
Gl cad ; SRS f:&‘ She TR gy o s FRL AL

Como se pode ver pelo grifico da Figura 4.3, é obtida uma solugo muito proxima da

analitica com uma malha grosseira ndo havendo vantagens em resolver o problema com
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malhas mais finas, excepto para a obtengio de resultados em mais pontos da barra. Isto 1
acontece pois a solugdo analitica é linear, e essa foi a aproximag#o considerada no processo
de discretizagio. - - - -

pen oo ey e laeg or ol e el e Gt ey e gy

4. 1.2 - Exgmplo 1.2: [SORE R Y [ FNRECERTE NS RER oo RN
A condugdo de calor numa placa de grande dimensdio, com espessura L=2 cm,

condutividade térmica I'= 0.5 W/mK, gerago interna de calor S.=10°W/m? onde as faces A
¢ B s3o mantidas a temperatura ¢ constante de 100°C e 200°C respectivamente [1], conforme
ilustrado na Figura 4.4. .,y soce srze tdse oo walyg 80 siuboonguisd sh o osits s oinin gl

ofites abiido eobeituret 2O clodiay 0t sk s e o lgtudingath

a bt o R ES Y AR A PRI SRS TR BRI R G I T IR B
A B ,
- ¢, 195 AN o
l‘, N l ) / ;
(AI
R S y -
e i { :
U . L - me
Ce ‘t 3 ! 5;‘
U 1 Fig. 4.4 - Placa com geragfio interna de calor e temperatura imposta em 2 faces

Este problema tem equagfo governante

SN d¢ S
ERI et ( )+S =0 (4.6) , !
,!.1:: B b dx\ dx ¢ ‘ |

cuja solug@o analitica pode ser definida por

d d ‘ : .
4(188),5,00 o 4(r#). s e

dag
o =-S dx 4.8
; 4.8
e T IR LR AT PO

& % =-§x+C, ,C,€lR ,integrando 4.9

Biza gaenisnn OF Hioe iYp

s c, TR et sl
fz_ If +F- C EIR BTN IR :')‘;j‘- (410) v 41\’;‘"!
S
dp=-"cx %dx ,C,eIR (4.11)
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RETS A A P PR A B

‘o p=-
I Hv\‘ Pk f":‘.A,:‘S""-“'("u.r ¥ Zr
Das condigSes

respectivos valores obtém-se a expressio da solugdo analitica do problema

#(x)=-10°x* +25000x+100  (4.12) BT

F +%x+'c, ,C,,C, e IR, integrando (4.12)

iniciais $(0)=100 e ¢$(0.02)=200e substituindko I' e §, pelos

oY
§

IR SN TR b e b el L il e
- Para a resolugio deste problema utilizaram-se 4 malhas: uma malha M1 com 12

vérﬁces, uma malha M2 com 16 vértices, uma malha M3 com 24 vértices distribuidos

homogeneamente e uma malha M3a com 24 vértices com os vértices mais concentrados onde

ha maior variagio da temperatura na placa, ou seja, nos seus extremos, uma vez que a

distribui¢io da temperatura na placa tem a forma de parabola. Os resultados obtidos estdo

representados na Figura 4.5 e com representago grafica na Figura 4.6.

Ml

M3a

Fig. 4.5 — Distribui¢fio da temperatura na placa

{v: bt Ly i1 } v

250
240
230
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180 !
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130
120
110

Temperature

A comparagdo dos resultados obtidos pelo programa com a solugfio analitica esta

representada no grafico da Figura 4.6.
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”’i Fig. 4.6 — Distribuigo da temperatura em fungfo da abcissa na placa 1,
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No gréfico da Figura 4.7 estfio representados os erros médios absolutos obtidos com as

quatro malhas.
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Matha 3

Fig. 4.7 - Erro médio absoluto
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Analisando o grafico da Figura 4.7 é possivel observar que quanto mais refinada ¢ a

malha que se utiliza para prever a distribvigio da temperatura na placa, melhores sio os

resultados obtidos, e para além disso, uma melhor distribuigéo dos vértices da malha, de

o

acordo com a variagdo esperada da temperatura, permite obter resultados melhores.

Com este exemplo mostrou-se um caso onde uma malha com mais vértices em zonas

do fluido onde foi detectada maior variagio da propriedade em estudo, permitiu obter

51




o

melhores resultados do que com uma malha com o mesmo nimero de vértices mas

homogeneamente distribuidos.

; ‘_ ;
4.1.3 - Exemplo 1.3:
Este exemplo, similar ao exemplo 1.1, trata-se de uma barra com temperatura imposta
num dos extremos e fluxo imposto no outro extremo, como esta representado na Figura 4.8,

com condutividade térmica I'=1000 W/m/K e sem geragdo interna de calor, e tem por

objectivo a validagio da implementagio de condigBes fronteira, neste caso, fluxo imposto.

X= , 0.5m X=0.5
A B

d¢
'¢A =100 SR L PR I T RO NP T S BEECRETER DI — | =1000"
dx

B
AT s T i
Fig. 4.8 — Barra isolada com temperatura imposta numa extremidade
e fluxo imposto na outra extremidade o
Este problema unidimensional tem a seguinte solug#o analitica .1
d(_d¢ d¢ .
—|I'—|=0 & I'—=C, ,C,€lR ,integrando 4.13
‘tr(: ‘tr) dx 0 0 1248 (4.13) |
a4 _% ,C, IR 4.19)
dx
C, .
o ¢S=?x+C1 ,Cy,C, € IR | integrando (4.15)
. d¢ )
Das condigdes ¢(0)=100 e E(O.S)leOO, e de I'=1000 obtém-se a expressio
analitica da solugdo P N O TR TUS B VYRR
#(x) =1000x +100 (4.16)

" Paraa resolugiio deste problema utilizando o programa desenvolvido, foi utilizada a
mesma malha com 24 vértices utilizada no exemplo 1.1. A solugio obtida através do e
programa desenvolvido esté representada na Figura 4.9. o
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'/ Fig. 4.9 - Distribuicio da temperatura na barra R g

A comparagdo da solugdo obtida numericamente com a solug#o analitica pode ser vista

no gréfico da Figura 4.10. \
'
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Fig. 4.10 - Distribui¢fio da temperatura em fung¢io da abcissa na barra

Como se pode constatar as previsdes sobrepde-se a solugfio analitica, pois como no

caso do exemplo 1.1, a solugdo é linear. . . ) . ,
. - S ey T o Debor s 0 aeboag nnup

PO

- % \ TP o r e >
v OF b anel s onbapa oy oBtes ann s T e maon B

4.2 - Exemplo 2 ) ;
G e
O segundo exemplo trata-se do problema da condugdo bidimensional em regime
permanente numa placa com temperatura imposta nos extremos, com condutividade térmica

I' =1000 W/m/K e sem geragio interna de calor, conforme ilustrado na Figura 4.11,




$=0 X

a

A
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Fig. 4.11 — Placa com temperatura imposta em quatro faces
¢ fluxo nulo imposto nas outras duas faces

i Gdeand o

cuja equagdo diferencial governativa é

\
|
\
Z8iZ%-0 (4.17)

¢ D¢
axZ ay2
e possui solugfo analitica [11]
sinh(—y)
2 ¢(x,y)=————-g——sin(ﬂ) (4.18)
(R F L0 B TIR S Sinh(” : a [TV TS R

Para este problema foi considerado a=b =1, e para‘ a sua résolugio foram geradas
quatro malhas: M1 com 3x3x2 vértices, M2 com 5x5x2 vértices, M3 com 9x9x2 vértices e
M4 com 17x17x2 vértices, que estdo representadas na Figura 4.12 com as respectivas

4 :
solugdes obtidas.
'_.“’u?i! Ty il '|< 1 ' [ ] I I ¢ Sl 3 - 3
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T YRt

Temperature

0.95
09
0.85
0.8
0.75
0.7
0.65
0.6
0.55
0.5
045
04
0.35
0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

Estas solugdes podem ser comparadas graficamente com a solugfio analitica calculada

M3 LIS RRUTITEE AP oMM e it ey ol

21 b gy,  Fig 4.12 - Distribuicdo da temperatura na placa obtida pelo programa ; ..stysdes weisivts
nos vértices de M4 representada na Figura 4.13.
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g1i¢ Fig. 4.13 - Distribuigio da temperatura na placa obtida analiticamente emM4  «: 1,110 )
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No gréfico da Figura 4.14 ¢ feita uma analise mais pormenorizada aos pontos da linha

com y=0.5, comparando os resultados obtidos com as vérias malhas com a solugfo analitica.
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— Solugio analitica
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09 1

Fig. 4.14 - Distribuigdes da temperatura em fungdio da abcissa na barra obtidas com o programa

Os erros absolutos méaximos em vértices da malha, comparando com a solugdo

analitica, obtidos para cada uma destas malhas estdo representados no grafico da Figura 4.15.

Afvauiel

°C

0.06

0.05 1

0.04 -

0.03 1

0.02 1

0.01

0+

Malha 1

Malha2

Malha3

Fig. 4.15 — Gréfico do erro absoluto mé4ximo obtido com cada uma das malhas

Como no caso anterior, 4 medida que se aumenta o refinamento, a solugdo prevista

melhora.
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4.3 - Exemplos 3 AT

43.1 - Exemplo 3.1:
Neste caso estuda-se a transferéncia de calor numa placa quadrada com 100 m de lado,

30 m de espessura e com dois orificios circulares, com raios de 10 m e 20 m, como indicado

na Figura 4.16.

Fig. 4.16~Placacomdoisoriﬁcioscomtemperaﬂmimpostaem¢iﬁatrofaoes
¢ fluxo nulo imposto nas outras duas faces

ol
O topo e a base da placa tém téﬁperaﬁxra imposta de 20°C, os lados da placa tém
temperatura imposta de 40°C e as outras duas faces da placa tém fluxo imposto nulo, as faces
que limitam os orificios tém fluxo imposto nulo. A condutividade térmica I' =1000 W/m/K e
ndo ha geragfo interna de calor. '
Para a determinacdio da distribuicdo da temperatura na placa foram utilizadas trés
malhas: uma malha M1 com 134 vértices, uma malha M2 com 620 vértices e uma malha M3

com 3335 vértices. Estas malhas permitiram obter os resultados representados na Figura 4.17.

A
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ig. 4.17 - Distribuigdo da temperatura na placa

R )

TR BT IR IR AR A0 & B T N ST J!

Ear Y S ACYS TR LI SR T

- Estes resultados obtidos com o programa podem ser comparados com a solugdo obtida

pelo programa “Cosmos” [44] numa malha M4 com 36 694 vértices representada na Flgura h
4.18.
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Fig. 4.18 - Distribuigdo da temperatura na placa obtida pelo programa Cosmos
Como se pode confirmar, 3 medida que aumenta o grau de refinamento da matha,

aumenta a preciso da solugéo.
{

4.3.2 - Exemplo 3.2: ' . :

Para este caso considera-se um problema idéntico ao 3.1 excepto nas faces voltadas
para os orificios onde foi imposta temperatura com valor igual a 30°C.

Para a resolugdo deste problema foram utilizadas as mesmas malhas que no exemplo
3.1 e as solugBes obtidas estdo representadas na Figuras 4.19 que podem ser comparadas com

a solugdo obtida pelo “Cosmos” representada na Figura 4.20.

e S A BT RI TP 1YL\ o1 s S EOUTOR TR ER LA B S
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Fig. 4.20 - Distribuigio da temperatura na placa obtida com o “Cosmos”

?u. - ‘..m.‘

Nos exemplos referidos até a este ponto os problemas foram resolvidos em 3D mas os
resultados tiveram formato 2D, o que era de esperar pelas condigdes de fronteira que foram
impostas. B
433 - Exemplo 3.3: |

Neste caso considerou-se uma placa com dimensdes iguais as da placa do exemplo 3.1
e condigdes fronteiras também iguais, com excep¢lio da face de trés da placa onde a
temperatura passa a ser imposta e com valor igual a 30°C.

Para a resolugio deste problema foram usadas as mesmas malhas que no exemplo 3.1
e as solugdes obtidas estdo representadas na Figura 4.21.
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Fig. 4.21 - Distribuigio da temperatura na placa
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Estes resultados obtidos com o programa podem ser comparados com a solugdo obtida

pelo programa “Cosmos” numa malha M4 com 36 694 vértices representada na Figura 4.22, e

pode-se concluir que os resultados previstos pelo c6digo convergem para a solugdo prevista

pelo Cosmos a medida que aumenta o grau de refinamento da malha.
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Fig. 4.22 - Distribui¢do da temperatura na placa obtida pelo programa Cosmos

Como este é um problema tridimensional faz sentido comparar os resultados em mais
pontos do que os do plano frontal, e para tal séo representados os resultados obtidos em trés
“fatias” do solido com trés diferentes cotas: z=30, isto é, contendo o centro do orificio maior;
z=50 e z=75, isto é, contendo o centro do orificio menor.

Para o plano z=30, estdo representados na Figura 4.23 os resultados obtidos com as

véarias malhas e na Figura 4.24 esta representado o resultado obtido com o “Cosmos”.

Ml‘ ‘ \A‘A’X‘

A

'}?s "\ /AQ &n‘l‘l r

BE o riees wshatde cohintingny oty o st

Tacien YO 0

M3
ANTAVANY
XN/ SN
F:g 4 23~ Dnsmbmcﬂo da temperatura no plano z=30 da placa

Temperature

Fig. 4.24 - Distribui¢fio da temperatura no plano z=30 da placa obtida com o0 “Cosmos”
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Para o plano z=50, estdo representados na Figura 4.25 os resultados obtidos com as
varias malhas e na Figura 4.26 est4 representado o resultado obtido com o “Cosmos”.
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Para o plano z=75, estdio representados na Figura 4.27 os resultados obtidos com as

varias malhas e na Figura 4.28 est4 representado o resultado obtido com o “Cosmos”.
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Fig. 4.28 - Distribui¢fio da temperatura no plano z=75 da placa obtida com o “Cosmos”

Como nos exemplos anteriores, os resultados obtidos pelo codigo desenvolvido
aproximaram-se da solugio dada pelo Cosmos & medida que o grau de refinamento das

malhas foi aumentando.

4.4. - Conclusdo;

Os exemplos analisados permitem concluir que o codigo desenvolvido apresenta
solugBes que se vlo aproximando das solugdes reais conforme o grau de refinamento das
malhas vai aumentando, em 1D, 2D e em 3D, facto que permitiu validar o codigo

desenvolvido.
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5 — Conclusodes

Os objectivos deste trabalho foram alcangados uma vez que foi elaborado um
programa que permite resolver uma equagdo genérica de conservagdo de quantidade escalar
em 3D, em regime estacionario € com termo convectivo nulo, utilizando o Método dos
Volumes Finitos, em malhas ndo estruturadas. O codigo computacional desenvolvido foi
testado, comparando os resultados obtidos por este com resultados conhecidos teoricamente ¢
também por comparagio com resultados obtidos com outro software.

O desenvolvimento deste codigo vai permitir um melhor aproveitamento de meios,
uma vez que, para varios problemas com geometrias complexas, as malhas ndo estruturadas,
suportadas por este programa, permitem que com um numero de volumes de controle menor,
(1) seja feita uma melhor aproximagao 4 geometria em estudo, (2) possa haver refinamento da
malha apenas nas 4reas de maior interesse, (3) pode ser feito um refinamento posterior em
determinadas areas sem alterar a restante malha e assim obter melhores resultados do que os
que se obteriam de outro modo. Este codigo permite ainda, devido a uma melhor utiliza¢do de
meios, obter melhores resultados em menos tempo.

Como continuagio deste trabalho, seria importante desenvolver o codigo
computacional elaborado de modo a poder trabalhar com termo convectivo e com problemas
ndo estacionarios. Atendendo ao facto de que o termo convectivo possui uma nova varidvel

que & a velocidade, a solugio desta equagdo torna-se mais complexa.
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