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Resumo

Nesta tese debrugamo-nos sobre trés problemas do dmbito da Teoria Musical usando ferra-
mentas mateméticas para compreende-los e soluciona-los.

O primeiro problema que nos propusemos analisar foi a enumeragio e classificagao dos
possiveis tipos de acorde no contexto de uma escala bem temperada. Esta andlise esteve su-
jeita a certos parametros como o nimero de notas da escala, o niimero de notas constitutivas
do acorde, o mimero de intervalos de meio-tom que ocorrem no acorde e o intervalo minimo
admitido no acorde (capitulo 3). Para tal, estudou-se a Teoria de Contagem de Pélya com
a linguagem da teoria de acgdes de grupo sobre conjuntos finitos (capitulo 2).

O segundo problema abordado foi a generalizagio do ciclo das quintas numa escala bem
temperada, tendo em vista a construgdo de escalas genéricas mas mantendo as propriedades
da escala tradicional (capitulo 4).

A tese termina com o problema do temperamento de escalas & luz da teoria das fracgoes
continuas (capitulo 5).

o



Conteudo

Resumo

1 Introdugao

1.1 Contextualizagdo Histérica . . . . ... ... ... ... .. ... .......
1.2 Preliminares sobre Teoria Musical . . . . . . . . . . .. .. ... ... ....
1.3 O Problema Central . . . . . . . . . . . 0 e e

2 A Teoria de Contagem de Pdélya

2.1 Alguma NotacBo Umal « v vis « cwww v wmems v cmusn o amans o wmo v o
22 AccOelde GRUPD w wis 5 sm v s 5 w6 5 §6 W8 ¥ @B s 8808 s 508 Wa 8 8
2.3 Polinémio de um Grupo de Permutagbes . . . . . . . ... .. ... ... ...
24 OLemadeBurnside . .. ... ... ... . ... .
25 PuntOes e PROTORE w v5 s o s 3 9 s & s@e 3 § U s 8 8 93 3 BEES &
2.6 Peso de uma Fungdo; Peso de um Padrdo . . . .. ... ... ... ......
2.7 Loja@InvVemtario «w <« « guwwms s vma s vwwms s swws v s 8w e b e
2.8 Inventdriodeuma Fungdo . . . ... .. ... ... .. ... . ... ...
2.9 Inventdrio de Padrdes; Teorema de Pélya . . . . . .. ... ... .. .....

2.10 Generalizagao do Teoremade Pélya . . .. ... ... ... ... ... ....
2.11 Padrdes de Fungoes Injectivas . . . . . . . . . . .. ... .. ..
2.12 Identificacdo e Anulacdo Completa da Identificagao . . . . . . . . . ... ...

2.13 Numero Total de Padrées . . . . . . . . . . . . . . . . o v i

3 Contagem de Acordes Nao Equivalentes

3.1 Imtroduglo. . . . . . . . . . . e



3.2 Um Caso Particular: A Escala Cromatica

3.3 O Caso Geral de m cores

3.4 Restrigdes ao Problema

3.4.1 Intervalo Minimo do Acorde

3.4.2 Numero de Adjacéncias do Acorde

4 Escalas Musicais e o Ciclo de Quintas Generalizado

4.1 Introdugao

4.2 Defini¢oes e Primeiros Resultados

4.3 Ciclo de Quintas Generalizado

4.4 Construcao de Escalas

5 Escalas Temperadas e Fracgoes Continuas

5.1 Escalas e Aritmética

5.2 Temperamento de Escalas

5.3 Fracgbes Continuas



Capitulo 1

Introducao

Os dltimos trinta anos do século XIX europeu foram relativamente pacificos
e estdveis. Mas o inicio do século XX foi marcado por uma agitacdo social
e uma tensdo internacional crescentes, que viriam a culminar na caldstrofe
da Primeira Guerra Mundial. No dominio musical, a agitacdo e a tensao
manifestaram-se alravés de diversas experiéncias radicais; esses anos puseram
fim ndo sé ao perfodo cldssico-romdntico, como lambém ds convengoes em
matéria de tonalidade tal como os séculos XVIII e XIX as haviam entendido.”

a;

in [5].

O vigésimo século do calendério ocidental testemunhou o inicio de um caminho sinuoso
da musica nas trevas do desconhecimento. Assistia-se ao fim de uma era. O Romantismo
tinha atingido o seu auge esplendoroso no drama musical de Wagner ou na 6pera séria
e nacionalista de Verdi. Nem o movimento do romantismo tardio abracado por Mabhler,
Strauss e Wolf, ou as novas correntes francesas como o impressionismo de Debussy ou o
anti-impressionismo de Satie conseguiram abafar a ansia que se havia instalado de nma nova
musica com novas concep¢oes. Bem pelo contrario.

Assim, ao mesmo tempo a que se assistiam aos tiltimos lampejos do Romantismo, alguns
musicos e tedricos liderados por Schoenberg principiaram um caminho genuinamente novo
no universo musical. O objectivo consistia em atingir a esséncia da Misica, num processo
de plena consciencializagido dos seus fundamentos. O primeiro e inevitdvel passo a dar foi
destruir o coragdo da maior parte da misica desde o século XVIII até ao século XIX: a
tonalidade. Das cinzas dessa morte anunciada nasceu o atonalismo, ao qual se seguiu o
dodecafonismo e, mais tarde, a miisica serial e electrénica. Nada mais seria igual.

As correntes de Miisica contemporanea opdem-se as préaticas passadas porque questionam
as regras pelas quais o compositor se rege, por mais solidas e aceites que possam ser. Esse
cepticismo abre-se as influéncias das ciéncias, procurando legitimagao e fundamentagéo dos
processos musicais na Matematica, renegando os procedimentos convencionais da composigao
musical em favor de algoritmos mateméticos e de um computador que os execute.

O espirito da miisica contemporinea serve, assim, de inspiragdo ao presente texto. O
objectivo desta tese é enumerar os possiveis tipos de acorde numa escala bem temperada
com um certo nimero de tons, segundo diversos pardmetros entre os quais o nimero de



notas que constituem o acorde, o niimero de intervalos de meio-tom ou o intervalo minimo
permitido (capitulo 3). Para o fazer estudou-se a Teoria de Contagem de Pélya segundo a
perspectiva da Teoria de Acgoes de Grupo num conjunto finito (capitulo 2). Finalizamos
com o estudo dos ciclos de quintas generalizado (capitulo 4) e a teoria das fraccoes continuas
(capitulo 5).

1.1 Contextualizacao Histdrica

La Musique est une science qui doit avoir des regles certaines; ces regles
doivent étre tirées d’un principe évident, et ce principe ne peut gueres nous étre
connu sans le secours des Mathematiques: Aussi dois-je avotier que, nonobstant
toute 'ezperience que je pouvois m'étre acquise dans la Musique, pour l'avoir
pratiquée pendant une assez longue suite de temps, ce n'est cependant que par le
secours des Mathematiques que mes idées se sont débrotiillées, et que la lumiere
y a succedé & une certaine obscurité, dont je ne m’appercevois pas auparavant.”.

“in [9)

Jean-Philippe Rameau (1683 - 1764), segundo [5] o mais importante misico e tedrico francés
do século XVIII, referia-se assim & Muisica no seu “Tratado da harmonia reduzida aos seus
principios naturais”, como uma ciéncia cujo entendimento pleno e estruturagao estavam
dependentes da Matemética. Esta opinido, emitida por um grande vulto da Miisica, encontra
semelhanga nas palavras de um dos matematicos mais brilhantes seu contemporaneo:

A Musica é um exercicio aritmético oculto da alma, a qual desconhece que [a
musica] € um processo de contagem”.

%in Carta de Leibniz a Goldbach, 17 de Abril de 1712.

Uma posigao deveras radical, a de Leibniz, que confidencia a Goldbach que para ele a
Musica nao é mais que uma aplicacao da aritmética e que as notas, os sons e os ritmos
podem reduzir-se a niimeros que, manipulados convenientemente, produzirao as sensagoes
ou sentimentos desejados,

As primeiras reminiscéncias de Matematica e Misica, enquanto dreas do saber distintas,
encontram-se nos primérdios da humanidade. Apesar da escassez de fontes acerca das
primeiras civilizagdes ocidentais conhecidas, o que ji foi descoberto, decifrado, traduzido
e estudado mostra a importancia destas duas ciéncias no quotidiano dessas sociedades
primitivas.

De facto, o conhecimento sobre a Matemética no Antigo Egipto, uma das primeiras civi-
lizagdes conhecidas, mostra que esta drea deixou definitivamente de ter uma base meramente
intuitiva, indutiva e dedutiva e desenvolveu-se a um primeiro nivel de teorizagdo. Desde
um sistema de numeracdo de base decimal, problemas aritméticos, passando por operagoes
com fracgoes e até mesmo resolugdo de equagdes e problemas geométricos, a Matemadtica
complexificou-se para dar resposta aos problemas decorrentes da administra¢do de uma
grande nagdo (tributagdo justa dos habitantes, construgao de infra~estruturas como os diques
do Nilo e as Piramides, etc.).



Quanto & Miisica, também encontramos exemplos da sua relevancia nas sociedades
antigas. Na Grécia Antiga acreditava-se que a Misica detinha poderes magicos: podia
curar doengas, purificar o corpo e o espirito e operar milagres na natureza — dizia-se que o
canto de Orfeu acompanhado pela lira estagnava rios, domesticava animais selvagens e movia
pedras. Por isso, os compositores e intérpretes eram considerados deuses e semi-deuses, como
Apolo, Anfiao e o ja citado Orfeu.

N&o obstante podermos considerar clara a relagio da Matemdtica e da Miisica com
o proprio desenvolvimento da Humanidade, podera ser mais diffcil, ou pelo menos nao
imediato, estabelecer uma relagio entre Matemadtica e Miisica desde os primdrdios da acti-
vidade humana. Podemos conjecturar quando ¢ como ¢é que essas relagdes podem ter sido
descobertas: pode ter ocorrido quando um arqueiro notou que quanto mais comprida ou
menos tensa estivesse a corda do seu arco, mais grave era o som por ele produzido; ou um
individuo ao soprar um osso pode ter reparado que podia gerar sons diferentes conforme o
tamanho do osso.

Em Setembro de 1997 a revista Scientific American publicou um artigo que se referia
a descoberta de um osso de urso nos Alpes Eslovacos dois anos antes. O osso, com idade
estimada entre os 43 000 e os 82 000 anos, apresenta uma configuragao de orificios capaz
de produzir intervalos musicais de tons e semitons. Provavelmente o instrumento musical
mais antigo conhecido, este osso conseguia emitir esses sons com a distribuicdo de uma
escala diatonica moderna pelo facto da distincia entre o 2° ¢ o 3° orificios ser duas vezes a
distancia entre o 3° e 0 4°, o que por si sé podera evidenciar preocupagtes matematicas na
sua construcao.

E, contudo, no século VI a.C. que surgem os primeiros estudos cientificos que relacionam
Matemética e Miisica. Na Grécia Antiga os filésofos da Escola Pitagérica descobriram que
os intervalos musicais podiam ser obtidos através de razdes numéricas entre comprimentos
de cordas vibratérias. Fazendo uso do monocérdio! descobriram que a razao 2:1 produzia
uma oitava perfeita, a razdo 3:2 uma quinta perfeita e que a razdo 4:3 produzia uma quarta
perfeita. Um tom seria a diferenga entre uma quinta e uma quarta perfeitas, ou seja a razao
9:8.

Esta primeira descoberta do relacionamento entre Miisica e Matematica foi o ponto de
partida para que desde os tempos remotos da Civilizagdo Cldssica até aos dias de hoje, se
procurasse fundamento cientifico/matematico para a Musica. Perguntas como O que origina
a consondncia musical? ou Por que razdo as escalas musicais sao como as conhecemos hoje?
e O que faz com que determinados sons produzam determinados sentimentos no ouvinte?
foram objecto de estudo e dedicagio e actualmente a Matemdtica ajuda a dar resposta a
esta e outras perguntas.

,

E, no entanto, logo aqui, nesta primeira incursao da Matematica na Miisica, que surge
um problema que vai monopolizar a aten¢ao de numerosos estudiosos ao longo de quase dois
mil anos e que se prende basicamente com o temperamento dos intervalos na escala. De facto,
era esperado que seis dos tons obtidos na Escola Pitagorica correspondessem a um intervalo
de oitava perfeita, mas a sua sobreposigio sucessiva formava um intervalo que excedia
ligeiramente a oitava perfeita. Com o tempo, os intervalos foram sendo ajustados, segundo
diferentes esquemas matematicos, de forma a compensar esta discrepincia intervalar. Por

'Um monocérdio, como o préprio nome induz, é um instrumento de uma sé corda.
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exemplo, o sistema usado ainda hoje na miisica ocidental, que se chamada de Temperamento
Tgual, ajusta igualmente todos os intervalos para produzir intervalos iguais entre todos os
pares de notas equivalentes, isto ¢, relativamente ao seu posicionamento na escala.

Para além dos filosofos pitagodricos, outros pensadores estudaram associagbes entre Ma-
tematica e Miisica. No século IV a.C. Aristoxenus concebeu e descreveu um modelo para a
muisica em termos da geometria no espago. Em vez de um modelo aritmético e de proporcoes
numeéricas, como o usado pelos pitagéricos, este pensador descreveu os intervalos musicais
como distincias no espago entre notas. Ptolomeu, no século II a.C., regressou aos padroes
aritméticos para combater aquilo a que chamava de “imperfeicao auditiva humana” na
percepcao dos sons.

J4 no século VI d.C. Boécio empenhou-se na tentativa de coligir os conhecimentos
ancestrais de Teoria Musical de concepgoes aritméticas, geométricas e fisicas do som. Mais
tardiamente, Walter Odington (séc. XIV), Franchinus Gaffurius (sécs. XV e XVI) e Gio-
seffo Zarlino (séc. XVI), entre outros, procuraram uma abordagem diferente: juntaram os
conhecimentos sobre Misica adquiridos com a sua prépria experiéncia e pratica enquanto
miisicos. O objectivo central era analisar certos intervalos considerados dissonantes pelos
antigos e reinterpreta-los como consonancias com base na sua utilizagdo em composigoes
contemporaneas e nos padroes matematicos existentes.

Nos meados do século XVII alguns estudiosos, entre os quais Galileu Galilei, demons-
traram que, ao contrdrio do que se pensava, nao eram as razoes entre comprimentos de
corda que definiam os intervalos musicais, mas sim as razdes entre o nimero de vibragoes
produzidas pelas cordas vibrantes que determinavam tais intervalos. No seguimento desta
marcante descoberta na drea, o tedrico Jean-Jacques Rameau conseguiu definir (séc. XVIII)
um dos intervalos base da harmonia musical — a terceira maior. Cerca de um século depois,
os estudos de Hermann Helmohltz na drea da Acistica Fisica e Fisiolégica, forneceram
informagoes detalhadas e rigorosas a nivel cientifico acerca do ouvido humano e do seu papel
na percepcao e interpretagao dos sons.

A partir destes estudos, a Acustica passou a ser a area central do estudo das relagoes
entre Matematica e Musica e na segunda metade do século XX este estudo encontrou um
acolhimento particular na miisica atonal? e na miisica dodecafénica®. Milton Babbit, Allen
Forte, David Lewin e Robert Morris foram alguns dos compositores/tedricos que descreveram
e estudaram estes estilos musicais em termos matematicos.

Recentemente, John Clough, em colaboragao com outros autores, tem-se evidenciado
com os seus estudos sobre muisica diaténica® seguindo uma abordagem Matematica nova.
Alguns dos seus resultados serdao explorados e estudados ao longo deste trabalho.

% Miisica Atonal: Método de composigéio que se opde & Miisica Tonal, ou seja, que néio se baseia nas relagdes
melddicas e harménicas decorrentes da existéncia de uma nota mais relevante relativamente as restantes, dita
o centro tonal.

3 Miisica Dodecafénica: Método de composigio com doze notas relacionadas exclusivamente entre si. Cada
composigao tem por base uma sequéncia ou série de doze notas (que integram a oitava) dispostas por uma
ordem ao critério do compositor. Esta sequéncia pode ser usada com qualquer ritmo e em qualquer altura
relativa e o compositor tem como nica obrigagio esgotar todas as doze notas da série antes de iniciar uma
nova. A sequéncia das notas pode também ser utilizada de forma invertida, retrégrada (do fim para o inicio)
ou de forma invertida retrograda.

1 Miisica Diaténica: um sinénimo de Musica Tonal.
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1.2 Preliminares sobre Teoria Musical

Antes de comegarmos a estudar muiisica e a estruturd-la segundo uma légica matematica,
convém abordar alguns conceitos musicais bésicos e defini-los segundo aquilo que é a Teoria
Musical e a respectiva pratica. Assim sendo, de seguida serdo definidos os conceitos mais
relevantes a ter em mente ao longo do presente trabalho. Sugerimos que o leitor interessado
consulte [6] para uma exposigao mais detalhada e completa.

Escrevemos e lemos miisica nas chamadas pautas musicais ou pentagramas, que sao
conjuntos de cinco linhas horizontais e equidistantes juntamente com os respectivos quatro
espagos entre linhas. E dentro das pautas musicais, mas também por baixo e por cima
(com o auxilio de linhas adicionais acrescentdveis pelo compositor) que escrevemos misica
através de sinais graficos que representam os varios sons — as notas musicais (ver Figura
1.1). Como é do dominio da generalidade dos leitores, as notas sao sete: dd, ré, mi, fd,
sol, ld e si, também geralmente identificadas pelas letras do alfabeto C, D, E, F, G,
A, B, respectivamente. A oitava nota é novamente o dé que estd para o primeiro ddé a
uma distancia de oitava, como veremos daqui a pouco. Esta sequéncia de notas repete-se
indefinidamente de forma ascendente e descendente. Relativamente as figuras propriamente
ditas das notas, o leitor é convidado a consultar, por exemplo, a referéncia (6], j4 que o
simbolismo usado nao é relevante neste trabalho, na medida em que este tem apenas que
ver com normas de escrita musical e com questdes ritmicas, uma vertente que nao serd
abordada. Bastard portanto idealizar as notas como bolas que se colocam ora nas linhas,
ora nos espacos, para identificar um determinado som. Também importa salientar que este
processo de identificagdo das posigoes na pauta com determinados sons se faz com o auxilio de
sfmbolos especiais — as claves — que, colocadas no inicio de cada pentagrama, identificam
uma posigdo do pentagrama (uma linha) com um determinado som, e depois todas as outras
posicoes ficam determinadas a partida por relatividade (através da sequéncia dd, ré, mi, fd,
sol, ld, si e d6). Existem vdrias claves diferentes, embora nem todas com a mesma utilidade,
mas existem apenas trés simbolos para as identificar, variando depois o seu posicionamento
no pentagrama. Os trés simbolos usados s@o a clave de sol, a clave de fd e a clave de dd, que
estdo em evidéncia na Figura 1.1.

Em termos musicais, um intervalo é a distancia de entoagdo que separa dois sons distintos.
Qs intervalos podem ser ascendentes ou descendentes, dependendo de o segundo som ser mais
agudo ou mais grave do que o primeiro, respectivamente (estas designagoes s6 sao apliciveis
no caso de termos duas notas distintas e quando executadas em sucessao). A notagao musical
dos intervalos é uma designagao numérica do nimero de notas sucessivas necessirias para
chegar desde a primeira nota até & segunda incluindo ambas; por exemplo, o intervalo mi
— 14 designa-se por intervalo de quarta (ou 4*) ascendente visto que temos mi (1) — fd (2)
~ sol (3) — ld (4), quatro notas. A menor distancia entre sons possivel no sistema musical
ocidental é chamada de semitom ou meio-tom. Este intervalo encontra-se na sucessao das
notas naturais entre as notas mi — fd e si — dé na ordem ascendente e descendentemente
entre as notas dé — si e fd — mi. Todas as restantes distincias entre duas notas naturais
sucessivas sao de um tom (dois semitons). Dado um intervalo qualquer podemos obter a sua
distancia medida em tons com os instrumentos anteriores; por exemplo, o intervalo fd — dd,
ao qual é associada a sucessao

fa — sol — ld — si — do
1 tom 1 tom 1 tom meio-tom

12
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Figura 1.1: O primeiro pentagrama comega com a clave de sol (na 2* linha), seguida de
todas as notas que podem ser escritas sobre os espagos e as linhas. O mesmo acontece para
a clave de fd na 4% linha, clave de dé na 3* linha e clave de dd na 4* linha, no segundo,
terceiro e quarto pentagramas, respectivamente.

perfaz trés tons e meio e corresponde a um intervalo de quinta (5*) ascendente.

Para além das sete notas naturais existem mais cinco notas, ditas alteradas, e que
podemos considerar como sendo obtidas & custa das naturais através da utilizagao de certos
sinais: os sustenidos (ff) e os bemdis ( »). Os primeiros acrescentam meio-tom & altura da
nota em que estao aplicados e os segundos diminuem em meio-tom a altura da nota em que
estdo aplicados. Por exemplo, o intervalo dd — fd é uma quarta com distancia de dois tons
e meio, enquanto que o intervalo dd — fdff é também uma quarta mas com distancia de trés
tons.

Através destas novas defini¢oes, podemos definir dois tipos de semitons: os semitons
cromdticos, em que o intervalo é formado por duas notas com o mesmo nome, como dd
— défl, e os semitons diatdnicos, em que o intervalo é formado por duas notas com nomes
diferentes, como por exemplo si — dd. Para finalizar esta parte hi que contemplar o tnico
caso, por ventura trivial, ainda ndo discutido: o caso em que o intervalo é composto por
duas notas que representam o mesmo som, por exemplo ddéff - réb ou sif — dd. Neste caso,
diz-se que as duas notas formam enarmonia ou equisonancia.

Se considerarmos duas notas quaisquer e pensarmos nas formas de que dispomos para as
escrevermos numa pauta, imediatamente percebemos que hé essencialmente duas hipdteses:
ou escrevemos uma seguida da outra espagadas no tempo, ou entdo, se desejarmos ouvir
as duas notas ao mesmo tempo, escrevemo-las uma “por cima” da outra para que sejam
executadas na mesma fracgdo de segundo. No primeiro caso o intervalo diz-se melddico,
pelo facto de obtermos uma sequéncia melddica decorrente de ouvirmos primeiro uma nota
e depois a outra. No segundo caso o intervalo diz-se harmdnice, pela harmonia que decorre
da execucao simultdnea dos dois sons. Os intervalos harmoénicos nao sdo, naturalmente, nem
descendentes nem ascendentes, mas léem-se sempre desde a nota mais grave até a nota mais
aguda.

Todos os intervalos podem ser ampliados e alguns podem ser reduzidos: no primeiro caso
através da substituigdo da nota mais aguda pela mesma nota uma ou mais oitavas acima
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ou pela substitui¢io da nota mais grave do intervalo pela mesma nota uma ou mais oitavas
abaixo; no segundo caso o processo é equivalente exceptuando o facto de que em vez de
se acrescentar oitavas ao intervalo, se retiram. Notamos que intervalos cuja distancia seja
inferior ou igual a uma oitava nao podem ser reduzidos.

Existe uma classificagio dos intervalos relativamente ao seu comprimento em semi-
tons, embora essa classificagio seja excessiva para o &mbito deste trabalho e possa levantar
obstéculos & compreensdo dos leitores menos familiarizados com a linguagem musical. Por
isso ficamo-nos por dizer que os intervalos de 2%, 3%, 6* e 7* se classificam em diminutos (d),
menores (m), maiores (M) e aumentados (A) e os intervalos de 4%, 5* e 8" se classificam
em diminutos (d), perfeitos (p) e aumentados (A). Estao escritos por ordem crescente
de distancia visto que os menores tém mais um semitom do que os diminutos e assim
sucessivamente. Como exemplo, o intervalo dé — ré é uma 2* maior, dé — mi é uma 3"
maior, dé — fd é uma 42 perfeita, dé - sol é uma 5* perfeita, dé - Id uma 6% maior, dé — st
uma 7* maior ¢ dé — dé (uma oitava acima) é uma 8* perfeita. A partir de cada um destes
intervalos podemos classificar todos os outros simplesmente fazendo a contagem de semitons.

Todo o intervalo tem um intervalo invertido que lhe corresponde e que se obtém através
da troca da ordem das notas: a nota inferior passa a ser superior e vice-versa. Por exemplo,
a inversao do intervalo dd — fd (uma quarta) é o intervalo fd — dé (uma quinta).

Também existe uma classificacio algo subjectiva dos intervalos em consonantes e disso-
nantes: os intervalos consonantes sdo aqueles que produzem uma “sensacio de bem-estar”
no ouvinte enquanto que os dissonantes produzem uma sensagio oposta. Trata-se de uma
curiosidade com alguma relevancia a nivel de composigido mas sem grande relevéncia neste
trabalho.

O tltimo conjunto de defini¢des que queremos postular antes de comegar com o trabalho
propriamente dito dizem respeito a uma é&rea essencial na Teoria Musical: a tonalidade.
Chamainos tonalidade a um conjunto de sons constitutivos de um sistema que contém um
som que é mais importante do que todos os demais, a tdnice, e que rege o funcionamento do
sistema em si. Cada tonalidade é composta por sete graus (que correspondem as sete notas
musicais) e cuja importéincia dentro da tonalidade ndo é a mesma®. Os graus contam-se
desde a ténica e tém uma numeragio fixa. Por exemplo, a tonalidade de sol é composta
pelos seguintes graus®:

sol (I grau), Id (IT grau), si (11 grau), dé (IV grau), ré (V grau),
mi (VI grau) e fa (VII grau).

Cada tonalidade pode assumir dois modos diferentes: o modo maior ou o modo menor. A
diferenca entre os dois modos prende-se unicamente com uma organizagao diferente a nivel
intervalar entre alguns dos graus das tonalidades, a saber: no modo maior a distancia do II1
para o IV graus e do VII para o VIII graus é de meio-tom, e todos as restantes sio de um
tom; no modo menor natural” a distincia do II para o III graus e do V para o VI é de um

“Depois da ténica os graus mais importantes sao o quinto e o quarto graus, por esta ordem.

50 VIII grau corresponde ao I grau uma oitava a cima.

"A cada modo corresponderdo escalas que néo sdo mais que os sete graus tonais tocados de principio a
fim. A escala maior é equivalente ao modo maior e a escala menor natural é equivalente ao modo menor
natural. Existem, contudo, outras escalas, nomeadamente outras menares, mistas e compostas, que dizem
respeito a outras configuragdes intervalares dos graus dos modos tonais. Fica ao critério do leitor aprofundar
os seus conhecimentos sobre este assunto (consultar [6]).
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meio-tom e em todos os demais é de um tom. Existem tonalidades modelo para cada modo,
que sio assim chamadas porque todas as suas notas respectivas sao naturais (nao alteradas).
Para o modo maior, temos a escala de dé maior: dd, ré, mi, fd, sol, ld, si e dd; para o modo
menor natural temos a escala de ld menor natural: ld, si, dé, ré, mi, fd, sol e ld.

Para terminar resta-nos informar o leitor de que, partindo de qualquer nota, podemos
gerar as tonalidades maior e menor respectivas utilizando simplesmente um sistema de
alteracbes que mantenha na nossa sequéncia de notas escolhida as relagoes intervalares
relativas ao modo que queremos produzir. Por exemplo, se quiser escrever a escala de ré
maior, teremos que ter a sequéncia

ré — mi — fd — so — ld — si
1 tom 1/2 tom 1 tom 1 tom 1 tom
£l — dé — ré
1/2 tom 1 tom

Mas como pretendemos o modo maior da tonalidade de ré temos que ter os dois semitons
entre o I1I e o IV graus e entre o VII e o VIII graus. Isto pode ser conseguido aplicando
sustenidos nas notas fd e dé, da seguinte forma:

ré — mi — fdi — sol — ld — si
1 tom 1 tom 1/2 tom 1 tom 1 tom
st —  dof — ré
1 tom 1/2 tom

que é a escala de ré maior.

No caso da escala menor natural podemos proceder de forma inteiramente andloga. Se
quisermos obter a escala de ré menor, precisamos de ter dois semitons apenas entre o ITeo
III graus e entre V e o VI graus (sendo os restantes intervalos de um tom), o que pode ser
conseguido empregando um bemol na nota si:

ré — mi o fa — sl — 4 - sih
1 tom 1/2 tom 1 tom 1 tom 1/2 tom

s

st b — do — ré
1 tom 1 tom

obstaculos desnecessdrios & compreensao de qualquer leitor, por muito pouco familiarizado
que esteja com a Teoria Musical. Relembramos que para um estudo mais detalhado se
aconselha a consulta de [6].

1.3 O Problema Central

O objectivo principal da primeira parte deste trabalho é fornecer uma resposta ao problema
seguinte: <«Quantos acordes equivalentes, num certo sentido, eristem numa escala com um

Com estas breves notas sobre Teoria Musical pretende-se que o texto seguinte nao erga
dado nimero, L, de notas?»>. A Teoria de Contagem de Pélya, a ser estudada no capitulo
|
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Figura 1.2: As notas da escala cromética identificadas com as classes residuais médulo 12.

seguinte, fornecerd uma solugio para este problema. Antes, porém, convém expor claramente
o problema em termos matematicos.

Consideramos uma escala bem temperada de L notas, isto é, uma escala com L notas
em que o intervalo entre duas notas consecutivas ¢ constante e designado por um meio-tom.
Identificamos as notas da escala com os numeros inteiros 0, 1, 2, ..., L — 1, ciclicamente
(como as classes residuais médulo L). Por exemplo, no caso da escala tradicional de 12
semitons (L = 12) temos o esquema patente na Figura 1.2,

Quanto aos acordes, conjuntos de notas tocadas simultaneamente, sabemos que sao
determinados pela sua nota mais grave, dita a fundamental, e pelo tipo de acorde, ou seja, a
sua estrutura. A estrutura de um acorde é o conjunto ordenado dos intervalos que as notas
constituintes do acorde formam entre si. Por exemplo, o acorde

D6(0) — Mi(4) — Sol(7)

¢ um acorde de D¢ maior em estado fundamental porque a nota D¢ é a fundamental do
acorde e Dd — Mi é um intervalo de 3* maior ¢ Mi — Sol é um intervalo de 3* menor.

Partindo deste principio é facil identificar a relagdo de equivaléncia entre acordes a ser
considerada: dois acordes do mesmo tipo (com a mesma estrutura) dizem-se egquivalentes,
independentemente da nota fundamental de cada um. Como exemplo, considerem-se o0s
acordes Dé —Mi — Sol ¢ Ré — Fdf — Ld; estes dois acordes, construidos sobre notas
fundamentais diferentes (Dd e Ré) sao equivalentes visto terem estruturas idénticas (3"
maior, 3* menor). Um acorde obtém-se do outro através de uma transposicao, o que
matematicamente corresponde a uma translac¢do no grupo aditivo dos inteiros moédulo L,
ou a uma rotagio se fizermos uma interpretagio analoga a da figura 1.2.

O intervalo de um acorde obtém-se determinando os intervalos entre as notas sucessivas
desse acorde incluindo o intervalo da tltima nota & primeira. O intervalo do acorde {a; <
ay < --- < ag}t é (az —aj,a3 —ag,...,ar — ag—1,a1 — ax + L). Em particular, a soma das
componentes do intervalo é sempre igual a L (relembre-se que L é o ntimero de notas da
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Figura 1.3: Acordes equivalentes e nao equivalentes.

escala ¢ k o mimero de notas do acorde).

Consideramos acordes de k notas numa escala de L notas e identificamo-los com colares
de L pérolas, das quais k sio pretas e correspondem as notas do acorde e L — k sao brancas,
correspondendo 3s notas da escala que nao pertencem ao acorde.

Podemos, entdo, determinar se dois acordes sao ou nao equivalentes da seguinte forma:

1. Representamos cada acorde por um colar, com as respectivas notas marcadas;

2. Os acordes sao equivalentes se for possivel rodar o diagrama de um acorde de forma a
que este coincida precisamente com o diagrama do outro.

Algebricamente este processo corresponde a escrever a lista das notas de cada acorde,
escrever a sucessdo dos seus intervalos como o niimero de semitons entre cada par de notas
e verificar se coincidem, a menos de permutagio ciclica.

Exemplo 1. A Figura 1.3 mostra um caso de um par de colares equivalentes e um caso de
um par de colares ndo equivalentes.

Acorde 0,1,4,6| 2, 4,5 10|40, 2,8, 9
Intervalo (1,3,2,6) | (2,1,5,4) | (2,6,1,3)
Rotagdo do Intervalo - {1,542y | (1,8,2,8)

Ou seja, o primeiro acorde é equivalente ao terceiro e estes ndo sdo equivalentes ao sequndo.
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Figura 1.4: Um colar convertido numa corrente.

Se considerarmos os colares fixos podemos ordenar linearmente as pérolas, transformando
o colar numa corrente (ver Figura 1.4).

Concluimos que existem ( f‘; ) configuragoes distintas de correntes onde

¢ o nimero de maneiras de escolher k objectos de L objectos disponiveis.

Exemplo 2. A Figura 1.5 sintetiza todas as configuragdes possiveis para acordes de zero,
uma, duas, trés e quatro notas (k = 1,2,3,4) no ambito de wma escala de quatro notas

(L=4)

Note-se que configuracies distintas originam acordes equivalentes. As classes de equi-
valéncia de acordes para esta relagdo correspondem ds seis linhas da figura 1.5.

Assumindo esta representacio dos acordes através de colares, temos que dois colares
representam dois acordes equivalentes se for possivel rodar um deles de forma a que coincida
com o outro. Na linguagem do préximo capitulo, a classificagdo de acordes nao equivalentes
corresponde ao estudo das érbitas da acgdo do grupo das rotagoes de colares de L pérolas
no conjunto dos colares. Este grupo actuara, portanto, no conjunto dos colares, permutando
ciclicamente a posigio das pérolas (notas).

Vamos adoptar a notagdo seguinte: um colar composto por k pérolas pretas e L — k
pérolas brancas é uma configuragdo do tipo (k, L — k). Note-se que:

e Duas configuragoes serio equivalentes se existir um elemento do grupo (uma rotagao)
que, agindo sobre uma configuracio a transforma na outra;

e Existem ( i ) configuragoes distintas.

Antes de iniciar a resolugdo deste problema vamos generaliza-lo. Assim, em vez de
tratarmos de pérolas brancas e pretas, vamos considerar objectos de m tipos diferentes, com
m € Z (que podem ser vistos como cores diferentes); desta forma, colares de k pérolas pretas
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Figura 1.5: Todas as configuragoes possiveis para acordes de 0 < k < 4 notas numa escala
de quatro notas.

e L — k pérolas brancas dao lugar a sequéncias de L objectos com k; objectos de tipo 1, k2
objectos de tipo 2, ..., ky, objectos de tipo m; as configuragdes de tipo (k, L — k) passam a
ser configuracoes de tipo (ki,k2,...,kn), com k1 + k2 + -+ + kp, = L; finalmente passamos
a considerar a equivaléncia de configuragées por um grupo G de permutagoes de L objectos
em vez da equivaléncia de configuragbes dada por rotagdes de colares de L pérolas.

O problema assim generalizado pode ser formulado do seguinte modo: «Quantas confi-
guragdes nao equivalentes de tipo (kyi, ko, ..., kn) ezistem®s
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Capitulo 2

A Teoria de Contagem de Pdlya

Uma grande parte da analise combinatdria estd centrada em problemas de contagem: contar
o niimero de possibilidades, o nimero de solugdes, o mimero de conjuntos de um certo tipo,
etc. As dificuldades técnicas para encontrar férmulas para a cardinalidade desses conjuntos
podem, frequentemente, ser ultrapassadas pelo método das fungoes geradoras, que é uma
ferramenta muito util.

Contudo, muitas das dificuldades em anélise combinatéria sdo de natureza conceptual e
nao de natureza técnica. Isto acontece quando o processo de contagem se torna confuso de-
vido aos diferentes objectos que devem ser igualmente considerados. Isto é o mesmo que dizer
que existe uma relacio de equivaléncia e que o problema deixa de ser a contagem dos objectos
individualmente mas sim a contagem das diferentes classes de equivaléncia. Por exemplo,
ao dizer-se que existem exactamente cinco sdlidos regulares estamos a usar tacitamente uma
classe de equivaléncia induzida por semelhanga geométrica. Frequentemente, como no caso
anterior, a relagdo de equivaléncia é dada pela acgdo de um grupo num conjunto, sendo as
classes de equivaléncia as drbitas dessa accdo. E este o cendrio que iremos estudar neste
capitulo.

A ligacio com o problema central da contagem das configuragdes ou estruturas possiveis
de acorde resulta de termos o grupo das rotagoes de colares a actuar no conjunto dos acordes,
identificados com colares, e da relagio de equivaléncia entre acordes se traduzir na existéncia
de uma rotagao que transforme um colar no outro.

Um terceiro tipo de dificuldade em problemas de contagem diz respeito ao facto de que
nao estamos sempre a contar os elementos com o mesmo peso. Por exemplo, se dissermos
que toda a equacio algébrica de grau n tem exactamente n raizes, estamos a atribuir a cada
raiz um peso que é igual a sua multiplicidade.

Estes trés aspectos da contagem — funcdes geradoras, relagdes de equivaléncia induzidas
por grupos e pesos — encontram-se todos abrangidos por um teorema muito elegante que se
deve a Pdlya.

O objectivo deste capitulo é, baseando-nos no artigo de N. G. Bruijn [1], expor a teoria de
contagem de Pélya, reescrevendo-a na linguagem da teoria de ac¢oes de grupo, para depois
poder ser aplicada directamente ao problema da contagem de acordes.




2.1 Alguma Notagao Usual

Se S é um conjunto finito, entao |S| denota a sua cardinalidade. Se G é um grupo, entao
|G| é chamado de ordem do grupo. No caso de termos um grupo de permutagoes de um
conjunto S, entao |S| é chamado de grau do grupo de permutagées. Dados conjuntos S e T,
o conjunto de todas as funcies de S em T é denotado por T°.

2.2 Acgoes de Grupo

A teoria de contagem de Pélya serd abordada sob o ponto de vista da accao de um grupo
sobre um conjunto finito. Nesta sec¢ao definimos este conceito e estudamos alguns dos
resultados mais relevantes da teoria das acgoes de grupo.

Definigao 1. 1. Diz-se que um grupo G actua, ou age, d esquerda num conjunto X se
existe uma fungdo G x X — X, que se costuma denotar por (g,z) — g -z, tal que para
todo 0o x € X e para todos os elementos g1,92 € G satisfaz:

e eI =21
* (g1g2) z=g1- (g2-x);
onde e € G € o elemento neutro de G.

2. Uma acgdo de grupo & direita € uma fungdo X x G — X, que se costuma denotar por
(z,9) — x - g, tal que para todo o x € X e para todos os elementos gi,g2 € G satisfaz:

e r-e=2=I;

e z-(g192) = (x-91) - 92-

Existe uma correspondéncia entre acgoes a esquerda e a direita obtida associando a acgao
a direita, (z,g) — x - g, a seguinte accao a esquerda:

(g,z) —x-g "

Em muitos contextos torna-se 1til proceder a esta associagio e considerar apenas acgoes a
esquerda. Se nada for dito em contrdrio, todas as acgdes consideradas serdao a esquerda.

Exemplo 3. Eziste uma acgdo natural do grupo simétrico S, no conjunto Iy = {1,2,...,n}:
o =oc(x).

Exemplo 4. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Uma acgdo do grupo H no conjunto
G é dada por (h,x) — hx, onde hx € o produto em G. Esta ac¢io de H em G é chamada
de translagdo (esquerda). Se K € outro subgrupo de G e S € o conjunto de todas as classes
laterais esquerdas de K em G, entdo H actua em S pele translogdo:

(h,zK) — hzK.
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Exemplo 5. Seja H um subgrupo de G. Uma ac¢io de H em G € dada por (h,x) — hah™';
para evitar a confusdo com o produto em G esta ac¢do serd sempre denotada por hzh~! e
ndo por h-x. Esta ac¢do de H em G é chamada a conjugagdo por H e o elemento hxh~1
¢ dito o conjugado de x por h. Se K é um qualquer subgrupo de G ¢ h € H, entio hKh™!
é um subgrupo de G isomorfo a K. Logo H actua no conjunto de todos os subgrupos de G,
POT conjugacao:

(h, K)— hKh™"',

O grupo hKh™! € dito o conjugado de K por h.
Sempre que tal ndo comprometa a clareza do texto, passaremos a omitir o ponto na
notagio das acgdes. Assim, passaremos a escrever gz em vez de g - x.

Teorema 1. Seja G um grupo que actua no conjunto X.

(i) A relagdo em X definida por
x~2' & gr=21x, para algum g € G,
€ uma relacdo de equivaléncia.
(ii) Para cadaz € X, Gy ={g9 € G: gz = =} é um subgrupo de G.

(iii)) Parax € X ¢ g € G, Ggz = gGzg9™".

Demonstragio. (i) H4 que verificar as trés condigdes que definem uma relagéo de equi-
valéncia:

e r ~ x, para todo o x € X porque ex = x;

o (z ~z') = (2’ ~ ) para todos os z,2" € X porque se z ~ z' entao existe g € G
tal que gr = x’ e se se multiplicar & esquerda ambos os membros desta equagao
por g~ € G, o elemento inverso de g, obtenho

gr=a = g l(gz)=g ' & (g7 glr=gd ex=9g

& z=g =2 ~x

]xr

o [(z) ~ x2) A (z2 ~z3)] = (x1 ~ x3), para todos os 1, T2, 23 € X, visto que se
Tl ~ To e T ~ T3, entdo existem elementos g1,g2 € G tais que gz = T2 €
gaxy = T3; entao, temos que

Giz1 =22 = G2(q121) = 92T & (g291)T1 = GoT2
& (g2g1)T1 = T3 = 1| ~ 3.

Ou seja ~ é uma relagio de equivaléncia.
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(ii) Como, pela definigio de G, temos que Gy C G, basta provar que e € Gy, que G é
fechado para a operacio de G e que G, é fechado para a formagao de inversos, ou seja,
ge€CG, =g eqG,.

Sejam g1, g2 € Gz; tem-se que (g1g2)r = g1(g2z) = g1z = z, logo g1g2 € G, ou seja,
G, é fechado para a operagdo de G. Além disso, pela defini¢do de acgao, ex = x, logo
e € Gy Sejage Gy gz =2 = ¢ '(gz) = g 'z & g 'z = z, logo para cada g € Gy,
o seu inverso em G estd também em G,. Entao de facto G, é um subgrupo de G.

(iii) Seja h € Ggp. Entdo h € G e h(gr) = gz. Logo (g~'hg)z = z e, portanto, g~ hg € G,
e h=g(g 'hg)g~! € gGrg'. Concluimos que G C G971,

Por outro lado, seja h € gGzg~'. Entdo, existe um elemento de G, digamos w, tal

que h = gwg~!. Queremos provar que h € Gy, isto é, que h(gz) = gz. Mas
hgz = gug™'gz = guz = ga,

visto w € Gg. Logo, gGzg~! € Gy e, juntamente com o que se concluiu no parédgrafo
anterior, Ggz = 9Gzg™L.

O

As classes de equivaléncia dadas na alinea (i) do Teorema 1 sao chamadas de drbitas
de G em X; a érbita de z € X é a (lnica) 6rbita que contém z e é denotada por O;. O
subgrupo Gz é chamado de estabilizador de z.

Exemplo 6. Se um grupo G age nele préprio por conjugagdo, entio a drbita { grg~':ge€
G} de x € G é chamada a classe de conjugagio de x. Se um subgrupo H age em G por
conjugagdo, entdo o estabilizador

Hy={(hec H:hzh ' =z} ={h € H: hz = zh}

¢ chamado o centralizador de x em H, que é denotado por Cy(z). Se H age por conjugagdo
no conjunto X de todos os subgrupos de G, entao o estabilizador de K, mais propriamente
{h€ H: hKh™! = K}, é chamado o normalizador de K em H e denota-se por Ny(K). O
grupo Ng(K) é chamado simplesmente de normalizador de K. E claro que K é um subgrupo
normal de Ng(K); K € normal em G se e sé se Ng(K) = G.

Teorema 2. Se um grupo G age num conjunto X, entdo o cardinal da drbita de z € X €
[G: Gz]' , o indice de G, em G.

Demonstracio. Sejam g, h € G. Visto que
gt =hz o g lhe =z & g 'h € Gy & hGy = gGy,

segue que a funcdo dada por gG; — gz é uma bijec¢do bem definida entre o conjunto das
classes laterais de Gy em G e a érbita O, = {gz : ¢ € G}. Logo |G : G;] = |Oy]. O

Coroldrio 1. Seja G um grupo finito e K um subgrupo de G. Entao:

l[G : Gz representa o cardinal do conjunto das classes laterais esquerdas (ou direitas) de G, em G.
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(i) O nimero de elementos da classe de conjugagdo de x € G € [G : Cg(z)], que divide
1G|.

(ii) Se T1,T9,...,2n € G sdo representantes das n classes de conjugagdo distintas de G,
entao

1G] =) (G : Calxy)).
=1

(i) O naimero de subgrupos de G conjugado de K € |G : Ng(K)], que divide |G|.

Demonstragdo. (i) e (iii) seguem imediatamente dos exemplos 6 e 5, respectivamente, do
Teorema 2 e do Teorema de Lagrange®. Como G é a unido disjunta das classes de conjugagao
de z1,x2,...,Zy, (ii) segue de (i). 0

Teorema 3. Se um grupo G age num conjunto X, entdo esta ac¢do induz um homomor-
fismo® de grupos G — Sx, onde Sx € o grupo de todas as permutagées’ de X.

Demonstragio. Para cada g € G defina-se a funcao
g: X — X
T — gz

Como z = g(g~'z), para todo o z € X, 7, é sobrejectiva. Da mesma forma, gz = gy implica
que

=g '(gz) =g ' (gy) = v,
pelo que g é injectiva e, portanto, bijectiva (ou seja, uma permutagio de X). Como, para
além disso, se tem que gy = mgmy : X — X para todos os g,¢' € G e m = ldx, a fungao
G — Sy

g — Ty
é um homomorfismo. O

Observagao 1. Reciprocamente tem-se que todo o homomorfismo de grupos ¢ : G — Sx
induz uma acgdo de G em X dada por gz = (¢(9))(x), Vg G, Vz € X.

Demonstragdo. Seja ¢ : G — S; um homomorfismo de grupos e seja

F:GxX — X
(9.2) — o(g)(z).

2Relembre-se que o Teorema de Lagrange garante-nos que, dado um subgrupo H de um grupo finito G, o
ntimero de elementos de / divide o niimero de elementos de G
3Dados os grupos G e H, um homomorfismo de grupos é uma fungéo f: (¢ — H, tal que

f(ab) = f(a)f(b),

para todos os a,be G e f(e)=e
1Uma permutagdo de X é uma fungao bijectiva de X em X.
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Esta funcao satisfaz f(e,z) = z, Vo € X, porque ¢(e) = Idx e

flgh,z) = &(gh)(z) = (d(g) o ¢(h))(x) = é(g)(¢(h)(x))
flg, f(h,z)).

Entdo, f é uma accao do grupo G em X induzida pelo homomorfismo ¢. |

Coroldrio 2 (Cayley). Se G é um grupo, entio existe um monomorfismo® G — Sg. Logo,
todo o grupo é isomorfo a um grupo de permutagées. Em particular, todo o grupo finito G é
isomorfo a um subgrupo de Sy, com n = |G|. Esta acgdo diz-se a representagao de Cayley
do grupo G.

Demonstragdo. Considere-se a acgdo do grupo G nele préprio por translacgao, como no
Exemplo 4. Aplique-se o teorema anterior para obter o homorfismo m : G — Sg. Se
m(g) = my = lg, entao gz = my(x) = x, para todo o x € G. Em particular, ge = e, pelo que
g = e e m é um monomorfismo.

Para provar a tltima afirmacio do teorema basta notar que se |G| = n, entao os grupos
S e S, sdo isomorfost. O

Relembre-se que se G é um grupo, entdo o conjunto Aut(G), dos automorfismos’ de G,
juntamente com a operagio bindria de composigdo de fungdes é um grupo.

Corolario 3. Seja G um grupo.

(i) Para cada g € G, a conjugagdo por g induz um automorfismo de G.
(ii) Fziste um homomorfismo G — Aut(G) cujo nicleo € igual a

C(G)={geG:gx=12xg,Vx € G}

Demonstragao.
(i) Como G age nele préprio por conjugagdo entdo, para cada g € G, a fungéo

Ty G — G
1

T —ogTg o,

é uma bijecgdo pela prova do Teorema 3. E fécil de ver que 7, é também um homomorfismo
e, portanto, um automorfismo.

"Um monomorfismo é um homomorfismo injectivo.

SUm isomorfismo é um homorfismo bijectivo. Os grupos G e [ dizem-se isomorfos se existir um
isomorfismo entre eles.

"Um automorfismo de um grupo G é um isomorfismo de um grupo nele préprio.
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(ii) Suponha-se que G actua nele préprio por conjugagao. Por (i) a imagem do homomorfismo
7 : G — Sg do teorema anterior estd contida em Aut(G). Temos entao

g Eker(m) & my=1g e grg~' = mg(z) = z,Vz € G.

Mas gzg~! = z se e 56 se gz = zg, pelo que ker(r) = C(G). O

O automorfismo 7, deste coroldrio é chamado o automorfismo interno induzido por g. O
subgrupo normal C(G) = ker(m) é chamado o centro de G. Um elemento g € G estd em C(G)
se e s6 se a classe de conjugacao de g consiste apenas do elemento g. Logo, se G € finito e
z € C(G), entdo |G : Cg(z)] = 1 (Corolario 1). Consequentemente, a equagdo de classe de G
(Corolario 1, (ii)) pode ser reescrita como

G| =1C(G)| + Y |G : Cal(xi),
i=1

onde z1,x2,...,Tm € G — C(G) sao representantes das classes de conjugacao distintas de G
e [G:Cqlz;)] > 1, para todoo i € {1,...,m}.

Proposicao 1. Seja H um subgrupo de um grupo G e suponha-se que G actua no conjunto
X de todas as classes laterais esquerdas de H em G por transla¢ao o esquerda. Entdo, o
ntcleo do homomorfismo induzido G — Sx estd contido em H.

Demonstragdo. O homomorfismo induzido G — Sx é dado por g +— 7y, onde my : X — X e
mg(zH) = gzH. Se g estd no nicleo, entdo my = 1x e grH = zH para todo o z € G. Em
particular, para z = e, geH = eH = H, o que implica que g € H. 0

Corolario 4. Se H ¢ um subgrupo de indice p de um grupo finito G, onde p € o menor primo
que divide a ordem de G, entdo H € normal em G.

Demonstragdo. Seja X o conjunto de todas as classes laterais esquerdas de H em G. Entao,
Sx = Sp, visto que |X| =[G : H] = p. Se K é o nicleo do homomorfismo G — Sx da
Proposigdo 1, entdo K é normal em G e estd contido em H. Para além disso, G/ K é isomorfo
a um subgrupo de Sp. Logo, |G/K| divide |S,| = p!. Mas todo o divisor de |G/K| = [G : K]
tem que dividir |G| = |K|[G : K|. Como nenhum niimero menor que p (excepto 1) pode
dividir |G|, temos que ter |G/K| = p ou 1. Contudo,

IG/K|=|G:K|=[G:H|H:K|=pH:K|>p

Logo, |G/K| =pe [H : K| =1, ou seja, H = K, que ¢ um subgrupo normal de G. O

2.3 Polinémio de um Grupo de Permutagoes

Dada uma acgdo de um grupo sobre um conjunto finito, existe um polinomio que sintetiza,
sob um certo ponto de vista, as propriedades dessa acgdo. Nesta secgao vamos definir este
polinémio.
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Seja. G um grupo finito a actuar num conjunto finito X. Para cada g € G defina-se a
fungao

Tg: X — X

T = gz,
tal como anteriormente e, como jé foi visto, esta fungio é uma permutagio de X.

Seja < g > o menor subgrupo de G que contém g. Entio < g >= {¢* : i € Z}. Seja
m=min{i >0:g° =e}. Entio | <g>|=me<g>={g":0<i<m—1}. Aacgiode G
em X induz uma acgao de < g > em X, por restrigio a < ¢ > xX da fungio G x X — X
que define a acgao de G x X. Note-se que mg = (mg)t para todo o i € Z.

Fixemos entdo g € G. A acgdo de < ¢ > em X cria uma parti¢ao® de X em orbitas, neste
caso subconjuntos (nao vazios), de X que sao ciclicamente permutadas por mg. Se xz € X
é um qualquer elemento de uma tal érbita e I for o menor inteiro positivo tal que glz =
(note-se que tal inteiro existe, ja que g™z = ex = x, onde m = | < g > |), entdo essa érbita
consiste dos seguintes elementos de X:

T= ﬂg(:c),wg(a;),...,wé"l(m). (1)

De facto, relativamente & accdo de < g >, Oy = {giz:icZ}) Se0<i<j<Il-1le
mg(x) = m3(x) entdo . . N

gr=¢r e ¢ 'z=ux
Como 0 < j—1 < [, a minimalidade de [ implica que j —i = 0, ou seja, ¢ = j. Isto porque os
elementos de (2.1) sao elementos distintos da érbita de x para a acgio de < g >. Além disso,
é facil de ver que se i = j (mod [), entdo 7y(x) = my(x), logo (2.1) é uma lista completa sem
repeticoes dos elementos de Oy e |Og] = 1.

Note-se que esta partigao de X em érbitas relativamente a acgio de < g > corresponde
precisamente, por construgdo, & decomposi¢do da permutagdo mg de X em ciclos disjuntos,
sendo cada um desses ciclos da forma (z mg(x) :rrﬁ(:r:) wé“(z)). Logo, o niimero
de érbitas de cardinalidade ! é precisamente igual ao nimero de ciclos de comprimento  na

decomposigao de 1y como produto de ciclos disjuntos.

Dada 7, podemos particionar de forma iinica X em érbitas, isto ¢, subconjuntos de X
que sdo ciclicamente permutados por mg. Se | é a cardinalidade de uma tal 6rbita e se x é
um qualquer elemento dessa érbita, entdao a érbita consiste nos seguintes elementos de X:

&, mg(2), wﬁ (&), sy 71';‘1(95).

Se X é particionado em b; érbitas de cardinalidade 1, by 6rbitas de cardinalidade 2, etc.,
entdo dizemos que 7y é do tipo (b1, b2,b3...). Obviamente que b; = 0 para i > m, onde m é
o nimero de elementos de X. Para além disso temos que:

by +2by+3b3+--- =m,
ou seja, a soma dos comprimentos dos ciclos ¢ igual ao nimero total de elementos em X.

Podemos agora definir o polinémio de um grupo de permutagées:

8Uma partigdo de um conjunto D é um conjunto de subconjuntos disjuntos ndo vazios de D e cuja reunido
é o praprio D.
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Definigdo 2. Dada uma ac¢do do grupo G no conjunto finito X, com |X| = m, vamos
definir um polindmio Pg nas varidveis z1,za,...,Zm € com coeficientes em Q associado
a esta acgdo. Para comegar, a cada g € G associamos o mondémio :z:?':r:g? ..zt onde
(b1, b2, ... ,bm,0,...) € o tipo de mg. Tomando a soma destes elementos e dividindo pelo

nimero de elementos de G obtemos o polindmio
- by b bm
Pe(z1, 32, %) = |G Z:rl ol
geC

ao qual chamamos o polinémio da acg¢do de G em X ou, com considerdvel abuso de lingua-
gem, simplesmente o polindmio de G.

Observacgao 2. A acgoes diferentes de um grupo correspondem geralmente polinémios dife-
rentes.

Exemplo 7. Se G age em X unicamente pela permutagdo identidade, entdo temos que
Pg = zT, visto que a permutagao identidade é do tipo (m,0,0,...). Como Pg depende
de m, este exemplo simples ilustra o facto de que o polindmio de G depende ndo apenas da
estrutura de G como grupo abstracto, mas também da interpretagao dos seus elementos como
permutacgées de um conjunto X .

Exemplo 8. Seja X o conjunto dos vértices de um cubo, pelo que m = 8 e seja G o grupo
das rotagées do cubo, que aclua naturalmente em X . Fxistem 6 x4 = 24 tais rotagdes. Estas
podem ser divididas nas sequintes categorias:

(a) A identidade;
(b) Trés rotagées de 180° em volta das rectas que unem os centros das faces opostas;
(c) Seis rotagdes de 90° em wvolta das rectas que unem os centros das faces opostas;

(d) Seis rotagées de 180° em volta das rectas que unem os pontos médios das arestas
opostas;

(e) Oito rotagées de 120° em volta das rectas que unem os vértices opostos.

Como 1+3+6+6-+8=24, esta lista € exaustiva.

E ficil visualizar as drbitas de X em cada caso. Em (a) existem oito ciclos de compri-
mento 1; uma permutagdo na categoria (b) produz quatro ciclos de comprimento 2; em (c)
existem dois ciclos de comprimento 4; (d) contém quatro ciclos de comprimento 2; e em (e)
existem dois ciclos de comprimento 1 e dois de comprimento 3. Logo, o polindmio é:

1
PG 24(x1+9$2+6$4+8$133)

Exemplo 9. Seja X o conjunto das arestas de um cubo, pelo que m =12, e seja G o grupo
das 24 permutacées de X induzidas pelas rotagdes do cubo.

As rotagdes sao as mesmas que no Ezxemplo 8. O que é necessdrio agora € ver o que
as rotagdes fazem ds arestas. A identidade produz a permutagdo do tipo (12,0,0,...); uma

28



rotagdo da categoria (b) produz o tipo (0,6,0,...); (c) fornece o tipo (0,0,0,3,0...); (d)
fornece o tipo (2,5,0,...); (e) fornece o tipo (0,0,4,0,...). Logo, temos:

1
Pg = ﬂ(wP + 3a5 + 623 + 8xix3 + 8x3).

Exemplo 10. Debrugamo-nos novamente sobre as rotagoes do cubo, mas agora X € o
conjunto de todas as faces. As nossas cinco categorias produzem agora os tipos (6,0,...),
(2,2,0,...), (2,0,0,1,0,...), (0,3,0,...), (0,0,2,0,...), respectivamente, e portanto:

1
(28 + 32322 + 6x3xy + 623 + 823). (2.2)

P
G~

Exemplo 11. Seja X um conjunto de m elementos e seja G = Sx. O seu polinémio é igual
ao coeficiente de z™ no desenvolvimento de

»2 23
T -
exp za:1+—2+——3+--- (2.3)
2 3
como série de poténcias de z.
Isto é uma consequéncia do Teorema de Pélya mas também € possivel fornecer uma prova

directa, da qual seque um esbogo. A ezpresséo (2.3) pode ser escrita como:

+0oo b +00 z%? ba

Z ZO 52!;’3
o

O coeficiente de z™ € obtido somando a eTpressao:

1 by, bz b3
balbalbg! - - 1b12baghs .. 1 728 T 24
para todos 0s by, ba, ... possiveis satisfazendo by + 2by + 3bz + -+ = m. Excluindo o factor
m!, que € a ordern de G, o coeficiente em (2.4) € igual ao nimero de permutagoes de tipo
(by,b2,bs,...), 0 que prova a afirmagao.

Exemplo 12. Considere-se a representagio de Cayley de um grupo finito X. Vamos
determinar o seu polinémio.

Sea € X entdo a ordem de a é o menor inteiro positivo k tal que a* = e, onde e representa
o elemento neutro de X. Denote-se esta ordem por k(a). A permutagao T, particiona X em
drbitas de comprimento k(a): se x € X, entdo x pertence ao ciclo obtido por:

T — ar — a’x — - — a"@ g,
Segue que k(a) divide m = |X| e que existem m/k(a) ciclos de comprimento k(a). Logo
obtemos o polinédmio:
]
B X [P, (2.5)
acX
Esta soma pode também ser escrita como:
1
Pg=— d)(za)™, 2.6
g = dlzm v(d)(za) (26)

onde d percorre os divisores de m e v(d) representa o mimero de elementos a de X com
ordem d.
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Exemplo 13. Tomamos agora o grupo ciclico de ordem m como um caso especial do Ezemplo
12. Seja X o grupo multiplicativo de todas as m-ésimas raizes da unidade, e2mi/m - onde
j=1,...,m ei é a unidade imagindria. Se identificarmos o corpo C dos niimero complezos
com o plano R?, temos que a transformagao z — e2milmy para z € C, é uma rotagdo de
dngulo ‘%1 O grupo multiplicativo X ¢é isomorfo ao grupo aditivo G = Zmy dos inteiros
médulo m, onde ] designard a classe do inteiro j mddulo m. De facto, a fungdo

G - X
3 g e2m’j/m (2.7)

estd bem definida e é um isomorfismo. Identificamos estes dois grupos por via do isomorfismo
(2.7). Note-se que assim, se a = e2mi/m entdo a rotagio x +— ax, definida em X,
corresponde i translacgio k — j+k em G. A ordem do elemento j de Ly, €k(j) = Ty onde
(m, ) é o mdzimo divisor comum entre m e j. Logo, por (2.5) o polinémio da representagao
de Cayley de G €

m

X Gt 2

3=

onde ¢ é a fun¢do de Euler, ou seja, ¢(d) é o nimero de inteirosn com1 <n <d e (n,d .
Tal decorre de se ter que o nimero de inteiros j tais que 1 < j <m e k(j) = -0~ =d €
precisamente ¢(d).

Il

A funcdo ¢ de Euler é definida para qualquer inteiro positivo n como sendo o nimero
de inteiros menores ou iguais a n que sdao primos com n (ou relativamente primos”). Esta
funcao satisfaz algumas propriedades interessantes:

1. ¢ é multiplicativa, isto é, se (m,n) = 1, com m,n € Z*, entao ¢(m - n) = ¢(m)p(n);

2. Se p for primo, entdo ¢(pF) = pF~(p—1).

Estas duas propriedades permitem escrever uma expressdao para a fungao ¢ para todos os
inteiros:

Para além disso temos que

onde o somatério percorre todos os divisores positivos de n. Note-se também que ¢(n) é o
nimero das unidades do anel Z,, ou seja, dos inteiros mdédulo n que séo invertiveis.

g . . . 0 . . ” . e 3
9Dois inteiros m e n dizem-se relativamente primos se 0 maximo divisor comum entre eles for a unidade,
ou seja, (m,n) = 1.
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Figura 2.1: Escala genérica de quatro notas.

Exemplo 14. Sejam G — Sx uma ac¢ao de G em X e H — Sy uma acgdo de H em Y.
Suponha-se que XNY = 0. Queremos definir uma acgdo do produto directo G x H em XUY.

Sejam o € Sx e T € Sy. Definimos o x 7 € Sy y como sendo a permutagdo

cxt: XUY — XUY
seze X

O}
7(2), sezeY
Observe-se que:

SXxSy Sk ‘SXUY
(e,7) +— oxT

é um monomorfismo de grupos. Podemos agora definir uma acgdo de G x H em XUY pela
composicdo de homomorfismos:

GxH — SXxSy — SXUY
(g':h) =3 (ﬂ-gvﬂh) = Tl'g)('n'h‘.

Note-se que: g py = Tg X Th.

Exemplo 15. Considere-se uma escala musical contendo apenas qualro notas (L = 4 na
notagdo do capitulo 1)e sejam W, X, Y e Z essas quatro notas. Representamos as notas da
escala por um colar de quatro pérolas, como no capitulo 1 (ver Figura 2.1).

O grupo G € o grupo das rotagoes de colares de quatro pérolas:

G = {90,91,92, 93},

com go a rotagdo de dngulo 0, g1 a rotagdo de dngulo —%, g» a rotagdo de dngulo —m ¢ g3 a
rotagdo de angulo —%’r. Este grupo de rotagdes age sobre o conjunto das nota particionando-
o em ciclos de comprimento diverso. O tipo de cade uma destas rotagdes, que caracteriza a
natureza desses ciclos, é o seguinte:

e gp € do tipo (4,0,0,...);

e g € do tipo (0,0,0,1,0,...);

31




Figura 2.2: Escala cromatica usual.

e g0 € do tipo (0,2,0,0,...);

e g3 € do tipo (0,0,0,1,0,...).
Entao, Pg serd dado por

1 1
Pg(xyi, T2, x3,24) = E(Idll + x4 + scg +xz4) = Z(.’L‘zll +£L‘% + 2x4).

Exemplo 16. No sequimento do exemplo anterior, queremos calcular Pg mas agora rela-
tivamente d escala cromdtica usual de 12 notas. Considere-se a notagdo habitual para a
representagdo das notas da escala cromdtica (Figura 2.2).

Seja X o conjunto destas notas. O grupo G serd o conjunto das rotagoes sobre X, ou
seja,
G = {g()agl,g?; -5 810, 911 })

com gy = idx

qg: X - X gp: X — X g3: X — X
Dé — D¢ Dé — Ré Dé +— Ré
D6l — Ré Dét — Ré Déf — Mi
Ré +— Ré, Ré — Mi Ré — Fd ,
Ldg —  Si Ldéy — Dé Laf —~ Ddj
Si — Dé Si —  Ddf Si +— Ré
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gio - X —% X g1 X = X
Dé — Ldf Dé — Si
Déf — S Dot — Dé
Ré — Dé , Ré +— Déf .
Ldf +— Solf Lit — Ld
Si +— Ld Si o  Ldf

Interessa-nos saber qual é o tipo destas rotagoes:

go €, naturalmente, de tipo (12,0,0,...);

® g1, g5, g7 € g1 dividem X num ciclo de comprimento 12, pelo que o seu tipo serd
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0...);

e g2 e qip dividem X em dois ciclos de comprimento 6, ou seja, sdo do tipo
(0,05 0,0:0.2, 8,0, 6 2. )

e g3 € gg dividem X em trés ciclos de comprimento 4, pelo que o seu tipo é
(0?01 03 3107 01 il );

e g4 e gs dividem X em quatro ciclos de comprimento 3 sendo, portanto, de tipo
(0,0,4,0,0 ... )i

e Finalmente gg divide X em seis ciclos de comprimento 2, ou seja, o seu tipo €

056 0: 0555 )5
Estamos agora em condigdes de construir o polindmio Pg:

1 . .
Pglzy,za,...,212) = E[miz +4dxqo + 2:1:% + Zxﬁ + 23:§ + z8].

Observacao 3. O tipo de uma permutagao my diz-nos algo acerca da permutagdo e das suas
poténcias 73,y ..., mas diz-nos pouco acerca do tipo de um produto mg, mg,, dados os tipos
dos factores. Da mesma forma, apesar do polindmio poder fornecer-nos informagdo sobre
questoes combinatdrias envolvendo o grupo de permutagdes, ngo nos revela muilo sobre a
estrutura multiplicativa do grupo. De facto, Pdlya fornece mesmo um ezemplo onde ezibe
dois grupos de permutacdo ndo-isomorfos e com indices de ciclo idénticos. Logo, o polinémio
nem sempre determina o grupo de maneira inica, mesmo que a acgdo seja fiel '°. Pélya
utilizou dois grupos ndo isomorfos de ordem p*, com p um primo maior que 2 tal que ambos
0s grupos tém a propriedade dos seus elementos, para além da unidade, terem todos ordem
p; a expressdo (2.6) para o polindmio da representacao de Cayley fornece o mesmo resultado
para 0s dois casos.

"Uma acgio p : G — Sx diz-se fiel se kerp = {e}. Neste caso podemos identificar o grupo abstracto G
com o grupo de permutagdes p(G).
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2.4 O Lema de Burnside

Uma parte essencial da teoria de Pélya provém de um lema simples, que se presume ter sido
publicado pela primeira vez por Burnside.

Seja G um grupo finito que actua no conjunto finito X e considere-se o homomorfismo:

G — Sy
g = Tg

que d4 a acgdo. Tem-se entdo o seguinte resultado:

Lema 1 (Burnside). O niimero de érbitas da acgio de G em X € dado pela ezpressao

ﬁZw(g)

geG

onde |G| denota o nimero de elementos de G e, para cada g € G, 1(g) denota o nimero
de elementos de X que sio invariantes por mg,isto €, o nimero de elementos x € X para 0s
quais gr = .

Demonstragdo. Consideramos todos os pares (g,z) com g € G, z € X tais que mg(z) = z.
O niimero n destes pares pode ser contado de duas formas. Primeiro, para cada g fixo,
podemos contar o nimero dos z satisfazendo m4(x) = x e, portanto, o mimero de pares é:

n=>Y ()

geG

Por outro lado, para cada z € X, podemos contar o niimero dos elementos g € G com
mg(x) = z. Denotando este nimero por 7(z) temos que:

S al@) = vlg). (2.8)

zeX geG

Para z fixo, consideramos o estabilizador de z, G, = {g € G : gz = x}, que j4 vimos ser um
subgrupo de G. A sua ordem, |G|, é igual a n(z). Pelo Teorema 2 temos que

|G|

o 0 [

Somando com respeito a x, concluimos que a soma dos n(x), para x pertencendo a uma
determinada érbita de G em X, é igual a |G|. Logo, a soma de todos os 7(x) serd igual a
|G| vezes o nimero de drbitas, ou seja:

> () = |Gl|{érbitas}. (29)
zeX
Agora basta substituir (2.9) em (2.8) e o lema fica demonstrado. O

34




2.5 Fungoes e Padroes

Sejam D e R conjuntos finitos. Consideramos fungoes definidas em D com valores em R. O
conjunto de tais funcdes denota-se por R”. O nimero de elementos de RP ¢ |R|P!, visto
que se quisermos construir uma fungdo f temos, para cada elemento d € D, |R| escolhas
possiveis para f(d) e essas escolhas sao independentes.

Suponhamos que nos é dada uma ac¢do do grupo G no conjunto D. Entao podemos
definir uma acgio de G em RP através da seguinte regra:

(g- f)(d) = f(g~'-d),¥f € R°,Vg e G,vd € D.
Neste caso chamamos as érbitas padroes.

Observacgao 4. As fungées fi e fo de RP estdo no mesmo padrao se existir um elemento
g € G tal que
g-f2=h
ou seja,
falg™" - d) = fi(d),¥d € D,
ou ainda,

fi(g-d) = f2(d),¥d € D.

Abreviamos esta tiltima equacdo por fig = fa.

Exemplo 17. Suponha-se que D é o conjunto das seis faces de um cubo e seja G o grupo
de todas as permutagdes de D que podem ser produzidas por rotagdes do cubo (ver Ezemplo
10). Seja R o conjunto constituido pelas palavras vermelho e verde. Um elemento f € RP
pode ser visto como uma forma de pintar o cubo tol que cada face € pintada ou de vermelho
ou de verde. Se o cubo permanecer fizo, isto pode ser feito de 28 maneiras. Se dois tais cubos
pintados, posicionados paralelamente, sdo coloridos de diferentes maneiras, pode acontecer
que um deles possa ser rodado de tal forma que coincida com o outro. Nesse caso os dois
cubos pertencem ao mesmo padrao.

Existem dez padroes, os quais podem ser descritos como se seque (em parénteses daremos
o nimero de fungées ou coloracies em cada padrio): (a) todas as faces verdes (1); (b) cinco
faces vermelhas e uma verde (6); (c) duas faces opostas verdes, as restantes vermelhas (3);
(d) duas faces adjacentes verdes e as restantes vermelhas (12); (e) trés faces com um vértice
em comum vermelhas, as trés com o vértice oposto em comum verdes (8); (f) duas faces
opostas e uma das restantes vermelhas e as trés restantes verdes (12); (g), (h), (i), (j) obtidas
de (d), (c), (b), (a) trocando simplesmente as palavras verde e vermelho, respectivamente.
Como verificacao note-se que:

14+B+84+ 19 L8418+ 18 L8564 1=20

Exemplo 18. Seja D o conjunto {1,2,3}, seja G o grupo simétrico de D (isto é, o grupo
das seis permutacoes de D), a actuar de forma natural em D e seja R um conjunto com dois
elementos {z,y}. Ezistem oito fungdes de D em R mas apenas quatro padroes. Estes podem
ser denotados pelos simbolos z°, %y, zy? e y®, respectivamente. Por exemplo, = consiste
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de unicamente uma fungdo, a que € definida por f(1) = f(2) = f(3) = . No entanto, z’y
consiste das sequintes trés fungdes:

fix Jo: f3:

wr g
I |
@ 8 8
wr—
1111
8 8
w o =g
¥4 L4

N8

Poderd haver alguma vantagem em considerar x e y como varidveis independentes que
comutam e em anezar o cada f € RP o produto f(1)f(2)f(3), o qual é independente da
ordem dos factores. Dito de outra forma, como o grupo simétrico estd a ser considerado,
dizer que duas funcdes fi e fo sdo equivalentes significa ezactamente o mesmo que dizer que
os produtos f1(1)f1(2)f1(3) e f2(1)f2(2) f2(3) em Q[z,y| sdo idénticos. Por isso, 0s padrées
sio caracterizados pelos valores possiveis para o produto, nomeadamente x°, %y, Ty® e y>.

Exemplo 19. Consideremos agora o caso da escala bem temperada com L notas, identifica-
das com as classes residuais mddulo L: {0,1,...,L—1}. Entao, o grupo G, das rotagoes dos
colares de L pérolas, corresponde a acgdo do grupo ciclico Zy, no conjunto {0,1,...L — 1}
por translac¢do z - k = x + k (mod L). Desta forma, podemos identificar os colares de L
pérolas, de cores preto e branco, com fungées f : {0,1,...L — 1} — {0,1}, de forma a
que f € identificada com o colar cuja pérola i tem a cor branca se f(i) = 0 ou preta se
f(i) = 1. Temos assim G =17, D=7, e R= {0,1}, sendo a representagao de G em D a
representacdo de Cayley de G (ver Ezemplo 13).

A ac¢io induzida de G em RP corresponde ezactamente @ rotagao de colares. Por
exemplo, se L =4, f for a funcdo definida por

f: D —- R
0 — 1
1 - 1
2 — 0
3 — 0

e g for a rotagdo de angulo 2%’, no sentido dos ponteiros do relégio, que corresponde ao

elemento 1 € Ly, entdo a funcdo g- f € dada por

g-f D — R
0 — f(3)=0
1 = flO)=1.
2 - f(1)=1
3 — f(2)=0

Em termos de colares de pérolas, f e g- [ encontram-se representados na Figura 2.3.

Mais geralmente, podemos identificar colares de pérolas de m tipos diferentes como
elementos de RP onde |R| = m. A acgdo induzida de G em RP corresponde ainda d rotagdo
de colares.
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Figura 2.3: Os colares f e g - f, respectivamente.
2.6 Peso de uma Fungao; Peso de um Padrao

Novamente tomaremos conjuntos finitos D e R e um grupo G a actuar em D. A cada
elemento de R vamos fazer corresponder um peso. Este peso serd um elemento de um
anel comutativo fixado e contendo o corpo dos niimeros racionais. Logo, podemos formar
somas e produtos de pesos e muiltiplos racionais de pesos, e estas operagoes satisfazem as
propriedades associativa, comutativa e distributiva usuais. O peso associado ao elemento
r € R seré denotado por w(r).

Uma vez que estes pesos tenham sido escolhidos podemos definir o peso W(f) da fungao
f € RP como sendo o produto

w(f) =[] wif@). (2.10)

deD

Se f1 e f2 sao equivalentes, isto é, se representam o mesmo padrao, entao tém o mesmo
peso. Isto é dedugio imediata do facto de que se fig = fa. com g € G, entao temos que

T wifi@) =[] winigd)] = [] wifa(a),

deD deD deD

visto que o primeiro e o segundo produtos tém os mesmos factores, eventualmente numa
ordem diferente, e o produto de pesos é comutativo. Como todas as fungoes pertencendo ao
mesmo padrio tém o mesmo peso, podemos definir o peso do padrao como esse valor comum.
Logo, se F' denotar o padriio, denotaremos o peso de F' por W(F'); usar o mesmo simbolo
W para o peso de fungdes e para o peso de padrdes nao devera causar qualquer confuséo.

Exemplo 20. Retomamos o Ezemplo 17 com o caso da colorag¢io das faces de um cubo e
formamos o anel de todos os polinémios de duas varidveis T e y, com coeficientes racionais.
O conjunto R é composto pelos elementos vermelho e verde aos quais fazemos corresponder
0s pesos x e y respectivarnente. Os dez padrées (a), ..., (j) terdo os pesos associados:

O i oln® o0 B8 38 LR a0l b B
Ly, ey, YL,y ,L,ry LTy Ty Ty LY,

respectivarnente. Daqui podemos observar que padroes diferentes nao tém necessariamente
pesos diferentes.

Exemplo 21. No Ezemplo 18, R tinha dois elementos: z e y. Se considerarmos x e y como
varidveis ndo existe nenhuma objeccdo em fazer corresponder ao elemento T o peso z e ao
elemento y o peso y. Agora os simbolos x3, z%y, xy* e y* tornam-se em pesos de padroes.
Neste caso, o peso caracteriza o padrdo: padrées diferentes tém pesos diferentes.
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Exemplo 22. Se tomarmos w(r) = 1 para todo o r € R, entao temos W(f) =1 para todas
as fungdes e W(F') =1 para todos os padroes.

Exemplo 23. Consideramos o Exemplo 19. Se tomarmos w(0) =1 e w(l) = = entdo W(f)
corresponde ao mimero de notas (pérolas pretas) do acorde (colar) f.

2.7 Loja e Inventario

Tal como anteriormente, teremos conjuntos finitos D ¢ R e cada r € R terd um peso.
Pensando em R como o conjunto do qual teremos que escolher os valores das fungoes, vamos
chamar a R loja. Como os pesos podem ser adicionados, existe uma soma de pesos; esta
soma é chamada de inventdrio de R:

inventirio de R = Zw(r}. (2.11)
rER

Exemplo 24. A terminologia sugere que o inventdrio fornece uma descri¢io razoavelmente
precisa do conteido de R, mas isto pode ser apenas parcialmente verdade. Seja R o con-
junto que consiste de trés caizas de sabdo (denotadas por sy, sy e s3), dois pacotes de chd
(denotados por ¢ e ca) e quatro garrafas de vinho (denotadas por vi, vz, vz e v4). Quando
tomamos as nove varidveis sy, sh, s4, ¢|, ch, v}, vy, vy e v}y e associamos a 8| o peso sy, a
s2 0 peso sh, etc., o inventdrio serd:

’ / / / ! ! ! !
s + 85 + 83 + ¢ + ¢ + vy + vy + vy + v,

e o valor desta soma fornece informagdio completa sobre o loja. Um comerciante da loja
utilizard um sistema mais simples, porque ndo estd muito interessado nas distingoes entre
objectos da mesma categoria comercial. O comerciante utilizaria os simbolos s, ¢, v, repre-
sentativos das nocgdes abstractas “caiza de sabao”, “pacote de chd” e “garrafa de vinho”;
associa a cada 81, 2 € S3 0 PESO §; G cada €] € cy 0 PESO ¢; A V] € Uz 0 PesSo ¥ € A U3 e Uq 0
peso v/2 (porque vz e vy tém metade da capacidade de vy e vy, uma disting@o irrelevante).
O inventdrio serd 3s+2c+3v. Por vezes o comerciante ou o fiscal tem o particular interesse
no valor da loja em euros. Se estimar que a caiza de sabdo vale 3, o pacote de chd 1, a
garrafa de vinho 2 e a meia garrafe de vinho 1,5, o inventdrio serd 9+2 +4+3 = 18. Agora
o inventdrio é apenas wm numero; este nimero ndo fornece informacgdo sobre a constituigdo
do loja, exceptuando que o seu valor total é de 18 €. Finalmente, existe a possibilidade de
que o comerciante esteja a instruir o seu funciondrio na contagem; entdo dd o peso 1 a cada
objecto e o inventdrio torna-se simplesmente o nimero de objectos que € 9.

2.8 Inventario de uma Funcao

Consideramos os conjuntos D e R e o conjunto de todas as fungoes de D em R, RP. Cada
r € R tem um peso associado, w(r); logo, cada f € R tem o peso

w(f) = [ wlf@)

deD
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Agora, como veremos de seguida, o inventdrio de RP é simplesmente uma poténcia do
inventario de R, sendo o expoente o niimero de elementos de D:

|D]
inventario de RY = Z W(f) = [Z w(r)] : (2.12)

fERP rER

A igualdade (2.12) pode ser interpretada da seguinte forma: a |D|-ésima poténcia pode ser
escrita como o produto de |D| factores. Se em cada factor seleccionarmos um tinico termo
e se tomarmos o produto desses termos, obteremos um termo da expansao completa do
produto — que consiste de |R|!P! termos, de acordo com o niimero de escolhas que podem
ser feitas. Tomamos uma correspondéncia bijectiva entre os |D| factores do termo da direita
de (2.12) e os elementos de D; essa correspondéncia permite-nos afirmar que a selecgao de
um termo de cada factor corresponde & descri¢do de uma fungao f de D em R. Agora, a f
correspondera o termo [] ;- p w[f(d)] da expansdo completa do produto. Como este termo &
exactamente W (f), notamos que o produtério completo é igual & soma de todos os W(f),
que corresponde ao inventirio de B=,

Seguidamente vamos analisar o inventdrio de um certo subconjunto S de RP. Considere-
se uma particao {Dy, Da,...,Di} de D, com

|D| = |Dy| + |Da| + -+ - + | Dgl-

Vamos considerar o conjunto S de todas as funcdes f € RP com a propriedade de serem
constantes em subconjuntos da particdo; f poderd ser, embora nao necessariamente, distinta
em cada componente distinta. Estas fungdes f podem ser consideradas como fungées com-
postas f = ¢, onde ¢ e ¢ sdo definidas como se segue: ¢ é a fungdo definida em D que
envia d no indice da componente & qual d pertence; desta forma temos sempre que d € Dy, g);
¢ é uma funcdo definida no conjunto {1,...,k} e com valores em R. Note-se que ¢ € uma
fungdo fixa e que existem |R|K possibilidades para ¢, cada uma dando origem a uma fungéo
f € RP distinta.

Temos o seguinte resultado:
k
inventdrio de § = HZ[w('r)]‘D’l. (2.13)
i=lreR

Novamente, este resultado pode ser verificado investigando a expansao completa do pro-
dutério. Cada termo dessa expansio é obtido seleccionando um termo em cada factor de
(2.13) e isto significa seleccionar uma fun¢io ¢ do conjunto {1,...,k} no conjunto R. Logo,
esta funcgdo ¢ produz o termo

k
fulp(}P - fwlp)? = [ twls@nr ™

Se ¢y = f entdo este termo é exactamente W(f), porque

{wlp@}P' = [ wielw@l)

deD;
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k
II I wlr(@) =w.

i=1deD;

Deste modo cada f € S é obtida exactamente uma vez. Logo a soma de W (f) para todo o

f € S é igual & soma de todos 0s termos da expansao do produtério em (2.13) e isto prova
(2.13).

Exemplo 25. Queremos distribuir m fichas por trés pessoas Py, P» ¢ Ps, com a condigdo de
que Py obtém o mesmo niimero de fichas que P,. De quantas maneiras é que podemos fazer
essa distribui¢cio? Nao estamos interessados nas fichas em si, mas apenas no mimero com
que cada pessoa fica. Isto €, queremos ter fungées f definidas no conjunto D = { Py, P, P3}
com valores em R = {0,1,2,...} e com as restrigées f(P1) = f(P) e f(P1)+[(P2)+ f(Ps) =
m. Faca-se {Py, P2} = Dy e {P3} = Ds.

Tomamos a varidvel © e associamos aos elementos 0,1,2,3,... de R os pesos 1, z, 22,

x%, ..., respectivamente. Logo as fungées em que estamos interessados terdo peso ™.

Por (2.13), o inventdrio de todas as fungoes constantes em cada D; € igual a
(Lpa® a0 YO 4 B +0° Honad: (2.14)
O mimero que procuramos € o coeficiente de *™ na expansdio acima. Formalmente temos
l+2?+at+--=(1-2)"?! e l+z+a*+--=(1-2)"L

Temos ainda:
1 1 1
(1-a) (1 -2)" = (1 +a) " + 51 -2) "+ 70 -2)7,

Logo, obtemos que o nimero de funcoes €:

Sim+ 1)+ 7L+ (D)™,

ou seja, mj2 + 1 se m é par e m/2+ 1/2 se m é fmpar. E fdcil verificar directamente este
resultado. Pode ser itil notar que o nimero pretendido também pode ser interpretado como
o nimero de parti¢oes de m com partes 1 e 2.

O facto de a loja ser um conjunto infinito e de o inventdrio ser a soma de séries
infinitas ndo nos deve perturbar. Podemos simplesmente “cortar” a loja substituindo-a por
{0,1,...,m}; os elementos restantes ndo podem ser relevantes no nosso problema em virtude

da restrigio f(Py) + f(P2) + f(Ps) = m. Mais geralmente, o coeficiente de ™ em (2.14) é
idéntico ao coeficiente de ™ em

(1+z+z' + 2™ (1 +z+- +a™)
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2.9 Inventario de Padroes; Teorema de Pélya

Da mesma forma que nas seccoes anteriores, tomamos os conjuntos finitos D e R e consi-
deramos o grupo G a actuar em D e a acgdo induzida de D em RP definida na secgio 2.5.
Os elementos de R tém pesos w(r) e, de acordo com (2.10), as fungdes f € RP e os padroes
F tém pesos W(f) e W(F), respectivamente. Em vez do inventdrio de q2, Zf W(f),
determinado em (2.12), o nosso objectivo é determinar o inventério ), W(F) do conjunto
de todos os padroes. Este inventdrio ¢ dado pelo seguinte resultado:

Teorema 4 (Teorema Fundamental de Pélya). O inventdrio de padroes é
Y W(F)=Pg {Zw(r), 3 )Y wr)P, - } (2.15)
F reR TER reR

onde Pg é o polindmio da acgdo de G em D, conforme definido na secgao 2.3. Em particular,
se todos os pesos forem escolhidos iguais d unidade, obtemos:

niimero de padrées = Pz(|R|,|R|,|R|,...). (2.16)

Demonstragdo. Seja w um dos possiveis valores que o peso de uma fungao possa assumir.
Seja X o conjunto de todas as fungies f € RP satisfazendo W(f) = w.

Como a accdo de G em RP se restringe a X, j4 que fungdes na mesma drbita tém o
mesmo peso, temos o homomorfismo associado

G — Sy
g“""'rg.

Entfo, a cada g € G corresponde uma permutagio g do conjunto X. O Lema 1 mostra que
o nimero de padrées da acgio de G em X € igual a

1
. 2.17
geG
onde 1,,(g) denota o nimero de fungdes f com W(f) =we fg~ L = f (ou, o que é equivalente,

f=fg).

Os padrdes contidos em X tém todos peso w; por isso, se multiplicarmos (2.17) por w e
somarmos com respeito a todos os valores possiveis para w, obtemos o inventdrio de padroes:

S w(F) = ﬁ 33 dulge
w geG

Temos que
(9)

S vulgw =3 W),
w f
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onde Z}g) significa que o somatério percorre todos os f € RP que satisfazem f = fg. Segue
que
(9)

SWE) = g S LW (218)

geG f

Para avaliar Z_(fg) W (f), notamos que 74 é uma permutagao de D e, por isso, D é dividido
em ciclos que sao ciclicamente permutados por my. A condigdo f = fg significa que

f(d) = flgd) = f(g%d) =--- .

Logo, f é constante em cada drbita de < g > em D. Reciprocamente, se f € RP ¢ constante
em todas as érbitas de < g > em D, automaticamente satisfaz fg = f, visto que gd pertence
4 mesma, drbita que d. Logo, se as érbitas forem Dj, Ds, ..., Dk, entdo a soma Z}g) W(f)
é simplesmente o inventério avaliado na secgao 2.8 e expresso em (2.13).

Seja (b1, ba, b, ... ) o tipo de m,. Isto significa que, entre os niimeros |D1|, [Dal, ..., |Dgl,
o numero 1 ocorre by vezes, o mimero 2 ocorre by vezes, ete. Consequentemente, temos que

(9) b ba
ZW(f):{Zw(T)} {Z[W(T)F} (2.19)

f reR reR

Note-se que o mimero de factores ¢ finito, de facto, ndo superior a k. Logo, todos os b; sdo
nulos para ¢ suficientemente grande.

A expressao (2.19) pode ser obtida por substituicdo de:

1= Zw("r), T2 = Z[w('rﬂ?» T3 = Z[w(r)]3,._.,

reR reR reR

no produto :c?‘:cggwg” ..., que é o termo que corresponde a g em |G|Pg (ver seccao 2.3).
Somando com respeito a g e dividindo por |G|, inferimos que o valor de (2.18) é obtido

operando a substituicdo anterior em Pg(z,z2,3,...) e isto prova o teorema de Pélya. []

Exemplo 26. Consideramos o Ezemplo 17. D € o conjunto das faces de um cubo, G €
o grupo de substituicdo rotacional e R é o conjunto das duas cores: vermelho e verde. De
acordo com (2.16), o nimero de esquemas de coloragio € igual a P(2,2,2,...), e Pg é dado
no FEzemplo 10. Obtemos:

i ; ; ;
ﬂ(26+3-24+6-23+6-23+8'22):1(),

como jd tinhamos determinado no Exemplo 17, por via de uma andlise detalhada dos padraes.

Agora propomos uma questdo: quantos padrées de coloragdo exibem quatro faces verme-
lhas e duas faces verdes? Para respondermos a esta questao associaremos wm peso & @ cor
vermelha e um peso y a cor verde e procuramos o inventdrio de padroes. Por (2.15) e (2.2)
o inventdrio de padrées é:

% [( +9)° +3(z +9)*(=" +9°)* + 6(z + )*(=" + ") + 62" +9)" + 82" +¢")7].
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Para o inventdrio de padrdes completo obtemos facilmente:
28 + Py + 20y? + 223y + 22y + S +of, (2.20)

o que estd em concordincia com o Exemplo 20. O nimero de padrdes de coloracao com

quatro faces vermelhas e duas verdes é o coeficiente de x'y? no inventdrio de padrées (2.20),
que €
1
24
De facto, existern apenas dois padroes com quatro faces vermelhas e duas faces verdes ((c)
e (d) no Exemplo 17)).

(15+94+64+18+40) =2.

Exemplo 27. Seja D um conjunto finito e G um grupo a actuar em D. Dois subconjuntos
Dy e Dy de D dizem-se equivalentes se tivermos mgDy = Da, para alguma permutagao
Tq € Sp. Isto significa que Do € o conjunto de todos os elementos gd obtidos percorrendo d
em D). Assim, temos uma acgdo de G no conjunto P(D) de todos os subconjuntos de D e
pretendemos determinar o nimero das drbitas desta acgdo.

Os subconjuntos de D podem ser colocados em correspondéncia bijectiva, com as funcdes
de D em {0,1}. Suponha-se que R consiste nos dois elementos, 1 e 0, e associamos o peso
1 a cada um deles. Se f for uma funcido de D em R, entio fazemos corresponder a f o
subconjunto de todos osd € D com f(d) = 1. E evidente que desta forma obteremos todos os
subconjuntos de D de uma dnica forma e a equivaléncia de fun¢des corresponde a equivaléncia
de subconjuntos. Cada fungdo tem peso 1, por isso o nimero de classes de subconjuntos é
igual ao nimero de padroes. Pelo Teorema de Pdlya, este € igual a Pg(2,2,2,...).

Se tomarmos os pesos w(0) = 1, w(l) = w, onde w € uma varidvel, entdo os subconjuntos
de k elementos correspondem a fungées f com W(f) = w*. Entdo o mimero de padrées que
consistem em subconjuntos com k elementos cada € igual ao coeficiente de w* no inventdrio
de padrées, que é Pg(l +w,1 +w? 1 +w?,...) neste caso. Somando para todos os valores
de k, obtemos novamente Pg(2,2,2,...), visto que a soma de todos os coeficientes de um
polinémio p(w) € igual a p(1).

Um ezemplo detalhado € fornecido pelo cubo colorido (ver Exemplo 26), onde os subcon-
Jjuntos correspondem ads faces do cubo que sdo coloridas de vermelho.

2.10 Generalizacao do Teorema de Pdlya

Vamos considerar agora um caso mais geral do que foi visto até agora: para além de termos
uma acgdo do grupo G em D, teremos também um grupo H a agir em R. Estas duas acgoes
induzem uma acgéo do produto directo G x H em RP da seguinte forma:

(9. h)- )(d) = h-flg™" - d),

para f € R, d € De (g,h) € G x H. Por simplicidade de notacio escrevemos hfg~! para
denotar (g, h}- f.

Vamos supor que cada f € RP tem um certo peso, W(f), e que estes pesos sao elementos
de um anel comutativo fixado. Sobre estes pesos ndo vamos supor que podem ser obtidos &
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custa dos pesos de certos elementos de R por uma férmula do género de (2.10); no entanto,
vamos impor uma hipétese forte de que fungoes que pertengam A mesma 6rbita tenham o
mesmo peso. Se F' denota um padrio, definimos W (F') como sendo o valor comum de todos
os W(f) com f € F, tal como na sec¢ao 2.6. Assim sendo, temos o seguinte teorema:

Teorema 5. O inventdrio de padries é

{g,h)

SwE) =167 HIT YD Y Wi,

geGheH f

onde Z} h) W (f) é a soma dos pesos W (f) tal que f € RP satisfaz fg = hf (ou, de forma
equivalente, hfg~! = f).

Demonstragdo. A prova é em tudo andloga ao que foi feito na demonstragio do Teorema
Fundamental de Pdlya. O

Exemplo 28. Este exemplo visa fornecer uma correspondéncia entre cada peso W(f) e cada
fungdo f € RP de tal forma que a hipdtese imposta no inicio desta sec¢ao seja satisfeita,
isto €, que

fi~ fa= W(f1) = W(fa). (2.21)

Suponha-se que partimos D em subconjuntos disjuntos Dy, D, ..., Dy, tais que cada D;
é invariante por G, isto €,

ﬂ'g(d) e D;VgeG,Yde D;,i=1,...,1.
Da mesma forma, suponha-se que o conjunto R é partido em subconjuntos Ry, Rz, ..., Ry

tais que cada R;, j = 1,...,k, € invariante por H.

Seja ¥(jin1,...,m) uma fungdo de varidveis inteiras j, ny, ..., ny, com 1 < j < k,
0 € ny < +oc. Supde-se que a funcdo assume valores num anel comutativo. Se f € RP,
1 <i<l, r € R, entio ni(f,r) denotard o nimero de elementos d € D; que satisfazem
f(d) = r. Agora definimos o peso de f como o valor

k
w() =1 I1 vl fir), - omlfym)): (2.22)

j=1reR;
Para estabelecer a propriedade (2.21) é necessdrio notar primeiro que temos
n,;(’frhfvr;l,r} = n,;(f,vr,:lr),Vi e{1,...,l},Yg e G,Vh e HVr € R, (2.23)

porque o nimero dos d € D; tais que frrg‘l(d) = r € igual ao nimero dos d € D; tais
que mpf(d) = r, pois D; € invariante por wy. Este nimero é igual ao nimero dos d € D;
com f(d) = 11',:11'. Da expressdo (2.23) seque que se substituirmos f por whfw;l em (2.22),
entdo os factores do produto

H lbU;nl(fs""):-- : anl(fa'r)]

reR;

sdo apenas permutados, pelo gque se r percorrer R;, entdo 'n',:lr percorrerd R;. Logo, a
substituicao de f por ﬂhfwg_l nao afecta o produto. Isto prova que W(Tl’hf’frg_]) = W(f), ou
seja, W satisfaz (2.21).
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2.11 Padroes de Fungoes Injectivas

Tal como na secgao anterior vamos considerar conjuntos finitos D e R sujeitos as acgoes dos

grupos G e H, respectivamente. Vamos agora definir o peso W (f) para uma qualquer fungao
f € RP por

, caso contrario.

1, se f é injectiva,
win={ 5 Sl

Se g € G, h € H, entdo a funcao mp, fwg‘l é injectiva se e s6 se f é injectiva, e portanto, W
satisfaz (2.21). O inventdrio Y W (F') serd o numero de padroes de fungdes injectivas. Para
determinarmos este niimero vamos aplicar o Teorema 5 e, nesse sentido, hd que primeira-
mente avaliar Z}g ) W(f).

Fixem-se ¢ € G e h € H. Suponhamos que m, é do tipo (b1, by,...) e m, € do tipo
(c1,c2,...). Queremos determinar o nimero de funcoes injectivas f € RP que satisfazem
fﬂ' g = iy hf.

Seja f uma tal fungdo e seja d um qualquer elemento de D pertencendo a uma drbita de
cardinalidade j para a acgdo de < g >. Esta drbita consiste dos elementos

d,79(d), 72(d), ., 75 (d), (2.24)

com W'g.d = d. Note-se agora que fg = hf implica que

2 2 3 3
fry = frgmg = mpfrg = mamnf = i f, fry = mp f ete.

Logo, f envia os elementos de (2.24) em
£(d), mf(d), 7 f(d), .., m " f(d), (2.25)

com wf; fld) = fvrg{d) = f(d). Daqui segue que a cardinalidade da érbita da acgao de < h >
em R & qual f(d) pertence é um divisor de j. Note-se que ainda néo foi usado o facto de f
ser injectiva. Daqui resulta que a sequéncia (2.25) ndo pode ter repetigoes, por nao haver
repetigoes em (2.24), e, portanto, a cardinalidade da drbita da acgao de < h > em R a qual
f(d) pertence é igual a j. Logo, cada érbita de D é enviada por f numa d6rbita de R com a
mesma cardinalidade. Orbitas distintas de D sao enviadas em 6rbitas distintas de R, visto
que f é injectiva.

Agora é facil de determinar as fungdes injectivas f que satisfazem fmy = mpf. Para
construirmos uma tal funcao f, seleccionamos para cada érbita de D, uma drbita de R que
tenha a mesma cardinalidade, tendo em conta que cada drbita de R é seleccionada no maximo
uma vez. Uma vez feita uma selecgio, se j for a cardinalidade das drbitas envolvidas, entao
ainda existem j possibilidades para fixar a correspondéncia entre os j elementos da 6rbita
de D e os j elementos da érbita de R. Isto resulta do seguinte facto: se d for um elemento
da érbita de D, entdo podemos envia-lo num elemento r da 6rbita fixada de R, desde que
facamos corresponder myd a mpT, Tl'gd a Tp2r, ete.

O mimero de fungdes injectivas de um conjunto de b; elementos num conjunto com ¢;
elementos € igual a

Cj(Cj — 1)(6‘? A2)(c3—b1 +1), (22())
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que € zero se ¢; < b;. Logo, temos que o nimero de fungoes injectivas f : D — R, sujeitas a
frg = mnf € dado por

Hjbjcj(Cj — )€ =2} woley = by +1) (2.27)
i

O produto percorre todos os j para os quais b; > 0. Mas se interpretarmos (2.26) como sendo
1 se bj = 0, também podemos tomar o produto sobre todos os valores de j = 1,2,3,....

Podemos escrever o produto jb cj(cj—1)(cj—2)...(e; —bj+1) como a bj-ésima derivada
de (1+ jz)% e z = 0. Assim sendo, (2.27) pode ser escrita como o resultado de vdrias
derivagoes parciais relativamente a varidveis z1, z2, ..., no ponto z; = z9 = -+ =

aN" 7 a2/ a\®
(o) (o) ()

Até agora supusemos g ¢ h fixos. Somando com respeito a g € G e h € H e dividindo
pelas ordens de G e H, obtemos o inventdrio de padroes do Teorema 5, o que neste caso
corresponde ao niimero de padroes de fungoes injectivas. O operador diferencial em (2.28)
¢é obtido a partir de um termo do polinémio Pg(zi,z2,...) de G através da substituigio
x) = 0/0z1, x3 = 8/8z, ..., e o operando em (2.28) é dado através da substituigdo
Ty = 142z, x2 = 1+ 229, ..., num termo do polinémio Py (z,x2,...) de H. Através
do somatério obtemos o resultado seguinte.

coo (T4 21)% (1 + 22)%% (1 + 323)% -+ . (2.28)

n=zy=zg=-=0

Teorema 6. O niumero de padrées de fungdes injectivas de D em R € igual a

Jd ad 0
Pol —,—,=—, - | Pyl y 14 229,14 323, 2.29
6(621,822’823 ) H( +Z] + 22 .ZJ ) ( )

avaliado em z) = zp = z3 = -+ = (.

A expressdo (2.29) pode ser simplificada se |R| = |D| (se |R| < |D|, o ntimero de fungdes
injectivas é zero). Nesse caso temos entdo:

> ik =Y dc,
j 7

pelo que em (2.28) ou temos by = ¢1, by = ¢, ..., ou entao b; > ¢; para algum j. No
segundo caso, a expressdo (2.28) anula-se. Ou seja, (2.28) é sempre igual ao inteiro:

Assim, estabelecemos o resultado seguinte:

Teorema 7. Se as hipdteses do Teorema 6 sdo vdlidas e, para além disso, |R| = |D|, entdio
o nimero de padrdes de funcdes injectivas € igual ao inteiro

a 4a o
ey Ty o R -
PG' (621,822,323’ )PH(ZI, 22,323, ) ( 3)
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Neste caso a situacdo é inteiramente simétrica: se |R| = |D|, entao as fungoes injectivas
de D em R tém como imagem R e as fungoes inversas sao fungoes injectivas de R em D. De
facto, podemos verificar que a expressdo (2.30) ¢ igual a

a o o
Pyl —,—, =, | Po (21,220,323, --). 281

H(le’am Bz ) G (21,222, 323, ) (2:31)
Exemplo 29. De guantas maneiras diferentes podemos arranjar as faces do cubo numa
ordem ciclica? O que queremos saber € o nimero de fungdes injectivas na situagao sequinte:
D € o conjunto das faces do cubo e G € o grupo de permutagies de D induzidas pelas rotacoes
(Ezemplo 10); R € o conjunto de todas as m-ésimas raizes da unidade, comm =6, e H é o

grupo de permutacdes induzidas pelas rotagdes no plano complezo de dngulo 2x

o comm =6
(ver Exemplo 13).

Os polindmios respectivos sao

1 1
FPg (28 + 623 + 8z2 + 32223 + 6x%x4) € Py = 6 (z§ + 3 + 223 + 2x6),

24
logo, a expressdo (2.30) permite concluir que

11
6-ﬂ(6!+6-23-3!+16-32-2!):9

é o nimero de padrdes pedido.

Exemplo 30. Tomamos um grupo finito X e consideramos todas as pemutagoes de Sx.
Duas permutagdes m, e my dizem-se equivalentes se existirem elementos a,b € X tais que
amib = ma. O lado esquerdo da equagdo é a permutagdao que envia qualquer elemento z € X
em amy(bz); note-se que bx é o produto dos elementos b e x do grupo X e am(bx) é o produto
dos elementos a e mi(bx).

Queremos encontrar o nimero de classes de equivaléncia. Podemos verificar que sd
precisamos de encontrar o numero de fungoes injectivas relativamente a situagao sequinte:
D =R= X, G = H = representagio de Cayley do grupo X. Por (2.5) temos:

Pg=Py=m="Y v(k)(@x)™*,
k|lm

onde m = | X| e, para cada divisor k de m, o simbolo v(k) representa o niimero de elementos
x € X de ordem k. Por (2.30) obtemos

m~2 Y u(k) 2R (%)f

klm
como o ndmero de classes de equivaléncia de permutacdo em Sx.
2.12 Identificacao e Anulagcao Completa da Identificagao

Sejam D e R conjuntos finitos. Uma funcdo f de D em R diz-se um subconjunto identificado
de R. Se X for o subconjunto de R no qual D é enviado por f, ou seja, se X = f(D), entao
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X é o subconjunto que foi identificado e D serd chamado de conjunto das etiquetas. Note-se

que um subconjunto identificado de R nao é um subconjunto de R. Se quisermos, podera
ser considerado como um conjunto, o conjunto dos pares [d, f(d)|, com d a variar em D.
Em particular, se D for o conjunto {1,2,...,m}, entdo os subconjuntos identificados serao
chamados de permutagdes de ordem m.

Tomando o grupo H a agir no conjunto R, podemos definir érbitas de subconjuntos
identificados. Estas drbitas sdo simplesmente os padroes de fungoes injectivas estudadas na
secgdo anterior, com a especificagdo de que o grupo G consiste apenas do grupo trivial com
um elemento. Logo teremos Pg = 21", sendo m o niimero de elementos de D e, pelo Teorema
6, obtemos como niimero de padrdes,

[(%)mpy(l + 2,1, 1,...)] : (2.32)

z=0

Se, para além disso, H for também o grupo trivial com apenas um elemento e se o niimero
de elementos de R for n, temos

[(j‘;)mPH(Hz, 1,1,...)] - (%)m(1+z)m‘

z=0 z=0

= an—-1n-2)...(n—m+1),

que ¢é exactamente a férmula para os arranjos, A, de m elementos escolhidos de um conjunto
de n elementos.

No caso particular em que n = m, o Teorema 7 permite-nos simplificar (2.32) para

[(%) Py (2,0,0,...) o

Se a accdo de H em R for fiel'!, o inteiro acima é igual a |H|~'m!. Uma outra forma de
o verificar é a seguinte: a partir de cada subconjunto identificado f, tomamos a classe de
equivaléncia a qual f pertence; essa classe de equivaléncia corresponde ao conjunto {hf :
h € H}, fixando f, todos os hf sao diferentes, visto a accdo de H em R ser fiel e f ser
uma. bijeccio; logo, a classe de equivaléncia em causa contém exactamente |H| elementos;
portanto, o niimero das classes de equivaléncia é exactamente |H|™'m!, pois ha m! fun¢oes
injectivas de D em R.

Um exemplo é o niimero de configuragées possiveis para um dado, ou seja, o niimero de
maneiras distintas que temos para numerar as faces de um cubo. Neste caso, R é o conjunto
das faces do cubo, H é o grupo de permutagbes de R induzidas por rotagtes do cubo e
D ={1,...,6}. O nimero de padrdes sera dado por 6!/24 = 30.

Agora vamos abordar o conceito de anulagdo completa da idenlificagdo, isto é, intro-
duzimos o grupo simétrico a actuar no conjunto das etiquetas e formamos os padroes
relativamente a este grupo e, ao mesmo tempo, relativamente a ac¢io de H em R. Nao
interessa que etiquetas estio anexadas a que elementos de R, s interessa quais os elementos
de R que sdo etiquetados e quais os que ndo sdo. Assim sendo, o nimero de padroes é
simplesmente o niimero de padrdes de subconjuntos de R, sendo esse niimero restringido

1A acgio p: H — Sk é fielse e sé se kerp = {e}, isto &, (h-r=rVre R) = h=e
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apenas aos subconjuntos de m elementos. De acordo com o Exemplo 27, esse niimero ¢ igual
ao coeficiente de w™ no polinémio

Py(1+w, 1+ w1 +w’,...).

Podemos confirmar este resultado mostrando que também o podemos obter partindo do
Teorema 6. Agora G é o grupo simétrico de grau m, pelo que Pg(z1,Z2,3,...) € igual ao
coeficiente de w™ na expanséo em série de

L o 1 3
exp wa:1+§w :c;g—i-gw T3+
(ver Exemplo 11). Para avaliarmos o efeito do operador diferencial em (2.29), notamos que,
pelo desenvolvimento em série de Taylor de f em z = a,

d a?
[exp (“d_) f(z)] = £(0) +af'(0) + - f(0) ++ - = f(a),
z 20 2
desde que f seja polinomial, visto que assim sendo a convergéncia da série estd garantida.
Entdo, neste caso, (2.29) fica igual ao coeficiente de w™ em

1 . 3 =
Py ]:1+w,1+2(2w2) ,1+3(§w‘*)],

que é exactamente o que foi obtido anteriormente.

No caso particular em que o grupo H age trivialmente em R, temos
PH(Il,.’L'Q,. . ) =I,

pelo que o niimero de padrdes serd dado pelo coeficiente de w™ na expansiao de (1+w)", que

7

n . o i
é . Neste caso, os padroes serdo simplesmente os subconjuntos de R de m elementos
m

e recuperamos a expressao conhecida por o nimero de combinagées de n, m a m, Cy,.

Exemplo 31. Dispomos de seis etiquetas dy,...,ds, para anexarmos uwma a cada face de
um cubo. As etiquetas sao coloridas: dy é amarela; da € preta; dy e dy sdo ambas de cor
violeta e indistinguiveis, uma vez que a numeragao ficou ilegtvel; o mesmo se passa com ds e
dg, ambas rozas. Para dificultar a tarefa, a etiquetagem € feila por uma pessoa que nio sabe
o0 que € Tozo € o que € violeta, isto €, ndo sendo daltdnico, ndo sabe dizer qual cor € qual.
Para além disso também ndo estd interessado em saber essa diferenga, jd que o piiblico que
vai apreciar o seu padrdo de coloragio das faces do cubo estd nas mesmas condigoes do que
ele prdprio. Claro que etiquetagens que podem ser obtidas umas das outras por rotagoes do
cubo devem ser identificadas. Novamente procuramos o niumero de padrdes.

Neste caso D é o conjunto das seis etiquetas e R o conjunto das seis faces do cubo.
O grupo G consiste de 8 permutagées, caracterizadas pelas condigies de que dy e dy sdo
fizos e que o subconjunto {ds,ds} é enviado ou nele proprio ou no subconjunto {ds,ds}. O
polindmio deste grupo de permutacdes é:

1 : >
Pg(xy,22,...) = §($? + 2z}zy + 3xded + 223xy)
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¢ Py ¢é dado pelo lado direito da equagdo (2.2).

O nimero de padrées é dado pela expressio (2.31), o que pode ser calculado facilmente
visto que, por exemplo, o operador (8/8z1)?(8/0z2)? tem um efeito nio nulo apenas no termo
2322, O nimero de padrdes serd entdo

1 1
Sw {6V 43 - 35 22222 6 2214 11) =5,
5 21 (6! +3 +6 y=25

Podemos confirmar este resultado descrevendo os padroes da sequinte forma:

1. Duas faces opostas tém as cores amarelo e preto e nas restantes faces as opostas tém
cores igquais;

2. Duas faces opostas tém as cores amarelo e preto e nas restantes faces as opostas tém
cores diferentes;

3. As cores amarelo e preto estdo em faces adjacentes e nas restantes faces a face oposta
a face amarela tem a mesma cor da face oposta & face preta;

4. A face de baizo é preta, a face frontal é amarela e as faces superior e esquerda tém a
mesma Cor;

5. A face de baizo € preta, a face frontal é amarela e as faces superior e direita tém a
mesma cor.

2.13 Numero Total de Padroes

Na linha do que foi feito anteriormente, tomamos os conjuntos finitos D) e R sujeitos as
acgoes dos grupos G e H, respectivamente, e pretendemos determinar o niimero de padroes
de funcgoes de D em R. Ou seja, a questdo é exactamente a mesma do que na secgao 2.11,
exceptuando o facto de que deixamos de nos restringir a funcoes injectivas. Por outras
palavras, o objecto da nossa busca é o inventdrio de padroes, tomando desta vez o peso
W (f) como sendo 1 para todas as fungdes f € RP.

Aplicamos o Teorema 5 e, para determinar Z}g‘h) W(f), usamos a primeira parte da
seccio 2.11. O que af foi argumentado mostra o seguinte: se f satisfaz fg = hf, entao
cada ciclo da permutagio my; de D é enviado num ciclo da permutagio m, de R com
comprimento igual a um divisor do comprimento do primeiro ciclo de D. Mais precisamente,
a correspondéncia entre ciclos é ciclica no seguinte sentido: se d ¢ um elemento de um ciclo de
mg € se f(d) = r, entdo a fungdo f nesse ciclo fica determinada por f(gd) = hr, f( g%d) = h®r,
etc.

Reciprocamente, cada funcdo f com esta propriedade satisfaz fg = hf. Logo, podemos
determinar o niimero de possibilidades que temos para f: em cada ciclo de D seleccionamos
um elemento, ao qual chamamos elemento seleccionado. O nimero de possibilidades para o
elemento de R que serd imagem do elemento seleccionado por f é

¥ s, (2.33)

Jli
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onde ¢ é o comprimento do ciclo de D ao qual o elemento seleccionado pertence, os inteiros
¢;j sdo os elementos do tipo (cy, ca, .. . ) de 7, e o somatério é tomado sobre todos os divisores
j de i. Como as escolhas para os valores da fungdo para os vérios elementos seleccionados
sao independentes e pelo facto dessas escolhas determinarem f completamente, o nimero
de fungées f que satisfazem fg = hf é igual ao produtério de (2.33) para cada ciclo de my.
Como existem b; ciclos de comprimento i, obtemos

(9:h) &

wr)=TI{Ddei| =)+ 2¢2)% (c1 + 3¢3)% (1 + 2¢0 + deq)® -+ . (2.34)
f i jli

Note-se que uma poténcia com expoente nulo tem que ser interpretada como 1, mesmo
que tenha base 0.

Tal como na secgio 2.11 podemos interpretar (2.34) como uma sequéncia de derivagoes
parciais. Uma poténcia ab pode ser escrita com a b-ésima derivada de €% em z = 0; ainda
que @ = b = 0 obtemos 0° = 1. Assim, a expressdo (2.34) pode ser reescrita como

8 b] 8 b‘z a b,’} )
() (55) (55) o | Zaia).

i gl
avaliado em z; = zo = z3 = --- = 0. O argumento de exp() pode ser escrito como
Zzi; E je = E jei(zi + 225+ 235+ ).
i jli J
Agora notemos que o operador diferencial é obtido de .:r:ﬁ":cgg:ng" -++ operando a substituigao
x1 = 0/8z1, T2 = 8/0z, etc., e que o operando é obtido de z{'zf’z5 - -- fazendo a
substituicio z, = eatatate g, = eamtatzet ) g = gdmtatat) ete. Logo,

somando relativamente a g e h e usando o Teorema 5 obtemos o resultado seguinte.

Teorema 8. O nimero total de padroes de funcées de D em R € igual a

a a4 0 W e} L BlEnE
P (le B B Py [ezl+zz+z.;+--" elaataatzet )’ edlzatzotaat )1 . ] ;

avaliedo em z1 =20 = z3 = --- = (.
Existe uma segunda expressao para o nimero de padrdes, a qual poderd ser de mais

simples aplicacdo. Observe-se que a expressao (2.34) é obtida operando a substitui¢ao x, =
c1, o = ¢] +2¢y, etc., em le’la:gz .-+, Somando relativamente a g e dividindo por |G| obtemos

Pg(e1,e1 + 2¢2,¢1 + 3c3,¢1 + 2c2 + dey, . - . ),

onde o i~ésimo argumento ¢ 3 ; je;. Entio, usando novamente o Teorema 5 obtemos

|H|™! Z Pg(e1,¢1 + 2¢2,¢1 + 3e3, 1 + 2c2 + ey, ... ), (2.35)
heH

onde (e, ea,...) é o tipo de mp,.

Para finalizar serdo apresentados alguns exemplos nos quais m e n representam o nimero
de elementos de D e R, respectivamente (m = |D|, n = |R|).



Exemplo 32. Neste exemplo vamos estudar o caso particular em que G € o grupo trivial, com
Pg = z7*. Entdo, os padrées podem ser denominados de padraes de variagao com repetigao,
porque se escrevermos D como a sequéncia {1,...,m}, entdo para cada f € RP a sequéncia
{f(1),..., f(m)} poderd conter repeticies, visto estas fungoes f nao serem necessariamente
injectivas. Para o nimero de padroes, o Teorema 8 fornece-nos a expressao

[(%)mPH(e‘,l, Lo (2.36)

z=0

Se fizermos mais wma restricio ao nosso problema e exigirmos que, tal como G, H seja
também o grupo trivial, entio os padrées reduzir-se-ao a fungoes f € RP. De facto, a
expressio (2.36) reduz-se a n™ = |RP| neste caso, dado que Py(e?,1,1,...) = e"*.

Podemos obter uma sequnda especializagao da expressio (2.36) através da exigéncia de
que o conjunto D seja constituido por um s elemento, digamos dy, com R e H quaisquer.
Assim sendo, duas fungées fi e fa sdo equivalentes se e sd se fi(d1) e fa(di) pertencem
& mesma drbite por H. Consequentemente, o nimero de padrées serd igual ao nimero de
érbitas. De facto, se fizermos m = 1 em (2.36) obtemos o resultado do lema de Burnside, o
Lema 1, jd que cada termo

B a5t

produzido por uma permutagdo my, de tipo (c1,¢2,¢3,...) contribui para (2.36) com |H |~tes
e ¢ é o nimero de elementos de R que sao invariantes por mp,.

Exemplo 33. Tomamos agora G como sendo o grupo simétrico de D, mantendo H geral. Ao
tomarmos esta restricdo estamos interessados no nimero de elementos de D que sdo enviados
num dado elemento de R por uma certa funcdo f e nao nesses elementos em si. Entao, os
padrées podem ser descritos como padrdes de fungdes ¢ de R no conjunto N = {0,1,2,...}
com a restricio Y., .p¢(r) = m, onde os padrées sio formados relativamente d acgdo do
grupo H em R. Entdo, o mimero de padrées pode ser obtido tanto pelo Teorema 8 como pelo
Teorema 4, e mostraremos que os resultados sio os mesmos em ambos os casos. O Teorema
4 pode ser aplicado dotando os elementos de N de pesos 1, w', w?, etc., da forma ébvia, e
calculando o nimero de padroes de peso w™; o resultado é o coeficiente de w™ na erpressao

Paltwtw? 4+, 1+w?+wr+ - L+wd+ub+.0 0.

Se aplicarmos o Teorema 8, temos como operador diferencial o coeficiente de w™ em

ex w£+£wzi+zw:si+.
P 0z1 2 0zm; 3 Oz

(ver o Ezemplo 11). O efeito deste operador numa fungdo ¢(z1,22,...) no ponto 2y = z2 =

=0e 1,1
RETTVIN

Operando a substituicao z1 = w, 22 = %'wQ, z3 = +w®, ..., nos argumentos de Py do
3

Teorema 8 e usando a identidade formal w + “’72 + l”r + oo = —1In(1 — w), obtemos

wi=

1 45 1.
exp(zl+zz+z;3+...):exp(w+§w2+§'w"+---) =(1-w)"t
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Analogamente,

1 1 ¢ ;
exp[2(z2 +za + 26+ )] =exp(w2+§w4+§wb+---) =(1-wH1,

e assim sucessivamente. Ou seja, obtemos
PHKl - w)_]: (1 - w?)—l, (l - ws)kl: DL ]1
o que coincide com o Tesultado obtido pelo primeiro método.

Exemplo 34. Desta vez consideramos H como sendo o grupo simétrico de todas as per-
mutagdes de R ¢ G como sendo o grupo trivial. Neste caso os padroes serao as parti¢oes
de D em no mdzimo em n partes. De facto, se f € RP, entio f define uma partigio de D
cujos elementos sio os subconjuntos de D da forma f~'(r) com r € f(D).

Através da expressao (2.36) e do Exemplo 11, o nimero de padroes € o coeficiente de w™
erm

[(‘—%)mexp (we* + Jw? + 3w + - .)]z=(]
= [(%)mexp(w(ez — 1)) exp(w + %wz + %wzi +oees )] o
(1—w =1 [(%)mexp(w(ez == 1))]

Pela expansdo em série de Taylor da fungdo e?€=1) no ponto z = 0, a m-ésima derivada
desta funcdo em ordem a z no ponto z = 0 € igual ao coeficiente de z™ multiplicado por
m! na expansio de e*¢ =1 como série de poténcias em z. Logo, o nimero de padroes é m!
vezes o coeficiente de w™z™ na expansio de (1 —w)~'ew(e 1),

z=0 )

A partir deste resultado sobre o mimero de partigdes de um conjunto com m elementos
em, no mdzimo, n partes, verificamos que o nimero de partigoes de um conjunto com m
elementos em ezactamente n partes € m! vezes o coeficiente de z™w™ em ew(e* =1 Tsto
porque

coef. de 2™w™ em (1 —w)~1e®(® =1 — coef. de 2™w™ ! em (1 - w)~1ewle’~1)
= coef. de z™w™ em (1 — w)—lew(ez—l) —w(l - ,w)—lew(ez-lj
— coef. de zMw™ em (1 = -w)(l - w)—lew(e‘—l)

z
= coef. de z™w" em e¥(e" 1),

Exemplo 35. Tal como no exemplo anterior, seja H o grupo simétrico, mas agora G € um
grupo qualquer. Obtemos padrées das partigoes de D. Infelizmente parece impossivel sim-
plificarmos o resultado do Teorema 8 (ou a expressio (2.35)) nesta situacao ainda bastante
geral.

Se especializarmos para o caso de o grupo G ser o grupo simétrico de D, entdo os padroes
serdo as particoes de um conjunto de objectos nao identificdveis, isto é, aquilo que passa a
ser relevante é simplesmente o tamanho dos conjuntos da particdo e ndio o seu contetdo.
Logo, neste caso os padrdes correspondem ds partigoes do nimero m em, no mdzimo, n
partes. Por parti¢cio de m entenda-se uma solugdo (by,b,...) da equagdo

by + 2by + 3b3 + - -+ = m,

23




com by, bo, by, ... inteiros ndo negativos. Dizemos que m foi partido em by 1's, by 27, by 3,
etc., e by + by + bz +--- € chamado o mimero de partes da partigao.

O miimero de padraes pode ser obtido a partir do Exemplo 33 exigindo que H seja o grupo
simétrico. Obtemos o coeficiente de 2™ em

PH[(I - Z)_lv (1 - 22)_1,(1 - ZS)_la“ -]1

o que neste caso € igual ao coeficiente de z™Mw™ em
-1 ;1 3 fx-1 4 X 3 3y—1
exp |w(l — z) +§'w (1-27) +-?;w 1=-2)" 4|,
e esta expressio pode ser reduzida a

; |
expllog(l — w)~! + log(1 — e N T e Q. R _
xpllog(l — w) ™! +log(l —wz) ™ + (1—we”) '+ ] = [ ;=
k=0
Este resultado é conhecido para a funcio geradora do nimero de partigoes de um nimero
num dado nimero de componentes.
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Capitulo 3

Contagem de Acordes Nao
Equivalentes

3.1 Introdugao

O estudo da Teoria de Contagem de Pdlya, a que procedemos no capitulo anterior, teve
como objectivo encontrar ferramentas matematicas que permitissem solucionar o problema
seguinte: <« Quantos acordes nao equivalentes, num certo sentido, existem numa escala com
um dado nimero, L, de notas?s, ou, mais geralmente, «Quantas configuragoes ndo equiva-
lentes de tipo (k1, ko, ..., km) existem?s (consultar a sec¢ao 1.3).

O objectivo deste capitulo é, portanto, fornecer uma resposta a pergunta anterior tendo
em consideragio diversos factores, como o mimero L das notas da escala, o niimero de notas
constitutivas do acorde, o intervalo minimo permitido nos acordes e o mimero das adjacéncias
(intervalos de meio-tom) que existem em cada acorde.

3.2 Um Caso Particular: A Escala Cromatica

O Teorema Fundamental de Pélya (Teorema 4) fornece-nos uma resposta & questao que
finalizou o capitulo 1. Vejamos o seguinte caso particular.

Exemplo 36. Suponhamos que m = 2, ou seja, que apenas dispomos de pérolas brancas e
pretas e o grupo G consiste apenas da rotagdo de dngulo 0. Queremos determinar o niimero
de sequéncias de L objectos de tipo (k,L — k).

Atribuimos o peso x as pérolas pretas e o peso y ds pérolas brancas. O nimero procurado
serd o coeficiente de zFyL=F em

Pq {Zw(r),ziw(rnﬂ,...,Z[w(rnb} = Po(z+ya® +9%...,a" + ")

reR reR reR

No caso em estudo, temos que



L
; .
Pc{$+y,w2+y2,---,mL+yL}=(x+y)L=Z( j )fﬂ’yL 4,
i=0

relacdo de equivaléncia induzida € trivial e estamos, de facto, a contar correntes (ver o
pardgrafo que antecede o Ezemplo 2 na secgao 1.3).

Retomando o caso geral em que G é o grupo das L rotagoes de colares de L pérolas,
podemos obter uma, expressao simplificada para o nimero de acordes nao equivalentes numa
escala bem temperada de L notas. O Exemplo 13 fornece-nos uma expressao simplificada
para o polinémio Pg, onde G = Zj.:

L v ;
pelo que o nimero procurado € ( i | due jd esperavamos encontrar, pois neste caso a
|
|
|
|

Pg = %E $(d)(za)"/*

dL

onde ¢(d) é a fungio de Euler. No caso de pérolas de duas cores diferentes (m = 2) temos
que determinar o coeficiente de zhyl—F em

2 gt + v,
d|L

sendo = o peso da cor "preto”e y o peso da cor "branco”. Esta expressao pode ser expandida
em

%[qﬁ(l)(m + )+ ¢(di) (@™ + ) o p(dy) (@b + y B )Y+ (L) (" + Y]

com {1,dy,ds,...,d;, L} o conjunto dos divisores de L. Para calcular o coeficiente de akyl—k

- . Lid; , e b
na expressao acima, comecemos por notar que a parcela (sr,'d’ + y‘i') [t 80 contribuird para
esse coeficiente se d;|k e, nesse caso, essa contribuigao é

)

pela expressao do binémio (:cd*‘ + yd*') *. Em suma, o ntimero de acordes nio equivalentes
com k notas, numa escala bem temperada de L notas, é:

DR CIGE @3.1)

d|L.k

e

Este nimero serd denotado por N(k, L — k).

Exemplo 37. Imaginemos uma escala de quatro notas apenas com base na qual pretendemos
determinar o nimero de acordes ndo equivalentes com duas notas (ver Exemplo 15). Temos,
portanto, que L =4 e k = 2.

Os divisores simultdneos de 4 e 2 sao 1 e 2, pelo que, aplicando a férmula (3.1), obtemos

Ve =130 (o ) =1lew (5 ) e (1))

8
d|4,2

= |
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que é o mimero procurado conforme podemos verificar pela Figura 1.5. Vamos confirmar
este resultado através do polinédmio Pg, jd calculado no Ezemplo 15:

Lo :
Po(z1,x2,23,24) = Z(m% + .’L‘ﬁ + 2x4).

Atribuindo o0s pesos z1 e z3 ds cores "preto”e "branco”, respectivamente, temos que determi-
nar o coeficiente de 2323 em
2 .2 3y o8 4y A
Pg (21 + 22,27 + 25,21 + 23, 2] + 23)

1 p o
=l a)' + (3 +23)" + 220 + 2)]

1 : f .
= Z[z‘f + 42329 + 62222 + dz25 + 25 + z{ + 22323 + 24 + 227 + 229

= o+ 21‘322 + 22322 + zlzg Fizg.

Assim, o coeficiente de 2222 é 2, o que confirma o cdleulo anterior.

Exemplo 38. Queremos, desta feita, determinar o nmiimero de acordes nao equivalentes de
4 notas na escala bem temperada de 12 notas (ver Ezemplo 16). Temos, entao, que L = 12
e k = 4. Os divisores simultineos destes dois niimeros sao 1, 2 e 4. Aplicando a formula
(3.1) obtemos:

Sxsa( ) = len(F)rem(5) e ()]
d|12,4
1 4 = :
= S(1-495+1-1542.3)
= %516
= 43.

Logo, existem essencialmente 43 acordes de 4 notas distintos na escala cromdtica usual. No-
vamente, vamos confirmar este resultado através do polindmio Pg, jd calculado no Exemplo
16:

1 . . .
Po(zy x2,y...,212) = E[mfz + 4xi0 + 2:::;-’; 4 2:1::} + 29:% +a:3].

Atribuindo os pesos zy & cor "preto”e zo d cor "branco”temos entdo:

B i 0 12, 12
Po (n1+ 20,21 +23,....20° +23°)

1 . [ 2 2 [
= (212 + 1220 25 + 6621023 + 2202723 + 4952525 + 792225 + 9242528 + 79227 2]

4952128 + 2202329 + 6627230 + 1221281 + 23%) + 4(212 + 23°) + 2(21° + 22528 + 212)
2(24? + 32523 + 32125 + 23%) + 2(21% + 42923 + 62528 + 42323 + 257) + (2* + 621022)
1528204 + 202828 + 152128 + 62720 + 237

212 4+ 212y + 621%22 + 192923 + 432823 + 662] 25 + 802828 + 662727 + 432128 + 192729
+ 62823 + 21251 e z%z.

+ + +

I

O polinémio, assim obtido, confirma o nimero que encontramos inicialmente através da
férmula (3.1), jd que o coeficiente de z|25 é 43. Também nos permite preencher a tabela


file:///bz/z/

Figura 3.1: Simetria de colares.

sequinte que nos dd o nimero de acordes na escala cromdtica usual, dado o nimero de notas
constituintes do acorde:

N de notas 0|12 3| 4|66 7| 8| 9100|1112
N° de acordes ndo equiv. | 1 | 1| 6| 19| 43|66 | 80| 66| 43|19 6 | 1| 1

A simetria da tabela € fdcil de justificar como ilustra a Figura 3.1: trocando as cores "preto”e
"branco”, obtemos uma correspondéncia que preserva a equivaléncia entre os colares com k
pérolas pretas e L — k pérolas brancas, e os colares com L — k pérolas pretas e k pérolas
brancas.

J4 sabemos determinar o mimero total de acordes de k notas essencialmente distintos no
Ambito de uma escala de L notas, sendo esse nimero N(k, L — k). Podera ser interessante
determinar o nimero total desses acordes, independentemente do nimero de notas. Para
tal, basta somar os valores de N(k, L — k) para todos os valores possiveis para k:

L 1 L L/d
kgﬂN(’“’L"”:zZZM( il

k=0d|L,k
Fazendo j = 5, obtemos

L/d

26y

d|L 3=0

(4 -

d|L

uma vez que Zf‘i‘é ( L;d ) = (1 + 1)k/d = gL/d,

Por exemplo, no caso da escala cromdtica com L = 12 semitons temos

—1—— J4: — i : a\ R .
md%«f)(dﬂ” = 16012 +6(2)2° +$(3)2' + $(4)2° + 6(6)2° + $(12)2]

1

= E[1-2*2+1-2‘*+2-2“+2-23+2-22+4-2]
1

= 7514096+ 64+32+ 1648 +8§]

= 352,



0 que coincide precisamente com a soma das entradas da segunda linha da tabela do Exemplo

38.

Resumindo, no caso da escala cromatica temos a seguinte tabela com o niimero de acordes
nio equivalentes com um niimero de notas menor ou igual a n:

n 01112 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
N° acordes ndoeq. | 1 | 2|8 |27 | 70 | 136 | 216 | 282 | 325 | 344 | 350 351 | 352
com < n notas

3.3 O Caso Geral de m cores

No caso geral de colares de pérolas de m cores distintas, a férmula que fornece o numvro de

configuracdes ndo equivalentes de tipo (ki,...,km) é dada pelo coeficiente de z oo zbm em

Pg{z1+---+zm,zrf)+---+z;?n,...,2{‘+---+Z,I;L).

Analogamente ao que fizemos para m = 2, podemos usar a expressao multinomial para
concluir que este nimero é

(lef ]- /d
Nk koo B Z ¢d)( ki/d, ka/d, ... km/d)’

d|k1. -k

com L=k +ke+ - +kn

3.4 Restrigoes ao Problema

Vamos agora refinar o nosso problema de contagem de acordes, a menos de equivaléncia,
impondo restrigdes & estrutura dos acordes. Ou seja, ndo queremos apenas contar o nimero
total de acordes ndo equivalentes, mas sim o nimero de acordes nio equivalentes de um
determinado tipo.

3.4.1 Intervalo Minimo do Acorde

O intervalo minimo de um acorde é, como o préprio nome indica, o valor do menor intervalo
que ocorre no acorde, incluindo o intervalo da iltima nota & primeira. Por exemplo, o
intervalo minimo do acorde Dé — Mi — Sol — Sib, cuja sequéncia de intervalos é (4,3, 3, 2)
¢ 2. Bste pardmetro tem significado musical, na medida em que o som produzido por um
acorde tem uma relacdo directa com os relagses intervalares que as suas notas constituintes
formam entre si.

Seja entdo I(L,n,m) o nimero de acordes nao equivalentes com n notas ¢ intervalo
minimo maior ou igual a m, numa escala de L notas. Podemos ver um tal acorde como um
colar formado por "blocos”de dois tipos, os quais designamoes por meta-pérolas (ver Figura
3.2)
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Figura 3.2: Os dois tipos de meta-pérolas num meta-colar correspondente a um acorde de n
notas e intervalo minimo maior ou igual a m.

Assim, um acorde de n notas e intervalo minimo maior ou igual a m corresponde a um
meta-colar com n meta-pérolas de tipo A e L — nm meta-pérolas de tipo B. O niimero de
tais colares, a menos de equivaléncia, por notagéo é N(n, L —nm).

Para a escala cromdtica temos a seguinte tabela de valores para I(12,n,m):

m\n|[1]2] 34|56 7[8]9 10|11 12 Total

1 161943 |66 |80 |66 |43 |19| 6 | 1 | 1 351
2 1{a|10{10 3|1 30
3 114 1 10
1 1131 5
5 12 3
6 111 2

7-12 | 1 1

Em particular, podemos verificar que existem precisamente 30 acordes sem notas adjacentes
(intervalos de meio-tom) e, consequentemente, 351 — 30 = 321 acordes com notas adjacentes.

3.4.2 Niumero de Adjacéncias do Acorde

Como acabdmos de ver, a grande maioria dos acordes (cerca de 91,5% se excluirmos o acorde
sem notas) tem pelo menos um par de notas adjacentes. Vamos entéo classificar os acordes
segundo o niimero de pares de notas adjacentes (intervalos de meio-tom) que neles ocorrem.

O ntimero de adjacéncias num acorde sofreu uma evolugao ao longo da histéria da musica,
tendo aumentado consideravelmente desde o século XIX até aos nossos dias. Este estudo pode
ter aplicagdes no Ambito da muisica contemporanea, nomeadamente na musica electronica
gerada por computador, permitindo controlar o valor médio de adjacéncias na pega, bem
como a sua evolugao ao longo desta.

Seja. A(L,n,a) o ntimero de acordes com n notas e a adjacéncias, no ambito de uma
escala bem temperada de L notas. No caso de termos a = 1, podemos construir acordes com
exactamente uma adjacéncia usando meta-pérolas de trés tipos, como explicitado na Figura
3.3.

Aplicando a férmula que obtivemos na secgao 3.3 concluimos que

A(L»"J)=N(1,nf2,L—2n+1)=(L”;1 ) 3 Em < [L;lJ1
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88— —_— n—72
O —  L-2n¥l=L-2(n-2)-3

Figura 3.3: Os trés tipos de meta-pérolas em acordes com exactamente uma adjacéncia e o
nimero de meta-pérolas de cada tipo em cada colar.

pois

1 L—n
N(l,n—-2L-2n+1) = —L—n(ln—ZLm2n+l)
_ 1 (L —n)!
 L-n 1Un-2(L-2n+1)
(L—n-1)!

(n—2)(L—2n+ 1)!

= i)

Podemos agora construir a tabela que se segue que contém a sucessio do nimero de
acordes com uma adjacéncia independentemente do seu nimero de notas, em funcao do
mimero L das notas da escala. Ou seja,

A(L*,1) € ST A(Ln,1).

n>2
L 516|789 |10]11]12
AL+ |L|1]2|3]5 813213455
Parece verificar-se que a sucessdo A(3, x,1), A(4,*,1), A(5,*,1), ... dada na tabela anterior

coincide com a sucessdo de Fibonacci, definida por

fo=1,
h=l
fn = fn—l +fn,—2: nz= 2
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De facto, como

A(L,*,1) + A(L — 1,%,1)

I

S AL, 1)+ ) AL - 1,n,1)

n>2 n>2
L-n-1 L—-n-2
- Z( n—2 )+Z( n—2 )
n>2 n>2
L-3 L—n-—1 L—n-2
- (757) g () g ()
n>3 n>2
L-3 L—-n-1 A L—m—1
- ()5t ) ()
n>3
L—n
- 1+Z(n—2)
n>3
()
- n—2
n>2
= A(L+1,%1)

e A(3,%,1) = 1 = A(4,%,1), decorre que A(L,*,1) = fr3, para todo o L = 3. Por outras
palavras, o niimero de acordes contendo exactamente um intervalo de meio-tom, numa escala
de L notas, é fr_3, 0 L-ésimo termo da sucessao de Fibonacci. O termo geral desta sucessao

- 1 1+\/5 n+l1 1_\/5 n+1
fn—ﬁ 5 - 5 )

onde ® = iﬁz‘i é o nimero (ou razio) de ouro (ver, por exemplo [10, Thm. 7.1.1]).

Podemos agora prosseguir o nosso estudo e construir uma tabela com os valores de
A(12, %, a), ou seja, para a escala cromética com L = 12, calcular o mimero total de acordes
com a adjacéncias, para 0 < a < 12. Para o caso a = 0 j& sabemos que A(12, ¥,0) = 30, visto
que este nimero é precisamente o valor de I(12,*,2), ou seja, ¢ o nimero de acordes cujo
intervalo entre cada par de notas do acorde é pelo menos 2 e este niimero ja foi calculado na
secgdo anterior. O caso a = 1 também jé esta resolvido, sendo que A(12, *, 1) = 55. Para
a > 2 temos que calcular o valor de A(12, %, a).

Para @ = 2 procedemos, entdo, de forma andloga ao caso a = 1. Os acordes nestas
condigdes podem ser construidos através de duas vias distintas: ou possuem as duas ad-
jacéncias consecutivas e, nesse caso, sao construidos a custa das meta-pérolas indicadas na
figura 3.4, ou ent@o possuem as duas adjacéncias ndo consecutivas e, nesse caso, 0s acordes
serdo construidos através das meta-pérolas presentes na figura 3.5.

Assim sendo, o nimero total de acordes com exactamente duas adjacéncias, A(L,n,2),
ser4 dado pela soma do niimero de acordes de cada um dos dois tipos descritos anteriormente,
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*—0 R n-13

O —»  L-2(n-3)-4=L-2n+2

Figura 3.4: Os trés tipos de meta-pérolas em acordes com exactamente duas adjacéncias
consecutivas e o mimero de meta-pérolas de cada tipo em cada colar.

e —eo—- —+ 2
&0 —y A3
O —»  L-2{(n-4)-6=L-2n+2

Figura 3.5: Os trés tipos de meta-pérolas em acordes com exactamente duas adjacéncias nao
consecutivas e o mimero de meta-pérolas de cada tipo em cada colar.

ou seja,

A(L,n,2) = N(1,n-3,L-2n+2)+N(2,n—4,L—2n+2)

_ L L-—n
" L-n\1n-3,L-2n+2

1 L—n 4 L;i“ ,sen>4e
L-n 2n—4,L—2n+2 ,2-2,%3—-n+1 n, L pares

L=n\ 2 n—4,L—2n+2
0,sen=23

,sen >4 enou L impar

Antes de procedermos ao calculo desta expressao para L = 12 e para os varios valores de n,
vamos simplificar as parcelas desta soma. Assim, temos

1 L—n B (L—n-1)! _(L-n-1}Y,
m(l,n—3,L—2n+2) - (n3)!(L—2n+2)!_( n—3 )
1 L-n B (Ln —1)! _E—B—-1r -3,
m(2,n—4,L—2n+2) T 2n—4)(L-2n+2)! 2 ( n—4 )

1 Len 1 (552 (b
L—n(l,%—Q,%—nJrl) N Ln(%—Q)!(%—n+1)!:§( n )

Com estas simplificagdes, procedemos entio ao cédlculo de A(12, #,2). Para n = 3 temos

12-3-1 8
A(12,3,2)—( 3_3 )—(0)—1.
Para n = 4 temos

1
A(12’4’2)=(;{)+%(8)+§(8)=7+4‘11'
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No caso n = 5 temos

A(12,5,2)=(2)+g(?)=1s+15:30.

No caso n = 6 temos

5 1
A(12,6,2)_(§)+;(3)+§(f)=1o+15+1=26.

Finalmente, para n = 7 temos

A(12,7,2):(j)+%(§)—1+2=3.

Para n > 8 temos A(12,n,2) = 0. Logo

A12,%,2) =1+ 11 +30+26+3 =TL.

Como podemos observar, os cdlculos tornam-se progressivamente mais morosos com o
aumento do nimero de adjacéncias. Assim, apresentamos a tabela seguinte indicativa do
niimero de acordes com a adjacéncias, para cada 0 < a < 12, omitindo os célculos para
a > 3.

a o123 [4]|5|6|7|8[9]1011]12
A(12,%,a) (30 |55 | 71 [ 67 |54 |34 (22 9|61 |1 |01

ey ]

Note-se que os maximos sdo atingidos para a = 2 e a = 3 e que o valor médio de adjacéncias
por acorde é:

1
ﬁ(o-ao 4+ 1-5542-714+3-67+4-54+5-34+6:224+7-9+8-6+9-1+10-1
1058
11-0412-1) = ~3,01....
T " ) 351 ’
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Capitulo 4

Escalas Musicais e o Ciclo de
Quintas Generalizado

4.1 Introdugao

No capitulo anterior o objectivo central era a contagem dos acordes essencialmente distintos
no contexto de uma determinada escala; identificAmos os acordes com colares de pérolas e os
acordes eram ditos equivalentes no caso de um poder ser obtido de outro por uma rotagao.

Neste capitulo queremos perceber como é que a estrutura da prépria escala influencia o
ntimero de acordes diferentes dentro daqueles com uma determinada estrutura. Por outras
palavras, imaginemos um teclado de um piano s6 com teclas brancas, e todos os acordes com
uma determinada posi¢io; a questdo que se coloca é como é que a distribui¢do das teclas
pretas sobre o teclado influencia o nimero de acordes distintos dentro daquela estrutura
previamente definida. Este capitulo serd baseado nos artigos (2] e [3].

4.2 Definicoes e Primeiros Resultados
Vamos comegar por definir alguns conceitos necessdrios para este capitulo, alguns dos quais
jé abordados anteriormente.

Chamamos conjunto diatonico ao conjunto de notas

(D6, Ré, Mi, Fd, Sol, Ld, Si}

correspondente as teclas brancas do piano. O conjunto cromdtico é o conjunto das notas
{Dé, Dé, Ré, RéY, Mi, Fd, Fdl, Sol, Solf, Ld, Ldf, Si}

correspondente ao conjunto de todas as teclas do piano. Cada elemento destes conjuntos
representa uma classe de notas.

Um acorde é um subconjunto nao vazio do conjunto diaténico. Omitiremos as chavetas
da notacdo de conjunto quando nos referirmos a acordes. Assim, por exemplo, o acorde
{Dé, Ré, Fid} serd denotado simplesmente por Dd, Ré, Fd.



Figura 4.1: As notas da escala cromética usual dispostas segundo um ciclo de quintas. O
semicirculo superior designa-se o ciclo diaténico, por conter todas as notas diaténicas. Por
dentro do ciclo estfio dispostos os comprimentos diaténicos entre cada par de notas, enquanto
que por fora estao dispostos os respectivos comprimentos cromaticos.

Uma linha é uma sequéncia finita e nio vazia de elementos distintos do conjunto diaténico.
As linhas serao denotadas pelas suas notas constituintes, pela ordem correspondente, sepa-
radas por um ffen. Por exemplo a linha composta pela sequéncia de notas Dd, Ré e Fd
denota-se por Dé — Ré — Fd.

Note-se que os acordes Dé, Ré, Fd e Ré, Dd, Fd sao idénticos, mas as linhas Déd— Ré — Fd
e Ré — Do — Fd sao distintas.

Dada a definigao anterior, um intervalo serd uma linha contendo apenas duas notas.
Definimos agora dois tipos de medigdo do comprimento de um acorde, o primeiro tendo
por base o conjunto diaténico e o segundo o conjunto cromético. Assim, definimos o
comprimento diaténico de um intervalo como o nimero de passos no conjunto diaténico
necessarios para ir da primeira nota da linha até 4 segunda (da mais grave até a mais aguda
na escala). Por outro lado, o comprimento cromdtico de um intervalo serd definido como
o mimero de passos no conjunto cromético necessdrios para ir da primeira nota da linha
até 3 segunda, ou seja, ¢ o comprimento do intervalo medido em semitons. A notagao
para designarmos o comprimento diaténico de um intervalo serd D(:), enquanto que para o
comprimento cromético serd | - |. Vejamos o exemplo seguinte, no qual estao determinados
os comprimentos diatdnicos e cromdticos de dois intervalos concretos.

Exemplo 39.
1. D(D6 - Fd) = 3; 3. |Dé— Fd| = 5;

2. D(Fé— D6) = 4; 4. |Fé—Dé| =1.
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Considere-se a linha X; — Xo—- - -— X, com k > 2. Relativamente a esta linha definimos:

e 0 vector de comprimento diatdnico como

(D(Xl — XQ), D(Xg - Xg), Se—_— D(Xkul — Xk), D(Xk — X] )) i

e o vector de comprimento cromdtico como

(1X1 — Xal, | X2 — Xal, .., | Xp—1 — Xl | Xk — Xu)-

Dadas duas linhas, com pelo menos duas notas, diz-se que estao relacionadas por transpo-
si¢do no conjunto diatdnico se os seus vectores de comprimento diaténico forem iguais. Esta
& uma relagao de equivaléncia e as classes de equivaléncia sio chamadas de genera (singular
genus). A notagdo serd (-). No exemplo seguinte mostra-se uma aplicagao desta definigao.

Exemplo 40.

(Dé6— Ré— Fé) = {Dé— Ré— Fd,Ré— Mi— Sol, Mi— Fd— Ld, Fd— Sol - Siy
Sol— Ld— D6, Lé — Si— Ré, Si— D6 — Mi}

Da mesma forma que definimos a relagio de equivaléncia entre linhas no conjunto diaténico,
podemos definir uma relagio andloga relativamente ao conjunto cromatico. De facto, dadas
duas linhas no mesmo genus diz-se que estao relacionadas por transposigao no conjunto cro-
mdtico se os seus vectores de comprimento cromético forem iguais. Esta é uma relagao de
equivaléncia que particiona cada genus em subconjuntos que chamamos de espécies.

Exemplo 41. (Dé— Ré— Fd) ¢ particionado em trés espécies (sequidas dos respectivos
vectores de comprimento cromdtico comuns a todas as linhas da espécie):

e {D6— Ré— Fd, Ré— Mi— Sol, Sol— Ld— D6, Ld— Si— Ré}, (2,3,7);
o {Mi— Fd— Ld,5i— Dé— Mi}, (1,4,7);
o {Fd— Sol— Si}, (2,4,6).

Note-se que as linhas Si — Fd e Fd — Si tém o mesmo vector de comprimento cromatico,
que ¢ (6,6). No entanto, o vector de comprimento diaténico de 5i — Fd é (4,3), ao passo
que o vector de comprimento diaténico de Fd — Si é (3,4). Logo, Si — Fd e Fd — Si nao
pertencem ao mesmo genus nem & mesma espécie.

O exemplo 41 evidencia um caso em que um genus que contém uma linha de trés notas
se particiona em trés espécies. O préximo teorema mostra que isto nao ¢ uma coincidéncia.
Uma ferramenta necessiria i demonstracao desse teorema é o ciclo de quintas: construimos
o ciclo de quintas comegando em qualquer nota e adicionando sete semitons para obter
uma nova nota na escala cromaética (a quinta perfeita). O ciclo termina quando o processo
iterativo atinge a nota inicial (ver Figura 4.1).

Teorema 9. Dados k, 1 < k < 7, e qualquer linha de k notas, o genus contendo essa linha
¢ constituido exactamente por k espécies.
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Demonstragio. Considere-se a linha X; — X3 —---— Xj. Suponhamos que ela estd ordenada
no sentido dos ponteiros do relégio (relativamente ao ciclo das quintas). Obtemos as outras
linhas do genus percorrendo o ciclo diaténico (a parte de cima do ciclo das quintas).

Como Si— Fd é o dnico intervalo no ciclo diaténico tal que |Si— Fid| # 7, a sua localizagao
na linha determina a espécie dessa linha. Existem k localizagGes possiveis para esse intervalo:

entre X7 e Xo, ..., Xx—1 € Xz ou Xi e X1, logo existem k espécies diferentes, no genus da
linha Xl —X2 _"'_Xk-

Considere-se agora o caso geral, quando as notas da linha nao estao necessariamente
no sentido dos ponteiros do relégio. Dada a linha X| — Xy — -+ — Xk, seja 7 uma das k
permutagoes de {1,...,k} que coloca a linha em ordem, isto ¢, m ¢ tal que as notas da linha
Xr(1) — Xa(2) = — Xa(k) estéo ordenadas no sentido dos ponteiros do relégio.

E claro que o genus da linha permutada consiste das imagens das linhas no genus original
pela permutagao 7.

Dizemos que as genera (X1 — Xo — -+ — Xi) e <X1r(1) ~ Xy — »»r — X,,(,c)) contém o
mesmo nimero de espécies. Para comprova-lo observe-se que, dados [ ¢ m,

1 Xty = Xyl = 1 Xr)) = Xny41) + 1 X1+ Xnyr2l ++ -+ + 1 Xzm)-1 — Xam)|  (mod 12)

(definimos Xj.1 = X1 se w(l) > w(m)).

Exemplo 42. Considere-se a linha Fd — Ld — D6 — Mi. Podemos permuta-la para obter
Fd — D6 — Ld — Mi na ordem desejada. Temos entdo

|Fé— Dé

= |Fd— Ld

+|Lé—Dd=4+3=7 (mod 12)

como era suposto acontecer.

Ent&o, o vector de comprimento croméatico de uma linha determina o vector de compri-
mento cromdtico de uma permutagio dessa linha. Como qualquer permutagio € invertivel
a afirmagéo inversa também é verdadeira — o vector de comprimento cromético da linha
permutada determina o vector de comprimento cromético da linha original.

Daqui segue que a bijecgao entre as genera
(X1 —Xo—- = Xi) e {Xu) = Xnz) =+ — X)) »

dada pela permutagéo m, transforma linhas com vectores de comprimento cromatico igual em
linhas com vectores de comprimento cromatico igual e reciprocamente. Por outras palavras,,
esta bijeccio restringe-se a bijecgdes entre as espécies de (X — Xo — -+ — Xj) e as espécies
de (Xn(1) = Xz =+ = Xa(i))-

Desta forma, uma linha de k notas tem o mesmo niimero de espécies que uma qualquer
sua reordenacio no sentido dos ponteiros do relégio no ciclo de quintas. Esta, como j4 foi
visto, tem k espécies. o

Coroldrio 5. Se uma dada linha estd orientada no sentido dos ponteiros do reldgio relativa-
mente ao ciclo de quintas, entdo o nimere de linhas em cada espécie contida no genus dessa
linha é dado pelas distdncias entre cada nota e a nota sequinte na linha. As distancias sao
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medidas em quintas no sentido dos ponteiros do reldgio d volta do ciclo diatdnico e incluem
a distdncia da iltima nota & primeira. Em geral, os nimeros de linhas em cada espécie
contida no genus de uma dada linha sdo iguais dqueles de uma outra reordenagdao no sentido
dos ponteiros do reldgio dessa linha.

4.3 Ciclo de Quintas Generalizado

A partir de agora trabalharemos com uma generalizagio dos conceitos da secgdo anterior: em
vez do conjunto cromdtico habitual de doze notas, consideramos um conjunto abstracto, mas
finito, com ¢ elementos, ¢ € Z, ditos notas, que ainda serd designado por conjunto cromatico.

Uma escala serd um par ordenado constituido por um conjunto cromdtico e um seu
subconjunto chamado de conjunto diaténico. O cardinal do conjunto diaténico serd denotado
por d e os seus elementos por Dy, Dy,...,Dg_1.

Linha, intervalo, comprimentos diaténico e cromdtico, genus e espécie sao definidas de
forma andloga ao ji feito anteriormente. Segue-se o primeiro resultado desta secgao.

Lema 2. Dado k, 0 < k < d, a soma dos comprimentos cromdticos dos intervalos de
comprimento diaténico k € ck.

Demonstracdo. O nimero de semitons da escala cromatica é, por defini¢ao, ¢. Como cada
semitom estd contido em precisamente k dos intervalos de comprimento diaténico k, fica
demonstrado o que se pretendia. O

Diz-se que uma escala tem a propriedade CV (“Cardinialidade igual a Variedade”) se,
para cada k com 1 < k < d e para cada linha de k notas, o genus contendo essa linha
contém exactamente k espécies. Esta propriedade ¢é verificada na escala cromética usual de
12 semitons pelo teorema da secgao anterior. Vamos determinar condigbes segundo as quais
uma escala satisfaz a propriedade CV.

Definimos o espectro de um intervalo I como o conjunto de todos os comprimentos
cromdticos de intervalos em (I).

Se uma escala tem CV entdo, em particular, cada intervalo tem um espectro de dois
elementos.

Uma escala satisfaz MP (Propriedade de Myhill) se cada intervalo tem um espectro de
dois elementos.

Provar-se-4 que MP implica CV, construindo para qualquer escala com MP um ciclo de
quintas generalizado.

Considere-se o espectro do intervalo Dy — D;. Se este conjunto é um conjunto de dois
inteiros consecutivos dizemos que a escala é arredondada. Um exemplo de uma escala
arredondada é a escala usual.

Observagao 5. Dada uma qualquer escala na qual o espectro de Dy — Dy € um conjunto
de dois elementos (por exemplo, qualquer escala com MP), existe pelo menos uma escala
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s ”

Nao arredondada Arradond ada Armdendada
Figura 4.2: Legenda: o — notas diaténicas; ® — notas nao diaténicas.

arredondada correspondente obtida por eliminagdo de notas ndio diaténicas, preservando as
genera e as espécies: ver Figura 4.2.

Dizemos que uma escala satisfaz CP (Propriedade de Consecutividade) se cada intervalo
tem um espectro que consiste de inteiros consecutivos.

Temos entao os seguinte lemas:
Lema 3. Toda a escala arredondada tem CP.
Demonstragdo. Escolha-se k, com 0 < k < d, e considere-se o intervalo Dy — Dg. Se o
espectro deste intervalo contem unicamente um inteiro o lema verifica-se trivialmente.

De outra forma, existem i e j com j —i = k e |D; — Dj| # |Di1 — Dj1], onde os indices
sdo reduzidos médulo d, se necessério, para que pertengam ao conjunto {0, 1,...,d—1}. Mas
como a escala é arredondada tem-se que:

|Dis1 — Dj1l,—|Ds — Dj| = |Dj — Dj1| = |Di — Dipa| = £1.
Logo, nio existem dois termos consecutivos na sequéncia
|Do — Dgl,|D1 = Dgily - -+, |1 Da—1 — Di—1l

que difiram por mais do que uma unidade, e os elementos do espectro sdo, portanto,
consecutivos. O

Lema 4. Se uma escala arredondada de parametros ¢ e d tem MP, entao (c,d) = 1.

Demonstragio. Suponha-se o contrério, isto é, suponhamos que existe uma escala com MP
tal que (¢,d) =r > 1. Entéo d/r < d.

Considere-se o genus {Dy — Dy /,,). Pelo Lema 2, a soma dos comprimentos crométicos

dos d intervalos deste genus € %c. Entéo, temos d inteiros cuja soma perfaz £d, sendo  um
inteiro. Os d inteiros ndo podem ser todos € porque, se fossem, o espectro de Dy — Dg/r

teria unicamente o elemento £, o que contrariaria a propriedade MP. Logo, pelo menos um
dos inteiros excede £ e pelo menos outro deles é excedido por £,
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Pelo Lema 4, £ tem que pertencer ao espectro de Dy — Dy/,. Mas entao o espectro deste
intervalo tem pelo menos trés elementos, o que contradiz MP. O absurdo resultou de se ter
suposto que (¢,d) =71 > 1. Logo (¢,d) = 1, como se pretendia demonstrar. O

Os lemas seguintes sio de grande importincia para a construgao do ciclo de quintas
generalizado.
Lema 5. Suponhamos que (c,d) = 1. Entdo, existe wm tnico inteiro ¢/, 0 < ¢ < d, tal que

cd = —1 (mod d).

Demonstragdo. Pelo algoritmo da divisdo de Euclides, existem inteiros x e y tais que 1 =
cx + dy. Logo, —1 = ¢(—z) — dy e assim e(—z) = —1 (mod d).

Seja ¢ o tnico inteiro no conjunto {0, ...,d—1} tal que ¢ = —z (mod d). Entaoed’ = -1
(mod d).
Se ¢" for outro inteiro com {0,...,d — 1} tal que e¢’ = —1 (mod d), entao cc” = ec

(mod d). Multiplicando ambos os membros desta equagao por x obtemos
zed’ = xed (mod d) & "= (mod d),
pois ez = 1 (mod d). Logo d|(¢” — ¢) o que implica que ¢ = ¢ pois 0 < ¢, ¢ <d-1. O

Lema 6. Considere-se uma escala arredondada com MP e seja ¢’ como no Lema 5. Entao,
com uma tnica excepgdo, os intervalos de comprimento diaténico ¢’ tém todos comprimento

cromdtico
cc’ + 1

d
A exzcepgdo tem comprimento cromdtico d' — 1.

dl =

Observagao 6. Para a escala usual tem-se ¢ = 12, d =7, ¢/ =4, d =T e o intervalo
excepgdo € a quinta diminuta B — F que tem comprimento cromdtico d' — 1 = 6.

Demonstracdo. Pelo Lema 2, a soma dos comprimentos cromdticos dos d intervalos de
comprimento diaténico ¢ é cc’. Por definigdo, e¢’ = dd' — 1, logo temos d inteiros cuja
soma é dd’' — 1. Por MP, existem exactamente dois inteiros distintos entre esses d inteiros e,
pelo Lema 3, eles sao consecutivos. Logo, d— 1 desses intervalos tém comprimento cromético
d' e o outro tem comprimento cromatico d' — 1. |

Podemos agora re-etiquetar o conjunto diaténico numa escala arredondada com MP de
tal forma que

¢ |Dy— Dy| = |Dy — Dog| = -+ = |Dig-2)¢ — Dig-1)e’| = d’;
¢ [Dg-1)e¢ — Dac’| =d' —1;

sendo os indices reduzidos médulo d. Assim, construimos um ciclo de quintas generalizado:
ver Figura 4.3.

Temos entao o teorema seguinte.
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Figura 4.3: Ciclo de Quintas Generalizado.
Teorema 10. MP implica C'V.

Demonstragdo. Pela observagio 5, podemos assumir, sem perda de generalidade, que a escala
é arredondada. Logo, podemos construir um ciclo de quintas generalizado. O argumento
retirado do ciclo das quintas dado para o Teorema 9 pode ser adaptado para o ciclo de
quintas generalizado, provando assim este teorema. O

4.4 Construcao de Escalas

Vamos agora estudar a construgao de escalas arredondadas com CV. Dados os parametros c
e d com (¢, d) = 1, mostrar-se-4 que existe uma escala com CV com esses parametros e que
ela é essencialmente tinica. Vejamos em primeiro lugar a unicidade.

Teorema 11. Sejam S e S* escalas arredondadas com CV, ambas com pardmetros c e
d. Sejam C = {Cp,Ch,...,Cc1} € C* = {C§,CY,...,C;_}, respectivamente, os seus
conjuntos cromdticos e sejam D e D*, respectivamente, os seus conjuntos diatdnicos. Entao,
existe um inteiro j tal que C; € D se e s6 se Cf; € D*, onde os indices devem ser
interpretados mddulo c.

Demonstragio. Como as escalas partilham os parametros ¢ e d, também partilham ded.
Por construgio do ciclo de quintas generalizado existem notas Cy € C e Cy € C* tais que
D = {Ck,Chrids--++Crig-1a} € D* = {Ch,Chsd's--,Chi(d—1)ar}- Agora basta tomar
j = h —k e tem-se o que se pretendia. O

No que diz respeito & existéncia de escalas arredondadas com CV e parametros dados,
vamos primeiro mostrar como construir a escala usual. Neste caso, ¢ = 12 e d = T.

Escrevamos os miiltiplos de § = %

1 6 4 2

5 .3
0,1=-,3=,5-,6=,8=,10=,12,...
) 7:371975 195 071 2,

i



Agora, tome-se a parte inteira destes nimeros:

0,1,3,5,6,8,10,12, ...

Interprete-se esta sequéncia como a sequéncia das posigoes das teclas brancas e os inteiros
omitidos (2,4,7,9,11,...) como as posigdes das teclas pretas. Se se identificar a posi¢ao 0
com a nota Si, recuperamos a escala usual (Dd maior):

o] 1] 2|34 56789 |10]11]12]-

Si | D6 | Déf | Ré | Réy | Mi | Fd | Fdy | Sol | Solf | Ld | Ldf | Si | ---
Provar-se-a que este processo funciona no caso geral.
Teorema 12. Dados ¢ ed com (¢,d) = 1 e ¢ > d, sejaax = [%], k=0,£1,£2,.... Entdo,

0s inteiros ay sdo as posicoes das notas do conjunto diatdnico na escala arredondada com
CV com parimetros c e d.

Demonstragdo. Comecemos por notar que

ke ke
Qt+d = F+C =7 +ec=ar+c=ar (modc)

ke, €] [ke]
ag+1 = d d d = Ak,

e que

pois ¢ >d. Logo, 0 =ag < a; < - < ag_ < ag = ¢ e, portanto, os inteiros ag determinam,
de facto, uma escala com parametros ¢ e d. Pelos Teoremas 10 e 11, é suficiente mostrar que
a escala assim constituida é arredondada e tem MP; isto é, que para cada j, 1 < j <d, o
conjunto {axy; — ag : k € Z} é constituido por dois inteiros consecutivos. Como para todo
o x, tem-se que £ — 1 < [z] < z e como

Ok+j — Ok = [@] _ [%] ,

temos que:
(k+j)c ke (k+j)e ke
el <apj—ap < — =+ 1.
d d Tk d d
Entéo, fixado j existe um intervalo aberto (no sentido matematico do termo) de comprimento
2 contendo o espectro do intervalo (no sentido musical do termo) de comprimento diaténico
j. Tal intervalo (no sentido matemadtico) contém, no maximo, dois inteiros consecutivos.

Logo, o espectro é um conjunto de, no médximo, dois inteiros consecutivos.

Suponha-se, por redugio ao absurdo, que o espectro tem apenas um elemento. Nesse
caso, existe um inteiro, chamemos-lhe e, tal que, para todo o k, ag; — ax = e. Entao,

d

k +dj ke _
de =) (@ktnj = Bk (n-1);) = Qhrdj — Ok = [Ld—J)C] - [F] -
n=1

ou seja, d divide ¢j. Como (¢,d) = 1, resulta que d divide j. Mas j é tal que 1 < j <
d por hipétese, o que é absurdo. O absurdo resultou de se ter suposto que o espectro
era um conjunto com um sé elemento. Logo, o espectro é um conjunto de dois elementos
consecutivos, pelo que a escala tem MP e é arredondada. [
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Capitulo 5

Escalas Temperadas e Fraccoes
Continuas

Neste capitulo abordamos a problemdtica do temperamento de escalas com o auxilio da
Teoria de Fracgoes Continuas. Este estudo foi baseado nos artigos 4] e [12].

5.1 Escalas e Aritmética

Desde os tempos mais remotos que a construgao de escalas musicais tem sido descrita em
termos aritméticos. Comecar-se-4 por delinear esta vocagio numérica da Teoria Musical;
em particular, o estudo ird centrar-se nos sons que correspondem (em termos fisicos) a uma
onda sonora periddica relativamente ao tempo, tendo, portanto, uma frequéncia. Estes sons
serdo chamados de notas.

E do conhecimento empirico que a altura de uma nota esta relacionada com a sua
frequéncia de forma directamente proporcional, isto é, & medida que a altura de um som
aumenta, também aumenta a sua frequéncia e vice-versa.

O intervalo entre duas notas pode ser interpretado como a distancia entre elas. Ora,
resulta que o intervalo entre duas notas é determinado pela razéo entre as frequéncias dessas
notas. Os dois intervalos mais importantes na construgido de uma escala sédo a quinta e a
oitava perfeitas. A oitava, que é o intervalo natural que divide a voz feminina da masculina,
pode ser ouvida tocando ao piano uma nota qualquer, por exemplo a nota Dd, e a nota D¢
seguinte no teclado. Quanto & quinta, é o intervalo existente entre duas cordas consecutivas
de um violino, por exemplo. As razoes entre as frequéncias correspondendo a uma oitava e
a uma quinta sdo 2 : 1 e 3 : 2, respectivamente. A oitava e a quinta sao dois dos poucos
intervalos que tém nomes comuns. O facto de a maioria dos intervalos nao ser nomeado pode
ser resolvido descrevendo cada intervalo em termos de céntimos (cents). Um céntimo é %00
91/1200 m

de oitava, isto é, corresponde a uma razdo de frequéncias de Assim, ™ céntimos

correspondem a uma razao de frequéncias de 2/1200%  Inversamente, se r for a razao de

frequéncias o mimero correspondente de céntimos serd dado por 1200log, 7.

E verdadeiramente surpreendente que usando unicamente a oitava e a quinta possamos
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construir uma escala muito préxima daquela obtida tocando as teclas brancas do piano. Para
descrever esta construgao mantemos a convengédo de que duas notas separadas por uma oitava
sdo indistinguiveis. Com esta convengao podemos construir uma escala pitagérica como
se segue: escolha-se uma nota qualquer e “suba-se” seis quintas; as seis notas resultantes
fornecem a nossa escala. Por exemplo, come¢ando com a nota Dd, obtemos:

Dé — Sol — Ré — La — Mi — Si — Fd.
Se reduzirmos estas notas a uma sé oitava, tendo como nota mais grave da citava a nossa

nota inicial, e as ordenarmos de forma crescente, obtemos a seguinte sequéncia de frequéncias
relativas:

o 1;

.%!

o i~ix3=5%

* §x3=1

o Hx3=%~
o 8 x3=1

o IRx3=0~ i

onde ~ é a relagao de equivaléncia em () definida por:
T~ SeE s = 2kfr,

para algum k € Z. A relagio de equivaléncia nas notas dada por identificagdo, a menos de
oitavas, corresponde, ao nivel das frequéncias, & relagao ~.

Esta escala, com a ordem subjacente, é comummente apelidada de Modo Lidio e corres-
ponde aproximadamente as notas Fd, Sol, Ld, Si, Dd, Ré, Mi no piano.

5.2 Temperamento de Escalas

O Teorema Fundamental da Aritmética permite deduzir que nao existe nenhuma poténcia
inteira de % que seja uma poténcia inteira de 2, ou seja, ndo existem nimeros inteiros a e b
tais que a quintas equivalem a b oitavas. Daqui segue que se quisermos esticar a nossa escala
pitagérica teremos que ter tantas notas diferentes quanto o mimero de notas que a nossa
escala estendida tiver. Este facto constitui um problema real para os musicos, por exemplo,
no que diz respeito a construgdo de instrumentos musicais.

Este problema é solivel “temperando” o intervalo de quinta perfeita: se k quintas
sao iguais a aproximadamente | oitavas, a quinta é modificada para que k dessas quintas
temperadas sejam iguais a | oitavas. A escala estendida tem k notas distintas e quando elas
sao reduzidas ao intervalo de uma oitava e reorganizadas em ordem crescente, dividem a



oitava em k partes iguais. Se usarmos a nossa quinta temperada acima descrita podemos
dizer que k quintas formam [ oitavas de tal forma que temos um ciclo de quintas em vez de
uma espiral de quintas.

Existem duas medidas de erro associadas ao temperamento da escala:

e O erro associado a espiral de quintas estd na diferenga entre k quintas nao temperadas
e | oitavas. Esse intervalo é dado em céntimos por:

3 k i
/2 _ st e, (2) -

ol
e O erro por quinta é a diferenca entre a quinta verdadeira e a quinta temperada e é
dado por:

1200 |log,

3
= 1200 }logz 2= %

céntimos.

3/2
1200 ’logg (Qt//k)

5.3 Fracgoes Continuas

Mostrar-se-a agora como a Teoria das Fracg¢oes Continuas pode ser aplicada & Teoria Musical
tendo em vista encontrar os melhores (num certo sentido) valores de k e | para temperar a
escala.

Dizer que k quintas é aproximadamente igual a [ oitavas é equivalente a dizer que (%)lc
é aproximadamente 2! ou ainda a dizer que, aplicando o logaritmo de base 2 a ambos os
membros, {/k é aproximadamente log,(3/2). Denotar-se-a de agora avante logy(3/2) por p.

Uma aproximagcdo racional de p, que é precisamente o que [/k pretende ser, pode ser
encontrada expandindo p numa frac¢do continua. Uma fracgdo continua' é uma expressdo
da forma:

1
aOJra + L '
e
L a2+
ag+—=—

com ag, ai,ay, ... inteiros. Denotamos esta fracgio continua infinita por [ag,a,as,...]. Se
considerarmos apenas os primeiros N + 1 termos desta frac¢do continua, temos uma fracgao
continua finita, & qual chamamos de N-ésima convergente da frac¢do continua original:

“3tmTay

a qual é denotada por [ag, a1,as, . ..,an]. Esta fracgdo é um niimero racional que escrevemos,
em forma reduzida, como
_ PN

aN

CN

'Para um estudo mais detalhado acerca da Teoria de Fracgdes Continuas consultar, por exemplo, [11,
Chap. 7|.
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O valor de uma fracgao continua infinita é definido como o limite das suas convergentes:

ap,a1,a2,...| = lim ecp.

[ 0,a1,042, ] R N

Os teoremas seguintes mostram que, de facto, a expansio de um irracional sob a forma de
fracgdo continua é uma aproximagdo desse irracional.

Teorema 13. [11, Thm. 7.11] Seja x um nimero irracional, n > 1 e seja pp/qn a n-ésima
convergente da expansio de x sob a forma de fracgdo continua. Entdo

1

C——
qndn+1

{ pn
r— —
an

Teorema 14. [11, Thm. 7.12] Seja x um nimero irracional e considere-se a sua erpansao

em fraccdo continua. Entdo

- Pn - Pn—1
dn n—1

Para além disso, temos a desigualdade mais forte |xqn — pn| < |Tqn—1 — Pn—1].

<

Ou seja, as convergentes pn/gn sdo sucessivamente mais préximas do irracional z, pelo
que estes teoremas implicam que a expansao em fracgao continua converge, de facto, para o
nimero irracional que é suposto aproximar. Qutro resultado pertinente é o que nos garante
que a n-ésima convergente fornece a melhor aproximagéo do mimero x relativamente a todas
as fraccoes cujo denominador é menor ou igual a g,. Temos entao o teorema seguinte:

Teorema 15. 11, Thm. 7.13] Seja x um nidmero irracional, n > 1 e seja pp/gn @ n-ésima
convergente da ezpansdo de x sob a forma de frac¢ao continua. Se 0 < q < gn €p/q # pPn/an
com p,q inteiros, entio

g — 20

n

<l|lz—=

q

)

Voltando ao nosso problema, considere-se a n-ésima convergente E* da expansao em
n
fracgio continua de p. Valores para ayn, pn € gn, para n € {0,1,...,9}, sao dados na Tabela
5.1, assim como uma expansao decimal de ? —p.
n

Tomando a quinta convergente da expansao em fracgao continua de p = log,(3/2) temos

que

3 7

2 Az 212,
ou seja, obtemos uma aproximagao da quinta perfeita dividindo a oitava em doze intervalos
iguais e usando apenas sete deles no teclado do piano. Dada a convergente pp/qn temos
que o denominador, g, é 0 nimero de quintas que aproxima py, oitavas. Também podemos
interpretar musicalmente cada convergente da seguinte forma: se Dé for a nota em que
comecamos, entdo a segunda, terceira e quarta convergentes fornecem as aproximagoes das
notas Sol, Ré e Si, respectivamente, relativamente a nota inicial Dé.

A quinta convergente corresponde ao temperamento usado hoje em dia na musica oci-
dental. Contudo, outras escalas podem ser obtidas através da divisao da oitava num mimero
diferente de notas. Por curiosidade, os chineses antigos usaram escalas construidas com

7




n @n Pn gn Pn/dn — P

0 0 0 1 —5.850 x 10~
1 1 1 1 4.150 x 107!

2 1 1 2 —8.496 x 1072
3 2 3 5 1.504 x 1072

4 2 7 12 —1.629 x 1073
5 3 24 41 4,034 x 10~

6 1 31 53  —5.684 x 107°
7 5 179 306 4.820 x 1078

8 2 38 665 —9.470x 1078
9 23 9126 15601 1.683 x 1077

Tabela 5.1: Valores para n, an, Pn, gn € Pn/qn — p-

base na quarta, sexta e sétima convergentes, dividindo a oitava em cinco, quarenta e uma
e cinquenta e trés partes, respectivamente. Actualmente, escalas com cinco notas (ditas
pentatdnicas) encontram-se ndo apenas na musica tradicional chinesa como também na
muisica ocidental de caris folclérico. No entanto, estas escalas pentaténicas nao sao afinadas
em cinco partes iguais.

De seguida apresentamos uma comparagio entre a escala tradicional de 12 notas, a escala
pentaténica de 5 notas e a escala de 41 notas:

e Numa escala de 12 notas temos:

o]

A quinta perfeita é 121og,(3/2) = 7.0196 = 7 intervalos basicos (semitons);

o A quarta perfeita é 12log,(4/3) = 4.9804 ~ 5 intervalos bésicos (semitons);

o A terceira maior é 12log,(5/4) =~ 3.8631 ~ 4 intervalos basicos (semitons);

o A terceira menor é 12log,(6/5) =~ 3.1564 ~ 3 intervalos bésicos (semitons).

Note-se que os arredondamentos para os intervalos de terceira maior e menor sao mais
grosseiros do que aqueles feitos para os intervalos de quinta e quarta.

e Numa escala de 5 notas temos:

o

i A quinta perfeita é 5log,(3/2) = 2.9248 = 3 intervalos bésicos;
o A quarta perfeita é 5logy(4/3) ~ 2.0752 = 2 intervalos basicos;
o A terceira maior é 5log,y(5/4) ~ 1.6096 ~ 2 intervalos basicos;
o A terceira menor é 5log,(6/5) ~ 1.3152 = 1 intervalo basico.
Note-se novamente que os arredondamentos para os intervalos de terceira maior e menor
sao bastante imprecisos. Também reparamos que os intervalos de terceira maior e de

quarta perfeita seriam indistinguiveis num temperamento da escala em cinco partes
iguais.

e Numa escala de 41 notas temos:

o A quinta perfeita é 41log,(3/2) ~ 23.9835 ~ 24 intervalos basicos;
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o A quarta perfeita é 41log,(4/3) = 17.0165 ~ 17 intervalos bdsicos;

o A terceira maior é 41 log,(5/4) =~ 13.1991 = 13 intervalos basicos;

o A terceira menor é 41 log,(6/5) ~ 10.7844 ~ 11 intervalos bésicos.

Os arredondamentos para a terceira maior e terceira menor sao, novamente, pouco
precisos.

A escala de quarenta e uma notas é diferente da escala tradicional no que diz respeito a
distingdo auditiva entre cada par de notas. Podemos imaginar que, se utilizdssemos usual-
mente este tipo de escala, o nosso ouvido seria capaz de distinguir duas notas consecutivas

cuja distincia é % =~ 29.3 céntimos.
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