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Resumo

Actualmente as institui¢es financeiras classificam os seus clientes baseando-se em sistemas
de scoring de crédito, avaliando o perfil de risco dos clientes que, por sua vez, € utilizado
na decisdo de crédito. Este trabalho pretende mostrar que a rendibilidade das transacgdes de
crédito ou, mais propriamente, a rendibilidade esperada, pode ser outro indicador de apoio a
decisiio de crédito e pode ainda ser utilizado para calcular o pricing das transacgdes.

O pagamento antecipado e o incumprimento sdo acontecimentos que afectam negativamente
a rendibilidade das transac¢des de crédito. O primeiro acontecimento implica a perda de
juros e o segundo implica ndo s6 os juros, mas também o capital. Mais do que saber se
estes acontecimentos vdo ocorrer, para o cdlculo da rendibilidade € mais importante saber
quando é que vado ocorrer. A andlise de sobrevivéncia e, em particular, os modelos de vida
acelerada ou de hazards proporcionais permitem estimar fungdes de sobrevivéncia que, neste
caso, se traduzem como probabilidades das transac¢des ‘sobreviverem’ aos acontecimentos
referidos em funciio do tempo e com base num conjunto de varidveis explicativas. Essas
fungdes sdo depois utilizadas de forma determinante no cilculo da rendibilidade esperada
como probabilidades de receber as componentes de capital e juro das prestacdes de cada

transacgdo de crédito.

Palavras-chave: Rendibilidade esperada; andlise de sobrevivéncia; modelos de vida acele-

rada; modelos de hazards proporcionais; pricing.
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Abstract

Financial institutions currently establish customer’s classification using credit scoring sys-
tems that evaluate their risk profile which in turn will be used in credit decisions. This study
intends to show that profitability of loans or, more specifically, the expected profit, can be
another indicator supporting credit decisions and can also be used to calculate loan pricing.
Early repayment and default effect the profitability of loans negatively. The former implies
the loss of interest and the latter implies not only the loss of interest, but of capital also. For
profitability computation, better than knowing if these events will occur, is knowing when
they will occur. Survival analysis and, in particular, accelerated life models or proportional
hazard models permit the estimation of survival functions which, in this case, are the loan
‘survival’ probabilities to the referred events as function of time and based on a given set of
variables. These functions are then used in the computation of expected profit as probabilities

of receiving the capital and interest of the instalments of each loan.

Keywords: Expected profit; survival analysis; accelerated life models; proportional hazard

models; pricing
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Introducao

Actualmente as institui¢des de crédito baseiam as decisdes de concessdo de crédito no perfil
de risco dos seus clientes. Os pareceres dos decisores de crédito com base em regras como
os cinco C’s referidos por Thomas [11] (caracter do cliente, capital pedido, colateral, capaci-
dade financeira e condi¢bes do mercado) manifestam-se claramente insuficientes quando
falamos de mercados muito grandes e heterogéneos como o retalho, em que a consisténcia e
o tempo das decisdes sdo aspectos decisivos.

A solug@o passa pelos chamados sistemas de scoring de crédito. Trata-se de processos de
modelagiio estatistica que permitem prever o comportamento futuro dos clientes com base no
seu desempenho no passado. Através da selecgdo de um conjunto de varidveis explicativas
e de métodos estatisticos é possivel atribuir um score que classifica o cliente em termos de
risco e que estd relacionado com a sua probabilidade de incumprimento.

Num ambiente competitivo como o das institui¢gdes de crédito, os desafios actuais sdo
cada vez mais exigentes. Espera-se conseguir aumentar o volume de vendas ¢ rendimento,
logo o lucro, reduzindo despesas operacionais e perdas resultantes de inadimplemento. Tudo
isto melhorando os niveis de servigo e promovendo a boa relagiio com o cliente.

Os bancos comegam a perceber que ha vantagens em considerar como principal objec-
tivo a maximizagdo do lucro em vez da minimizagdo do risco. Quer isto dizer que, mantendo
as perdas sob controlo, é possivel ainda abranger um grupo de clientes que possuem fac-
tores de risco mais elevados, mas que ainda assim poderdo dar lucro ao banco, permitindo
4 institui¢do expandir o seu portefélio de crédito [1]. Pretende-se deste modo olhar para as
transacgdes de crédito ndo s6 sob o ponto de vista de risco, mas também sob o ponto de vista

da rendibilidade que poderdo proporcionar ao banco.

A rendibilidade das transac¢des de crédito estd dependente de diversos factores como




o montante pedido, prazo, taxas de juro, probabilidades de pagamento antecipado e de in-
cumprimento, etc. Estes dois dltimos factores sdo acontecimentos que podem ocorrer em
determinada altura do empréstimo causando perdas para o banco. Essas perdas serdo tanto
maiores quanto mais cedo esses acontecimentos ocorrerem, dai ser necessario modelar, ndo
se estes acontecimentos vio acontecer, mas quando.

Este trabalho invoca por isso um tipo de andlise estatistica conhecido como analise de
sobrevivéncia, cujos modelos permitem estimar funcdes de sobrevivéncia, eventualmente
sob influéncia de varidveis explicativas, em funcio do tempo. Essas fungdes sdo probabi-
lidades de ‘sobreviver’ a determinados acontecimentos, que neste caso serdo o pagamento
antecipado e o incumprimento.

Cada transacg¢io de crédito devera ter associada uma funcio de sobrevivéncia para o
pagamento antecipado, que indica a probabilidade de receber a componente de juros de cada
prestagdo, e uma fungio de sobrevivéncia para o incumprimento, que indica a probabilidade
de receber cada prestago (capital e juro). Com base no montante, prazo, taxas de juro e as
probabilidades de receber as componentes de capital e juro em cada prestacio, é possivel
obter uma forma de calcular a rendibilidade esperada das transacgdes de crédito.

O trabalho encontra-se estruturado em trés capitulos, sendo o primeiro uma introdugio
a andlise de sobrevivéncia, nomeadamente aos seus termos e conceitos, estimagfio nio-
paramétrica de fungdes de sobrevivéncia e aos modelos de vida acelerada e hazards pro-
porcionais. O segundo capitulo faz uma aplicacio da andlise de sobrevivéncia a dados re-
ferentes a crédito pessoal. Mais especificamente, sdo estimadas fungdes de sobrevivéncia
para o pagamento antecipado e para o incumprimento, com base num conjunto de varidveis
explicativas. Sdo depois analisados vérios modelos paramétricos e 0 modelo de hazards pro-
porcionais de Cox (semi-paramétrico), sendo este tltimo bastante competitivo, em termos de
poder discriminante, com a tradicional regressdo logistica.

No terceiro capitulo explicita-se o papel das fungdes de sobrevivéncia no cilculo da ren-
dibilidade esperada das transacgdes de crédito. Pode ver-se ainda a evolugdo das rendibi-
lidades médias e acumuladas em fungio das probabilidades de pagamento antecipado e de
incumprimento, podendo identificar-se cut-offs capazes de diferenciar transacg¢des de crédito

com maior ou menor rendibilidade.



O cilculo da rendibilidade esperada pode ainda ser utilizada para o célculo de pricing
associado as transacgdes de crédito. Em vez de se querer saber a rendibilidade esperada
de uma dada transacciio, a questdo é agora saber que taxa juro deve ser cobrada de modo
a proporcionar determinado nivel de rendibilidade ao banco. Dado que ¢ dificil saber a
partida a rendibilidade esperada de uma determinada transacgéo, a ideia € tornd-la relativa,
por exemplo, a rendibilidade maxima esperada, isto &, a rendibilidade obtida no caso de nao
haver pagamento antecipado nem incumprimento. Esta questio € deixada em aberto, mas ¢é

seguramente uma aplicagdo do célculo da rendibilidade esperada.




Capitulo 1

Analise de sobrevivencia

1.1 O que é a andlise de sobrevivéncia?

A anilise de sobrevivéncia é um conjunto de métodos e técnicas estatisticas que analisam
uma varidvel aleatdria positiva. Tipicamente essa varidvel é o tempo até ocorréncia de um
determinado acontecimento de interesse, também chamado tempo de sobrevivéncia.

As suas origens estdo associadas aos campos da Biologia e Medicina e ao uso de tabelas
de mortalidade (o acontecimento usual era a ‘morte’ do individuo), mas estas técnicas ndo
se restringem apenas a estes campos e encontram aplicacdes em dreas tdo diversas como
Ciéncias Sociais e Econémicas ou Engenharias.

Além da varidvel tempo, os dados de sobrevivéncia podem ainda conter um conjunto
de varidveis independentes relacionadas com a varidvel aleatéria. Nesse caso, o objectivo
passa por modelar a distribui¢io associada ao tempo até o acontecimento e estabelecer uma
dependéncia desse tempo com as varidveis independentes através de uma regressao.

Uma caracteristica deste tipo de andlise é a possibilidade de ter dados censurados, que
fornecem apenas informagéio parcial da varidvel aleatéria de interesse. E o que se tem no
caso do acontecimento ndo ser observado durante o periodo de estudo, podendo eventual-
mente acontecer no futuro. Sao dados que t€m grande importancia na analise e ndo podem
ser simplesmente ignorados, uma vez que, além de muitas outras consideragdes, os indivi-
duos com maior tempo de sobrevivéncia t€m também maior probabilidade de ter os dados

censurados.



De acordo com Miller [4], a censura pode ser classificada em varios tipos : tipo I, quando
existe um tempo f, a partir do qual todos os dados estdo censurados; tipo /I, quando a partir
de determinada ordem n, (individuos ordenados por tempo de sobrevivéncia) todos os da-
dos estdo censurados; fipo III ou censura aleatdria, quando a censura ndo estd relacionada
com o tempo de sobrevivéncia e ocorre de forma aleatdria. As razdes para considerar este
dltimo tipo de censura prendem-se com a chegada ao fim do estudo ou por outro qualquer

motivo, ndo relacionado com o tempo de sobrevivéncia, que impossibilite a recolha de mais

informacao.
Tipo 1 Tipo 11 Tipo II1
—3 ; 3 —_——
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Figura 1.1: Tipos de censura. Os esquemas mostram que os dados podem estar censurados a partir de um
determinado tempo t. (Tipo I), a partir de determinada ordem, n., de tempos de sobrevivéncia (Tipo II), ou
aleatoriamente (Tipo III).

Existem ainda outros tipos de censura. Estes que ja foram referidos inserem-se na classe
da censura a direita. No entanto também pode acontecer censura a esquerda, por exemplo,
quando a varidvel de interesse € muito grande e nio € possivel observar o seu inicio.

Para aplicagdo da maior parte dos resultados € condigdo essencial que a censura seja nio
informativa ou independente (censura aleatéria). Segundo Allison [2], um individuo com
censura num tempo £, deve ser representativo de todos os outros individuos com o mesmo

conjunto de varidveis explicativas que sobreviveu até t..




1.2 Funcoes de sobrevivéncia e de hazard

Seja T' uma variavel que representa o tempo de um acontecimento de interesse, isto €, o
tempo medido desde um instante inicial até & ocorréncia desse acontecimento. Podemos

entdo descrever a varidvel T de trés formas que acabam por ser equivalentes:
e A funcio de distribuigiio e a fungéio de sobrevivéncia dadas por

Ft)=P(T<t) e St)=1—-F() (1.1)

e A fungio densidade de probabilidade ( fdp) definida por
P(t <T < t+ At)

fi) = Em, At (12
e A fungio hazard definida por
< >t
h() = lim Pt <T <t | T 24) (13)

At0 At

Esta ultima forma ¢ bastante popular na anilise de sobrevivéncia e define-se como o
limite da probabilidade de um acontecimento ocorrer num intervalo muito pequeno de tempo,
[t + At[, por unidade de tempo, assumindo que esse acontecimento niio ocorreu até ao
inicio desse intervalo. A funcédo h(t) é referida por Lee [3] como uma forma de quantificar
o risco instantineo de um acontecimento ocorrer por unidade de tempo, desempenhando um
papel importante na analise de sobrevivéncia.

Allison [2] exibe o seguinte exemplo para clarificar a nogio de hazard (chamemos-lhe
‘risco’ para facilitar o texto): suponhamos que o risco de um determinado acontecimento
ocorrer € 0,1 com o tempo medido em meses. Isto significa que num més espera-se obter o
acontecimento 0, 1 vezes. Se o risco for agora de 1, 3 com o tempo medido em anos, isto quer
dizer que num ano o acontecimento deverd ocorrer 1,3 vezes (assumindo o risco constante
ao longo do periodo de referéncia).

Alternativamente, a fungio hazard também se pode expressar em fungio de f(t) e da

fungdo de sobrevivéncia

h(t) = F0} (1.4)



onde também se tem que
fll)m —= = (1.5)

0 que implica

h{t)r= —%log S(t) (1.6)

A funcdo cumulativa de hazard pode entdo escrever-se para ¢t > 0 como

Hit) = /: h(u)du = —log S(t) (1.7)

E possivel ainda relacionar as fungGes de sobrevivéncia de probabilidade através das

B exp (— /0 ' h(u) du) (1.8)

donde se obtém naturalmente que

expressoes

£(£) = h(t) exp (— | /0 hw) du) (19)

Convém notar que, ao contrario do que acontece com as fungoes de distribui¢io e so-
brevivéncia, F'(t) e S(t), respectivamente, a fungdo cumulativa de hazard, H(t), ndo é uma
probabilidade. De facto, apesar de ndo tomar valores negativos, pode tomar valores superio-

res a 1, uma vez que

lim F(t)=1<¢« lim S(t) =0« lim H(t) = +o0 (1.10)

t——+o0 t——+o00 t——4o00

1.3 Estimacio nio paramétrica de funcées de sobrevivén-
cia

O método de Kaplan-Meier ¢ o mais utilizado para estimar a fun¢iio de sobrevivéncia, e nido
€ mais do que um método de méaxima verosimilhanga ndo-paramétrico.
O método ¢é simples e intuitivo. Se niio houver dados censurados, S(t) é apenas a pro-

por¢do de individuos com tempo de sobrevivéncia maior que ¢.
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A situagio é ligeiramente diferente no caso de haver dados censurados. Suponhamos
que existem ty, ..., t,, tempos de sobrevivéncia distintos. Em cada tempo pode dizer-se que
ha n; individuos em risco (que ndo tiveram o acontecimento ou censura) antes de ¢;. Seja
d; o nimero de individuos que tiveram o acontecimento ¢;. Nestes termos o estimador de

Kaplan-Meier ¢ dado por

4 d.
8 = H (1—#), para t <t <tn, (1.11)

Jiti<t J

Resumindo, para um dado tempo ¢, basta tomar todos os tempos de sobrevivéncia menores
que ¢, calcular para cada um deles a quantidade entre parénteses da féormula, que se inter-
preta como probabilidade condicionada de sobreviver até ¢; 1, dado que sobreviveu até #;, e
multiplicd-las entre si. Note-se que para ¢ < ¢; (o menor tempo de sobrevivéncia), S(t) = 1.
Para t > t,, (0 maior tempo de sobrevivéncia) S’(t) = (), se nao houver dados censurados
maiores que t,,.

Considere-se um caso meramente ilustrativo deste estimador. Os valores seguintes repre-
sentam tempos de sobrevivéncia de 10 individuos, dos quais 4 estdo censurados (assinalados

com o sinal +):

B —
E ot
_.l.
L[N
+
N [
o=
+
|G
e el
L ]
—
e J 5]
+

KM Survival Funetion

l ¢ ;( 1.00 .
M ; : L 3
- i —L_L‘ s
)
:) s (& !
‘ - 0.7 !
i 7 z !
Eal 2
: £
ﬁ——-,—-——@ 5 i
’( f__ 0.35
% -
E ool ; : ‘ ‘ .
: b0 0.2 0.4 05 0.8 “a
a 174 112 314 1 time
X acontecimento 0 T L Product-Linkt Estinate Curve £} Csnsored Ubservations

Figura 1.2: Na figura da esquerda esquematizaram-se 10 tempos de sobrevivéncia dos quais 4 se encontram
censurados. Na figura da direita estd representada a respectiva fungdo de sobrevivéncia estimada pelo método
Kaplan-Meier.



Neste caso, obtém-se os seguintes valores da fungiio de sobrevivéncia:

S(0) = 1

S{gh={l—p) =02

$(g)= (L} (1 = g] =V7875

S() = (1—1%) (1 - 3) (1-§) =0,3087
(1)=0

951

1.4 Modelos paramétricos de funcoes de sobrevivéncia

| Seguidamente sdo apresentados alguns exemplos de modelos paramétricos bastante utiliza-
‘ dos na andlise de sobrevivéncia. Para cada modelo sdo exibidas as fungdes de sobrevivéncia,
S, e de densidade de probabilidade, f. A parametrizagiio sugerida relativamente as dis-
tribuicdes Exponencial, Weibull, Gama e Loglogistica ndo corresponde a dos parimetros

estimados nas sec¢des posteriores'.

1. Exponencial
Este modelo assume o risco constante, isto €, a fungfo hazard é dada por h(t) = A, com
A > 0, o que equivale a dizer que a fungdo hazard cumulativa é dada por H(t) = At.
Deste modo, as fun¢des de sobrevivéncia e densidade de densidade de probabilidade

sdo dadas por

S(t) = e (1.12)

f(t) = xe™™ (1.13)

Tem-se ainda que média e varidncia sdo dados por i e xl.;, respectivamente.

2. Weibull

O modelo de Weibull é uma generaliza¢iio do modelo exponencial. A fungio de hazard

'No entanto, para os modelos Exponencial, Weibull e LogLogistico é possivel fazer uma reparametrizagio

fazendo A =e Fey= %, sendo ¢ e o pardmetros estimados nas secgdes posteriores




cumulativa é dada por H(t) = (\¢)” para A,y > 0. Pode-se entdo expressar as fungdes

de sobrevivéncia e probabilidade por

S(t) = e~

£() = PO

A média e a variincia sdo dadas respectivamente por

1 1 1 9 .
s o e =) T
/\F(HV) © ?\2( (+7> F(

em que I'(7y) é a fungiio Gama? definida por
() = f e du
0

3. Gama

(1.14)

(1.15)

scl)

(1.16)

O modelo Gama € outra generalizagiio do modelo exponencial. A sua funcédo de den-

sidade de probabilidade é dada por

A(At)T-le—M
ft) = s e 11(7) (1.17)
e sua fungdo de sobrevivéncia por
A 1~
S(t) = 1ﬁ/—/\.r7_e_“”dw 1.18
(t) 50 (1.18)
1 At i
= 1—-=— e du
I'(y) fo nilile
= 1—1I(M,7)
onde T'(y) estd definido em (1.16) e
1 g ¥-1_—u
I(s,’y)zm e du (1.19)
0

¢ a chamada funcdo Gama incompleta.

A média e varidncia sdo dadas por § e 7 respectivamente.

ZPara v inteiro positivo tem-se que T'(y + 1) = ! .
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. Lognormal
Como sugere o préprio nome da distribui¢io, assumindo que logT ~ N(p,0?),
as fungOes de sobrevivéncia e de densidade de probabilidade podem exprimir-se do

seguinte modo:

Sit)=1- (logt——“) (1.20)

a

1 1 1ogt—,u,)2
— L 1.21
tov 2w p( 2 ( o (1.21)

onde @ € a funcdo de distribuicdo cumulativa da distribui¢do normal.

ft) =

. Log-logistico

Quando X = log T segue uma distribuigdo logistica dada por F'(x) = 1it.-=r com média

p € varidncia o2, diz-se que a distribui¢do de T' tem uma distribui¢do log-logistica dada
pela expressio F'(z) = 1% em que 2 = exp (“%5=4), Fazendo y = L e A = ¢# pode

obter-se as seguintes funcGes de sobrevivéncia e de densidade de probabilidade

i - (122)

Ay(ae) !

T+ S

f(t) =

Relativamente a estes modelos paramétricos, a Figura 1.3 exibe algumas formas tipicas

de fungdes hazard.

1.5 Modelos de vida acelerada e hazards proporcionais

Acontece muitas vezes que o tempo de sobrevivéncia € influenciado por varidveis que tra-

duzem determinadas caracteristicas dos individuos. Elas devem ser consideradas de alguma

forma no modelo de modo a potenciar o seu poder preditivo.

Os modelos considerados no capitulo anterior podem facilmente ser adaptados de forma

a permitir a influéncia destas varidveis explicativas através de um vector de covaridveis,

x = (&, Z,...,xx), € de parimetros, 3 = (31, 2, ...,0:) . O vector de covaridveis pode

11
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Figura 1.3: Diversos gréficos de fungbes hazard dos modelos paramétricos Weibull, Gama, Log-logistico e
Log-normal. [Fonte: Allison, Survival Analysis using SAS]

ser obtido fazendo x = y — ¥, onde y é um vector de valores de referéncia (eventualmente
a média) das varidveis dadas por y = (y1,%2,...,yr). Stepanova e Thomas [5] sugerem
alternativamente que cada varidvel seja dividida em subgrupos, sendo depois substituidos
por varidveis bindrias 0/1.

Na anélise de sobrevivéncia salientam-se duas classes de modelos no relacionamento das
covaridveis com os tempos de sobrevivéncia: modelos de hazards proporcionais € modelos
de vida acelerada (conhecidos como Accelerated Life models ou Accelerated Failure Time
Models - AFT Models).

Nos modelos de vida acelerada a fungdo hazard é dada por
h(t) = P *ho(t.e7%) (1.24)

em que ho € uma fungio base de hazard que se obtém no caso das covaridveis serem todas

zero. Em termos da fungiio de sobrevivéncia fica estabelecida a relagdo S(t) = Sy(at), onde
/ ” ~ . ~ . . ~ ~

a = e#* e S) é a fungio de sobrevivéncia associada a fungdo de hazard hy da expressdo

(1.24). Banasik [7] refere que neste caso as covaridveis tém o papel de acelerar ou tornar
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mais lento o processo de vida do sistema.

Os parimetros deste tipo de modelos podem ser estimados de forma semelhante ao que
acontece com a regressio linear usual. Seja 7} a varidvel aleatéria denotando o tempo de
sobrevivéncia do i-ésimo individuo e x; = (2;1,..., %) 0 vector de covaridveis associado

a esse mesmo individuo. O modelo é dado por
log Ty = fdGilis -+ + e+ 08 (1.25)

onde y, 31, . .., 3 € o sdo parimetros estimados e ¢; € o termo de perturbagiio aleatdria.

Nos modelos de hazards proporcionais tem-se que a fungio hazard € dada por
h(t) = ™ ho(t) (1.26)

As covaridveis tém neste caso um efeito ‘multiplicador’ na fungdo base de hazard. Re-
lativamente a fung@io de sobrevivéncia tem-se que S(t) = [So(t)]*, onde o = P ¥ e Sy é a
fungdo de sobrevivéncia associada a fun¢do de hazard hy na expressio (1.26).

A razilo de se chamar hazards proporcionais vem do facto de nestes modelos o quociente

das fungdes de hazard de dois individuos 7 e j ser constante.

hz(t)
h;(t)

Como consequéncia, os grificos dos logaritmos das fungdes hazard em fungdo do tempo

= eXp (;61((133‘1 & mjl) T o ﬁk(.'l}m - fL‘j,'i-,)) (]27)

deverdo ser paralelos (Figura 1.4).

log h,,(t) = log hg(f) + 61.1‘7;1 + e F [5;6.1'1;;‘: (128)

log #2,(t)

1

Figura 1.4: Grificos do logaritmo de hazards proporcionais. [Fonte: Allison, Survival Analysis using SAS]

A diferenca entre as duas classes de modelos é que nos modelos de hazards proporcio-

nais os que estdo mais em risco permanecem sempre mais em risco ao longo do tempo,
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enquanto que nos modelos de vida acelerada o risco pode ser varidvel com o tempo. Em
1980, Kalbfleisch e Prentice mostraram que as tnicas distribuigdes que sdo simultaneamente
hazards proporcionais e vida acelerada sdo as Exponencial e Weibull [7].

Ciampi e Etezadi-Amoli [18] propuseram ainda um outro modelo mais geral que acaba

por ser uma mistura destes ja referidos, sendo a fungdo de hazard é dada por
h(t) = 9% ho(t.e¥) (1.29)

onde 3 e ¢ sdo vectores de pardmetros e hg € a fungio base de hazard. Obtém-se o modelo

de vida acelerada quando ¢ = 3 e o modelo hazards proporcionais quando ¢ = 0.

1.6 Maxima verosimilhanca e verosimilhanca parcial

Os modelos paramétricos utilizados na andlise de sobrevivéncia sio estimados por maxima

verosimilhanga. Este método € ja bastante conhecido, mas requer algum cuidado na sua

aplicagiio em dados de sobrevivéncia, no que respeita is observacdes censuradas.
Suponhamos por um momento a inexisténcia de observagdes censuradas. Admitindo a

independéncia das n observagdes tem-se que a funcdo de verosimilhanga seria dada por
L(0) = [ f(tilx) (1.30)
i=1

em que @ € um vector composto por todos os pardmetros a estimar (inclui os parimetros das
covaridveis e da distribui¢do da varidvel aleatéria) e x; é o vector de covaridveis do ¢-€simo
individuo.

Considerando a presenca de dados censurados (censura aleatéria), a fungio de verosimi-

lhanca seria dada por

n

L(9) = H [ (#:%:) S (8% [for(tilxi) S (£elx)] 5 (1.31)

i=1
onde
1 se dados ndo estdo censurados

(51‘ =
0 se os dados estdo censurados
em que f(t;|x;) e S(t;|x;) sdo as fungdes de densidade e sobrevivéncia do tempo até ocor-

réncia do acontecimento de interesse, respectivamente, e fo(t;]x;) € So(t;|x;) sdo as fungdes
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de densidade e sobrevivéncia do tempo até censura, respectivamente. Como ¢ referido por
Miller [4], ndo estando a censura relacionada com o tempo até ocorréncia do evento de in-

teresse, os produtos [}, [Sc(ti|xz-)]6“ e [T [foltix:)] L=~

ndo envolvem os parimetros
a estimar, de modo que podem ser tratados como constantes na maximizagio da funcio de

verosimilhanga, podendo simplificar-se a expressio anterior
1(8) = [T 7)™ [SCealx)l ™ = T ] In(tae))™ S(tilx:) (132)
i=1 i=1

Note-se que a se‘gunda forma para a fungio de verosimilhanca dada em (1.32) permite
exprimi-la unicamente em termos da fung¢io de hazard (a fungio de sobrevivéncia esta rela-
cionada com a funcdo de hazard conforme (1.8)). O método de maxima verosimilhanga
consiste depois em encontrar estimativas de €, que maximizam o logaritmo de L(#) (desig-

nada por Loglikelihood)

log L(0) = Z&j log h(t:|x;) + log S(t;|x;) (1.33)

i=1
através de um sistema de equagdes

dlog L(8)

2(0) =0 (1.34)

cuja resolucdo requer normalmente a utilizacdo de processos iterativos, como o método de
Newton-Raphson.

Um outro método, designado de partial likelihood ou verosimilhanga parcial, foi pro-
posto em 1972 por Sir David Cox [9] para estimar os pardmetros do modelo semi-paramétrico
de hazards proporcionais (que, no entanto, permitia uma facil generalizacdo para modelos de
ndo-proporcionalidade). Essa forma de estimac@o permitia obter os parimetros dados pelo
vector B = (1, Ba, ..., 0x) sem ter de especificar a fung@o base de hazard hy(t), dada em
(1.26). O seu método baseava-se na ordenagio, ou ranking, dos tempos de sobrevivéncia.
Deste modo, alteragfes ao tempo como somar ou multiplicar por uma constante, ou mesmo
tomar o seu logaritmo, ndo produzia efeito sobre o valor dos parametros.

Uma fung¢io de verosimilhanga tipica é o produto das verosimilhangas de todos os indi-

viduos da amostra. No caso da verosimilhanca parcial e para n individuos da amostra tem-se
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que

L(B) = ﬁ hi(t) ﬁ e (135)
- 1 v 1 /2y = N s . ’
L\ 2 Yig (8 o\ B Byl
onde
1 set;j >t 1 se dados ndo estao censurados
Yij= e 9=
0 caso contririo 0 se os dados estdo censurados

A introdugdo de Y;; na expressdo permite, de forma conveniente, excluir do denomina-
dor os individuos que ja tiveram o acontecimento de interesse, e d; serve para excluir as
observagdes com censura.

Cox sugere que se trate a fun¢do dada em (1.35) como uma fungio de verosimilhanga
ordinaria, podendo ser maximizada relativamente a (3. Como normalmente acontece, ¢ mais

conveniente maximizar o logaritmo da verosimilhanga, ou seja,
log L(8) = 3 6 | B'xi —log | 3 iy 7 (1.36)
i=1 j=1

A fungio de verosimilhanga anterior assume que ndo ha ‘empates’ (tied data) nos tem-
pos de sobrevivéncia, ou seja, que € possivel estabelecer uma ordem tnica desses tempos.
Mas em muitos casos a varidvel aleatéria é discreta ou estd agrupada (por exemplo, quando
o tempo é dado em meses ou anos) e a ordenagdo dos tempos ndo € clara, tendo a fungdo de
verosimilhanca que incluir todas as ordens possiveis. Seguidamente é usada a notagio dada
por Stepanova e Thomas [5] para simplificar a expressdo de L(3): considere-se a ordenagéo
ty < t) < ... < t(y) dos tempos de sobrevivéncia e 12(t(;)) o conjunto de observagdes em
risco em t;); seja d; o nimero de acontecimentos no tempo ¢; e seja R(#.); d;) o conjunto
de todos os subconjuntos constituidos pelas d; observagdes que poderiam ter tido o aconte-
cimento de interesse em f;y; seja & € L(L(;); d;) o conjunto das observagdes que poderiam
ter tido o acontecimento em t(;) e seja sp = >, X; a soma dos vectores das covaridveis
das observagdes em I?; denote-se por I); o conjunto dos individuos d; que tiveram o aconte-
cimento em ¢;, e seja sp, = Zte p; X1 @ soma dos vectores de covaridveis destes individuos.

Deste modo, a fung¢io de verosimilhanca ¢ dada por:

16



S
i=1 (ZRER(t(@);dx) eXp(ﬁst))

Segundo Miller [4], o denominador da expressdo (1.37) pode gerar um nimero excessivo
de combinagdes possiveis e que pode ser muito pouco eficiente a nivel computacional. Por
essa razido sido consideradas aproximagdes propostas por Breslow (1974) e Efron (1977),
sendo esta ultima, segundo Allison [2], mais rigorosa a custa de um pouco mais de tempo

computacional.

exp(8'sp,)

LBreslow(ﬁ) = H

. (1.38)
=l (ZlGR(t(a)) exp(ﬁ'x;))
Legan(8) = [ = edia (1.39)
i=1

i ji=1 (Z[eﬂ(.{(ij) exP(ﬁ’XI) = % ZiEM exP(ﬁfX.!))

Outra forma de lidar com os empates é considerar o tempo de sobrevivéncia como uma
i . . . 2 ! ~
varidvel discreta. Cox sugeriu mesmo a substitui¢iio de A (t) = e *hy(t) pela expressio de

um modelo logistico discreto dado por

h(t) J'{3’)( h’O(t) (1.40)

1-h(®) " " 1—hot)

1.7 Diagnostico dos modelos

Ao utilizar um modelo matemadtico devemos questionar se este estd correctamente ajustado
ao problema. No caso dos modelos de hazards proporcionais quer-se ver se ¢ verificado o
pressuposto de proporcionalidade, se algumas covariaveis requerem algum tipo de transfor-
macdo ou se hd outliers (observacdes com um tempo de sobrevivéncia muito diferente do
esperado) que podem ter impacto indesejado nos resultados.

O residuo de Cox-Snell ¢ definido por
ro, = exp(B'x:) Ho(t) = Hi(t;) = — log Si(t:) (1.41)

em que, para o i-ésimo individuo, se tem que 3 e x; sdo os vectores de pardmetros estimados

e covaridveis, respectivamente. Para o tempo de sobrevivéncia observado t;, tem-se que as
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fungdes Hy , H; e S; sdo as fungGes estimadas de base de hazard cumulativa, de hazard
cumulativa e de sobrevivéncia, respectivamente. Pode mostrar-se que — log S(t;) tem uma
distribui¢iio exponencial de média unitaria®, independentemente da forma da fungdo S [17].
Se 0 modelo estiver correctamente ajustado, a func@o de sobrevivéncia estimada serd seme-
lhante e terd as mesmas propriedades de S(t). Assim, serd de esperar que — log S(t;) = r¢,
tenha também uma distribui¢do exponencial de média unitdria. Para verificar esta pro-
priedade calculam-se estimativas para 3(7"0?.), por exemplo através do método de Kaplan-
Meier. Conforme referido por Stepanova [5], o ajuste do modelo serd tanto maior quanto
maior a proximidade do gréfico de log(— log S(r¢)) em fungdo de log(r¢) a uma recta com
declive unitdrio que passa pela origem.

O residuo de Schoenfeld ¢ calculado para cada covaridvel e é especialmente importante
no que respeita a investigagdo da proporcionalidade de hazard, de eventuais covaridveis de-
pendentes do tempo ou transformagdes de covaridveis. Podem ser definidos segundo o vector

rg, considerando as k covaridveis do modelo para o i-ésimo individuo.
rS“ = (7".5‘%-1, — 1T5iic) (142)
onde
Tsp = Tip — E(zp|R) , p=1,...,k (1.43)

Para um dado individuo i, o residuo de cada covaridvel é calculado fazendo a diferenca
entre o valor da covaridvel z;; e o seu valor esperado, condicionado ao ‘conjunto de risco’
R;, isto é, o conjunto de individuos que ndo tiveram o acontecimento até ;. Farrington
[14] refere que os residuos ndo devem mostrar nenhum tipo de padrdo sistemdtico se for

valido o pressuposto dos hazards proporcionais. Caso contririo, se ao longo do tempo esse

3 Assumindo a existéncia da fungdo de sobrevivéncia inversa e considerando a varidvel aleatéria positiva 7'

com fungio de sobrevivéncia S (continua) e ¥ = — log S(T') tem-se que
PY>y) = P(-log8(T)>y) = P(S(T)<exp(-y))
= P(T>SYexp(—y)) = S(S7 (exp(-u)))
= exp(-y)
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pressuposto ndo se verificar, o(s) grafico(s) dos residuos deverdo reflectir uma tendéncia

positiva (negativa) conforme aumente (diminua) a razdo de hazard .

1.8 Medidas de discriminac¢iao: curvas ROC

Quando a varidvel de saida é dicotémica (por exemplo: 0/1, sim/ndo, bom/mau, etc) e as
previsdes sdo probabilidades de ocorréncia de um acontecimento, os modelos podem ser
avaliados segundo dois conceitos gerais: discriminagfo e calibragio.

A discriminaciio refere-se a capacidade do modelo distinguir correctamente as classes
de saida enquanto que a calibragdo avalia a proximidade numérica entre as probabilidades
previstas e as reais. Apesar de, num modo geral, um modelo com boa discriminagio possuir
boa calibracio e vice-versa, D’ Agostino [13] refere que é sempre preferivel obter um modelo
com bom poder discriminante, uma vez que este pode sempre ser recalibrado.

Uma das medidas de discriminagdo mais usadas para um modelo é a drea debaixo da
curva ROC (Receiver Operating Characteristic). Vejamos como construir uma curva deste

tipo para um modelo de regressao.

Estado classificado
@ ]
Estado @ a b

real ] c d

Tabela 1.1: Matriz entre os estados reais e classificados.

Suponhamos que temos 7 individuos. Através da regressdo € possivel estimar e or-
denar as probabilidades de ocorréncia de um determinado acontecimento (@, Qs, ..., Q)
de modo que Q; < Q;41, paratodoi = 1,...,n — 1. Sob a regra de se classificar como po-
sitivos () todos os que verificarem (Q; > %, para um valor Q* (cut-off), e como negativos
(&) os que ndo verificarem a regra, pode apresentar-se o resultado segundo uma matriz 2 x 2

como a da Tabela 1.1.

e

c+d’ que

Daqui pode calcular-se a sensibilidade dada por — e a especificidade dada por

ndo € mais do que a razdo dos que se prevém positivos relativamente ao total de positivos e
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a razido dos que se esperam negativos relativamente ao total de negativos, respectivamente.
Se seleccionarmos todos os valores possiveis de cut-off e desenharmos o gréfico da sensibi-

lidade em fungdo de 1— especificidade obtém-se curvas como as da Figura 1.5.

Legend

=

i i H

0.0 0.1 0.2 0.9 0.4 0.5 0.6 (B4 0.8 0.9 [

1= Specificity

Figura 1.5: Exemplos de curvas ROC Receiver Operating Characteristic utilizadas na comparagio do poder
discriminante de modelos. No exemplo da figura, um modelo que estivesse representado pela curva B teria
maior poder discriminante que um outro representado pela curva A.

A drea debaixo desta curva, conhecida por AUROC (Area Under ROC) ou estatistica C
¢ uma medida de discriminagiio e pode ser interpretada como a probabilidade estimada da

classificacdo positiva ser maior que a classificacdo negativa, isto ¢,
estatistica C = P(Qe > Qo) (1.44)

onde (Q, sio as probabilidades estimadas dos que tiveram os acontecimentos e () sdo as
probabilidades dos que nio tiveram os acontecimentos.

O valor da estatistica C' pode variar entre 0, 5, no caso de niao haver discriminacdo, e
1, no caso de discriminacio perfeita, e estd relacionado unicamente com a ordenagio das
probabilidades previstas.

Esta forma de avaliar o poder discriminante de um modelo também pode ser aplicado
aos modelos de hazards proporcionais de Cox. A maiores probabilidades de ocorréncia
de determinado acontecimento correponderio certamente menores tempos de sobrevivéncia,
dai ser possivel estabelecer uma ordem dos valores previstos. Para se obter algum tipo de

conclusdo serd conveniente comparar com outros méfodos (p.e. regressio logistica) com a
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condi¢iio de ndo considerar nessa analise comparativa os dados censurados (caracteristica

dos modelos de analise de sobrevivéncia).
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Capitulo 2

Aplicaciao dos modelos de analise de

sobrevivéncia

2.1 Dados da analise

Os dados seleccionados para esta andlise consistem em cerca de 58.000 transaccdes de
crédito pessoal de uma institui¢do banciria de referéncia, subdivididas em dois conjuntos
de treino e teste na propor¢do 50/50. A informagdo recolhida até Ago’06 (transacgdes ini-
ciadas no periodo Ago’03 - Dez’05) contempla caracteristicas relativas a cada transacc¢io e
ao cliente. Parte dessa informagdo serd utilizada como varidveis nos modelos deste trabalho,
a saber, o prazo original (entre 12 e 36 meses), o0 montante pedido, a idade do cliente, tempo
de permanéncia no banco (esta varidvel bindria apenas serve para diferenciar se se trata de
um cliente recente ou ndo), indicador de telefone e, finalmente, um score interno do banco
(traduz o perfil de risco do cliente ou a sua probabilidade de incumprir baseado num modelo
comportamental).

Outro tipo de informagéio que € importante para qualquer modelo de anilise de sobrevi-
véncia é o ja referido tempo de sobrevivéncia que vai desde o inicio da transac¢do de crédito
até ao primeiro incumprimento (conceito a definir), ou até ao pagamento antecipado (se hou-
ver), ou até se deixar de ter mais informacdo (censura), ou, simplesmente, até ao final do
prazo.

Neste trabalho, uma transac¢io de crédito serd considerada com incumprimento quando
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Descritivo Nome Designacio

Prazo original prazo T
Montante original montante Ty
Idade do cliente idade Ty
Antiguidade na instituigdo (varidvel bindria) antiguidade Ty
Indicador de telefone (varidvel binaria) telefone Ty
Score comportamental interno do banco score Tp

Tabela 2.1: Descrigdo dos dados utilizados.

tiver trés ou mais prestagdes em atraso consecutivas, ainda que entretanto essa situagdo seja
regularizada. Este € o critério elegido por Thomas [11], também mencionado em bastante
bibliografia sobre o assunto e adoptado por indimeras instituicdes financeiras. Quanto ao
pagamento antecipado, este serd considerado quando a transac¢do de crédito for totalmente
liquidada (e ndo parcialmente).

Como ja foi referido, a andlise de sobrevivéncia permite a introdugdo de dados censu-
rados. Neste caso tratam-se de transacgdes de crédito de clientes que até a data do fim do
estudo ainda ndo tinham acabado de pagar o empréstimo sem que tivessem tido algum dos

acontecimentos: pagamento antecipado ou incumprimento.

8 i 5 & ,__x 2 1 ot s
b ; {). b ‘ i ‘f:}. b e +

[ I.—————E}u-n--. ' +———6> e ) c" Wﬂ_——e *

d u—dm,-_:.. q' ?__x S a" ‘___x .
L { e+ 1 TN s S

———( (ST ¥ X
‘ . U 114 112 34 1

Infcio fim

O censura X acontecimento

—— lempo desde inicio alé ao aconlecimento/censura
« tempo desde o acontecimento/censura até ao fim

Figura 2.1: Representagio de tempos de sobrevivéncia das transacgdes de crédito. O primeiro esquema
mostra que podem ter inicios em diferentes alturas do tempo, mas que podem ser comparadas assumindo o
mesmo instante inicial, conforme se mostra no segundo esquema. O terceiro esquema representa uma alteragio
na escala do tempo, visando homogeneizar os diferentes prazos, de modo a terem o mesmo instante inicial e
final (teérico).

O facto das transacgGes terem inicios diferentes (primeiro esquema da Figura 2.1) nido
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constitui problema porque pode sempre assumir-se que comegam ao mesmo tempo (segundo
esquema). No entanto, ha uma particularidade diferente dos dados tradicionais de andlise de
sobrevivéncia. As transaccdes de crédito pessoal t€m um prazo associado, isto €, teorica-
mente sabe-se quando € que eles vdo terminar. Uma forma de as poder comparar, apesar
de haver diferentes prazos, foi de proceder & sua homogeneiza¢do numa mesma escala de
tempo, de modo a que todas tivessem o mesmo inicio € o mesmo fim (terceiro esquema).
Basta para isso dividir o tempo de sobrevivéncia de cada empréstimo pelo seu prazo origi-
nal, cujo resultado deverd ser um nimero entre () e 1 (por conveniéncia pode ser multiplicado
por 100). Nos resultados apresentados no decorrer deste trabalho a escala de tempo conside-
rada serd entre () e 100 para indicar o inicio e fim (teérico) do empréstimo, respectivamente.
Por exemplo, se num empréstimo com prazo de 2 anos se registar incumprimento ao fim de
1 ano, entdio o incumprimento ficard registado em ¢ = 50; se, em vez disso, tiver antecipado
o pagamento do empréstimo ao fim de 6 meses, entdo o pagamento antecipado registar-se-a
emt = 25.

No fim do estudo pode assim observar-se um dos seguintes casos em cada transaccio:

- Teve incumprimento pela primeira vez numa dada altura do tempo;
- Foi pago antecipadamente (sem incumprimento) numa dada altura do tempo;
- Foi pago (sem incumprimento nem pagamento antecipado) no final do prazo;

- Ainda nao foi totalmente pago (sem ter tido incumprimento nem pagamento anteci-

pado).

A razdo de se distinguir os acontecimentos pagamento antecipado e incumprimento é
6bvia: ambos tém impacto negativo sobre a rendibilidade das operagdes, mas, de um modo
geral, o segundo acarreta muito mais prejuizo para o banco do que o primeiro.

Na anilise de sobrevivéncia uma forma de lidar com dois (ou mais) acontecimentos de
interesse no mesmo conjunto de dados é considerar separadamente a andlise de cada um,
tomando o(s) outro(s) como censura, conforme sugestiio de Stepanova e Thomas [5]. Assim,
no caso do incumprimento, consideram-se censurados os tempos de sobrevivéncia relativos a

pagamento antecipado e os que j4 estariam censurados a partida. O procedimento € andlogo
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no caso do pagamento antecipado. Sem grandes modificagGes a nivel técnico € relativa-
mente simples fazer esta dupla andlise aos dados, incluindo um indicador (flag) em cada
observagdo que identifica se o tempo de sobrevivéncia estd censurado (flag = 0), se refere

a incumprimento ( flag = 1), ou pagamento antecipado ( flag = 2).

2.2 Estimativas nao paramétricas das funcoes de sobrevi-
véncia

Fazendo uma anélise aos dados, nomeadamente estimando a fun¢do de sobrevivéncia através
do método Kaplan-Meier é possivel obter representacdes de S(t) para os acontecimentos

pagamento antecipado e incumprimento.

Survival Function (E) Survival Function (1)}
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Figura 2.2: Fungdes de sobrevivéncia estimadas pelo método Kaplan-Meier dos acontecimentos pagamento
antecipado (esquerda) e incumprimento (direita).

Analisando os graficos pode verificar-se que ha mais clientes que antecipam o pagamento
do que aqueles que incumprem. Nota-se ainda que o pagamento antecipado acontece com
mais frequéncia nos dltimos ?1— do tempo de vida da transacg¢io, ou seja, quando ¢ > 25. No
caso do incumprimento, a ocorréncia deste acontecimento aparenta ser constante ao longo
do tempo. Apesar dos grificos baseados nas fun¢des de sobrevivéncia serem bastante tteis,
também ndo é de desprezar os grificos das fungdes de hazard, pois permitem identificar

propriedades interessantes dos acontecimentos em questdo.
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Figura 2.3: Fungdes hazard alisadas por um processo de médias méveis conhecido por kernel smoothing
(descrito por Ramlau-Hansen em 1983) para os dois tipos de acontecimentos considerados.

O gréfico das fungdes de hazard permitem investigar o risco instantineo de determinado
acontecimento ocorrer. Na Figura 2.3 constata-se que o risco do pagamento antecipado é,
de um modo geral, crescente ao longo do tempo, com uma ligeira quebra na parte final da
transaccao de crédito. No que respeita ao risco do incumprimento, este parece ser apenas
ligeiramente crescente com o decorrer do tempo, contrariando neste caso a nog¢do preconce-
bida de que "se uma transac¢io de crédito vai correr mal, entfio ela vai correr mal cedo"[7].
Segundo este grafico o risco de ocorréncia de incumprimento ndo € mais elevado na fase ini-
cial do empréstimo, o que sugere haver boas decisdes de crédito nas transac¢des de crédito
consideradas para este trabalho. Se o risco de incumprimento fosse mais elevado na fase
inicial, isso poderia ser indicador de que o banco estaria a decidir mal o seu crédito e que os
seus modelos de classificagio poderiam nio estar a discriminar bem.

Um primeiro passo na andlise dos dados € encontrar a distribuicdo do tempo de sobrevi-
véncia. A relacdo entre as covaridveis explicativas e esse tempo pode ser investigada prelimi-
narmente através de subgrupos de covaridveis. Consideremos, por exemplo, as transacgdes
de crédito divididas em dois subgrupos relativamente ao prazo original. O primeiro sendo

constituido por transacg¢des com prazo inferior a 30 meses, e as restantes no segundo sub-
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grupo (poder-se-ia ter escolhido outros subgrupos quaisquer).

O efeito em termos de fungdes de sobrevivéncia e a andlise da proporcionalidade de

hazards pode ser observada graficamente.
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Figura 2.4: Em cima: Fungdes de sobrevivéncia estimadas pelo método Kaplan-Meier dos acontecimentos
pagamento antecipado (esquerda) e incumprimento (direita) para os dois subgrupos. Em baixo: Grificos de
log(— log(S)) em fungio de log(t) para pagamento antecipado (esquerda) e incumprimento (direita) para os

dois subgrupos.

Os graficos da Figura 2.4 referentes as fungdes de sobrevivéncia (em cima) evidenciam

que as transacgdes com prazo inferior a 30 meses tendem a pagar antecipadamente e a in-

cumprir menos do que as restantes. Por outro lado, se se quiser verificar a proporcionalidade

de hazards, os grificos de log(— log S(t)) em func@o de log(t) (em baixo) desses subgru-




pos deverdo ser linhas paralelas'. O paralelismo dos graficos é mais evidente no caso do
incumprimento do que no caso do pagamento antecipado.

Se o modelo de Weibull for apropriado (cuja funcfio de sobrevivéncia foi ja dada na
expressdo (1.14)), tem-se que log(—log S(t)) = vlog A + vlogt, ou seja, os graficos de
log(— log S(t)) em fungido de log(¢) deverdo ser linhas rectas. No pagamento antecipado e
no incumprimento observa-se um comportamento aproximadamente linear, donde se conclui

que 0 modelo de Weibull podera ser uma opgdo vilida.

2.3 Regressao com modelos paramétricos

A andlise de sobrevivéncia permite também efectuar regressio com base num conjunto de co-
variaveis explicativas. Além das diferencas em termos de sobrevivéncia entre grupos, o pro-
grama SAS® permite estudar o efeito das covaridveis no tempo de sobrevivéncia. Mais pro-
priamente, sdo calculadas estatisticas de x> de Wald? que testam a hipétese nula do pardmetro
ser zero. Ou, por outras palavras, que a varidvel correspondente nido tem grande efeito so-
bre o tempo de sobrevivéncia, dado que as outras varidveis estdo no modelo. A Tabela 2.2

apresenta esses resultados para o conjunto de covaridveis x == (zy, 22, 3, T4, Ts5, Tg) .

Pagamento antecipado Incumprimento
Wald Wald
Effect Chi-Square  Pr> ChiSq | Chi-Square Pr> ChiSq
xy (prazo) 496,0894 <,0001 137,7454 <,0001
o (montante) 25,4640 <,0001 15,8935 <,0001
23 (idade) 184,8070 <,0001 40,1365 <,0001
x4 (antiguidade) 8,9992 0,0027 2,9499 0,0859
x5 (telefone) 2,6863 0,1012 0,0085 0,9265
T (score) 106,5811 <,0001 485,5781 <,0001

Tabela 2.2: Teste x? de Wald para verificar o efeito das covaridveis. Esta estatistica testa a hipétese nula de
cada coeficiente ser zero, calculando o quadrado do quociente entre o pardmetro estimado e o seu erro estimado.

Basta pensar que para dois subgrupos A e B em que se verifique o pressuposto de hazards propor-
cionais tem-se que Sa(t) = [Sp(()]* donde se obtém naturalmente que log(—log Sa(t)) = log(a) +

log(— log Sg(t)).
20 teste x* de Wald também permite testar a hipétese nula global Hy : 3 = 0. Sob condigdes gerais, esta

estatistica tem uma distribuigio assimpt6tica de x2 com k graus de liberdade (sendo & a dimensio de 3), dada

a hipétese nula [22, SAS® PHREG Procedure]: x2,,,; = 3 [V(8)"13 .
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A hipétese nula deve ser rejeitada quando o nivel de significincia € inferior a 0, 05 (valor
usualmente utilizado). Analisando os valores pode concluir-se que no pagamento antecipado
a covariavel z5 ndo vai de encontro a este critério, enquanto que no incumprimento sdo as
varidveis z, e x5. Deste modo, estas covaridveis ndo fardo parte da estimagéo dos parimetros
nos modelos apresentados.

Além de identificar as varidveis mais significativas, o programa SAS® permite obter
estimativas para os parimetros das covaridveis e dos modelos através de maxima verosimi-
lhanca. A Tabela 2.3 mostra os resultados obtidos com modelo Weibull para o pagamento

antecipado e o incumprimento (no output do SAS® tém-se as designagdes 1 = Intercept e

o = Scale).
Pagamento antecipado
Standard ~ 95% Confidence Chi-
Parameter Estimate Error Limits Square Pr> ChiSq
i (Intercept) 5,0908 0,0120 50672  5,1144 178967 <,0001
/3 (prazo) -0,0208 0,0009 -0,0226 -0,0190 496,21 <,0001
/3> (montante) -0,0097 0,0019 -0,0134 -0,0059 25,76 <,0001
[ (idade) 0,0088 0,0006 0,0075 0,000 186,93 <,0001
[, (antiguidade) -0,1638 0,0547 -0,2709 -0,0566 8,98 0,0027
g (score) 0,0025 0,0002 0,0020 0,0030 108,12 <,0001
o (Scale) 0,5722 0,0066  0,5595 0,5852
d (Shape) 1,7475 0,0200 1,7087  1,7873
Incumprimento
Standard  95% Confidence Chi-
Parameter Estimate Error Limits Square  Pr> ChiSq
w (Intercept) 6,5206 0,0643  6,3945  6,6467 102679 <,0001
31 (prazo) -0,0312 0,0027 -0,0364 -0,0260 136,36 <,0001
32 (montante) 0,0274 0,0069  0,0139  0,0409 15,80 <,0001
O3 (idade) 0,0114 0,0018 0,0077 0,0150 38,05 <,0001
s (score) 0,0157 0,0007 0,0143  0,0171 493,70 <,0001
o (Scale) 0,7039 0,018 06684 0,7413
d (Shape) 1,4207 0,0375  1,3490 11,4962

Tabela 2.3: Estimativas com SAS® dos parimetros para 0 modelo de Weibull relativamente ao pagamento
antecipado e incumprimento.

Os valores apresentados incluem estimativas dos parimetros e respectivos erros asso-
ciados, limites para intervalos de confianga dos parimetros e estatisticas x? que testam a
hipétese nula do valor do pardmetro ser zero. O valor da coluna Chi-Square representa as-
sim a significancia das covaridveis e € obtido calculando o quadrado do quociente entre o

parimetro estimado e o respectivo erro.
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Pode confirmar-se que no pagamento antecipado as covaridveis x1, 3, Zg, T2 € T4 (por
ordem decrescente de significincia) tém niveis de significincia inferiores a 0,05. Isto é
também verificado no caso do incumprimento, mas a ordem de significincia das varidveis é

diferente, a saber, z¢, 71, T3 € T3 (por ordem decrescente de significincia).

Pagamento antecipado Incumprimento

Log- Log- Log- Log-
Parameter Weibull Gama logistic  normal | Weibull Gama logistic  normal
i (ntercept) 5,0908 5,1004 49482 50909 | 65206 7,1222 64370 7,0030
31 (prazo) -0,0208 -0,0209 -0,0209 -0,0205 | -0,0312 -0,0335 -0,0316 -0,0330
2 (montante) -0,0097 -0,0093 -0,0095 -0,0085 | 0,0274 0,0288 00276  0,0285
Bs (idade) 0,0088  0,0093 0,0091 0,0098 | 00114 00119 00115 00118
34 (antiguidade) | -0,1638 -0,1660 -0,1645 -0,1639
g (score) 0,0025 00027 00027 0,0029 | 0,0157 00185 0.0161 0,0178
o (Scale) 0,5722 0,7988 0,5272  1,0500 | 0,7039  2,0284 (0,6845 1,5847
d (Shape) 1,7475 00,4958 1,4207  -0,4520
Log
Likelihood -16636  -16600 -16605  -16645 -5079 -5038 -5072 -5041

Tabela 2.4: Estimativas com SAS® dos parimetros para os modelos de Weibull, Gama, Loglogistico e
Lognormal dos acontecimentos pagamento antecipado e incumprimento.

Os resultados obtidos com outros modelos foram bastante semelhanteslem termos do
valor dos parimetros, conforme a Tabela 2.4. Os modelos que melhor se ajustam aos da-
dos t€m menores valores absolutos de Loglikelihood dada na expressdo (1.33). No entanto,
quando se verifica uma proximidade muito grande entre os modelos, a escolha normalmente
recai sobre aquele que é matematicamente mais simples. Segundo o critério de simplicidade
¢ preferivel o modelo Weibull até por ser um modelo de hazards proporcionais.

Outra forma de avaliar o ajuste do modelo tem a ver com o residuo de Cox-Snell dado em
(1.41). Conforme referido anteriormente, os modelos que melhor se ajustam aos dados sio
aqueles cujo grifico de log H (r¢) = log(— log S(rc)) em fungdo de log(r¢) se aproxima de
uma recta que passa pela origem com declive unitdrio. Note-se que as figuras referentes aos
residuos de Cox-Snell da Figura 2.5 revelam um desvio relativamente a essa recta de refe-
réncia. Este desvio pode ser justificado pela diminui¢ido do risco de pagamento antecipado
¢ incumprimento quando a transac¢iio de crédito se encontra préxima de chegar ao fim do
prazo (visivel na Figura 2.3). Ndo € pois de estranhar que os modelos paramétricos acabem
por ndo se ajustar muito bem a esta ‘quebra’ final de tendéncia de monotonia . No entanto,

cerca de 99% das observagdes tém valores de log(r. ) superiores a —5 (apenas um nimero
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Figura 2.5: Grificos relativos aos modelos paramétricos Weibull, Gama, Log-logistico e Lognormal relati-
vamente aos acontecimentos pagamento antecipado (esquerda) e incumprimento (direita). Em cima: Residuos
de Cox-Snell; No centro: Fungdes de hazard (note-se que o eixo das ordenadas sdo diferentes nos dois acon-
tecimentos); Em baixo: Fungdes de sobrevivéncia.
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reduzido de observagdes € responsdvel por esse desvio), onde o ajuste dos modelos a recta
referida € bastante melhor.

Com base nos parametros estimados destes quatro modelos € possivel ainda obter gréfi-
cos para as fungdes base de hazard e de sobrevivéncia também apresentadas na Figura 2.5.
As diferengas entre os modelos sdo bastante mais visiveis nos graficos das fungdes de hazard

do que nas fungdes de sobrevivéncia, em que quase nao € possivel distingui-las.

2.4 Regressao com o modelo de hazards proporcionais de
Cox

O modelo de hazards proporcionais de Cox ¢ um modelo semi-paramétrico e os pardmetros
estimados por verosimilhanga parcial referem-se apenas as covaridveis do modelo (como foi

visto anteriormente, este método ndo depende da fungio base de hazard).

Pagamento antecipado

Standard Chi- Hazard 95% Haz. Ratio
Parameter Estimate Error Square Pr>ChiSq Ratio  Conf. Limits
1 (prazo) 0,0314 0,00165 361,51 <,0001 1,032 1,029 1,035
32 (montante) 0,0169 0,00332 26,10 <,0001 1,017 1,010 1,024
/33 (idade) -0,0151  0,00110 187,12 <,0001 0,985 0,983 0,987
A4 (antiguidade) 0,2542  0,09443 7,24 0,0071 1,289 1,072 1,552
s (score) -0,0041  0,00042 95,20 <0001 0,996 0,995 0,997

Incumprimento

Standard Chi- Hazard 95% Haz. Ratio
Parameter Estimate Error Square Pr>ChiSq Ratio  Conf. Limits
31 (prazo) 0,0400  0,00383 109,06 <,0001 1,041 1,033 1,049
32 (montante) -0,0392  0,00974 16,17 <,0001 0,962 0,943 0,980
33 (idade) -0,0161  0,00258 38,87 <,0001 0,984 0,979 0,989
36 (score) -0,0221  0,00085 677,00 <,0001 0,978 0,977 0,980

Tabela 2.5: Estimativas com SAS® dos parimetros do modelo hazards proporcionais para pagamento ante-
cipado (tabela superior) e incumprimento (tabela inferior). As trés colunas da direita dizem respeito & chamada
hazard ratio que é dada por e onde f3; é o valor do parimetro estimado, e respectivos limites inferior e
superior com 95% de confianga.

A semelhanga dos resultados obtidos com os modelos paramétricos, na Tabela 2.5 obtida

elo SAS®3 sio apresentadas estimativas dos parimetros e respectivos erros associados
p

3 Apenas estd apresentado parte do output exibido pelo software. A restante informagio respeita a estatisticas

dos dados e convergéncia dos algoritmos, que tém interesse meramente técnico.
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¢ estatisticas y? sob a hipotese nula de cada parimetro ser zero, onde se constata que a
ordem de significincia das covaridveis se mantém. As magnitudes dos parimetros esti-
mados sdo normalmente pouco informativas, mas uma transformagéo simples permite dar
uma interpretagdo bastante util e intuitiva. Sendo (3; o pardmetro associado a i-ésima co-
varidvel, o valor e% estd representado na coluna Hazard ratio e pretende indicar o au-
mento/diminuigdo de risco por acréscimo de uma unidade na covaridvel. Por exemplo, o
aumento de 1 unidade na covariivel z; (aumento de 1 més no prazo) estd associado a um au-
mento de (e”%*1* — 1) a2 3, 2% do risco (ou hazard) da ocorréncia de pagamento antecipado,
mantendo as outras covaridveis constantes.

O sinal dos pardmetros das covaridveis também da informagéo acerca do tempo de so-
brevivéncia. Um sinal positivo (negativo) indica que um aumento da covaridvel conduz a
menores (maiores) tempos de sobrevivéncia.

Comparativamente aos parametros estimados com os modelos paramétricos, os respec-
tivos sinais sio reciprocos. Isso ndo é surpreendente atendendo a prépria formulagdo dos
modelos (conforme as expressdes (1.25) e (1.28)). Nos modelos paramétricos ou de vida
acelerada os parimetros estdo num formato de log-tempo, enquanto nos hazards proporcio-

nais o formato é log-hazard.

Pagamento antecipado Incumprimento

Weibull Weibull Cox semi- Weibull Weibull Cox semi-

Pardmetro paramétrico  paramétrico paramétrico | paramétrico paramétrico paramétrico

(Log-Tempo) (Log-Hazard) (Log-Hazard) (Log-Tempo) (Log-Hazard) (Log-Hazard)

/31 (prazo) -0,0208 0,0364 0,0314 -0,0312 0,0443 0,0400

32 (montante) -0,0097 0,0170 0,0169 0,0274 -0,0389 -0,0392

(35 (idade) 0,0088 -0,0154 -0,0151 0,0114 -0,0162 -0,0161
34 (antiguidade) -0,1638 0,2863 0,2542

g (score) 0,0025 -0,0044 -0,0041 0,0157 -0,0223 -0,0221

Tabela 2.6: Comparagiio entre parimetros estimados pelo modelo Weibull (paramétrico) e pelo modelo de
Cox (semi-paramétrico), ambos hazards proporcionais, para pagamento antecipado e incumprimento.

Dos modelos paramétricos experimentados, o de Weibull € o tinico que também é um
modelo de hazards proporcionais. A Tabela 2.6 permite avaliar a semelhanca entre os valo-
res dos parametros estimados através do modelo de Weibull e do modelo semi-paramétrico
de hazards proporcionais de Cox. No entanto, as estimativas obtidas pelo modelo Weibull

necessitam de uma transformagio para serem directamente comparédveis com as estimativas

33




do modelo semi-paramétrico. Essa transformagio consiste em fazer 3; = —2, sendo /3, e o

ﬂ',

pardmetros estimados pelo modelo de Weibull.
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Figura 2.6: Residuos de Schoenfeld das covaridveis x1, xg, 3, 24 € x4 relativamente ao pagamento anteci-
pado (grupo superior) e das varidveis x|, xs, T3 e xg relativamente ao incumprimento (grupo inferior).
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Os residuos de Schoenfeld permitem detectar possiveis desvios do pressuposto de ha-
zards proporcionais e sdo calculados apenas para as observagdes ndo censuradas. Exami-
nando os graficos de rg estes ndo devem apresentar nenhum tipo de padrdo sistematico. Se
nio se verificar esse pressuposto e se a razdo de hazard se alterar ao longo do tempo, esse
efeito serd reflectido no grafico destes residuos.

Observando os resididos de Schoenfeld da Figura 2.6 pode constatar-se que a varidvel x4
apresenta um aspecto distintamente diferente da usual nuvem de pontos (caracteristica das
varidveis continuas), mas isso decorre unicamente por se tratar de uma varidvel bindria.

Na mesma figura pode contatar-se que a covaridvel x; apresenta uma tendéncia sis-
temdtica positiva nos dois tipos de acontecimentos, sugerindo que esta covaridvel esteja de
alguma forma relacionada com o tempo.

Ja anteriormente foi referido que o modelo de Cox pode utilizado em casos de nio pro-
porcionalidade de hazards. Acontece que um modelo de hazards proporcionais assume que
o efeito de cada covaridvel é o mesmo em todas as alturas do tempo. Allison |2] refere que
esse pressuposto dificilmente é verificado e uma ou mais covaridveis tém de facto algum tipo
de interacg¢@o com o tempo. Quando se utiliza um modelo de hazards proporcionais em que o
pressuposto seja violado numa dada covaridvel (suprimindo a sua interac¢do com o tempo), ~
o parametro estimado acaba por reflectir um efeito ‘médio’ dessa interacgdo com o tempo.
Segundo o mesmo autor, isso ndo constitui um caso assim tdo problemdtico, uma vez que é
pratica comum ao efectuar-se uma regressio nio considerar as dependéncias do tempo. No
entanto, em casos em que a interac¢io com o tempo é muito forte, capaz de produzir resul-
tados substancialmente diferentes, ou em casos em que o investigador esteja explicitamente
interessado nessa interacglo, torna-se necessdrio levar em consideragio essa dependéncia.

Num exemplo dado por Stepanova, caso o modelo sé tivesse uma covaridvel, z;, poder-
se-ia averiguar se esta varidvel estaria relacionada com o tempo incluindo no modelo uma
outra varidvel, z; = zt, representando a interac¢io da varidvel z; com o tempo. Neste caso
particular, o modelo dado por h(t) = e”1*1 hy(t) seria alterado para h(t) = eP1=1+0222 (1) =

ePrtiatlzip (), Se o pardmetro estimado referente a varidvel dependente do tempo, (3, fosse

significante, entdo o pressuposto dos hazards proporcionais ndo se verificaria.




2.5 Hazards proporcionais e regressao logistica

Tradicionalmente a regressdo logistica € utilizada para estimar a probabilidade de ocorréncia
de determinado acontecimento. No que diz respeito & decisdo de crédito, o acontecimento
que tem merecido maior atengio € o incumprimento, sendo a probabilidade de incumpri-
mento o principal indicador de risco dos clientes.

O modelo logistico relaciona a probabilidade de incumprir, p, com uma combinacio
linear de varidveis x = (r1,%9,...,7;) € pardmetros 3 = (3, s,..., ), através da

expressio

log(lﬁp) = p+ iz + e + ... + Brp 2.1)

ou, equivalentemente,

_exp(p+ B%)
1+ exp(p + O8'%)

2.2)

A regressdo logistica tenta prever a probabilidade de um acontecimento ocorrer, enquanto
que o modelo de hazards proporcionais estima o tempo de sobrevivéncia, isto é, o tempo de
ocorréncia do acontecimento. Em todo o caso € sempre possivel estabelecer uma ordenagido
das observagdes, quer seja através probabilidade de ocorréncia de um acontecimento, quer
seja do tempo estimado de sobrevivéncia. Espera-se, por exemplo, que a maiores probabi-
lidades de incumprimento correspondam menores tempos de sobrevivéncia (analogamente
para pagamento antecipado). Deste modo € possivel comparar estes modelos relativamente
ao seu poder discriminante entre as classes ‘bom’ e ‘mau’. Para cada um dos acontecimen-
tos (pagamento antecipado e incumprimento) estas classes servem apenas para classificar de
‘bons’ o facto de ndo terem o respectivo acontecimento e de ‘maus’ caso contrério.

Note-se que os dados censurados ndo sdo trativeis pela regressdo logistica usual, ao
contrario do que acontece nos modelos de andlise de sobrevivéncia, pelo que se optou por
exclui-los desta andlise comparativa. Seguidamente fez-se uma parti¢do do conjunto de da-
dos na proporgéo 60,/40 para os chamados conjuntos de treino e de teste. O primeiro serviu
para estimar os pardmetros constituintes dos modelos logistico e de hazards proporcionais e
o segundo serviu para testar o desempenho desses modelos com base nos parimetros entre-

tanto estimados.
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Figura 2.7: Curvas ROC relativamente ao pagamento antecipado (esquerda) e incumprimento (direita). A

maior proximidade da linha diagonal ¢ indicador de reduzido poder discriminante dos modelos.

Uma forma simples de avaliar e comparar o desempenho destes modelos € através das

curvas ROC, cuja descrigio foi dada no capitulo anterior e se apresentam na Figura 2.7.

Neste caso, o poder discriminante dos modelos € idéntico, quer no caso do pagamento

antecipado, quer no caso do incumprimento, uma vez que as curvas de cada gréfico sdo muito

semelhantes. Isto reforca a ideia que os modelos de hazards proporcionais sdo competitivos

com a regressdo logistica na classificagdo das classes ‘bom’ e ‘mau’, isto €, tém um poder

discriminante bastante semelhante, com a vantagem do primeiro poder ser utilizado para es-

timar o tempo de ocorréncia dos acontecimentos, importante para o cdlculo da rendibilidade

das transacgdes de crédito.
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Capitulo 3

Rendibilidade de transaccoes de crédito

As instituicdes de crédito sempre tiveram preocupacdes relativamente a decisdo e acompa-
nhamento de crédito em fungiio do perfil de risco dos clientes ou, mais propriamente, na
sua probabilidade de incumprir. No entanto, varios autores salientam intimeras vantagens na
passagem da ‘minimizagdo do risco’ para a ‘maximizagio do lucro’, contrapondo o tradi-
cional Credit Scoring ao chamado Profit Scoring. Apesar do advento das ferramentas de
data mining e de sistemas mais completos de data warehouse, essa transi¢io nao € tao facil
como se poderia julgar. Na realidade, enquanto que a taxa de incumprimento depende prin-
cipalmente das decisdes de concessdo, limites e recuperagio de crédito, Thomas [11] aponta
ainda outras decisdes que afectam o lucro e que incluem os niveis de servico, marketing e
pricing.

Neste capitulo apresenta-se o cdlculo da rendibilidade esperada de transacgdes de crédito
pessoal recorrendo a métodos de andlise de sobrevivéncia e mostrar que este pode ser um
indicador dtil na decisdo de crédito, podendo ainda ser utilizado para o cdlculo de pricing
deste tipo de transacgdes.

A utilizagdo da andlise de sobrevivéncia apresenta grandes vantagens. Do ponto de vista
matemadtico, proporciona facilidades em lidar com dados censurados e varidveis dependentes
do tempo, relativamente aos métodos tradicionais. Além disso, e no contexto deste trabalho,

Banasik [7] salienta outras vantagens deste tipo de analise:

- uma melhor estimativa da rendibidade da operagio;
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- previso dos niveis de incumprimento e pagamento antecipado como fungio do tempo;
- as decisGes podem levar em conta o tempo previsto da transaccio de crédito;
- maior facilidade na incorporagio de estimativas de factores econémicos.

Espera-se assim poder prever, nfio se vai ocorrer o incumprimento, mas quando. Além
do incumprimento, o pagamento antecipado € outra causa da perda de rendibilidade das

operagdes que interessa considerar e que deverd estar incluida no modelo.

3.1 Calculo da rendibilidade esperada com funcoes de so-
brevivéncia

O cilculo da rendibilidade das transacg¢des de crédito pessoal necessitard de alguns pressu-
postos para simplificar a formulago do problema. Deste modo, todas as transacgdes serdo
consideradas com pagamentos mensais de prestacdes fixas, postcipadas e sem periodo de
caréncia (como acontece na maior parte dos casos). As taxas de juros serdo consideradas
fixas ao longo do empréstimo e as despesas operacionais, de manuteng@io e comisses ndo
serdo incorporadas no modelo.

Dadas as condiges referidas e no caso ideal das transacgdes de crédito seguirem sempre
o plano de pagamentos, a rendibilidade das operacdes seria ficil de calcular. Isto €, no caso
de ndo haver nem pagamento antecipado nem incumprimento, um empréstimo de montante
L e prazo de T meses com uma taxa de juro nominal mensal r e taxa de funding ou de custo

de capital ', deveria proporcionar ao banco um lucro de

P, = ET —Vk — L
max £ (1 +,r.l)k
T .
Cr + Ik
= —— = [ 3.1
;(H—r’)k B4

em que V), é a prestagio do empréstimo que pode ser subdividida nas componentes de capital

e juro', ¢, e Ji, respectivamente.

! No caso das prestagdes fixas (ver apéndice para mais detalhe) tem-se que

(1+r)7 (1+r)k1 s r)T — (14 7)k!

V=V =nly et flrer—1 * X AI+nT -1

Ck:'r‘L
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Na realidade o que acontece ¢ que nem todos os empréstimos seguem esse plano, porque
alguns clientes pagam antecipadamente e, pior do que isso, incumprem. Estes factores re-
presentam perdas para o banco. Mais precisamente, o pagamento antecipado implica a perda
do pagamento dos juros referentes as prestagdes remanescentes do empréstimo, enquanto o
incumprimento implica ndo s6 a perda dos juros mas também do capital. Note-se que as
perdas nunca s@o totais, uma vez que o pagamento antecipado pode ter penalizagdes e, em
caso de incumprimento, muitas vezes € possivel recuperar o montante em divida. No entanto
isso também néo vai ser considerado no modelo.

Incorporando agora os factores de pagamento antecipado e incumprimento nas prestagoes

tem-se que o lucro esperado (expressio adaptada de Stepanova e Thomas [6]) seria dado por

XT: &SP+ gk (SE+SP-1)

PC'U
TP (1 +Tl)k

= I (3.2)

k=1
onde, relativamente a k-ésima prestagio, se tem que ¢y, € ji sdo as componentes de capital e
juro da prestagdo, Sf¥ ¢ S sdo as fungdes de sobrevivéncia para pagamento antecipado e in-
cumprimento?, respectivamente. Note-se que pela forma como se definiu os acontecimentos
‘pagamento antecipado’ (£) e ‘incumprimento’ (1) ndo € possivel que ambos ocorram em
simultdneo porque sdo acontecimentos incompativeis. Por essa razdo a componente de juros
da expressio (3.2) é multiplicada pela probabilidade de ndo ter pagamento antecipado nem

incumprimento.
P(END)=0 = P(END)=P(E)+P(D)-1

Por outras palavras, o lucro é a soma das parcelas de capital e juro de cada prestagdo
multiplicadas pelas probabilidades de as receber (através das funcdes de sobrevivéncia), ac-
tualizadas para o instante inicial, menos o montante original.

Assumindo o modelo de hazards proporcionais, tem-se que a expressdo (3.2) pode ser

alterada para

Py = (R b (R + (50 )

T S35 (3.3)

k=1

%A notagio E e D vem do inglés Early repayment e Default.
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onde, relativamente a k-ésima prestagéo, Sy, e Sf. sdo as fungdes de sobrevivéncia base
para pagamento antecipado e incumprimento (isto €, quando as covaridveis sdo todas zero),
ag = exp(Fpx) e ap = exp(Bpx).

Esta forma de calcular a rendibilidade esperada enfrenta um problema que ¢ comum as
técnicas ja conhecidas e utilizadas do scoring de crédito. Uma vez que os pardmetros do mo-
delo sdo estimados com base numa amostra de transacgdes aceites pela instituigio de crédito,
os resultados podem sofrer um enviesamento quando aplicados a todas as transac¢des (in-
clusivamente as rejeitadas). O problema da inferéncia de rejeicdo foi investigado por Crook
e Banasik [16] que utilizaram uma amostra rara concedida por uma institui¢do de crédito
que ocasionalmente atribuia o crédito a virtualmente toda a procura de crédito. Uma das
técnicas testadas, re-weighting, baseava-se no facto de haver uma desproporgio de clientes
com determinadas caracteristicas, dada a selec¢do ser manifestamente nio-aleatéria (p.e.
clientes desempregados dificilmente seriam aceites). Este efeito poderia ser compensado
pela atribui¢do de ‘pesos’ mais elevados as transacgdes com caracteristicas mais frequente-
mente rejeitadas. Outra técnica referida pelos autores, extrapolagio, consistia em estimar
um modelo inicial com as transac¢des aceites pela instituicdo. Aplicando esse modelo as
transac¢oes rejeitadas seria possivel classifica-las nas categorias ‘bom-mau’ e, a partir dai,
estimar um modelo final envolvendo todas as transaccOes (aceites e rejeitadas). Os resulta-
dos dos autores, porém, mostraram ndo haver uma grande melhoria nos modelos ao incluir-
se uma técnica de inferéncia de rejeicdo, em especial se a taxa de rejei¢do ou recusa for
reduzida.

Um outro método de inferéncia de rejei¢cdo proposto por Sohn e Shin [15] recorre aos
mesmos métodos ji utilizados neste trabalho, a analise de sobrevivéncia. A partir da amostra
de transacgdes aceites constroi um modelo de sobrevivéncia para o incumprimento aplicando-
o depois as transacgdes rejeitadas. Se o limite inferior de um intervalo de confianga de 90%
do tempo de sobrevivéncia mediano (poderia ser outro percentil) da transacg¢io rejeitada for
maior que o tempo de sobrevivéncia mediano das transacgOes aceites, considerar-se-ia que a

transacgdo seria aceite.
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3.2 Resultados do calculo da rendibilidade esperada

A rendibilidade esperada dada pela expressdo (3.2) serd agora calculada com base nos re-
sultados obtidos em secg¢des anteriores. O modelo de hazards proporcionais de Cox (semi-
paramétrico) necessita de uma fungdo base de sobrevivéncia. Optou-se pela funcio base
dada pelo modelo de Weibull por este ser um modelo de hazards proporcionais e por ja se
ter mostrado que o ajuste aos dados era bastante aceitivel.

Mais exactamente, utilizando os pardmetros estimados do modelo de Weibull (Tabela
2.3) para as fungdes base de sobrevivéncia referente ao pagamento antecipado e incumpri-
mento tem-se que
SE = exp(— (e x £ x 100) 57572 )

S2 = exp(—(e 5% x & x 100) 70
Utilizando também os parametros estimados pelo modelo de hazards proporcionais de Cox
(Tabela 2.5) relativamente as covaridveis para os mesmos acontecimentos tem-se que

o = (_,,ﬁfﬂx S (_,0,[}314x:r:1+0,0169><a:2—-0,[}151><:?:3+0,2542><x470,0041xa:{;

ap = eBp% = e00100x21-0,0892x 20,0161 x23—0,0221 x 6
Os valores 3%:x e (3),x representam assim uma espécie de preditor linear, ou score, para
cada empréstimo relativamente aos acontecimentos em andlise. Quanto maior for o valor
destes scores maior serd a probabilidade de pagamento antecipado e incumprimento, respec-
tivamente.

A Figura 3.1 exibe varios grificos, relativamente a pagamento antecipado (esquerda) e
incumprimento (direita), incluindo a distribui¢io das transacg¢des de crédito em fungdo de
intervalos dos scores (em cima) e referentes a rendibilidade média em funcio desses scores,
considerando o custo de capital igual a zero (ao centro) e igual a 4% (em baixo). Claro que
os valores de rendibilidade sdo mais elevados quando ' = 0, por isso o segundo valor devera
ser uma aproximagcdo mais realista. Comparam-se a média da rendibilidade esperada calcu-
ladas através da expressdo (3.3), com a média da rendibilidade médxima calculada através da

expressdo (3.1) e com a média da rendibilidade actual. Esta dltima corresponde a que se

verificou de facto, assumindo a perda dos juros a partir do momento em que se registasse o
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Figura 3.1: Em cima: Nimero de empréstimos por intervalos de score 3;x e 3},x para pagamento an-
tecipado (esquerda) e incumprimento (direita), respectivamente. Ao centro: Rendibilidade média em fungao
dos scores com o custo de capital igual a zero. Em baixo: Rendibilidade média em fung¢do dos scores com o
custo de capital igual a 4%. A rendibilidade maxima é obtida quando néo hd incumprimento nem pagamento
antecipado; a rendibilidade esperada € o valor estimado pelo modelo; a rendibilidade actual ou real foi a que se
verificou de facto.
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pagamento antecipado e a perda do capital e juros a partir do momento em que se registasse
o incumprimento’.

Relativamente ao pagamento antecipado nota-se que scores mais elevados, onde a proba-
bilidade deste acontecimento ocorrer € maior, estdo associadas maiores médias de rendibili-
dade maxima, enquanto que as médias da rendibilidade esperada atingem um maximo e vio
decrescendo. No caso do incumprimento, para valores de score mais elevados, onde a proba-
bilidade deste acontecimento ocorrer € maior, as médias da rendibilidade maxima tendem a
permanecer constantes, enquanto que as médias da rendibilidade esperada sdo notoriamente
decrescentes com o aumento do score.

Uma explicagio para as diferengas entre os graficos destes acontecimentos podera ter a
ver com as varidaveis explicativas. O prazo € a varidvel mais explicativa no caso do pagamento
antecipado (empréstimos mais longos tém maior probabilidade de liquidagio antecipada),
enquanto que o incumprimento tem como varidvel mais explicativa o score interno do banco
para classificagiio do risco do cliente (independente do prazo do empréstimo). Além disso,
convém notar que os valores mais extremados dos scores B e (3,X possuem muito menor
nimero de empréstimos (como se vé nos graficos de barras) e sdo por isso mais susceptiveis
de sofrer variagdes nos valores médios das rendibilidades.

Consideremos agora, nido a rendibilidade média, mas a rendibilidade acumulada em
funcdo dos scores subdividida em dois grupos em termos de montante (mais ou menos que
10.000€) e prazo (mais ou menos que 30 meses).

A Figura 3.2 mostra que os empréstimos de montante inferior a 10.000€ proporcionam
maior rendibilidade que os restantes, mas isso estd relacionado com o facto de estes serem em
nimero superior aos outros. Em termos de prazo evidencia-se uma caracteristica peculiar.
Pode ver-se que, ao contrario do que acontece com o montante, os graficos da rendibilidade
para diferentes prazos se intersectam. Este resultado, também constatado por Stepanova e
Thomas [6], € justificado pelo facto da rendibilidade das transac¢des de crédito de montantes
semelhantes ter de levar em conta, quer o score, quer o prazo.

Em todo o caso os graficos permitem identificar cut-offs a partir dos quais jd ndo se regista

3No caso dos dados censurados considerou-se a rendibilidade esperada a partir do momento em que se

registasse o tempo censurado.
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querda) e de incumprimento 37, x (direita) para dois subgrupos em termos de montante (em cima) e prazo (em

baixo), coniderando o custo de capital igual a 4%.

aumentos de rendibilidade.

A Tabela 3.1 mostra uma comparagdo do que poderia ser a decisdo com base na rendi-

bilidade esperada das transacgdes de crédito. A partir da amostra de teste, constituida por
29.041 transacgdes de crédito pessoal, fez-se uma simulagdo do que poderiam ser as decisdes
automdticas de aprovagdo com base no risco do cliente, isto €, com base num score para a
probabilidade de incumprimento. Segundo este método correntemente utilizado, assume-se
que uma transacgdo deverd ser rentdvel () no caso do cliente ser considerado ‘bom’ por
esse score e ndo rentivel (©) no caso contrario. Utilizando a rendibilidade esperada para o

mesmo efeito, considera-se rentdvel uma transacgio com rendibilidade esperada positiva e
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nio rentivel no caso contrario.

Valores actuais Risco do cliente Rend. esperada
Rendibilidade Nimero  Montante Nimero  Montante Niimero  Montante
@ - prevista B 26.644 100,0 23.518 89,7 24.422 96,1
@ - prevista 5 0 0,0 3.126 10,3 2.222 3.9
© - prevista @ 0 0,0 1.045 -20,0 934 -24,4
B - prevista 8 2.397 -32,5 1.352 -12,5 1.463 -8.1

Tabela 3.1: Comparagao entre uma classificagdo baseada no risco do cliente e outra baseada na rendibilidade
esperada das transacgdes de crédito em termos de ndmero e montante (unidades monetarias).

Os resultados apresentados mostram que considerando o risco do cliente para decisdo
de crédito seriam aprovadas 24.563 transacgdes, das quais 1.045 néio seriam rentdveis para
o banco. Através da rendibilidade esperada seriam aprovadas 25.356, das quais 934 ndo
seriam rentdveis para o banco. Nota-se uma ligeira vantagem ultimo método que pode
ainda ser comprovado pelas respectivas rendibilidades. No primeiro caso a rendibilidade
das transacgdes seria de 69,7 unidades monetérias* (u.m.), enquanto que no segundo caso a
rendibilidade ascenderia a 71,7 u.m.

Note-se que os valores apresentados nido devem ser considerados valores absolutos, mas
relativos. Os resultados foram efectuados segundo pressupostos muito especificos que sim-
plificaram os célculos, ignorando ainda a possibilidade de overrides, isto €, a possibilidade de

existirem factores impeditivos da aprovagdo automadtica, apesar do modelo assim o indicar.

3.3 Pricing com base na rendibilidade esperada

O pricing baseado no risco, conhecido por Risk-based pricing, ¢ uma modalidade de atribuicéo
de pregos diferenciados que tende a reflectir o risco ou rendibilidade potencial das transaccdes
de crédito. Logicamente, isto leva a atribuir taxas de juros mais baixas aos melhores clientes
e mais elevadas aos piores. Este processo estd longe de ser simples e tem subjacente varios
desafios. Por exemplo, o fenémeno da selecgdo adversa pode estar presente quando a taxa
de juro oferecida a um cliente € mais elevada que a taxa standard. Aqueles que a aceitam

ndo sdo de uma amostra aleatéria da populacdo, mas sim de um grupo de risco elevado, pois

*Para estes efeitos comparativos optou-se por relativizar o montante envolvido, considerando-se unidades

monetdrias (u.m.) em vez de, por exemplo, milhares ou milhdes de euros.
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ndo conseguiram uma taxa mais baixa noutro sitio. Significa que dever-se-ia usar uma taxa

ainda maior para compensar esse risco, o0 que agravaria mais a situagéo, e que levaria a uma
escalada ascendente da taxa de juro.

Uma outra situagdo pode ocorrer com os bons clientes, porque ao atribuir um prego
mais reduzido que o cliente consideraria aceitdvel, na realidade estd a perder-se alguma da
rendibilidade possivel de obter. Estes exemplos servem para referir que, mais do que atribuir
um prego com base no risco, igualmente importante é conhecer e compreender as condigdes
do mercado e da concorréncia e também saber interagir e explicar ao cliente as razdes da
taxa de juro serem diferentes do standard. Edelman [1] sugere alternativamente que, em
vez de ajustar o preco ao risco do cliente, pode ajustar-se o risco ao prego. Por exemplo,
para os melhores (piores) clientes poder-se-ia ser menos (mais) exigente nas requisi¢des de
garantias, colateral ou provas documentais.

O objectivo deste trabalho nfio estd propriamente no cilculo do pricing das transacgoes
de crédito, mas esta é uma possivel aplicacdo. Dado que a rendibilidade € afectada pelo
montante, prazo, taxas de juro, bem como outros factores econdmicos que muitas vezes
sdo dificeis de obter, dever-se-ia considerar uma medida que fosse relativa a rendibilidade
maxima.

Hoadley [12] propde uma medida chamada lucro holistico (holistic profit), e que € o quo-
ciente entre o lucro e o lucro obtido sob discriminagédo perfeita. Aqui o contexto € um pouco
diferente mas a medida sugerida tem um paralelo com o quociente entre a rendibilidade

esperada e a rendibilidade maxima. A razdo entre as expressoes 3.2 e 3.1,

Pe:cp
Pma:x:

Pracio = (3.4)

permite responder a questio de encontrar a taxa de juro de uma transac¢do de crédito, ad-
mitindo que o banco estd disposto a ganhar uma determinada percentagem da sua rendibi-
lidade méaxima, F...,. Isso corresponde a resolver a equagiio 3.4 em ordem a taxa de juro
7, implicitamente envolvida no cdlculo das componentes de capital, c, e juro, ji, de cada

prestagdo V), das expressdes (3.1) e (3.2).
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Conclusao

As andlises efectuadas nas seccOes anteriores permitiram reconhecer potencialidades nos
métodos de andlise de sobrevivéncia quando aplicados ao scoring de crédito, através do
cédlculo da rendibilidade esperada das transac¢des de crédito pessoal.

A rendibilidade das transac¢des de crédito € determinantemente condicionada pela ocor-
réncia de pagamento antecipado e incumprimento, entre outros factores. Neste trabalho foi
possivel a modelacdo destes dois acontecimentos utilizando modelos de andlise de sobrevi-
véncia.

O método de Kaplan-Meier (ndo paramétrico) permitiu estimar fungdes de sobrevivén-
cia para estes dois acontecimentos em fung@o do tempo. Virios modelos de vida acelerada
(paramétricos) foram experimentados, incorporando ja varidveis explicativas, obtendo-se es-
timativas para os parimetros dos modelos. Andlises comparativas com base nos residuos
de Cox-Snell mostram que o desempenho dos modelos € relativamente semelhante, sendo o
modelo de Weibull aquele que é matematicamente mais simples. Com o modelo de hazards
proporcionais de Cox (semi-paramétrico) foi possivel obter estimativas para os parimetros
das covaridveis, uma vez que o modelo ndo depende da fungio base de hazard. Esses valo-
res estimados através de verosimilhanga parcial revelaram-se bastante préximos dos obtidos
com o modelo paramétrico de Weibull, também um modelo de hazards proporcionais. Além
disso, o poder discriminante do modelo de Cox mostrou-se bastante competitivo com 0 mo-
delo de regressio logistica tradicional, quando avaliado através das curvas ROC.

O calculo da rendibilidade esperada das transacgdes de crédito utilizou as fungdes de
sobrevivéncia estimadas para o pagamento antecipado e incumprimento sob influéncia das
varidveis explicativas. O valor encontrado foi depois comparado com a rendibilidade ma-

xima (quando nfio ocorre nem pagamento antecipado nem incumprimento) e a rendibilidade

48



real. A comparagio destas rendibilidades foi exibida graficamente, calculando os seus res-
pectivos valores médios em func¢io de scores para pagamento antecipado e incumprimento,
obtidos pelo modelo de hazards proporcionais. Analisando também os valores acumulados
da rendibilidade esperada foi ainda possivel identificar cut-offs a partir dos quais néo se de-
verd esperar um aumento da rendibilidade das transacgdes. Por isso este poderd também ser
um factor a considerar na decisdo de crédito.

Uma andlise comparativa de decisdo de crédito com base no risco do cliente (corrente-
mente utilizado) e com base na rendibilidade esperada, evidenciou uma ligeira vantagem
deste tltimo método em niimero (aumento de cerca 3% na taxa de aprovagdo) e montante.

O cdlculo da rendibilidade esperada pode ter outra aplicagdo bastante util. Trata-se de
calcular o pricing das transacgdes de crédito assumindo que se espera obter determinado

nivel de rendibilidade, isto é, uma determinada percentagem da rendibilidade mdxima das

transacgoes.
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Apéndice A

Capital e juros em empréstimos de

prestacao fixa

A amortizacdo de um empréstimo segue, de uma forma geral, um regime de juro composto.
O modelo mais frequente que se encontra (existem muitas variantes) € o de uma prestagio
fixa ao longo do tempo de vida do empréstimo dividida em duas componentes: capital e
juros.

Se num dado instante for concedido um empréstimo de valor . com pagamento em n
termos ou prestagdes e uma taxa de juro r (geralmente uma taxa nominal) tem-se a seguinte

relacdo para o célculo das prestagoes:

L=) Vi(l+r)™* (A.1)
k=1
e, se a prestacdo for fixa,
L=) V{+r)* (A.2)
k=1
ou ainda'
1-—(1 —
L= V—# = Vanp (A3)

A prestagdo fixa de um determinado empréstimo pode assim ser calculada dado o mon-

tante pedido, prazo e taxa de juro.

'Da soma dos n primeiros termos de uma progressdo geométrica:

faa (L) 7 = (L)~ x e = =

= Qp]r
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A k-ésima prestacdo de um empréstimo pode sempre subdividir-se nas componentes de
capital e juro, ¢ +ji. Estas componentes podem ser calculadas dados o montante do emprés-
timo L, o prazo p e a taxa referente ao periodo de pagamento r, sendo V' = ﬁ = ;rL(Jle:”)’f)I_l

plr

a prestagdo (fixa). A seguir estdo calculadas as componentes de capital e juro das primeiras

quatro prestagdes. O raciocinio é analogo para o cilculo das restantes.

h=rL CIZV“71_rL1+,p1
3'2:7“(_15—(:1)—'.'"L%J%2 =V - h—T’L(IS:,Jr:}
jg:r(L_cl—CQ)=TL£1L;)L—(-_)pl#L CB:V_?&—TL%»L
j4=r(L—clw02403)—rLl—+iwL (-‘4=V—14‘TL%)_1

Mostremos por indugio que

(1+7)P — (1 +7r)*!
(1+rp-—1

jo=rL (A4)

. e - (L+r k—1
ou equivalentemente, que ¢, = V' — j, = rL—m)le

Para k = 1 a hipétese € trivialmente verificada. Mostremos que a hipétese € hereditdria:

Jer1 = T(L_Z(Ci))

i=1

1 k 1
= ( Z rL———— a _:: ]) , por hipdtese

?"(L—?"L1%?1”41;1 +r)* )
_ o 1 A
= (b )

L

1+r)P—1 T
(1+r)k -1
(1“ (1+r>ﬂ—1)
(147 —(1+7)F

~= rL
e s

Em conclusio, a k-ésima prestagdo (fixa) tem componentes de capital e juro dadas por

(AAF (1+ r)k-1 (14 7)? — (1 +r)k1
(1"‘7")?_1_? (1+r)p—IJ T (1+rpp—1

-~

V=rL (A.5)

Capital Juro




Plano de amortizacoes
Termo CapAmort Prest Cap Juro CapAc JurAc %CapAc %lJurAc

| 1000,00 88,85 78,85 10,00 78,85 10,00 8% 15%
2 921,15 88,85 79,64 921 158,49 19,21 16% 29%
3 841,51 8885 8043 8,42 23892 27,63 24% 42%
4 761,08 88,85 81,24 761 320,16 3524 32% 53%
5 679,84 88,85 82,05 6,80 40221 42,04 40% 64%
6 597,79 88,85 82,87 598 485,08 43,01 49% 73%
7 514,92 88,85 83,70 5,15 568,778 53,16 57% 80%
8 431,22 88,85 8454 431 653,32 5748 65% 87%
9 346,68 88,85 85,38 347 738,70 60,94 14% 92%
10 261,30 88,85 86,24 2,61 82493 63,56 82% 96%
11 175,07 88,85 87,10 1,75 912,03 65,31 91% 99%
12 87,97 8885 8797 0,88 1000,00 66,19 100% 100%

Tabela A.1: Exemplo de um plano de amortizagdes; Legenda: CapAmort - capital a amortizar; Prest -
valor da prestagao; Cap - componente de capital da prestagio; Juro - componente de juro da prestagio; CapAc -
capital amortizado acumulado; JurAc - juros acumulados pagos; %CapAc - percentagem de capital amortizado;
Y%JurAc - percentagem de juros pagos.

A Tabela A.1 mostra um exemplo de um plano de amortizagdes subdividindo cada prestagdo
nas componentes de capital e juro (ignorando comissdes e outras despesas adicionais do em-
préstimo). Para o efeito considerou-se um empréstimo de montante L = 1000 € em p = 12
meses com uma taxa de juro anual nominal de » = 12% (1% ao més) com prestacdes fixas

de valor igual a V' = 1000/a,27;.
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