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Introducao

A teoria da escolha social é, cada vez mais, um campo de investigagao multidisciplinar.
Por isso interessam-se por ela politicos, economistas, filosofos e matematicos, entre
outros. Considerando a forma como as sociedades tomam decisdes colectivas, levando
em conta, de modo mais ou menos adequado, os desejos de quem as compoe, este tema
pode ser abordado de multiplos angulos: o politico, analisando os procedimentos de
votagao, da estabilidade e da justica dos resultados; o filoséfico, reconhecendo que os
modos como se adoptam as decisoes podem traduzir, ou violar, diferentes principios
éticos, sustentar, ou nao, a sua legitimidade e promover, ou limitar, as liberdades
colectivas ou individuais; o econdmico, porque as grandes decisoes, neste campo, sao
tomadas muitas vezes por individuos eleitos, e atentos as consequéncias das suas acgoes
sobre a sua continuidade ou sobre as suas possibilidades de reeleicao; o matematico,
porque o estudo dos problemas de agregacao de preferéncias, e suas regularidades, sao

bons problemas de modelagao e analise matematica.

Para além de tudo o que se acabou de referir, o estudo dos sistemas eleitorais nao
sO esclarece sobre a real possibilidade de eleicao de cada candidato, como também
entronca, de modo subtil, com a analise de decisoes de qualquer tipo e, neste sentido,
permite também discutir outros problemas metodoldgicos de grande profundidade
e de grande alcance interdisciplinar, como a possibilidade de definir uma “vontade
popular} ou de discutir as “preferéncias sociais” Resumindo, a teoria da escolha social,
tanto como estudo dos sistemas eleitorais (ou de votagao), como no seu papel mais
sofisticado, de ferramenta critica para por a prova a solidez das nossas concepcgoes
metodoldgicas, toca em muitas disciplinas chegando mesmo ao ponto de fazer parte

delas.

Na escolha social, a questao desencadeada por Borda e Condorcet - se a maneira usual

de votar pode nao traduzir a verdadeira vontade dos eleitores — continua tao em aberto



hoje como quando comegou a sua discussao, entre 1770 e 1790. O contributo destes

dois franceses conduziu ao estudo da teoria matematica das eleigdes. Assumindo que
a Histéria desempenha um papel fundamental na compreensao do caminho percorrido
desde que esta discusséo se iniciou por volta de 1770, optou-se por destinar o primeiro
capitulo ao estudo de alguns dos aspectos mais relevantes, e mesmo, talvez, os mais
apaixonantes da teoria matematica das eleigoes. 'Tendo a teoria matemaética das
elei¢oes ganho um grande impulso na década de cinquenta do século passado, com
os trabalhos de Kenneth Arrow, tornou-se para nés fundamental mencionar alguns
dos mais importantes autores da actualidade, arriscando-nos assim a omitir autores,

que para outros serao talvez mais relevantes.

Sendo o objecto da teoria matematica das eleigdes a andlise da tomada de decisces
colectivas a partir de preferéncias individuais, no segundo capitulo descrevemos os prin-
cipais sistemas eleitorais e aquelas que nos parecem ser as condigoes imprescindiveis a
qualquer sistema eleitoral para que este possa representar, verdadeiramente, a vontade
popular. Partindo deste conjunto de sistemas eleitorais e condigoes, enunciamos e
apresentamos uma demonstra¢iao do Teorema da Impossibilidade de Arrow, baseada
na exibida por Alan D. Taylor em [28, pp. 248-259).

No 1ltimo capitulo usaremos algumas das ferramentas algébricas e geométricas, que
Donald Saari tem vindo a desenvolver, para comparar os diferentes sistemas eleitorais,
e tentar encontrar o que melhor agrega as opinides dos eleitores. Com o uso destas
ferramentas, alcangdmos um conhecimento mais pormenorizado dos sistemas eleitorais.
Percebe-se como se comporta cada sistema eleitoral e, de certo modo, entendem-se
os paradoxos que por vezes ocorrem quando se comparam os resultados obtidos por

diferentes sistemas eleitorais aplicados ao mesmo perfil eleitoral.



Capitulo 1

Eleicoes, Matematica e Histoéria

A teoria matematica das elei¢oes tem evoluido ao longo dos tempos, a ponto de se
ter tornado um importante campo de investigacao para a Matematica. Vamos, neste
capitulo, fazer uma breve incursao pela Histéria de modo a contextualizar o nosso

estudo.

Dos primeiros relatos historicos conhecidos, passaremos pela eleicao papal, e estuda-
remos o0 ambiente da Academia Real das Ciéncias francesa que levou ao aparecimento
da moderna teoria matematica das eleigdes. Terminaremos o presente capitulo, com
uma referéncia ao que se passou desde o fim do século XVIII até ao inicio do século
XXI.

1.1 As primeiras manifestacoes de voto

A relacdo entre poder e votos surge de modo natural. Em varios relatos historicos
sao tratados modos pouco ortodoxos usados por certos “senhores da guerra” para
ganharem eleigoes e chegarem ao poder. Reis, imperadores, ditadores e mesmo oli-
garquias, sem escriipulos, vao, estrategicamente, dando o privilégio do voto a certos
sectores da sociedade, para desse modo evitarem contestagoes que pudessem, de algum
modo, colocar em perigo os seus lugares; como era de esperar, continuam a “ganhar”
eleigdes. Segundo Saari [21, p. 17] fenémenos como os que acabamos de descrever ja sao
observados por volta do ano 750 a.C. em Esparta. Mas ainda hoje os encontramos em

paises em desenvolvimento, saidos de ditaduras ou alvo de processos de descolonizagao.



4 CAPITULO 1. ELEICOES, MATEMATICA E HISTORIA

Repare-se, por exemplo, no que estd a acontecer no Nepal, com o rei a “devolver” o

voto ao povo.

Importa questionar: como é que os processos eram conduzidos, uma vez ganho o direito

ao voto?

Uma resposta dada & questdo acabada de colocar é dada por Saari em [21, pp. 17-18]:

“(...) os primeiros processos envolviam tipicamente uma escolha entre
Sim e Nao (...).

(...) Uma abordagem do século V a.C. (...) introduz uma modalidade
em que os candidatos se expoem a uma assembleia para serem julgados
pela multiddo que demonstra a sua escolha através de gritos e aclamagdo
(...). Procedimento que pode ser considerado como o antecessor da actual

contagem dos votos (...).

(...) Entre muitos outros processos encontra-se o tradicional levantar das
mdos e a tentativa ateniense de introduzir um certo grau de anonimato
ao deizar pequenas pedras em vasos. O que encontramos, ao longo dos
primdrdios da Historia, do acto eleitoral, desde os forums romanos e gregos
até ao século XVII, é uma grande énfase no processo — quem pode votar?
como? quem € elegivel? quem ganha? e como evitar fraude e manipulagao?
(...). E de salientar que na obra “Politica” de Aristdteles jd se encontram
algumas referéncias quanto aos procedimentos legislativos e muito pouco

existe sobre métodos de voto, isto €, sobre sistemas eleitorais (... )"

1.2 O dilema de Plinio

Entre os primeiros relatos histéricos encontramos o que nos ¢ dado a conhecer pelo
historiador romano Gaius Plinius Caecilius, também conhecido como Plinio, o Jovem,

(61 ou 62-113) [5, pp. 334-342].

“Uma mocao foi colocada perante o senado sobre os escravos libertos do
consul Afranius Dexter que foi encontrado morto, ou pelas suas proprias
maos, ou pela mao dos seus escravos, morto num acto criminoso, ou em

obediéncia aos seus proprios desejos” [5, p. 334].




(@]

1.2. O DILEMA DE PLINIO

Esta mocao resultou de um inquérito para apurar a verdade sobre a morte do consul

e decidir o que fazer aos escravos. Entdo,

“Um senador pensou que deviam ser perdoados. Um sequndo senador
pensou que deviam ser desterrados para uma ilha, um terceiro senador

que deveriam ser executados” [5, p. 334].

A diversidade de propostas significa que tinham de ser votadas individualmente.

Plinio descreve trés grupos de senadores romanos com opinioes diferentes sobre o que
fazer aos escravos libertos, caso se viesse a comprovar que a morte do consul nao se

tratou de suicidio:

e Grupo I, acreditam na inocéncia dos escravos libertos, e propoem o perdao;

este grupo representa 40% dos senadores.

e Grupo II, consideram os escravos libertos culpados; no entanto, como acreditam
que eles se limitaram a obedecer a uma ordem do consul, propoem o desterro

para uma ilha, representando este grupo 35% dos senadores.

e Grupo III, acreditam que os escravos libertos sao culpados e como tal devem

ser executados, representando este grupo uma minoria de 25% dos senadores.

Com estas proporgoes o resultado final da votagao vai depender do sistema eleitoral

usado pelos senadores e da estratégia que venha a ser seguida.

Os escravos libertos seriam perdoados se o sistema eleitoral usado fosse o “comum” -
um Homem um voto — numa elei¢ao entre todas as alternativas. Mas se, por exemplo,
em vez de se poderem votar em todas as alternativas s6 se pudesse efectuar uma
votagao entre duas, e a votagao fosse entre Perdao e Desterro, o que aconteceria aos
escravos libertos? ou apenas uma votagao entre Perdao e Execugao? ou apenas entre
Desterro e Execugao? Mas porque nao considerar uma votagao em que fosse seguida
uma agenda, previamente acordada, com as trés alternativas, por exemplo: Desterro
versus Execugdo e a alternativa vencedora iria a votagao com o Perdao? Poderia
existir, neste ultimo caso, voto estratégico? Sim! Atendendo ao objectivo do grupo

que esta a favor do Perdao é de esperar que tudo fagam para que os escravos sejam
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perdoados. Assim, se os elementos deste grupo na votagao Desterro versus Execugao
optarem pela Execugao, for¢am a votacao final entre Execugao e Perdao; estando agora
na “mao” do grupo que pretende o Desterro a decisao final. Entao, o objectivo do
grupo que quer o Perdao pode ser alcangado se, pelo menos, 10% + 1 dos elementos
do grupo que querem o Desterro na votacao final votarem a favor do Perdao, o que

seria natural.

1.3 A eleicao do Papa

Durante a disputa entre Henrique 11 de Inglaterra e Thomas Becket! ainda nao tinham
sido definidos procedimentos claros para a eleigao do Papa. De facto, o corpo eleitoral
carecia de definicao e também faltava estabelecer regras que garantissem quem seria
o vencedor. O sistema eleitoral vigente apenas impunha que, aos votos dos cardeais
mais sabios e espiritualmente mais meritorios, era atribuida maior importancia. Esta
ambiguidade conduziu a que tenham sido eleitos, em 1130, um Papa e um “Antipapa”
(um Cardeal que, nio aceitando a derrota, se autoproclama como Papa) dando lugar
a um cisma no seio da Igreja. De igual modo, na eleigao que ocorreu em 1159 voltou a
verificar-se a mesma situagao com a eleigao do Papa Alexandre III e do Antipapa Victor
IV. Estes dois exemplos evidenciam a importancia de se definirem, cuidadosamente,

procedimentos eleitorais (sistemas eleitorais). Estes sdo fundamentais para se aclarar

IThomas Becket, nascido entre 1115 e 1120 e falecido a 29 de Dezembro de 1170, foi Arcebispo
de Cantudria de 1162 a 1170. Por se tratar de um jovem com educagio, entrou para o servico de
Teobaldo, arcebispo de Cantuaria, que lhe recompensou o seu trabalho com o arquidiaconado de
Cantusria. Em 1155 Becket foi escolhido por Henrique II de Inglaterra para conselheiro real, uma
posicao que manteve durante sete anos, como intimo e leal servidor do rei.

Henrigque recompensou Becket fazendo-o arcebispo de Cantudria, apds a morte de Teobaldo. O
cardcter de Becket modificon-se imediatamente, passou a viver uma vida de simplicidade e pobreza
e, apesar de ter ajudado Henrique a diminuir o poder dos bispos, passou a defender activamente os
direitos da Igreja. Seguiram-se violentas questoes com Henrique e um longo periodo de exilio. Depois
de se reconciliarem, entraram em conflito novamente, até que Henrique perguntou se nao haveria
ninguém capaz de o livrar “daquele padre turbulento?

Quatro cavaleiros ouviram-no e mataram Becket nos degraus do altar de Cantuaria. Becket foi
canonizado em 1173 e a catedral tornou-se num local de peregrinagiao. Essas peregrinagoes estariam
na origem dos Contos de Cantuéria, colectanea de contos em forma lirica, recolhidos e passados a
escrito por Geoffrey Chaucer.

Nota retirada da Wikipedia em 29 de Abril de 2006 (http://pt.wikipedia.org/wiki/Thomas_Becket).
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quem tem direito de voto e o que é necessario para se obter um vencedor.

Com o objectivo de evitar mais cismas, a Igreja, no III Concilio de Latrao, realizado
em 1179, adopta para a eleigio papal um sistema eleitoral em que sé podem votar
os cardeais, podendo qualquer pessoa ser Papa (mesmo nao pertencendo ao colégio
eleitoral, e podendo mesmo ser uma mulher), tendo que obter, para isso, 5 + 1 dos

votos; mas mesmo assim, nao se conseguiu evitar cismas (ver [21, pp. 16-17]).

Actualmente o Papa é eleito pelo colégio de cardeais, reunidos em Conclave, na Capela
Sistina, no Vaticano. Em 1975 o Papa Paulo VI introduziu mudangas significativas
nas regras para a eleicio do Papa, que vieram a ser promulgadas na Constituigao
Apostdlica “Romano Pontifico Eligendo’ e onde passam a ser excluidos do Conclave
todos os cardeais com mais de 80 anos? As alteragoes nio ficaram por aqui. Em 1996, o
Papa Joao Paulo 11 propos alteragoes que estiveram na base da elei¢ao do actual Papa
Bento XVI. Joao Paulo II estabeleceu na Constitui¢ao Apostolica “Universi Dominici
Gregis” que o Colégio de Cardeais s6 pode ser formado no maximo por 120 cardeais,
tendo todos menos de 80 anos. O Conclave decorre na Capela Sistina e o Papa que
vier a ser eleito tera que ter § + 1 dos votos; se tal nao acontecer, apds um certo
nimero de votagoes ¢ eleito Papa o cardeal que obtiver metade dos votos mais 1, ou
seja, basta uma maioria absoluta simples [11]. E de salientar que esta regra é uma
importante mudanga, dado que se pretende que o nimero de dias de votagao nao se

torne num exercicio penoso para todos os cardeais.

1.4 L’Académie Royale des Sciences

Academia Real das Ciéncias francesa, no Século XVIII, congregava alguns dos melho-
res académicos da época e concentrava algumas das melhores publicac¢oes do Mundo.
Nao é pois de estranhar que a teoria matematica das eleigdes (ou teoria da escolha
social), apesar de nao ter af a sua génese, tenha comecado a ser estudada sistematica-
mente por dois dos seus membros. Primeiro por Jean Charles Borda e depois por Marie

Jean Antoine Nicolas Caritat de Condorcet (conhecido por Marqués de Condorcet).

2Nota retirada de (http://www.catholicpages.com/pope/election.asp), pagina consultada em 3 de
Margo de 2006.
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1.4.1 Jean Charles Borda (1733-1799)

Jean Charles Borda nasceu a 4 de Maio de 1733 em Dax, uma cidade francesa perto
de Bordeaux (Bordéus), sendo filho de uma familia nobre; segundo Jean Mascart [14,
p. 6] o oficial de cavalaria e capitao naval Jean Charles Borda era um homem notavel:
matematico; fisico experimental; engenheiro de construgao naval; astronomo rigoroso e
preciso; foi um dos criadores do sistema métrico [14, pp. 4-5]. Com vinte anos debutou
para a ciéncia ao explicar uma questdo de Geometria, o que lhe valeu a atencao de
D’Alembert e, trés anos mais tarde, em 1756, é aceite na Academia Real das Ciéncias
francesa. Ja como membro desta Academia inicia o estudo sistemdtico das eleigoes.
O que descobre surpreende os seus contemporaneos. Analisando o sistema eleitoral
como um método de agregar opinides para encontrar uma escolha colectiva, notou que

métodos diferentes conduzem a resultados diferentes.

Borda apresentou, oralmente, o problema a Academia Real das Ciéncias em 16 de
Julho de 1770, catorze anos antes de ser publicado nas Memdrias da Academia sob o

titulo: “Sur les élections par scrutin” [4, p. 657, nota de rodapé].

“E a opinido geral, e contra a qual ndo encontrei ninguém que objectasse,
que numa eleigdo por escrutinio de votos o candidato mais votado é o que
reflecte a vontade dos eleitores, isto €, o candidato mais votado € aquele que
os eleitores preferem entre todos os candidatos. Mas ew vou mostrar que
esta opinido, que € verdadeira no caso de uma eleicao entre dois candidatos,

pode induzir-nos em erro em todos os outros casos” [4, p. 657].

[lustrou com um exemplo, no qual vinte e um eleitores escolhiam entre trés candidatos,
onde considerou as preferéncias relativas de cada eleitor, isto é, a forma como cada
eleitor hierarquizava os candidatos e reparou que era possivel eleger um candidato que
a maloria dos eleitores colocava em ultimo lugar. Bastava para isso que os votos nos

outros dois estivessem suficientemente divididos.

Analisemos o seu exemplo: suponhamos que temos trés candidatos, 4, B e C. Dos 21
eleitores, 8 colocam o candidato A em primeiro lugar, em que 1 prefere o candidato B
ao candidato (' e 7 preferem o candidato (' ao candidato B. Os restantes 7 preferem o
candidato B e 6 preferem o candidato €', no entanto, para estes 13 eleitores o candidato

que colocam em tltimo lugar é o candidato A [4, pp. 657-658].
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Neste exemplo, o candidato mais votado, segundo a maneira usual de contar os votos, é
A, com 8 votos a favor, contra 7em B e 6 em C'. No entanto, esse é o candidato mais
detestado pela maioria do eleitorado, uma vez que 13 eleitores em 21 colocam-no em

tltimo lugar [4, p. 658].

Borda afirmava que a injustica da maneira usual de contar os votos era devida ao
facto dos eleitores nao poderem manifestar, no voto, a sua completa opiniao sobre
todos os candidatos. Para Borda era “necessdrio dar aos eleitores wma forma de se

pronunciarem sobre a ordem de mérito de cada um dos candidatos” [4, p. 658].

Para reforgar a sua opinidao chamou a atengao para o facto do candidato A perder em
eleictes entre pares de candidatos (ou comparag¢des dois a dois) para os outros
candidatos, ou seja, Borda salientou o facto do candidato A ser aquilo que mais tarde

se viria a chamar um perdedor de Condorcet [4, p. 32].

Como alternativa apresentou duas maneiras de contar as preferéncias dos eleitores. Em
seguida iremos apreciar a elegancia da prova, por ele apresentada, de que a segunda
maneira de contar as preferéncias dos eleitores deriva da primeira [4, p. 659/, e desse
modo inferir a razao que leva muitos autores a considerarem que Borda atribui ordem

de mérito zero ao ultimo lugar do voto.

1.4.1.1 Eleigao por ordem de mérito

Analisemos a maneira de contar as preferéncias que ele apresenta em primeiro lugar e

a que chama “eleicao por ordem de mérito’

“Suponhamos, dagui em diante, que temos trés candidatos, e que cada
p 2 2 1

eleitor escreve 0s seus trés nomes num voto, ordenando-os segundo a ordem

A, A, B,
de mérito que atribui a cada um, e sejam B, ', A, etc, 0s seus votos;
G B, G

eu considero, daqui em diante um destes votos, por exemplo, o primeiro,
aquele em que um eleitor da o primeiro lugar @ A, o seqgundo a B e o
terceiro a C', e ew digo que o grau de superioridade que aquele eleitor dd a
A sobre B, é 0 mesmo que o mesmo eleitor dd a B sobre C'; com efeito,

como o sequndo candidato esta iqualmente sujeito a ocupar todos os graus
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de mérito, tal e qual os outros dois candidetos A e C', nao temos assim
nenhuma razio para dizer que o eleitor que firou a posicdo entre os trés
candidatos, tenha querido colocar B mais perto de A do que de C, ou o que
¢ a mesma coisa, que ele tenha atribuido maior superioridade ao primeiro

sobre o sequndo, nem ao sequndo sobre o terceiro” [4, p. 659].

Borda continua a explicagdo do método referindo que nao ha nenhuma distingao entre
os votos de cada eleitor, dado que é suposta a igualdade entre todos os eleitores,
salientando, ainda uma vez mais, que a cada lugar corresponde sempre o mesmo grau

de mérito.

Borda passa a explicar como contabilizar os graus de mérito:

“Se representarmos por o o mérito que cada elettor atribui ao iultimo lugar,
e por a+ 3 o que ele atribui ao sequndo lugar, representaremos por a+23 o
mérito atribuido ao primeiro lugar, e 0 mesmo grau de mérito se dd a cada
lugar dado pelos outros eleitores; assim cada wltimo lugar serd igualmente
representado por o, cada sequndo por « + 3 e cada primeiro por o + 237
4, p. 660].

Como era de esperar Borda generaliza o seu método ao caso em que ha um qualquer

numero de candidatos, da maneira 6bvia

“0s méritos atribuidos pelos eleitores aos quarto, terceiro, sequndo e pri-

meiro lugares, podem ser representados por:
a; a+ f; a+28; a+ 3.

Far-se-d de igual modo, para wm grande nimero de candidatos” [4, p. 660)].

Apés a atribuicio dos graus de mérito, é apresentado o procedimento a seguir para a

contagem dos graus de mérito totais de cada candidato

“Posto isto, serd facil perante uma eleicao qualquer, comparar o numero de
votos obtido por qualquer um dos candidatos. Assim, multiplicaremos por

«, o nimero de 1iltimos votos obtidos por cada um dos candidatos; por a+3
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o numero de penultimos votos; por a + 23, o nimero de antepenultimos
votos e assim sucessivamente, considerar-se-ao todos estes diferentes pro-
dutos para cada candidato, e as somas destes produtos representarao o

nimero de votos obtido por cada um dos candidatos” [4, p. 660].

Facilmente constatamos que as quantidades o e 3 podem assumir os valores que
quisermos, sem que tal altere os resultados relativos dos candidatos. Se considerarmos
a =1 e 3 =1 estabelecemos que ao ltimo lugar corresponde 1 ponto, ao peniltimo
correspondem 2 pontos, ao antepenultimo 3, e assim sucessivamente até ao primeiro

que sera igual ao nimero de candidatos [4, p. 661].

Considerando o exemplo de Borda, referido anteriormente, em que vinte e um eleitores

votam em trés candidatos e cujos votos sdo

A A A A A A A AB B BB BB BCUCCOCC CUCUC
B CCCCCCCCCCUcCCcCcCcCCcCBBBB BB
C B B B B B B B A A A A A A A A A A A A A

Tabela 1.1: Exemplo dos 21 eleitores de Borda

Como estamos na presenca de trés candidatos, ao primeiro lugar atribuiremos 3 pontos,

ao segundo 2 e ao terceiro 1.

Contabilizando temos: o numero de pontos do candidato A é 37, obtidos de multipli-
cando os seus 8 primeiros lugares por 3 e adicionando 13 dos seus 13 ultimos lugares,
ou seja, 8 x 3+ 13 x 1 = 37; quanto ao candidato B tera 42 pontos, pois 7 eleitores
colocam-no em primeiro lugar, assim como outros 7 o colocam em segundo e, de igual
modo, outros 7 o colocam em terceiro, temos entdo 7 x 3+ 7 x 2+ 7 x 1 = 42; por
fim, o candidato C' apresenta um resultado de 47 pontos, uma vez que 6 eleitores o
colocam em primeiro lugar, 14 em segundo e 1 em terceiroe 6 x 3+14 x2+1x 1 =47

[4, p. 661].

Podemos agora constatar que usando a elei¢ao por ordem de mérito o candidato mais
votado é C seguido do candidato B e, por fim, o candidato A. Quando comparamos
estes resultados com os obtidos segundo a maneira usual de contar os votos vemos
que houve uma troca de lugares entre o primeiro e o tltimo. Ou seja, a maneira usual
de contar os votos consegue eleger em primeiro lugar o candidato que a maioria dos

eleitores coloca em ultimo lugar [4, p. 662], tal como anteriormente referido.
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A eleicao por ordem de mérito que veio a ficar conhecida por Contagem de Borda.,
e que definiremos de modo formal na subsecgdo 2.1.1 do capitulo 2, foi adoptada
pela Real Academia das Ciéncias depois de 1770, continuando a ser usada mesmo
apGs a dissolucao e posterior transformagio da Academia no Instituto de Franga,
em 1795. Mas, em 1800, Napoledo Bonaparte, na sua unica intervengao relativa a
sistemas eleitorais, levanta objecgdes ao seu uso, o que o levou a criar uma comissao
independente para apresentar uma nova maneira de contar os votos; a referida comissao
apresentou e implementou um sistema eleitoral bascado em votagdes sucessivas. Da
comissao criada por Napoledo Bonaparte, fazia parte, entre outros, o matematico
Laplace®(1749-1827), que tinha produzido uma justificacio da contagem de Borda, no
entanto rejeita-a. Note-se que o mesmo sistema eleitoral tinha sido adoptado para
as eleicdes nacionais em Franca no ano de 1789, apesar de fortemente criticado por

Condorcet [16, pp. 50-51].

1.4.1.2 O método das eleigoes particulares

Apds a apresentacao da primeira maneira de contar votos, de dar o exemplo com vinte
e um eleitores e de tecer as consideracoes que achou pertinentes sobre a maneira de
contar votos, usada na Academia até entao, Borda passa a descrever o “método das
eleicoes particulares” Neste método Borda realiza todas as elei¢oes possiveis entre

pares de candidatos, chamando a cada uma delas uma eleicdo particular.

“Suponhamos que temos uma eleigdo entre trés candidatos A, B e C'; como
podemos combinar estes trés candidatos dois a dois de trés maneiras dife-
rentes, € necessdrio realizar trés eleicdes particulares. Sejam os resultados

destas eleigoes os sequintes:

a votos para A
12 elei¢do, entre A e B P ;
b votos para B

a’ votos para A
22 eleigao, entre A e C P ;
¢ votos para ('

3Encontramos duas passagens relevantes sobre teoria matemadtica das eleicoes da autoria de
Laplace, nas péginas cx-xciv e 277-279 do Tomo VII das suas Ocuvres Complétes, edigio de

L’Académie des Sciences, Paris, 1886. (http://gallica.bnf.fr).
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. b votos para B
32 elei¢ao, entre B e (' .
¢’ votos para C

Trata-se de encontrar o valor comparativo dos votos oblidos por cada um
dos trés candidatos. Para isso, nos suporemos que estas elei¢oes sao o
resultado de uma eleigao por ordem de mérito, isto € sempre possivel,
porque conhecemos o lugar ocupado por cada candidato no voto de cada
eleitor, podemos sempre determinar o nmimero de votos que um candidato
tem numa elei¢do realizada entre ele e um outro candidato qualquer” [4, p.
662].

Das duas eleigées particulares, que cada candidato disputa, é possivel saber o niimero
de pontos obtidos por cada candidato como se estivesse a disputar uma eleigao por
ordem de mérito. Assim, o candidato A na compara¢ao com o candidato B obtém
a votos e na comparacao com o candidato ' obtém a' votos. Entao, o nimero de
pontos do candidato A é dado pela soma a 4+ o’. Por um processo identico ao descrito
se obtém para o candidato B a quantidade de b+ b' pontos, enquanto que o candidato

C obtera ¢ + ¢’ pontos.

Posto isto, Borda parte de uma eleicao por ordem de mérito em que considera y o
niimero de eleitores que dao a sua preferéncia a A, colocando-o em primeiro lugar no
voto, x o niimero de eleitores que o colocam em segundo lugar e z o niimero de eleitores
que o colocam em terceiro lugar. Dado que estamos na presencga de uma eleigao entre
trés candidatos a votagdo em A é dada por 3y+ 2z + 2. Representando por £ o niimero
de eleitores, que ¢é igual a y + x + z, podemos eliminar z da votagdo no candidato A,
que é igual a 2y + = + &, ou simplesmente por 2y + z dado que a parcela £ é comum

A votagao de todos os candidatos [4, pp. 662-663].

De modo natural, e extremamente elegante, Borda vai mostrar que o método da elei¢ao

por ordenem de mérito e o método das eleigoes particulares, sao equivalentes:

“Agora, observe-se que: por cada primeiro lugar que o candidato A tenha
na eleig@o por ordem de mérito ele recebe dois votos na elei¢ao particular,
a saber, um da eleicao entre A e B e outro da elei¢io entre A e C'; que por
cada sequndo lugar que venha a obler na elei¢do por ordem de mérito cle

ndo terd mais do que um voto na eleicao particular; e pela terceira posi¢ao
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na eleigdio por ordem de mérito ele nao receberd nenhum voto na eleigao
particular. Donde concluimos que o nimero de votos que ele terd em todas
as eleigoes particulares, a + o', € igual a 2y + x; mas como acabdmos de
ver a quantidade 2y + x representa o wvalor da votagao no candidato A
na eleigio por ordem de mérito; por consequinte o quantidade a + a’ a
representard nas eleigoes particulares; isto ¢ dizer que a votagao oblida
por um candidato, serd representada pela soma dos votos que ele venha a
obter em todas as eleicoes particulares que ele disputa com todos os outros
candidatos. Isto também se aplica a elei¢des realizadas entre wm grande

nimero de candidatos” [4, p. 663].

De acordo com os votos do exemplo apresentado por Borda & Academia podemos
determinar os valores de a, a’, b, I, c e ¢, supondo que as eleigcoes particulares sao o
resultado de eleigoes por ordem de mérito. Temos entao: a =8, a’ =8, b=13,4 = 8§,
c=13 e ¢ = 13. Assim podemos determinar a votacao de cada um dos candidatos:
assim o candidato A fica com a + @' = 16 votos; o candidato B recebe b+ 0 = 21

votos; e a votacdo do candidato €' é ¢+ ¢ = 26 votos [4, p. 663]*

A diferenca apresentada entre o resultado obtido, nestas eleicoes particulares e o
resultado o obtido na eleigio por ordem de mérito, reside no facto de nesta ultima
termos adicionado & votacdo final de todos os candidatos a parcela correspondente
ao nimero de eleitores. Assim, se subtrairmos ao resultado obtido, na eleicio por
ordem de mérito os 21 votos, correspondentes aos 21 eleitores vamos obter o mesmo

resultado.

Estamos agora em condigoes de afirmar que se na elei¢ao por ordem de mérito consi-
derarmos o = 0 e 3 = 1 o resultado obtido por cada um dos candidatos em ambas as

eleicoes (eleigdo por ordem de mérito e elei¢des particulares) é o mesmo.

Borda chama a atencao para o facto de o método das elei¢oes particulares se tornar
impraticavel para um elevado niimero de candidatos, tornando-se o método por ordem

de mérito muito mais expedito e facil de usar [4, pp. 663-664].

1Borda, no original, por lapso, em vez de t/ = 8 tem I’ = 13 e em vez de b+ = 21 tem b+b" = 12.
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1.4.1.3 A “justeza” da maneira usual de contar votos

Analisemos por fim as duas dltimas paginas da Memdria apresentada a Academia [4,
pp. 664-665], onde é estudado em que condi¢oes o resultado da maneira usual de

contar os votos coincide com a vontade da maioria dos eleitores.

Consideremos m o nimero de candidatos, £ o nimero de eleitores. Realize-se uma
eleicio por ordem de mérito. Seja A o candidato mais votado com y votos e B
o candidato com z votos, o maior nimero de votos depois do nimero de votos do
candidato A. Considerando o caso extremo em que, por um lado, todos os eleitores
que nao colocaram o candidato A em primeiro lugar o colocaram em ultimo lugar e,
por outro lado, todos os eleitores que nao colocaram o candidato B em primeiro lugar o
colocaram em segundo. Como estamos na presenca de m candidatos ao primeiro lugar
correspondem m votos, ao segundo lugar correspondem m — 1 e ao ultimo lugar ira,
naturalmente, corresponder 1 voto; por conseguinte, na elei¢dio por ordem de mérito
a votacdo do candidato A é igual a my + € — y e a votagao do candidato B igual a
mz + (m — 1)(€ — z), donde concluimos que o resultado da eleicao sé é favoravel ao

candidato A se se verificar:

my+E—y>mz+ (m—1)(€ - z). (1.1)
ou equivalentemente?
z+(m—2) &
e 1.2
y= m—1 (-2

Analisando a inequagao que acabamos de obter se considerarmos m = 2 vamos obter
y > z, o que significa que no caso de termos uma eleicdo entre dois candidatos o
candidato que tiver a maioria dos votos é legitimamente eleito; como refere Borda:
“assim neste caso, mas somente neste caso, o método de contar votos usual em eleigoes
dd o resultado exacto” [4, p. 665]. Supondo agora que todos os eleitores que nao votam
no candidato A votam no candidato B, ou seja, z = £ — y, valor que substituido na
inequagao (1.2) faz com que:

y>E L oot (1.3)

m

Quando temos uma eleicdo entre trés candidatos, m = 3, e obtemos y > % E. Isto

quer dizer que, numa eleicido entre trés candidatos, se um deles tiver mais do que §

5Borda, no original, em vez de my+£& —y > mz+ (m—1)(€ — z) tem my+E€ —y > (mz—1)(€ —z).
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dos votos podemos dizer que ele é um justo vencedor. Do mesmo modo, quando temos

quatro candidatos, y tem que ser maior que % £, e assim sucessivamente®

“Finalmente, se o numero de candidatos € igual ou maior que o nimero

z+(m—2) &

——— serd equivalente ay > &€ — 1, o que

de eleitores a inequagao y >
significa que, nestes casos, $6 o candidato que reunir a unanimidade dos

votos pode ser declarado vencedor” [4, p. 665].
Borda termina a sua Meméria referindo que

“tudo o que disse sobre eleigées também se aplica a deliberagoes, dado que
as deliberagoes nao sao mais do que uma espécie de eleigoes entre diferentes

opinides, estando portanto sujeitas ds mesmas regras” [4, p. 665].

1.4.2 Marqués de Condorcet (1743-1794)

Marie Jean Antoine Nicolas Caritat de Condorcet nasceu em Ribemont, a 17 de
Setembro de 1743 [16, p. 3]. Filho de um Cavaleiro que veio a morrer cinco semanas
depois do nascimento do filho, o que valeu ao filho a atribuigao do titulo nobre de

Marqueés de Condorcet.

Condorcet foi um matematico precoce, filésofo, economista e sociélogo. Membro da
Academia das Ciéncias desde 1769, tornou-se seu secretario vitalicio em 1777. Segundo
Duncan Black [3, p. 159] “foi um enciclopedista que ajudou a trilhar o caminho
para a revolugdo francesa e mais tarde veio a ser membro da Assembleia Legislativa;
mas a sua atitude independente levou-o a prisao onde viria a morrer” Condorcet foi
contemporaneo de Jean Jacques Rousseau (1712-1778), também ele um dos pensadores

mais influentes no desencadeamento da revolugao francesa (ver [16, p. vii]).

Os seus trabalhos reflectem os seus principais campos de interesse: as Ciéncias Sociais
e Humanas, e a Mateméatica. Da sua vasta obra’ cientifica destacamos: o “Essai sur

Uapplication de l'analyse a la probabilité des décisions rendues a la pluralité des voix]

6Borda, no original, em vez de y > % E tem y = % &;
"Uma listagem quase exaustiva das suas publicacoes pode ser consultada na Internet em:
(http://cepa.newschool.edu/het/profiles/condorcet.htm), pigina consultada em 13 de maio de 2006

ou, em alternativa, (http://membros.aveiro-digital.net/pinto/mestrado/Tese/web/Condorcet. htm).
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ensaio publicado em 1785, uma obra onde Condorcet aplica a teoria das probabilidades

as Ciéncias Sociais.

O Essai (como nos referiremos, daqui em diante, a esta obra) esta dividido em duas
seccoes: o texto propriamente dito, e uma longa introdugao que Condorcet designa por

"8 onde ele, além de apresentar, para leitores nao matematicos,

“Discours Préliminaire
as suas ideias desenvolve também parte do seu raciocinio. Apesar desta obra ser
dedicada ao estudo da teoria matematica das eleicoes, Condorcet dispersa-se ao longo
de quase quinhentas paginas, dedicando a teoria matematica das eleicoes cerca de
cinquenta, e assim a teoria matematica das eleigoes de Condorcet pode ser encontrada
da pagina 119 & pagina 136 do texto propriamente dito e no Discours Préliminaire da

pagina lzi & pagina lzz e da pagina clzviii & pagina cleriz [3, p. 160].

O “FEssai) segundo Duncan Black [3, pp. 160-161|, é uma obra muito dificil de
entender. A generalidade dos historiadores ou simplesmente o evitam ou referem-se a

ele como uma obra do campo das probabilidades, sem entrarem em pormenores.

Condorcet, no Fssai, faz uma justa chamada de atencao para o “célebre Gedmetra”
em referéncia a Borda, que foi o primeiro a observar que o método usual de contar
votos apresenta falhas e também porque apresentou um método alternativo, muito
simples de por em pratica. No entanto, também afirma que este método apresenta
algumas lacunas, embora nao tantas quantas o método usual [6, p. clzziz]. Condorcet
apresenta alguns exemplos onde fica patente a manipulabilidade a que esta sujeita a
contagem de Borda, pois é possivel usar um voto estratégico, colocando um candidato
mais abaixo, ou introduzindo propositadamente um novo candidato, para beneficiar
um mais desejado. Isto significa que Condorcet se apercebeu de que a contagem
de Borda é sensivel a introdugao de “alternativas irrelevantes” Quanto confrontado
com este defeito, Borda responde que “o meu sistema eleitoral foi feito para pessoas
honestas” [14, p. 130]. Repare-se, a titulo de exemplo, na tabela 1.2, apresentada por

Young [30, p. 1240], onde cem eleitores comparam, dois a dois, seis candidatos.

Na tabela 1.2 observa-se que, por exemplo, na comparagio entre os candidatos A e B
dos cem eleitores, cinquenta e um preferem o candidato A enquanto que quarenta e
nove preferem o candidato B, ou na comparacao entre os candidatos C' e F, sessenta

e seis preferem o candidato C' enquanto que trinta e quatro preferem o candidato .

8Esta parte do “Essai” pode ser obtido em (http://gallica.bnf.fr).
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A B C D F F C. de Borda

*********

Al - 51 54158 60 62 |105 285
B| '49 - 68'56 51 58 |117 283
C| 46 32 170 66 75 |78 989
D| 42 44 30 - 41 64 991
E| 40 48 34 59 - 34 215
F| 38 42 25 36 66 207

Tabela 1.2: Exemplo da manipulabilidade da contagem de Borda

Observa-se ainda que a soma de cada linha da tabela, corresponde a pontuagao
que cada candidato obtém na contagem de Borda. Assim, se considerarmos so os
candidatos A, B e (', o vencedor segundo a contagem de Borda é o candidato B seguido
do candidato A e por fim o candidato ', o que pode ser constatado considerando o
rectangulo destacado a tracejado e a primeira coluna da contagem de Borda da tabela.
Mas se introduzirmos os candidatos D, F e IV, apesar de nao alterarmos as votagoes
relativamente a A, B e (U, o resultado final, no que a estes trés diz respeito, vai mudar,
passando a ficar em primeiro lugar o candidato ', em segundo o candidato A e em
terceiro o candidato B, considerando as somas da iltima coluna da contagem de Borda

da tabela.

1.4.2.1 O sistema eleitoral de Condorcet

As democracias sao, por definigao, sistemas politicos em que a autoridade emana do
povo, tendo como principio que a opiniao da maioria dos cidadaos deve ser imposta a
restante Sociedade. Na tentativa de responder a questoes naturais, tals como: o que
¢ a maioria? ou, como obter a maioria da opinido dos cidadaos? surgem os sistemas
eleitorais. Como ja referido, um dos primeiros a estudar os sistemas eleitorais foi Jean
Charles Borda, ao mostrar & Academia que muitas vezes o candidato mais votado
(o candidato da maioria) é simultaneamente o mais detestado. Depois de Borda, ¢é
Condorcet que no seu Essai apresenta um sistema eleitoral procurando responder as
falhas detectadas por Borda na manecira usual de contar votos e, também, as falhas,

entretanto detectadas no sistema eleitoral apresentado pelo préprio Borda.
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O sistema eleitoral apresentado por Condorcet é baseado no argumento de que os
eleitores votam honestamente no candidato que julgam ser o melhor para a Sociedade,
mas ocasionalmente enganam-se. Condorcet, assumindo que ha uma maior probabili-
dade dos eleitores fazerem juizos correctos do que incorrectos [6, p. 136], desenvolve

de forma rigorosa o seu sistema eleitoral utilizando o célculo de probabilidades.

O Essai, como referido, é um texto de dificil leitura, e foi sé em 1988 que Young [30]

“descodifica” o sistema eleitoral, proposto por Condorcet.

O sistema eleitoral apresentado por Condorcet é baseado em comparagdes dois a dois
e assenta no chamado Critério do Vencedor de Condorcet, isto é, se existir um
candidato que derrote todos os outros em comparacoes dois a dois entao esse deve
ser declarado o vencedor. Condorcet, como veremos, apresenta um sistema eleitoral
original e correcto para encontrar a ordenagio mais provavel entre os candidatos, tendo
por objectivo a eleicio do melhor candidato, considerando que os eleitores ao fazerem
a sua escolha cometem erros. Mas, como acredita na honestidade dos eleitores, nao
fosse ele um humanista convicto, assume que a probabilidade de nao cometer erros é

maior que a probabilidade de os cometer.

1.4.2.2 O modelo de Condorcet

O objectivo de Condorcet é a procura da “verdade colectiva’ Perante uma lista
de candidatos procura-se o melhor primeiro, o melhor segundo, o melhor terceiro,
etc. Para Condorcet, encontrar “verdadeiramente o melhor” candidato é encontrar
aquele que com maior probabilidade, a maioria vai eleger [6, pp. 127-128]. Por
exemplo, quando um tribunal de juri tem que decidir se um arguido é culpado ou
inocente, espera-se que a decisdo tomada seja a justa e correcta. Ora € este sentido
(humanista) de honestidade que leva Condorcet a considerar que as assembleias de voto
sao formadas por pessoas que tém opinides diferentes e, por isso mesmo enganam-se,

considerando no entanto que é muito provavel que a maioria tome a melhor decisao.

Conforme facilmente se deduz do Critério do Vencedor de Condorcet, se s0 existirem
dois candidatos nao haverd dificuldade nenhuma em os ordenar apds a conclusao da
votagdao. No entanto, quando o niimero de candidatos ¢ maior que dois, comecam a

aparecer dificuldades.
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Para descrever o algoritmo apresentado por Condorcet no Essai [6, pp. 125-126],
apresentamos um exemplo dado por Young [30, p. 1233]. Consideremos um conjunto
de trés candidatos {4, B,C} com os resultados das comparagdes dois a dois dados
pela tabela 1.3,

A B C
Al- 8 6
B |5 - 11
G117 2 =

Tabela 1.3: Comparacoes dois a dois para 13 eleitores e 3 candidatos

Na tabela 1.3 observa-se que na comparacao entre os candidatos A e B, ha oito eleitores
que preferem o candidato A e cinco preferem o candidato B. Quando comparados os
candidatos A e C' verifica-se que seis eleitores preferem o candidato A e sete preferem
o candidato (. Por fim, na comparacao entre os candidatos B e C, onze preferem
o candidato B enquanto que sé dois preferem o candidato . Temos, entao, como
resultado desta votagdo, que o candidato A ganha ao candidato B, o candidato B
ganha ao candidato C' e o candidato C' ganha ao candidato A, ou seja, nao existe
vencedor de Condorcet; existe aquilo a que, em comparacoes dois a dois, de designa

por um ctclo.

E com o objectivo de encontrar a ordenagao mais provavel que Condorcet, para quebrar

os ciclos, propoe o seguinte algoritmo:

1. “Todas as opinides possiveis, e que ndo wmpliqguemn contradigdo, reduzem-se a
indicar a ordem de mérito que se julga ter lugar entre os candidatos (...).

Portanto para n candidatos, teremos n(n — 1)---2 opinides possiveis;

2. “Cada eleitor tendo dado assim a sua opinido, indicando a ordem de valor dos
candidatos, quando comparados dois a dois, teremos em cada opinido w
proposicoes a considerar separadamente. Tomando o nimero em que cada uma
estd compreendida na opiniao de cada um dos q eleitores, teremos o nimero de

e
vozes que adoptam cada proposi¢ao;

* SR -3 71
3. “Formaremos uma opinido a partir das %

nimero de vozes. Se esta opinido estd no nimero n(n—1)--- 2 opinioes possiveis,

proposicoes que reunem o maior
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encararemos como eleito o candidato a quem esta opiniao da a preferéncia. Se
esta opinido € uma das 1 n(n—2)---2 de opinides impossiveis, entao eli-
minaremos desta opinido impossivel sucessivamente as proposigoes que tém uma
menor pluralidade, e adoptaremos a opiniao resultante daquelas que sobram” (6,

pp. 125-126]

Antes de aplicarmos o algoritmo de Condorcet ao exemplo da tabela 1.3, importa
esclarecer a terminologia usada por Condorcet. Assim, Condorcet designa por opiniao
o conjunto de todas as comparagoes dois a dois, designa por proposi¢ao uma ordenagao
de dois candidatos (cada par de candidatos, X ¢ Y, origina duas proposigoes: X > Y e
Y > X) e chama vozes ao nimero de votos. Importa ainda determinar o nimero total
de opinides que é possivel formar com n candidatos; recorrendo ao calculo combinatério
e uma vez que dois candidatos originam duas proposi¢oes, com n candidatos podem-se
ny _ n(n—1) s~ . S o iy k)
2) = ——=— proposigoes, logo o nimero de opinioes & 272

opinides possiveis é trivialmente dado por n! = n(n —1)---2. Donde se conclui que

formar ( . O nimero de

Condorcet, implicitamente, nao admite empates.

Usando a linguagem de Condorcet, comecemos por procurar as trés proposicoes com
maior nimero de votos, que sao: B > (! com 11 votos, A > B com 8 votos e (' > A
com 7 votos. Uma vez que estas trés proposi¢oes formam um ciclo eliminamos a
que tem menor pluralidade, isto é, eliminamos a proposi¢ao C' > A, ficando com a
“opinido” B > C e A > B e, implicitamente, A > C, o que implica a ordenacdo (ou

proposicao possivel) A > B > C.

Para o caso em que sé existem trés candidatos o algoritmo é claro, mas pode tornar-se
ambiguo no caso geral. Segundo Young [30, pp. 1233-1234], a dificuldade advém da
frase “eliminaremos desta opinido impossivel sucessivamente as proposigoes” No passo
3. O que literalmente significa que: se existir um ciclo nas proposicoes seleccionadas
no passo 2, eliminam-se sucessivamente as proposigoes que tiverem o menor niimero de
votos até que o ciclo desaparega e de modo que as proposigoes restantes nao formem

um ciclo.

Ainda segundo Young [30, p. 1234], existem algumas razées para provavelmente nao
ser exactamente isto que Condorcet quereria dizer, e da como exemplo a tabela 1.4 para
quatro candidatos e vinte e cinco eleitores. Neste exemplo, no passo 2 do algoritmo de

Condorcet, seleccionam-se as seis proposigdes com o maior nimero de votos e ordenam-
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-se-as por ordem decrescente, obtendo-se o resultado que pode ser observado na tabela
1.5. Verifica-se assim que existe um ciclo. De acordo com o passo 3, eliminamos a que

tem menor pluralidade, isto é, B > A,

Mas, ainda nao estamos perante uma “opiniao” porque ainda nos resta um ciclo:
B> C; C > D; eD > B. Portanto, necessitamos, de acordo com o passo 3,
de eliminar a proposi¢io ) > B, a que agora tem a menor pluralidade. Todos os
ciclos estao agora eliminados. Mas surge neste momento uma dificuldade: nao se
consegue estabelecer uma ordem entre os candidatos A e B. Obteve-se deste modo

uma indeterminacao.

C>D — 18
A B C D A>D — 17
A |~ 12 15 A7 B>C — 16
B|l1s — 16 11 A>C — 15
¢ |10 9 - 18 D>B — 14
D8 14 7 B>A — 13
Tabela 1.4: Comparacoes dois a dois Tabela 1.5: Ordenacao decrescente

Parece ser mais provavel, de acordo com Young [30, pp. 1234-1235] que Condorcet
quisesse dizer “inverter” em vez de “eliminar’ Assim, em vez de eliminar as duas
tltimas proposicoes inverte-se a que tiver menor pluralidade (B > A, ficaria A > B)
e depois a que viesse a seguir com menor pluralidade (D > B, daria origem a B > D)

e assim sucessivamente até nao existirem mais ciclos.

Com esta pequena alteracao, do exemplo da tabela 1.4 resulta a opiniao A > B > C' >
D. Infelizmente esta resposta nao se enquadra com o resto do argumento de Condorcet.
Ele tinha como intencao encontrar a opinido mais provavel, de entre o conjunto das
opinides que nao contivessem ciclos, e que fosse simultaneamente suportada pelo maior
nimero de comparagoes dois a dois possiveis. Neste caso, a soma dos votos de A > B
(12 votos) com A > C (15 votos) com A > D (17 votos) com B > C (16 votos)
com B > D (11 votos) e com C' > D (18 votos) ¢é igual a 89 votos. Mas, esta
soma nao corresponde ao maior nimero de votos que suporta uma opinido. A opiniao
B > A > C > D é suportada por um total de 90 votos. Esta opiniao é obtida
invertendo somente a proposicao ) > B e que, inesperadamente, nao ¢ aquela a que

corresponde a menor pluralidade. Como diz Nanson (citado em Black [3, p. 175]):
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“A regra geral para o caso de qualquer nimero de candidatos tal como foi
dada por Condorcet € demasiado breve para ser inteligivel. .. e como nao
sao dados exemplos, nao hd esperanca de descobrir o que é que ele queria

dizer?

No entanto, Young [30, pp. 1234-1235] lembra que o objectivo de Condorcet ¢ en-
contrar a combinacao mais provavel de opinides, e entao sugere que ao passo 3 do
algoritmo de Condorcet, seja dada uma nova redacgao, propondo:

. I . . , ,
3. “Formaremos uma opiniao das ”(ng ) Proposicoes que reunem o maior numero

de vozes. Se esta opinido estd no nimero n(n — 1)---2 de opinioes possiveis,
encararemos como eleito o candidato a quem esta opinido dd a preferéncia. Se
R . nin—1 R . B . 3
esta opinido € uma das 2~ 2 —n(n — 2)---2 de opinides impossiveis, entao
mvertemos nessa opintao impossivel o conjunto das proposigoes que tem a menor

pluralidade combinada e adoptamos a opinido a partir daqueles que sobram’

Young admite ser razoavel esperar que fosse esta regra que Condorcet quisesse dizer.
De qualquer modo considera ser esta a unica interpretacao que torna consistente o

algoritmo, com o objectivo de encontrar a ordenagao provavelmente mais correcta.

1.4.2.3 O modelo de Condorcet como teste de hipdteses

Do ponto de vista histérico, o sistema eleitoral de Condorcet é particularmente interes-
sante porque ele representa uma das mais precoces aplicagoes do que hoje designamos
por testes de hipoteses (Condorcet usa o estimador da mdzima verosimilhanca) [30,
pp. 1235].

No sistema eleitoral de Condorcet é necessario inferir qual a ordem dos candidatos
mais provavel — um dado essencial mas nao observavel - partindo de um conjunto de

votos correspondentes a comparagoes dois a dois.

Condorcet assume, em primeiro lugar, que em qualquer comparagao dois a dois cada

eleitor tem uma probabilidade fixa p de fazer a escolha correcta e uma probabilidade

1

1 — p de essa escolha ndo ser a correcta, em que 3 < p < 1 e p ¢ a mesma para

todos os eleitores. Em segundo lugar, assume que a escolha de cada eleitor em cada

comparacao dois a dois, para cada par de candidatos, ¢ independente da escolha feita,
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ou que venha a ser feita, para outro par de candidatos. Finalmente, assume que a
escolha de cada eleitor é independente da escolha de qualquer outro eleitor [6, p. 3].
Ou seja, Condorcet estd a colocar a determinacao da ordenagdo mais provavel nas

condigoes do Teorema de Bernoulli [3, p. 164].

Apliquemos o que acabamos de referir ao exemplo da tabela 1.3. Suponhamos que
pretendemos determinar a probabilidade da observagio das 39 comparagoes dois a
dois da tabela 1.3 para a ordenacao A > B > (', em que a probabilidade de X >Y é
peadeY > X é1—p, para qualquer X,Y € {A, B,C} com X # Y. Tem-se

P(A>B>C) = P(A>B)P(A>C)P(B>C)

13! 13! w18l
= i [p8(1 = p)ﬁ] o [p6(1 —p) } = [p“ (1 7p)2]
(13))° "
= e P

De igual modo podemos determinar a probabilidade de A > C' > B:

PA>C>B) = P(A>C)P(A> B)P(C > B)

13, 5 180 180, .
= @[p (1*19)}@[10 (1~p)]—2!m > (1-p)"]
P (1'3')3 16 23
= 315617121111 [P (@ =p)"].

Como o coeficiente das seis ordenagoes € sempre o mesmo:

sy’
—o8I516!712111)°

as probabilidades das seis ordenagoes para treze eleitores e trés candidatos constam

na tabela 1.6.

Ordenagao Probabilidade Ordenagao Probabilidade
A>B>C  kp®(1-p™ A>C>B  kp°(1-p*
B>A>C  kp2(1-p" B>C>A kpB®(1-p'®
C>A>B  kp"(1-p)* C>B>A kpt(l-p®

Tabela 1.6: Probabilidade das 6 ordenagoes para 13 eleitores e 3 candidatos

Para cada ordenagao X > Y > Z em que X,Y € {A, B,C'} com X # Y o expoente

de p é a soma dos resultados das comparagoes dois a dois em que os eleitores votam a
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favor de X > Y, enquanto que o expoente de 1 — p é a soma das comparacoes dois a

dois em que os eleitores votam a favor de ¥ > AX.

Admitindo que p > %7 como Condorcet faz a ordenagao mais provavel do exemplo
da tabela 1.3 é a que corresponde, na tabela 1.6, ao maior expoente de p, ou seja,

A>B>(C.

Por fim, veja-se a tabela 1.7 com as respectivas probabilidades referentes ao exemplo
da tabela 1.4 e repare-se que ao maior expoente de p, 90, corresponde a ordenagao
BxA>C» D,

Ordenagao Probabilidade Ordenagao Probabilidade
A>B>C>D  kpQ1—-p? C>A>B>D kpT(1-p~
A>B>D>C kpB(1-p" C>A>D>B  kp®(1-p™
A>C>B>D kp®2(1-p® C>B>A>D kp®(1-p~
A>C>D>B kp®(1-p® C>B>D>A  kp®(1-p*
A>D>B>C  kpP(1-p® C>D>A>B  kp'(1-p”
A>D>C>B  kpt(1-p' C>D>B>A kp?(1-p™
B>A>C>D kpP1-p™ D>A>B>C kp?(1-p™
B>A>D>C kp?(1-p)" D>A>C>B  kp®(1-p®
B>C>A>D k(-9 D>B>A>C kp?(1-p)"
B>C>D>A kp®Q-p™ D>B>C>A kp®(1-p®
B>D>A>C  kp®1-p¥ D>C>A>B  kp(1-p¥®
B>D>C>A kpB(1-p® D>C>B>A  kpo(1-p)®

Tabela 1.7: Probabilidades referentes ao exemplo da tabela 1.4 (k é uma constante)

Pelo exposto, Young [30, pp. 1235-1236] suspeita que Condorcet estivesse a procura

da ordenacao mais provével, usando o estimador da maxima verosimilhanga.

1.4.2.4 O modelo de Condorcet e a regra de Kemeny

Em 1959, na revista de divulgagao cientifica Daedalus [12], John Kemeny propos
uma regra para encontrar a ordenagao das alternativas que estivesse mais proxima
daquela que deveria ser declarada como a que melhor representa a vontade colectiva
dos eleitores, ou seja, aquela que deveria ser declarada como vencedora. O sistema

eleitoral proposto por Condorcet tinha como objectivo: “procurar a verdade colectiva’
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Ora, aregra de Kemeny encontra sempre o vencedor de Condorcet, desde que ele exista:
quando nao existe, segundo Young, em [30, p. 1236], a regra de Kemeny, ao estar de
acordo com o objectivo de Condorcet, é uma importante aplicagao do estimador da
maxima verosimilhanga, para encontrar a melhor ordenagao que representa a vontade

dos eleitores.

1.5 Do fim do século XVIII ao inicio do Século XXI

Conforme referimos no inicio da sec¢éo 1.4, foi na Academia Real das Ciéncias francesa
que a teoria matematica das eleigdes comegou a ser estudada sistematicamente e
desde entdo até aos nossos dias nunca mais deixou de o ser. Vamos terminar este
capitulo fazendo uma resenha histérica, nao exaustiva, do que de mais significativo
foi acontecendo, no vastissimo campo da teoria matematica das elei¢oes, depois de
Borda e Condorcet. Chamamos desde ja a atengao para que os varios autores a que
nos referiremos estabelecem um “cordao” quase continuo no tempo, desde o dia em

que Borda apresentou, oralmente, a sua Memoria a Academia, até hoje.

Depois de Borda e Condorcet é de salientar que na Suiga, mais propriamente na cidade-
-estado de Genebra (cidade onde o sistema eleitoral de Condorcet estava a ser usado),
se encontra um conceituado matematico, Simon Antoine Jean Lhuilier (1750-1840).
Em 1794 Lhuilier contesta, com contra-exemplos, o sistema eleitoral de Condorcet
referindo que padece das mesmas falhas que a contagem de Borda [16, p. 49]. Lhuilier
chegou a apresentar um sistema eleitoral baseado no proposto por Condorcet, mas que

viria a ser considerado ininteligivel [16, pp. 49-50].

Em 1797, José Isidore Morales (1758-1818) publica a Memoria Matemdtica sobre el
Cdlculo de la Opinion en las Elecciones [19, Memoria] e, em 1805, o Apéndice a la
Memoria Matemdtica sobre el Célculo de la Opinion en las Elecciones [19, Apéndice].
Trata-se de um espanhol, auto-didacta, que dedica toda a sua obra matematica & defesa
da contagem de Borda. As ferramentas por ele usadas vao pouco além da combinatoria
e das progressoes [19, pp. 14-16]. No Apéndice faz luz sobre alguns dos resultados
apresentados na Memoria e rebate as criticas feitas a Memoria, rebatendo também,
implicitamente, as criticas feitas & contagem de Borda. O interesse de Morales pela
teoria matemadtica das elei¢oes pode ter resultado do facto de ter pertencido a varias

comissoes onde era usado, com bastante frequéncia, o voto [19, p. 19]. Nos trabalhos
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de Morales nao aparece nenhuma referéncia a Condorcet, o que provavelmente se deve
ao facto de Condorcet ser um autor proibido pela Inquisicao. No Prélogo da Memoria,
Morales desvenda a motivacao do seu trabalho: justificar a contagem de Borda [19,
Memoria, Prélogo]. Comega por citar o periddico francés “La Décade Philosophique”
do dia 7 de Agosto de 1796, onde de forma resumida a contagem de Borda é apresentada
e o leitor informado do seu uso na eleicaio de membros para o Instituto Nacional de
Franga. Morales designa a contagem de Borda por procedimento de votacao “de
compensagao e soma, e é considerado por ele como “simples ¢ cémodo™ e estimado

como “a regra sequra de votar e eleger” [19, Memoria, p. 8.

Em 1829, trinta e¢ dois anos depois da sua publicagdo, a Memdria de Morales foi
traduzida para francés por D. A. Bourgeois. No entanto, a tradugao nao foi tao fiel ao

original quanto seria desejavel [19, pp. 27-28].

Contemporaneo de Morales, encontra-se, em Franga, Pierre Claude Frangois Daunou
(1761-1840), fervoroso adepto de Condorcet, que publicou em 1803 um ensaio intitu-
lado “Mémoire sur les elections au scrutin] onde além de contestar os argumentos
de Morales e, consequentemente, os de Borda, apresenta como solugao para o caso de
nao existir vencedor de Condorcet a escolha do candidato mais votado. Apesar de
“parecer” ter entendido o algoritmo de Condorcet, ndo o conseguiu impor aos seus
pares [16, pp. 52-54].

Na segunda metade do século XIX, encontra-se Charles Lutwidge Dodgson (1832-
-1898), mais conhecido pelo seu pseudénimo Lewis Carroll, a escrever sobre o modo de
quebrar os ciclos apresentados pelo sistema de votagao de Condorcet. Chega mesmo
a afirmar, segundo Cranor e Cytron? que as eleicoes “sdo mais um jogo de habilidade
que um teste real aos desejos dos eleitores” e que “na minha opinido € preferivel que
as eleicdes sejam decididas de acordo com os desejos da maioria do que os daqueles
que tém mais habilidade no jogo, por isso penso ser desejivel que todos devam saber
as regras pelas quais este jogo se pode ganhar? Lewis Carroll apresentou ainda mesmo,

em 1876, um sistema eleitoral que ainda hoje é objecto de estudo®”

Exactamente cem anos apds a publicagcdao do Essai de Condorcet surge Edward John

9Artigo disponivel, no dia 27 de Fevereiro de 2006, em (http://lorrie.cranor.org/pubs/mpsa).
0%eja-se: Hemaspaandra, E., Hemaspaandra, L. A., Rothe, J., Exact Analysis of Dodgson

Elections: Lewis Carroll’s 1876 Voting System Is Complete for Parallel Access to NP, Journal of
the ACM, Vol. 44, N2 6, November 1997, 806-825.
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Nanson (1850-1936), membro do Corpo Directivo do Trinity College em Cambridge
e Professor de Matematica em Melbourne de 1875 até 1922, onde escreveu as suas
memorias sobre eleicoes. Por razoes desconhecidas, as suas memorias nao aparecemn
completas, o que torna a sua leitura bastante dificil. Apesar das ideias matematicas
expressas nas suas memdorias sobre eleigoes serem bastante simples, ele torna-as desne-
cessariamente obscuras quando trata de as aplicar, para quebrar os ciclos de Condorcet,
em eleicoes que envolvam mais de trés candidatos. Nanson refere que os sistemas
eleitorais de Borda e de Condorcet sao os que melhor reflectem a vontade dos eleitores,
mas nao justifica porqué [3, p. 186]. Nanson chega mesmo a apresentar um sistema

eleitoral parecido com o de Borda!'

Importa ainda destacar os trabalhos de Duncan Black (1908-1991) ao nivel da in-
vestigacdo histérica que realizou e tdo bem soube espelhar na obra The Theory of

Committees and Elections [3].

Refiram-se também os trabalhos de John Kemeny (1926-1992) e Laurie Snell (1925- )
em especial a obra Mathematical Models in the Social Sciences [13], onde é apresentada

e axiomatizada a ja referida regra de Kemeny.

Na segunda metade do século XX sado publicados o artigo A difficulty in the concept
of social welfare [1] e, posteriormente, o livro Social Choice and Individual Values [2],
por Kenneth J. Arrow (1921- ) que tiveram influéncia decisiva na moderna teoria da
escolha social, ou teoria matematica das eleigoes. A este autor dedicaremos parte
do capitulo seguinte. Contemporaneo de Arrow é Michael Dummett'? (1925- ), um
defensor de Borda nos dias de hoje, que apresentou em 1984 um sistema eleitoral

baseado na contagem de Borda e em “Quotas” (Quota Borda Sistem)'?

Por fim salientam-se: lain McLean (1946- ), um professor de Politica na Universidade
de Oxford e que muito tem investido na investigagao histérica da teoria matematica
das eleicoes; o professor de Economia da Universidade Autéonoma de Barcelona, e
actualmente Secretario Geral de Politica Cientifica e Tecnoldgica do Ministério da
Educacio e Ciéncia de Espanha, Salvador Barbera (1946- ), pelos seus estudos a
volta do sistema eleitoral de Condorcet; Peyton Young, professor do Departamento

de Economia da Universidade Johns Hopkins, nos Estados Unidos da América, e do

UwWikipedia em 27 de Fevereiro de 2006, (htip://en.wikipedia.org/wiki/Edward_J._Nanson).
12Wikipedia em 24 de Agosto de 2006, (http://en.wikipedia.org/wiki/Michael Dummett).
L3Wikipedia em 24 de Agosto de 2006, (http://en.wikipedia.org/wiki/Quota_Borda_system).
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Departamento de Economia da Universidade de Oxford no Reino Unido, que foi um
dos primeiros a explicar o sistema eleitoral proposto por Condorcet em 1988, no artigo
Condorcet’s Theory of Voting [30]. E Donald Saari (1940- ), o mais proficuo de todos
a escrever artigos e livros, na defesa da contagem de Borda, tendo mesmo chegado ao
ponto de afirmar que a contagem de Borda viola a Independéncia mas satisfaz todas
as outras condicoes de Arrow, e que portanto ha, em sua opinido, espago para lhe

chamar a “melhor” regra de escolha social que viola a Independéncia [16, p. 75].

E isto s6 para referir algumas das personagens directamente envolvidas no estudo da

teoria matemética das elei¢oes.

A teoria da escolha social (ou teoria matemética das eleigoes) sofren um desenvolvi-
mento muito grande a partir da década de setenta, do século passado. Apareceram
revistas de ambito econdémico, como FEconometrica, Journal of Economic Theory e
Review of Economic Studies, entre outras, onde foram publicados uma quantidade
apreciavel de trabalhos. Posteriormente apareceram revistas ainda mais especializadas,
a publicar trabalhos nesta area, tais como Mathematical Social Sciences, Social Choice
and Welfare, Theory and Decision. O que garante que os estudos sobre a teoria
matematica das eleicoes estdo hoje a ser feitos e continuarao a ser objecto de estudo

de muitos autores nos anos que se seguem.



Capitulo 2

O Teorema (da Impossibilidade) de

Arrow

Neste capitulo procedemos ao estudo de alguns sistemas eleitorais. Para isso, comegamos
por clarificar o que se entende por voto e sistema eleitoral. Em seguida, apresentamos
algumas condigdes, que parecem (& primeira vista...) imprescindiveis, para que um
sistema eleitoral democratico traduza as preferéncias dos eleitores. Posteriormente
verificamos quais destas condigoes sdao, ou nao, satisfeitas por cada um dos sistemas
eleitorais. Surpreendentemente nao ha um sistema eleitoral que satisfaca todas as
condicoes desejaveis numa democracia (num sentido que precisaremos adiante); é isso

que exprime o Teorema da Impossibilidade de Arrow com que termina este capitulo!

2.1 Sistemas de votagao

Consideremos uma elei¢io com n candidatos, ou alternativas (por exemplo, a tomada
de decisoes, que implicam votagbes por parte dos membros do Conselho Pedagogico
de uma Escola, sobre quais as disciplinas de opgao, a oferecer aos seus estudantes)
Cy, Cy, ..., C,. Chamamos voto (ou eventualmente, boletim de voto) a qualquer

lista ordenada em que figurem os n candidatos, tendo em conta as preferencias do

!Este capitulo é essencialmente baseado em Taylor [28, pp. 96-133, 248-259], tendo o
autor desta tese beneficiado também do resumo da autoria de Anténio Machiavelo, contido em

(http://www.fc.up.pt/emup/ajmachia/SistemasVot.html), no dia 7 de Agosto de 2005.
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eleitor; cada eleitor ordena sempre do que prefere mais para o que prefere menos, ou
nao prefere; um eleitor pode preferir igualmente dois ou mais candidatos colocando-os

empatados no voto. Neste paragrafo suporemos sempre que nao ha empates.

Note-se que o voto assim definido contém muito mais informagao do que um voto em
que o eleitor escolhe um s6 candidato, a chamada votagao plural (ou uninominal);
sendo o voto uma lista ordenada, é guardada informacéo sobre todas as preferéncias
relativas de cada eleitor, o que garante que a este voto podem ser aplicados mais
sistemas eleitorais. Pode-se pensar num voto no sentido mais comum, como um voto
no sentido que aqui usaremos em que o eleitor coloca um candidato em primeiro lugar e
todos os outros empatados em segundo. Neste mesmo sentido, o mesmo voto pode ser
usado para determinar o resultado de uma elei¢ao entre qualquer par de candidatos.
Conforme referido no primeiro capitulo, define-se uma eleicao entre qualquer par de

candidatos como uma comparacao dois a dois.

Um sistemna eleitoral ¢é um processo, ou regra, que para qualquer conjunto indivi-
dual de ordenacoes de candidatos, ou alternativas Ry, £, ..., R, (uma ordenagao
por cada um dos m eleitores) estabelece uma ordem final, 12, como sendo o resultado

(ou escolha colectiva) da votagao [2, p. 23].

Na presenca de um sistema eleitoral com trés candidatos, A, B, e ', quando a
preferéncia de um eleitor é em primeiro lugar o candidato B, em segundo ' e por

fim A, o seu voto serd denotado por:

B»C=A ou C

Tabela 2.1: Representagoes de um voto

conforme seja mais adequado. Note-se que quando escrevemos X > Y, devemos ler X

é preferido relativamente a Y.

Uma vez que, quando se vota, se ordenam os candidatos, é possivel atribuir uma
pontuacao a posigao de cada candidato. Assim, por exemplo, na contagem de Borda,
ao voto B = (' = A, corresponderiam dois pontos para o candidato B, um ponto para

o candidato C' e zero pontos para o candidato A.
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Nos sistemas eleitorais que iremos estudar nao nos vamos interessar directamente por
“um” voto em particular, mas sim, por quantos votos existem, ou qual a percentagem,
numa determinada elei¢ao, de cada tipo. Num conjunto com trés candidatos, & =
{A, B,C}, a situagdo que em geral consideraremos dé origem a 3!, ou seja 6, tipos de

votos diferentes, a saber [23, p. 318|:

Tipo Classificacao Tipo Classificagao
1 A=-B»C 4 C-B>A
2 A=C» B 5 B=C»r A
3 C~-A>-B 6 B-A»C

Tabela 2.2: Tipos de votos

Usando um tridngulo equildtero, em que identificamos os vértices com os candidatos,
obtemos uma representagio geométrica da tabela 2.2, associando a cada tipo de voto
uma regidao bem delimitada do triangulo, conforme pode ser observado na figura 2.1,
em que os numeros 1, 2, 3, 4, 5 e 6 estao colocados na regiao associada a cada umn
dos seis tipos de votos possiveis [23, p. 320](este procedimento sera detalhado mais

adiante nos exemplos 2.1 e 2.2).

& 11
21 12
3| 4 10 1
ad
2 5
// . 60 1 10 69
/ 1 6 \k 30 29
A B A- . B
N 41 40 -

Figura 2.1: Associagao de cada tipo
de voto, & correspondente area do

triangulo equilatero

Figura 2.2: Exemplo de um perfil e
resultados associados a dois sistemas

eleitorais

A uma lista ou vector onde conste o nimero de votos de cada tipo chamamos perfil

eleitoral. Por exemplo, ao vector (30,1,10,1,10,29) de R®, correspondem: 30 votos
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do Tipo 1; 1 voto do Tipo 2; 10 votos do Tipo 3; 1 voto do Tipo 4; 10 votos do Tipo
5; e 29 votos do Tipo 6. A representacao deste perfil no triangulo equilatero, figura
2.2, permite efectuar o célculo do resultado de cada candidato para vérios sistemas

eleitorais, como se explica no exemplo 2.1.

Designe-se por P o subconjunto de R® de todos os perfis possiveis no caso de haver

trés candidatos.

2.1.1 Sistemas eleitorais

No estudo que iremos fazer vamos considerar os seguintes sistemas eleitorais:

1. Sistema plural (ou Uninominal “um Homem um voto”): A ordenagio
dos candidatos é feita contando, para cada um, o nimero de votos em que este
ficou em primeiro lugar, e os candidatos sdo ordenados por ordem crescente do

correspondente nimero de votos obtidos.

2. Contagem de Borda: A cada posigio do voto é atribuido um nimero de
pontos: 0 (zero) para a tiltima, 1 (um) para a penidltima, etc. ..., adicionando-se
1 (um) ponto quando se passa de uma posigdo para a imediatamente acima.
Os pontos “ganhos” por cada candidato sao adicionados, e os candidatos sao

ordenados por ordem crescente dos pontos obtidos.

3. Sistema de Hare: Eliminam-se, em cleigoes sucessivas, o(s) candidato(s) com
menor nimero de primeiros lugares, sendo os candidatos ordenados por ordem

inversa de eliminagao.

4. Sistema sequencial aos pares com agenda (S.S.P.A.): Acorda-se uma
ordenacdo preliminar dos candidatos, a que se chama uma agenda; conside-
ram-se os resultados de eleicoes entre pares de candidatos (comparacoes dois
a dois), pela ordem dada na agenda, eliminando-se os derrotados da agenda
e prosseguindo até a agenda conter apenas um elemento. Os candidatos sao

finalmente ordenados por ordem inversa de eliminagao da agenda.

5. Ditadura: Escolhe-se uma “pessoa” o ditador. Dada uma sequencia de listas

de preferéncias individuais, ignoram-se todas a excepcdo da do ditador. O
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candidato que aparece em primeiro lugar na lista do ditador é declarado vencedor,

ficando todos os outros candidatos em segundo lugar.

Analisem-se dois exemplos de como é que na presenga de um perfil, e de um sistema
eleitoral, se calculam os resultados de cada candidato, usando no primeiro exemplo
o tridngulo da figura 2.2, e no segundo a tabela 2.3 e o triangulo da figura 2.3, para

finalmente determinar o resultado de uma eleigao.

Exemplo 2.1 Considere-se o perfil®> p = (30,1,10,1,10,29), e repare-se como se
podem obter de modo imediato, a partir da representacio no triangulo equilatero
da figura 2.2, os resultados associados a este perfil usando trés sistemas eleitorais
diferentes: tem-se que para o sistema eleitoral plural, o resultado de cada candidato é
a soma dos pontos que estdo nas duas regides do triangulo mais proximas do vértice,
que representa cada um dos candidatos. Assim, o candidato A tem 31 pontos, o
candidato B tem 39 pontos e o candidato C' tem 11 pontos, ou seja, o vencedor é o
candidato B, ficando em segundo o candidato A e por fim o candidato . Considerando
comparacoes dois a dois, como a altura de um triangulo equilatero o divide em dois
tridngulos rectingulos iguais, o resultado de cada comparacio € a soma dos valores que
se encontram no triangulo rectangulo mais préximo de cada um dos vértices associado
a cada um dos dois candidatos que se quer comparar; por exemplo, na comparacao
entre os candidatos B e C, a pontuagao do candidato B é de 69 pontos, enquanto que
a do candidato C' é de 12 pontos, ou seja, em comparagoes dois a dois o candidato A
ganha aos outros dois, € como na comparagao entre os candidatos B e o vencedor é o
B, entdo, numa votagio em que o sistema eleitoral seja o de Condorcet o vencedor é o
candidato A, seguido do candidato B e por fim do candidato C'; também, a pontuacao
de cada candidato para a contagem de Borda pode ser facilmente obtida dado que
basta adicionar as pontuagoes que cada candidato obtém nas comparagoes dois a dois,
obtendo o candidato A 101 pontos, o candidato B 109 pontos e o candidato C' 43
pontos, e assim, usando a contagem de Borda o vencedor é o candidato B, seguido do

candidato A e ficando em ultimo lugar o candidato C'.

Exemplo 2.2 Analisemos um exemplo em que os quinze elementos (que designaremos

por eleitores) do Conselho Pedagdgico de uma Escola, tém de optar por uma de treés

2Perfil apresentado por Condorcet no [fssai para mostrar a fragilidade da contagem de Borda;

este perfil serd também estudado no exemplo 3.1.
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disciplinas (ou alternativas) para oferecer como opg¢ao aos seus estudantes. O resultado
da votagio é o seguinte: 6 eleitores preferem a disciplina de Artes do Fogo (AF) em
primeiro lugar, em segundo lugar preferem Temas Actuais da Matematica (1T"AM) e
por fim, Introdugao a Politica (1 P); 5 eleitores preferem a disciplina de /P em primeiro
lugar, em segundo lugar preferem TAM e por fim, AF'; por 1ltimo, os restantes 4
eleitores preferem a disciplina de T'AM em primeiro lugar, em segundo lugar preferem

IP e por fim, AF. Observe-se a tabela 2.3 e o triangulo da figura 2.3.

4
T!-.\M
9 A 10
0 4
Votos Preferéncia 6 6 g s
6 AF -~ TAM - [P 0 0
5 IP ~ TAA/f >~ AF AF. '_'679——-— — P
5
4 TAM - IP -~ AF 6

Tabela 2.3: Preferéncias dos membros do Figura 2.3: Representacao das pre-

C. Pedagégico feréncias do C. Pedagdgico

Determine-se o vencedor e a ordenacao final usando o sistema eleitoral sequencial aos
pares, com a agenda AF — TAM — IP, isto é, determine-se a alternativa vencedora
da eleicao entre AF ¢ TAM e a alternativa vencedora desta elei¢ao disputa a eleigao
com a alternativa I P. Assim, por simples observagao do triangulo da figura 2.3 vemos
que a alternativa vencedora da primeira comparacio ¢ TAM, pois esta alternativa
obtém 9 votos, enquanto que AF obtém 6. Agora, na comparagao entre I'AM e I'P, a
alternativa TAM obtém 10 votos e TP obtém 5. Conclui-se que a ordenagao final das
alternativas para o sistema eleitoral sequencial aos pares com a agenda AF—TAM —1P

é: em primeiro lugar TAM, em segundo /P e em ultimo AF.

A tabela 2.4 permite observar as ordenagoes finais das trés alternativas que o Conselho

Pedagdgico votou, usando diferentes sistemas eleitorais.
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Plural | Hare S.S.P.A. S.5.PA. Borda C‘on(lm:(?
AF —TAM — IP | TAM — IP — AF
AF | IP TAM TAM TAM | TAM
P | AF P AF P P
TAM | TAM AF P AF AF

Tabela 2.4: Ordenagoes finais usando varios sistemas eleitorais

Estes dois exemplos mostram de forma clara e até chocante a influéncia que os sistemas
eleitorais tém no resultado final de uma votagao. Seria bom que conseguissemos provar
que alguns dos sistemas eleitorais dao mais garantias democraticas que os restantes.
Para isso vamos analisar algumas condigoes a que um sistema eleitoral verdadeiramente

democratico deve satisfazer.

2.1.2 Condigoes

As condigoes seguintes parecem ser imprescindiveis para que um sistema eleitoral

democratico traduza as preferéncias dos eleitores.

1. Condi¢do de Pareto (ou de unanimidade):

(1) eondigd@o fraca: Se o candidato X ¢é preferido ou esta empatado com
o candidato Y em todos os votos entdo, na lista final (correspondente ao
resultado da votagao), deve ter-se que o candidato X ¢é preferido ou esta

empatado com o candidato Y.

(ii) eondigao forte: Se o candidato X é preferido ou esta empatado com o
candidato Y em todos os votos exceptuando, pelo menos, um voto onde o
candidato X é preferido relativamente ao candidato Y entao, na lista final
(correspondente ao resultado da votacao), deve ter-se que o candidato X ¢

preferido relativamente ao candidato Y.

L

Observe-se que daqui em diante usaremos o termo “condigao de Pareto] para

designar a “condigao forte de Pareto”

2. Critério do Vencedor de Condorcet (CVC): Se existir um vencedor de

Condorcet este deve ser o vencedor da eleicao. O vencedor de Condorcel ¢
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o candidato que em comparacoes dois a dois ganha a todos os outros (se existir
é facil de ver que é tinico); o perdedor de Condorcet é um candidato que,
igualmente, em comparagoes dois a dois perde com todos os outros (se existir ¢

facil de ver que é tnico).

. Monotonia: Se de uma elei¢ao para outra, envolvendo os mesmos eleitores e os

mesmos candidatos, a posicao de um dos candidatos for alterada, em um ou mais
votos, mas sempre a favor desse candidato, entdo a sua posicao na ordenacao

final nao deve ser inferior a posi¢ao em que ficou colocado na primeira eleigao.

. Independéncia das Alternativas Irrelevantes (IAI): Se em duas eleigoes

distintas, envolvendo os mesmos eleitores e os mesmos candidatos, a ordem
relativa de dois dos candidatos nao for alterada em nenhum voto, entao a ordem

relativa desses mesmos candidatos no resultado final deve ser a mesma.

. Igualdade (ou anonimato): Permutar as listas de preferéncia, sem as alterar,

nao deve ter nenhum efeito no resultado da eleicao.

. Neutralidade: Se todos os eleitores cometerem o erro de trocar os candidatos

X e Y, entdo basta trocar X com Y no resultado final para corrigir o erro.

Repare-se que a quinta condicao, a igualdade, nao é satisfeita se o sistema eleitoral

for a Ditadura, uma vez que se todos os eleitores permutam as listas, em particular

o ditador também permuta a sua com a de um outro eleitor, a nova lista do ditador

passa a ser a vencedora, podendo desse modo, influenciar o resultado final da eleicao.

Todos os outros sistemas eleitorais descritos no paragrafo anterior satisfazem as duas

tltimas condicoes, conforme realgado na tabela 2.5.

Canlighes Igualdade Neutralidade
Sistema de Votacgao
Plural Sim Sim
Contagem de Borda Sim Sim
Hare Sim Sim
Sequencial aos Pares Com Agenda Sim Sim
Ditadura Nao Sim

Tabela 2.5: Quinta e sexta condigoes / Sistemas de votagao
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Alan D. Taylor em [28, pp. 96-127] mostra quais das primeiras quatro condigoes acima
referidas sdao, ou nao, satisfeitas pelos cinco sistemas de votacao aqui considerados. A

tabela 2.6 sintetiza essa informacao.

Condigbes Pareto | C.V.C. |Monotonia, [LA.L
Sistema de Votagao
Plural Sim Nao Sim Nao
Contagem de Borda Sim Nao Sim Nao
Hare Sim Nao Nao Nao
Sequencial aos Pares Com Agenda Nao Sim Sim Nao
Ditadura Nao Nao Sim Sim

Tabela 2.6: Primeiras quatro condigdes / Sistemas de votagao

Para verificar a veracidade da tabela 2.6 vamos, por um lado, provar todas as proprie-
dades que cada um dos sistemas eleitorais satisfaz e, por outro lado, dar contra-exem-

plos para as que nao sao satisfeitas.

Proposigao 2.1.1 O sistema plural satisfaz a condi¢ao de Pareto.

Demonstragao: Se o candidato X é preferido ou esta empatado com o candidato
Y em todos os votos exceptuando, pelo menos, um voto onde o candidato X é
preferido relativamente ao candidato Y entdo, como o sistema plural atribui um
ponto ao candidato que aparece em primeiro lugar e zero a todos os outros, X
tem necessariamente mais pontos do que Y e portanto o candidato X ¢ preferido

relativamente ao candidato Y. "

Proposigao 2.1.2 A contagem de Borda satisfaz a condicio de Pareto.

Demonstragao: Considere-se que o candidato X ¢ preferido ou estd empatado com
o candidato ¥ em todos os votos exceptuando, pelo menos, um voto onde o candidato
X é preferido relativamente ao candidato V. Entao X recebe, pelo menos, mais um
ponto do que Y e assim, quando adicionamos os pontos obtidos por cada candidato,

o candidato X obtém, pelo menos, mais um ponto do que o candidato Y. "
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Proposicao 2.1.3 O sistema de Hare satisfaz a condigao de Pareto.

Demonstracgao: Considere-se que o candidato X ¢ preferido ou estd empatado com
o candidato Y em todos os votos exceptuando, pelo menos, um voto onde o candidato
X é preferido relativamente ao candidato Y. Resulta que em qualquer das eleigoes

intermédias, Y tem menos primeiros lugares que X, logo é eliminado antes de X. =

Proposigao 2.1.4 O sistema sequencial aos pares com agenda satisfaz o Critério do

Vencedor de Condorcet.

Demonstracao: Considere-se que o candidato X ¢é o vencedor de Condorcet. No
sistema sequencial aos pares com agenda o candidato vencedor é aquele que nao é
eliminado em nenhuma das comparagoes dois a dois que se vao realizando sucessiva-
mente (segundo a agenda previamente acordada). Mas o vencedor de Condorcet é,
precisamente, o candidato que ganha a todos os outros em comparagoes dois a dois.

Entao, X é o vencedor de Condorcet, o que prova o pretendido. "
Proposicao 2.1.5 O sistema plural satisfaz o Monotonia.

Demonstragao: Considere-se o candidato X numa posigao qualquer da lista final.
Considere-se, ainda por hipotese, que algum ou alguns dos eleitores mudam a posicao
de algum ou alguns dos candidatos, mas sempre a favor do candidato X. Em particular
as mudangas processadas, nunca fazem diminuir a pontuagao que o candidato X tinha
inicialmente. Assim, o candidato X nunca pode ficar colocado numa posigao inferior

& que tinha inicialmente. .
Proposicao 2.1.6 A contagem de Borda satisfaz a Monotonia.

Demonstracao: Seja X um candidato. Suponha-se, que algum ou alguns eleitores
trocam a posigao do candidato X no seu voto por uma imediatamente acima. A troca
efectuada num sé6 voto, descrita acima, adiciona, pelo menos, um ponto ao total que o
candidato X tinha e subtrai, pelo menos, um ponto ao outro candidato (com o qual foi
feita a troca), deixando a pontuacio de todos os outros candidatos inalterada. Assim,
o candidato X melhora a sua pontuacao, nunca podendo ficar numa posi¢ao inferior

a que tinha inicialmente. "
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Proposi¢ao 2.1.7 O sistema sequencial aos pares com agenda satisfaz a Monotonia.

Demonstracao: Considere-se uma agenda previamente fixada. Suponha-se ainda
que algum ou alguns eleitores trocam a posigao do candidato X com a posigao de um
outro candidato que lhe estava acima no seu voto. De facto, a troca descrita, afecta
unicamente o candidato X na eleicdo com o candidato que iria disputar a eleicao e

claramente X ndao s6 ganha a elei¢ao, como a ganha por uma margem ainda maior. m
Proposicao 2.1.8 A ditadura satisfaz a Monotonia.

Demonstragao: Seja X um candidato. Suponha-se que algum ou alguns eleitores
trocam a posicao do candidato X com um candidato que lhe esta acima no seu voto.
Como o candidato X, também estd na lista do ditador, se trocar de posigao ¢ por uma

acima, logo na ordenagao final nao fica pior do que estava na primeira ordenacao. m
Proposicao 2.1.9 A ditadura satisfaz a Independéncia das Alternativas Irrelevantes.

Demonstracao: Suponha-se que existem votos onde o candidato X ¢ o preferido
relativamente ao candidato Y, e votos onde o candidato Y é preferido relativamente
ao candidato X. Suponha-se agora, que a ordem de preferéncia dos candidatos
é trocada, no entanto ninguém muda de ideias relativamente aos que preferem o
candidato X ao candidato Y ou vice-versa. Em particular o ditador nao alterou a
ordem de preferéncia do candidato X relativamente ao candidato Y, logo a ordem

destes candidatos mantém-se. n

Proposicao 2.1.10 O sistema sequencial aos pares com agenda ndo satisfaz a condigao

de Pareto.

Demonstragao: Consideremos quatro candidatos, que designaremos por A, B, C' e
D, a agenda ABCD, e o perfil eleitoral dado pela tabela 2.7.

Todos os eleitores preferem o candidato B ao candidato D, mas com a agenda ABCD
o candidato A derrota o candidato B por 2 a 1; de seguida, A perde para ', também
pelo mesmo resultado; e por fim o candidato [ derrota o candidato €', novamente,

pelo resultado 2 a 1. Assim o candidato [ é o vencedor, apesar de todos os eleitores
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o preterirem a favor de B. A condigao de Pareto nao é pois verificada pelo sistema

sequencial aos pares com agenda. s

Ne¢ de eleitores: 1 1 1
A C B
B A D
D B s
C D A

‘abela 2.7: Perfil para a proposigao 2.1.10

Proposigao 2.1.11 A ditadura nao satisfaz a condi¢ao de Pareto.

Demonstragao: Considere-se que o candidato X é preferido ou esta empatado com
o candidato Y em todos os votos exceptuando, pelo menos, um voto onde o candidato
X ¢ preferido relativamente ao candidato Y, que nao é o do ditador. Se considerarmos
que o ditador prefere tanto o candidato X como o candidato Y, entao no seu voto eles

ficarao empatados, logo X e Y ficardo empatados no resultado final da eleigao. .

Proposicao 2.1.12 O sistema de votagio plural ndo satisfaz o Critério do Vencedor
de Condorcet.

Demonstragao: Considerem-se trés candidatos A, B, e (U, e o perfil eleitoral formado

por 9 eleitores, dado pela tabela 2.8.

N2 de eleitores:

1 3
A B
B C

= O w

C A

Tabela 2.8: Perfil para a proposic¢ao 2.1.12

Com o sistema plural o candidato A é o vencedor com 4 votos, contra 3 do candidato
B e 2 do candidato C. Mas o vencedor de Condorcet ¢ B, pois em comparagoes dois

a dois ganha ao candidato A por 5 a 4 e ao candidato C' por 7 a 2. n
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Proposic¢ao 2.1.13 A contagem de Borda nao satisfaz o Critério do Vencedor de

Condorcet.

Demonstragao: Considerem-se trés candidatos A, B, e (/] e o perfil eleitoral formado

por 5 eleitores, conforme ilustrado pela tabela 2.9.

N2 de eleitores: 3 2
A B
B C
C A

Tabela 2.9: Perfil para a proposigao 2.1.13

Usando a contagem de Borda B é o candidato vencedor. De facto, a pontuacao do
candidato A é 3 x 2 4+ 2 x 0, ou seja, 6 pontos; a do candidato B é 3 x 1 + 2 x 2,
que perfaz 7; enquanto que a pontuagao do candidato €' é 3 x 0+ 2 x 1, ou seja, 2
pontos. Contudo A é o vencedor de Condorcet, pois derrota cada um dos outros dois

candidatos, em comparagoes dois a dois, por 3 a 2. .

Proposicao 2.1.14 O sistema de Hare nao satisfaz o Critério do Vencedor de Con-

dorcet.

Demonstragao: Considerem-se cinco candidatos A, B, (', D) e E, e o perfil eleitoral

formado por 17 eleitores, conforme detalhado na tabela 2.10.

N2 de eleitores: ) 4 3 3 2
A E D C B
B B B B '
C C C D D
D D F E E
E A A A A

Tabela 2.10: Perfil para a proposicao 2.1.14
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Comece-se por observar que o vencedor de Condorcet é o candidato B. De facto, B

derrota A por 12 a 5; derrota C' por 14 a 3; derrota ) por 14 a 3; e derrota £ por 13

a 4. No entanto, usando o sistema de Hare, B nao é o candidato vencedor, sendo até

o candidato com menos primeiros lugares, so 2 em 17 eleitores o colocam em primeiro

lugar. B é pois o primeiro candidato a ser eliminado de todos os votos. ®

Proposigao 2.1.15 A ditadura ndo satisfaz o Critério do Vencedor de Condorcet.

Demonstragao: Considerem-se trés candidatos A, B, e C, e o perfil eleitoral formado

por 3 eleitores, dado pela tabela 2.11.

N2 de eleitores: 1 2
A C
B B
C A

Tabela 2.11: Perfil para a proposigao 2.1.15

Considere-se que o voto do ditador é o voto representado na primeira coluna da tabela.

Assim, A é o vencedor apesar de (' ser claramente o vencedor de Condorcet, pois

derrota, em comparagoes dois a dois, quer A quer B por 2 a 1.

Proposigao 2.1.16 O sistema de Hare nao satisfaz a Monotonia.

Demonstracao: Considerem-se trés candidatos A, B, e €, e o perfil eleitoral formado

por 17 eleitores, de acordo com a tabela 2.12.

N2 de eleitores: 7 3 4 1
A C B B
B A ' A
C B A C

Tabela 2.12: Perfil para a proposicao 2.1.16

Hé dois candidatos com 5 primeiros lugares e um com 7. Assim, eliminamos os

candidatos B e (' restando-nos o candidato A, que serd entao o vencedor. Portanto,

|
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com este perfil eleitoral e usando o sistema eleitoral de Hare, o candidato A ¢é o

vencedor.

N2 de eleitores: 8 5 4
A C B
B A C
C B A

Tabela 2.13: Perfil para a proposicao 2.1.16

Suponha-se agora que um sé eleitor, o representado na tltima coluna da tabela 2.12,
troca, no seu voto, a posicao de A pela do candidato que lhe estd acima, podendo
assim, adicionar-se aos eleitores representados na primeira coluna da tabela 2.12. Esta

“aparente” mudanga a favor de A produz o perfil representado na tabela 2.13.

Aplicando novamente o sistema eleitoral de Hare a este novo perfil, o candidato B é o

primeiro a ser eliminado, resultando o perfil ilustrado na tabela 2.14.

N2 de eleitores: 8 9
A C
C A

Tabela 2.14: Perfil para a proposi¢ao 2.1.16

Ou seja, agora o candidato C' é o candidato vencedor segundo o sistema de Hare, pois
obtém 9 primeiros lugares dos 17 possiveis. Esta mudanca de candidato vencedor de

A para ( mostra que o sistema eleitoral de Hare nao satisfaz a monotonia. .

Proposicao 2.1.17 O sistema plural ndo satisfaz a condigdo de Independéncia das

Alternativas Irrelevantes.

Demonstragao: Considerem-se trés candidatos A, B, e (', e o perfil eleitoral formado

por 7 eleitores, conforme detalhado na tabela 2.15.

Com o sistema eleitoral plural o vencedor é o candidato A, dado que dispoe de 3

primeiros lugares contra 2 de cada um dos outros dois candidatos.
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N2 de eleitores: 3 2 2
B C

B C B

C A A

Tabela 2.15: Perfil para a proposicao 2.1.17

Suponha-se, agora, que os eleitores representados na terceira coluna da tabela 2.15
mudam o seu voto, colocando o candidato C' entre o candidato B e o candidato A,

dando origem ao perfil representado na tabela 2.16.

Ne de eleitores:

3 4
A B
B C

C A

Tabela 2.16: Perfil para a proposicao 2.1.17

Saliente-se que esta troca mantém a posi¢ao relativa do candidato B relativamente
ao candidato A. No entanto, com o sistema eleitoral plural o candidato B é agora o
vencedor com 4 primeiros lugares contra 3 do candidato A. Ou seja, ninguém mudou
as suas preferéncias relativamente aos candidatos A e B, mas o candidato B, de
derrotado passou a vencedor. O que prova que o sistema eleitoral plural nao satisfaz

a Independéncia das Alternativas Irrelevantes. n

Proposigao 2.1.18 A contagem de Borda nao satisfaz a Independéncia das Alterna-

tivas Irrelevantes.

Demonstracao: Considerem-se trés candidatos A, B, e C, e o perfil eleitoral formado

por 5 eleitores, dado na tabela 2.17.

N2 de eleitores: 3 2
A C
B B
C A

Tabela 2.17: Perfil para a proposicao 2.1.18
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A contagem de Borda elege o candidato A como candidato vencedor uma vez que
a pontuacdo de cada candidato é: 3 x 24 2 x 0 = 6 pontos para o candidato A;
3x1+2x1 =25 para o candidato B; e 3 x 2+ 2 x 2 = 4 para o candidato C.
Suponhamos agora que os eleitores representados na segunda coluna da tabela 2.17
resolvem mudar a posi¢do do candidato ' colocando-o em segundo lugar, o que nao
altera a posicao relativa dos candidatos A e B, criando um novo perfil eleitoral, que

esta representado na tabela 2.18:

Ne de eleitores: 3 2
A B
B C
C A

Tabela 2.18: Perfil para a proposi¢ao 2.1.18

A contagem de Borda elege agora o candidato B como vencedor com 7 pontos, contra
6 pontos do candidato A e 2 do candidato C'. Assim, o vencedor desta eleicao mudon
de A para B apesar de ninguém ter mudado as preferéncias relativas do candidato A
em relagdo ao candidato B. O que mostra que a contagem de Borda nao satisfaz a

Independéncia das Alternativas Irrelevantes. =

Proposicao 2.1.19 O sistema de Hare nao satisfaz a Independéncia das Alternativas

Irrelevantes.

Demonstracao: Considerem-se trés candidatos A, B, e C, e o perfil eleitoral formado

por 4 eleitores, conforme detalhado na tabela 2.19.

Ne de eleitores:

2 1 1
A B c
B C B

C A A

Tabela 2.19: Primeiro perfil para a proposigao 2.1.19

Com o sistema eleitoral de Hare o candidato A é o vencedor. Suponha-se agora que

o eleitor representado na terceira coluna da tabela 2.19 muda o seu voto, colocando o
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candidato C' entre o candidato B e o candidato A, alteragao que nao muda a posi¢ao

relativa dos candidatos A e B, originando o perfil eleitoral representado na tabela 2.20.

N2 de eleitores: 2 2
A B
B C
& A

Tabela 2.20: Segundo perfil para a proposicao 2.1.19

Os candidatos A e B aparecem agora empatados em primeiro lugar (cada um com,
exactamente, metade dos votos, ou seja, dois) apesar de ninguém ter mudado a sua
preferéncia no que respeita aos candidatos A e B. Assim, o candidato B passou de
derrotado a vencedor. Isto mostra que o sistema eleitoral de Hare nao satisfaz a

Independéncia das Alternativas Irrelevantes. .

Proposigao 2.1.20 O sistema sequencial aos pares com agenda ndo satisfaz a Inde-

pendéncia das Alternativas Irrelevantes.

Demonstragao: Considerem-se os candidatos C', B e A, e assuma-se que a agenda
¢ dada por esta ordem alfabética inversa. Tome-se o perfil eleitoral dado pela tabela

2.21, constituido por 3 eleitores.

N2 de eleitores: 1 1 1
C A B
B C A
A B C

Tabela 2.21: Primeiro perfil para a proposigao 2.1.20

Com o sistema sequencial aos pares com agenda e com a agenda considerada, o
candidato €' derrota o candidato B por 2 a 1 e de seguida perde para o candidato
A também por 2 a 1. Assim, o candidato A é o vencedor (o candidato B é um dos
derrotados). Mas suponha-se que o eleitor representado na primeira coluna da tabela
2.21 muda a posicao do candidato €' colocando-o entre os candidatos B e A, dando

origem ao perfil eleitoral da tabela 2.22.
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N2 de eleitores: 1 1 1
B A B
(0 C A
A B '

Tabela 2.22: Segundo perfil para a proposicao 2.1.20

Utilizando o mesmo sistema eleitoral e a mesma agenda (a fixada inicialmente), o
candidato B derrota agora o candidato C por 2 a 1 e também derrota o candidato A
pelo mesmo resultado, ou seja, B é o novo vencedor. No entanto, o eleitor que mudou
o seu voto nao alterou a sua opinido quanto aos candidatos A e B, pois continua a
preferir o candidato B. Mas esta alteragao fez com que o candidato B passasse de
derrotado a vencedor, o que mostra que o sistema sequencial aos pares com agenda

nao satisfaz a Independéncia das Alternativas Irrelevantes. "
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2.2 A escolha social como resultado de uma eleigao

Depois da analise de alguns sistemas eleitorais ¢ de um certo ntmero de condicoes,
importa perceber qual o sistema eleitoral que melhor pode merecer a designagao de
sistema eleitoral democratico, como emanacao da vontade colectiva dos eleitores. Em
1950, Kenneth Arrow demonstrou, que é impossivel encontrar um sistema eleitoral
satisfatério de tomar decisoes colectivas e que respeite de uma forma tanto quanto
possivel fiel, as escolhas individuais, para alguma surpresa dos estudiosos do assunto.
Arrow usou ideias muito originais e métodos formais procedentes da logica e da teoria

de conjuntos que eram completamente novos em Economia [19, p. 13].

Conforme nota Lorrie Cranor na sua tese de doutoramento? “a esséncia deste teorema
¢ que ndo hd nenhum método de associar as preferéncias individuais sobre trés ou mais
alternativas que satisfaga vdrias condigoes de lisura e que gere sempre um resultado
logico. As condigoes, que Arrow definiu com rigor, de lisura e racionalidade foram
analisadas detalhadamente por outros estudiosos. Contudo, nenhum encontrou um
modo de enfraquecer uma ou mais dessas condigoes que permita obter um sistema de
votagao satisfatorio que fique imune aos paradozos das votagoes. Portanto o teorema
de Arrow tem a profunda implica¢do de em muitas situagoes nao haver um modo justo
e ldgico de associar as preferéncias individuais — ndao hd modo de determinar com

precisao a vontade colectiva do povo”

Na demonstraciao de Arrow ha duas condigoes que desempenham um papel fundamen-

tal: a condigao de Pareto e a Independéncia das Alternativas Irrelevantes.

A condi¢ao de Pareto é muito usada em economia, teoria de jogos, engenharia e ciéncias
sociais. O nome vem do matemadtico, economista sociélogo e filésofo italiano Vilfredo
Pareto? (1848-1923) que se licenciou em Matemadtica e doutorou em Engenharia na
Universidade Politécnica de Turim. Foi professor de Economia e Gestao nas Universi-

dade de Florenca (Itdlia) e Lausanne (Suica).

Pareto utilizou, de forma nao sistemaética, a matematica para traduzir a evolugao da

economia. Por isso sofreu muitas criticas; escreveu ele:

3(http://lorrie.cranor.org/pubs/diss/book.html), pgina consultada em 13 de Setembro de 2006.
#Nota biogréifica retirada da Wikipedia em 12/09/2006, das paginas:

(http://en.wikipedia.org/wiki/Vilfredo Pareto); e (http://en.wikipedia.org/wiki/Pareto efficiency).

J
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“Alguns criticos gritam autoritariamente contra as novas teorias como
sendo absurdas porque tentam exprimir fendmenos econémicos por meio

de formulas matemdticas’
Ao que Pareto respondeu:

“(...) longe de pretender exprimir fendmenos complexos com wma formula
simples, os economistas claramente reconhecem gue nao sabem nem nunca
saberdo a teoria de cada fendmeno concreto em todos os seus detalhes.
Eles estao apenas familiarizados com fenomenos ideais que sao uma apro-

wimacdo cada vez mais prézima dos casos concretos!®

A Independéncia das Alternativas Irrelevantes, sendo um critério para “avaliar” regras
de ordenacao, foi introduzido na literatura moderna por Huntington (1938), Nash
(1950) e Arrow (1950). No entanto, ja Condorcet o tinha usado, quer em 1785, quer
em 1788, assim como Daunou, em 1803, apelou & Independéncia das Alternativas
Irrelevantes como parte de um argumento a favor do sistema eleitoral de Condorcet
contra a contagem de Borda [15, p. 107]. J4 o exemplo apresentado na tabela 1.2
chama a atencio para a importancia das Alternativas Irrelevantes; também no final

da presente seccao essa relevancia sera um pouco mais detalhada.

2.2.1 Teorema da Impossibilidade de Arrow

Em 1950, Kenneth Arrow publicou um artigo no “Journal of Political Economy” inti-
tulado “A Difficulty in the concept of Social Welfare” [28, p. 248]. Demonstrou nesse
artigo o, desde entao assim chamado, Teorema da Impossibilidade de Arrow, ape-
sar de Arrow o ter designado em [1, p. 342] por Teorema da Possibilidade (Possibility
Theorem) e por Teorema da Possibilidade Geral ( General Possibility Theorem) em (2,
p. 59]. De acordo com Paul Samuelson, citado por Taylor [28, p. 249], a descoberta do
teorema da impossibilidade foi uma das razoes que levaram a atribuigao a Arrow do
prémio Nobel da Economia em 1972, O Teorema da Impossibilidade de Arrow aparece
em [1, p. 342|, como coroldrio de uma série de “observacoes” e “consequéncias! que

Arrow vai tirando das definigoes e condi¢oes que vai introduzindo e que culminam

®(http://www.marxists.org/reference/subject /economics/pareto/theories. htm) em 13/09/2006.
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na sua demonstracdo. O objectivo, nesta subsecgao, ¢ dar uma demonstragao do

Teorema da Impossibilidade de Arrow, baseada em Taylor® [28, pp. 248-259).

O Teorema da Impossibilidade pode ser enunciado do seguinte modo: ndo existe
nenhum sistema eleitoral que satisfaca as condi¢ées de Pareto (forte), a

Independéncia das Alternativas Irrelevantes, e a Monotlonia.

Considerem-se C um conjunto com, pelo menos, trés candidatos e £ um conjunto
finito de eleitores, e um sistema eleitoral, onde se verifique a transitividade, que
satisfaca as condigoes de Pareto (forte), Independéncia das Alternativas Irrelevantes,

e a Monotonia.

Definicao 2.2.1 Dado um subconjunto X de £, dois candidatos distintos, X e Y,
dizermos que X' forga X acima de Y, que se denotard por X' ~ f, quando se obtém
i,( (isto é, X acima de Y ) como resultado da eleicio sempre que todos os eleitores em

X coloquem )}f no seu voto.

Esta definicdo permite fazer a seguinte observagio, que vai desempenhar um papel

crucial na demonstragao do teorema da impossibilidade de Arrow:

Observacgao 2.2.1 Como o sistema eleitoral que se estd a considerar satisfaz a In-
dependéncia das Alternativas Irrelevantes e a Monotonia, torna-se muito mais fdcil
mostrar que um dado conjunto X forca algum candidato X acima de algum candidato
Y, do que inicialmente poderd parecer. Isto é, para mostrar que X ~ i,( basta exibir

um perfil no qual se verifique o sequinte:
1. Todos em X tém f nos seus votos,

2. Todos 0s que ndo estao em X tém Y nos seus votos;

X

3. Como resultado da eleicdo obtém-se ;‘ﬁ

Para ver que isto é suficiente, notemos que a Independéncia das Alternativas Irrele-

vantes assegura que X ficar, ou ndo, acima de Y no resultado final da eleigao nao

6A demonstraciao apresentada por Taylor usa uma “condi¢do de Pareto” mais [raca do que a

“condicao fraca de Pareto” por nds enunciada.
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depende, de modo algum, da posi¢ao ocupada por outros candidatos. A segunda
condigao reflecte o facto de a Monotonia garantir que basta considerar o caso em que
todos os eleitores que nao pertencem a A tentam evitar que X fique acima de Y no
resultado final, colocando no seu voto }X Assim, qualquer mudanga que ocorra nos
eleitores que nao pertencem a A s6 favorecera o candidato X e como se verifica que
))ﬁ no resultado final, o mesmo se continuara a verificar apos hipotética mudanca que
venha a ocorrer nos referidos eleitores. "

Definicao 2.2.2 O conjunto X € dito um conjunto ditador se X ~ f., Vv X,YecC.

Observagao 2.2.2

1. Se X € o conjunto de todos os eleitores, entao X € um conjunto ditador;

2. Se P é um eleitor e X= {P}, entao X é um conjunto ditador se ¢ s6 se P ¢ um
ditador. .

A condigao de Pareto garante que X' = £ é um conjunto ditador (vejam-se a defini¢ao
2.2.2 e a observagao 2.2.2). O objectivo a que se pretende chegar esta no extremo
oposto, isto é, procura-se um conjunto singular XY= {P}, em que P é um ditador,
contradizendo deste modo o enunciado do Teorema da Impossibilidade de Arrow. Este
objectivo serda obtido pela partigdo do universo dos eleitores £ = & como conjunto
ditador em dois conjuntos Y e Z, ou seja, X = YU Z e YN Z = (), de tal modo que
ou Y é um conjunto ditador ou Z é um conjunto ditador. Por partigoes sucessivas do

conjunto ditador, chegar-se-4 ao conjunto ditador singular XY= { P}.

Tendo em vista a demonstragao do Teorema da Impossibilidade de Arrow comegamos
por demonstrar um resultado que da uma boa oportunidade de ver como a Inde-
pendéncia das Alternativas Irrelevantes e a condigao de Pareto sao usadas em conjunto.
E que, nao sendo necessdrio para o que se segue — a prova de cinco lemas, que
estabelecem a prova do Teorema da Impossibilidade de Arrow — permite poupar algum

trabalho na demonstragdo dos cinco lemas.

Proposigao 2.2.1 Um qualquer sistema eleitoral que satisfaca simultaneamente a
Independéncia das Alternativas Irrelevantes e a condi¢ao de Pareto (forte) s admite
o empate de dois candidatos quando esses candidatos estao empatados em todos os

votos, e a eleicdo envolve, pelo menos, trés candidatos.
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Demonstragao: Assuma-se, por redugao ao absurdo, que se tem um sistema eleitoral
satisfazendo a Independéncia das Alternativas Irrelevantes e a condigao de Pareto e
um perfil envolvendo, pelo menos, mais de trés candidatos, no qual dois candidatos,
A e B, estao empatados no resultado final, que denotamos como A = B, e nao o estao
em, pelo menos, um dos votos. Seja X’ o conjunto dos eleitores que preferem A a B
(suponha-se, sem perda de generalidade, que X # (), seja J o conjunto dos eleitores
que preferem B a A, e seja Z o conjunto dos eleitores em que os candidatos A e B

estao empatados. O perfil eleitoral respectivo é traduzido tabela 2.23.

X Yy Z

Tabela 2.23: A= B

Seja C' um terceiro candidato, cuja existéncia esta garantida por hipotese. Considere-se
uma nova eleicdo em que todos os eleitores de X colocam C, algures, entre A e B,
obtendo-se a relagao A = C' = B, em que os eleitores de ) preferem C' a B, obtendo-se
arelagio C' = B = A, e em que os eleitores de Z colocam os trés candidatos empatados,

obtendo-se a relagao A =< B = . Tal situagao é traduzida pela tabela 2.24.

X y Z
A A C C
C C B B Az Bx@
B B A A

Tabela 2.24: (' = B= A
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Nesta eleicdo as posicoes relativas de A e de B mantiveram-se, pelo que A = B,
dado que o sistema eleitoral verifica a Independéncia das Alternativas Irrelevantes.
No entanto, pela condi¢ao de Pareto, como existe pelo menos um voto onde ' = B,
entao verifica-se que no resultado final se devera ter ' = B. Como B = A entao

teremos C = A.

Consideremos agora uma terceira eleicio em que todos os eleitores de X' e de Y
permutam as posigoes dos candidatos B e C, e os eleitores de Z continuam a manter os
trés candidatos A, B e C' empatados. A Independéncia das Alternativas Irrelevantes
garante que A = B, dado que as posigoes relativas dos candidatos A e B ficam

inalteradas. Veja-se a tabela 2.25.

X y zZ
A A B B
B B C C A=B=C
C C A A

Tabela 2.25: A= B > C

Os eleitores de A preferem o candidato A ao candidato B e o candidato B ao candidato
C, verificando-se a relagao A = B > C, os eleitores de ) preferem o candidato B ao
candidato €' e o candidato C' ao candidato A, verificando-se a relacao B = ' = A,
enquanto que para os eleitores de Z se mantém a relacao A =< B = (. Pela condigao
de Pareto, como existe pelo menos um voto onde se verifica que B > (', entao no

resultado final desta terceira eleigio ter-se-a B > €. Como A = B entao A > C.

Comparando as posigoes relativas dos candidatos A e C', tem-se que da segunda eleicao
(tabela 2.24) para a terceira elei¢ao (tabela 2.25) nenhum eleitor alterou as posigoes
relativas destes dois candidatos. Logo pela Independéncia das Alternativas Irrelevantes
o resultado tem de ser o mesmo. Mas vimos na segunda eleigao que C' = A (tabela
2.24) e na terceira eleigdo que A > C' (tabela 2.25), ou seja, estamos perante uma

contradicao. "
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Observe-se que se existisse um sistema eleitoral que satisfizesse as condigoes da pro-
posi¢ao acabada de demonstrar, esse sistema eleitoral desempataria o perfil ciclico de

Condorcet (vejam-se a tabela 2.27 e a figura 2.4) para trés candidatos e trés eleitores!

Os cinco lemas seguintes sio suficientes para completar a demonstragao do Teorema da
Impossibilidade de Arrow. Note-se que a Independéncia das Alternativas Irrelevantes

s6 é directamente usada na demonstracao do lema 2.2.1.

Lema 2.2.1 Suponha-se que X ~~ g, e que Y e Z formam uma particao de X

(podendo um deles ser o conjunto vazio). Entdo ouY ~ & ou Z ~ g, v C ¢ {A B}

Demonstracao: Considere-se o perfil eleitoral representado pela tabela 2.26 (onde

apenas sao assinaladas as posigoes relativas de A, B e C).

X Outros
Yy zZ
A C B
B A C
C B A

Tabela 2.26: Perfil usado para demonstrar o lema 2.2.1

Neste perfil todos os eleitores de ) e de Z, ou seja, todos os eleitores de X', colocam g.
Como supusemos que X ~ ;, entao no resultado final obter-se-a g. Em particular,
verifica-se que nao se podem obter simultaneamente g e i no resultado final, o que
implicaria pela transitividade, ﬁ como resultado final. Portanto tem de se ter g, ou

g. Consideremos os dois casos:
Caso 1: no resultado final obtemos g

. ; A
Neste caso, produzimos um perfil em que todos os eleitores de ) colocam -, nos seus

3 : A
votos e todos os outros eleitores colocam 2; no resultado final obtemos . Tendo em

e
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% ; 4 50,05 A
conta a observacao 2.2.1, isto ¢ suficiente para mostrar que J ~ .., 0 que prova o

lema 2.2.1 para este primeiro caso.

o
Caso 2: no resultado final obtemos ;

; o
Com um argumento igual ao usado no caso 1 mostra-se que Z ~~ ..

Com estes dois casos damos como provado o lema 2.2.1. "
Lema 2.2.2 Suponha-se que X ~ . Entdo X ~ [ e X ~ ., ¥V C ¢ {A, B}.

Demonstragao: Consideremos, em primeiro lugar, o caso particular do lema 2.2.1
onde Y = X e Z = 0. A conclusao a tirar é que ou X' ~» g que ¢ o desejado,

ou ® ~ 9. o que estd fora de causa dado que o sistema eleitoral usado satisfaz a

B?
condicao de Pareto. Assim, X ~= ? Completamos a demonstragao, considerando o
caso analogo em que tomamos V = ) e Z = X que, por um argumento igual ao usado

5 3 4 (8
na primeira parte da demonstragao, mostra que A ~ B (]

Lema 2.2.3 Se X ~ g, entao X ~~ i.

Demonstragao: Assuma-se que X' ~ g. Entao, pelo lema 2.2.2, X ~~ f., VX #A
Envolvendo um candidato C' tal que C' ¢ {A, B}, tem-se em particular A" ~ ? Mas
o lema 2.2.2 também garante que X' ~~ }c(” ¥ X # C, em particular, X' ~~ f Assim,
pelo lema 2.2.2, uma vez mais, tem-se que X ~- i, Y X # B, e portanto, X ~ ‘3

obtendo-se o pretendido. Resumindo,

A A B
X~ =2 =A== A
B C G

Lema 2.2.4 Suponha-se que existem dois candidatos A e B tais que X ~~ ;: FEntao

X € um conjunto ditador.

Demonstragao: Assuma-se que X ~ A e suponha-se também que X e Y sao dois

B!
quaisquer candidatos. Necessita-se de mostrar que X ~~ ); . Note-se que o lema 2.2.3

garante que X ~~ i. Assim, o lema 2.2.2 permite concluir que X pode forgar A
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acima ou abaixo de qualquer candidato, assim como pode forgar B acima ou abaixo

de qualquer candidato. Para se concluir a prova deste lema, considerem-se dois casos:

Caso 1: A=Y

. . X ;
Aqui, é preciso de mostrar que & ~ °. Mas, como se sabe que X" pode forgar A

abaixo de qualquer candidato, conclui-se que X ~~ i como pretendido.

Caso 2: A£Y

Como A ~~ g e A # Y sabe-se que X' ~ ;‘}.

qualquer candidato. Em particular X' ~~ f, concluindo-se o pretendido.

Assim X pode forgar Y abaixo de

Resumindo,

A
X~ =2 =X~
¥

Lema 2.2.5 Suponha-se que X € um conjunto ditador. Considerem-se dois conjuntos
VeZ talque X =YUZ eYNZ =0, isto é,Y e Z formam uma particao de X.

Entdo ou Y € um conjunto ditador ou Z € um conjunto ditador.

Demonstragao: Considerem-se trés candidatos distintos A, B e €. Uma vez que X

é um conjunto ditador, tem-se que X ~~ g. O lema 2.2.1 garante que ou Y ~ é.,

e neste caso ) é um conjunto ditador pelo lema 2.2.4; ou Z ~» g e entdo Z é um

conjunto ditador, novamente pelo lema 2.2.4. 3

Com a demonstragiao do lema 2.2.5 completa-se a demonstracao do Teorema da
Impossibilidade de Arrow. Provou-se que, partindo do universo dos eleitores, que
é um conjunto ditador, é possivel ir fazendo sucessivas partigoes do conjunto ditador,
até se obter um conjunto ditador singular, ou seja, até se obter o ditador. Como a
Ditadura nao satisfaz a condi¢ao de Pareto, o que prova a impossibilidade de encontrar

um sistema eleitoral que satisfaga as hipdtese do Teorema de Arrow,
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2.2.2 A relevancia da Independéncia das Alternativas Irrele-

vantes

Na seccao 2.1 foram introduzidos cinco sistemas eleitorais e, além das duas simetrias,
as quatro condigoes: a de Pareto (fraca e forte), a Monotonia, o Critério do Vencedor
de Condorcet e a Independéncia das Alternativas Irrelevantes. Mostrou-se que sé
a Ditadura satisfaz a Independéncia das Alternativas Irrelevantes, e o Critério do
Vencedor de Condorcet s6 é satisfeito pelo sistema sequencial aos pares com agenda.
Mas, além de nenhum sistema eleitoral satisfazer as quatro condigdes que se considera-
ram, aparentemente imprescindiveis para se produzir um sistema eleitoral que reflicta

adequadamente a vontade colectiva, prova-se uma outra condi¢ao igualmente forte:

Proposicao 2.2.2 Naio hd nenhum sistema eleitoral, para trés ou mais candidatos,
que satisfaga simultaneamente a Independéncia das Alternativas Irrelevantes e o Critério

do Vencedor de Condorcet.

Demonstragao: Assuma-se, por redugao ao absurdo, que existe um sistema eleitoral
que satisfaz simultaneamente a Independéncia das Alternativas Irrelevantes e o Critério
do Vencedor de Condorcet. Mostrar-se-a que este sistema eleitoral, quando aplicado
ao perfil ciclico de Condorcet (para trés candidatos), nao produz um conjunto de
vencedores, o que é uma contradicao, pois por definigao de sistema eleitoral tem que

se obter como resultado final uma ordenagao.

Considere-se o conjunto de candidatos S = {A, B, ('}, e o perfil ciclico de Condorcet
da tabela 2.27, formado por trés eleitores; designe-se esse perfil por p;. Como pode

ser observado na figura 2.4, nao se produz um vencedor de Condorcet.

o
2 1
Tipol Tipo3d Tipob

C>A 1 B>C
A C B

1 1 2
B A C

1
C B A A’ 2 A>B 1 4
Tabela 2.27: Pertil ciclico de Condorcet, p; Figura 2.4: Resultado de p;
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Seja Vi o conjunto dos vencedores para o perfil p;, que por hipdtese é determinado

pelo sistema eleitoral.

(i) A¢W
Seja py o perfil da tabela 2.28, obtido do perfil p; por troca de B com (' no

eleitor correspondente a terceira coluna.

Como por hipdtese o sistema eleitoral considerado satisfaz o Critério do Vencedor
de Condorcet entao C' é o vencedor, isto é, V, = {C}, pois C derrota, em
comparacoes dois a dois, cada um dos outros candidatos, por 2 a 1, conforme

pode ser observado na figura 2.5.

2 2
Tipo1l Tipo2 Tipo4 . |
C>A C>B

A ¢ C
B A B ‘ ‘

1
c 5 U P
Tabela 2.28: Perfil p, Figura 2.5: Resultado de ps

Considere-se o eleitor correspondente a terceira coluna; ele prefere o candidato
C ao candidato A. Se se trocarem as posigoes relativas de C' e de B esta troca
nao afecta a posicao do candidato €' relativamente ao candidato A. Entao,
como, por hipdtese, o sistema eleitoral satisfaz a Independéncia das Alternativas
Irrelevantes se A € V), entao também sera A € V,. Mas como se verifica que
Vo ={C} e A# C entéo s6 pode ser A & V.

(i) B¢ W
A demonstracao ¢ igual a anterior, bastando trocar no perfil da tabela 2.27, na
segunda coluna, correspondente ao segundo eleitor, as posigoes de C' e A. O que
permite mostrar de que B ¢ V) usando um argumento idéntico ao que foi usado

em (i).
(iii) C' ¢ W
A demonstragao ¢ analoga as anteriores, bastando trocar no perfil da tabela 2.27,

na primeira coluna, correspondente ao primeiro eleitor, as posigoes de A e B.
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Por (i), (ii) e (iii), mostra-se que A, B, ' ¢ V;, ou seja, V; = (), o que estd em

contradi¢ao com a definigao de sistema eleitoral. .

Este resultado, acabado de demonstrar, poe em evidéncia o facto da condigao da In-
dependéncia das Alternativas Irrelevantes ser demasiado forte. Portanto, na presenga
de trés ou mais candidatos (ou alternativas) nao é possivel exibir um sistema eleitoral

que possa ser considerado “razoavel] no sentido em que reflecte a vontade colectiva.



Capitulo 3

Votos, Algebra e Geometria

No presente capitulo apresentamos alguns resultados de Donald Saari, que usam
alguma dlgebra linear e geometria para estudar os sistemas eleitorais. Definir-se-a
vector de voto e caracterizar-se-a qualquer sistema eleitoral por um vector de voto.
Na posse de um vector de voto e de um pertil eleitoral, definir-se-4 uma fungao, que nos
permitira determinar a pontuagio de cada candidato no sistema eleitoral associado ao
vector de voto considerado. Definir-se-a também uma fungao que nos dara o resultado

de qualquer eleigao entre pares de candidatos.

A nocao de perfil diferencial, introduzida por Saari, ir-nos-a permitir escrever qualquer
perfil eleitoral como combinacio linear dos vectores de uma certa base de R® consi-
derada por Saari e, consequentemente, perceber o efeito que cada um dos subespagos

gerados pelos vectores dessa base tem sobre os sistemas eleitorais.

O capitulo termina com dois exemplos: o exemplo apresentado por Condorcet para
mostrar que a contagem de Borda apresenta falhas e o exemplo exposto por Borda a
Academia para mostrar que o sistema eleitoral plural pode nao representar a vontade

da maioria dos eleitores.

Todo o estudo feito ao longo deste capitulo tem por base um conjunto de trés candi-

datos § = {4, B,C}.

63
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3.1 Votos, vectores e resultados

Aos sistemas eleitorals assoclamos um vector
V3={abe), com az2b=eg

que determina o nimero de pontos a atribuir a cada posicao num voto: a pontos a
primeira posicao; b pontos a segunda posi¢ao; e ¢ pontos a terceira posicao. Este vector
é designado por vector de voto e permite ponderar cada voto atribuindo uma

pontuacgao a cada candidato.

Procedendo a uma normalizacao do vector de voto, considerando

3 w—g k=g 8 =g
Y = s , ,
a—ca—c a—c

fazemos assim com que o candidato mais preferido receba um ponto e o menos preferido

receba zero pontos. Por exemplo, ao vector
B* = (2,1,0),
usado na contagem de Borda, associamos o vector de voto normalizado

. 1 . 1
B==B=(1,-,0).
2 (2)

Com a normaliza¢ao aqui introduzida qualquer sistema eleitoral, com tres candidatos,

pode ser caracterizado por um vector de voto
y =il,8,0 0<s<1
w) = (L.50), eom 0Laxl.

Proposicao 3.1.1 Todos os vectores normalizados que representem um sistema elei-

toral com trés candidatos podem ser expressos por:

1
wd = (1,5,0) = b+ (.5‘ 5) B, 0<s<1ed =(0,1,0). (3.1)

Com efeito,

B+(s—3d = (1,5,0)+ (s—3)(0,1,0)
= (1,,0) + (0,5 - £,0)
(1,4 +s—1,0)
— (11970)

[<%]

= w;. n
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Para o estudo que se segue ¢ conveniente introduzir fungoes que associam os resultados
quer aos diferentes sistemas eleitorais quer as comparagoes dois a dois, a um qualquer

perfil.

Definimos F(p, V?) como um vector de R?, em que as coordenadas sao, respectiva-
mente, as pontuacoes dadas a cada um dos candidatos do conjunto S, para o perfil
p € P e pelo sistema eleitoral associado ao vector V3. Assim,
F:PxR — R}
(V%) +— F(p,V®) = (f(A), f(B), f(C))

onde, se p = (p1, P2, P3, Pa, Ps, Po), tal que p; é o nimero de votos do tipo j, com
j=1,...,6,e V3= (a,b,c), se tem)

f(A) = ap1 + ap + bps + cps + cps + bps

f(B) = bpy + cp2 + cps + bps + aps + aps

f(C) = cpi + bpz + aps + apa + bps + cps
Note-se que F (p, V?) é linear em ambas as varidveis, pois facilmente se verifica que

F(p, AVP +pVy) = AF(p, Vi) + uF (p,V5)
F(ap+Bq,V®) = oF (p,V®)+BF(q,V?),

para todos os escalares A, p, «, 3 € R, para quaisquer perfis p e g e para quaisquer

vectores de voto V3, V33, V33

Definimos, também, Gyx yy(p), com X, Y € §,e X # Y, como o vector de R? em que
as coordenadas sao, respectivamente, as somas dos votos que favorecem os candidatos
X e Y, quando comparados dois a dois, para o perfil p = (p1, p2, p3, pa, Ps, Ps), tal
que p; é o mimero de votos do tipo j, com j =1,...,6. Assim?
Giasy : P — R?
p — Gaps(p) = (p1+p2+ps Patps+pe);

G{A‘C} PP — R2
p +— Guacy(p) = (pr+ pa+pe, 3+ ps+Dps);

G{B.C} z P i RQ
p — Geyp) = (pr+ps+Dpes; P2+ Ps+pa)

!Tenha-se em atengdo cada tipo de voto, ja descrito na tabela 2.2.
2Tenha-se em atencao cada tipo de voto, j4 descrito na tabela 2.2,
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Saliente-se que Gyxyy(p) ¢ linear, dado verificar-se facilmente que

Gixyy (ap+ Bg) = aGxyy(p) + 8Gx.vy(9),
para todos os escalares a e 3 € R e para quaisquer perfis p e q.

No que se segue usaremos também a notagao Gxyy(p) = (g,(X), gp(Y)).

Proposicao 3.1.2 A contagem da eleigdo com o sistema eleitoral representado pelo

vector w?, para o perfil p, pode ser representada por:

F (p,w?) = F(p,b°) + (s = %) F(p,d®). (3.2)

O resultado decorre da linearidade de I e da proposicao 3.1.1. .

3.2 Decomposicao de perfis

Saari em [23, pp. 321-323] introduz uma decomposicao dos perfis eleitorais que facilita
a anéalise dos resultados eleitorais, quer para os diferentes sistemas eleitorais quer para
as comparacoes dois a dois, e permite, também, analisar as razoes da existéncia de

paradoxos.

Para tal é 1til introduzir a nocao de perfil diferencial, que é a diferenca entre dois
perfis que envolvam o mesmo nimero de votos; equivalentemente, um perfil ¢é dito
diferencial se e somente se a soma do niimero de votos ¢ zero. Importa ainda salientar
que também podemos aplicar aos perfis diferenciais as fungoes I’ e G, definidas na

secgao anterior, apesar de aqui p; ndo representar o niimero de votos de cada tipo.

Os perfis diferenciais sao usados para determinar bases convenientes para vdrios su-
bespacos de perfis; estas bases permitem perceber como se comporta cada sistema

eleitoral em funcao dos coeficientes dos vectores das bases.

Na determinacao de subespacos de perfis, com vista a analise do resultado de eleigoes,
Saari [23, pp. 321-323] poe em evidéncia quatro componentes: uma que nao afecta

nenhum resultado, qualquer que seja o sistema eleitoral considerado (ou comparagoes
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dois a dois) que designa por niecleo e que tem dimensao 1; uma componente cons-
tituida pelo conjunto dos perfis que s6 influenciam os resultados de comparagoes dois
a dois, que designa por componente de Condorcet, que tem também dimensao 1 (e
que explica as diferencas entre a contagem de Borda e os resultados de comparagoes
dois a dois); uma componente que designa por tnversa, de dimensao 2, e que nao
afecta os resultados das comparagoes dois a dois, afectando os resultados de qualquer
outro sistema eleitoral que se considere; por fim a componente bdsica, também de
dimensao 2, que é o conjunto dos perfis que produzem o mesmo resultado indepen-
dentemente do sistema eleitoral considerado, isto é, para qualquer sistema eleitoral ou

para comparacoes dois a dois, o resultado é sempre o mesmo.

Mais precisamente estes espacos sao definidos por:

1. O niicleo (K?) é o subespago gerado pelo vector:

K=(1,1,1,1,1,1).

2. O subespago (C*) de Condorcet ¢ o subespago gerado pelo vector:

¢ =(1,-1,1,-1,1,—1).

3. O subespago inverso (I°) é o subespaco gerado pelos vectores:
Ta=(1,1,-2,1,1,-2); Ip=(-2,1,1,-2,1,1); I =(1,-2,1,1,-2,1).
Saliente-se que estes trés vectores sao linearmente dependentes, tendo-se
Ic = —(14+ I).
4. O subespago bdsico (B?*) é o subespago gerado pelos vectores:
B,=(1,1,0,-1,-1,0); Bg=(0,-1,-1,0,1,1); B¢ =(-1,0,1,1,0,-1).
Também estes trés vectores sao linearmente dependentes, tendo-se

Bo = —(Ba + Bg).
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C C C
L] Ld L]
01 2! 1
1 0 1 2
11 111 1 1
10 0 12 2 1 1 4
1 e -1 1 11 1 14
10 1 0 1 2 1 2
A L B AI— .B A. - B
A - Béasico A - Inverso Condorcet
B - Basico B - Inverso
C - Basico C - Inverso

Figura 3.1: Simetrias dos diferentes subespagos

A simetria destes subespacos é evidente nas configuragoes geométricas da figura 3.1.

A reuniao das bases dos diferentes subespagos atras introduzidos forma uma base de

RS, isto é, o conjunto formado pelos vectores
K, C, Ba, Ia, Ip, Bg (3.3)

formam uma base de RS,

Como j4 foi referido, dim(K?) = 1, dim(C?) = 1, dim(Z°) = 2, e dim(B*) = 2;
e sendo os subespacos ortogonais dois a dois (para o produto escalar usual de dois
vectores) tem-se que sdo linearmente independentes. Qualquer vector da base de um
dos subespacos é ortogonal a qualquer vector da base de um outro subespago. Por

exemplo, [4 é ortogonal a Bg pois
I.-Bg=1(1,1,-2,1,1,-2)-(0,-1,-1,0,1,1) =0-14+24+0+1-2=0.

Resulta do exposto que
RE=KPaCaIeB. (3.4)

3.3 Conversao de perfis

Usando os métodos bésicos da algebra linear, é facil decompor o perfil

p=(p1, P2, P3, P4, Pss D), (3.5)
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onde figuram o nimero de eleitores de cada tipo, na base de R® dada por (3.3):

p=aBBA+bBBB+(L;I,4+b;]B+’yC+R:IC. (3())

Podemos escrever o perfil p, na forma da equagao (3.6), quando conhecermos o vector
V= ((.IB, bB, ar, b[, Y, k) (37)
formado pelos coeficientes de cada componente da base de R® dada por (3.3).

Com o objectivo de associar um vector v ao perfil p, considere-se a matriz quadrada
A=| B4 Bg Iy I C K |.

Ba i 1 0 -1 -1 0
By 0 -1 -1 0 1 1
i 1 -2 1 1 -2
Seja BF = A = a matriz transposta de A.
I —2 1 1 -2 1 1
C 1 -1 1 -1 1 -1
K 1 1 1 1! 1 1

Por definigio de produto de matrizes p = vAT donde v = p [A”] =

. ' ' . . —— T AT -1

Torna-se conveniente introduzir a matriz, de coeficientes inteiros, 7 = 6 [A" ] que
permite calcular v fazendo

v==-pT. (3.8)

3.3.1 Impacto da Decomposicao

A importancia da decomposigao deriva do modo como cada sistema eleitoral reage aos

diferentes subespacos.

Proposigao 3.3.1 Todos os perfis podem ser expressos da sequinte forma:
P=pk tps+tp+pc (3.9)

em que Py, P, Pr € po Tepresentam a projecgao do perfil p, respectivamente, no
nicleo, no subespago bdsico, no subespaco inverso e no subespaco de Condorcet. O

perfil diferencial

P + P+ P+ po
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tem as sequintes propriedades:

1. Todas as comparagoes dois a dois assim como qualquer sistema eleitoral ficam
empatados para qualquer perfil do nicleo, K3, dado que nos perfis do nicleo cada

tipo de voto aparece exactamente o mesmo numero de vezes.

2. (i) Todos os sistemas eleitorais normalizados tém resultados wdénticos para um
qualquer vector do subespago bdsico. Um perfil genérico do subespago bdsico

tem a forma pg = apBa + bpBg; tem-se ainda que

F (pg,wl) =
= F(apBa+bpBp,wl) = apF (Ba,w)) + bpF (B, w?) =
= (2ap, —ap, —ag) + (—bg, 2bp, —bg) =
= (2ap — bp, —ap + 2bp, —ap — bg). (3.10)

(1i) Os resultados de todas as comparagées dois a dois, para perfis do subespago
bdsico sio iguais aos resultados obtidos em qualguer dos sistemas eleitorais
considerados. Para pg = apBa+ bpBg e para as comparagoes dots a dois,
{A, B}, {A,C} e {B,C}, obtém-se, respectivamente, os valores:

Giapy(ps) =
= Giap) (apBa+ bsBg) = apGapy (Ba) +bsGa s (Be) =
= (2ap, —2ap) + (—2bp, 2bg) =
— (2ap — 2bg, —2ap + 2bs); (3.11)

Gacy(ps) =
= Giacy(apBa+bpBg) = apGacy (Ba) +bsGacy (Bs) =
= (2ap, —2ap)+ (0, 0) =
= (2ap, —2ap); (3.12)

Gsoy(ps) =
= Gy (apBa +bpBp) = aplp ey (Ba) + bsGp ey (Bs) =
— (0, 0) + (2bg, —2bg) =
— (2by, —2bs). (3.13)
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Note-se que estes valores nao dependem de s, quer se lrate de sistemas eleitorais

quer de comparagoes dois a dois.

8. (i) Para o subespago de Condorcet C* todos os sistemas eleitorais atribuem zero
pontos a cada candidato. Um perfil genérico do subespago de Condorcet tem

a forma pc = v(1,—1,1,—1,1,—1); a contagem para pc é:

F (pc,wl) =
= F(yv(1,-1,1,-1,1,-1),w}) = 4F ((1,-1,1,~1,1,~1),wf) =
= y(1-14s—-s,s—s5+1—-1,—-s+1—-1+s)=
= (0,0,0). (3.14)

(ii) Para o subespago de Condorcet C*, nas comparagoes dois a dois, vamos
obter como resultado um ciclo. Para pc = v(1,-1,1,—-1,1,—1) e para as
comparagoes dois a dois, {A, B}, {A,C} e {B,C}, obtemos, respectiva-

mente:

Gapy(pc) =
= G{A,B} L —1; byl L 1)) = ’YG{A,B} ((1;=1;1, =1, 1,~1)) =
= A(1—141,—141-1)=
= #{ly =1); (3.15)

Gacy(pe) =
= G (~(1,-1,1,-1,1,-1)) = 7Gac) ((1,-1,1,-1,1,-1)) =
= T L LT e
= (-1, 1); (3.16)

G{B.C}(PC) =
= Gee (¥(1,-1,1,-1,1,-1)) = 7@y ((1,-1,1,-1,1,—1)) =
= y(1+1-1,-141-1)=
= (1, -1). (3.17)

Se v > 0 obtemos o ciclo de Condorcet: A = B, B~ C ¢ (' = A, enquanto
que se vy < 0 o ciclo de Condorcet obtido é: A= C,C = B eB > A.
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4. Para a contagem de Borda e para as comparagoes dois a dois o resultado corres-
pondente a um perfil do subespago inverso € zero. Todos os sistemas eleitorais
que ndo usarem a contagem de Borda ou comparagées dois a dois tém resultados
diferentes de zero para cada vector da base. Um perfil genérico do subespago

inverso tem a forma p; = a;la + b;1p; para pr obtemos

F(pr,wy) =
= F(als+bilg,wl) = aF (Ia,wl) + by F (Ip,w]) =
= (2a; — dars, —ay + 2a;s, —ay + 2a;s) +
4 (=by + 2bys, 2by — 4bys, —by + 2bys) =
= (1—2s)(2a; — by, —a; + 2by, —a; — by). (3.18)

Uma maneira interessante, eficaz, e ja introduzida no exemplo 2.2, de contabilizar
os resultados das comparacoes dois a dois obtidos no ponto 2, é usarmos o triangulo

equilatero da figura 3.2.

C
-2&8 -2b5
'bB -ag
2aB apg- bB . -ag + bB 2bB
ap bg
A B
2ag - 2bg -2ag + 2bg

Figura 3.2: Resultados das comparacoes dois a dois para o subespago hdsico B

Suponhamos que para I (pg, w:) obtemos o resultado A = B > C.

Nestas condicoes, por (3.10), temos

A?—B:}QGB—b3>*GB+255<:>30,B>355<:>(L3>53.
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Uma vez que
A-C=2ap—bg>—ap—bg < 3ag >0 ap >0

¢ COINo

B>C= —ag+2bg > —ap —bg & 3bg > 0 & by > 0.

chegamos, assim, a condigao

a3>b3>0.

A condicdo ap > bg > 0, que se acabou de obter, para a comparagao dois a dois,

{A, B}, por (3.11) conduzira ao resultado A = B pois como ag > bg a condigio
2ap — 2bg > —2ap + 2bp & 2((11; = bB) > 2 (—LIB + bB)

faz com que a pontuagao de A seja positiva enquanto que a pontuagao de B é negativa.
De igual modo se verifica que os resultados para as outras duas comparagoes dois a
dois, {4, C} e {B,C}, sao, respectivamente, por (3.12) e por (3.13): A> Ce B > C.
Obtém-se, deste modo, o resultado esperado A = B > C'.

Salienta-se que para F (pg,w?) e para {X,Y,Z} = {A, B,C} aoresultado X » Y » Z

corresponde sempre a relagiao g > yp > 0.

Também, para as comparacoes dois a dois, considerando os pares de elementos do
conjunto {X,Y, Z} = {A, B, C}, as condigdes obtidas partindo do resultado X > Y >
Z para os coeficientes de cada vector da base do subespago béasico, BB, conduzem aos
resultados X =Y, X = ZeY = Z, que por sua vez levam a X > Y = Z, como

resultado final das comparacoes dois a dois, como era de esperar.

Relativamente ao ponto 3, da proposicao 3.3.1, e quanto as comparagoes dois a dois
a geometria do triangulo equilatero permite observar os dois ciclos referidos: A >~ B,

B> CeC» Anafigura 3.3; e na figura 3.4 ociclo A = C, C > Be B » A

Por fim, quanto ao ponto 4, da proposigao 3.3.1, na contagem de Borda, onde s = % e

portanto 1 — 2s = 0, tem-se por (3.18), que
F (pr,u}) = (0,0,0).
2

O resultado das comparagoes dois a dois é facilmente calculado e, tal como a contagem

de Borda, vai conduzir a um empate em que cada candidato tem zero pontos, resultado
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C C
Y Y ¥ ‘ g
C>A B>C A>C C>B
; Y = b Y
v/ ¥ LI v/ T LN
Tl E¥ Y \ -Y
A. ﬂy — -FY - B A Y po—a -y - B

A>B B>A

Figura 3.3: Comparagoes dois a dois Figura 3.4: Comparagoes dois a dois

para v > 0 no subespago de Condorcet para v < 0 no subespaco de Condorcet

evidente no triangulo equilatero da figura 3.5, pela simetria verificada relativamente a

contagem dos pontos de cada tipo de voto.

Vamos usar a proposicao 3.3.1 para construir um exemplo paradoxal de um perfil
eleitoral, no sentido em que o mesmo perfil, dependendo do sistema eleitoral usado,
provoca trés resultados diferentes. Designemos por p o perfil eleitoral que vamos

construir, 4 custa do perfil diferencial p,.

Suponhamos que queremos um perfil em que da contagem de Borda resulte a ordenagao
C~A»B.

A proposicio 3.3.1 garante-nos que o resultado da contagem de Borda ¢ estritamente
determinado por vectores do subespago basico. Temos entdao de procurar coeficientes
que satisfacam cp > ap > bg; por questdes de simplificagdo considerando cp = 2,

ag = 1 e by = 0 encontramos coeficientes que satisfazem o pretendido.

Com estes coeficientes definimos o perfil

P4 = pBZIBA+UBB+QBc=
= (1,1,0,—1,f1,0)+2(—1,0,1,1,0,41) =
= (—],1,2,1,—1,—2)
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C
0 ‘ 0
C~A , -23|+b| a|-2b| B~C
a|+b| ‘ a,+b|
0
a) - 2b -2a;+ b
A 0 0 ‘B
A-~B

Figura 3.5: Resultados das comparagoes dois a dois para o subespaco inverso, 7

Vejamos que a condigao inicialmente imposta, C' = A > B, para a contagem de Borda

é satisfeita:

1 1 1 1
3% . [ g AL L a1 _2Y—_(n _q:
F‘(pd,w%) —( Il =1, 2+2 1-2, 2Jr2-|-1 2) (0,-3,3),

o que implica o pretendido.

Constatamos ainda que, de acordo com a proposicao 3.3.1, todos os sistemas eleitorais

normalizados conduzem ao mesmo resultado.

Facamos agora com que B seja o vencedor de uma votagao plural, que ¢ dada pelo

vector wy. De acordo com a proposigdo 3.3.1 temos de adicionar um perfil inverso

pr = bylg; para escolher b; sabemos que o resultado que o perfil pp produz para w;
¢ igual ao obtido para a contagem de Borda; averiguemos qual é o resultado obtido

para p; = b;(0,—1,—1,0,1,1), numa votagao normalizada plural. Assim temos,
F (pr,wd) = F (biIp, w3) = (—br, 2b;, —by).

Tendo em conta os resultados obtidos, B serd o vencedor plural se —3 4 2b; > 3 — by,

on seja, 3b; > 6 e entao b; > 2. Adicionando a py o perfil p; = 37 obtemos

pa=pp+p=(-7,4,5-521).
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Saliente-se que a proposi¢ao 3.3.1 garante que nao alteramos a contagem de Borda,
pois para o perfil que estamos a adicionar a contagem de Borda de cada candidato ¢

zero (o mesmo pode ser afirmado para as comparagoes dois a dois).

Obtivemos o perfil py = (—7,4,5, 5,2, 1) que satisfaz as restrigoes impostas, uma vez

que obtemos o resultado 3 = C' = A para a votagao plural, pois
F(pa,wy) = (=7+4,2+1,5-5) = (-3,3,0),
mantendo-se inalterado o resultado para a contagem de Borda.

Usemos agora o subespago de Condorcet C* de modo a que nem A nem B sejam
vencedores de Condorcet; pela proposi¢ao 3.3.1 sabemos que o perfil de Condorcet pe,
a adicionar a py, nao ira alterar os resultados ja encontrados. Comecemos por comparar
os resultados, em comparacoes dois a dois, para o perfil pg e para (1,—1,1,—1,1,—1).
Usando o triangulo equildtero da figura 3.6 observa-se que para o perfil p; nas com-
paracoes dois a dois {A, B} e {A, C'} os vencedores sio A e C, respectivamente, com o
mesmo resultado; enquanto que na comparagao {B,C'} o vencedor ¢ €', com o dobro

da pontuacio dos vencedores das outras duas comparagoes dois a dois.

C C
2 | 4 1 _1
5 -5 -1
C>A C>B C>A 1 B>C
-2 4 2 -4 -1 7 1 1
-7 1 1 -1
AT ' ‘B A 1 B
2 asp 2 -
Figura 3.6: Comparagoes dois a dois Figura 3.7: Comparagoes dois a dois
para o perfil py para (1,-1,1,-1,1,-1)

J& sabemos que (1,—1,1,—1,1,—1) provoca o ciclo A = B, B > C e C = A. Assim,
considerando (—1)(1, 1,1, —1,1, —1), invertemos o ciclo fazendo, em particular, com
que C' = B. Se ao perfil p; adicionarmos (-2)(1,-1,1,-1,1,—1) provocamos um

empate nas comparacoes dois a dois entre {4, B} e {A, C'} néo obtendo, deste modo,
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um vencedor de Condorcet, conforme pode ser observado no triangulo equilatero da

figura 3.8, uma vez que

Pd = (_714751 757 27 ]-) b (_2129 _272a —2: 21 _2) = (_91 6133 _3103 '3)

Figura 3.8: Resultados das comparagoes dois a dois para py

Obtivemos, deste modo, um perfil diferencial py que satisfaz as condigoes que fomos

impondo.

Transformamos o perfil diferencial obtido, pg, num perfil propriamente dito, adicio-
nando pxg = 9K a pg obtendo p = (0,15,12,6,9,12). Este perfil, por construcao,
conduz ao resultado C' > A > B na contagem de Borda; conduz a B > C = A
no sistema eleitoral plural; nas comparagdes dois a dois obtemos A < B, A =< C e
C' = B fazendo com que nao exista vencedor de Condorcet. Portanto, o mesmo perfil

p provoca trés resultados diferentes conforme o sistema eleitoral adoptado.

3.4 Comparacoes dois a dois e decomposigao de
perfis
Vimos, na proposigao 3.3.1, que qualquer comparagao dois a dois assim como qualquer

sisterna eleitoral ficam empatados para um perfil do nicleo. Também vimos na

proposi¢ao 3.3.1 que o subespago inverso nao afecta o resultado das comparacoes
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dois a dois, dado que provoca um empate, atribuindo zero pontos a cada candidato.
Assim, as comparagoes dois a dois s6 sao afectadas pelas componentes bésicas e de
Condorcet de um perfil. Consequentemente todas as contagens de Borda, todas as
comparagoes dois a dois, todas as propriedades do vencedor de Condorcet e dos ciclos
ficam completamente caracterizadas pelos perfis diferenciais basico e de Condorcet,
(23, pp. 324-325].

Definimos 7,(X,Y) como a diferenga entre as contagens obtidas pelos candidatos
X, Y € 8, em comparagoes dois a dois, para o perfil p € P. Assim, e tendo em

conta que Gxy}(p) = (g,(X), gp(Y)), temos
»: Sx8S — R
(X,Y) — 7 (X,Y) = gp(X) — gp(Y)
Detalhemos um pouco o que se passa em comparacoes dois a dois para perfis do

subespago hasico.

A proposicao 3.3.1 garante-nos que os resultados das comparagées dois a dois no

subespaco bésico verificam a transitividade, isto é, se A > B e B > (' entdo A = C.
De facto, considerando-se pp = ag B4+ bg Bp, temos pela propriedade 2 da proposigao

3.3.1 que:

Gia,py(ps) = (2ap — 2bp, —2ap + 2bg);
Giacy(ps) = (2ap, —2ap);
G(s,cy(pB) = (20, —2bp).

Uma vez que por hipétese
A= B= 2ap —2bg > —2ag + 2bg & ap > bp.
Ainda, por hipdtese, verifica-se que
B> C = 2bg > -2bg & bp > 0.

Do exposto, vem que se bg > 0 e ag > by entdo ap > 0. Podemos entao concluir que

T

2ap > —2ap e consequentemente A > C.

Além disso podemos ainda afirmar que

Tpp (A, B) + Tpg(B,C) = 155(A, C) (3.19)
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o que significa que as contagens em duas comparagoes dois a dois determinam a terceira

contagem.

Este resultado é facil de provar. Temos

TZUB (A7 B) + TPE(B! C) = ngB(A) - ng(B) G ng(B) - gPB((j) =
= 2(13 —2bg+2(LB—2bB+2bB+2b[5 =
= 2ap+2ap = gpu(A) — 6pu(C) =
= Tu{AC)

Note-se que este resultado continua a verificar-se para qualquer permutagao circular

dos candidatos pertencentes ao conjunto S.

A transitividade nas comparagoes dois a dois nao se verifica. Comprovamos este facto
analisando os resultados das comparacoes dois a dois para o perfil p = (0,15,12,6,9,12)
construido no fim da secgao 3.2 e onde os resultados para as comparagoes dois a dois
sao: A=< B, A= CeC = B. Daqui inferimos que é a componente de Condorcet que

quebra a transitividade.

A equagao (3.19) realga o facto dos vectores do subespago basico medirem a “forga”
com que um candidato ganha a outro nas comparagoes dois a dois, 23, pp. 325-326].
Num “mundo ideal” esperamos que em comparagoes dois a doisse A = Be B =
entio A > C. Mais, esperamos que a vitéria de A sobre ' seja maior que a vitoria
de B sobre C'. Mas esta assercao é, em geral, falsa e, em particular para o subespago

bésico, verifica-se a igualdade (3.19).

Para compararmos os subespacos basico e de Condorcet use-se a representacao no
“cubo” apresentada por Saari [21, pp. 56-64], e que denotaremos por RC. No entanto,
aqui, em vez de usarmos 7,(X,Y’), vamos considerar a fracgao que se obtém quando

dividimos 7,(X, Y") pelo niimero de eleitores. Isto é, considerando v eleitores, definimos

X, Y
By = f_p_(’_) (3_20)
: ”
o que implica
-1<zxy <1 A zxy=—Tyx

O ponto (245,250, Tc.4) de R? define a contagem para todas as comparagoes dois a

dois entre os trés candidatos. A condigao —1 < xxy < 1 obriga a que qualquer ponto
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Ty

T3

Tz Ty

Figura 3.9: Representagao no “cubo” — RC

esteja “dentro” do cubo centrado na origem de aresta duas unidades (veja-se o cubo

da figura 3.9).

Repare-se que seis dos oito vértices do cubo correspondem a perfis undnimes., perfis
em que todos os eleitores tém exactamente as mesmas preferéncias (veja-se a tabela
3.1). Por exemplo, se todos os eleitores preferirem B = ' = A entdo o resultado

unénime implicard —z4 g = Tpc = Tc,a = 1, que define o vértice (—1,1, 1) do cubo.

Tipo Resultado Vértice Tipo Resultado Vértice
Tm. A-B-C (1,1,-1) T, C=B=A (-1,-1,1)
T, A-CsB (1,-1,-1) T3 B>=C»A (-1,1,1)
1, C-A=B (1,-1,1) s B=A=C (-1,1,-1)

Tabela 3.1: Perfis unanimes e respectivos vértices no cubo

Estes seis vértices definem o octaedro representado na figura 3.10, que ¢ o menor

conjunto convexo que contém todos os vértices [21, p. 26].

Os pontos do cubo que correspondem a contagem de alguma comparagao dois a dois sao
os que se encontram entre os planos z4 g +Tpc+rea=lexaptTre+Toa = -1,

observagio que resulta da definigao (3.20) (veja-se a figura 3.10).

As contagens das comparacoes dois a dois sdo representadas pela soma convexa dos
vértices correspondentes aos perfis undnimes. A saber, se p; ¢ a fraccao de eleitores
do tipo j com j € {1,...,6}, correspondente a um perfil diferencial p e E; é o vértice

unanime correspondente a cada tipo, entio a contagem g para o perfil p de comparagoes
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Ta Ts Ts

To

Figura 3.10: Os planos: x45 + 2pc + Zc.a = £1 e octaedro

dois a dois é;

6
9= _p;iE;.
i=1

Para ver que assim é, consideremos as fracgoes do perfil diferencial p obtido pelas
preferéncias de v eleitores, (p1, p2, P3, Pa, Ps, pe). Por definicao ¢ = (24 5, Tp.c, Toa)-

Usando a representacao no triangulo da figura 3.11 e a definicao de xx y vamos obter

q = (M +p2+ps—pa—ps—Pe, P1—P2—Pa—Pa+ps+ps, —P1—Pa+pa+patps—ps) (3.21)

Reciprocamente, ¢ = Z?:l pil; = DBy + polls + D3B3 + paBy + psEs + pels =
pi(l: 1, —1)+ps(l; =1, —L)}+pa( 1, =1, 1) 4pgl—1,~1, L)+ps(=1, 1, 1) +ps(—1,1,—-1) =
(p1+pP2+ps—Pa—Ps—Ps, PL—P2—P3—PatpPs+DPe —P1—P2+P3+pst+ps—Pe)
Obtendo o resultado (3.21), calculado com a ajuda do triangulo da figura 3.11 e com

a definicao de xx y.
A definigdo (3.20) de zx y permite escrever a equagao (3.19) como
TaB+ITBc =Tac < Tap+Tpc+Toca=0, (3.22)

obtendo-se a equagao de um plano em R* Este plano, que Saari, em [23, p. 326],
designa por plano transitivo é o lugar geométrico dos pontos que representam

resultados de comparagoes dois a dois onde se verifica a transitividade.
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XcA=-P1-Pa+tPa+Ps+Ps-pg P2 P4 Xgc=P1-P2-Pa-Ps+Ps+Pe
P2 ‘ Ps
Pq Ps

XaB=P1+P2+P3-P4-Ps-Ps

Figura 3.11: Calculo de 4.8, Tac € Tpo

Uma vez mais de acordo com a equacao (3.19), este plano, representado na figura 3.12,
contém todos os resultados associados a perfis que s6 contenham a porcao bésica. A

intersecgao com o cubo é um hexagono regular.

Figura 3.12: Plano transitivo e Eixo ciclico

Perpendicularmente ao plano transitivo, estd a recta que contém os vértices (1,1,1) e
(=1,—1,—1) do cubo, que definem os resultados ciclicos; Saari, em [23, p. 327], chama

a esta recta eizo eiclico, isto &, qualquer resultado de C* tem a direcgao deste eixo.
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Proposigao 3.4.1 O resultado de uma comparagio dois a dois, de wm perfil do su-
bespago bdsico, estd no plano transitivo; o resultado de uma eleicao para o perfil de
Condorcet estd no eivo ciclico. O resultado de qualquer perfil pode ser decomposto
nes suas projec¢oes no plano transitivo e no eixo ciclico. Geometricamente, o ponto

q € RC pode ser decomposto de modo tinico na forma
q=gqr+p(1,1,1), (3.23)

onde qr é um ponto do plano transitivo e p um escalar.

Saari designa a representagio (3.23) por sistema de coordenadas no plano tran-

sitivo.

Comecemos por provar que a contagem de uma comparacao dois a dois envolvendo
um perfil do subespago basico esta no plano transitivo. Dado que os vectores B4, Bp,
e B¢ sao linearmente dependentes, consideremos, sem perda de generalidade, o perfil
do subespago bésico pg = agBa + bpBp e provemos que a contagem ¢, que lhe
estd associada, pertence ao plano transitivo. Pela proposicio 3.3.1 e considerando
a diferenca entre as contagens obtidas por cada um dos candidatos obtemos ¢ =
4(ap — bg,bp, —ap), um vector cuja soma das coordenadas é nula e que por con-
seguinte esta no plano transitivo. Para provarmos que o resultado de uma eleicao
envolvendo um perfil do subespago de Condorcet estd no eixo ciclico, consideremos
pe = (1,-1,1,-1,1,-1). Pela proposigao 3.3.1 e considerando a diferenca entre as
contagens obtidas por cada um dos candidatos obtemos ¢ = 2(1,1,1), o que garante
que ¢ pertence ao eixo ciclico. Quanto ao facto de a contagem de qualquer perfil
poder ser decomposta como soma ortogonal resulta imediatamente do facto de o plano

transitivo e o eixo ciclico formarem uma base de R3. "
Proposicao 3.4.2 Ao perfilp = agBa+bgBg++C+ kK corresponde em RC o ponto

1
4= Y [2(ap — bg, bg, —ap) +v(1,1,1)], (3.24)

onde o primeiro vector € a componente do plano transitivo e o sequndo ¢ a componente

do eizro ciclico.

Reciprocamente, o ponto (qf , ¢, qi) + pu(1,1,1) de RC em que ¢7 + ¢F + q7 = 0,

corresponde aos perfis cujos coeficientes de cada vector sio descritos por:

wXogd Aad A
aB=T‘73, b,j:%, v=Mu, k=2, VA>0.  (3.25)

3
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Seja p = apBa+ bpBp +~C + kK; por definigdao dos subespagos basico, de Condorcet

e nucleo,
p=(ap+y+k, ag—bp—y+k, —bp+v+k, —ap—7+k, —ap+bp+y+k, bp—v+k).

Uma vez p escrito como um vector de R® e, pertencente a P, as contagens obtidas
) g

para as comparagoes dois a dois {A, B}, {B,C} e {C, A} sdo, respectivamente:

Gianm(p) = (2ap — 2bg + v+ 3k, —2ay + 2bg — v + 3k);
Gp.cy(p) = (2bp + 7+ 3k, —2bp — v + 3k);
Goay(p) = (—2ap + v + 3k, 2ap — 7 + 3k).

As diferengas entre as contagens destas trés comparagoes sao, respectivamente:

»(A,B) = dap—4bg + 27;
TP(B, C) = 4bB + Q’Y,
(C,A) = —4dap+ 2.

Dividindo por 6k, o ntiimero de eleitores, obtemos as coordenadas do correspondente

ponto

1 1
= a(4a5—4b3+27; 4bp+2v; —dap+27v) = s [4(ap — bp, br, —as)+2v(1,1,1)],

ou seja,

1
qg= 3_k [2 (CEB — bB,bB,—CLB) +'}/(1,1, 1)],

obtendo deste modo o que pretendiamos.

Reciprocamente, consideremos ¢, um ponto de RC, tal que

g= (s a.%)+r(1,11), (3.26)

com q] + g3 + g3 = 0. Pretendemos encontrar os escalares ag, bg, 7 e k que nos

permitam obter um perfil p que corresponda a q.

Por (3.24) temos que
X = ps k= I
3p

Como v é desconhecido e k é positivo podemos considerar o parametro A tal que

)\zz(i)v:)\,u
i
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e assim obtemos 5
k= 3 VA > 0.

Novamente por (3.24) temos que

2 T i s
;bB =3 e bg = 5

2 I N =
—3aB = (3 g = —503

o que prova o pretendido. n

Uma aplicagao interessante da decomposi¢ao de perfis dada por (3.9) na proposigao
3.3.1, é ver até que ponto as componentes bésica e de Condorcet influenciam a conta-

gem de Borda e as comparagoes dois a dois, para o mesmo perfil.

Consideremos, sem perda de generalidade, um perfil p para o qual a contagem de Borda
da o resultado A = B = C, o que se verifica, por (3.10), se e s6 se os coeficientes dos
vectores do subespaco basico satisfizerem ag > bg > 0; a contagem associada ao vector

normalizado b°, por (3.10), é:
F(p,b®) = (2ap — by, —ap + 2bg, —ap — bp). (3.27)

As contagens das comparagoes dois a dois para os pares de comparagoes {4, B}, {A, C'},
e {B, C}, respectivamente, por (3.11), (3.12) e (3.13), sao:

Gapyp) = (2ap —2bp, —2ap + 2bp);

Gacy(p) = (2a, —2ap);

Gipey(p) = (2bg, —2bp). (3.28)
Como apg > by > 0, entdo de (3.28) vem que A = B, A = C e B = C, ou seja,

a contagem para as comparagoes dois a dois estd de acordo com o imposto para a

contagem de Borda e é A > B > (', sendo A o vencedor de Condorcet.

Vamos agora ver que é possivel alterar o vencedor de Condorcet escolhendo um valor
apropriado para 7y, escalar associado & componente de Condorcet, que, como se sabe,
nio afectard a contagem de Borda. Assim, atendendo a linearidade de G'yxyy(p)
podemos adicionar a (3.28) o resultado obtido, respectivamente, em (3.15), (3.16) e
(3.17) para o vector y(1,—1,1,—1,1, —1) obtendo as contagens das comparacoes dois

a dois para os pares de comparagoes {A, B}, {A,C}, e {B,C}:
Gap(P) = (2ap—2bp+7v, —2ag+2bp —7);
Giacy(p) = (2a5 -7, —2ap +7);
Gisey(p) = (2bs+7v, —2bp—7). (3.29)



86 CAPITULO 3. VOTOS, ALGEBRA E GEOMETRIA

Para fazer B o vencedor de Condorcet necessitamos que B = A e que B > C em

comparacoes dois a dois, ou seja, que se tenha

2(&3—53)+’Y < —2(a3—b3)—’y A 2bg+7v> —2!)3—7 — Q(GB—bH) L~ & 2bg.

Proposicao 3.4.3 Considere-se o resultado para a contagem de Borda A = B = C
(ag > bp > 0) e as comparagies dois a dois {A, B}, {A,C}, e {B,C}.

(i) Uma condigio necessdria e suficiente para que o candidato vencedor da contagem
de Borda seja diferente do vencedor de Condorcet (B), associado as comparagoes

dois a dois, € que o coeficiente v, de C, satisfaga:
2((13 — bB) £ i 2bg (330)
(ii) Uma condigao necessdria e sufictente para que a contagem de Borda seja acom-

panhada de um ciclo, como resultado das comparagoes dois a dois, € que o

coeficiente vy, de C, satisfaga uma das sequintes inequagoes:
2ag < ¥V =32 Hl‘dX[(G‘.B — bB), bB] >y (3.31)
A primeira inequagdo define o ciclo A = B, B = C' e C = A enquanto que a

sequnda define o ciclo A = C, C' = B e B = A, em comparacoes dois a dois.

A prova da condigao necessdria e suficiente que nos conduzin aos sistemas de inequagoes
(3.30) foi feita como motivagdo para a proposicao; provemos, agora, a condigao ne-
cessaria e suficiente que conduz as inequagoes (3.31). Da contagem de Borda vem que
para as comparagoes dois a dois {A, B}, {B,C}, e {4,C} ja se verifica, por (3.28),
que A = B e B = C. Para completarmos o ciclo, se obrigarmos a que C' = A, nas

comparacoes dois a dois, tera de ser
2ap —y < —2ag+7 & 2ag <.

uanto ao ciclo A = C, C' = B e B = A como ja se verifica que A > C, uma vez mais
) q

por (3.28), resta-nos obrigar a que:
—2bg—v > 2bg+vy A—2(ap—bp)—y > 2(ag—bg)+y & —2bg >y A —2(ap—bg) > 7,

de onde resulta a condi¢io —2max [(ag — bg), bg| > 7. .
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3.5 Sistemas eleitorais e subespaco inverso

O subespago inverso ¢ “o responsavel” por muitos dos conflitos e paradoxos associados
aos sistemas eleitorais. Como provamos atrds, no subespaco bésico os resultados das
eleicoes baseadas em sistemas eleitorais sao sempre os mesmos e os ciclos sdo causados
pelo subespaco de Condorcet. Resta-nos, pois, estudar o subespaco inverso e verificar
que devidamente “manipulado” pode provocar uma série de paradoxos, levando a que
o mesmo perfil conduza a resultados completamente diferentes, dependendo do sistema

eleitoral usado.

Para percebermos os efeitos “perversos” do subespaco inverso vamos mostrar como

construir um exemplo de um perfil
p=aBa+bgBp +cgBe+ apla+bilg + ¢l

tal que o resultado associado & contagem de Borda é, por exemplo, B = A = (' ¢ em

que A é o vencedor plural e C' é o vencedor anti-plural.

Dado que o subespago inverso nio afecta a contagem de Borda, podemos desde j4
escolher os coeficientes do subespago basico convenientes. Assim, como pretendemos
o resultado B = A = C, entdo by > ap > 0. Podemos, pois, procurar um perfil p, da
forma

p=apBa+bgBg+a;jls+blg,

3

2 é, como vimos na proposicao 3.1.2,

cuja contagem associada ao vector w
) 1
F(pud) = F.8) + (5 5) P

Como para b* o resultado é F(p,b?) = (2ap — bp, —ap + 2bg, —ap — bp), enquanto

que para d* é F(p,d®) = (—4ay + 2b;, 2a; — 4b;, 2a; + 2b;), entdo o resultado associ-

ado a w? é

F (p7 T,Ug) = (2&5 — bB, —ag + 2[)3, —ap — bB) +

1
+ (3—5) (“4a[+2b152a1_4bf12a[+2bf)'

Para o sistema eleitoral plural s = 0, e entdo

F (p,wg) = (ZCI,B — by + 2a; — by, —ag + 2bg — a; + 2b;, —ap —bg —ay — f);) ’
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Como pretendemos que o vencedor seja A, entao A tem que vencer quer B quer ¢/, o

que nos leva ao sistema:

{ ZaB—bB—I—Qa;—b;>—a5+2b37a1+2b; <:>{ a; — by > —ag + bp

2(15—b3+2£b1*b[>—CLB—bB—(I[—bf ay > —apg

Para o sistema eleitoral anti-plural s = 1, e entao
F (p,'w‘?) = (2(13 = bB = 2(1[ + b;, —ap + 26}3 +ay — 2b1.. —ap — bB +a;+ b[) :
Pretendendo agora que o vencedor seja (', somos conduzidos ao sistema:

—aB—bB+a1+b;>2aB—bB~+2a1+b,r - ay > ap
—ag —bg+ar+b; > —ag+ 2bg +a; — 2b; b; > bg

Estamos agora em condigoes de afirmar que uma condigao necessaria e suficiente para
que um perfil genérico p tenha o resultado B > A > C para a contagem de Borda,
sendo A o vencedor plural e ' o vencedor anti-plural, é que bg > ag > cg =0, ¢; =

0, af > ag, by > bg e a;—b;>b3—a3.

Repare-se que para o mesmo perfil p, dependendo do sistema eleitoral usado, con-
segue-se fazer com que todos os candidatos consigam ser vencedores; esta estranha

combinacdo de resultados, s6 é possivel devido a existéncia do subespago inverso.

Resumindo, um caminho para evitar resultados estranhos e paradoxos eleitorais é
remover os subespacos inverso e de Condorcet de um perfil. Mas como a contagem
de Borda ndo é afectada por nenhum destes dois subespagos, uma solugao simples e
pragmética ¢ adoptar a contagem de Borda como sistema eleitoral. Este facto leva

Saari a considerar a contagem de Borda como o melhor sistema eleitoral [26, p. 127].

Analisemos o efeito de cada subespaco nos resultados associados a alguns exemplos

historicamente importantes.

Exemplo 3.1 No Essai, Condorcet, visando mostrar algumas fragilidades da con-
tagem de Borda, apresenta o perfil p = (30,1,10,1,10,29) como exemplo onde a
contagem de Borda e o vencedor de Condorcet nao sao o mesmo [6, pp. clrzvii- clrziz).
Os coeficientes da decomposigio de p, por (3.8), na base de RS, descrita em 3.2, séo:

1
(68,76, 28, ~20,19,81)..
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Podemos agora estudar o perfil apresentado por Condorcet a luz da decomposicio
apresentada por Saari. Assim, e no que ao subespago basico diz respeito temos que

£, B quanto ao subespaco inverso vird a; = -8 by =-2%; por fim, a

bB:—ﬁj
19
6

ag =

componente relativa ao subespago de Condorcet tem o coeficiente v = 12

Pela proposigao 3.3.1, no subespago bésico os resultados sio todos iguais qualquer que
seja o vector w? considerado. Assim, por (3.10), temos que, para o subespago bésico,

a contagem é

60 84 144
L —), (3.32)

F(pB’wg)(ﬁ’ 6' B

0 que nos permite afirmar que para a contagem de Borda (s = 1), para o sistema
eleitoral plural (s = 0), e para o sistema eleitoral anti-plural (s = 1), vamos obter

sempre o mesmo resultado, B > 4 > C.

A contagem do perfil p associado ao subespaco inverso, dado por (3.18), &

36 12 48
F (pryw?) = (1 — 25) (‘E' - ?)' (3.33)
Adicionando (3.32) com (3.33) obtemos para o sistema eleitoral plural a contagem

(% 72 —%), mantendo-se ainda o resultado B > A > C, enquanto que para o

8 67 6

3 itoral anti 1 . (9 9 _ 192 i ailtado 4 =
sistema eleitoral anti-plural obtemos (%, %, ——ﬁ—), conduzindo ao resultado A =<
B> C; é ja evidente que, apesar de fraca, hé alguma influéncia do subespago inverso

nos resultados do perfil em causa dependendo do vector w? considerado.

Por (3.11), (3.12) e (3.13) para a componente pg os resultados das comparacoes dois
a dois {A, B}, {A,C} e {B,C} sao respectivamente:

16 16
Gapyps) = (6’?);

68 68
G{A,C‘}(pB) = (E’_');

6
76 76
G.eylps) = (F‘_E)' (3.34)

Manteve-se, como era de esperar, o resultado B = A = (/. Adicionando agora a
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componente de Condorcet, com v = % a (3.1) tem-se o resultado:

3 3
Cun® = (3-5)

49 49
Giacyp) = (?’F);

95 95
Gieylp) = (F’E)' (3.35)

Alterou-se o resultado de B = A > C para A = B = C.

Este resultado mostra a influéncia que o subespago de Condorcet exerce sobre o
resultado das comparacoes dois a dois; reside neste subespago uma das causas de

grande parte dos paradoxos associados aos sistemas eleitorais.

Exemplo 3.2 Outro perfil frequentemente citado é o usado por Borda, em [4, p. 661,
para mostrar que o sistema eleitoral plural elege por vezes o candidato mais detestado
pela maioria dos eleitores. O perfil apresentado por Borda é p = (1,7,0,6,7,0), cujos

coeficientes na decomposi¢cdao acima mencionada sao:

1
5 (~10,-5,14,7,-5,21).
Assim, ag = —%, bp = —%, gy = %, by = g ey = —%. Por (3.10), a contagem
associada & componente pg do perfil p para qualquer w? é
15 15
F(Pngg) == (_—6_3 U) E) ) (336)

ou seja, obtemos o resultado C' > B = A.

Como a contagem de Borda ndo é afectada nem pelo subespago inverso nem pelo
subespaco de Condorcet, o resultado associado & contagem de Borda para o perfil p é,
também, C' = B » A.

A contagem do perfil p para o subespago inverso &, por (3.18):
21 21
F(p;,wz) = (1 = 28) (F, 0, —'E) . (337)
Da adicao de (3.36) com (3.37), para s = 0, obtemos a contagem associada ao sistema
eleitoral plural para o perfil p, e que é F (p,w3) = (1,0, 1), a que corresponde o

resultado A = B = C, que revela a grande influéncia que o subespago inverso exerce,
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neste perfil, a favor do candidato A. Também de (3.37) obtemos que o resultado
associado ao sistema eleitoral anti-plural se mantém igual ao ja obtido para o subespaco

basico.

No que respeita aos resultados das comparagoes dois a dois, {A, B}, {A,C'} e {B,C},

por (3.11), (3.12) e (3.13), vamos obter, para o subespaco bésico, respectivamente:
10 10
G = (-, =);
wnten) = (~5.%)
20 20
Giacy(ps) = (—Fag)a
10 10
Gisoylps) = (—— —). (3.38)

Ou seja, obtemos o resultado C' = B > A. Adicionando a componente de Condorcet,

com y = —g, obtém-se:

Guum) = (-

>l& oG
—_

ot

S

oG =
~

G{A,G}(P) = (

p—
(o]
[
o

—,) | (3.39)

Que nao altera o resultado ja obtido, prova que o perfil apresentado por Borda nao é

Gisey(p) = (—

>|
(@)}

afectado pela componente de Condorcet.

Resumindo, podemos dizer que o perfil que serviu de base a Borda para mostrar as

deficiéncias do sistema eleitoral plural s6 é afectado pelo subespaco inverso.
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