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Resumo

O trabalho desenvolvido nesta tese tem como ponto de partida dois sistemas
de equacdes diferenciais com simetria, um em R* e outro em R*, ambos estu-
dados em (Aguiar, M.A.D., Vector Fields with heteroclinic networks, tese de
doutoramento, Departamento de Matematica Aplicada, Faculdade de Ciéncias
da Universidade do Porto, 2002). A simetria do sistema em R? induz a existén-
cia de uma rede heteroclinica assimptoticamente estdvel entre seis pontos de
equilfbrio numa superficie esférica invariante e globalmente atractora. Dada a
equivariancia do sistema em R*, por um grupo cuja acgéo é isomorfa a Z,, e com
base no artigo de (Aguiar, M.A.D, Castro, S.B. & Labouriau, 1.S., Simple Vector
Fields with Complex Behaviour, Int. Jour. of Bifurcation and Chaos, Vol. 16,
Nr. 2, 2006 (a ser publicado)), o campo de vectores em R? é rodado para R,
obtendo-se um sistema de equacdes diferenciais com simetria SO(2), cujo fluxo
possui uma rede heteroclinica entre uma trajectéria periédica e quatro pontos
de equilibrio.

Dado o campo de vectores em R* ser equivariante por um grupo cuja accéo
é isomorfa a (Z2)2, generaliza-se a técnica de rotagao e obtem-se um sistema
definido em R® com a simetria do toro de dimenséo 3, cujo fluxo possui um ciclo
heteroclinico assimptoticamente est4vel entre trés trajectérias periédicas, numa
superficie esférica de dimensao § invariante e globalmente atractora.

Os exemplos apresentados nesta tese reflectem um papel fundamental da
simetria em sistemas de equagoes diferenciais, a qual favorece a existéncia de
ciclos e redes heteroclinicos, bem como a sua estabilidade estrutural para per-

turbacoes que preservem uma certa simetria.




Abstract

In this study we consider two systems of differential equations with symmetry,
one in R? and other in R*, both studied in (Aguiar, M.A.D., Vector Fields
with heteroclinic networks, Doctoral Thesis, Applied Mathematics Department,
Faculty of Science Oporto University, 2002). The symmetry of the system in R3
leads to the existence of an asymptotically stable heteroclinic network between
six equilibria on an invariant and globally attracting spherical surface. Due to
the equivariance of the system in R® by a group action isomorphic to Z,, and
based in (Aguiar, M.A.D, Castro, S.B. & Labouriau, 1.S., Simple Vector Fields
with Complex Behaviour, Int. Jour. of Bifurcation and Chaos, Vol. 16, Nr. 2,
2006 (to be published)), the vector field in R? is rotated to R* to give a system
of differential equations with SO(2) symmetry, whose flow has a heteroclinic
network between a periodic trajectory and four equilibria.

As the vector field in R* is equivariant by a group action isomorphic to (22)2,
we generalise the rotation technique to get a system in R® with the symmetry of
the three-dimensional torus, whose flow has an asymptotically stable heteroclinic
cycle between three periodic trajectories, on a five dimensional invariant and
globally attracting spherical surface.

The examples presented reflect a major role of symmetry in systems of dif-
ferential equations. Symmetry forces the existence of heteroclinic cycles and
networks, as well as its structural stability for perturbations which preserve a
certain symmetry.
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Introducao

Seja £ = g(x), x € R”, um sistema de equacoes diferenciais ordinarias e
auténomas onde g : R* — R"™ é um campo de vectores C®. Diz-se que um
compacto U C R" & um conjunto invariante pelo fluxo de & = g(z) se as curvas
solugao do sistema com condigao inicial em U, estéo todas contidas em U. Se o
conjunto U, para além de invariante pelo fluxo, tiver variedades estével e instsvel

(ndo degeneradas no conjunto), entdo U é uma sela invariante (Field [9]).

Dado um conjunto finito ordenado de selas invariantes pelo fluxo e mutu-
amente disjuntas A, ..., A,, diz-se que existe um ciclo heteroclinico associado
a esse conjunto de selas se a variedade instavel de cada sela, Ay, intersectar a
variedade estdvel da sela seguinte, Ax;1(modn).- Quando a interseccdo da varie-
dade instavel de uma sela A; com a variedade estdvel de uma outra sela A, é
nao vazia, diz-se que existe uma ligagdo heteroclinica da sela A, para a sela A,.
Nesta tese, uma rede heteroclinica é considerada como uma uniao conexa de
ciclos heteroclinicos. Os exemplos apresentados nesta tese exigem a nocao de

ciclo heteroclinico, ligacao heteroclinica e rede heteroclinica.

No ambito deste trabalho, estudam-se sistemas de equacdes diferenciais com
simetria, isto é, sistemas de equagoes diferenciais cujo campo de vectores associ-
ado comuta com um determinado grupo de Lie I'. Ao grupo de Lie I', chama-se
frequentemente grupo de simetrias do sistema e, nas condigoes referidas, o sis-
tema diz-se I'—equivariante. Ao longo da exposi¢ao, considera-se apenas o caso

de I" ser compacto.

Irequentemente, a existéncia de ciclos e redes heteroclinicos origina compor-
tamento dindmico complexo e imprevisivel, por vezes, caético (ver por exemplo,
Aguiar [1], Aguiar, Castro & Labouriau [2] e [3] e Dawes & Postlehwaite [6] e
suas referéncias). Muitas vezes, a dinAmica de tais sistemas apenas é possivel de

ser estudada numericamente. Deste modo, torna-se 1til a existéncia e o estudo

iii



iv 0. Introducao

de sistemas mais simples, com dinamica igualmente complexa, mas que sejam
passiveis de manipulacao analitica. A constru¢do de exemplos nessas condicoes
é efectuada, por exemplo, em Aguiar (1], Aguiar, Castro & Labouriau [2], Field
[9] e nesta tese. A compleigdo destes modelos faz uso da simetria. Esta facilita
o estudo da din&mica dos sistemas, impondo restrigdes a geometria das solucoes
e forcando a existéncia de subespagos vectoriais de R" invariantes pelo fluxo.
Por outro lado, a simetria pode também complicar bastante a dinamica dos
sistemas ao favorecer a existéncia de ciclos e redes heteroclinicos. Em sistemas
em geral, que nao sejam equivariantes por um dado grupo de simetrias, nao é de
esperar que existam ciclos heteroclinicos na sua dinamica, muito menos ciclos

heteroclinicos que sejam estruturalmente estéveis.

O sistema de Guckenheimer-Holmes [15] & um exemplo pioneiro na ilustracao
do modo como a simetria de um sistema pode favorecer a existéncia de ciclos
heteroclinicos. Em [1], Aguiar estuda uma perturbagao de ordem cinco deste
sistema, a qual possui uma rede heteroclinica entre pontos de equilibrio numa,
superficie esférica invariante e globalmente atractora. Em [1], a rotagio do
sistema perturbado de Guckenheimer-Holmes em torno de um plano de simetria
originou um sistema em R* com uma rede heteroclinica envolvendo pontos
de equilibrio e uma trajectéria periédica. Nesta tese, prova-se a conjectura
da existéncia de um ciclo heteroclinico entre trés trajectérias periédicas num
sistema em R®, obtido pela rotacao do sistema em R*, em torno dos restantes
hiperplanos de simetria. A existéncia de tal ciclo heteroclinico é confirmada por
simulagao numeérica usando a ferramenta DSTOOL (Guckenheimer [14]). Prova-
se ainda que o ciclo heteroclinico é assimptoticamente estavel, generalizando um
resultado provado em Aguiar, Castro & Labouriau [2], onde se enuncia que a
rotagao, em torno de um plano de simetria, de um compacto assimptoticamente

estdvel € um conjunto com as mesmas caracteristicas.

A tese estd estruturada do seguinte modo:

e No capitulo 1, apresentam-se defini¢oes e resultados basicos sobre equacoes

diferenciais, simetria e teoria de grupos usadas neste trabalho.

e No capitulo 2, definem-se ciclos e redes heteroclinicos, caracterizando-os
quanto & sua estabilidade estrutural e enunciam-se as duas verstes do
critério de Krupa e Melbourne (apresentado em [25]) para se provar a
estabilidade assimptética de um ciclo heteroclinico robusto. A primeira

versao, utilizada no capitulo 3, é vdlida quando I' é um grupo de Lie
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finito e o ciclo heteroclinico é constituido apenas por pontos de equilibrio
estaciondrios. A segunda variante do critério de Krupa e Melbourne é
usada quando o ciclo heteroclinico é constituido por equilibrios relativos
(6rbitas de grupo invariantes pelo fluxo) e dimI’ > 0. Nesta segunda
versao, invoca-se um teorema provado por Krupa [24], o qual garante que
o campo de vectores I'—equivariante ¢, ao longo de uma vizinhanga de um
equilibrio relativo, pode ser escrito como soma dois campos de vectores
I'—equivariantes: um normal gy e outro tangente gr. Deste resultado

decorre que a estabilidade assimptética dos equilibrios relativos pode ser

~ estudada a partir da estabilidade assimptética dos pontos de equilibrios de

gn- A aplicagao desta segunda versao é ilustrada no capitulo 4 desta tese.

Um aspecto que pode parecer contra-intuitivo é que a quebra de simetria de
um sistema (obtida através da adi¢do de termos nao '-equivariantes), pode
também levar ao aparecimento de ciclos heteroclinicos. Este resultado,
provado por Lauterbach & Roberts [27], foi o ponto de partida para o
exemplo exibido no artigo de Hou & Golubitsky [21] e que, nesta tese, é
descrito brevemente na parte final do capitulo 2.

No capitulo 3, estuda-se um sistema de equagdes diferenciais definido em
R3, estudado por Aguiar [1] na sua tese de doutoramento. De acordo com
o Teorema da Esfera Invariante (Field [9]), prova-se a existéncia de uma
superficie esférica de dimensao 2 invariante pelo fluxo e globalmente atrac-
tora. Na restricao do fluxo a esta variedade, existe uma rede heteroclinica
assimptoticamente estdvel, entre seis pontos de equilibrio. A prova da es-
tabilidade assimptética recorre & simetria do sistema e ao critério de Krupa
e Melbourne, enunciado em [25] (caso I finito), usando apenas os valores

préprios nao radiais dos pontos de equilibrio.

No capitulo 4, obtem-se um sistema de equacoes diferenciais em R* com
uma superficie esférica de dimenséo 3 invariante pelo fluxo e globalmente
atractora, na qual existe uma rede heteroclinica assimptoticamente estével
envolvendo uma trajectéria periédica e quatro pontos de equilibrio. Esta
técnica de construcao foi usada por Aguiar em [1] e consiste num "levan-
tamento"do campo de vectores de R? para R*, através de uma rotagao em
torno de um plano de simetria. Este método é apresentado como uma téc-
nica geral na construgao de exemplos, com certas propriedades, em Aguiar,
Castro & Labouriau [2]. Apesar de mais rapida e directa recorrendo ao

artigo [2], a prova da estabilidade assimptética da rede recorre a simetria
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do sistema e & segunda versdo do critério de Krupa e Melbourne (caso
dim I > 0).

Usando a simetria do sistema em R? e generalizando a técnica de cons-
trucao exibida em Aguiar, Castro & Labouriau (2], exibe-se, no capitulo 5,
um sistema de equagoes diferenciais em R® com um ciclo heteroclinico entre
trés trajectérias periédicas hiperbdélicas que é assimptoticamente estdvel.
Para se provar que o ciclo é assimptoticamente estével usa-se a generaliza-
¢ao dos resultados apresentados em Aguiar, Castro & Labouriau [2].



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Sistemas de Equacgoes Diferenciais

Neste trabalho, estudam-se sistemas dindmicos continuos que, em geral, sao
descritos por sistemas de equacoes diferenciais. De seguida, vao-se introduzir
alguns conceitos basicos que serao utilizados ao longo desta tese comecando
pela defini¢ao de sistema de equagoes diferenciais (ordindrias). O conteido desta

primeira seccao segue de perto Hirsch & Smale [18] e Perko [31].

Definicao 1.1 Um sistema de equagoes diferenciais ordindrias com k pardme-

tros é um sistema da forma
dx
i A
dt g<I7 )7

onde g : R® x R* — R™ ¢é uma aplicacio C* (n,k € N).

Neste trabalho, restringe-se o estudo a sistemas de equagoes diferenciais a

um parametro, isto é, sistemas da forma ‘fl—f = g(z,)), onde A € R. No caso
de sistemas de equacoes com mais pardmetros, o estudo é andlogo. Além disso,
consideram-se equacoes diferenciais auténomas, nas quais a aplicagao g nao de-

4z Jenotar-se-4 por i.

pende explicitamente da varidvel . Frequentemente, <7

O campo de vectores na defini¢do de equagao diferencial assume o espago
vectorial real R™ como o espacgo das varidveis, também designado por espago de

fase. Dependendo do interesse do estudo, diversos autores consideram o espago
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de fase como sendo um espago de Banach (espaco vectorial normado completo)
ou um espaco de Hilbert (espago vectorial com produto interno e cuja norma é

completa).

Definigao 1.2 Fizado A € R, uma curva solugao da equagio diferencial © =
g(z,\) € uma aplicagdo ¢ : J — R", onde J C R e tal que

W _ o(a(0), ).

Uma solugdo ¢(t) pode ser interpretada como uma curva no espago R", cujo
vector velocidade, em cada ponto, é dado por g(¢(t), ). A trajectéria de uma
solucdo é a projecgdo, em R", do seu grafico. Ao conjunto das trajectérias da
equacao diferencial chama-se habitualmente de fluzo. A representacao do fluxo
em R" denomina-se por diagrama de fase do sistema de equagoes.

Em geral, um sistema de equagoes diferenciais tem uma infinidade de solugoes.
Adicionando ao sistema uma condigdo inicial da forma ¢(tg) = p, com g € R e

p € R™ e se o campo de vectores ¢ satisfizer a condigao de Lipschitz, o Teorema

da Existéncia e Unicidade de Solugao (ver Perko [31], capitulo 2.2) assegura que

{ = g(z,\)

¢(to) =p

tem uma e uma s6 solu¢ido (num intervalo fechado em torno de t;). Se se
considerar uma restri¢do de g a uma variedade compacta, Chillingworth provou
que o sistema acima tem uma e uma s6 solugdo definida para todo ot € R
(Perko [31], capitulo 3.1). Nesta tese, a dindmica dos sistemas pode ser restrita a
compactos. Assim, é usual designar por ¢(t, p) a tinica curva solu¢ao (definida em
R) do sistema & = g(z, A) que, num dado instante est4 na posicao p; no decorrer
deste trabalho, convenciona-se t; = 0. Daqui por diante, vai-se supor que as
condicdes do Teorema da Existéncia de Unicidade de Solucdo sao satisfeitas

basta que a fungéo g seja C € que as S01UQ6€S podem ser definidas para todo
q d

1.1.1 Invariantes pelo Fluxo

Definicdo 1.3 (Perko [31], capitulo 2.5, defini¢do 2) Sejam U um subcon-
junto de R™ e & = g(z, \) um sistema de equagdes diferenciais. Diz-se que U é

invariante pelo fluxo do sistema & = g(z, A) se

vpe U, Vt € R, ¢(t,p) CU.
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E trivial concluir que § e R” sao subconjuntos invariantes pelo fluxo. Uma vez
que estes subconjuntos invariantes nao tém grande interesse, é usual considerar-
se apenas os subconjuntos proprios de R™. Da definigao resulta imediatamente
que toda a trajectoria é invariante pelo fluxo, sendo que o exemplo mais simples

é o de ponto de equilibrio.

1.1.2 Pontos de Equilibrio e sua Estabilidade

Numa interpretacao cinemdtica, um ponto de equilibrio é um ponto do espago
de fase que nao se move pelo fluxo, ao longo do tempo ¢, isto é, que possui

velocidade nula.

Defini¢ao 1.4 Relativamente & equacdo & = g(x, \) e fizado X € R,

1. o ponto zy € R™ diz-se um ponto de equilibrio se zy é uma solugdo da

equacdo g(z,\) = 0.

2. uma solugdo ¢ : R — R" do sistema diz-se T —periddica, T € RT, se e s6

seVt R, ot +T) = ¢(t).

3. o periodo de uma solugdo ¢, T-periddica é o menor K € RT tal queVt € R,
ot + K) = o(t).

Dada uma condic¢ao inicial perto de um ponto de equilibrio, a trajectéria da
solucgao definida por essa condigao inicial pode-se aproximar, afastar ou manter a
mesma distancia desse ponto de equilibrio. Este comportamento est4 relacionado
com o conceito de estabilidade de um ponto de equilibrio. De acordo com as
definigoes 1, 2 e 3 de Hirsch & Smale ([18], capitulo 9), tem-se:

Definigao 1.5 Seja zy € R™, um ponto de equilibrio da equagcdo & = g(x, )).

1. O ponto xy diz-se um ponto de equilibrio Lyapunov estédvel se para qualquer
vizinhanca U de xq, exziste uma vizinhanga W de xg contida em U tal que
se ¢(t) € uma solugdo da equagdo diferencial e ¢(tp) € W (para algum
to € R), entdo ¢(t) estd contida e U para todo t > ty.
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2. O ponto xg diz-se um ponto de equiltbrio assimptoticamente estdvel se é
Lyapunov estdvel e se eriste uma vizinhanca W de xq, tal que se ¢(t) é
uma solugGo da equagdo diferencial com ¢(ty) € W, para algum ty € R, se

tem tlifrn o(t) = xy, ou seja,
Ve >0,IM e RVEER : t > M = ||¢(t) — o] < &

3. O ponto zy diz-se um ponto de equilibrio instével se ndo é Lyapunov es-
tavel, wsto é, se eriste uma vizinhanca U de xq, tal que para toda a viz-
inhanga W de xy contida em U, existe pelo menos uma solugdo ¢(t) da

equacdo diferencial com ¢(ty) € W (para algum ty € R) e

Etl eR: (tl >t0/\(f)(t1)¢U).

Um ponto de equilibrio assimptoticamente estdvel ¢ um atractor local, no

sentido que, para qualquer p numa vizinhanga desse ponto de equilibrio, a curva

~ ¢(t,p) aproxima-se, tanto quanto se queira, para esse ponto de equilibrio. Con-

vém notar que um ponto equilibrio Lyapunov estdvel pode nao ser um atractor.

Definicao 1.6 (Hirsch € Smale [18], capitulo 9) Seja xy, € R™, um ponto

© de equilibrio da equagdo & = gz, \).

1. Diz-se que zg € um ponto de equilibrio hiperbélico se Dg(xz, A)|,, ndo tiver

valores préprios com parte real nula.

2. Sen = 2, diz-se que x5 é um centro se todos os valores préprios de

Dg(z, )4, sGo tmagindrios puros e conjugados.

Em Perko [31], prova-se que se zp é um ponto de equilibrio Lyapunov estavel,
entao a parte real de todos os valores préprios de Dg(z, \)|,, séo nao positivos.
Um dos corolérios imediatos deste facto & que um ponto de equilibrio hiperbélico

ou é assimptoticamente estdvel ou é instdvel.

Definicao 1.7 (Hirsch € Smale [18], capitulo 9) Seja x4 € R™, um ponto
de equilibrio hiperbolico da equagéo & = g(z, ).

1. Diz-se que Ty é um poco se todos os valores proprios de Dg(xz, N)|,, tém

parte real negativa.
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2. Diz-se que xq € uma fonte se todos os valores proprios de Dg(x, \)|,, tém

parte real positiva.

3. Diz-se que zy € um ponto de sela se existem valores proprios de Dg(z, \)|,,

com parte real positiva e valores proprios com parte real negativa.

Y A Y

AN,
NS

Figura 1.1: Exemplos de diagramas de fase de equagdes diferenciais que eviden-
clam trés pontos de equilibrio pogo, fonte e sela, respectivamente.

-

4. Sen =2, diz-se que zy é uma fonte em espiral se todos os valores proprios

de Dg(z, )|z, tém parte real positiva e parte imagindria nao nula.

5. Sen = 2,diz-se que zy é um pogo em espiral se todos os valores proprios

de Dg(z, )|z, tém parte real negativa e parte imagindria ndo nula.

Por vezes, uma fonte em espiral também pode ser designada por foco in-
stdvel e um poco em espiral por foco estdvel. Um pogo e um foco estavel sao
exemplos de pontos de equilibrio atractores. Uma fonte e um foco instdvel sao
exemplos de pontos de equilibrio repulsores, no sentido que qualquer trajectéria

arbitrariamente perto do ponto de equilibrio se afasta dele.

Em seguida, apresenta-se a defini¢ao de Perko [31], para sistemas topologica-
mente equivalentes em torno de Ogn. A defini¢ao é generalizdvel para qualquer

ponto de equilibrio, efectuando uma translacao.

Definicao 1.8 (Perko [31], capitulo 2.8) Sejam g e h dois campos de vectores
em R" de classe C™ tais que Ogn é wm ponto de equilibrio do sistema i =
g{z, A) e h € linear. Os sistemas © = g(xz,\) e & = h(x, \) sdo topologicamente
equivalentes numa vizinhanca de Or~ se existern abertos U e V de R™, com

Orn € U e0rn € V, e um homeomorfismo H : U — V que envia as curvas solu¢do
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de & = g(x, A) nas curvas solugdo de © = h(zx, \), preservando o seu sentido. Se,
para além do que foi referido, a aplicacdo H preserva a parametrizagdo do tempo,

entdo os sistemas & = g(x,A) e & = h(x,\) sdo topologicamente conjugados.

O homeomorfismo H da defini¢ao anterior, é designado por conjugacio topo-
l6gica. Mais geralmente, dois campos de vectores g e h dizem-se topologicamente
equivalentes se existe um homeomorfismo que envia as curvas solucao de £ =

g(z, \) nas curvas solugéo de £ = h(x, \), preservando o seu sentido.

Se g € R™ é um ponto de equilibrio do sistema & = g(z, ), entdo é usual

chamar a
& = Dg(z, Ao (T — 20) (1.1)

a parte linear de g no ponto zy. O Teorema de Hartman-Grobman basicamente
enuncia que se g for um ponto de equilibrio hiperbdlico, entdo existe uma
vizinhanca V' de zy tal que o sistema (1.1) possui o mesmo comportamento

qualitativo que o sistema inicial ¢ = g(z, A).

Teorema 1.9 (Teorema de Hartman-Grobman) Sejam E um subconjunto
aberto de R e g : E — E diferencidvel. Seja zo € E um ponto de equilibrio
hiperbélico do sistema & = g(xz,\). Entdo a parte linear de g conjuga topologi-

camente o sistema & = g(x, A), numa vizinhanga de xy.

A demonstragao do teorema anterior pode ser encontrada no capitulo 6.3 de
Katok & Hasselblatt [23] e em Palis & Melo [30].

1.1.3 Expoentes Caracteristicos

Nesta secgao, pretende-se definir o conceito de expoente caracteristico associado
a uma trajectéria periédica de um sistema, para estudar a estabilidade de uma
trajectoria, sem recorrer directamente ao método classico da derivada da fungao
de Poincaré. Basicamente, a fungdo de Poincaré associada a uma trajectéria
fechada ¢ a seguinte: seja § wma trajectéria periédica de perfodo T (T € R™")
do fluxo do sistema & = g(z, ). Seja ¥ uma sec¢do transversal ao fluxo num
determinado ponto p € 4. Dada a continuidade do fluxo do sistema, para cada

ponto ¢ € ¥, préximo de p, a trajectéria ¢(t,q) permanece préxima de 4, com
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”\-...,,.w/

Figura 1.2: Representagao da fungao de Poincaré ou de primeiro retorno (asso-
ciada a uma trajectéria periédica) (Imagem de Sotomayor [32]).

t pertencente a um intervalo compacto pré-fixado. A fun¢do de Poincaré, de
dominio ¥, é a aplicagao que a cada ponto ¢ € 3, associa o seu primeiro retorno

a X, por ¢(t,q) (ver capitulo VI, sec¢ao 6 de Sotomayor [32]).

Na exposicao que se segue, segue-se Hartman [17] e Perko {31]. Seja § uma

trajectéria periédica de periodo T' (T' € R*) do fluxo do sistema & = g(z, )).

Definicao 1.10 (/31], capitulo 3.5) A linearizagao de & = ¢g{x, \) em torno de
d € o sistema linear

& = Dg(6(t), N)z.

Daqui por diante, suponha-se que Dg(§(t),A\) é uma matriz cujas entradas

sao fungoes continuas e T'—periédicas.

Definicao 1.11 ([31], capitulo 3.5) Diz-se que ®(t) é uma matriz fundamental

da linearizacdo do sistema & = g(x,\) em torno de § se:
1. ¥t € R,det B(t) # 0

2. vt € R, ®&(t) = Dg(8(t),\)d(t).
Se B é uma matriz quadrada n X n, entéo, por definicdo, tem-se
+o0 Bktk

k'
k=0

Bt —
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Dada uma matriz fundamental ® da linearizagdo do sistema & = g(x,\)
em torno de 4, o Teorema de Floquet (Hartman [17] e Perko [31]), garante

que, para qualquer ¢t € R, a matriz ®(t) pode ser escrita como ((t)e5!, onde

YVt € R,detQ(t) # 0, Q(t) ¢ diferencisvel e T-periédica e B é wma matriz

constante. De acordo com o que se acabou de observar, tem-se:

Definicao 1.12 (/31], capitulo 3.5) Sejam ®(t) uma matriz fundamental da
linearizagdo do sistema © = g(x,)\) em torno de § e B a matriz constante cuja
existéncia estd garantida pelo Teorema de Flogquet. Os valores proprios de B sdo

designados por expoentes caracteristicos de 4.

Apesar dos valores préprios de B estarem determinados a menos de 27i, a
estabilidade de § nao depende da parte imagindria, como se verd, mais 3 frente,
na secgao 2.2.

1.2 Simetrias de Equagoes Diferenciais

Neste trabalho, restringe-se o estudo a sistemas de equagoes diferenciais com
simetria, isto é, a sistemas que comutam com a acc¢ao de um determinado
grupo de simetrias. Uma consequéncia importante da simetria é a existéncia
de subespagos vectoriais de R™ que s@o invariantes pelo fluxo do sistema. Esta
particularidade favorece o aparecimento de ciclos heteroclinicos, conforme ser4

exemplificado ao longo desta tese.

As definigoes e resultados apresentados ao longo das préximas secgoes do
capitulo 1 sao de Golubitsky, Stewart & Schaeffer [13].

Definigao 1.13 ([13], capitulo XI) Seja v uma matriz n X n invertivel, com
entradas reats. A aplicagdo linear v diz-se uma simetria do sistema & = g(z, A)
se

Vr € R, VA€ R, g(vyz,A) =~vg(x, ).

Da defini¢do anterior resulta que se y é uma simetria de & = g(z,\) e ¢

uma solugao do sistema, entao y¢ é uma solucao do sistema. De facto, tem-se

d(v:i(t)) _, (d(ﬁiﬂ)) = yg(d(1), ) = g(ve(t), N).  (1.2)
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A primeira igualdade de (1.2) resulta da derivada da fungio composta e do
facto da derivada de uma aplicacgo linear ser a prépria aplicagao. Em particular,
se v é uma simetria de ¢ = g(z,\) e se zy € R™ & um ponto de equilibrio do
sistema, entao yxy também ¢ um ponto de equilibrio de £ = g(z, ). Com efeito,

dado vy ser uma simetria do sistema tem-se

9(720, ) = vg(zg, A). (1.3)

Do facto de zy ser um ponto de equilibrio, vem que g(zj, A) = 0. Uma vez que
Og~ € Ker(y), para qualquer aplicacgo linear v, decorre imediatamente de (1.3)

que g(yzo, A) = 0, ou seja, yzy é um ponto de equilibrio.

Um outro aspecto a salientar é que se ¢ uma solugao T—periédica do sistema,

= g(z, A), entao

(Y9)(t +T) = v(d(t + T)) = vo(2),

ou seja, ¢ € uma solucao periddica do sistema com periodo menor ou igual a

T. Suponha-se, por redugao ao absurdo que existe 7" € Rt tal que T" < T e

(Y9)(t +T") = 79(t).

Uma vez que v é uma aplicacao linear de R™ em R” e invertivel, entao v é
7

injectiva. Assim, da igualdade anterior vem que

¢t +T) = (t),

de onde decorre um absurdo. Este derivou do facto de se ter suposto que y¢ é
uma solucao periédica com periodo menor do que T. Logo, y¢ é uma solugao
periédica do sistema com periodo T.

Finalmente, convém notar que se ¢ for uma solu¢go de um sistema de
equagoes diferenciais £ = g(z,A) e se v for uma simetria do mesmo sistema,
do Teorema da Existéncia e Unicidade de Solugao, decorre que as curvas solugao

¢ e y¢ sao iguais (no sentido de possuirem o mesmo trago) ou disjuntas.

1.2.1 Teoria de Grupos

Recorde-se que GL (R") é o conjunto dos endomorfismos de R™ que sao in-

vertiveis (isto €, cuja matriz tem determinante nao nulo).
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Grupos de Simetrias

O conjunto das simetrias de um sistema de equacdes diferencias i = glz, ) éo

conjunto
{ye GLR"): g(yz,A) =g(z,A), Vz € R"}.

Este conjunto, conforme demonstrado no préximo lema, tem a estrutura de

grupo e serd denotado por I.

Lema 1.14 O conjunto I', munido da multiplicacdo usual de matrizes (-), é um

grupo, denominado de grupo das simetrias do sisterna @ = g{z, \).

Prova. Para mostrar que o par (T, ) é um grupo, basta mostrar que I’ <
GL(R") e, para tal, é suficiente mostrar que (I, -) & fechado para a multiplicagio
usual de matrizes, que o elemento neutro de GL(R™) pertence a I e que, para
todoy €T, 7' € T (ver sec¢do 3 de Fraleigh [11]).

Fixem-se v,d € I (quaisquer) e seja x € R*. Uma vez que

det(yd) = dety x detd

e dado que dety # 0 # detd, vem que det(yd) # 0. Do facto de v ser uma

simetria do sistema & = g(z, \), vem que

g((v0)z, A) = vg(dz, \).

Usando, agora, o facto de § ser também uma simetria de = = g(z, \), o segundo

membro da igualdade acima ¢ igual a (yd)g(z, A). Tem-se, portanto

9((v0)z,A) = (yd)g(z, A).

Conclui-se entdo que 76 € I'. Uma vez que 7 e § sdo quaisquer, resulta que (T, )
é fechado. O facto do elemento neutro de GL(R") pertencer a I' é imediato. S6

falta verificar que se vy € I', entdo 7™ € I'. Que dety~! # 0 é imediato uma vez

que det y~! = (dety)™".

Seja y = yz. Entao tem-se:

glvzr) = vg(z) &
9(y) =vg(v 1yz) &
9(y) =v9(v'y) &
Y g(y) = g(v'y),

Tt ¢3¢

isto &, y~! comuta com ¢g. =
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Definicao 1.15 ([13], capitulo XI) Se zy € R™ é um ponto de equilibrio do
sistema © = g(x,\) e sey é uma simetria do sistema tal que yry = xg, diz-se

gue 7y é uma simetria de z;.

Definigao 1.16 ([13], capitulo XIII) Seja x4 € R™.

1. O subgrupo de isotropia de g, denotado por ¥,,, é o conjunto das sime-

trias de xo, isto é,

Yo ={v€T: yao =y}
2. A 6rbita de grupo de zg por T' é o conjunto

I'zy = {yxo,7 € T'}.

Yz, €, de facto, um subgrupo do grupo de simetrias do sistema z = g(z, \).
J4 foi visto que se zy ¢ um ponto de equilibrio de & = g(z, A) e se y € um elemento
da érbita de grupo de g, entao y é um ponto de equilibrio do sistema. Assim,
se 7 & uma simetria de xy, tem-se que yzry ou é o mesmo ponto de equilibrio
ou é um ponto de equilibrio distinto. Neste sentido, assumindo a relacio de
equivaléncia

r~yexely,

pontos de equilibrio que pertencem & mesma ¢rbita de grupo sao iguais.

Assim, ao enumerar os pontos de equilibrio do sistema & = g(z, )), é ra-
zodvel considerar apenas os que nao estdo relacionados por qualquer simetria do

sistema.

Grupos de Lie Compactos

Nesta secgao, define-se um conceito essencial no desenrolar da teoria: o de grupo
de Lie (linear). A defini¢do de grupo de Lie pode ser bastante mais complexa do
que a que aqui é apresentada (ver, por exemplo, Fulton & Harris [12]). Porém,
para o estudo em causa nao é necessdrio desenvolver muito mais acerca destes

conceitos.



12 1. Preliminares

Definicao 1.17 ([13], capitulo XII) Um grupo de Lie linear é um subgrupo
fechado de GL(R™).

Diz-se que dois grupos sao isomorfos se existir uma bijeccdo entre eles e se
esta preserva o produto. Pode-se ver em Golubitsky [13], qualquer grupo de Lie
compacto é topologicamente isomorfo a um grupo de Lie linear, razao pela qual
se pode reduzir o estudo que se segue aos grupos de Lie lineares e compactos
(Golubitsky [13]). Deste modo, daqui para diante, sempre que se fizer referéncia
a um grupo de Lie, subentende-se que é linear e compacto.

Em seguida, apresentam-se alguns exemplos cldssicos de grupos de Lie que
vao ser usados no decorrer da exposicao. Antes de prosseguir, convém ressalvar
o seguinte: em geral, vai-se denominar o grupo de Lie com o nome do grupo
abstracto, ao qual é isomorfo. Teoricamente, poderd causar alguma confusao
mas, na prética é bastante 1til e intuitivo. No que se segue, designa-se por M*

a matriz transposta de M.
Exemplos: Seja n € N.

1) Grupo de Lie Z,

O conjunto {I,,, -, }, munido da multiplica¢io usual de matrizes, &€ um sub-
grupo fechado de GL(R™). Logo, {I,, —I,} é um grupo de Lie e serd frequente-
mente chamado de Z; = {—1,1}, uma vez que sdo isomorfos, como grupos

abstractos.
2) Grupo de Lie Ortogonal O(n)
O(n) ={M € GL(R") : M.M*'=1,}
Se A e B sao matrizes ortogonais, entao
(AB).(AB)" = (AB).(B*.A") = A(B.B").A' = Al,.A' = A A" =1,.

Do facto do produto de matrizes ortogonais ser uma matriz ortogonal, uma vez
que I, € O(n) e dado que se A € O(n), entao A~ € O(n), decorre que Q(n) é

" um grupo de Lie.

3) Grupo de Lie Ortogonal Especial (ou Grupo de Rota¢do n-dimensional)

SO(n)
SO(n) = {M € GL(R") : M.M" =1, Adet(M) =1}
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A prova de que SO(n) & um grupo de Lie é andloga & que foi efectada para
@(n), notando que o produto de matrizes unitdrias é uma matriz unitéria.

E frequente ver identificado o grupo O(2) como o produto de um grupo
1

isomorfo a Zs gerado por uma matriz isomorfa a , designado por

flip, com o grupo SO(2).
4) Grupo Diedral 2n-dimensional D(n)
D(n)={F:7T — 7 : F éuma isometria de 7 }

onde 7 & um poligono regular com n lados. O grupo D(n) é gerado por Z,, =

Rot (0, %) (rotagdes) e um elemento de ordem 2 que néo comuta com Z,.

5) Grupo de Lie do Toro 2-dimensional T*

cosd —sinfd 0 0
T = (6,) = sinf cosf 0 0
0 0 cos¢ —sing
0 0 sing cos¢

E facil ver que T? & um grupo de Lie uma vez que T? pode ser visto como

SO(2) x SO(2).

Os grupos de Lie infinitos que se vao estudar tém dimensao finita, razao pela
qual se pode estabelecer, para cada vizinhanca do grupo de Lie em estudo, um
homeomorfismo com um aberto de R™ (usa-se, aqui, o facto dos grupos de Lie a
estudar serem variedades topoldgicas). Assim, uma vez que a compacidade é um
invariante topolégico, um grupo de Lie é compacto se e sé se todas as entradas
das matrizes que o definem sao limitadas. Decorre imediatamente que todos os

grupos de Lie acima descritos sao compactos.

Representagoes e Acgoes

Nesta secgao, apresentam-se mais dois conceitos fundamentais na teoria a ser
desenvolvida: accao e representacao de um grupo de Lie num espago vectorial de
dimensao finita. Embora distintos, por abuso de linguagem, usam-se os conceitos

de ac¢ao e representacao de forma indiferenciada.
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Definigao 1.18 ([13], capitulo XII) Seja V um espago vectorial sobre o corpo

dos reais (de dimensao finita) e seja I' um grupo de Lie.

1. Diz-se que T’ ¢ uma accao linear em V se existe uma aplica¢do continua (a

acgao)
'xV —» V
| (vv) = 7-v
tal que:
Vv |4
(a) Vy €T, P - é linear;

v Y

(b) Yy1,7, €T, Y0 €V (y1.99) - v =7, - (775.v) [associatividade]

2. Uma representacao de I em V' é uma aplicagdo

p: ' — GL(V)
v o= e

Enquanto a acgao informa sobre o modo como um elemento do grupo trans-

forma um elemento do espaco, a representagao informa como um elemento do

grupo transforma todo o espago. Neste trabalho, o conjunto V' da definicao

anterior € o espago R".

1.2.2 Subespacgos de Pontos Fixos

Uma caracteristica importante dos sistemas com simetria é que a simetria forca a

* existéncia de subespacos lineares invariantes pelo fluxo, os subespagos de pontos

fixos. Convém notar que o facto dos subespagos de pontos fixos serem invariantes
pelo fluxo do campo de vectores g ndo implica que estes sejam invariantes pela
accao do grupo de simetrias do sistema. No que se segue, I" & o grupo de simetrias

da equagdo = = g(x, \).

Defini¢ao 1.19 ([13], capitulo XIII) Sejam I' um grupo de Lie compacto e &
urn subgrupo de I'. O subespago de pontos fixos de ¥ é o conjunto

{zxeR":Vo € X,00 =1z}

e denota-se pbr Fiz(X).



1. Preliminares 15

Tal como j4 foi referido, ¢ importante reconhecer que um subespaco de pontos

fixos € um subespaco vectorial de R™. Tal decorre trivialmente da igualdade

Fizg(%) = [|Ker(o - Id).
oen
Os espagos de pontos fixos mais simples sio Fiz(Id) = R™ e Fiz(T'). Nos exem-
plos considerados neste trabalho, tem-se Fiz(I') = {0Og,}, devendo-se salientar
que hé casos em que tal nao acontece. O préximo resultado estabelece a invar-
idncia dos subespagos de pontos fixos pelo campo de vectores, da qual decorre

a sua invariancia pelo fluxo do sistema associado.

Lema 1.20 (/13], capitulo XI) Seja T um grupo de Lie de simetrias da equagdo
T =g(z,)). Se X éum subgrupo de T', entdo g(Fiz(X), ) C Fiz(T).

Prova. Fixe-se v € Fiz(X). Uma vez que I' é um grupo de simetrias da
equagao, tem-se
Vo €T, og(z,\) = g(ox, N).

Uma vez que z € Fiz(X), tem-se
- Vo €%, gloz,\) = g(z, N).
Das duas igualdades, resulta que
Vo e X, og(z,\) = g(z, ),
isto &, g(z,\) € Fiz(X). Como x € Fiz(X) & qualquer, decorre o pretendido. =

Do lema anterior, é possivel restringir o estudo da dinamica do sistema aos

subespagos de pdntos fixos, o que facilita o estudo do sistema.

Do mesmo modo que se define ¢rbita de grupo de um ponto em R™, define-
se orbita de grupo de um subconjunto de R™ e prova-se que um elemento na
érbita de grupo de um subespago de pontos fixos é um subespaco de pontos
fixos. Além disso, as dindmicas em subespagos de pontos fixos que pertencem a
mesma érbita de grupo sao topologicamente conjugadas. Trata-se de mais uma

ferramenta que facilita o estudo da dinamica de um sistema.
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1.2.3 Funcoes equivariantes
Nesta seccao, V' representa um subespago vectorial de R™ (n € N).

Definicao 1.21 ([13], capitulo XII) Sejam g : V — V wm campo de vectores
e I' um grupo de Lie com ac¢do linear em V. Diz-se que g é I—equivariante se

cada v € I' comuta com g, isto é,
Vyel',Vz eV, g(yz) = vg{x).

Sempre que se disser que o sistema & = g(x, \) é '—equivariante, pretende-se

afirmar que o campo de vectores associado (g) é I'—equivariante.

Observe-se que, dizer que o grupo de simetrias de um sistema & = g(z, \)
¢ I'—equivariante implica que o campo de vectores g é I'—equivariante. No
entanto, se o campo de vectores g é ['—equivariante, entao I' ¢ um subgrupo do

grupo de simetrias do sistema & = g(z, \).

O resultado que se segue permite reduzir a prova da equivariancia de um
sistema, pelo grupo de Lie I', & prova da sua equivariancia pelos geradores do
grupo.

Lema 1.22 Sejamn I' um grupo de Lie e v, 7o € . Seg:V — V ¢ uma

fungdo equivariante por vy, € y,, entdo g : V — V é equivariante por Y1Ye-

Prova. Seja z € V. Uma vez que g é equivariante por v,, tem-se

9(172%) = 719(722).
Usando a equivaridncia por ,, o segundo membro da igualdade acima fica
719(72%) = ¥1729(%).

Conjugando as duas igualdades, vem que que g(v,v,%) = v,7,9(x). Comoz € V
é qualquer, decorre o pretendido. m

Do lema anterior, resulta imediatamente por indugao sobre m, que:
Proposigao 1.23 Seja I' um grupo de Lie gerado por {v,,...,v,m}, para algum

m € N. Se, para todo k € {1,...,m} se tem que g : V — V ¢é uma func¢do

equivariante por vy, entao g : V. — V é equivariante por T.



Capitulo 2

Ciclos e Redes Heteroclinicos

Neste capitulo, caracterizam-se formalmente ciclos e redes heteroclinicos, bem
como a sua estabilidade estrutural e assimptética. A letra d representa a dis-

tancia euclidiana em R” (métrica usual).

2.1 Conjuntos w e « limite

De acordo com Hirsch & Smale ([18], capitulo 11), tem-se:

Definicao 2.1 Sejam W um subconjunto de R*, y,z € W e & = g(z,A) um

sistema de equagéoes diferenciais.

1. Diz-se que o ponto y é um w—limite de z se ezistir uma sucessdo t, — +0o

tal que
L‘é%‘b(t"’ z)=y.

O conjunto w-limite de z é o conjunto de todos os pontos w—limite de z e

denota-se por w({z}).

2. Diz-se que o pontoy é um a—limite de z se existir uma sucessdo t, — —oo
tal que

lime(tn, z) = y.

O conjunto a-limite de z é o conjunto de todos os pontos a—limite de z e

denota-se por a({z}).

17
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Generalizando a defini¢ao 2.1, o conjunto w—limite de um conjunto S C R
é o conjunto dos w—limite de todos os elementos de S e ¢ denotado por w(S).
Analogamente, o conjunto a—limite de S é o conjunto dos a—limite de todos
os elementos de S e é denotado por a(S). Quando S é uma trajectéria fechada
(definida para todo t € R), Hirsch & Smale [18] provam que w(S) e a(S) séo
fechados e invariantes pelo fluxo do sistema. Desta observagao, decorre que se
uma curva solugao ¢(t,z) do sistema & = g(z, A) tem um tnico ponto w—limite

(ou a—limite), entdo esse ponto é um ponto de equilibrio.

Depois do que foi exposto, é facil ver que o conjunto a—limite e w—limite
de um ponto de equilibrio de um sistema de equagoes diferenciais se reduz ao
préprio ponto e que os conjuntos w—limite e a—limite de pontos que estao na
mesma, trajectoria sao iguais. Mais, se y é uma solugao T'—periédica, entao vy é
o conjunto a—limite e w—limite de qualquer um dos seus pontos (note-se que vy

é uma curva fechada).

2.2 Conjuntos Estdvel e Instdavel de um Com-

pacto Invariante

| Definigao 2.2 (Field [9], definigdo 6.3) Seja S C R™ um conjunto compacto

invariante pelo fluzo de umn sisterna de equagdes diferenciais & = g(z, A).

1. O conjunto estével de S é dado por

t—+4o00

{3: e R": lim d(¢(t,z),S) = 0}
e denota-se por W*(S).

2. O conjunto instavel de S é dado por

{x eR": lim d(¢(t,x),S) = 0}

t——o0

e denota-se por W*(S).

Se, em todos todos os pontos  do compacto .S, a linearizacao do campo de

vectores ¢ ndo tiver valores préprios com parte real zero, entdo estd garantida
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a existéncia de W?(S) e W*(S), como variedades topolégicas de R™. Alguns

autores chamam a W*(S) a bacia de atracgio de S.

Segue da definicio que W*(S) e W*(S) sao invariantes pelo fluxo e que
S Cc W(S), S ¢ W*(S). Relacionando os conceitos de w-limite com variedade
estdvel de um compacto, tem-se que w({z}) C S se e s6 se z € W?*(S), sendo
vélida uma relacao andloga para a({z}) e W*(S) (Ashwin & Field [4]).

S
v
WE) Wwhip)

Figura 2.1: Variedades Instével e Estdvel de um ponto de sela em R?.

No caso particular de S ser um ponto de equilibrio do sistema, em Perko [31]
demonstra-se que as dimensdes das variedades W*(S) e W*(S) sdo as mesmas
que as dos subespacos préprios E° e E* da parte linear de ¢ em S. Por abuso
de linguagem, se S = {p}, onde p € R", escreve-se W*(p) e W*(p) em vez de
We({p}) e W*({p}).

No caso de S ser uma trajectéria periédica do fluxo do sistema, com periodo
T', é possivel caracterizar as variedades estavel e instdvel de S, através do Teo-
rema da Variedade Estdvel para Trajectérias Periddicas, o qual se enuncia de

seguida. A prova serd omitida, sendo remetida para Hartman ([17], capitulo

IX).

Teorema 2.3 Seja § uma trajectoéria periddica de periodo T do fluxo do sistema
& = g(z, ). Sek dos expoentes caracteristicos de §(t) tiverem parte real negativa
onde 0 < k<n-—1esen—k—1 dos expoentes caracteristicos tiverem parte
real positiva, entdo W*(8) e W*(4) sdo variedades diferencidveis com dimensdo
k+1 en—k, respectivamente, e que se intersectam transversalmente (isto é, os
espagos tangentes as variedades estdvel e instavel em qualquer ponto da orbita

sd@o ndo paralelos).
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W""

Figura 2.2: Variedades invariantes associadas auma trajectéria periédica.

2.3 Ciclo e Rede Heteroclinicos

A ideia intuitiva de ciclo heteroclinico é a de uma sequéncia finita e ordenada
de compactos invariantes e de uma ligagio de cada compacto para o compacto
seguinte, incluindo do tltimo para o primeiro (ver figura 2.3). As ligacbes con-

sistem numa ou mais trajectérias, podendo ser uma infinidade.

€2

A

€ » T8

Figura 2.3: Exemplo de um ciclo heteroclinico em R?.

2.3.1 Definigcao

Se A C R™, representa-se por A a aderéncia ou fecho do conjunto A.



2. Ciclos e Redes Heteroclinicos 21

Definigao 2.4 (Field [9], defini¢do 6.5) Sejam S um subcomjunto compacto de
R™ e & = g(z, ) um sistema de equagdes diferenciais em R™. Diz-se que S é

uma sela invariante se:
1. S ¢ invariante pelo fluzo de & = g(z, \);

2. SCWs(S)\S eSCWSN\S.

Definicao 2.5 (Field [9], defini¢io 6.7) Seja S um conjunto de selas invari-

antes (ordenadas) mutuamente disjuntas, definido por
S={S;:5€{1,...,k}}.

Se
Vi e {1, k}, W*(S;)N WS(S(j+1)modk) #0,

diz-se que existe um ciclo heteroclinico associado a S. Ao conjunto

k
2= U (S UV (S) N W (Si1) muar)])

chama-se ciclo heteroclinico (mazimal) associado a S.

Na sequéncia desta defini¢cao anterior, segue a defini¢io de ligacao hetero-

clinica.

Definigio 2.6 (Aguiar, Castro & Labouriau [2]) Sejam S; e Sjy1 duas
selas invariantes. Uma ligacao heteroclinica (de dimensdo p, p € N), da sela S;

para a sela S;i1, é uma variedade conexa e invariante pelo fluxo (de dimensdo
p) contida em W*(S;) N W2(S(i+1)modk)-

Na defini¢ao anterior, se p = 1, entéo a ligagao heteroclinica é¢ uma trajectéria
(heteroclinica), a qual serd denotada, unicamente por S; — S;11. Sep > 1, a
ligagao heteroclinica é uma unido de trajectérias. Se k& = 1, o conjunto X,

conforme definido em 2.5, é designado por ciclo homoclinico.

Da definicao de ciclo heteroclinico resulta trivialmente que um ciclo hetero-
clinico é invariante pelo fluxo, dado ser a unido de conjuntos invariantes pelo

fAuxo.
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V3

| Figura 2.4: Exemplo de uma rede heteroclinica em R3.

Outro conceito essencial neste trabalho é o de rede heteroclinica. Intuiti-
vamente, uma rede heteroclinica é uma colecgao de ciclos heteroclinicos (ver
figura 2.4). Em Field [9], as redes heteroclinicas sdo designadas por complezos
heteroclinicos. -

Definigao 2.7 (Field [9], definicdo 6.22) Seja A um conjunto finito (ndo

necessariamente ordenado) de selas invariantes do sistema & = g(x, \):
A={A :re{l, . k}}.

Diz-se que um subconjunto ¥ de R"™ invariante pelo fluro é uma rede hete-
roclinica se existe um conjunto finito de subconjuntos A; de A ndo vazios (e

ordenados) tais que:

1. Cada A; define um ciclo heteroclinico &;;
P
=1

3. Se, para alguns m en (1 < mn < k), W*(A,,) NW?*(4,) # &, entdo
existe j € {1, ...,p} tal que W*(A,,) "N W*(A,) C L;;

D
LA =A
j=1

Note-se que se ¥ é uma rede heteroclinica associada ao conjunto de selas
Invariantes

A={A4, :re{l,.. k}},
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entao

o= U WA nWwr4,)].

r,s€{l,... .k}

Nesta tese, as selas a considerar serdo disjuntas entre si. Se a rede hete-
roclinica associada a A = {4, : r € {1,...,k}} for conexa, entdo dadas duas
selas invariantes A, e A;, existe uma sequéncia finita de trajectérias do fluxo do

sistema & = g(x, A) que liga a sela A, A sela A,.

Os ciclos e as redes heteroclinicas costumam-se representar esquematica-
mente sob a forma de grafos direccionados. As selas invariantes representam os
vértices. Se A, e A, sao dois vértices do grafo tais que W*(A,) NW*(A4A,) # 2,
isto &, se existe uma ligacao heteroclinica de A, para A,, entao existe uma aresta

a ligar o vértice A, ao vértice A, do grafo.

2.3.2 Estabilidade Estrutural

Nesta secgao, apresenta-se o conceito de estabilidade estrutural de um campo de
vectores, introduzido em 1937 pelos matematicos Andronov e Pontryagin (Perko
[31]). Um campo de vectores f diz-se estruturalmente estével se, para qualquer
campo de vectores g "suficientemente perto"de f, se tem f e g topologicamente
equivalentes. Impoe-se entao a definigao do conceito de "suficientemente perto",
que exige a defini¢do de uma métrica no conjunto das aplicagoes diferencidveis
definidas em V C R™. No lema que se segue |.| representa a norma usual de R"

e ||.|| representa a norma do mdximo definida nos endomorfismos de R™.

Lema 2.8 (Perko [31], capitulo 4.1) Sejam V um subconjunto compacto de
R™ e C*(V) o conjunto dos campos de vectores definidos de V em R™ de classe
C'. A aplicagio
T: CHV)xCYV) — R{
(f,9) = suplf(z) - g(=) + SggllDf'(m) — Dyg(=)||

define uma métrica em C*(V), a qual se designa por topologia C* ou métrica da

convergéncia uniforme.

A demonstragao deste lema consiste em verificar as propriedades da métrica.

De acordo com este lema, dado £ > 0, um campo de vectores f estd e — C! perto
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do campo de vectores g se 7(f, g) < ¢; nestas condi¢des, o campo ¢ diz-se uma

perturbagdo de norma € de f. Assim, tem-se:

Definigao 2.9 (Perko [31], capitulo 4.1) Seja f € CY(V). Diz-se que o campo
de vectores f é estruturalmente estivel se qualquer perturbacéo de f com norma

suficientemente pequena é topologicamente equivalente a f.

Em geral, os campos de vectores cujo fluxo contém ligacoes heteroclinicas de
dimensao 1 e que resultam da intersec¢ao de variedades invariantes de dimensao
1, nao sao estruturalmente estédveis pois, dado essa intersecgao ser nao transver-
sal, pequenas perturbacoes do campo de vectores fazem com que a interseccao,
e consequentemente a ligacdo, deixem de existir. O mesmo j4 nao acontece se a
ligagao estiver contida num espago invariante pelo fluxo e a perturbacio man-
- tiver a invariancia desse subespago. Isso acontece, por exemplo, em sistemas
equivariantes por um dado grupo de simetrias, quando as ligagbes estao conti-
das em subespagos de pontos fixos. Para ilustrar o que acaba de ser referido,

explicita-se, em seguida, um exemplo apresentado em Field [9].
Considere-se a aplicagio o definida de R? em R? por
(z,y) = (2, —y)

e seja I' o grupo de Lie gerado pela aplicagao 0. A ac¢@o o pode ser interpretada
como uma reflexao em torno do eixo dos zz, vendo-se facilmente que a accao de
' = (o) no espago R? ¢ isomorfa a Z,. Suponha-se, agora, que g ¢ um campo de
vectores (o) —equivariante com dois pontos de equilibrio tipo sela e, e e; e que

W(e1) e W*(eq) sao abertos do eixo dos zz (veja-se figura 2.5).

Se v = W"(e;) N W*(e2), tem-se que ¢ é uma curva-solugdo que "liga'e,
a ez, ou seja, &€ uma ligagdo de e; para e;. Esta trajectéria estd contida em
Fix(T') = {(z,0) : = € R}. Se se perturbar o sistema, com um termo que nao
seja (0)—equivariante, o mais natural & ter-se W*(e;) N W*(ez) = () e portanto,
constata-se a quebra da trajectéria (ver figura 2.6). No entanto, se o termo da
perturbagcao for (o) —equivariante, a ligagdo heteroclinica persiste.

Numa situagdo como a referida neste exemplo, se o campo de vectores néo
possuir simetria, e portanto se as ligagoes nao estiverem contidas em subespagos

de pontos fixos, qualquer perturbagao ird, em geral, quebrar essa ligacao.
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Figura 2.5: Diagrama de fase do sistema Zy((c))—equivariante (ndo perturbado)

\ ///1\

Figura 2.6: Possivel diagrama de fase do sistema depois de adicionado um termo
que néo é Z; ({c))— equivariante.

Reside aqui umas das vantagens de se ter um sistema com simetria: em geral,
se uma ligagao heteroclinica de um sistema I'—equivariante ests contida num
subespago de simetria S, entao ela é estruturalmente estavel, para perturbagoes
A—equivariantes, onde A < T' e Fiz(A) C S. E esta a razio pela qual as
simetrias de um sistema contribuem naturalmente para a existéncia de ciclos

heteroclinicos estruturalmente estéveis.

Nesta tese, as ligacoes dos ciclos e as redes heteroclinicas que vao ser estu-
dados estao todos contidos em subespagos de pontos fixos, resultando que todos
eles (ciclos e redes) sdo estruturalmente estdveis para perturbagoes que comutem

com as simetrias desses espagos de pontos fixos.
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2.3.3 Estabilidade Assimptdética

A nocao de estabilidade de um ciclo heteroclfnico pode ser vista como uma

generalizagao da mesma no¢ao para pontos de equilibrio. Em seguida, apresenta-

se a defini¢do de estabilidade de um ciclo heteroclinico.

Definigao 2.10 (Krupa € Melbourne [25], definicio 2.3) Seja ¥ um ciclo
heteroclinico do sistema & = g(z, \).

1. Diz-se que X é Lyapunov estavel se para toda a vizinhanca aberta U de
Y, emistir uma vizinhanga V C U de T tal que para todas as trajectorias ¢
tais que x € V se tem

vt e RY, ¢(t,z) € U.

2. Diz-se que X € assimptoticamente estdvel se é estdvel e se existe uma
vizinhanga V de ¥ tal que

Ve eV, lim d(é(t,z),Z) =0.

t—+o00

3. Diz-se que X ¢ instavel se ndo é Lyapunov estdvel.

Note-se que, apesar da definicao de estabilidade de Krupa & Melbourne se
restringir a ciclos heteroclinicos (que sdo os conjuntos invariantes que interessam,

nesta tese), é possivel extendé-la a qualquer conjunto invariante pelo fluxo.

Critério de Krupa e Melbourne

Exibe-se, de seguida, um resultado que permite verificar que um ciclo hete-

roclinico é assimptoticamente estdvel, sem recorrer directamente a definigao.

Em 1989, Melbourne, Chossat e Golubitsky (29], provaram dois resultados
(teoremas 2.10 e 5.1) que fornecem condigoes suficientes para um determinado
ciclo heteroclinico ser assimptoticamente estdvel: um para o caso de I ser finito e
outro para o caso de dim I' > 0. Em 1995, Krupa e Melbourne [25], melhoraram
e extenderam a teoria j& desenvolvida em [29], conseguindo obter condigses
algébricas necessdrias e suficientes para um ciclo heteroclinico ser assimptotica-
mente estdvel. Mais tarde, em 2002, os mesmos autores, em [26], demonstraram
o mesmo teorema, combinando os métodos j4 usados em [25] com a técnica tran-
sition matriz utilizada por Field & Swift [10] e Hofbauer [22]. O contetido desta

secgao vai seguir de perto os artigos [25] e [26].
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Definicao 2.11 (Krupa & Melbourne [26], definigao 2.1) Sejam I' um grupo
de Lie e 3 um ciclo heteroclinico ligando pontos de equilibrios tipo sela Ay, ..., Ay
do sistema & = g(x, ), onde g é um carmnpo de vectores I'-equivariante. Se, para
cada j € {1,...,k}, existe um subespago de pontos fizos P; = Fiz(%;) onde
2; CT e tal que: |

1. W*(4;) C F;
2. Ajii(moak) € um pogo em Pj,

entdo ¥ diz-se um ciclo heteroclinico robusto.

A hipétese (H1) descrita na secgao 2.2 de [25] corresponde & defini¢io apre-
sentada de ciclo heteroclininico robusto. Esta é a razao pela qual nos enuncia-
dos dos teoremas provenientes de [25], em vez de "ciclo que verifica a hip6tese
(H1)"aparece "ciclo robusto". No que se segue, vai-se apenas considerar ciclos
robustos.

Para cada ponto de equilibrio A; do sistema & = g(z, \) denote-se por:

i) —rj,0 valor médximo das partes reais dos valores préprios de (dg) 4
restrito a P;_1 N P}, o qual se designa por valor proprio radial mais fraco em A;.

Note-se que r; > 0.

#) —c;, o valor maximo das partes reais dos restantes valores préprios
em FPj_1, o qual se designa por valor préprio contractivo mais fraco em A;.
Note-se que ¢; > 0.

iii) e;, o valor maximo das partes reais dos valores préprios de (dg)a,,

o qual se designa por valor préprio expansor mais forte. E facil ver que e; > 0.

i) t;, o valor méximo das partes reais dos valores préprios de (dg)a,
com vectores préprios ortogonais ao subespago vectorial P;_; + P;, ao qual se
chama valor préprio transversal mais fraco. Por convengdo, se P;_; + P; = R,

entao faz-se t; = —oo. Note-se que se t; # —oo, entdo ¢; < 0.

Teorema 2.12 (Krupa € Melbourne [25], Teorema 2.7) Se existe um ciclo

heteroclinico robusto ¥ ligando pontos de equilibrio hiperbolicos {A,; };?:1 e se

k k
Hmin{cj,ej — tj} > HEj, ' (21)
J=1 =1

entdo o ciclo X é assimptoticamente estdvel.
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Figura 2.7: Esquematizagao dos valores préprios num sistema com trés equi-
librios (Ian Melbourne [28]).

O teorema anterior, provado por Krupa e Melbourne [25], pretende dar uma
condicdo suficiente para que um ciclo robusto seja assimptoticamente estavel. E

habitualmente designado por Critério de Krupa e Melbourne (caso I finito).

No que se segue, a teoria anteriormente exposta, em que I" é um grupo
de Lie finito, é generalizada para o caso em que I' é um grupo compacto nao
necessariamente finito (Krupa e Melbourne [25]). Neste ambito, consideram-se

ciclos heteroclinicos em que as selas s&o equilibrios relativos.

Definigao 2.13 (Melbourne, Chossat & Golubitsky [29], definicio 2.8)
Seja I' um grupo de Lie com acg@o linear no espago vectorial R™. Diz-se que c

é um equilibrio relativo do sistema I'-equivariante & = g(x, \) se:
1. ¢ é invariante pelo fluxo do sistema;

2. ¢ é uma Orbita de grupo pela ac¢do do grupo T.

Convém notar que, num sistema, podem existir érbitas de grupo que no sao

invariantes pelo fluxo.
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Definigao 2.14 (Krupa [24], péagina 1456) Sejarn T um grupo de Lie com

acgdo linear no espago vectorial R*, g : R* — R™ um campo de vectores C® e

I'zg € R™ um equilibrio relativo do sistema © = g(x, ). Diz-se que:
1. g é um campo de vectores tangente se

Vz € R", g(z) é tangente a Tz

2. g é um campo de vectores normal se
Vz € T'zg, N, é invariante pelo fluzo de g,

onde N, € o espago de vectores normais a 'z, em x (N, também é desi-

gnado por fibrado normal em x).

Observe-se que o campo de vectores normal a um determinado equilibrio

relativo pode nao ser normal a outros equilibrios relativos.

Sejam I' um grupo de Lie com acgdo linear no espago vectorial R”, g um
campo de vectores C*° e I'-equivariante e o € R". No teorema 2.1 de [24],
Krupa demonstra que numa vizinhanga de I'zg, o campo de vectores g pode
ser decomposto como uma soma de dois campos de vectores I'-equivariantes e
C* : um campo de vectores tangente gr e um campo de vectores normal gy.
Este resultado é conhecido como Teorema da Decomposi¢do. Em {24], Krupa
demonstra ainda que a I"'—equivariancia de gy implica que a dinadmica do sistema
i = g(z,A) fica completamente determinada pela dindmica de gy na restrigao
ao invariante Ng,.

Observacao 2.15 Do Teorema da Decomposi¢ao segue que as partes reais dos
valores préprios de dgy ao longo dos pontos da érbita I'zg s@o iguais as partes
reais dos valores préprios de dg em I'zy que correspondem a vectores préprios
nao tangentes a I'zg. Michael Field /8] abordou este assunto em 1980 e concluiu
que as partes reais dos valores préprios da linearizac¢ao de gy num ponto de I'zg
é independente do ponto considerado.

Definigao 2.16 (Melbourne, Chossat € Golubitsky [29], definicio 2.8)
Sejam I' um grupo de Lie compacto com dimT" > 0 e ¢ um equilibrio relativo
do sistema I'-equivariante & = g(x, A). O equilibrio ¢ diz-se hiperbdélico se todos
0s pontos de c forem pontos de equilibrio hiperbolicos de & = gn(z, A), onde gy

estd restrito ao conjunto dos fibrados normais {N, , z € c}.
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Da observacao 2.15 resulta imediatamente que um equilibrio relativo ¢ &

hiperbdlico se e s6 se qualquer ponto de ¢ é um ponto de equilibro hiperbélico
de g~ (Krupa & Melbourne [25]).

Adaptando as defini¢des de direc¢bes radial, contractiva e expansora ao
campo de vectores normal, Krupa & Melbourne generalizaram o teorema 2.12

para equilfbrios relativos do seguinte modo:

Teorema 2.17 (Krupa e Melbourne [25] ') Se © é um ciclo heteroclinico
robusto ligando pontos de equilibrio relativos hiperbslicos A; (j € {1, ...,k}) tais

que P; = Fiz(X;), para algum subgrupo de isotropia T; e se

k k
H rnin{cj, €; — tj} > Hej,
j=1 j=1

entdo o ciclo ¥ é assimptoticamente estdvel.

O resultado anterior serd designadb por Critério de Krupa & Melbourne (caso
dimT" > 0).

Melbourne, Chossat & Golubitsky [29], a respeito do Teorema da Decom-
posicao, referem que os equilibrios relativos de g correspondem a pontos de
equilibrio de gy e a estabilidade assimptética dos equilibrios relativos de g é
dada pela estabilidade assimptética dos pontos de equilibrio de gy. Uma vez
que as partes reais dos valores préprios da linearizagao de gy num ponto de I'z
é independente do ponto considerado, para estudar a estabilidade de um equi-
librio relativo, basta estudar a parte real dos valores préprios da linearizacao de

gy num qualquer ponto da érbita.

As redes heteroclinicas que se consideram neste trabalho correspondem a
uma 6rbita de grupo de um dado ciclo heteroclinico. Assim, se as hipéteses do
Critério de Krupa e Melbourne forem verdadeiras para cada um dos ciclos que
constituem uma rede, a estabilidade assimptética desta esté garantida. Noutros
termos, se uma rede R corresponde & érbita do ciclo %, pelo grupo de Lie T,
entao a estabilidade assimptética de R é dada pela estabilidade assimptética de

z.

!Na pagina 10 de [25], Krupa e Melbourne afirmam que o enunciado e a prova do Critério
de Estabilidade Assimptética (T" finito) & vélido para o caso de I' ser um grupo de Lie infinito
€ compacto.
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2.4 Ciclos e Redes Heteroclinicos em Sistemas

com Simetria

Conforme j4 foi referido da sec¢ao 2.3.2, a simetria favorece a estabilidade estru-
tural dos ciclos e redes heteroclinicos existentes no fluxo de campos de vectores
que sao equivariantes por um dado grupo de simetrias. Falta referir um outro
aspecto anterior a esse, o de que a simetria favorece a prépria existéncia desses
ciclos e redes heteroclinicos. A ideia bésica é que existindo um ponto de equi-
librio entao existem, em principio, outros pontos de equilibrio, que sao os que
estao na sua 6rbita de grupo. De igual modo, existindo uma ligacao heteroclinica
entre dois pontos de equilibrio entao existem, em principio, outras ligagoes het-
eroclinicas, que sao as que estao na sua 6rbita de grupo. Desde que exista uma
sequéncia de ligacoes heteroclinicas que comega e termina no mesmo ponto de
equilibrio, tem-se um ciclo heteroclinico. Este facto é ilustrado com detalhe na

construgao dos exemplos descritos nos capitulos 3, 4 e 5.

Outro aspecto que pode parecer contraditério, e que embora nao v4 ser us-
ado neste trabalho é interessante mencionar, é que a quebra de simetria de um
sistema (ou seja, a diminuigdo da simetria) pode também levar ao aparecimento

de ciclos e redes heteroclinicos.

Mais concretamente, um teorema de Lauterbach & Roberts ([27], capftulo
2) enuncia que quando se adicionam termos nao I'-equivariantes a um sistema
['—equivariante com um 6rbita de grupo de equilibrios M, podem surgir ciclos
heteroclinicos na variedade M*, onde M* & uma variedade invariante pelo fluxo

do sistema perturbado, C* difeomorfa e préxima da variedade do sistema inicial

M.

O aparecimento do ciclo heteroclinico deve-se a um fenémeno bastante sim-
ples, cuja ideia é apresentada em seguida, através da descricio breve de um

exemplo estudado por Hou & Golubitsky [21]. Considerem-se as aplicagoes lin-

eares

k. R4 — R4 ks: R4 — R*
(z,y,0,w) — (z,~y,v,w) (z,y,v,w) — (v,w,z,y)

e

0,9): R4 — R*

(,y,v,w) > (zcosf —ysing,zsinb + ycosd,vcos¢ — wsin g, vsin ¢ +wcos @) ’
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onde (6, ¢) € T* = {(a,b) : a,b € [0,27[}. Defina-se I' como sendo (ki ks) x T2.
I' € um grupo de Lie compacto uma vez que ¢ o produto cartesiano de grupos

de Lie compactos.

No que se segue, impoem-se a defini¢do de produto semi-directo.

Definicao 2.18 Sejam G um grupo, e o seu elemento neutro e A e B dois

subgrupos de G tais que G = Ax B. Se
e B énormal em G
e ANB = {e},
diz-se que x é um produto semi-directo e denota-se por Ax B.

Uma vez que a accao de (ky, k3) em R* pode ser identificada com a accio
usual de D4 no mesmo espago, é facil ver que o grupo I' é isomorfo ao produto
semi-directo DyxT? (notagio de Lauterbach & Chossat [5]).

Seja © = g(z,A), um sistema de equagoes diferenciais tal que z € R? e
g : R* > R* é um campo de vectores equivariante por I'. Hou e Golubitsky
reduzem o estudo de g ao estudo da forma normal de Birkhoff associada (Gol-
ubitsky [13], capitulo XVI) a qual, sob certas condi¢oes, possui uma dinamica
(qualitativamente) equivalente & do sistema = = g(z, A) (ver Hou & Golubitsky
[21], teorema 2.2). Sem entrar em detalhes, assuma-se que essas condigoes sao

satisfeitas.

Dada a existéncia de um ponto de equilibrio p, (diferente da origem) do

sistema & = g(z, A) contido no espaco

Fiz(Dy) = ((1,0,1,0)),

~entdo py pode ser escrito da forma (1,0,1,0), com p € R\{0}. Conforme ja

foi referido, a imagem de um ponto de equilibrio pela ac¢ao de cada elemento
do grupo de simetrias do sistema é um ponto de equilibrio. Assim, a érbita de

grupo
(DaxTpg = {(z,y,v,w) € R* 1 2* + ¢ = p> AP + 0P = p?}

¢ uma variedade de pontos de equilibrio difeomorfa & variedade T?. Est4 assim
garantida a existéncia de um toro de dimensao 2 de pontos de equilibrio, na

dinamica do sistema @ = g(z, A), que se ird designar por T3.
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Assuma-se que, para o campo de vectores g considerado, a variedade T% ¢
normalmente hiperbélica. A definigdo de variedade normalmente hiperbélica em
Hou [20] é um caso particular da definigdo de Hirsch, Pugh & Shub [19].

Defini¢ao 2.19 (Hou [20]) Sejam & = g(z,)) um sistema equivariante pelo
grupo de Lie compacto I' e xy um ponto de equilibrio. Diz-se que M ¢é uma

variedade normalmente hiperbélica se:

2. para qualquer x € M, a aplicagdo dg|, : T,R* — T,R"

(a) ndo tem valores proprios imagindrios puros.

P

(b) admite 0 como valor préprio cuja multiplicidade € igual ¢ dimensdo
da variedade M.

Considere-se a aplicagao linear

ky: R* — R4

(f,yy'U,w) — (‘Tvy:vy —'LU)
e note-se que ky € (kq, ks3).

O passo seguinte é o de perturbar o sistema z = g(z,)\), com um termo
{ky, k2) —equivariante (note-se que a acgdo de (ki, k2) no espago vectorial R* ¢ iso-
morfa & accao de I, no mesmo espago), mas que nao seja ( Dy x T?) —equivariante.
Seja entdo f : R* — R* tal que o sistema i = g(z, A) + f(x) seja uma pertur-
bacao nas condig¢tes desejadas. Conforme o resultado provado por Hirsch, Pugh
& Shub [19], tem-se:

Teorema 2.20 Sejamn V' um compacto de R™ e g : V. — R™ um campo de
vectores C™. Se M C V' é uma variedade normalmente hiperbélica e invariante
pelo fluxo do sistema & = g(z, ). Entéo, para qualquer perturbagdo ¢, existe
umna unica variedade M’ invariante pelo fluxo do sistema & = ¢'(x, ), que estd

arbitrariamente perto (relativamente & métrica usual) e é C™— difeomorfa a M.
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Do que foi visto e tendo em conta o teorema 2.20, pode-se concluir que o
fluxo do sistema perturbado, quando € é suficientemente pequeno, possui uma
variedade T?, invariante pelo fluxo e que ¢ difeomorfa a TZ. Como as variedades
T? e T? estdo muito préximas e sao difeomorfas, pode-se considerar T; em vez de
T? no estudo da dinamica perturbada, na restrigao a T?. Em particular, pode-se
considerar que, se T < I entdo Fiz(Y) N T2 é invariante pelo fluxo do sistema
perturbado (Hou & Golubitsky [21]).

Usando a parametrizagao habitual do toro nas coordenadas (6, ¢), tem-se

k1(9:¢) = (_97(/)) € k2(0) d)) = (03 _d))

Se T <T, define-se Fiz?(Y) = {z € 'pp : vz = z,Yv € T}. Portanto,
Fiz®((k1)) = {(0,9), (m,0)} e Fiz"((k)) = {(6,0),(6,m)}
correspondem a quatro circunferéncias e
Fig®(Dy) = {(0,0), (m,0), (w,0), (w, )}

corresponde a quatro pontos de equilibrio do sistema, os quais Hou & Golubitsky

denominam de equilfbrios D,. Estes pontos de equilibrio decorrem da, interseccao
das circunferéncias Fiz®((k,)) e Fiz®((ky)).

Em Hou & Golubitsky [21], prova-se que os equilibrios Dy sao os tnicos
que se encontram em Fiz®((k;)) e em Fiz%((ks)) e que sio pontos de sela.
Demonstra-se ainda que as suas variedades estdvel e instével tém dimensao 1 e

intersectam-se como na figura 2.8.

Figura 2.8: Esquema do toro invariante de dimensao 2 e dos espagos Fiz?({k,)) e
Fiz®((k)). As intersecgdes correspondem aos equilibrios I, (esquema de Chos-
sat & Lauterbach [5]).
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Em contraposi¢ao com o exemplo de Guckenheimer & Holmes [15], fica as-
sim descrito um exemplo de um sistema em que a "perda"de parte da simetria
favorece a existéncia de um ciclo heteroclinico. Em ambas as situacoes, a ex-

isténcia do ciclo resulta da intersec¢éo de variedades invariantes pelo fluxo.
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Capitulo 3

Rede Heteroclinica em R? entre

pontos de equilibrio

Neste capitulo, vai-se estudar um exemplo de um sistema de equagdes diferenciais
definido em R? estudado por Aguiar [1], o qual é uma perturbagio de ordem 5
de um sistema apresentado em Guckenheimer-Holmes [15]. O objectivo deste
capitulo é o de caracterizar a dindmica do sistema, designadamente o de provar
a existéncia de uma rede heteroclinica assimptoticamente estdvel associada a
seis pontos de equilibrio tipo sela. Nos capitulos 4 e 5, "levanta-se"o sistema
estudado neste capitulo para exibir uma rede heteroclinica em R* e um ciclo em

RS, respectivamente, usando a técnica estudada por Aguiar, Castro & Labouriau

[2].

3.1 Definicao do Grupo de Simetrias I'

Nesta sec¢o, considera-se o espago vectorial R? e acgdo neste espaco, do grupo

' gerado pelas seguintes accdes lineares:

d: R? — RS g: R? — R3
e .
(p,U,W) > (va)p) (p,'U,’LU) — ('—P,'an)
O grupo I" é um grupo de Lie compacto; é um grupo de Lie porque é um
subgrupo fechado de GL(R?); & compacto porque é finito. Para comprovar que

o grupo é finito, basta determinar explicitamente os vinte e quatro elementos

37
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de I'. Geometricamente, este grupo consiste em permutagoes ciclicas dos eixos

coordenados e reflextes nos planos coordenados.

No resultado que se segue, enumeram-se os subespagos de pontos fixos, isto
é, os subespacos de simetria da accio de I' em R3.

Lema 3.1 Os subespacos de simetria ndo triviais de I' em R® sdo:
1. Fiz((gd’qd)) = {(p,v,w) € R’ : p=v =0}
2. Fiz ({dqd*qd®)) = {(p,v,w) € R? : v = w =0}
3. Fiz ((gdgd®)) = {(p,v,w) €R®: p = w = 0}
4. Fiz((d)) = {(p,v,w) € R : p=v =w}
5. Fiz({gdg)) = {(p,v,w) e R*:v =w Av=—p}
6. Fix((gdgd)) = {(p,v,w) ER*: p=v Aw=—p}
7. Fiz ((qd*qd®)) = {(p,v,w) €R’: p=w Av = —p}
8. Fiz((g)) = {(pv,w) €ER®: p=0}
9. Fiz ({d%qd)) = {(p,v,w) € R®: v =0}

10. Fcr((dqu)) ={(p,v,w) € R?: w =0}

Prova. Demonstra-se apenas o célculo de Fiz ((gd*qd)) dado que a prova

das restantes alineas é andloga.
Uma vez que (gd?qd) = {Id,qd*qd}, pela definigio de subespago de pontos
fixos, tem-se

Fiz ((gd*qd)) = {(p,v,w) € R*: (gd’qd) (p,v,w) = (p,v,w)}.

Ora,

(¢d%qd) (p,v,w) = (p,v,w) &
A (._'pv _/an) = (p,’U,'UJ) A

SIS
|

w e
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ficando demonstrado o pretendido. m

Mais uma vez, sublinha-se a importancia de se determinarem os subespacos
de pontos fixos de I', dado serem subespacos vectoriais de R3 que sdo invariantes

pelo fluxo de um qualquer sistema I'—equivariante.

Considere-se o seguinte sistema de equacoes diferenciais ordindrias e auténo-

mas:
p = p(A+ ap® + Bv* + yw? + §(v* —pzwz))
v =v(A + av? + Bw? + yp* + §(w? v?)) (3.1)
w=w(A+ aw? + Bp? + yv? + §(p* —v2w2))

onde p* +v2 + w? = r? e a, B, v e § sdo parmetros reais. No decorrer da

exposicao desta seccao, para nao sobrecarregar o texto, F3 denotars o campo de

vectores em R® definido por

P(A + ap® + Bov? + yw? + 6(v* — p*w?)),
Fy(pv,w) = | v(A+av® + pu® 4+ yp* + 6w — p*v?)),
w(A + aw? + Bp* + yv? + 8(p* — v*w?))

3.2 I'— equivariincia do Campo de Vectores

Lema 3.2 O campo de vectores F3 é I'—equivariante.

Prova. Para mostrar que o campo de vectores F3 é I'—equivariante é preciso

mostrar que
vy € T,V(p,v,w) € R*: F3(v(p,v,w)) = vFs(p,v, w).

Pela proposicao 1.23, basta mostrar a igualdade acima para os geradores de
I', isto é, basta mostrar a igualdade acima para as aplicagdes d e q.

Se vy =d, tem-se

Fg(d<,0,1),’QU)) = Fg(v,w,p)
v(A + av? + Bw? + yp? + §(w? — v2p?)),
= w(A + aw?® + Bp? + yv? + §(p? — v*w?)),
A+ ap? + Bv? + yw? + §(vt — w?p?))
= dFs(p,v,w).
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Se v = ¢, tem-se

F3(q(p,v,w)) = F3(—p,v,w) (3.2)
—p(A + ap® + B2 + yw? + §(v? — pPu?)),

= | v+ ar+ pu? 4 bt — uR)),

w(A + aw?® 4+ Bp* + yv? + §(p* — v*w?))
= ¢F;3(p,v,w) | (3.3)

3.3 Caracterizacao da Dinamica

3.3.1 Esfera Invariante e Pontos de Equilibrio

Lema 3.3 A componente radial do sistema (3.1), em coordenadas esféricas, é

dada por

i =71 (A+ar® + (8 + v — 2a) r’sin® 0[sin® 9 sin® ¢ cos® ¢ + cos? 6]).

Prova. A passagem de coordenadas esféricas para coordenadas cartesianas

é dada por
p=rsin¢sing
v =rcos¢sinb (3.4)
w =r1cosf |

\ .
| onde § € [-1,7] e ¢ € [0, 27].
Como
r? = p? +v% 4+ w?,
decorre que (derivando em ordem a t e dividindo ambos os membros por 2):
T = pp + vV + wu.
' Substituindo p, ¥ e w de (3.1) na igualdade acima, tem-se:
' e = p*(A+ ap®+ Bv? +yw? + 5(v* — pPuw?)) + (3.5)
V(A + av? + But + yp* + §(wt — pP?)) +
+w?(X + aw® + Bp* + ot + 8(pt — viu?)).
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Agrupando no segundo membro de (3.5) os termos que t&m o mesmo parametro

e notando que os termos com parametro 4 se anulam, tem-se:

ri- = (p* +v +w?) A+ (o' +v +wt)at (pPv +oPwd+ p*uw?) B+ (pPwd + pu P +vPw?)y
(3.6)
Tendo em conta que (p?+v?+w?)? = (p+ vt +w?) -2 (p*w? + p20? + v*w?),

a igualdade (3.6) pode ser reescrita como:

i o= (0°+ v +w)A+ (0° + 0+ whia — (pP? + v*w? + prw?)2e
(PP + 2wl + pPud) + (PPt + pPo? + vPud)y,
isto &,

ri = (p* + 02 +wh)A+ (p® + 02 +w?)a+ (pPw? + pui+v?w?) (B +v —2a). (3.7)

Substituindo p, v e w pelas coordenadas esféricas definidas em (3.4), a igual-
dade (3.7) é equivalente a:

ri = 2 At atrt (B+y—2a) sin®(0) [sin?(¢) cos?(8) +sin®(¢) sin?(8) cos(@)+cos?(p) cos?(8)]).

Dividindo ambos os membros por r, supondo-o nao nulo, e tendo em conta que
sin(¢) cos®(8) + cos?(¢) cos? () = cos®(8),
decorre o pretendido. m

Ser € Rf en € N, denota-se por S?~! a superficie esférica de dimensao n—1

0 ’ r )
centrada na origem e com raio 7. Tal como em Field [9], se SP~! é invariante
pelo fluxo do sistema de equagbes diferenciais z = g(z, A), diz-se que S™*~! &

globalmente atractora se, para qualquer p € R™\{0}, se tem

lim d (q&(t,p),Sﬁ"l) =0,

t—+o0

onde d representa a distincia euclidiana em R".

Teorema 3.4 Se A >0, 8+7=2qa,<a<y<0ed <0, o sistema (3.1)

satisfaz o segquinte:

1.

superficie esférica de dimensdo 2, S%, de centro na origem e com raio

a
R = \/—g é invariante pelo fluxo e globalmente atractora.
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2. 0s pontos de equilibrio do sistema (8.1) sdo a origem, p,+ = (£R,0,0),

Pt = (0,£R,0), pyx = (0,0,+R) € Doyt = (:i:\/——s—a, \/ 3 \/ )

3. a origem € uma fonte.

4. na restrigdo & superficie esférica S%, os pontos de equilibrio Dot s Dok, Pyt

sdo selas.

5. na restrigio & superficie esférica S%, os pontos de equilibrio Dottt SGO

focos instdveis.

Prova.

1. Dado que se considera 8 + v = 2, a componente radial do campo de
vectores fica reduzida a

=r(A+ ar?).

Para, verificar que a variedade S% € invariante pelo fluxo, basta notar que
a componente radial é nula na superficie esférica, isto &, 7 = 0 parar = R.
Isto significa que, dado um qualquer ponto de S%, a distancia a origem
de qualquer ponto da sua trajectéria se mantém igual a R, ou seja, a

trajectoria estd toda contida em S%.

Para mostrar que S% é globalmente atractora, é necessdrio mostrar que a
trajectéria de um qualquer ponto, excluindo a origem, se aproxima assimp-
toticamente da superficie esférica de raio R, quando t — +o00. Para tal,
comece-se por notar que, a componente radial é independente das restantes
coordenadas esféricas e portanto pode ser analisada em separado. De

or

5y —(r) = A+ 3ar?,

vem que a linearizagao da componente radial em r = 0 tem valor préprio
positivo A e em r = R tem valor préprio negativo —2), donde se conclui

que a origem é repulsora e S% é globalmente atractora.

A atracgao global de 5% pode também ser provada recorrendo-se ao Teo-
rema da Esfera Invariante (Teorema 5.5, Field [9]). O campo de vectores
do sistema de equagoes diferenciais (3.1) & uma perturbacdo do campo de

vectores estudado por Guckenheimer & Holmes [15]
P(X + ap? + Bv? + yw?)
Gs(p,v,w) = | v(A+av® + puw’ +9p%) |,
w(A + aw® + Bp* + yv?)
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que é tangente a qualquer superficie esférica centrada na origem. Ora, Gj3
satisfaz as condi¢oes do Teorema da Esfera Invariante (G é um campo de

vectores ['—equivariante, homogéneo de gran 3 (1) e
<G3(p,’U,'LU) - /\(p,U,’LU), (p,U,’U))) =ar' < O)’

o qual garante a existéncia de uma tnica superficie esférica topolégica de
dimensao 2 invariante pelo fluxo que é globalmente atractora. Uma vez que
S% & o tnico conjunto homeomorfo a uma superficie esférica de dimensao

2 que ¢ invariante pelo fluxo, decorre que S% ¢ globalmente atractora.

O sistema (3.1) mantém a invariancia pelo fluxo e a atracgéo global de 5%
porque Fj é uma perturbagao de G5 tangente a qualquer superficie esférica
centrada na origem (perturbagbes tangentes a uma variedade mantém a

invarincia e a atracgao global dessa variedade).

. Facilmente se prova que a origem é um ponto de equilibrio do sistema.

Uma vez que a variedade S% e os eixos coordenados (sdo subespacos de

pontos fixos) sio invariantes pelo fluxo, decorre que a interseccao da super-

ficie esférica com os eixos também é invariante pelo fluxo. Essa intersecgao

reduz-se aos pontos p,+, p,xe P+, decorrendo assim que estes pontos sao
pTy My wTy

pontos de equilibrio. Analogamente se conclui que 0s pontos p,t =+ &0

pontos de equilibrio, considerando a intersecgao da variedade S% com os

restantes subespagos de pontos fixos de dimenséo 1.

Falta verificar que nao existem mais pontos de equilibrio. Um ponto de
equilfbrio do sistema (3.1) é um ponto (p, v, w) € R3? tal que F3((p,v,w)) =
0. Suponha-se que (p,v,w) # (0,0,0). A equagao

Fy((p,v,w)) =0
implica ter-se

p=0V A+ ap?+ pv?+yw?+ (vt — p*w?)
v =0V A+ av?+ Bw?+vp + §(w* — p*v?)
w=0V X+ ow?+ Bp*+ 2+ 6(p* — v*w?) =

il

I

0
0 . (38)
0

1Diz-se quef : R® — R™ é homogéneo de grau 3 se e s6 se

vk € R, Yu € R™, f(ku) = k* f(u).
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Comece-se por analisar a existéncia de pontos de equilibrio nos planos de

simetria. Se p = 0, o sistema (3.8) é equivalente a

{sz\/)\—}-av2+Bw2+5w4=O (3.9)

w=0VA+aw+y0? - §?uw?=0

Se v = 0, entdo w = *£R. Analogamente, se w = 0, tem-se v = +R.
Em ambos os casos, obtém-se as coordenadas de pontos de equilibrios j4
conhecidos e que estdao nos eixos coordenados. Suponha-se que v.w # 0.

Entao (3.9) implica ter-se:
A+ ov® + Buw? + dwt = A+ aw? + yv? ~ dv3w?,
0 que é equivalente a |
v (a =) +w(B — @) + ow(v? + w?) = 0.

Uma vez que, por hipétese, se tem o — vy = 8 — @, a equagio acima pode

ser reescrita na forma
(@ — P +w?) + 6w (v* + w?) =0,

ou seja
(v +w)(a — v + sw?) = 0.
Uma vez que v* + w? # 0, decorre que dw? = v — a, condi¢do esta que &
Y

impossivel uma vez que
VweR, v—a>0>dwk

Daqui se conclui que, no plano definido por p = 0, nao existem mais pon-
tos de equilibrios para além dos que se encontram nos eixos coordenados.

Demonstra-se o andlogo para os planos definidos por v =0 e w = 0.

Falta ver que nao existem mais pontos de equilibrio fora dos planos de
simetria. Uma vez que o sistema ¢ simétrico relativamente aos planos coor-
denados, basta ver que nao existem mais pontos de equilibrio no primeiro
octante, para além do ponto p,+,+,+. Suponha-se, por redugdo ao ab-
surdo, que existe um ponto de equilibrio do sistema com coordenadas
(P, vo, wo) € (R*)?\ Fiz((d)). Entdo tem-se

A+ apf + Bug + ywj + §(vg — pgws)
A+ avf + B + o5 + d(wh — pgug)
A+ awg + Bpg + v + 8(pg — vgwg)

Il

0
0,
0
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|

o que implica

BA-+a(po+vgwy)+B(pg+ug+uws)+y (P +vs+wd) = —6(pi+vi+wi—piul —pRui —viwl).
(3.10)

Uma vez que 8+ v = 2a e p} +v2 + w2 = R? = —~2 0 primeiro membro

da igualdade (3.10) anula-se. Usando a lei do anula.mento do produto e

reordenando os termos do segundo membro de (3.10), vem que
po(pg — wh) + vj(vg — po) + wh(wh — v) = 0. (3.11)

E facil ver que se uma das parcelas do primeiro membro de (3.11) for zero,
entao py = vg = wy, resultando um absurdo. Uma vez que p% > 0, vZ > 0
e wj > 0, entdo os binémios (pf — wd), (v2 — pi) e (wZ — v3) néo podem
ter todos o mesmo sinal. Suponha-se, sem perda de generalidade, que

pe—ws >0 A vi-pd>0. (3.12)
Em particular, tem-se

vy — w§ = (5 — wi) + (v§ — pf). (3.13)

Usando o facto de v} > p& > wf decorrente de (3.12) e a igualdade anterior,
vem que:
2( 2
0

we(vg — wp) < polpy — wh) + vh(vg — pp)- (3.14)

Por outro lado, de (3.11) tem-se

Po(Po — wi) + v (vf — pi) = wi(vg — wi),

contrariando (3.14). Raciocinios andlogos podem ser feitos para as restantes
cinco possibilidades de sinais das parcelas de (3.11), chegando-se em todos
a um absurdo. O absurdo resulta do facto de se ter suposto que exis-
tem pontos de equilibrio no primeiro octante e que nao estiao no eixo de
simetria. Assim, os pontos de equilibrio sao apenas os que resultam da in-

tersecgéo da variedade S% com os subespacos de pontos fixos de dimenséo
1.

. A linearizagao do sistema na origem ¢ dada por uma matriz escalar com A

na diagonal de onde decorre imediatamente que o tnico valor préprio do
sistema é A > 0 (com multiplicidade 3), concluindo-se que a origem é uma
fonte.
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Figura 3.1: Dinéimica do sistema (3.1) restrita a S (Aguiar [1]).

4. A linearizagao do sistema nos pontos de equilibrio que estao nos eixos co-
ordenados, exceptuando a origem, é uma matriz diagonal com os seguintes

valores préprios:

Ma—7) _\ Br, 0¥

a o a?’

-2,

Nenhum dos valores préprios tem parte imagindria. Quanto ao seu sinal,

usando as hipéteses do teorema, tem-se —2\ < 0, ’\(—0:1) >0e - %’\ +
%\; = W < 0. Notando que —2X é um valor prépio radial, os

pontos de equilibrio p,+, p,+, p,+ sao pontos de sela.

5. Nos pontos de equilibrio p,+,+,+, 0s valores préprios nao radiais da lin-
earizagao do sistema sao:

=002+ \/=3(—af + ay + d))?

32

Observando que —3(—af +ay+JA\)? < 0 e que a parte real destes valores
préprios é positiva, decorre que os pontos de equilibrio p,+,+,+ sdo focos

instdveis, na restrigao a superficie esférica S%, como se pretendia mostrar.

Nas condigdes do teorema 3.4, dado a superficie esférica S% ser invariante e

globalmente atractora, o comportamento dindmico que interessa estudar restringe-
se a esta variedade. Daqui por diante, admite-se que as constantes «, 3, v e ¢
presentes na expressao analitica do campo de vectores Fj satisfazem as hip&teses

do teorema 3.4.
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3.3.2 Rede Heteroclinica

Ja foi visto que da intersec¢ao dos eixos de simetria com a superficie esférica
invariante S% resultam catorze pontos de equilibrio, dos quais seis selas nos
eixos coordenados. Considerando agora a intersecciao de S% com os restantes
subespagos de pontos fixos (planos coordenados descritos pelas equagdes: p = 0,
v = 0 e w = 0), tém-se trés circunferéncias ortogonais invariantes. Cada uma
destas circunferéncias intersecta cada um dos eixos coordenados em dois dos
pontos de equilibrio tipo sela. O teorema que se segue afirma a existéncia de
uma rede heteroclinica associada a estes seis pontos de equilfbrio.

Teorema 3.5 Na superficie esférica S%, o sistema (3.1) possui uma rede het-

eroclinica assimptoticamente estdvel associada aos seis pontos de equilibrio tipo

sela pyx, pyx, Pyt .

Prova. Considere-se o conjunto de selas invariantes:

A= {ppiapvivai} .

Vai-se provar que o conjunto R definido pela unido das trés circunferéncias

invariantes definidas pelas equagoes
P+t =RAp=0 |, pPH+uw’=R*Av=0 e 4+ =R Aw=0,

é uma rede heteroclinica associada a A. E imediato que R & invariante pelo
fluxo dado ser a uniao de conjuntos invariantes pelo fluxo.

Conforme ja foi demonstrado, os tinicos pontos de equilibrio em R sao as seis
selas invariantes de \A. Deste modo R\.A é um conjunto de doze trajectérias
tendo cada uma como a—limite um ponto de equilibrio em 4 e como w—limite
um outro ponto de equilibrio em A (ver figura 3.1).

Por exemplo, a trajectéria definida por
P+ =REAw=0Ap>0Av>0

pode ter p,+ como a~limite e p,+ como w—limite ou pode ter p,+ como a—limite
e p,+ como w—limite. Por simetria, pela acgao de d?qd, a trajectéria definida
por

P+ =REAw=0Ap>0Av<0
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pode ter p,+ como a—limite e p,~ como w—limite ou pode ter p,- como a—limite
e p,+ como w—limite, respectivamente. No primeiro caso, ter—se-ia que uma
das trajectérias estd contida em W* (p,+) N W?* (p,+) e a outra em W* (p,+) N
W?* (p,-), existindo portanto uma ligagao heteroclinica de Ppt para p,+ e outra
de p,+ para p,-. No segundo caso, ter-se-ia que uma das trajectérias est4 contida
em W* (py+)W?* (p,+) e a outra em W* (p,-)NW?* (p,+) , ficando entdo provada
a existéncia de uma ligacio heteroclinica de p,+ para p,+ e outra de p,- para
pp+. Para determinar qual dos dois casos se verifica, basta o seguinte: os valores
préprios nao radiais da linearizacdo de F3 no ponto p,+ sao
Ma —7) - BA 6N

0 e )\—7+"—2<0.
[0 (8] o

com vectores préprios associados (0,1,0) e (0,0, 1), respectivamente.

Pelo Teorema da Variedade Instdvel, tem-se que o espago tangente & var-
iedade instdvel em p,+ & paralelo ao subespaco vectorial associado ao valor
préprio positivo @ Esse espago tangente € a recta que contém p,+ e é
paralela ao vector de coordenadas (0,1,0). Assim, a variedade instdvel de p,+ é

a semi-circunferéncia (aberta) definida por
P+P=REAw=0Ap>0.

Logo, existe uma ligagao heteroclinica de p,+ para p,+ e outra de p,+ para p,-
(primeiro caso acima descrito).

De uma forma inteiramente andloga, pelo Teorema da Variedade Estdvel, se
mostra que a variedade estével de p,+, em S%, & a semi-circunferéncia definida
por

2,2 P2,
pPr+w =R°ANv=0Ap>0.
Pela accao d em p,+, tem-se que a variedade instdvel de p,+ € o conjunto dos

pontos que estao contidos na semi-circunferéncia definida por
V4wt =REAp=0A0v>0.

e que a restrigdo a S% da variedade estdvel de p,+ ¢ definida pelos pontos que

satisfazem a condi¢ao
P+ =REAw=0Av>0.

De igual modo, pela acgdo d?, tem-se que a variedade instdvel de p,+ é a

semi-circunferéncia definida por

Pru=REAv=0Aw>0
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e que a restricio a S% da variedade estdvel deste ponto de equilibrio é definida
pela condigao

P+uwt=R*Ap=0Aw>0.

Assim, tem-se

W (pp+) NW* (pur) # 2,

W (pye) OW? (pur) # @

W (pp+) NW? (pp+) # 2.

Pode-se assim concluir a existéncia de um ciclo heteroclinico ¥ associado as
selas p,+, py+ € py+, 0 qual & conhecido, na literatura, por ciclo de Guckenheimer-
Holmes (ver Field [9], Guckenheimer-Holmes [15] ¢ Melbourne, Chossat & Gol-
ubitsky [29]).

A 6rbita deste ciclo heteroclinico pela ac¢ao das reflexdes nos planos coorde-
nados consiste em ¥ e mais sete ciclos heteroclinicos, cada um deles limitando
os octantes de S%. A unido de todos os ciclos heteroclinicos resulta nas trés cir-
cunferéncias invariantes. Assim, prova-se a existéncia de uma rede heteroclinica
R associada a A, onde R =TS,

Falta provar que a rede heteroclinica R é assimptoticamente estavel. Uma
vez que R = I'Y, basta provar, recorrendo ao Critério de Krupa e Melbourne
(caso T' finito), que o ciclo heteroclinico & é assimptoticamente estdvel. Para
usar este critério, é necessdrio verificar que, para qualquer sela p; de X, existe
um subespaco vectorial P; invariante pelo fluxo tal que W*(p;) C P; € pjt1(mod3)

é um pogo em P;. Veja-se que tal se verifica para a sela p,+. Seja
PPP+ = {(p,'u,w) € R :w= 0}

Tem-se que W*(p,+) C P,

p,+ & dado que Ppp . = Fiz ((dgd?)), decorre que Ppp .
é invariante pelo fluxo. S¢ falta verificar que p,+ € um poco em Ppp .- Ja foi visto

que ,
—22<0 e )\——5—/}+i/\‘7<0
o o
sao valores préprios da linearizacao de F3 em p,+ associados a (0,1,0) ea(1,0,0),
respectivamente. Conclui-se entdo que, restrito ao subespaco Ppp . » alinearizacao
de p,+ s6 tem valores préprios reais negativos. Noutros termos, p,+ € um pogo em

Py - A prova ¢ andloga para as restantes selas, considerando P, , = Fiz((g))
e B, . = Fiz({d*qd)).
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Finalmente, falta verificar que

3 3
Hmin{cj, 6]' - t]} > Hej.
7=1 Jj=1

Uma vez que o sistema restrito & aderéncia do primeiro octante de S% ¢é Zz({(d))—
equivariante, as trés selas possuem os mesmos valores préprios radial, contractivo

e expansor. Assim, se se provar que

mln{cpp+, €p,+ — tpp+} > €p,+ >

fica demonstrada a hipétese do critério. Uma vez que P,,p LB, = R3, tem-se

que —t, . = +00. Além disso, conforme j4 foi visto

A= P07
a + o2 o o? o o2 a
(3.15)

de onde decorre

2 —
Cpp+:—</\—6—)\+§i~>>M=6

o az Pot*

(a4

_ ( BA 5)\2> MB-a) 62 _Na—7) SN2 (650 Ma —7)

Portanto min{cpp iy —tp )= Cp,v > €p .. Entao, pelo Critério de Krupa

e Melbourne, conclui-se que o ciclo ¥ definido pelas selas p,+, p,+e p,+ € as-

|
|
simptoticamente estdvel, razao pela qual a rede R é assimptoticamente estavel.
|
Apesar de se ter apresentado a rede heteroclinica R como sendo a uniao |
dos ciclos heteroclinicos na érbita de grupo de X, chama-se a atencao para a ‘
existéncia de outros ciclos heteroclinicos na rede como, por exemplo, o ciclo
definido pelo conjunto de pontos de equilibrio {p,+, Pw+, Put+, Pp~, Duw-, Pu-}

(Field [9]).



Capitulo 4

Rede Heteroclinica com uma

trajectoria periédica

Nesta sec¢do, vai-se rodar (ou levantar) o campo de vectores (3.1) definido no
espaco R3 em torno de um plano de simetria, usando a técnica de levantamento
estudada em Aguiar, Castro & Labouriau [2], obtendo-se um novo sistema de
equagdes diferenciais no espago vectorial R*. Esta técnica de levantamento de
um campo de vectores foi inicialmente usada em Aguiar [1], tendo sido mais
tarde formalizada em [2| como uma técnica geral de constru¢ao de exemplos de
sistemas com redes heteroclinicas, satisfazendo determinadas propriedades. Este
processo exige um requisito prévio: a equivarincia do sistema por um grupo

cuja acgao é isomorfa a Z,.

O plano em torno do qual se vai efectuar a rotagio é o plano definido por

= 0, uma vez que o campo de vectores (3.1) é simétrico relativamente a este

plano pela acgao q. A ideia geométrica da rotagdo é a seguinte: um ponto do

plano p = 0 "permanece"neste subespago, visto este ser um plano de simetria da

rotagao. Um ponto (py, vo, wp), com p, # 0, gera o lugar geométrico dos pontos
(z,y,v,w) € R?* que satisfazem a condicao:

x2+y2=p§ AN v=vg A w=wp.

4.1 Campo de Vectores em R*

Analiticamente, a rotagdo em torno de p = 0 obtem-se juntando a equagéo angu-

lar ¢ = & (£ € R\{0}) as coordenadas esféricas do sistema (3.1) e considerando

51
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a coordenada p como raio da rotagdo (Aguiar, Castro & Labouriau [2]). In-
terpretando o par de coordenadas polares (p, p) em coordenadas rectangulares,

tem-se

r = P Cos @

y = psing
com z” + y* = p?. Derivando ambas as equacdes em ordem & varidvel indepen-
dente t, tem-se '

T =pcosy — ppsing

Y = psiny 4+ ppcos .

Substituindo as equacdes de p do sistema (3.1) nas expressoes de = e 7 e
tendo em conta que % + y? = p?, pcosp = x e psing = y, o sistema em R* &

dado, em coordenadas cartesianas, por:

& = z(A+ afz? + ) + v + yw? + 6(v* — (2 + y*)w?)) — &y

¥ =y(A+ a(z? + y?) + B + yw? + §(vt — (2® + yH)w?)) + £z (41)
o =v(A+ av? + fw? + y(a? + y*) + S(w — (a® +y?)v?))

W = w(A+ aw? + B(z? + y?) + v + §((2? + y?)? — v*w?))

onde z2 + y? + v? + w? = r?. Por comodidade de notacéo, o campo de vectores

do sistema de equagdes diferenciais (4.1) denotar-se-4 por Fy.

4.2 Grupo de Simetrias do Sistema em R*

As simetrias do sistema (4.1) em R* advém das simetrias do sistema em R? e da
rotacdo (Aguiar, Castro & Labouriau [2], secgdo 2). "Levantando"as simetrias
do sistema em R3 para R*, as tinicas accdes que nao se transformam na acgio
trivial sdo as que correspondiam, em R3, a ¢, d?qd, dqd?, qd*qd, dgd?>qd? e qdqd?.
Explicitamente, as acgdes lineares em R* herdadas das simetrias do sistema em

R? sdo as seguintes:
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1d
Z,Y,V, W

W)
—Y, v, W)

= (z,

Z,Y,v,w ,L,(

,Y,V,Ww s( , W)
(»vy, —w)
(—z
(:vy,

(
(
(
(
—v,w)

(z,y,v,

(x y7U7w 7 w)

)
)
)
z,Y,, w)
w) ¥
)=
)=

\ (‘T Y,v,w ( y,v, —'U])

E facil ver que estas acces sao geradas por r, s e t. Uma vez que a accdo r
pode ser vista como um elemento da acgao usual do grupo de Lie SO(2) sobre
as duas primeiras coordenadas de R*, o grupo de simetrias do sistema em R? ¢

o grupo A gerado por s, t e por (, onde
¢: R | — R*
(z,y,v,w) — (zcost —ysiny,xsiny +ycosy,v,w)
com ¢ € R.
A é um grupo de Lie compacto. Uma vez que as ac¢bes de s e t no espago

vectorial R* sao isomorfas a Zs, frequentemente serdao designadas por Zy(s) e por

Zy(t). O mesmo argumento serve para justificar que a acgao (¢) seja denotada

por SO(2)(¢).

Do que foi visto, prova-se facilmente o seguinte lema:

Lema 4.1 O sistema de equacdes (4.1) em R* ¢é equivariante pelo grupo Zy(s) x
Zs(t) x SO(2)()-

Os subespagos de simetria néo trivais da acgao de Zy(s) x Zy(t) x SO(2)(()
sobre o espago R* sdo enumerados no lema que se segue. A demonstracio é

andloga & que foi apresentada para estudar os subespacos de simetria de I em
R3.

Lema 4.2 Os subespacos de simetria da acgGo de Zy(s) x Zy(t) x SO(2)(¢) em
R* sdo:
1. Fiz(Zy(s) x SO(2)(¢)) = {(z,y,v,w) ER*: 2 =0Ay =0 Av =0}

2. Fiz(Zs(t) x SO2)(Q)) = {(z,y,v,w) eR* : 2 =0Ay =0Aw =0}
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3. Fiz(SO(2)(()) = {(z,y,v,w) eR* : 2 =0 Ay =0}
4. Fiz(Zy(s) x Zy(t)) = {(z,y,v,w) e R* : v =0 A w = 0}
5. Fiz((Zy(s)) = {(z,y,v,w) € R* : v =0}

6. Fiz(Zy(t)) = {(z,y,v,w) e R* : w =0}

4.3 Dinamica do sistema em R*

Antes de estudar a dinamica do sistema em R*, convém ver como é que, ana-
liticamente, ficam definidos os conjuntos invariantes pelo fluxo que sio obti-
dos por rotagao do campo de vectores (3.1) em torno do plano p = 0. Neste
ambito, Aguiar, Castro & Labouriau [2] definem levantamento por rotagio de
L C R® como o conjunto dos pontos (z,y,v,w) € R?* tais que (+p,v,w) € T e
[|(z,y)]] = |p|, denotando-o por L(T).

Assim, se se considerar a inclusao

i: R® - R4

(pv,w) = (p,0,0,w) (4.2)

decorre que L(X) é a érbita da acgdo usual do grupo SO(2) sobre as duas
primeiras coordenadas de i(X), ou seja,

L(T) = SO(2).i(%).

Agora, a ideia geométrica de um ponto "permanecer num subespaco" intro-
duzida no inicio deste capitulo, pode ser traduzida mais formalmente do seguinte
modo:

p = (0,u9,wo) € Fiz((g)) = |
= ‘C({p}) = i((ov’UvaO)) = (07O7v01w0) € L(sz(<Q>))

Teorema 4.3 Se A >0, 8+7=2¢, <a<y<0efecR\{0}, o sistema de
equagdes (4.1) satisfaz o sequinte:

1. a superficie esférica de dimensdo 3, S%, de centro na origem e com raio

R = \/—g ¢ invariante pelo fluzo e globalmente atractora.
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2. o sisterna possui cinco pontos de equilibrio de coordenadas (0,0,0,0), p,+ =
(07 07 R1 0) y Pv— = (07 07 —Rr 0)) Dy+ = (0’ 07 01 R) € Py~ = (07 07 07 —R) A

origem ¢é repulsora e os restantes pontos de equilibrio sdo selas.

3. na restrigdo do fluzo & superficie esférica S}, existe uma trajectéria perio-

dica, que se designard por ¢, definida por

que € uma sela invariante.

Por abuso de notacao, os pontos de equilibrio dos sistemas em R? e em R*
sao denotados de igual modo. Nao hd, todavia, qualquer perigo de ambignidade

porque se sabe, & partida, a dimensdo do espago no qual se estd a trabalhar.
Prova.

1. A prova desta alinea é trivial uma vez que a rotacio do campo de vectores
mantém a componente radial do sistema (3.1) definido em R3, isto é, em

coordenadas esféricas, a componente 7 néo é alterada pela rotacao.

2. Uma vez que o sistema (4.1) é obtido pela rotagao do sistema (3.1) em
torno do plano de simetria p = 0, decorre que os pontos de equilibrio do
sistema (3.1) contidos neste plano permanecem como pontos de equilibrio
do sistema (4.1), no sentido de corresponderem & inclusao i de pontos de

equilibrio do sistema em R3. E o caso da origem e dos pontos de equilibrio
Dot Py— Puwt € Py~

Para mostrar que a origem é repulsora, basta ver a rotacao nao altera a
parte real dos valores préprios (Aguiar, Castro & Labouriau [2]). Indo
de encontro a este resultado, basta notar que, restrito ao plano definido
por Fiz(SO(2)(()), a lineariza¢do do campo de vectores Fy em (0,0,0,0)
admite A como valor préprio com multiplicidade 2. Em Fiz({(Zy(s)) N
Fiz((Zy(t)), a linearizagdo de Fy, na origem, tem dois valores préprios
complexos conjugados (A £ £7). Em ambos os casos, os valores préprios

encontrados tém parte real positiva A, decorrendo que a origem é repulsora.

Para ver que os pontos p,+, p,—, P+ € Py~ Sdo pontos de sela, usa-se o
mesmo argumento de que a rotagdo nao altera a parte real dos valores

préprios. Com efeito, os valores préprios de Fy nos pontos referidos sio
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-2 eA— 5’\ + %5, que sdo reais e negativos e (o‘a‘"’) +i¢ que possui parte

real pos1t1va. Decorre assim que os pontos sao selas.

O sistema nao tem mais pontos de equilibrio porque uma rotacéo nao pode

gerar mais pontos de equilibrio.

De facto, as duas primeiras componentes do sistema em R*, sao dadas, em

coordenadas esféricas, por

T = pcosyp — p€sin p

Y= psing + pfcosp
Para calcular os pontos de equilibrio, ter-se-ia que igualar z e y a Zero.
Notando que £ # 0, a equagdo & = 0 é equivalente a ter-se

p CoS

fsinz com sin ¢ # 0. (4.3)

Substituindo (4.3) em y = 0, tem-se

2
cos
psin @ + p L. 0
sin @

que, depois de simplificado, é 0 mesmo que se ter
P _
sin

Entao 2 = y = 0 implica ter-se p = 0 e consequentemente p = 0. Se
sing = 0, é imediato. Assim, os pontos de equilibrio do sistema em R*
sado dados por i(p;), onde p; sdo os pontos de equilibrio do sistema em R?
contidos no plano p = 0.

. Ao rodar o campo de vectores F3 definido em R?, os dois pontos de equi-

librio tipo sela p,+ e p,~ (em R*) vao dar origem & circunferéncia c definida

por
A
+y=-" A v=0 A w=0.
o"
Para facilitar os célculos, vai-se supor que a velocidade angular de ¢ é

igual a 1 (supor que ¢ = 1 néo afecta a diniAmica do sistema). Uma

matriz fundamental (27 —periédica) do sistema (4.1) é dada por

e % cost —sint 0 0
e Zgint cost 0 0

d(t) = 2
Q 0 0 O-FE) g

0 0 0 ()
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Assim, a matriz constante B (associada a @) garantida pela Teorema de

Floquet é

=22 0 0 0
0 0 0
B= 0 A-B,8 g ’
0 0 Ma—y)

«
decorrendo imediatamente que os expoentes carateristicos nao nulos sao

BN GA2 Ma —7)

“2A<0, A -—+—F<0e > 0.
. (8% (4]

o

Decorre do teorema 2.3, a existéncia de W*(c) e W*(c), com dimensdes 2
e 3. Do facto de ¢ ser compacto e invariante pelo fluxo, decorre gque ¢ é

uma sela invariante.

O lema seguinte permitird relacionar as intersecgoes das variedades instédvel
e estdvel das selas ¢, py+, Pu—, Pu+ € Pu-. Este lema vai de encontro ao coroldrio
2 de Aguiar, Castro & Labouriau [2], o qual assegura que:

i) se £ é uma trajectéria heteroclinica do sistema em R? tal que & C Fiz(Zy({(q))
ligando dois pontos de equilibrio p;, ps € Fiz(Zs((q)), entdao L(£) é uma trajec-
toéria heteroclinica ligando i(p;) e i(p2);

i) se £ & uma trajectéria heteroclinica do sistema em R? tal que £ C
R3\ Fiz(Z,({q)) ligando dois pontos de equilibrio p;, p», entao L(£) é uma ligagao
heteroclinica de dimensao 2 entre L({p1}) e L({p2}).

Lema 4.4 Restrito a S} e relativamente ao sistema (4.1), tem-se:

? 1 W*(py+) = {(z,y,v,w) e R* : 22 + y* + w? = R Aw >0 Av =0}

2. W¥(py-) = {(z,y,v,w) €R* 1 s + y? + w? = R*Aw < 0 Av =0}

3. W(py+) ={(z,y,v,w) eR* : v* +w? =R*Aw>0Az=0Ay =0}
4 Wo(py-) ={(z,y,v,w) eR*: v+ w2 = REAw<O0Az=0Ay =0}
5. We(p) = {(z,y,v,w) eR*: a2 + 32 + v = R*Av > 0Aw=0}

6. Wo(p-) = {(z,y,v,w) e R* : 2? + 3> +v* = R* Av < 0 Aw = 0}

7. We(py+) = {(z,y,v,w) ER* : v +w? = REAv>0Az=0Ay =0}
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8. W¥(p,-) = {(z,y,v,w) ER*": v’ + w? = R2Av <O Az =0Ay =0}
9. We(e) = {(z,y,v,w) e R* : a® + > + w? = RZ A v =0}

10. W¥(c) = {(z,y,v,w) ER*: 2? + > + v = RZ Aw =0}

Prova. Vai-se efectuar a demonstragao das alineas 1 e 9 do lema, sendo
andloga a prova das restantes alineas.

Comece-se pela alinea 1: quer-se provar que
W pwt) = {(z,y,v,w) e R* : 2* +y* + w? = R2Aw > 0 Aw =0}.

Em R?, o ponto de equilibrio correspondente a p,+ é o ponto de coordenadas

(0,0, R). A variedade instdvel deste ponto de equilibrio é a semi-circunferéncia
definida, em R3, por

Pruwt=RAw>0Av=0,

nao estando contida no plano definido por p = 0. Tendo em conta o modo
como ¢ efectuada a rotacdo e usando a técnica de levantamento de conjuntos
explicitada no inicio desta seccdo, decorre que a variedade instdvel de p,+ é

dada pela semi-superficie esférica definida, em R*, por
PP+ =R Aw>0A=0.

Quanto & alfnea 9, basta observar que W*(c) resulta da rotagao de W*(p,+)U
W#(p,-) do sistema em R3. Sabendo que

We(pp+) ={(p,v,w) e R®: pP +w? = REAv=0Ap> 0},
W (po-) ={(pv,w) eR*: PP+ w? = REAv=0Ap <0}
e tendo em conta como foi efectuada a rotagao (sendo z? +y2 = p?), decorre que

W)= {(z,y,v,w) e R*: 2® + y® + w® = R* A v = 0}.

A intersecgao da superficie esférica globalmente atractora S3, com os sube-
spagos de simetria de dimensao 1 do sistema, correspondem aos pontos de equi-
librio p,+ e p,- e py+ e py-. De igual modo, as interseccoes da superficie es-
férica com Fiz(SO(2)(()) e Fiz(Za(s) x Z(t)) correspondem as circunferéncias
definidas por

V4wt =REAz=y=0
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Py =REAv=w=0,

respectivamente. Por fim, a interseccao da mesma superficie esférica com os

subespacos de simetria de dimensao 3 sdo as superficies esféricas definidas por

P4y +uw=REAv=0

P+ =R Aw=0.

Seja R a uniao das duas circunferéncias e das superficies esféricas acima
mencionadas. Do que foi exposto, é facil concluir que R é um conjunto in-
variante pelo fluxo do sistema (4.1). O préximo teorema afirma que R é uma
rede heteroclinica assimptoticamente estiavel. Na demonstragdo da estabilidade
assimptoética da rede, vai-se usar a simetria do sistema e o critério de Krupa e
Melbourne (caso dimT" > 0). Chama-se a atengdo que a prova pode ser simpli-

ficada usando a teoria exposta em Aguiar, Castro & Labouriau [2].

P+
T —)?\
dim 1 dim2 dim 1

Figura 4.1: Representacao esquemitica da rede heteroclinica presente na
dinamica do sistema (4.1).

Teorema 4.5 Na dindmica do sistema (4.1), R é uma rede heteroclinica as-
simptoticamente estdvel associada as selas ¢, Dy+, Du-,Puw+ € Pu-. As ligagoes

heteroclinicas entre os pontos de equilibrio py+, Py—, Put € Pu- LM dimensdo 1

e as ligacoes heteroclinicas que envolvem a sela ¢ tém dimensdo 2.
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Prova. Considere-se o conjunto de selas invariantes

S = {C, pU+1 pw*;pv—, pw—}-

Que o conjunto invariante R é uma rede heteroclinica envolvendo as selas de S,
decorre trivialmente do lema 4.4.

Seja X, 5,, onde 5152 € {—,+}, o ciclo heteroclinico definido pelas selas c,

Dys1 € Pyoz. lem-se que
R= |J Zaw
81,826 {—,+}

Uma vez que R = AY,,, para mostrar que R é assimptoticamente estével,
basta mostrar que X, , é assimptoticamente estdvel. Para tal, vai-se recorrer ao
critério de Krupa e Melbourne exposto no teorema 2.17. O ciclo heteroclinico
4+ contém um equilibrio relativo: o equilibrio ¢. Assim, para aplicar o critério,
é necessério estudar o campo de vectores normal associado a F; em torno da

érbita (de grupo) c. O campo de vectores normal associado a Fy é dado por

(X + a(z? + y?) + Bv? + yu? + §(v* — (2% + y?)w?
YA+ oz + *) + v + yw? + 6(v* — (2% + y?)w?
v\ + av? + fuw? + y(2? + y?) + o(w* — (22 + y?)v?
wA+ aw? + B(z? + y*) + yv? + 6((2® + y?)? — w?)

F4]V($7y7v7w) =

)
)
)

Para mostrar que F}¥ é o campo de vectores normal associado a Fy, em c, é
preciso verificar que a imagem de um vector normal & curva ¢, num qualquer
ponto de ¢, é normal & curva e que Fy — F ¢ tangente a c. Que Fy — F]N &
tangente a c é imediato.

Calculando o produto escalar entre F}¥ (z,y,v,w) e um vector tangente a c,
por exemplo (—sin ¢, cos , 0,0), tem-se que (F¥ (z,y,v, w), (— sin ¢, cos p, 0, 0))

é 0 mesmo que se ter

—zsin (A 4 a(z? + 3?) 4 v + yw? + §(v? — (&® + yH)uw?) +
+ycosp(A + afz? +y%) + Bv? + yw? + 6(v* — (2% + y)uw?))

0 que é equivalente a
A+ a(z® + %) + B2 +yw? + §(v* — (2 + y*)w?)).(—pcos @ sin p + p cos Y sin @),

ou seja,

(EY (2, y,v,w), (—sinp, cos @,0,0)) =0,
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para qualquer (z,y,v,w) € R*. Provou-se que a imagem de qualquer vector,
por £}, € normal a c; em particular o fibrado normal N,, z € R4, é invariante
por FV

Os valores préprios nao nulos da linearizagao do campo de vectores normal
FN num ponto qualquer de ¢ sao:

Ma —7) BA

—2A <0, >0, )\~—~+— 0.
(87

Assim, é facil ver que c é hiperbélico (conforme demonstrado em Field [8], as
partes reais dos valores proprios nao dependem da escolha do ponto no equilibrio
relativo c).

Para se poder aplicar o Critério de Krupa e Melbourne, é preciso que o ciclo

seja robusto (ou que a hipdtese (H1) de [25] seja satisfeita). Com efeito,
W¥(py+) C Fiz(SO(2)(C))

e o ponto de equilibrio p,+ é um pogo em Fiz(SO(2)(()), observando que os
valores préprios da linearizagio de FJ¥ em p,+ sdo negativos (nesta restrigao).
Analogamente,

W*(py+) C Fiz(Za(s))

e (R,0,0,0) (note-se que ¢ = L({(R,0,0)})) é¢ um pogo em Fix(Zy(s)). Final-
mente, tem-se que :

W¥(c) C Fia(Zs(t))

e P+ € um pogo em Fiz(Zy(t)).

Usando a terminologia que antecede o teorema 2.12, tem-se

BA 8N

Cy+ = Cy+ = C(R0,0,0) = A— ~a~ + ?,
Aa—y)  Ma-17)

(87 - (4

€yt = €yt = €(R,0,0,0) =

tv+ = tw+ = t(R,0,0,0) = —0Q.

Uma vez que A — %\ + 60:\22 > ’\(a ) (j& provado), decorre o pretendido, isto &, o

ciclo R é assimptoticamente eatavel, pelo critério de Krupa e Melbourne.

Finalmente, quanto as dimensdes das ligacGes heteroclinicas, basta notar que

‘ A
W ) N W (py+) = {(z,y,v,w) ER* : 2* +¢y* +v* = - Av>0Aw=0}
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¢ uma variedade de dimens&o 2, que
u s 4.2, 2 A
W p e )NW (py+) = {(z,y,v,w) e R*: v* +w? = —Z Aw > 0Az = 0Ay = 0}
Q
tem dimensao 1 e que
K . A
W (py+) NW?(c) = {(z,y,v,w) e R* : 2® + y* + w® = ~Z Aw > 0 Av =0}
o

tem dimensao 2. =

Figura 4.2: Esquema de W*(p,-) e W*(p,+) que coincidem com W*(c) (Aguiar

[1])-

Proposicao 4.6 Na dindmica do sistema (4.1), existem quatro trajectdrias perio-

dicas hiperbolicas que sdo repulsoras, na restrigio & variedade S%.

Prova. Na dindmica do sistema (3.1), existem oito pontos de equilibrio

instaveis de coordenadas

A A A
Pptotwt = (i\/—éa,:t\/—ga,:t\/—3—a> . (4.4)

Geometricamente, ao rodar 0s pontos p,+,+,+ em torno do plano p = 0, cada

dois pontos de equilibrio simétricos relativamente a Fiz({q)) ddo origem a uma
circunferéncia. Assim, o levantamento por rotagao de p,t,+,+ origina quatro

circunferéncias definidas por

'JL‘2—}—'2—~i A ’U":{:\/—:\f A w—:t\/—v/\-—
Y7 T34 - 3a B 3a’

E imediato concluir que estas quatro circunferéncias sao equilibrios relativos

(sdo invariantes pelo fluxo e pela acgao do grupo). Assim, a parte real dos
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valores préprios da linearizagao de F' em qualquer ponto das circunferéncias

nao depende do ponto escolhido na érbita (Field [8]). Tomando, por exemplo, o

(o2

os valores préprios da linearizagao de F} tém todos parte real positiva, quando

ponto de coordenadas

restritos a variedade S3. Fica, deste modo, provado que as circunferéncias sao

trajectérias hiperbdlicas e repulsoras. m
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Capitulo 5

Ciclo Heteroclinico entre trés

trajectorias periodicas

Neste capitulo, com o objectivo de obter um ciclo heteroclinico entre trés trajec-
térias periddicas efectuam-se duas rotagdes andlogas & do capitulo 4. Roda-se o
campo de vectores (4.1) em torno do hiperplano v = 0 e em torno do hiperplano
w = 0, obtendo-se um novo sistema de equacoes diferenciais em R®. Estas ro-
tagOes estdo bem definidas uma vez que os campos de vectores em R? e em R®

sa0 Zg-simétricos em relagao aos hiperplanos

Fiz(Zy(s)) = {(z,y,v,w) € R* : v = 0}

Fiz(Zs(t)) = {(z,y,p,q,w) € R® : w = 0},

condigOes essenciais para se poder efectuar a rotacdo (Aguiar, Castro & Labouriau

[2])-

Antes de prosseguir na exposi¢io, vai-se generalizar a nocao de rotacao de um
campo de vectores em torno de um hiperplano de simetria e a de levantamento
de um conjunto. Esta generalizagdo vai ser utilizada para estudar a diniamica

do sistema que se obtém por (dupla) rotacdo do sistema (4.1).

Com base no artigo de Aguiar, Castro & Labouriau (2], a nogao de levanta-
mento por rotacao de um subconjunto invariante pelo fluxo pode ser generalizada
do seguinte modo: suponha-se que F, é um campo de vectores Z,—equivariante.

Suponha-se, sem perda de generalidade, que é equivariante pela accao
k: R" —> R™

(1, .oy T, Tn) > (T1, e, Tne1, —Tn)

65



66 5. Ciclo Heteroclinico entre trés trajectérias periédicas

e seja Fy, 41 o campo de vectores que se obtém, juntando as coordenadas esféricas
de F,, a equacdo ¢, = ¢, (onde ¢, € R\{0}) e considerando a coordenada z,
como raio de rotagao. Importa saber como se podem caracterizar os conjuntos

invariantes do sistema F,, ;.

Neste sentido, define-se levantamento por rotagdo de & C R"™, denotado por
L(X), como o conjunto dos pontos (z1..., Ty, Tna) € R™ tais que (z;..., £29) €

¥ onde ||(2n, Tny1)|] = |22|. Se se considerar a inclusdo
i R — R

(#1.y2n) = (T1...,2,,0)

decorre que L£(X) & a érbita da accéo usual do grupo SO(2) sobre as duas tltimas
coordenadas de i(X), ou seja,

L(X) = SO(2).i(%). (5.1)
Assim, generalizando Aguiar, Castro & Labouriau [2], tem-se:

Proposicao 5.1 Sejam F,, : R™ — R™ um campo de vectores Zy(k)— equivariante
e Fry1 0 campo de vectores obtido juntando as coordenadas esféricas de F,, a
equagio ¢, = &, (onde &, € R\{0}) e considerando a coordenada x,, como raio

de rotagdo. Seja ¥ C R™ invariante pelo fluzo de F,. Entdo:
1. L(X) ¢é invariante pelo fluzo do sistema F, .
2. se X é compacto, entdo L{X) é um compacto de R™*1.

3. se X é assimptoticamente estdvel, entGo L(X) é um conjunto assimptoti-

camente estdvel do sistema F, 1.

4. se ¥ € uma ligacdo heteroclinica entre pontos de equilibrio e, e ey, en-

tdo L(X) é uma ligagdo heteroclinica entre equilibrios relativos L({e;}) e

L({e2}).

Esta proposicao generaliza os resultados apresentados na sec¢ao 3 no artigo
de Aguiar, Castro & Labouriau [2], sendo a demonstracao ansloga a que é efe-
ctuada. Decorre imediatamente das alineas 1 e 3 da proposi¢ao 5.1, que se S**
¢ uma variedade invariante pelo fluxo e assimptoticamente estdvel na dinamica
do sistema & = Fy,(z,A), entdao £(S*™!) = S? é uma variedade invariante pelo
fluxo e assimptoticamente estédvel para o sistema associado ao campo de vectores
Fo.
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5.1 Campo de Vectores em R®

Analiticamente, a primeira rotagio é obtida juntando a equacéo angular ¢ = 7
(n € R\{0}) as coordenadas esféricas do sistema (4.1) e considerando a coorde-
nada v como raio da rotagao. A segunda rotagao é obtida juntando a equacao

angular ¢ = p (p € R\{0}) e considerando a coordenada w como raio da rotacao.

Interpretando o par de coordenadas polares (v,v) em coordenadas rectan-
gulares, define-se:
p = wvcosy (5.2)
= vsiny
com p®+¢* = v2. De igual modo, interpretando o par de coordenadas (w, o) em
coordenadas rectangulares, tem-se
U = wcoso (5.3)
z = wsino

com u?+z? = w?. Derivando as equagdes de (5.2) e de (5.3) em ordem a varigvel

independente t, tem-se

p=1TUcosy — /Uzbsin'w e ¢g=vsiny +v'g.bcos¢

% =wWcoSo —wosinoe e Z=wsino -+ wdcosayg.

Substituindo as equagtes de v e w do sistema (4.1) nas expressoes de p, ¢, it

%, vecosy = p, vsinyg = gq, p*+¢* =1v*,

u=wcoso e z =wsinag, o sistema em R® é dado, em coordenadas cartesianas,

e z e tendo em conta que p? + ¢2 = v

por:
& =z(A+ oz +y2) + B (PP + ¢%) + 7 (u? + 22) + 6((p* + ¢°)° ~ (2% + y?)(u? + 22))) — &y
§=y(A+a(z? +12) + B (P2 + ¢+ (u? + 22) + 6((0 + ¢2)° — (2% + %) (u? + 22))) + €2
P =P+ a (@ +¢%) + B (u? + 22) + y(z? + ) + 5((u? + 22)* — (2 + y?) (p* + ¢%))) — 1q
¢ =qA+a (P + )+ Bu? +2%) + (z? + y2) + 6((u? + 22)° — (2 +y><p +¢%)) +np
U=uw(A+a(u® +2%) + B(z% + %) + 7 (P* + ¢%) + 6((«® + yB)? — (u? + 22) (p? + ¢%)) ~ 02
(2= 200+ a(W®+22) + B(#* +4°) + 7 (PP + %) + 0((z? + y?)? = (u? + 2%) (P* + &) + ou

(04)
onde 2% + y* + p* + ¢® + u? + 22 = r2. Seja Fy : RS — R® o campo de vectores

tal que o sistema (5.4) pode ser escrito como & = Fg(z, ), com x € RS.
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5.2 Grupo de Simetrias do Sistema em RS

As simetrias do sistema (5.4) em R® advém do efeito das rotacdes e da simetria

do sistema (4.1) em R, ficando definidas pelas acgoes:

onde ¥,0,v € R. Seja {2 o grupo de Lie definido por ({,n, 7). Pelo modo como
{2 est4 definido, 2 é um grupo de Lie compacto. Analogamente ao que foi feito
anteriormente, representam-se os grupos (¢), (n) e (1) por SO(2)(¢), SO(2)(n) e
SO(2)(), respectivamente. Se néo houver perigo de ambiguidade, poderao ser

(: RS — RS

(z,9,p,q,u,2) + (rcostyp —ysiny,zsiny +ycosy,p,q,u,z)
n: RS — RS
(,9,p,¢,u,2) = (x,y,pcosd —gsinb,psiné + pcosf,u, 2)

7: R® | — RS

. . }
(,9,0,q,u,2) +— (x,y,p,q,ucosv — zsinv,usinv + z cosv)

simplesmente denotados por SO(2). Assim, é facil provar que:

Lema 5.2 O sistema de equagées (5.4) em RS ¢ equivariante pelo grupo Q, o

qual é isomorfo a SO(2)3.

Os subespacos de simetria ndo trivais da accao de £ em R® sdo enumerados

no lema que se segue.

Lema 5.3 Os subespacos de simetria nao triviais da accdo de Q em RS sdo:

1.

2.

S

Fiz(SO(2)(()) = {(z,y,p,¢,u,2) ER® : 2 = y = 0}
Fiz(SO(2)(n) = {(z,9,p,q,u,2) ER® : p=¢ =0}

Fiz(SO(2)(1)) = {(z,y,p, ¢, u,z) € R® : u =z =0}

. Fiz(SO(2)(¢) x SO2)(n) = {(z,y,p, ¢, u,2) ER® :x =y =p=q =0}

Fiz(SO(2)(¢) x SO(2)(1)) = {(z,v,p,q,u,2) € Ré : x =y =u =z =0}

Fiz(SO(2)(n) x SO2)(7)) = {(z,y,p,q,u,2) ER®:p=g=u=z=0}
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5.3 Dinamica do sistema em R°

Teorema 5.4 Se A >0, 8+7=2a, <a<y<0efnepeR\{0}, o fluxo
do sistema de equagdes (5.4) satisfaz o sequinte:

1. a superficie esférica de dimensdo 5, S3,, de centro na origem e com raio

R= —% € wnvariante pelo fluzo e globalmente atractora.
2. a origem é o nico ponto de equilibrio do sistema e é repulsora.

3. restrito & superficie esférica de dimensdo 5, Sy, possui trés trajectorias que

sao selas invariantes, definidas por:

332+y =—— A p=q=u=2z=0,
o

2, 2 A

Pr+¢=— AN zz=y=u=z=0
o

A
W2 ==-" A z=y=p=gq=_0,
«

e que serdo denotadas por ¢, c; € c3, respectivamente.

Prova. A alinea 1 decorre da observacdo que se segue & proposicao 5.1.

A trajectéria periédica ¢ do sistema em R* estd contida em Fiz(Zy(s)) U
Fiz(Z,y(t)), sendo portanto preservada pelas duas rotacdes e corresponde & tra-
jectéria periédica c; do sistema em R®. Os dois pontos de equilibrio p,+ e p,-
do sistema em R* estdo contidos em Fiz(Zy(t)), dando origem & trajectéria
periédica c; através da rotacao em torno do hiperplano Fiz(Zs(s)), trajectéria
que ¢ preservada pela rotagao em torno de F'iz(Zs(t)). Os dois pontos de equi-
librio p,+ € p,- do sistema em R* estao contidos em Fiz(Zy(s)) e dao origem a
trajectéria ¢z através da rotagao em torno do hiperplano Fiz(Z,(t)).

Do facto de uma rotagdo nao poder gerar novos pontos de equilibrio, fica
demonstrado que a origem € o tinico ponto de equilibrio do sistema (5.4). Este
ponto de equilibrio é obtido por (duplo) levantamento da origem do sistema
em R*. Assim, uma vez que a parte real dos valores préprios dos equilfbrios é
invariante pelo efeito da rotacdo e dado que a origem em R* é repulsora, vem
que a origem em R® também o é. Com efeito, os valores préprios da linearizacao
do campo de vectores Fg na origem sdo

Ax& , ANt e At
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Analogamente ao que se fez no capitulo 4, para ver que as trajectérias {c; }3=1
sao selas, basta analisar as partes reais dos expoentes caracteristicos de cada
uma das trajectérias, admitindo que a velocidade angular (de rotacio) &€ 1. Os
expoentes caracteristicos nao nulos associados a cada uma das trajectérias nao
dependem da trajectéria considerada e sao dados por:

BA 6N Ma —7)

—2)\,/\~—+72i2'e +i.
o' "

a
Assim, se j € {1,2,3}, decorre do Teorema da Variedade Estdvel para Trajec-
térias Periddicas (teorema 2.3), a existéncia de W*(c;) e W*(c;), com dimensdes
3 e 4. Tendo em conta que ¢; é um compacto invariante pelo fluxo, conclui-se

que a trajectéria c; € uma sela. ®

O lema que se segue permitird relacionar mais facilmente as intersec¢des das
variedades instdvel e estdvel das selas ¢, c2 e c3. A prova é ansloga & que foi

feita para o lema 4.4.

Lema 5.5 Restrito a S} e relativamente ao sistema (5.4), tem-se:
1. Weer) ={(z,y,p,qu,2) ER® : 2 + 2 + u? + 22 = R Ap = ¢ = 0}
2. W) = {(z,y,p,q,u,2) ERO:2? + 2 + p + ¢ = R* Au = 2 =0}
3 WHer) = {(z,y,p,q,u,2) ERO: PP + @2 + w2+ 22 = RPNz =y = 0}
4 Wo(ea) = {(z,5,p,¢,u,2) ER*: ® + 4 + p* + ¢* = R* Au = 2 = 0}
5. W*(es) = {(z,y,p,q,u,2) ER® : 2 + y* + w2 + 22 = R* Ap= ¢ = 0}

6. WS(C3) = {("L‘7y7p7'q:u7z) ERG 1P2+q2+u2+z2 =R2/\,’L'='y=O}

A interseccao dos hiperplanos de simetria Fiz(SO(2)(n) x SO(2)(1),
Fiz(SO(2)(¢) x SO(2)(1)) e Fiz(SO(2)(¢) x SO(2)(n)) com S3 corresponde
as trajectérias periddicas ¢, c; e c3 respectivamente. A interseccao de cada
um dos hiperplanos de simetria Fiz(SO(2)(¢)), Fiz(SO(2)(1)) e Fiz(SO(2)(n))
com S corresponde a uma 3-superficie esférica invariante pelo fluxo. Seja 7 a

uniao das trés 3-superficies esféricas invariantes. Entao, tem-se

T =

3
J=

[cj UW?(¢;) UW™(cj)].

1
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dim 3 : dim3

- /
Figura 5.1: Representacao esquemadtica da rede heteroclinica presente na
dinamica do sistema (5.4).

No teorema que se segue, enuncia-se que 7 é um ciclo heteroclinico assimp-
toticamente estdvel. Contrariamente ao que foi feito no sistema em R*, nao se
val aplicar o critério de Krupa e Melbourne; usando as propriedades dos levan-

tamentos de conjuntos enunciadas na proposicao 5.1, decorre facilmente que:

Teorema 5.6 Na dindmica do sisterna (5.4), T é um ciclo heteroclinico assim-
ptoticamente estdvel associado as selas ¢y, ¢y e cs. Todas as ligagoes heteroclinicas

entre as selas tém dimensao 3.

Prova. Usando o lema 5.5, é facil concluir que 7 é um ciclo heteroclinico
envolvendo as trés trajectérias ¢;, c; e ¢y. Usando a alinea 3 da proposi¢ao 5.1,
decorre a estabilidade assimptética da rede. Finalmente, quanto as dimensoes

das ligag¢oes heteroclinicas, basta notar que

W (c) "W (e) = {(z,y,p,q,u,2) ER®: 2 +y* + p* + ¢* = R® Au =z = 0},
W) NW?3(e3) = {(z,9,0,¢,1u,2) ER :pP+ @+l + 22 =R’ Az = y =0}

Wh(es) NW?(c1) = {(z,y,p,q,u,2) €R®: 2 + P +uP + 22 = REAp =g =0}

sao variedades de dimensao 3. =
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Proposigao 5.7 Na dindmica do sistema (5.4), existe um toro de dimensio 3

que € repulsor, quando restrito & variedade S.

Prova. A proposicao 4.6 garante a existéncia, em R?, de quatro circun-

feréncias repulsoras definidas pelas equacoes

A /A [ A
2= A =\ —— = -5
54y o v 30 AN w==% 30

Rodando-as em torno de Fiz(Z,(s)), estes equilibrios relativos geram dois toros

de dimensao 2 definidos por
A A A
2,2 2, 2
=-= A =- A w=+/-1
Ty 3o pre 3a v 3a

Usando um processo andlogo, rodando em torno de Fiz(Zy(t)), o toro de di-

mensao 2 d4 origem a um toro 3-dimensional definido por |

/\ /\ .
2 2 2 2
€T + = —— /\ p + —_ — /\ u + = —_

Usando a proposigao 5.1, esta variedade é um equilibrio relativo uma, vez que

dos valores préprios da linearizagao de F{' em qualquer ponto das trajectérias

que constituem o toro tridimensional ndo depende do ponto escolhido (Fleld 8]).

Tomando, por exemplo, o ponto de coordenadas (\/ —5,0, \/ o \/ 3o )

é invariante pelo fluxo e é invariante pela ac¢do do grupo ). Assim, a parte real ' ‘
os valores préprios da linearizagio de F¥ tém todos parte real positiva, quando
restritos a variedade S%. Fica, deste modo, provado que o toro & hiperbélico e

repulsor. m

5.4 Simulacao numérica em DSTOOL

O comportamento de uma trajectéria com condic¢do inicial perto de um ciclo
heteroclinico assimptoticamente estdvel é o seguinte: quando a trajectéria se
aproxima de uma das selas invariantes, permanece 14 por um perfodo de tempo
e afasta-se ao longo de uma ligacao heteroclinica para a sela seguinte, onde
permanecerd por um periodo de tempo mais longo. Em seguida, ird ao longo de

outra ligacao heteroclinica para perto da sela seguinte, e assim sucessivamente.
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Nesta seccao, sdo apresentadas séries temporais que evidenciam a existéncia
do ciclo heteroclinico entre as trés trajectérias periddicas c;, c; e ¢y. Fixada a

condigao inicial
ro = (0.289, —0.799,0.001, —0.081,0.001,0.278),

fora dos planos coordenados, constata-se que a trajectéria é(t,79) inicia um
movimento em torno de c;, sendo posteriormente captada para junto da tra-
Jectéria cp. Mais tarde, aproxima-se da sela c3, voltando a ¢, e repetindo in-
definidamente o movimento. Este comportamento evidencia o facto da variedade
instdvel de c; intersectar a variedade estavel de Cjy1(mod 3), tendo corroborado a
conjectura da existéncia do ciclo heteroclinico entre as selas {c; }?zl. Dado que
a trajectdria converge para o ciclo heteroclinico, ela aproxima-se cada vez mais
das selas invariantes e consequentemente permanece perto delas por perfodos de
tempo cada vez mais longos. Este comportamento de intermiténcia confirma a
estabilidade assimptética do ciclo 7.

As séries temporais apresentadas foram obtidas, usando a ferramenta DSTQOL
(Guckenheimer [14]). O DSTOOL é um programa de computador para a inves-
tigagao interactiva, simulacdao numérica e visualizacdo de sistemas dindmicos
discretos e continuos. Permite, por exemplo, efectuar projecgdes de trajectérias
de um sistema dindmico em planos do espago de fase, fixada uma condicéo ini-
cial, bem como estudar as séries temporais correspondentes (ver programa usado

em Apéndice A).

-3.8

] 250
— :

Série temporal da varidvel z, para ¢(t,rp), com A =1, @ = ~!
y=—50=-005¢=3,n=2ep=~1.

Wi
™
I
|
o
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35

35 " . .
0 ) 250
tine
Série temporal da varidvel p, para ¢(t,7), com A =1, a = -3, § = -1,
7=—é,5=-—0.05,§=3,7}22eg=—1.
35 ; . i
35 ¢ . )
! 250
time
Série temporal da varidvel u, para ¢(t,7), com A=1, a = -1, = ~1,

y=—4,0=-005¢(=3n=2e0=~1



Capitulo 6

Trabalho Futuro

Se, no sistema em R®, se identificarem as velocidades angulares, isto ¢, se § = =
o, entdo o sistema (5.4) é equivariante por um grupo ¥ isomorfo a SO(2)* x Z;
(recorde-se que em R3, o sistema (3.1) é equivariante por um grupo isomorfo a
Zsx (Zy)® (Field [9])). Nessas condigdes, as trajectérias periédicas ¢y, ¢z e c3
constituem uma 6rbita de grupo pela accdo de Zz. De igual modo, as ligacoes
heteroclinicas entre as trés trajectérias periédicas constituem uma érbita de

grupo pela mesma acgao.

Considere-se o fluxo na restri¢ao & variedade compacta S},. De acordo com
o exposto na sec¢ao 2.5 de Aguiar 1] e tendo em conta a relacao de equivaléncia
~ definida na secgao 1.2.1 desta tese, podem-se identificar elementos que per-
tencem & mesma 6rbita de grupo, obtendo-se um espaco quociente em S%/Zs;,
denominado espago das drbitas. Sendo o fluxo, em S}, diferencigvel e o grupo
de simetrias compacto, decorre que o fluxo no espaco das érbitas também é
diferenciavel (Aguiar [1]).

Identificando as trés trajectérias periédicas e as trés ligagoes heteroclfnicas,
o ciclo heteroclinico em S}, induz uma ligagao homoclinica para uma. trajectéria

periédica no espago das érbitas S%/Zs;.

De modo anélogo ao que foi efectuado na sec¢go 4.1.3.1 de Aguiar [1], deve ser
possivel perturbar o sistema em R®, com termos que quebrem a simetria SO(2)?
mas que preservem a equivariancia por Zs e tal que as variedades instével e
estdvel das trajectorias periédicas se intersectem transversalmente. Deste modo,
no espago das érbitas, a ligagao homoclinica para a trajectéria periédica estard

contida na interseccao transversal das suas variedades invariantes.

75
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Deveré4 assim ser possivel provar, sob certas condicoes, a existéncia de com-
portamento caético tipo ferradura de Smale na vizinhanca do ciclo homoclinico
em S?/Z;3 e portanto também do ciclo heteroclinico em S% entre as trés trajec-

térias periédicas (Aguiar, Castro & Labouriau [3]).

Resumidamente, considerando-se uma secg¢éo transversal ao fluxo na vizin-
hanca da trajectéria periédica e definindo-se uma aplicacao de Poincaré, o estudo
da dindmica na vizinhanca da trajectéria periédica pode ser reduzido ao estudo
da dinamica na vizinhanca de um ponto homoclinico transversal da aplicacio
de Poincaré (sec¢ao 3.4 de Wiggins [33]). Mais concretamente, a érbita homo-
clinica para a trajectéria periédica corresponde a uma 6rbita homoclinica para
um ponto fixo. Tal érbita homoclinica estd contida na intersec¢ao transversal
das variedades invariantes do ponto fixo. Nesta situacéo, sob certas condicoes,

existe dindmica tipo ferradura de Smale.



Apéndice A

Especificagao do Programa
DSTOOL

Seguidamente, é apresentado o programa de DSTOOL que permitiu a obtengao
das séries temporais apresentadas no capitulo 5.

/*
This program is the property of:
Cornell University
: Center for Applied Mathematics
| ’ Ithaca, NY 14853
and may be used, modified and distributed freely, subject to the
following restrictions:
Any product which incorporates source code from the dstool
program or utilities, in whole or in part, is distributed
with a copy of that source code, including this notice. You
must give the recipients all the rights that you have with
respect to the use of this software. Modifications of the
software must carry prominent notices stating who changed
the files and the date of any change.
DsTool is distributed in the hope that it will be useful, but
WITHOUT ANY WARRANTY; without even the implied warranty of FITNESS
FOR A PARTICULAR PURPOSE. The software is provided as is without
any obligation on the part of Cornell faculty, staff or students to
assist in its use, correction, modification or enhancement.

EXEMPLO 1
ROTACAO DO SISTEMA GUCKENHEIMER-HOLMES (PERTURBADO)
SISTEMA EM R"6

*/
#include <model _headers.h>
/*

Required function used to define the vector field or map.
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The values of the vector field mapping at point x with parameter

values p are returned in the pre-allocated array f. For vector fields,

the last components of both f and x are time components. All arrays are
indexed starting from 0.

*/
int exemplo R6(f,x,p)

double *f,*x,*p;

{

double I;

double R,a,b,c,d k,g,h;

1=p[0];

R=1;
a=-0.333333;
b=-0.5;
c¢=-0.166666;
d=-0.05;
k=3;

g=2;

h=-1;

f[O] X[O]* (142 (e[0]*x[0] +x¢[1]*x[1]) +b* (xe[2]*x[2]+x 3] *x[3]) +-c* (x[4] *x[4] +x[5] *x[5]) +

[
d* ((e[2] ™[ 2] (3] [3]) " (x[2] *x[2]4-x (3] [3]) * (x[2] *x [2]+x[3]*x [3]) * (x[2]*x[2]+x([3]*x[3])-

(x[O]*x[0]+x[1]*x[1])* (x[5] " [5]+x[4]*x[4])))-k*x[1];
)= 1]* (1+-a* (x (0] [0] -+ [1]*x[1])+b* (x[2]*x[2]4x[3]*x[3])+c* (x[4]*x[d]-+x[5]*x[5]) +
(21+x[3

d*((x[2]*x

(x[O]"x[0]+x[1}*x[1])* (x[5] *x[5] +x[4]*x[4]))) +k*x[0];
2] (20* (1+-a* (x[2] " [2]+x[3] *x[3])+b* (x[4]*x[4]+x[5] *x[5])+¢* (x[0] *x[0] +x[1] *x[1])+
d*

(x[O]*x [0 -+ [1]*x[L])* (x[2]*x[2]-+x[3]*x[3])))-g*x([3];
£3)=xc[3]* (12 (x[2] " [2)-+x[3]*x[3])+b* (x[4] *x[4]+x[5]*x[5])+c* (x[0] *x[0] +x[1]*x[1])+

(4] [4]Hx 5] [5])* (x[4]*x[4] 4 [5]*x[5])* (x[4]*x[4]+x[5]*x[5]) * (x[4] *x[4] +x[5] *x[5])-

(x[0]"x [0} -+xe[1]*x[1])* (x [2]*x[2]+x[3]*x[3})))+8*x([2];

4] =x[4]* (14+-a* (x[4]*x[4]+x[5] *x[5]) +-b* (x[0] *x[0] +-x [1] *x[1]) +-* (x[2]*x [2]+x[3] *x[3])+

d* ([0 [0} [1]*x [1])* (e [0] e [O] - [1]* [1]) * (x [O* 0] +x [1]* [1]) * (x [0] *x [0 +-x[1]*x[1])-

([4]*x[4]-x[5]*x[5]) * (x[2]*x[2}+x[3] *x[3])))-h*x[5};
£5) =[] (1+-a* (x[4] " [4]-+x[5]*x[5])+b* (x[0]*x[0]+x[1]*x [1])+c* (x[2]*x[2]4+x[3]*x[3]) +

d*((e[O] e [O] e [1]*x [1])* ([0 *e[O] +x{1]*x [1])* (x [0 *x[0]+x[1]*x [1])* (x [0} *[0] +x[1] *x[1])-

(x[4]*x[4]-+x[5]*x[5]) " (x[2]*x [2]+x[3]*x[3]))) +h*x[4];
} A

x[3]*x[3])* (x[2] "x (2] +x[3]*x[3]) * (x[2]*x 2] +x¢[3]*x[3]) * (x[2] *x[2]+x[3]*([3])-

]
((x[4]*x[4] +x[5] *x[5])* (x[4] *x[4] +->[5] *x[5])* (x[4] *x[4] 4[5 *x[5])* (x[4] *x[4] +x[5] *x[5])-
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of

/*
Optional function used to define the Jacobian m at point x with
parameters p. The matrix m is pre-allocated (by the routine dmatrix);
At exit, mli][j] is to be the partial derivative of the i’th component

of f with respect to the j’th component of x.

*/
/* |
int user jac(m,x,p)

double **m, *x, *p;

{
}
*/
/*

Optional function used to define the inverse or approximate inverse y at

the point x with parameter values p. The array y is pre-allocated.

*/

J*
int user _inv(y,x,p)
double *y,*x,*p;

{
}
*/
/*

Optional function used to define aux functions f of the varbiables x

and parameters p. The array f is pre-allocated. Time is available as the
last component of x.

*/
/*

int user _aux_ func(fx,p)

double *f,*x,*p;

{
}
*/
J*
Required procedure to define default data for the dynamical system. NOTE: You
may change the entries for each variable but PLEASE DO NOT change the list

items. If a variable is unused, NULL or zero the entry, as appropriate.

*/

int exemplo_R6_init()

{

/* ———— define the dynamical system in this segment —— */

int n_varb=6; /* dim of phase space */

static char *variable namesf]= {"x","y".,"p","q","r","s"}; /* list of phase varb
— Yy, p.,q P

names */
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static double variables[]={-0.5,-0.5,-0.5,-0.5,-0.5,-0.5}; /* default varb initial values
*/ '

static double variable_min(]={-3.5,-3.5,-3.5,-3.5,-3.5,-3.5}; /* default varb min for
display */

static double variable_max(]={3.5,3.5,3.5,3.5,3.5,3.5}; /* default varb max for

display */

static char *indep _varb_name="time"; /* name of indep variable */

double indep _varb_min=0.; /* default indep varb min for display */

double indep _varb_ max=10000.; /* default indep varb max for display */

int n_param=1; /* dim of parameter space */

static char *parameter_names[|={"lambda"}; /* list of param names */

static double parameters(]={1.}; /* initial parameter values */

static double parameter _min[]={-1.}; /* default param min for display */

static double parameter_max[|={2.}; /* default param max for display */

int n_ funct=0; /* number of user-defined functions */

static char *funct _names[]={}; /* list of funct names; {} if none */

static double funct _min(]={0.}; /* default funct min for display */

static double funct _max{]={0.}; /* default funct max for display */

int manifold _type=EUCLIDEAN; /* PERIODIC (a periodic varb) or EUCLID-
EAN */

static int periodic_ varb{]={FALSE, FALSE FALSE FALSE}; /* if PERIODIC,
which varbs are periodic? */

static double period _start[]={0.,0.}; /* if PERIODIC, begin fundamental domain
*

/

¥/

static double period _end[]={1., 1.}; /* if PERIODIC, end of fundamental domain

int mapping__toggle=FALSE; /* this is a map? TRUE or FALSE */

int inverse _toggle=FALSE; /* if so, is inverse FALSE, APPROX INV, */
/* or EXPLICIT_INV? FALSE for vec field */

/* In this section, input NULL or the name of the function which contains... */

int (*def name)()=exemplo R6; /* the eqns of motion */

int (*jac_name)()=NULL; /* the jacobian (deriv w.r.t. space) */

int (*aux_func_name)()=NULL; /* the auxiliary functions */

int (*inv_name)()=NULL; /* the inverse or approx inverse */

int (*dfdt_name)()=NULL; /* the deriv w.r.t time */

int (*dfdparam_name)()=NULL; /* the derivs w.r.t. parameters */

/¥ ———— end of dynamical system definition —— */

#include <ds_ define.c>

}
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