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Capitulo 1

Introducao

O presente trabalho aborda o estudo dos sistemas dinamicos discretos. Por sistema dina-
mico discreto entende-se um par (X,7') em que X é um conjunto com alguma estrutura
adicional e 7' é uma aplicagdo de X em X que, de certa forma, preserva a estrutura adicional
do espago X. Quando X é um espago topoldgico (por exemplo um espago métrico) entéo
é normal supor que T é continua para garantir que a imagem reciproca T~ '(A), de um
aberto A de X ainda é um aberto. E neste sentido, de a imagem reciproca de um aberto
ser um aberto, que dizemos que T' preserva a estrutura topolégica. No caso de em X estar
definida uma medida p, T preservar a medida y vai significar que u(7-1(A)) = u(A).

A o =
Para todo o n € N temos definido em X, T To-.--oT, Para z € X temos, entao,

n vezes
definida a sucesséo z, = T™(z) para n > 0 que é designada pela 6rbita do ponto z. Muitas

vezes referimo-nos & aplicagdo T' como a dinamica em X e a X como o espago de fase ou
espago dos “pontos” ou ainda dos estados iniciais. E também frequente designar n como o
tempo para a dindmica determinada por 7'

O estudo dos sistemas dindmicos discretos incide na andlise global de 6rbitas e, em parti-
cular, das suas propriedades assimptdticas.

Quando X estd munido de uma medida de probabilidade p (isto é, u(X) = 1) e T preservar
u, dizemos que p € ergddica (em relagdo a T') quando T “mistura” os pontos do espaco de
fases, no sentido que, se A é T-invariante, isto é T"}(A) = A, entdo, sob o ponto de vista
da medida, A é trivial, ou seja, u(A) = 0 ou pu(A) = 1. Muitas vezes referimo-nos a esta
situagao dizendo que a dindmica T é ergddica.

No contexto de uma dindmica ergédica um dos resultados mais importante, sendo o mais
importante, é o conhecido teorema de Birkhoff (teorema 4.1.3 e a proposigao 4.1.4) que
nos garante que para toda a funcdo ¢ € L'(u), as “médias temporais” convergem para
as “médias espaciais” para p quase todo o ponto (abreviadamente p-qtp) z € X. Mais
concretamente para toda a funcéo ¢ € L'(u) existe um conjunto Yz C X tal que u(Yy) =1
e para qualquer z € Y temos que:



MnZwﬂ)—LmM

Quando nos espagos de fase ainda existe uma estrutura de espago métrico compativel com
a estrutura de espago de medida - no sentido que a medida estd definida nos borelianos
determinados pela métrica definida em X, (ver seccdo 3.1) - a proposicdo 4.1.6 garante a
existéncia de um conjunto Y tal que u(Y) = 1 e para toda a funcdo ¢ € L'(u) e para todo
o x €Y temos que:

ghzﬁi* =LWM (1.1)

Atendendo a que para um boreliano B temos que:

mm=me

“ZXB (= 1ﬁ{0<k<n~»1 T*(z eB}
segue entao de 1.1 que:
e _ k
u(B)ﬁ}:é%nﬁ{0<k<n 1: Tz )eB}

Aos pontos de Y chamamos pontos tipicos (para a medida pu).

Fixado um ponto zy € Y, a igualdade anterior diz-nos que p = hn;z\l; m,, onde:
ne

my,: B — [0,+00]
A Ho<k<n-—1:Tkzx) e A}
n

O estudo de propriedades assimptoéticas, tais como a igualdade y = linl% m,, referida ante-
ne

riormente pode ser severamente simplificada recorrendo a uma extensao do conjunto dos
tempos N que inclua tempos “infinitos”. Esta extensao é garantida recorrendo, ao que hoje
se costuma designar por métodos de andlise nao standard.

A andlise nao standard foi, pela primeira vez, apresentada e estudada pelo matematico
alemdo Abraham Robinson que, utilizando formalismo 1égico, construiu um corpo *R que
além de conter R, contém novas entidades a que chamou “infinitesimais” e “infinitamente
grandes”. Esta teoria, na sua esséncia, consiste em acrescentar a uma estrutura matematica



elementos (ndo standard) que simplifiquem os conceitos standard como por exemplo o
conceito de limite, de derivada, etc...

Com a metodologia da andlise ndo standard podemos estender N a um conjunto *N,
designado por conjunto dos hiper naturais, contendo elementos infinitos com as mesmas
propriedades 16gicas dos elementos de N. Podemos assim, estender as érbitas (Zn)nen @
“hiper 6rbitas” (z,)ne«n. De modo similar podemos considerar *R, chamado de conjunto
dos hiper-reais, a extensdo do corpo dos reais, de tal modo que além de entidades “infinitas”,
contém também entidades “infinitesimais” £ que satisfazem, qualquer que seja ¢ € R,
le| < e. Com estas extensdes, podemos entéo dizer que (yy)nen converge para L (y, — L)
sse d(yn, L) é um infinitesimal para N € *N—N, (ver proposic¢do 2.6.6). Também podemos
dizer que a é um ponto de acumulagio de uma sucessdo (Y, )nen se existir um N € *N—N
tal que d(yn, &) é um infinitesimal. A extensao *N permite também introduzir o conceito de
conjunto hiper-finito. Essencialmente, é um conjunto com as mesmas propriedades formais
dos conjuntos finitos mas cujo cardinal é um inteiro hiper finito N € *N — N.

Com os conjuntos hiper finitos podemos entdo definir a fungao my para NV € *N — N:
my: *B — *[0,4o0]

H{0< k< N—-1:T*z) e A}
4 N

Esta fung¢do nfo ¢ uma medida, uma vez que toma valores em *[0, +oc[ que é uma extensao
de [0, +o0[. Mas considerando a fun¢do L(my) = st o my em que st(a) é o nimero real,
que é tinico pela proposicdo 2.3.3, e que € infinitesimal com a, segue que esta é uma medida
e além disso, como é provado na secgdo 4.2, u(A) = L(mpy)(*A), onde *A é a extensdo
nao standard do boreliano A. Na construgio desta medida, que designamos por medida
de contagem, recorremos a teoria desenvolvida por Peter Loeb no artigo [17] de 1975 e que
expomos no capitulo 3, onde se mostra como obter medidas standard a custa de medidas
nao standard definidas em espagos, também eles nao standard, como é o caso de my.

Pelo o exposto até agora podemos caracterizar uma medida de probabilidade ergédica para
uma dindmica T' definida num espago métrico X através de uma medida de contagem my
em que, de facto, u(A) conta o tempo médio que um ponto tipico zy permanece na extensiao
*A. Com isto queremos significar que, num universo néo standard, escolhendo NV € *N—N

_  (t{0<k<N-1:THX)e*A}
M(A)—St( = )

Esta caracterizacao de medidas ergédicas vai-nos entdo permitir, quando X é uma va-
riedade riemanniana M compacta e de dimensao finita e a dindmica 7 é dada por um
difeomorfismo f : M — M de classe C', definir o que chamamos de levantamentos
da medida p ao espago projectivo tangente. Para isso, sendo TM o fibrado tangente,
consideramos S'M = {(z,v) € TM : ||v|| = 1} e a relagdo de equivaléncia (z,v) ~ (z, —v)

T




e definimos o espago quociente PM = S'M/ (@v)~(z,—v) & que chamamos espago projectivo
tangente. Designando por [z,v] a classe de equivaléncia de (z,v) € TM temos entdo uma
aplicagdo P f induzida pela derivada de f através de:

P/: PM — PM
@0~ [r@. )

1D2f ()|

Esta aplicaciao P f resulta ser um homeomorfismo. Através de uma medida de contagem,
para cada vy € T,,M, onde zy é um ponto tipico para p, podemos construir medidas
fizo, invariantes por Pf e tais que figy (7' (A)) = p(A), sendo m : PM — M dada por
w[z,v] = z e A é um boreliano de M. Esquematicamente temos a comutagéo do seguinte
diagrama:

N i i
(PMHU’SCD,UO) === (PMHu’xo,vo)

M) L Mp)

Estas medidas resultam ser ergédicas para a aplicacao P f, conforme comprova o teorema
5.2.5. Assim, aplicando o teorema de Birkhoff para T = Pf e ¢ = log||Df|| concluimos

1
na sec¢do 5.4 que hm Iog ||Df*(z,v)|| é igual a / ¢dfiz, para p-qtp € M e para

todo o v € T,M. O hmlte anterior € designado, elllesistemas dinamicos, por expoente
de Lyapunov e permite, em grande parte dos casos, uma caracterizagao assimptotica das
orbitas da dinamica em causa. Esta prova de existéncia de expoentes de Lyapunov atraveés
do teorema ergddico de Birkhoff, assentando na construcao de medidas no espago projectivo
tangente e usando métodos de andlise nao standard foi o objectivo principal deste trabalho.



Capitulo 2

Fundamentos da Analise nao
standard

Neste capitulo pretende-se que o leitor se familiarize com os conceitos de andlise
nédo standard cruciais para o desenrolar deste trabalho. Comecamos por construir o
conjunto dos hiper-reais fornecendo uma motivacdo e um roteiro para a construcio
do universo nao standard associado a outras entidades de maior complexidade.

2.1 Construcao dos Hiper-reais

Todo o trabalho que aqui se vai desenvolver tem como suporte bésico, conceitos de andlise
nao standard. Vamos aqui apresentar as ideias subjacentes a esta drea da matemaética,
uma vez que os seus modelos nao sao frequentemente utilizados. A andlise ndo standard
parte de uma construgao légica cuja consisténcia deriva da consisténcia do modelo de
Zermelo Frankel. Comegamos por construir um novo corpo *R!, que seja um alargamento
do corpo R e, possuindo muitas das propriedades deste. Novas entidades serdo criadas: os
infinitesimais e os infinitamente grandes. Estes novos elementos ddo-nos a possibilidade de
interpretar de uma maneira muito clara o conceito de limite. A ideia intuitiva é a seguinte:

e Um niimero é infinitesimal se em valor absuluto for menor que todos os niimeros reais
positivos, isto é, um nimero que, como o préprio nome indica, estd infinitamente
perto de zero.

e Um numero é infinitamente grande positivo se, de facto, for realmente grande, ou
seja, se for maior que qualquer niimero real positivo.

E imperativo descrever com todo o rigor estes novos elementos. Sejam s = (Sy)pen € 7 =
(Tn)nen duas sequéncias de niimeros reais. Dizemos que s é equivalente a 7 se as sequéncias

lomitimos por agora as operagoes




coincidem num numero “grande” de indices, isto é, se o conjunto {i € N : s; = r;} é
“orande”. Para formalizar o conceito de “grande” introduzimos a noc¢ao de filtro:

Definigao 2.1.1. Seja I um conjunto ndo vazio. Um filtro sobre I é uma colecgcdo nao
vazia F de subconjuntos de I que satisfazem os sequintes aziomas:

1. Se A,B € F entio AN B € F;
2. SeAe FeACBCcCI entio B € F.

O filtro F diz-se proprio se ) & F. Um fillro proprio que satisfaz o sequinte axioma diz-se
um ultrafiltro:

3. Para cada A C I, um e um 30 dos conjuntos A ou I — A pertence a F.

Um filtro é, de certa forma, uma rede que separa os conjuntos de acordo com os seus
elementos. Um qualquer subconjunto é grande, relativamente ao filtro F se é um seu
elemento. E claro que um filtro F que contenha todos os subconjuntos é desinteressante,
uma vez que, para este filtro, todos os conjuntos sao grandes e portanto este ndo “filtra”
qualquer tipo de informacao.

Podemos associar a cada ultrafiltro ¢/ uma medida finitamente aditiva nas partes de I,
isto é, uma funcio u tal que u(@) = 0 e se A, B sdo dois conjuntos disjuntos entdo
u(AU B) =u(A) +u(B). Essa funcio é:

u: P(I) — [0,+o0f
A s 1 sedAel
0 seAgU

Note-se que, se A € U e B é disjunto de A entdo A C B° e portanto, pelo primeiro axioma
de filtro, temos que B® € Y. Como U é um ultafiltro entdo concluimos que B ¢ U. Assim,
u(AUB)=1eu(A4)+u(B)=1+0= 1. Por outro lado, se A, B ¢ U, entao A°, B° € U
e novamente pelo primeiro axioma de filtro A°N B® € U, ou seja (A U B)¢ € Y. Daqui
resulta que AUB ¢ U. Logo u(AU B) = 0. Em qualquer dos casos, concluimos que
u(A U B) = u(A) + u(B) como era exigido pela definigao de medida.

O ultrafiltro que aqui vamos considerar é o menor ultrafiltro que contém a familia dos
subconjuntos cofinitos de N, ou seja, a familia dos subconjuntos de N cujo complementar é
um conjunto finito. A familia dos conjuntos cofinitos é apenas um filtro, mas pelo lema de
Zorn um qualquer filtro nao principal, isto é, que ndo contém conjuntos finitos, pode ser
extendido a um ultrafiltro principal. Este resultado pode ser encontrado em [9] e em [22].

Seja u a medida em P(N) que caracteriza o ultrafiltro. Considerar um ultrafiltro nao
principal deve-se ao facto de, com este, a caracterizagio do conceito de “grande”, na
relagao descrita atras por:

(Sn)nen = (Tn)nen sse u({teN:g;=r} =1 (2.1)

10




ou seja, sse {i € N:s; =7;} € U, é uma relagéo de equivaléncia que produz um conjunto
de classes de equivaléncia que néo é isomorfo ao corpo R:

Sejam s = (Sp)neN, T = (Tn)nen € t = (tn)nen.

1. A reflexividade é 6bvia pois sendo & um ultrafiltro, u(@) = 0 e portanto u(N) = 1;
2. A simetria resulta do facto de a relagdo de igualdade ser também ela simétrica.

3.8 s=rer=tentdou({teN:s=nr})=1leu{i e N:r,=1}) = 1. Assim,
u{ieN:g=r,=t})=1 Como {i e N:s; =r; =t;} C {i € N:s; =1}, entéo
u({i € N:s; =t}) =1, ou seja, s =t.

Notacgao 2.1.2. Denotamos a classe de equivaléncia de s = (8, )nen POT [Sn).
No conjunto *R = RN/ = definam-se as seguintes operag¢des usuais:

hd [sn]*+[7'n] = [Sn + Tn];
o [8a] 5 lra] = Jan 2w

Teorema 2.1.3. Com as operagées anteriores, (*R,*+,*x) € um corpo, em que 0 = [0] é
o elemento neutro de *+ e 1 = [1] € o elemento 1 de * x.

Demonstragdgo. Em primeiro lugar é necessario verificar que as operacoes de soma e produto
estdo bem definidas. Para isso, basta verificar que se [r,] = [s,] e [r},] = [s]] entdo
[ral*+rh] = [sa]*+[sL] € [ra]*X[ry] = [sn] % [s,]. Como [rn] = [sn] € [rp] = [s;,] entéo
definindo os conjuntos, R = {t e N:r; = s;} e R = {i € N : r] = s}, temos que
w(R) =1leu(R) =1 Logou(RNR)=1 Mas RNR C{i e N: 7 +71] =35+ s}
donde resulta que u({i € N : 7, + 7 = s; + 5;}) = 1, ou seja, [ra]*+[r] = [sa]*+[s,].
Do mesmo modo, RN R C {i € N: r; xr, = s; X s} e portanto concluimos que
u({i e N:r; xr] =s; x 8;}) = 1, ou seja [r,]*X[r},] = [sa] X [5,]-

Todas as restantes condigoes para que (*R, *+,*x) seja um corpo sao verificadas de modo
analogo. E de salientar que as propriedades de corpo para (*R,*+,*x) resultam directa-
mente do facto de R ser corpo para as operagoes usuais e do facto de estas se verificarem
para conjuntos de medida u-total. a

Podemos ainda definir em *R uma relacido de ordem de maneira 6bvia. Dizemos que
[ral* <[sn] sse u({i € N : r; < s}) = 1. Desta forma (*R,*+,*x,* <) é um corpo
ordenado.

Definigao 2.1.4. Aos elementos de *R damos o nome de hiper-reais.

11



Podemos ver os elementos r € R como elementos de *R através da classe de equivaléncia
da sequéncia constante igual a r, ou seja, *r = [r]. Esta observago justifica o facto de
se dizer que *R é extensdo de R. Pela maneira como foi feita a identificacio e pela forma
como definimos as operagoes em *R temos que:

1. *r*+*s =*(r + s);
2. WHtE =2 %E);
3. 'r="ssser=s;
4. *r* <'ssser <s;

Nota 2.1.5. Por simplificacao de notagdo, iremos designar *+, *x e * < respectivamente
por 4+, X e <.

Provada a existéncia de hiper-reais que nédo sio classe de equivaléncia de sucessoes reais
constantes prova-se automaticamente que *R é uma extensdo prépria de R. A existéncia
de novas entidades em *R é confirmada na préxima secgao.

2.2 Os infinitesimais e os infinitamente grandes

Depois da construgao formal do novo corpo *R estamos em condigoes de dar uma definicao
matematica de infinitesimais e de infinitamente grandes.

] ! 1 - -
Consideremos € = [(H) } . Como para todoon € N, - > 0 entao, por definicdo temos
nel

1
que € > 0 1. Por outro lado, dado r € R*, existe n € N tal que — < r, para todo o
m

1
m > n, donde resulta que o conjunto { neN: —-< r} é cofinito e portanto é um conjunto
n

grande, isto ¢, de medida m total. Concluimos assim que £ < [r], com r € R*. Enquanto
classe de equivaléncia de sucessdo de nimeros reias, £ € um nimero hiper-real positivo e
como € < [r] qualquer que seja r € RT, tem-se que £ ndo é classe de equivaléncia de uma
sucessao constante, ou seja, ¢ € R. Aos niimeros que satisfazem as mesmas condigbes que
£ dé-se o nome de infinitesimais. Acabamos de provar que estes nimeros sdo entidades de

*R que nao pertencem a R, ou seja, *R é, como haviamos afirmado, uma extensdo prépria
de R.

Consideremos agora w = [(n)pen]. O conjunto {n € N:n < r} é cofinito qualquer que
seja 7 € RT e portanto é um elemento de U, ou seja, é um conjunto de medida mu total,

INote-se que isso significa que *& > 0
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o que prova que w > [r]. Novamente, enquanto classe de equivaléncia de uma sucessao
de nimeros reais w é um hiper-real, maior que todos os niimeros reais. Aos nimeros que
satisfacam a mesma condi¢do que w dé-se o nome de infinitamente grandes ou ilimitados.

Note-se que w x ¢ = [1] e portanto w é o inverso multiplicativo de ¢ em *R. De forma
mais geral, o inverso multiplicativo de um infinitesimal nao nulo é sempre um infinitamente
grande e vice-versa.

Definigao 2.2.1. Um ndmero hiper-real x € *R diz-se:

1. Finito ou limitado sse |x| < r para algum r € R*;
2. Infinito ou ilimitado sse |z| > 7 para todo r € R*;
3. Infinitesimal sse |x| < T para todo r € RT;

Nota 2.2.2. Segundo a caracterizagdo dos hiper-reais anterior, o tinico nimero real que €
infinitesimal é o 0.

Proposigao 2.2.3 (Propriedades aritméticas dos hiper-reais). Consideremos £, infinite-
simais e H, K ilimitados, todos elementos de *R*. Entdo temos que:

e Soma

1. €+ 0 € infinitesimal;
2. e+ H € ilimitado;
3. K+ H é ilimitado;

e Produto

1. € x § € infinitesimal;
2. K x H € ilimitado,

Demonstracdo. A prova desta proposigao usa apenas as propriedades de ultrafiltro.

e Soma

1. Seja r € Rt. Como ¢ e § sado infinitesimais entdo m ({n eEN:g, < %}) =18

r
u ({n eEN:d, < 5}) = 1. Portanto a sua intersec¢ao é ainda um conjunto de

medida u-total. Assim, temos que u({n € N:e, + 4, <r})=1. Comor € R*
é qualquer entao € + ¢ € infinitesimal;

2. Como € > 0 entdo H + & > H. Logo H + ¢ é ilimitado;
3. Como H > 0O entdo K + H > H. Logo K + H é também ilimitado;

13




e Produto

1. Seja r um ntimero real positivo arbitrario. Como ¢ e ¢ sao infinitesimais entao
u({n € N:e, <vr})=1leu({neN:4§, <+/7}) = 1. Logo, a interseccio dos
dois conjuntos ainda tem medida u-total. Assim, u({n € N: g, x 6, <r}) =1.
Como r € R é qualquer concluimos que € x ¢ ¢ infinitesimal;

2. Como H e K sao ilimitados entdo, em particular, K > 1. Logo, H x K > H e
portanto H x K ¢ ilimitado.

Podemos aplicar as ideias anteriores para obter extensoes “nao standard” de outro tipo de
entidades matemadticas, nomeadamente conjuntos, relagoes e, em particular, funcoes.

Definigao 2.2.4. Um subconjunto A de R é estendido a um conjunto *A de *R definido
sequinte modo:

[(ra)nen] € *A sseu({n e N:r, € A}) =1.

Exemplo 2.2.5. *N € o conjunto formado por todas as classes de equivaléncia de sucessoes
de valores em N, ou seja, *N = {[(n;)ien] : n; € N}.

Quanto a funcoes, estendemos f: R — R a uma funcao *f : *R — *R definida através da
eXpressao:

S ([ra)aen] ) = [(F0)) pen

De facto, dado r € RN temos que for € RN e além disso, se R¥N 3 r = s € RY entdo
isso significa que u({t € N : r; = s;} = 1 e portanto, aplicando f, u({ € N : f(r;) =
f(8)}) =1, ou seja, *f([(Tn)nen]) = *f([(8n)nen]). De forma mais geral, dada uma fungao
f:A— R onde A é subconjunto de R, define-se *f : *4A — *R, a extensao de f, pela

expressio *f ([(radnen] ) = [(£(n)) ] DT [(Fa)ncn] € *A.

Para estender relagdes procede-se da seguinte forma. Uma qualquer relacdo k-aria P
definida num qualquer conjunto A é um subconjunto de A*. Assim, estendemos P a *P
como a extensdo do subconjunto de A* que define P. Usando a notaciao P{ay, ..., ax) para

expressar que (ay, ..., ax) verifica a relagio P, a extensdo de P ¢ definida por *P([r], ..., [r¥])
sse u ({n eN: P(*r,ll, sy rfl)}) = 1. Do facto de identificarmos *r com r sempre que r € R,

resulta que, se r',...,7* € R entdo P(rl,...,r*) sse *P(*rl,...,*r*) o que, mais uma vez,
justifica o facto de *P ser uma extensao de P.
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2.3 Halos e Sombras

Defini¢ao 2.3.1. Dizemos que um hiper-real b estd infinitamente perto de um hiper-real c
e escrevemos b = ¢, sse |b— c¢| € infinitesimal, ou seja, sse |b—c| < §, qualquer que seja
d e R*.

A condigéo de infinitamente perto define em *R uma relagao de equivaléncia, pois:

e Reflerividade: b = b uma vez que 0 € infinitesimal.

e Simetria: Se b = ¢ entdo |b — ¢| é infinitesimal e portanto, por simetria de |- | vem
que |c — b| é também infinitesimal donde resulta que ¢ ~ b;

e Transitividade: Se b ~ c e ¢ = d entdo |b — ¢| e |c — d| sdo infinitesimais e como
a soma de infinitesimais é infinitesimal concluimos que |b —d| < |b—¢| + |c —d| é
também infinitesimal. Logo b = d;

Definigao 2.3.2. Define-se halo de um hiper-real b como sendo a classe de equivaléncia
da relagdo anterior, ou seja, hal(b) = {c € *R: b=~ c}.

Teorema 2.3.3. Todo o hiper-real limitado b estd infinitamente prézimo de exactamente
um numero real, ao qual chamamos parte standard de b, ou sombra de b. Usualmente,
denota-se esse numero real por st(b), sh(b), °b.

Demonstracdo. Seja b € *R limitado e consideremos o conjunto A = {r € R : r < b}.
Como b é limitado existem nimeros reais t e s tais que t < b < s e portanto A é um
subconjunto nao vazio e limitado superiormente em R por s. Logo, admite supremo. Seja
¢ o supremo de A e seja € € R*. Por defini¢do de supremo, c+¢ & A e portanto ¢ +¢ > b.
Por outro lado, se ¢ — € > b entdo ¢ — € seria um majorante de A mais pequeno que ¢ e
portanto ¢ nao seria o supremo de A. Logo ¢ — & < b. Concluimos que ¢ — £ < b < ¢+ &,
qualquer que seja € € R™, ou seja, ¢ = b.

Para provar a unicidade, suponhamos que st(b) = ¢ e que st(b) = a. Entdo b= ce b~ a.
Logo, |c—a| < |[c—b| 4+ |b—a| = 0. Como a e ¢ sdo elementos standard entdo |c —a| € R.
Como o tnico infinitesimal real é 0, entdo concluimos que |c —a| =0, ou seja, a =c. O

Nota 2.3.4.

1. Podemos considerar st (parte standard) como uma funcio definida para hiper-reais
limitados, ou seja:
dom st = {z € *R : z é limitado}

2. Se b é um numero real entdo o halo de b € exactamente o conjunto dos pontos de *R
cuja parte standard € b, isto €, hal(b) = st~1(b);
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Proposigao 2.3.5. A parte standard satisfaz as sequintes propriedades aritméticas:

1. st(a £ b) = st(a) £ st(b);
2. st(a x b) = st(a) x st(b);

Demonstracao. Seja o' = st(a) e b’ = st(b). Por defini¢do de parte standard, sabemos que
ad~ael =b

1. Logo a' + b = a+ b, ou seja, a' + ¥ = st(a+b) e portanto st(a) + st(b) = st(a +b).
Um raciocinio andlogo ao anterior prova a igualdade para a diferenca.

2. Como o’ = a et/ =~ bentdo, a’ x b = a xb, ou seja, a’ x b’ = st(a x b) e portanto
st(a) x st(b) = st(a x b).

2.4 O Principio da Transferéncia

Depois de estudadas algumas propriedades no novo corpo *R é natural tentar responder
ao seguinte problema:

Em que subconjuntos do novo corpo *R se mantém vdlidas as
propriedades existentes em subconjuntos de R?

Um exemplo cldssico, descrito a seguir, mostra que nem todas as propriedades validas para
subconjuntos de R sao validas para subconjuntos de *R.

Exemplo 2.4.1. Da teoria de conjuntos usual sabemos que N € um conjunto bem ordenado,
isto €, qualquer seu subconjunto tem primeiro elemento. Queremos entdo saber se todo o
subconjunto de *N € bem ordenado. Consideremos o conjunto *N — N C *N. Se H fosse o
primeiro elemento deste conjunto entdo teriamos que H —1 € N. Logo, H — 1+ 1= H
seria também um elemento de N e portanto ndo pertenceria a *N — N. Concluimos assim
que nao é vdalido o principio da boa ordenacdo em *N.

Este exemplo, leva-nos & conclusdo que ndo podemos transferir todas as propriedades
existentes em subconjuntos de R para os seus alargados. E entdo importante encontrar
subconjuntos especiais de *R nos quais propriedades “standard” possam continuar a ser
verdadeiras.

Como veremos a seguir, a classe dos subconjuntos ditos internos de *R, para os quais se
podem transportar propriedades do mundo standard é suficientemente vasta e tem uma
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constru¢do bastante intuitiva. Para formalizar a definicdo de conjunto interno iremos
recorrer ao conceito de estrutura relacional.

Uma estrutura relacional é um sistema da forma: & = (S, Rel(S), Fun(S)) onde S é um
conjunto nao vazio, Rel(S) é um conjunto de relagdes finitas em S e Fun(S) é uma coleccao
de funcdes finitas em S. Se Rel(S) é o conjunto de todas as relagoes finitas em S e Fun(S)
é a colec¢do de todas as fungoes finitas em S entdo S diz-se uma estrutura completa sobre

5.

Denotemos por R a estrutura completa baseada em R e consideremos a seguinte estrutura
*R=_R,{*P: P€ Rel(R)},{*f: f € Fun(R)}) definida em *R. Esta estrutura nio é
completa porque apenas estdo consideradas as relagoes entre hiper-reais que provém de
relagoes existentes entre os niimeros reais e fungoes que sdo extensoes de fungdes reais, nao
sendo contempladas as relagoes intrinsecas entre elementos de *R bem como fungoes que
nédo podem ser obtidas como classes de equivaléncia de fungdes reais. As relacées e funcdes
que podem ser obtidas através de classes de equivaléncia chamamos internas e as restantes
chamamos de erternas. Ainda no vimos que existem fungdes externas, mas o exemplo
seguinte é um exemplo de uma fungio externa.

Exemplo 2.4.2. Consideremos a fungdo f:*N — N — R definida por: f(N) = N. Esta
funcao ndo € interna porque *N — N nao é um conjunto interno.

Dada uma estrutura S podemos associar-lhe uma linguagem Lg cujo o alfabeto é composto
por conectivos légicos, quantificadores, paréntesis e uma colec¢ao numerdvel de simbolos
z,Y, 2, ... aos quais damos o nome de variaveis.

Os termos da linguagem sdo construidos de forma indutiva:

1. Toda a varidvel é um termo. Além disso, cada elemento s de S é designado por
constante e é também um termo;

2. Se f é uma funcéo m-dria e rq, ..., Ty, sdo termos entdo f(ry, ..., ) é um termo.
A custa dos termos de uma linguagem definimos as férmulas:

1. Uma férmula diz-se atémica se é do tipo P(ry,...,ry,) onde P é uma relacéo m-dria
e r1,...,"m 820 termos.

2. Se p e 9 sao férmulas entdo também o sao Y A Y, @ VY, ~p, p = P e @ & 1.

3. Se ¢ é uma férmula, x é uma varidvel e P é uma relacio undria entdo (Vz € P)p e
(3z € P)yp séo também férmulas.

Definicao 2.4.3. A ocorréncia duma varidvel x numa férmula ¢ € dita quantificada se é
da forma (Yz € P)p ou (3x € P)p. Uma ocorréncia nao quantificada diz-se livre.

Uma sentenca é uma formula na qual todas as varidveis estao quantificadas.
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2.4.1 A *transformacao

Dada uma férmula da linguagem Lz dos reais podemos transformé-la numa férmula de
L.z da linguagem dos hiper-reais substituindo cada relagido P € Rel(R) por *P € Rel(*R)
e cada funcio f € Fun(R) por *f € Fun(*R). Assim podemos definir a *transformacao
indutivamente:

1. Se I" é uma varidvel ou uma constante de L entdo *I' é simplesmente I';

2. Se ' é f(T'y,...,Tk) entdo *I" é *f(*I',...,*T'k);
A *transformada, *@, de uma qualquer férmula atémica ¢ é obtida do seguinte modo:

1. Substituimos cada termo I' que ocorre em ¢ por *I’;

2. Substituimos cada simbolo relacional P de qualquer férmula atémica que ocorre em
@ por *P;

3. Substituimos P em qualquer quantificador da forma (Vz € P) ou (3xr € P) que
ocorre em ¢ por *P;

Assim, para definir a *transformada de uma qualquer fé6rmula recorre-se a *transformada
das férmulas atémicas que as contém, isto é:

o *(P(['y,...,T%)) =*P(*Ty, ..., *Tx);

* (AP =" A}, *(pV ) =" V™ > @) ="p =", *(p — @) ="p =",
*(_1 ) = . (lor

e *((Vz € P)p) = (Vzx € *P)*p, *((3z € P)p) = (3x € *P)*p

Com os conceitos introduzidos até aqui estamos em condigdes de enunciar o Principio de
transferéncia:

Principio de Transferéncia: Uma qualquer propriedade ¢ é verdadeira em Lx sse *p é
verdadeira em L«g.

A seguir sao dados alguns exemplos que ajudam a perceber como funciona, na pratica, o
principio de transferéncia:

Exemplo 2.4.4.

1. Principio da boa ordenagio de N. FEste principio € traduzido em linguagem de
primeira ordem pela sentenca:

(VA e P(N))[(3n € A)(Ym e N)(m € A — n < m)]
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A *transformada desta sentenca é:
(VA € *P(N))[(3n € A)(Vm € *N)(m € A - n < m)

Mas esta traduz que qualquer conjunto de *P(N) é bem ordenado. Note-se que, *N—N
ndo satisfaz a sentenca anterior, como jd referimos, donde se conclui que *P(N)
é um subconjunto préprio de P(*N). Designamos, de acordo com o principio de
transferéncia, *P(N), por partes internas de *N.

2. Sejam A e B dois subconjuntos de R. A reunido de dois conjuntos é descrita pela

sentenca:
(VzceR)(zr€ AUB« (z€e AVz e B))

A *transformada desta sentenga é:
(Vz € 'R)(z € *(AUB) « (z € AV z € *B))
que significa exactamente que *(AU B) =*AU*B.

3. Um argumento semelhante ao anterior prova que *(ANB) =*AN*B e*(A— B) =
*A-"B.

4. As propriedades 2 e 3 sdo vdlidas para um numero finito de conjuntos.

Até aqui vimos exemplos de como transportar propriedades do mundo standard para
conjuntos internos do universo ndo standard. Contudo, a grande forga do Principio de
Transferéncia reside no facto de o reciproco do principio também ser valido, ou seja, uma
propriedade P vélida para conjuntos internos também é vélida no universo standard.

Uma aplicagdo importante do principio de transferéncia é a caracterizacao intuitiva de
limite e de continuidade de fungoes.

Como uma sucesséo real (8,)nen € uma funcgao real de dominio natural, isto é s : N — R,
entio esta estende-se a uma funcio interna de dominio *N, s : *N — *R!, ou seja, a uma
hiper-sequéncia (S, )ne+n. Aos termos definidos para os indices ilimitados damos o nome
de termos alargados da sucessao.

Proposicao 2.4.5. Uma sucessio real (sp)nen converge para L € R sse sy =2 L para todo
o N € *N—N. (ou seja, para todo o N € *N ndo limitado.)

Demonstragdo. (=) Suponhamos que (S, )nen converge para L. Vamos mostrar que para
N € *N—N, sy = L. Seja ¢ € R arbitrdrio. Como (s,)nen converge para L entdo existe
me € N tal que: (Vn € N)(n > m. = |s, — L| < €). Por transferéncia vale a sentenga:
(Vn € *N)(n > m, = |s, — L| < €). Em particular |sy — L| < &. Como € € Rt é qualquer
entdo sy = L.

1Como j4 foi referido, utiliza-se apenas s para denotar *s
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(<) Fixemos ¢ € Rt. Como para todos os ilimitados N temos que sy = L entao a

sentenca:
(AN € *N)(Vn € *N)(n > N = |s, — L| <€)

é verdadeira. Mas esta sentenca ¢é a *transformada da sentenca

(AN eN)(VneN)(n> N = |sp, — L| <¢)

e portanto, pelo principio de transferéncia, esta tiltima também ¢ verdadeira. Como ¢ € R*
é arbitrario, entdo temos provado que a sucessdo (8, )nen converge para L. O

Teorema 2.4.6. Seja f uma fungdo real de dominio real. f € continua num ponto c € R
sse f(z) = f(c) sempre que x = c, isto €, sse f(hal(c)) C hal(f(c)).

Demonstracio. A continuidade de uma funcio é traduzida em linguagem de primeira
ordem através da sentenca:

(Ve e RY)(36 e RN (Vz € R)(|z — ¢| < 6 — |f(z) — f(c)] < &)

(<) Fixemos € € R*. Tomemos 4 > 0 infinitesimal. Assim, se |z — ¢| < J, em particular,
temos que x =~ c e portanto, por hipétese, f(z) = f(c), ou seja, |f(z) — f(c)| < €. Assim,
a sentenca:

(36 € "RY)(Vz € "R)(|z — ¢| <6 — |f(z) — f(c)| <¢)

é verdadeira e portanto por transferéncia a seguinte sentenca também é verdadeira:
(6 e RY)(Vz e R)(|x — ¢| < & — | f(z) — f(c)] < &).
Como ¢ € R* era qualquer entdo concluimos que f é continua em c.

(=) Suponhamos agora que f é continua em ¢ e que ¢ = c¢. Para provarmos que f(z) ~
f(c), basta provar que, |f(z) — f(c)| < €, qualquer que seja ¢ € R*. Fixemos entdo
e € R™ arbitrario. Por continuidade, sabemos que existe J, tal que se |y — c| < . entdo
|f(y) — f(c)] < e. Sendo x = c entdo, para qualquer § € R, |z — ¢| < §. Em particular
|z — ¢| < d.. Logo |f(z) — f(e)| < £ como pretendiamos. O

2.5 Conjuntos Internos e conjuntos Externos

Um exemplo trivial de conjunto interno é aquele que se constréi como extensao de um
qualquer subconjunto de R pois, por defini¢do de extensdo temos que *A = [A], qualquer
que seja A C R. Em particular, os conjuntos *N, *R, *Q e *Z sao internos.

Um outro exemplo, menos trivial, de um conjunto interno é o conjunto {n € *N:n < N}
onde N € *N é qualquer. A sequéncia (A, )nen de subconjuntos de R que lhe dé a origem
é Ap, = {n € N:n < N,,} sendo que N = [(Ny,)men]-
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A proposicao seguinte estabelece algumas das propriedades mais importantes dos conjuntos
internos.

Proposicao 2.5.1. A classe dos conjuntos internos € fechada para as operagoes finitas
com conjuntos, ou seja, valem as sequintes igualdades' :

1. [An] N [Bn] = [An N Bn];
- [An] U [Bn] = [An U Bn];

3. [An] = [Bn] = [An — By,

Demonstracdo. 1. Dizer que [ry] € [An] N [By] é 0 mesmo que dizer que [ry,] € [Ay]
e [ra] € [Ba], 0 que é equivalente a dizer que u({n € N : r, € A,}) = l e
u({n € N:r, € B,}) = 1. Assim, sendo u uma medida u({n € N:r, € A, N B,})
= 1, o que significa que [r,] € [A, N By);

Note-se que, se u({fneN:r, € A,NBy})=1lentdou({n e N:r, € A,}) =1e
u({n € N:r, € B,}) = 1. Esta observagéo justifica a outra incluséo.

2. Dizer que [r,] € [A,] U [By) é 0 mesmo que dizer que [r,] € [Ay] ou [ry] € [By], o que
é equivalente a dizer queou u({n e N:r, € A,})=1louu({rneN:r, € B,}) = 1.
Assim, u({n € N: r, € A, U B,}) =1, o que significa que [r,] € [4, U By];

Pelo facto de m ser uma medida que s6 toma os valores 0 e 1, resulta que ou u({n €
N:r, € A,}) = louu({n € N:r, € By}) = 1. Mais uma vez esta observagio
justifica a outra inclusdo.

3. Dizer que [r,] € [An] — [Bn] é 0 mesmo que dizer que [ry,] € [Ay] € [ra] & [Br], 0 que
é equivalente a dizer que u({n e N:r, € A,}) =leu({n e N:r, € B,}) =0,
ou seja, u({n € N:r, & B,}) = 1. Logo, u({n€N:r, € A, — Bp}) =1, 0 que
significa que [r,] € [An — Bx);

A mesma observagio da primeira alinea justifica novamente a outra inclusao.
O

Usando a transferéncia e as propriedades descritas atrds podemos dar alguns exemplos de
conjuntos que nao sao internos:

Exemplo 2.5.2.

1. N € externo. Se fosse interno entao *N—N também seria interno, o que, como vimos
no exemplo 2.4.1, € falso.

1Como usualmente, simplificamos a notagdo [(An)nen| para [A,]
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2. R também € externo pois se fosse interno entdo também o seria o conjunto N =
R N*N.

3. *R — R ¢ externo. Se fosse interno entdo *R — (*R — R) = R também seria interno,
o que, como vimos, € falso.

4. Com argumentos semelhantes aos anteriores prova-se que os conjuntos Q, *Q — Q,
Z, *Z — Z sao também externos.

5. O conjunto dos infinitesimais também € externo, pois € um conjunto limitado supe-
riormente em *R mas ndo tem supremo, pois se b fosse o supremo de hal(0) entdo
b teria de ser positivo e inferior a todos os numeros reais positivos isto € b ~ 0 e
portanto 2b =~ 0, donde b nao era supremo de hal(0), pois 2b > b.

Em muitas situagoes torna-se dificil decidir se um determinado conjunto é ou nao interno.
Por isso enuncidmos aqui um principio muito 1til que nos permite, para grande parte dos
conjuntos, decidir sobre a sua internalidade.

Principio da Definigdo Interna de Conjuntos: Seja ¢(z) uma férmula da linguagem
Lz onde z é a tinica varidvel que ocorre livre. Entéo o conjunto {b € *R : *¢(b)} é interno.

Exemplo 2.5.3. Sejam a,b dois nimeros reais arbitrdrios tais que a < b. O intervalo
*(a,b) = {z € *R : a < z < b} ¢ interno, uma vez que *R € interno e a < z < b € uma
férmula da linguagem de primeira ordem, onde a unica varidvel que ocorre livre € x.

2.6 As super estruturas

Para os resultados dos capitulos 3 e 4 vamos precisar de estender o universo nao standard a
entidades matemadticas mais complexas. Esta extensao levara a criagao de novas entidades
internas onde o principio de transferéncia permanecerd valido.

Para obter universos néo standard mais gerais precisamos de repetir a construgao de *R
para qualquer entidade matemética X que possa ser necessaria. Formaliza-se assim, a
versdo nao standard *X de X que contém elementos ideais como os infinitesimais no caso
real. X pode, por exemplo, ser um espago métrico, um espago de medida, uma variedades,
ou um outro qualquer objecto matematico. Em vez de construirmos para cada entidade
a extensao nao standard *X, é muito mais prético construir a versao nao standard *V de
um universo matematico ¥V que contenha todas as entidades que possam ser importantes.
Uma tal construcio tem a vantagem adicional que o respectivo principio de transferéncia
preserva as relacoes entre as estruturas bem como as propriedades intrinsecas. Deste modo,
*V deve conter *X, qualquer que seja X € V. Apresentamos aqui os universos, também
designados por super estruturas, de uma forma axioméatica e, no apéndice A, far-se-4 uma
construgdo detalhada destas entidades.
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Como j4 se disse, estamos interessados em generalizar o Principio de Transferéncia de modo
a que se possa aplicar a todos os objectos relevantes sob o ponto de vista matemético.
Por isso é necessario que este principio permita a transferéncia de sentencas onde haja
quantificacdo de qualquer tipo de objectos. Por exemplo, tem de ser possivel efectuar a
transferéncia de sentencas em que a quantificacdo seja eventualmente feita sobre conjuntos,
relagoes, fungoes, etc.

Seja X um conjunto ndo vazio cujos elementos séo considerados dtomos, isto é, se z € X
entdo z # 0 e ndo existe b tal que b € . Do mesmo modo que definimos *R como
sendo RN /4, definimos *X como sendo X" /U{. Considere-se a familia de conjuntos (X, )nen
definida indutivamente por:

X=X

Definigao 2.6.1. Chama-se super estrutura sobre o conjunto de dtomos X ao conjunto
definido por:

V(X) = G X,

n=0

Nesta construcao obrigamos X a conter o conjunto R e procedemos de modo a que o
universo ndo standard V(*X) tenha as seguintes propriedades:

1. Para qualquer entidade A € V(X) deve existir uma entidade ndo standard *A em
V(*X) do mesmo tipo de A, isto é, se A é um conjuntos entdo *A é um conjunto, se
A é uma familia de fungoes entao *A é uma familia de fungoes, etc.

2. Os objectos de *A tém de ter exactamente as mesmas propriedades dos objectos de
A. Por exemplo, dados z,y € A, x €y sse "z € *y e x =y sse "z ="y,

3. Se A é um conjunto entdo *A deve conter o conjunto ’A = {*z : z € A} que serd
visto como uma cépia de A no universo nao standard. Além disso, se A é infinito
entao a inclusao deve ser estrita.

Assim, o nosso universo nio standard é descrito pelos seguintes axiomas:

1. Existe um conjunto *X de atomos que contém estritamente X;
2. Existe um mergulho * : V(X) — V(*X) tal que:

(a) Se z € X entdo *z = z;

(b) (Principio de transferéncia) Se Ay, ..., A, € V(X) e ¢ é uma sentenca qual-
quer entdo @¢(A, ..., A,) é verdadeira em V(X) sse *¢(*Ay, ..., *A,) é verdadeira
em V(*X);
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3. Um qualquer objecto A € V(*X) diz-se interno se A € *B para algum B € V(X).
Todas as outras entidades de V(*X) dizem-se externas.

4. (Saturacdo numerdvel) Se (A,),en € uma sequéncia decrescente de conjuntos
internos de V(*X) entdo ﬂ A, # 0.
neN

Nota 2.6.2. Por vezes, 0s métodos de andlise nao standard, como por ezemplo, em
espagos topoldgico que ndo admitem bases numerdveis de abertos, requerem um principio
muito mais forte que saturacdo numerdvel mas que traduza essencialmente a mesma ideia.
Eristem modelos matemdticos, baseados em ultrafiltos, em que vale o seguinte principio,
que € uma generalizagdo da saturagdo numerdvel'.

Principio de Poli-saturagado: Seja « um cardinal qualquer. Qualquer coleccao de
conjuntos internos tal que as intersecgoes de cardinalidade menor que x sejam nao vazias
tém intersec¢do nao vazia.

Uma consequéncia importante da saturagiio, que vai ser usada mais adiante é a seguinte:

"

Teorema 2.6.3. Seja (An)nen uma sequéncia de conjuntos internos. Entdo U A, €
neN

interno sse U Ay = U Ay, para algum k € N.

neN n<k

Demonstragdo. (<) Pela construgdo do mundo standard e pelo principio da defini¢éo
interna temos que, a reunido finita de conjuntos internos é um conjunto interno. Assim, se
U Ay = U A, para algum k € N, entdo obviamente U A, é interno.

neN n<k neEN

(=) Consideremos A = U A, . Os conjuntos da forma A — A,, sdo todos internos pois,
neN
por hipétese os conjuntos A e A, sao internos. Além disso, ﬂ A—-A,=0. Por sa

neN
turagio numerdvel, como a sucessdo (ﬂkSnA - A”)neN é decrescente, tem de existir al-
k k k k
gum k € N tal que ﬂA—An:(D, ou seja, ﬂA—Anz ﬂAﬂAﬁ =AN (ﬂAg) =
n=1 n=1 n=1 n=1

:An(gAn)c=A_(gAn):@.

k
Logo, temos que A C U A,. Pela defini¢do de A vem a outra inclusdo, donde resulta que
n=1
U A= U A, para algum k € N. O

neN n<k

1Nesta dissertagio apenas serd usada saturagio numeravel.

24



Nota 2.6.4. Da prova do teorema anterior resulta que se (Ap)nen € uma sequéncia de

conjuntos internos crescente entao U A, é interno sse para algum k € N, A, = () para

neN
todo on > k.

Denotamos por *V(X) a colecgio de todos os objectos internos em V(*X). A axiomética
descrita garante que continua a ser valido o principio de defini¢do interna, isto é:

Principio da Definigdo Interna Seja ¢ uma sentenca e sejam A, Ay, ..., A, entidades
internas de V(*X). Entdo o conjunto {a € A : ¢(a, Ai, ..., An) é verdadeira em V(*X)} é
interno.

Teorema 2.6.5 (Compreensio). Dada uma fungdo f : A — *B, onde A e B sdo entidades
standards, eriste uma aplicacao interna *F : *A — *B cuja restri¢io a ° A coincide com f.

No caso de X anterior ser uma entidade qualquer, por exemplo uma variedade, dizemos que
V(X) representa o universo standard sobre a estrutura X e V(*X) o universo nao standard
sobre a extensdo *X de X.

Quando X contém a estrutura de um espago métrico (F,d), podemos fazer consideragoes
andlogas as feitas em R. Por exemplo, diz-se que b estd infinitamente perto de a, e
representa-se por b = a, se *d(a,b) = 0. Podemos ainda dar uma interpretagio de
convergéncia de sucessoes, através dos elementos ilimitados das sucessoes.

Proposigao 2.6.6. Seja (F,d) um espaco métrico e (s, )nen uma sequéncia de elementos
de E. A sequéncia converge para L € F sse para todo o N € *N — N, sy = L, sse para
todo o N € *N — N, st(sy) = L.

A prova desta proposicdo é andloga & prova feita na proposicao 2.4.5 (para o caso em que
E = R) uma vez que nessa prova apenas se usa o facto de R ser um espago métrico e o
limite ser dado em termos de distancias.

Com a axiomatizacao das super estruturas podemos enunciar alguns resultados cldssicos
de analise ndo standard que irdo ser amplamente usados neste trabalho.

Teorema 2.6.7 (Principio de Permanéncia). Seja ¢(x) uma férmula interna de Lyeg) em
que x € a Unica varidvel que ocorre livre. Entdo:

1. (Permanéncia Superior) Se existe k € N tal que @(n) é verdadeira para todo o n € N
tal que k < n, entdo existe K € *N —N tal que ¢(n) € verdadeira para todo o n € *N
tal que k <n < K,

2. (Permanéncia inferior) Se existe K € *N — N tal que ¢(n) é verdadeira para todo o
n € *N — N tal que n < K, entdo existe k € N tal que ¢(n) € verdadeira para todo o
n € N tal que k < n;
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3. Se p(a) € verdadeira para qualquer hiper-real a infinitamente perto de b € *R entdo
$(a) € verdadeira para qualquer hiper-real a que estd a uma distancia real de b;

Demonstragdo. Apenas faremos a prova da primeira parte pois os argumentos que provam
os outros itens sdo idénticos. A férmula (k < z) A —p(z) é interna e como *N é também
interno entéo, pelo principio da defini¢do interna, Y = {k € *N: (k < z)A—p(z)} é interno.
Se Y = 0 entdo qualquer hiper-natural serve. Se Y nao é vazio entdo pelo principio da
boa ordenagdo em conjuntos internos, Y tem primeiro elemento, digamos H. Basta entao
tomar K = H — 1. O

Lema 2.6.8 (de Robinson para Sequéncias infinitesimais). Se s : *N — *R € uma hiper-
sequéncia interna tal que s, =~ 0, para todo o n € N entdo eriste K € *N — N tal que
Sp =~ 0, para todo on < K.

Demonstrag¢do. Néo podemos aplicar permanéncia superior ao conjunto {n € *N: s, ~ 0}

uma vez que este pode nao ser interno. Consideremos o conjunto A =< n € *N: |s,| < —}.
n

Entao N C A e A é interno. Pela permanéncia superior existe K € *N—N tal que |s,| < -
i

Vn < K. Se n € N entao por defini¢io temos que s, = 0. Se n € *N — N entéo |s,| < — e
n

1, . - ,
como — é infinitesimal entédo s, =~ 0, como pretendiamos. O
n

Como consequéncia imediata do lema 2.6.8 temos:

Corolario 2.6.9. Fizemos M € *N—N e seja (T,)nen uma sequéncia qualquer num espago
métrico. Se a € um ponto de acumula¢do da sucessdo entio existe N € *N — N tal que
N < M e st(zy) = a.

Demonstragdo. Se a € ponto de acumulagdo da sucessdo (z,)neny entdo existe uma sub-
sucessao (Zn, )ken que converge para a. Por compreensdo estendemos esta sequéncia a

. . R . N
(%, )kern. Como M é um hiper-natural ilimitado entao L 0, para todo o0 k € N. Pelo

lema de Robinson para sequéncias infinitesimais, existe K € *N — N tal que, para todo o

Ng
k S Ka Eva
M - .
das sucessoes em espacos métricos resulta que Iy, ~ a, ou seja, St(SEnK) = a. O

~ 0. Em particular ng < M. Além disso, pela caracterizagio da convergéncia

O corolério anterior diz-nos que sendo (z,)ney uma sucessdo em X entdo os seus pontos
de acumulagdo correspondem ao conjunto {st(zy) : N € *N AN < M}, para qualquer
M € *N — N,

Na proéxima secgao serao discutidos outros resultados em espagos métricos.
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2.7 Caracterizacao de espagos métricos

Os nossos principais objectos de trabalho consistem em variedades riemannianas compactas
e 0s seus respectivos espacos tangentes, vistos como espagos métricos. Por isso, vamos
apresentar resultados de analise ndo standard relacionados com espacos métricos.

Definigao 2.7.1. Suponhamos que (E,d) é um espago de métrico. Jd vimos que € possivel
definir o conceito de infinitamente perto através do alargamento da funcdo distdncia d. Do
mesmo modo define-se halo de x € *E como sendo o conjunto de pontos de *E que estao
infinitamente perto de x.

Nota 2.7.2. Tal como acontece com R, se a,b € E, sio distintos entao hal(a)Nhal(b) = 0,
uma vez que se ¢ € hal(a) e ¢ € hal(b), teriamos que d(c,b) = 0 e d(a,c) = 0 e portanto
d(a,b) < d(a,c)+d(c,b) = 0, donde resultaria que d(a,b) =0, o que implicaria que a = b.

Notagao 2.7.3. Os elementos y € *E que admitem parte standard sao aqueles que estdo
infinitamente perto de um elemento x € E, isto é, y € hal(z) para algum z € E. Em
particular, a parte standard de qualguer elemento é necessariamente unica. Tal como em
R € frequente usar-se st(a) para denotar a parte standard de b € *E;

Usa-se a notagdo ns(A) para denotar o conjunto dos elementos quase standard de um
qualquer subconjunto A C *E.

Veremos nas proposicoes seguintes uma caracterizagdo nao standard dos conceitos to-
polégicos usuais tais como a nogao de aberto, fechado, aderéncia, etc...

Proposigao 2.7.4. Consideremos (E,d) um espago métrico.

1. A € aberto sse VYa € A, hal(a) C *A;
Em particular, se A é aberto entdo sh™(A) C *A;

2. F € fechado sseVf € *FNns(*E), st(f) € F.

3. K ¢é compacto sseVk € *K, st(k) € K.
Em particular, se K é compacto entdo *K C st™(K);

Demonstragao.

1. (=) Como A é aberto entéo dado a € A, existe uma vizinhanga de a contida em A e

: 1
portanto existe n € N tal que V,, = {:1: € E:d(z,a) < —} C A. Logo, pelo principio
n

de transferéncia *V,, C *A. Mas hal(a) = ﬂ Vi C 'V, C *A, como pretendiamos.
ieN
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(«<=) Por contraposicio, suponhamos que A néo era aberto. Vamos provar que existe
a € A tal que hal(a) ¢ *A. Se A nao é aberto entdo existe a € A tal que para todo
on €N, V, ¢ A. Por transferéncia, para todo on € N, *V,, ¢ *A. Como (*V,,)nen
¢ uma sucessao decrescente de conjuntos internos entdo, por saturagdo numerdvel
a sua interseccdo é ndo vazia, ou seja, } ﬂ *V ¢ *A. Seja x um elemento dessa

nel
intersecgdo que ndo pertence a *A. Entédo, = € hal(a) e z & *A ou seja, hal(a) ¢ *A.

Como para todo o a € A, hal(a) = st~'(a) entdo, concluimos que, para todo o a € A,
st™1(a) € *A, ou seja, st™1(A) € *A.

. (=) Suponhamos que F é fechado e que f € *F Nns(*E). Entdo existe z € E tal
que z = st(f). Queremos provar que z € F. Sez & F entdo z € EE — F. Como
FE — F é aberto entdo da alinea anterior hal(z) C *E —*F, ou seja, hal(z) N*F = 0,
o que € absurdo, pois f € hal(z) e f € *F. O absurdo resultou de se ter suposto que
r & F,logozr e F.

(«<=) Por redugdo ao absurdo suponhamos que para todo o f € *F Nns(*E) se tem
que st(f) € I' e que F néo é fechado. Entao E'— F néo é aberto e portanto, pelo item
anterior, existe um z € F — F tal que hal(z) ¢ *E —*F e portanto hal(z) N*F # 0.
Consideremos y € hal(z) N*F. Entdo y é elemento de ns(*E) e elemento de *F.
Logo, = = st(y) € F, o que é absurdo. O absurdo resultou de se ter suposto que F
nao era fechado. Logo F' é fechado.

. (=) Suponhamos que K é compacto e que existe k € *K tal que st(k) € K. Entéo,
k nao pertence ao halo de nenhum ponto de K e portanto, dado k' € K existe um
aberto Vi tal que k& € *Vi. Mas U Vi € uma cobertura aberta de K e portanto,
como K é compacto, admite umaksff’({)(:obertura finita, digamos K C Vi, U... UV, ,
para algum n € N. Entdo *K C *Vj, U...U*V,. Mas temos que k & *Vj, para
i =1,..,n e portanto k € *Vi, U ... U*V,,_ donde resulta que k¥ ¢ *K, o que por
hipétese é absurdo. Logo, temos que se K é compacto e se k € *K entdo st(k) € K.

(«<=) Por contraposigdo suponhamos que K néo é compacto. Entdo existe alguma
cobertura aberta que nfo admite subcobertura finita. Seja (A, ).en essa cobertura.

Entao, para qualquer £ € N temos que K ¢ U A,, ou seja, seguinte sentenca é
n<k
verdadeira:

VkeN)(Fze K)(VvneN)(n<k—zdA,).
Por transferéncia a sentenca:
(Vke*N)(Fz e *K)(Vn e "N)(n <k — z &€ *A,).
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também é verdadeira. Em particular, existe x € *K tal que z ¢ *A,, para todo o
n € N.

Suponhamos que st(z) € K = U A,,. Entéo existe n € N tal que st(z) € A,, o que é
neN
equivalente a z € st™1(A,) C *4,, 0 que, como vimos, é impossivel. Logo st(z) ¢ K.

Acabamos de provar que se K é compacto entdo st(*K) C K, donde resulta que
*K C st™1(st(*K)) C st~ (K).

O

Podemos ainda caracterizar os pontos de acumulacio e a aderéncia de conjuntos usando a
parte standard, como estabelece a seguinte proposicao.

Proposigao 2.7.5. Seja (E,d) um espago métrico.

1. a € E € ponto de acumulagdo de A C E sse hal(a) N*A\{a} # 0.
2. A={z € E: hal(z) N*A # 0}

Demonstracao.

1. (=) Se a € E é um ponto de acumulagdo de A entdo fixado € > 0, temos que a
seguinte sentenga é verdadeira:

Jdz(z € A\{a} Ad(z,a) <€)
Aplicando transferéncia obtemos que:

Jz(z € "A\{a} Ad(z,a) < €)
Como € > 0 é qualquer entdo d(z,a) = 0, donde se conclui que z € hal(a). Resulta
entdo que hal(a) N*A\{a} # 0.

(<) A prova desta implicagio segue o roteiro da prova de (=) tendo em conta que
as implicagoes nessa prova, sdo, na verdade equivaléncias.

2. (C) Se z € A entdo ou z € A ou z é ponto de acumulacio de A.

Se z € A entao z € *A. Obviamente = pertence ao seu proprio halo, donde se conclui
que hal(z) N*A # 0.

Se z é ponto de acumulagio entéo da alinea anterior hal(z) N*A\{z} # 0 e portanto
hal(z) N*A # ).

(D) Se hal(z) N*A # (0 entdo existe y € hal(z) N*A, ou seja, existe y € hal(z) e
y € *A.
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Se y = z entdo z € *A e portanto, como z € um elemento standard de E, z € A.
Daqui resulta que z € A.

Se y # x entdo y € hal(z) e y € *A\{z}, ou seja, y € hal(z)N*A\{z}, o que significa

que z é ponto de acumulagdo de A e portanto é um elemento de A.

O

Nota 2.7.6. Na verdade, a sequnda parte da proposicao anterior pode ser expressa pela
igualdade A = st(*ANns(*E)).
Note-se ainda que, no caso particular de EE ser um espaco métrico compacto, entdo vale a

sequinte igualdade A = st(*A), uma vez que nesse caso todos os pontos sio quase standard.

Proposigao 2.7.7. Seja (F,d) um espaco métrico. Se A é um conjunto interno de *E
entdo st(A) é um conjunto fechado de E.

Demonstragio. Para provar que st(A) é fechado basta provar que se z € st(A) entdo
x € st(A), isto é, que existe y € A tal que st(y) = z.

Por definicdo de aderéncia, existe uma sequéncia (z,)nen de elementos de st(A) tal que
d(z,, ) converge para zero. Seja (Yn)nen & sequéncia de elementos de A tal que, para todo
on €N, st(y,) = z,. Por compreensio estendemos (¢, )nen & (Yn)ne=n em A. Como, para
todoon € N, d(z,, y,) = 0 entéo, a sequéncia (d(yn, T))nen converge para zero e portanto,
pela caracterizacao de convergéncia da proposicdo 2.6.6, para todoo N € *N—N, yy ~ z,
ou seja, st(yy) = z. Como yy € A concluimos que z € st(A). O
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Capitulo 3

Medidas de Loeb

Depois de introduzido o formalismo e conceitos bdsicos de andlise nao standard,
vamos agora descrever uma classe de medidas introduzidas por Loeb que serd o objecto
crucial para se obterem os resultados dos capitulos sequintes.

3.1 Conceitos classicos de Teoria da medida

Comegamos por apresentar conceitos cldssicos da teoria da medida que podem ser encon-
trados em vérias referéncia, tais como (3] ou [25].

Defini¢ao 3.1.1. Consideremos X # 0 um conjunto qualquer. Uma dlgebra sobre X €
uma colecgdo de subconjuntos de X, A que satisfaz as sequintes condi¢oes:

1. 0 € A;
2. ABe A= ANBeA;
3 Ac A=> X —-A€ A;

Nota 3.1.2. ABe A= AUB€ A, pois AUB=X — ((X - A)N(X — B))

Por vezes é necessario que a relagao de intersecgdo nao seja apenas verificada para um
numero finito de conjuntos, mas também seja vélida para intersecgoes numerdveis. Fazendo
essa substitui¢do na segunda condigdo obtém-se a seguinte definigao:

Definicao 3.1.3. Consideremos X # 0 um conjunto qualquer. Uma o-dlgebra A sobre X
€ uma colecgao de subconjuntos de X que satisfaz as seguintes condigdes:

1. D e A;
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2. (Andnen € A= () An € 4;

neN

3 AcA=X-Ac A

Nota 3.1.4. (Ax)nen € A= | An € A, pois | J An = X — [ (X - 4n)

neN neN neN

Exemplo 3.1.5.

1. P(X) € sempre uma o-dlgebra;

2. Consideremos Cr a coleccio de todos os subconjuntos de R que sdo reunides finitas
de intervalos da forma la,b], com a < b em R. Como R ndo pode ser escrito
como uma tal reunido finita entdo concluimos que Cg nao é uma dlgebra. Tomemos
Br a o-dlgebra gerada por Cg. Entdo o conjunto |a,b[ é um elemento de Bg pois

1 ) o
la, b= U }a, b— ;} Como qualquer aberto pode ser sempre escrito como reuniao

neN
numerdvel de intervalos entdo concluimos que Bg contém todos os abertos e con-

sequentemente todos os fechados. Além disso, Br € a menor o-dlgebra que contém
todos os abertos. A esta o-dlgebra damos o nome de o-dlgebra de Borel.

3. Se A € uma dlgebra sobre um qualquer conjunto ndo vazio X entao *A, a extensdo
de A, € uma dlgebra. Este facto resulta de imediato da aplicacdo de transferéncia
as propriedades que definem o conceito de dlgebra. Note-se que todo o elemento
de *A € interno uma vez que, como a prépria inclusdo indica é um elemento da
extensao de uma entidade standard. Se A for uma o-dlgebra entdo *A é uma *o-
dlgebra de conjuntos internos. Geralmente, nao é uma o-dlgebra, pois pelo teorema
2.6.3, se (Ap)nen € uma sequéncia de subconjuntos internos entdo U A, € interno

neN
sse U Ay = U A, para algum k € N. Desta observacdo resulta que * A é o-dlgebra

nelN n<k
sse A € finito.

Definigao 3.1.6. Consideremos A uma algebra sobre um qualquer conjunto X ndo vazio.
A funcio p: A — [0, +00[ diz-se uma medida em A se verifica as sequintes condigdes:

1. (@) =0;

2. Se (Ap)nen € A € uma sequéncia de conjuntos disjuntos dois a dois e tais que

U A, € A entdo p (U An) - ZH(An)i

neN neN neN

Se substituirmos a 2* condi¢do da definicdao anterior pela condigdo:
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(AU B) = u(A) + u(B) se A, B € A e sio tais que AN B =10

entdo p diz-se uma medida finitamente aditiva ou uma medida o-finita.
Da definicdo de medida podemos inferir algumas das suas propriedades basicas:

1. u é monétona, isto é, se A C B entdo u(A) < p(B). Como A C B entao B =
AU(B—A). Além disso, como AN(B—A) = 0 entdo p(B) = u(A)+u(B—A) > u(A),
porque pu(B — A) > 0;

2. No caso de p(B) < oo, da propriedade anterior concluimos que p(B — A) = p(B) —
p(A).
3. Se A, B € Aentdo u(AU B) < u(A) + u(B).
Nota 3.1.7. E também frequente definir medida como uma funcdo cujo dominio é uma

o-dlgebra. Esta definicao obriga a que a sequnda condi¢do tenha de ser verificada para qual-
quer sequéncia de conjuntos, uma vez que a o-dlgebra é fechada para reunioes numerdveis.

Exemplo 3.1.8. Seja (E,d) um espago métrico compacto e seja Op = {Zg, ..., Tn-1} um
conjunto de n elementos em E. Consideremos em P(O,) a fun¢io c,(A) = —. ¢, €
n

obviamente uma medida.

Esta medida pode ser usada para definir uma medida nos boregz'anos de F da seguinte

forma. Para um boreliano B, defina-se m,(B) = c,(BN O,). F evidente que temos que
H{0<i<n-1:z; € B}

m(Bi= = .

No caso particular de f : E — E ser uma fungdo, podemos construir medidas de contagem
em que o conjunto finito Oy(zo) = {zo, L1, ..., Tn-1}, € composto pelos iterados de xy, onde
n € escolhido de tal modo que £0,(xo) = n, ou seja, de tal modo que, sei,7 <n ei#j
entdo T; # T;. E usual designar Cp gy, OU My, 5, ¢ por medidas de contagem uma vez que
estas medidas contam quanto tempo o segmento inicial da drbita de xy passa, em média,
em cada boreliano.

Definigao 3.1.9. Suponhamos que A é uma dlgebra sobre um conjunto X, nao vazio, e
que i : A — [0, +oo[ € uma medida. Para cada B C X defina-se:

pt(B) = inf {Z,u(An) :An€ ANBC | An}

neN neN

A fungdo pt : P(X) — [0,+00|, diz-se a medida exterior associada a j.

As medidas exteriores, em geral, nao sao verdadeiras medidas pois nao sao o-aditivas.
Contudo da definicao resultam as seguintes propriedades:
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1. Se B € A entdao ut(B) = u(B), uma vez que B é uma cobertura de si préprio em
A. Em particular temos que pt (@) = 0;

2. Se A C Bentao pt(A) < ut(B). De facto, para medir B temos menos possibilidades
de coberturas do que para medir A;

3. p (U An) < ZM(AH), ou seja, puT é sub-o-aditiva;

neN nelN

Definicao 3.1.10. Um conjunto B C X diz-se u-mensurdvel se para todo o subconjunto
C de X se verifica a igualdade p*(C) = pH(C N B) + uH(C N B9).

Nota 3.1.11. Note-se que, pela sub-aditividade da medida exterior temos sempre que,
ut(C) = pH(CU((X -B)NB)) = pH ((CNB)U(CNB)) < pH(CNB)+ut(CNB°). Logo
para provar que um conjunto B € mensurdvel, basta verificar que, para todo o subconjunto
C de X, se tem que u*(C) > p*(C'N B) + u*(C N B°).

Teorema 3.1.12 (Caratheodory). Seja M(X,u) a coleccio de todos os conjuntos -
mensurdveis. Entdo:

1. M(X,pn) € uma o-dlgebra de partes de X;
2. M(X, ) contém todos os conjuntos de medida exterior nula;

8. pF mx s M(X, p) — [0, +o0[ € uma medida.
Demonstragao.

1. e (e M(X,u) pois qualquer que seja F C X tem-se que:
pHEND) +p (ENE) = p™(0) + (BN X) = pH(ENX) = p™(E);

e Se A€ M(X,p) entdo X — A € M(X, p) por simetria da defini¢io.

o Se (Aj)jen € M(X, ) é uma sequéncia de elementos disjuntos dois a dois,
considere-se os conjuntos B, = U AjeB= U Aj. Assim, dado um qualquer

Jj=1 jeN

subconjunto C de X, temos que p*(C) = pu*(C N B,) + pT(C N BE), pois
B, € M(X,p). Mas:
wp(CNBy)=pu(CNB,NA)+p(CNB,NAS) =u(CNA,)+pH(CNBu)

Por indugéo prova-se que u*(C'N By,) = Z ut(C N Ag). Logo:
k=1

W) 2 YW (C N A + T (C N BY)

k=1
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Fazendo n tender para infinito obtemos u*(C) > pH(CNB)+p"(CNB°), o que

prova a mensurabilidade de U A;. Se tomar C' = B vem que pt U A;j| =

jeN jEN
> o ut(4y).

JeN

2. Seja B um conjunto tal que u™(B) = 0. Entdo pela monotonia da medida exterior,
dado C C X, p*(BNC) = 0. Por outro lado, sabemos que C' N B C C, donde
resulta que ut(C N B®) < pu*(C). Logo, ut(C N B¢ + ut(BNC) < p*(C). Daqui
concluimos que M contém todos os subconjuntos de medida exterior nula.

j—1

3. Seja (Aj)jen € M(X,p). Tome-se B; = A;\ U Ak) entdo B; € M(X,u). Com
k=1

esta caracterizagdo vem que, a fungdo, ut|pmix ) : M(X, p) — [0, +o0] é, de facto,

uma medida.

O

Nota 3.1.13. Do teorema anterior resulta que a extensdo de qualquer medida a o-dlgebra
dos mensurdveis € completa, uma vez que esta contém todos os conjuntos de medida nula.

3.2 Construcao de Loeb

Consideremos X um conjunto ndo vazio e interno de um alargamento nao standard.
Consideremos uma &algebra interna A sobre X, isto é, uma colecgdo de subconjuntos
internos de X que satisfaz os axiomas de algebra, ou seja, contém o conjunto vazio, é fechada
para as operagoes de intersecgdo finita e de passagem ao complementar. Admitamos
também a existéncia de uma aplicagio interna p : A — *[0, +o00[ que satisfaz as condicoes
de medida finitamente aditiva.

Sob estes pressupostos dizemos que (X, A, i) é um espago de medida interna.

Na verdade, como a algebra em causa é uma algebra de conjuntos internos de X, se

(An)nen € A séo disjuntos dois a dois e tais que U A, € A entéo, recorrendo novamente
neN

ao teorema 2.6.3, U Ay = U A, para algum k£ € N e portanto, como os elementos da

neN n<k
sequéncia sio disjuntos dois a dois A, = () para todo o n > k, donde resulta que:

" (U An) = (U An) =) u(4s) =) _ p(An).

neN n<k n<k neN
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Tendo entdo um espago (X,.A, 1) de medida interno podemos proceder & construgao de
um outro espago de medida (X, L(.A), L(r)) apresentado por Loeb em [18], em que L(.A)
é uma o-édlgebra e L(p) : L(A) — [0, +00[ é uma medida standard.

No caso do conjunto X ser hiper-finito, isto é, se existe N € *N — N e uma bijeccao
interna f : X — {1,..., N}! podemos tomar A4 = P;(X), a dlgebra interna de todos os
subconjuntos internos de X. Para cada A € P;(X) podemos definir a aplicagdo interna

A
w(A) = %, onde f.X representa o hiper-natural H € *N tal que existe uma bijecgao interna
entre X e {1,..., H}. Com esta definicdo de u, dados A, B € A tais que AN B = ) entdo

temos que:

ﬂ(AUB)_ﬂA-i—ﬂB_ﬂA ]iB_
X X §x gx

nAUB) = (4) + pu(B)

e, concluimos assim que p é uma medida interna finitamente aditiva, ou seja (X, .A, u) é
um espago de medida interno. Note-se que, como A C X entdo §A < X e portanto u sé
toma valores hiper-reais entre 0 e 1.

Quando X é hiper-finito defina-se a fun¢do L(u) : Pr(X) — [0,1] por L{u)(A) = st(u(A)).

Em primeiro lugar L{u) (@) = st(u(0)) = st(0) = 0. Por outro lado, se (A4, )nen € Pr(X) sdo

disjuntos dois a dois e tais que U A, € Pr(X) entdo para algum k € N, U A, = U A,
nelN neN n<k

e A, =0, para n > k. Logo:

L(u) (g An) = L(p) (gk An) = st (,u (gﬂ An)) -

= st (Z u(An)) = st(u(An)) =D L(u)(An) = Y L(1)(An)

o que mostra que L{p) é uma medida standard definida numa &lgebra de partes internas.

No caso geral, um argumento semelhante ao anterior mostra que, se (X, A, u) é um espaco
de medida interno, entdo a fungio L(u) : A — [0, +00] definida por:

L(x)(A) = { st(u(A)) se p(A) é limitado

00 caso contrario

é uma medida.

Seja L(p)" a medida exterior associada a L), construida segundo a defini¢do 3.1.9. Aos
elementos de M(X, L(u)), ou seja, aos elementos L(u)-mensurdveis damos o nome de

10 hiper-natural N diz-se o cardinal de X.
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conjuntos Loeb mensurdvets. E comum usar-se a notagéo L(A) para denotar a familia dos
conjuntos Loeb mensuraveis.

Definigao 3.2.1. O tripleto (X, L(A), L(1)%|1(4)) designa-se por espago de medida de
Loeb com respeito a medida (.

Nota 3.2.2. De modo a facilitar a notagdo, usaremos L(p) para designar a restricao de

L(p)™ ao conjunto L(A).

Vamos agora explorar um pouco mais as potencialidades das medidas de Loeb. Para isso
comegamos com alguns resultados que nos levam a concluir que estas sdo medidas regulares.

Definigao 3.2.3. Seja (E,d) um espago de métrico e seja B uma o-dlgebra sobre E. Uma
medida finita standard, p : B — [0, 4+o00| diz-se regular se para todos os elementos B de B
se tem que:

u(B) = sup{u(K) : K C B e K € compacto} = inf{u(O): O D B e O € aberto}.
O espago (E, B, ) diz-se um espago de medida regular.

Lema 3.2.4. Se B é Loeb mensurdvel com respeito a medida de p entao:
L(p)(B) = inf{L{p)(A) : BC A € A}.

Demonstragdo. A desigualdade < é ébvia uma vez que se B C A entédo L(u)(B) < L(p)(A).
Resta provar a desigualdade >. Se L(p)(B) = +oc entdo a desigualdade > também é 6bvia.
Suponhamos entdo que L(u)(B) < +00. Queremos provar que para todo o € € R, existe
um conjunto A, € A tal que L(u)(A.) < L(p)(B) +&.

Pela definicio da medida exterior existe uma sequéncia de elementos de A, A; C A; C

neN neN
podemos estender a sequéncia (A, )neny & uma hiper-sequéncia (A, )pe+n. Assim para todo

k € N temos que:

Az C ... taisque B C U Ane L{w) (U An) < L(p)(B) + €. Por compreensao numeravel

(Vn € *N)(n <k — Ap C Ap A u(An) < L(u)(B) + s)

pois p(An) ~ L(p)(An) < L()(B) +¢.

Como todas as entidades envolvidas na férmula anterior sao internas entao pelo principio da
definicao interna € interna. Como k € N é qualquer entao por permanéncia superior existe

K e *N—N tal que Ay € A, A, C Ag sempre que n < K, B C UARCAKeu(AK)<

neN

L(u)(B) +¢. Novamente, como L{(u)(Ax) ~ u(Ax), entio L(1)(Ax) < L(u)(B) +¢.
Tome-se A, = Ag. O




Lema 3.2.5. Se B ¢ Loeb mensurdvel com respeito a medida p e é L(p)-finito entdo:

L(p)(B) =sup{L(u)(A): AC BA A€ A}

Demonstracdo. A desigualdade > é evidente. Falta provar a desigualdade <. Dadoe € R,
queremos exibir um conjunto A, C B tal que L(p)(Ae) > L(p)(B) —e. Como L(u)(B) <
oo entdo pelo lema anterior existe D € A tal que B C D e L(u)(D) < +o00. Assim,
D — B € L(A) tem medida de Loeb finita e portanto pelo lema anterior existe C' € A tal
que D—B C Ce L(p)(C) < L(pu)(D—B)+¢. Tomemos A, = D—C € A. Entéo temos que
A.CBeC=(D-B)J(B - A,) e portanto L(u)(D — B) + L(u)(B — A,) = L(p)(C) <
L(p)(D — B) + € donde vem que L(u)(B — Ae) <e. Logo L(p)(B) —e < L(u)(4:). O

Definicao 3.2.6. Seja (Y,C,v) um espago de medida. Um conjunto B C Y diz-se v-
aprozimduvel sse para todo o ¢ € R existem conjuntos C; e D, em C tais que C. C B C D,
ev(D, —C,) <e.

Lema 3.2.7. Se B é Loeb mensurdvel e L(u)-finito com respeito a medida p entdo B €
p-aprorimduel.

Demonstragdo. Fixemos e € RT. Como B é Loeb mensurével e L(u)-finito entdo dos lemas
anteriores existem C. e D, em A, p-finitos, tais que C; C B C D, e u(D.) < u(B) + % e

u(Ce) < p(B) — -;— Logo p(D. — C.) = u(D:) — u(Ce) = u(D,) — u(B) + u(B) — u(C;) <
E. O

Lema 3.2.8. Se B ¢ p-aprozimdvel entdo existe A € A tal que L{u)t(AAB) = 0.

Demonstragao. Construimos duas sucessoes de conjuntos, usando os lemas anteriores tendo

: 1
como base a sucessao &, = (— e em seguida usamos permanéncia superior. O
n
neN

Lema 3.2.9. Se B é u-aproximdvel entao B € Loeb mensurdvel.

Demonstracao. Dado E C X com medida finita temos que provar que:
L(p)™(E) > L(p)"(EN B) + L(u)*(EN (X — B)).

Pelo lema anterior existe A € A tal que L{u)T(AAB) = 0. Consideremos os seguintes
conjuntos: C = ENBN(X - A), D=ENAN(X-B),G=En(X—(AUB)) e
H = EnNAnNB. Temos entao que C, D C AAB e portanto L(u)™(C) = L(u)* (D) = 0.
Além disso também temos que CUH = ENB e DUG = EN(X — B), e assim, vem que:

L(p)*(ENB) = L(p)*(CU H) < L(p)*(C) + L(w)* (H) < L{p)* (H)

L™ (EN(X = B)) = L(u)" (DU G) < L(p)" (D) + L(w) " (G) < L(w)*(G)
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donde concluimos que:

L))" (ENB) + L(w) " (EN(X = B)) < L{w)" (H) + L(k)*(G) <

< L()+(E N A) + L) +HE N (X — 4)) = L()+E)

como pretendiamos. O

Os resultados anteriores podem ser sintetizados no seguinte corolario.

Corolério 3.2.10. Se B é um subconjunto de X L(u)"-finito entdo B € Loeb mensurdvel
sse B € p-aprorimavel.

Usando os resultados anteriores podemos dar uma descri¢ao dos conjuntos mensuraveis
segundo o seguinte teorema:

Teorema 3.2.11. Seja B é um subconjunto de X. B é Loeb mensurdvel com respetto a pi
sse BN A é p-mensurdvel, qualquer que seja A € A tal que p(A) < oo.

Demonstragao. (=) Se B é Loeb mensuravel entdo B N A é Loeb mensuravel, uma vez
que a colec¢ao de conjuntos Loeb mensurdveis é uma o-dlgebra. Se u(A) < oo entéo, como
BNAC A, vem que L(u)T(BNA) < oo e portanto por um lema anterior temos que BN A
é p-aproximavel.

(<) Suponhamos que A € A, u(A) < oo e que BNA é u-aproximéavel. Queremos provar que
se C € Aétal que L(u)*(C) < oo entdo L(p)T(C) > L(p)T(CNB)+ L(p)T(CN(X — B)).
Como L(p)*(CNB) < oo entdo existe (A, )nen tal que L) (A,) < 0o, paratodoon € N
eCNBC U A,. Cada A,NB é p-aproximavel e portanto por um lema anterior sao Loeb

neN
mensuraveis. Seja A = U BN A,. Entdo A é Loeb mensurédvel e L(u)*(C) > L(p)T(C'N
neN
A)+ L)t (CN(X —A)). MasCNA=CnN (U(BmAn)) DCNBeCN(X—-A)D
neEN
C' N (X — B) donde sai a desigualdade que pretendiamos. O

3.2.1 Medidas de contagem em espacgos métricos

Seja (E, d) um espago métrico compacto, N € *N — N e consideremos um conjunto interno
de N pontos distintos de *F, Oy = {zo,...,Zn_1}, isto é, se 4,5 < N — 1 e i # j entdo
z; # z;. Note-se que, como Oy é hiper-finito entdo podemos definir a medida interna de
contagem, que depende de zy e de IV através de:

€ 'PI(ON) — *[0, +OO[
5 ﬁ_ﬂ{OSkSN—lzmkEA}
N N
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onde P;(Oy) representa a dlgebra das partes internas de Oy. Esta medida induz também

uma medida nos *borelianos de *E dada por:
m: *B — *[0,+o0]
<k< —1:
A _)C(AHON):I‘){O_]C_N 1 akaA}

N

Na verdade, a inclusdo O : Oy — *E preserva medidas, isto é, ¢(O71(A4)) = c(ANOy) =
m(A).

Sejam, como usualmente, L(c) : L(P/(On)) — [0,+00f e L(m) : L(*B) — [0, +o0| as
respectivas medidas de Loeb. Pela maneira como definimos m, resulta que L(m)(A) =
Lie)({0 < k < N-—1:x € A}), qualquer que seja A € L(*B). Em particular, se
A € L(*B) entdo temos que {0 <k < N —1: x4 € A} € L(P;(On)).

Vamos ver que podemos usar L(c) para definir uma medida nos borelianos de £. Come-

cemos por considerar o seguinte conjunto, M = {B C X : sh™'(B) € L(P;(Ox))}, onde
sh™(A) =st™ (A)N Oy = {z € On : st(zx) € A}

Proposigao 3.2.12. M € uma o-dlgebra.

Demonstragido. 1. sh™1(0) = st~}(0) N On = 0 que obviamente pertence a L(P;(On));

2. Por definigao, sh™'(E) = {z € Oy : st(z) € E} = Oy e como Oy € P;(Oy),
entdo sh™(E) € L(P;(Oy)). Assim, sendo A um elemento de M, como sh é uma
aplicagio de dominio Oy temos que sh™'(E—A) = sh™'(E) —sh™(A) e como ambos
os conjuntos pertencem a L(P;(Oy)) conclui-se sh™'(E — A) € L(P;(On)).

3. Suponhamos que (Ay, )nen é uma sequéncia de elementos em M, isto é, para todoon €
N, sh™'(4,) € L(P;(Oy)). Como L(P;(Oy)) é uma o-algebra entio U sh™(Ay)

nelN
ainda é um elemento de L(P;(Oy)). Mas:

U sht(An) = sh7 (UA)

neN nelN

e portanto sh™! (U A ) € L(P;(On)), donde resulta que U Ay EM.

neN neN

Proposigao 3.2.13. A o-dlgebra dos borelianos de E estd contida em M.

Demonstragao. Seja B um boreliano de E qualquer. Para cada n € N considere-se o
seguinte conjunto:

Anz{.’BEE:d(:r:,B)<l}.
n
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Por defini¢do, cada A, é um conjunto aberto. Estendemos, cada um destes conjuntos a

1 :
Ap = {a: € *F:d(z,"B) < —}. Vamos provar que temos sempre a igualdade:
n

sh~! (B) = (] *4.N O

neN

(o) Bexze ﬂ *A, N Oy entdo z € *A, para todo o n € N e z € Oyn. Pelo facto de

neN
z € Oy, temos que = = Ty, para algum k € {0, ..., N — 1}. Do facto de x € *A, para todo

1
on € N vem que d(zg, *B) < —, para todo o n € N, donde resulta que d(zg,*B) ~ 0, ou
seja, st(zy) € st(*B) = B, ou seja, z € sh™* (B).

(C) Por definigdo de aderéncia, a distancia entre os pontos da aderéncia de B a B ¢é
zero, e portanto temos a seguinte incluséo: B C A,, para todo o n € N. Portanto
sh™'(B) = st 1(B) N Oy C st™'(A,) N Oy C *A, N Oy, para todo o n € N e portanto
sh™'(B) C (] *AnNOn.

neN

Se B é um fechado entdo B = B e portanto sh™'(B) = ﬂ *A, N Oy. Como os conjuntos

neN
A,, sdo abertos entdo sio borelianos e portanto *A, séo elementos de *B. Mas, como por

defini¢io, L(*B) é uma extensdo de *B, resulta que *A, € L(*B). Como L(*B) é uma
o-algebra, vem que ﬂ *A, € L(*B). Portanto m *A, N Oy € L(Pr(On)). Concluimos

neN neN
entdo que sh™1(B) é um elemento de L(P;(On)).

Como a o-4lgebra que contém todos os fechados coincide com a o-élgebra dos borelianos
entdao concluimos que B C M, como pretendiamos. O

Como st~}(B) € L(P;(Oy)) qualquer que seja o boreliano B entéo faz sentido definir a
seguinte funcéo:
p: B — [0,+00]
B — L{c)(sh™(B))

Teorema 3.2.14. A funcdo u € uma medida nos borelianos de E.
Comegamos por provar o seguinte lema:

Lema 3.2.15. Seja (E,d) um espago métrico qualquer. Se A, B sao subconjuntos disjuntos
de E entdo st™1(A)Nst™1(B) = 0.

Demonstracdo. Suponhamos que st™'(A) N st™1(B) # 0 e seja y € st~ (A) N st~ (B).
Entdo y € st™1(A) e y € st™'(B), ou seja, st(y) € A e st(y) € B. Logo st(y) € ANB e

portanto A e B nao seriam disjuntos. O
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Demonstragao. ( do teorema 3.2.14)

L. p(0) = L(c)(sh™'(0)) = L(c)(9) = 0;

2. Seja (A, )nen uma sequéncia de borelianos disjuntos dois a dois. Entao, pelo lema
anterior, (st“l(An))n y € uma sequeéncia de conjuntos Loeb mensuréveis disjuntos

= L(c) (U st'l(An)) =) " L(e) (st (An)) = Y u(An)

neN neN neN

d

Nota 3.2.16. Pelo facto de O. preservar m, concluimos que para medir um boreliano temos
duas alternativas:
L(m)(st™(B)) = L(c)(sh™*(B)).

Como a medida p do teorema 3.2.14 estd definida nos borelianos de X, sabemos que p
¢ regular e portanto podemos estender o resultado desse teorema para os conjuntos -
mensuraveis, conforme prova o seguinte resultado:

Teorema 3.2.17. B ¢ pu-mensurdvel sse sh™(B) é Loeb mensurduvel.

Demonstragdo. (=) Suponhamos agora que B é um conjunto u-mensuravel. Entdo fixado
£ > 0 existe um aberto A e um compacto K tais que u(A) — u(K) <ee K C B C A.
Asgsim:

sh™(K) C sh™(B) C sh™'(A).

0 que nos permite escrever que:
u(K) = L@)(sh™(K)) < L(e)(sh™(B)) < L(e)(sh™1(4)) = u(A).
Logo, das desigualdades anteriores vem que:
L(e)(st™(4)) - L(e)(st™ (K)) = u(A) — u(K) < ¢
donde se conclui que sh™"(B) é L(c)-aproximéavel e portanto sh™!(B) é Loeb mensuravel.

(<) Suponhamos agora que B € M, isto é sh™(B) é Loeb mensuravel. Como L(c) é uma
medida finita entdo L(c)(sh™'(B)) < oo ou seja, sh™'(B) é L(c) aproximdvel e portanto,
para todo o € € R existem conjuntos C: e D, em P;(Oy) tais que C. C sh™(B) C D, e
L(c)(-De) i L(C)(Ce) <E.
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Seja. C! = sh(C:). Como C. € P;(Oy) entdo Cp é fechado e portanto um boreliano de
E. Logo, sh™Y(C%) € L(Pr(Oy)). Mas C. C sh™'(sh(C;)) = sh™}(C) € L(P;(On))
e portanto L(c)(C:) < L(c)(sh~(C.)). De modo semelhante temos que sh(Oy — D) é
fechado e portanto D! = E — sh(Oy — D.) é aberto, donde sh™'(D.) € L(P;(On)) e
L(c)(sh™1(D.)) < L(c)(D,). Note-se que C. C BN sh(Oy) C D.. Além disso u(D;) —
u(C) = L{e)(sh=(D.))  L(€)(sh™(C1)) < L(e)(Ds) — L(€)(C:) < &. Logo BN sh(O)
é p-aproximdvel. Como u é uma medida definida num espago métrico entdo sabemos
que esta satisfaz as condigbes de medida regular (ver [2]) e portanto sendo B N sh(Oy)
p-aproximavel, B N sh(Oy) é u-mensurdvel.

Mas u(E — sh(On)) = 1 — pu(sh(On)) =1 —1 = 0. Logo, B difere de BN sh(On) por um
conjunto de medida exterior nula e portanto é mensurével. O

3.2.2 Medida de Lebesgue como medida de contagem

Os resultados da sec¢do anterior podem ser utilizado, por exemplo, para caracterizar a
medida de Lebesgue. Para exemplificar, vamos mostrar como a medida de Lebesgue
no intervalo [0, 1] pode ser obtida como uma medida de contagem de Loeb no conjunto

19 . N1 i
S—{N,W,...,T,l},onde]\fe N —N.

Lema 3.2.18. Dados dois quaisquer numeros reais 0 < a < b < 1 temos que:

Lic)({seS:a<s<b})=b—a.

Demonstragdo. Seja A = {s€ S:a<s<b} = SN*a,b). Pelo principio da definigéo

interna, A é interno e portanto é um elemento de P;(.S). Como S € hiper-finito e igualmente
K+1

espagado no intervalo [0, 1] entdo existem s = et=—talsquea~ seb=~t. Assim,

T
K+1 L Al L-K L K _
N ’""W}' Logo, W——N——N—wa—a, donde

se conclui que L(c)(A) = b —a. O

podemos dizer que A =

Proposigao 3.2.19. Se denotarmos por { a medida de Lebesgue em [0,1], entio u e £
coincidem nos borelianos do intervalo [0, 1], em que p € definida por u(B) = L(c)(st™1(B)),
qualquer que seja B C [0,1] boreliano.

Demonstracdo. Note-se que st*l((a,b)) — ﬂ (Sﬂ* (a - l,b—i— %)) Mas do lema
ne

N
anterior sabemos que SN~ (a | ) L(P;(S)), para todo o n € N e portanto,

por definigdo da o-dlgebra, concluimos que st~ 1( a,b) ) € L(P;(9)).
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1 1 2 .
Do teorema anterior temos que L(c) (S n* (a o b+ E)) =b—a+ — Assim, como

1

- i 1 - e
a sequéncia { SN*{a——,b+ — é decrescente com n entao:
n n neN

1 1 2
an -1 — 3 - P —_— =1 — —_ = S %
w((a, b)) = L(c)(st™*(a, b)) }Ilé%L(C) (S N (a n’b+ n)) rlzlé%b a+t b—a
Como p e £ coincidem nos intervalos abertos e como a o-dlgebra dos intervalos abertos
coincide com a o-algebra de Borel, entdo as duas medidas coincidem em todos os borelianos
de [0, 1]. O

3.2.3 Medidas em sistemas dinamicos

Podemos ainda usar a construgao da seccao 3.2.1 para definir medidas invariantes para um
sistema dinamico.

Consideremos ( F, d) um espago métrico compacto e seja T : E — E continua. Seja zo um
ponto de E e seja O(zy) = (Zp)nen, & sua 6rbita em E, por T (zy = T*(zp)). Estendemos
O(xo) a *O(x0) = (Tn)ne*n. Tal como j4 foi referido, fixado um hiper natural N € *N — N,
o conjunto Op(zg) = {zr € *O(z0) : 0 < k < N — 1}, contém toda a informagao dindmica
de zo em E. Como *O(z) ¢é interno entdo On(xo), pelo principio de definigao interna, é
interno. Como Oy(zg) € hiper-finito entdo podemos definir as medidas my, ¢ por:

c: 'PI(ON(:BO)) T "‘[01 +OO[
A 44 _ H{ox € On(wo) : mx € A}
N N

m: *B — *[0,+o0]
A s C(AHON)

Nota 3.2.20. Neste conterto, a medida my conta o tempo que, em média, 08 primeiros
N elementos da extensdo da drbita de xo passam em cada *boreliano e portanto, no fundo,
0 que nos interessa € determinar esses tempos. Consideremos, por isso, a sequinte medida
interna t, no segmento hiper-natural até N:

t: Pr({0,..,N—-1}) — *[0,+o0]
I — g
N

Assim, se para cada *boreliano B definirmos Ip = {0 < i < N — 1 : x; € B}, entdo é
evidente que cr(BNOy) = my(B) e, no caso de O(xy) ser tal que, sei # j entdo z; # x;
temos as segquintes iqualdades:

CT(B N ON) = ]IIIT(B) = 'ﬁJ(IB)
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Ou seja, no caso de x; # x;, 0 < 4,7 < N —1 a seguinte fungdo interna € um isomorfismo
de medida entre ¢ e t:

z.: {0<i<N-1} — Oy

?:-’33'1'

Tal como foi feito atrds, podemos construir uma medida pr nos borelianos de F. Note-
se que as medidas de Loeb associadas as medidas de contagem cp, m7, e portanto ur,
dependem do ponto inicial zp, de N e claro da dindmica 7. A medida em F definida por
pr(B) = L(c)(st™'(B)) tem propriedades interessantes.

Proposicao 3.2.21.

1. pr(sh(On(zo))) = 1;

2. pr(w(zo)) = 1, onde w(zy) € o conjunto de pontos de acumulagdo da érbita de zo.

Demonstracao.

1. Como Oy(zg) € um conjunto interno entdo sh(On(zp)) é um conjunto fechado e
portanto é um boreliano. Assim, pr(sh(On(zo))) = L(er)(sh™!(sh(On(z0)))) >
L(er)(On(z0)) = 1. Como cr s6 toma valores entre 0 e 1 entdo o mesmo acontece
com L(cr), donde resulta que ur(sh(On(z0))) = 1.

2. Do corolério 2.6.9 sabemos que w(zo) = st({zy : M € *N—-NA M < N}). Como:
{znv : Ne*N-N} = ﬂ{x@:nSiSN}
neN

e como, para cada n, {z; : n <4 < N} é um subconjunto interno de Oy(x), entdo
w(zo) € L(Pr(On(z0p))). Além disso, qualquer que seja o n € N:

L(er)({zi :n < i < N}) = st (N]; ”) e 1

donde resulta que L(cr)({zn : N € *N — N}) =1 e portanto pr(w(zg)) = 1.

Os préximos resultados desta sec¢do conduzem a prova de que pup é T-invariante.

Proposicao 3.2.22. L(cr) € uma medida *T-invariante.
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Demonstragdo. Para provar que a medida L{cg) é *T-invariante temos que provar que se
A é um elemento da o-dlgebra de Loeb Pr(On(xo)) entdo L(cr)(*T(A)) = L{cy)(A).

Comecemos por considerar conjuntos internos A. Entdo, por transferéncia, *T~'(A) é um
conjunto interno. Queremos entéo provar que se verifica a seguinte condigao:

t{zx € On(zo) : zx € *T'(A)} _ #H{zi € On(20) : 71 € A}
N ~ N

ou seja,

#{k e {0,...N—1}: 2, €*T"Y(A)} #{ke{0,.,N-1}:z; € A}
N - N

Mas se z;, € *T!(A) entdo isso significa que *T(xx) € A, ou seja, Tpy1 € A. Assim,
concluimos que se k € {i € {0,..,N—1}:z;, € *T""(A)} entdo k+1 € {i € {0,..., N—1} :
z; € A}. Logo:

t{k € {0,... N —1}:z € *T7HA)} #{ke{l,.,N} 2, € A}
N N N

Deste modo, se denotarmos o conjunto {k € {1,..., N} : 3 € A} por L.p-1(4) e 0 conjunto
{k €{0,...,N —1} : z; € A} por I4, temos que, Jop-15yAl4 = {0, N} e portanto vem
que:

HE € {0,... N—1}: 2 € *T~Y(A)} Mk {1,..,N}:z €T (A)}
N B N
_Hke{0,..N—1}: 2 € A}
~ N

como pretendiamos mostrar.

Suponhamos agora que A é um conjunto Loeb mensurdvel de Pr(On(zy)) qualquer. Como
a medida cr é finita entdo A é Loeb aproximavel e portanto, fixado £ existem con-
juntos internos O e K tais que K C A C O e L(cr)(0) — L(er)(K) < e. Usando
a inclusdo anterior podemos escrever que *T1(K) c *T~}(A) c *T~Y(0). Mas, por
transefréncia, L(cr)(*T~1(0)) — L(er)(*TYK)) = L(er)(0) — L(er)(K) < &, donde
se conclui que *T1(A) é aproximével e portanto mensuravel. Além disso concluimos que
|L(er)(*T~1(A))—L(er)(A)| < e. Como ¢ era qualquer entdo L(er)(*T1(A)) = L(er)(4),
como pretendiamos. O

Lema 3.2.23. Se T é uma dindmica continua num espaco métrico E qualquer entdo
T ost=sto*T, ou seja, 0 diagrama sequinte comuta:

=T

*F — *E
stl stl
E-L E
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Demonstragio. Por definicio, st(z) ~ = e, portanto, por continuidade, T'(st(z)) =~ T'(z).
Logo st(T(st(z))) = st(T(z)). Mas, como st(z) é um elemento standard de E, resulta que
st(T'(st(z))) = T(st(z)). Logo T(st(x)) = st(T'(z)). O

Proposigao 3.2.24. A medida pur é T-imvariante. -

Demonstracdo. Quero provar que se B é um boreliano entdo pur(7'(B)) = pr(B). Mas:

pr(T7(B)) = L{cr)(sh™(T71(B)))
= L(er)(*T~(sh™'(B))) pelo lema anterior
= L{er)(sh™1(B)) pela proposicio 3.2.22
= ylB) por definigéo

3.2.4 Funcgoes integraveis

Antes de estabelecermos propriedades sobre fungoes integraveis impoe-se a definicao de
mensurabilidade:

Definigao 3.2.25. Sejam (X, A) e (Y, B) dois espagos mensurdveis quaisquer, isto €, dois
espagos munidos cada um com wma dlgebra. Uma fungdo ¢ : X — Y diz-se mensurdvel se
para todo 0o B € B, $~'(B) € A.

As funcoes Loeb mensurdveis podem ser caracterizadas usando a proxima proposigao:

Proposigao 3.2.26. Seja (Y,.A,v) um espaco de medida interna e defina-se por L(Y') =
(Y,L(A),L(v)) o respectivo espaco de Loeb. Considere-se a fungio ¢ : Y — R. Sdo
condi¢des equivalentes:

1. ¢ é L(A)-mensurdvel, isto é, para todo 0 a € R, ¢~'((—00,a]) € L(A);

2. Erziste uma funcao interna ® : Y — *R, A-*mensurdvel tal que °®(y) = ¢(y), L(v)-
qgtpy € Y; (® ser A-*mensurdvel significa que Vr € *R, {y e Y : ®(y) <r} € A).

Em particular, vem que, se ® € A-*mensurdvel, entdo °® é Loeb mensurdvel.

Definicao 3.2.27. A funcdao ® do teorema anterior serd aqui designada por levantamento
de ¢.

Demonstragdo. (2 = 1) Seja ® uma funcdo A-*mensurdvel. Por definicio de mensurabi-

lidade, em particular, sabemos que dado s € R, {y eY:®(y) < s} € A donde se deduz

que:
{er;°cD(y)§r}=ﬂ{er:@(y)Sr-l—%}eL(A).

neN
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Logo, °®(y) é Loeb mensurdvel. Como ¢ e °® sdo iguais a menos de conjuntos de medida
nula entdo ¢ também é Loeb mensuravel.

(1 = 2) Seja (gn)nen uma enumeragio dos nimeros racionais. Defina-se, para todo o
n € N, os conjuntos B, = {y €Y : #(y) < ¢g.}. Pelo coroldrio 3.2.8, como cada B, é
mensuravel, existem A, € A tais que L(v)(A,AB,) = 0. Pela forma como foram definidos
os conjuntos B, se ¢, < qm, entdo B, C B,, e, portanto também se tem que A, C Ap,.
Por compreensao, 2.6.5, estendemos (Ap)nen @ (Ap)ne«n. Por permanéncia superior, 2.6.7,
existe H € *N — N tal que para todos os m,n < H, A, € Aese q, < qn entao A, C An.
Uma vez que {q,...,qu} ¢ hiper-finito e A, € A para todo n < H, podemos definir uma
fungédo interna e A-mensurdvel, ® : Y — *R de tal modo que, paratodoon < H, ®(y) < q,
sse ¥y € A,. Uma possivel funcao @ é:

j| se yeE A
d(y) = q; se yeA;j—Aj1el<j<H
g+ se j & An

Mas L(v) (U(AnABn)) =0 e se y ndo pertence a este conjunto entdo ®(y) < ¢, &
neN
¢(y) < gn, para todo o n € N, ou seja, para L(v)-qtp y, °®(y) = ¢(y). O

Nota 3.2.28. A funcdo ® construida na prova anterior € uma funcdo *simples, isto €, o
seu contradominio € um conjunto hiper-finito e portanto o seu integral ndao standard, que
resulta da aplicagao de transferéncia a definicao standard de integral, pode ser visto como
uma soma hiper-finita.

Teorema 3.2.29. Seja (Y, A,v) um espago de medida interna e consideremos L(Y) =
(Y, L(A), L(v)) o respectivo espago de Loeb. Se ¢ é Loeb mensurdvel e limitada e ® € um
levantamento de ¢ também limitado entdo f ¢dL(v) = st ( / @dy).

Demonstragdo. Comecemos por observar que se ®; e ®, sio 2 levantamentos limitados
de ¢, entao / $dv =~ ] ®odv, uma vez que, por definicio de levantamento, para v

quase todo o y e para todo o n € N, |®1(y) — ®5(y)| < 1/n. Consideremos uma
funcdo simples ¢ tal que g < ¢ e seja G o seu levantamento. Como g é uma funcao
simples entdo um qualquer seu levantamento é também simples a menos de conjuntos de

medida L(v)-nula. Assim, a igualdade dos integrais / gdL(v) e st ( / Gdu) decorre

de imediato. Como g é menor que ¢ entdo ¢ admite um levantamento ®; limitado

tal que G < ®; e portanto /gdL(v) == G (f Gdy) < st (f (I)Idz/) == 5 (f@du),

pela observacao inicial. Como a fungéo g é uma funcéo simples qualquer e como qual-
quer fungdo integravel pode ser aproximada por baixo por fungdes simples entdo con-
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cluimos que / dpdL(p) < st ( / <I>d,u,). A desigualdade / pdL(p) > st ( / ‘Dd,u) re-

sulta por simetria, considerando —¢ e —®, uma vez que, o mesmo argumento prova que
f—qde(,u) < st (f -—fbd,u), ou seja, /qde(,u) > st (f (I)d,u) O

No caso de a funcdo ¢ nao ser limitada ndo é possivel encontrar um seu levantamento ®
também ele limitado. Contudo podemos escolher ® de tal modo que o teorema anterior
ainda é valido.

Definigao 3.2.30. Seja (Y, A, v) um espago de medida interno e consideremos ® : Y — "R

uma fungdo A-*mensurdvel. Dizemos que ® € S-integrdvel se para todo o H € *N — N,

|B|dv = 0.
|®|=H

Teorema 3.2.31. Consideremos (Y, .A,v) um espaco de medida interna e seja L(Y) =
(Y, L(A), L(v)) o respectivo espago de medida de Loeb. Considere-se a fungdo ¢ :Y — R.
As condicoes sequintes sao equivalentes:

1. ¢ € integrdvel com respeito & medida de Loeb L(v);

2. ¢ admite um levantamento S-integrdvel, ® : Y — *R.
Além disso, se as condigdes anteriores se verificarem, entao / ¢pdL(v) = st ( f @du).

Demonstragao. O argumento que aqui fazemos é para fungoes ¢ positivas. O caso geral
obtém-se aplicando o processo para fungdes positivas as fungoes ¢™ = max{0,¢} e ¢~ =
max{0, —¢}, que, sendo ¢ integravel, sdo fungdes integraveis.

(1 = 2) Suponhamos que ® > 0 é um levantamento de ¢ > 0. Considere-se as fungoes

®,, = max{®',n}. Do iltimo teorema, sabemos que st ( / (I)ndu) = f max{¢, n}dL(v)
/" | ¢dL(v). Estendemos (P, )nen & (Pp)ne+n POr compreensio. Por permanéncia superior

existe H € *N — N tal que f Sydy = / ¢dL(v). Como ¢ é Loeb integravel entdo
claramente ® = @y é S-integravel e é um levantamento de ¢.
(2 = 1) Suponhamos que ® é um levantamento de ¢ S-integravel. Por definigao de S-

integrabilidade ®dv = 0, para qualquer H € *N — N e portanto por permanéncia
O>H

inferior para todo € € R existe n € N tal que se m > n entao f Pdyv < e. Entao pelo

’ d>m
teorema anterior resulta que:
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/max{qb,m}dL(v) = /max{cl'?,m}du x f@du <

< fmax{@,-m}du+s ~ [mm{qﬁ, m}dL(v)+e
donde resulta que st ( / @du) é finito e € o limite de / max{¢$, m}dL(v) quando m tende
a infinito, como pretendiamos.

Desta prova apenas podemos concluir que qualquer levantamento ® de ¢ satisfaz:

f ¢dL(v) < st ( / cpdu).

Contudo, a S-integrabilidade garante a igualdade das duas expressoes, como mostra a
terceira parte do teorema seguinte. (|

Teorema 3.2.32. Seja (Y, A,v) um espaco de medida interna finita e seja ® : Y — *R
uma fungdo A-*mensurdvel. As condicies sequintes sdo equivalentes:

1. ® ¢é S-integrdvel;

2. (a) st ( / |<I>|du) < 00;

(b) Se v(A) =~ 0 entdo f |®|dr ~ 0;
A

3. /st(|®|)dL(u) = st (/ |CI)|dV) £ B0}

Demonstracdo. (1 = 2) (a) Se ® é S-integravel entdo dado H € *N—N, f |®|dv =~ 0,
|o|>H

ou seja, para qualquer ¢ € R' tem-se que / |®|dv < . Fixemos entdo ¢ € RT.
|®|>H

Por permanéncia inferior existe n € N tal que / [®|dv < e. Assim, st ( f |fI>|d1/) =
|®|2n

st (f |<D|d1/) + st (/ |¢I>|du) <e+nxv(A) < oo
|®|=n |®]<n

(b) Como ® é S-integravel entdo fixado um ¢ € R™ tem-se, para todo o H € *N — N,

|®|dv < €. Por permanéncia inferior existe n € N tal que f |®|dv < . Resulta
|®|=H |®|>n

entao que:
/ |®|dv = / |®|dv +f |Pldvy <n x v(A)+e=e
A {zeA:|®|<n} {zeA:|®|>n} —

~0
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Como € € Rt era qualquer entao st ( / |<I>|du) ~ 0.
A

(2 = 3) Sendo ® .A-mensurdvel temos que ® ¢ um levantamento de °® e portanto, °|®| =
|°®| = |®|, excepto num conjunto de medida L(v)-nulo. Seja A esse conjunto. Entéo temos

que:

/st(|q>|)d,5(y)=/Y_Ast(|q>|)dL(u)z/ folas -

/ |¢>|du—|—f |<I)|d,’v=/|<1>|dv
Y-A A

Logo /st(|¢>|)dL(u) ~ /[<I>|du donde resulta que:

st ( f st(|<I>|)dL(u)) = / st(|®|)dL(v) = st ( f |<I>|dr/)

(3 = 1) ® é um levantamento de st(®). Como /st(|<I>|)dy = &t (f 1<D|du) < 00, entao

st(®) é Loeb integravel. Logo por um teorema visto atrds st(®) admite um levantamento
finito, ®,, S-integravel. Como ®, e ® sdo levantamentos de st(®) entio estdo infinitamente
perto em quase todo o lado e portanto sendo ®; S-integravel entdo também o é ®. O

Podemos adaptar estes teoremas ao caso das medidas de contagem, num espaco métrico
FE qualquer.

Definigao 3.2.33. Seja ¢ : E — R. Uma aplicagio ® : Oy — "R € um levantamento de
¢ se ® € uma aplicacio interna e st(®(t)) = ¢(st(t)), para L(c)-qtp, t € On(z0). Ou seja,
® ¢ um levantamento, no sentido da proposigao 3.2.26, da fungao:

¢' 3 ON(.’L'()) R
t

¢(st(t))

—_
_)
Consideremos novamente a medida y definida num boreliano B por u(B) = L(c)(st ™' (B)).
Entao vale o seguinte teorema:
Teorema 3.2.34. Seja ¢ : £ — R uma funcdo. Sao condigoes equivalentes:

1. ¢ é pu-mensurdvel;

2. ¢ é L(c)-*mensurdvel;

3. ¢ admite um levantamento ®, c-*mensurdvel;
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Demonstracdo. (1 < 2) Consideremos os conjuntos A = {y € E : ¢(y) < r} e o conjunto

P

B ={z € Oy : ¢(z) <r}. Temos que sh™'(A) = B:
yesh™ A e stly) c Ao d(sty) <redy)<reyeB

Logo, A é u-mensuravel sse sh™*(A) é L(c)-*mensurdvel. Logo, a primeira equivaléncia é
verdadeira.

(2 & 3) Resulta de imediato do teorema geral 3.2.26. O

No caso particular de ¢ ser continua, o teorema anterior garante que *¢ é um levantamento
de ¢ c-mensuravel.

Teorema 3.2.35. Sdo condigoes equivalentes:

1. ¢ é p integrdvel.

2. ¢ admite um levantamento S-integrdavel ®, com respeito a medida c.

Se as duas condigoes se verificarem entao:

i}
/Ed)d,u,: st (-/ON(xo) @dc) =&t v Z ®(x)

IEON(:L'())
Nota 3.2.36. A dltima igualdade do teorema anterior resulta do facto de On(xy) ser um

conjunto hiper-finito cujos pontos tém todos a mesma medida para .

Demonstragao. (1 = 2) Se ¢ é u integravel, entdo ¢ é p-mensurdvel e é limitada u-qtp.
Assim, ¢, definida em 3.2.33, é Loeb mensurdvel e L(c)-gtp limitada. Logo, qf& admite um
levantamento ® c-mensurdvel e ¢ quase sempre limitada e portanto ® é S-integravel com
respeito & medida c, ou seja, ¢ admite um levantamento ® S-integravel com respeito a c.

(2 = 1) Suponhamos que ® é um levantamento S-integrdavel de ¢. Sendo S-integravel com
respeito a ¢, ¢ é integravel e portanto c-mensurdavel. Logo ¢ é p-mensurdvel. Além disso,

fqbd,u = fcfde(c) = fst(@)dL(a:) = 8t (f tl)da:) < 0.

A primeira igualdade descrita resulta do facto de / odp = / ddL(c) e do facto de,
E o

~(zo)

pelo teorema 3.2.31, termos que f ddL(c) = st (/ @dc) O
On(zo)

Novamente, se ¢ é continua e integravel entdo do teorema anterior resulta que *¢ é um

levantamento de ¢ c-integravel e f pdy = st ( / *qbdu:).
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Capitulo 4

Medidas Ergddicas

Neste capitulo caracterizamos as medidas ergddicas em espagos métricos sob o ponto
de vista da andlise ndo standard. O resultado principal mostra que podemos ver uma
medida ergddica como uma medida de contagem, descrita no capitulo anterior.

4.1 Pontos tipicos de Birkhoff

Comegamos por estabelecer alguns conceitos amplamente conhecidos em teoria ergddica
de sistemas dindmicos.

Definicao 4.1.1. Seja (X, A, ) € um espago de medida e T : X — X uma dindmica
mensurdvel. A medida pu diz-se T-invariante (ou T preserva p) se VA € A, u(T7HA)) =

u(A).

Definicao 4.1.2. Seja (X, A, u) € um espago de medida e T : X — X uma dindmica
mensurdvel. T diz-se ergddica sse os seus unicos conjuntos invariantes sao, sob o ponto
de vista da medida, triviais, isto €, se E € um conjunto mensurdvel e T-invariante, entdo
w(E)=0 ou (X — E)=0.

Um dos resultados mais importantes de teoria ergédica é o conhecido teorema ergédico de
Birkhoff. A sua demonstragdo pode ser encontrada em numerosos livros de texto sobre
teoria Ergodica de sistemas dindmicos. Entre as varias referéncias possiveis sugerimos [14],
(19], [27].




Teorema 4.1.3 (Birkhoff). Suponhamos que (X, A, u) € um espaco de medida de probabi-
n—1
1
lidade. Se T : X — X € uma dindmica que preserva u e se ¢ € L'(u) entdo =) qu(T’“:c)
k=0

n—1
7 1 .
converge p-qtp. Além disso, a funcgdo limite ¢(x) = lin[% - E ¢(T*z) é T-invariante, p-
neN 71
k=0

integravel e f qﬁd,u = f dd .

No caso da medida p considerada nas hipéteses do teorema de Birkhoff ser ergédica
podemos obter, como consequéncia, o seguinte coroldrio:

Corolario 4.1.4. Seja (X, A, ) um espago de medida de probabilidade e T : X — X
uma dinamica que preserva a medida de probabilidade p. As seguintes condigdes sao
equivalentes:

1. T € ergédica;

2. 8e¢p: X — R € mensurdvel e poT =T p-qtp, entdo ¢ € constante p-qtp;

3. Se¢: X — R € fungio de L' () entdo d(z) = /qﬁd,u, para p-qtp T;

n—1

1 ; 1
' A tao lim -{0<i<n—-1:T'z € A} = lim — k) — .
4. Se EAenao;{g\;{nﬂ{O_a_n r € A} T:é%ngx,g(f’x) n(A), p
qtp.
Nota 4.1.5. Uma prova deste resultado pode ser encontrada nas referéncias jd citadas,

[14], (19], [27].

No caso de a medida pu ser ergédica, o segundo item do corolario anterior garante que, fixada
uma funcio ¢, p-integravel, existe um conjunto X' de medida total, isto é, u(X’) =1, tal
que, para todo oy € X"

n—1
lim = 3 (TH(y)) = f ddp (4.1)
k=0

neN n,

Um ponto y nas condigoes da equagao 4.1 diz-se um ponto tipico para ¢.

No que se segue, vamos construir, no caso de X ser um espago métrico compacto e B a
o-algebra dos borelianos de X, um conjunto de pontos y € X tais que y € tipico para toda
a fungdo ¢ € L'(u).
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Proposicao 4.1.6. Seja X um espagco métrico compacto e seja (X, B, p) um espago de
medida de probabilidade. Consideremos T : X — X uwma dindmica em X para a qual p
¢ ergodica. Entdo, existe um conjunto Y de medida p-total qual que se y € Y entao y €
tipico para toda a funcdo ¢ € L'(u).

Demonstragio. De um resultado geral de topologia (ver[15]), se X é um espago métrico
compacto entdo este admite uma base numerdvel de abertos. Seja B = (B, )nen €ssa base.
Com esta base podemos construir uma partigio numerdvel, A = (Ap)nen, de X. Assim,
para todo o n € N todo o aberto B, é uma reunido de elementos de A.

Continuamos a referirmo-nos a A como uma base para os abertos de X. A vantagem de
se trabalhar com A é que os seus elementos sdo disjuntos dois a dois.

Seja A; um elemento qualquer de A. Como p é ergédica entdo, pelo corolario do teorema
n—1

de Birkhoff hm Z xa;(TFy) = p(A) = f Xa,du, para p-qtp x, ou seja, se denotarmos
por A’ o conjunto de todos os pontos tipicos para x4, entdo p(A!) = 1.

Como todos os conjuntos A; tém medida 1 entdo a interseccao ﬂ A;, é também um
neN
conjunto de medida 1 pois:

u(X—ﬂA;) =u(U(X—A;)) <Y X —-A)=>0=0

neN neN neN neN

=s(x-04) oo w0 =u(()4)

Seja Y = ﬂ Al | isto é, o conjunto de medida 1 dos pontos tipicos para todas as funcoes

neN
caracteristica dos conjuntos da base numerdavel A. Assim, um qualquer elemento y € Y
n—1

satisfaz hm ZXA (Thy) = p(A) = / xadp, qualquer que seja A, elemento da base de

abertos de X. O nosso objectivo é agora provar que todo o elemento y € Y ¢é ainda um
ponto tipico para qualquer fungao u-integravel.

Fazemos a verificagao por etapas. Fixemos um elemento y € Y.

1. Para o complementar de A; € A.

Queremos provar que se A; é um elemento da base A entdo verifica-se a seguinte
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n—1

igualdade: hm ZXAC Try) = u(A5) = / Xagdpt.

n—1
lim — ZXA‘-‘ Thg) = EéﬁnZ(l_XAz (T*y)) =
= limanfl —1imlnzlx (T*y)
neN 1 =0 neN N = 3
= 1= p(A) = p(Af)
= [ xagdp.

2. Para reunides numeraveis de elementos de A.

Suponhamos que (W,,)men € uma sequéncia de elementos em A e que W = U W

meN
Entao:
1 n—1
k o k
it S (1) - g;g;;%m 9
p— k
= lim- Z > xwn(T*y
k=0 mEN
8 hm ZXWM T*y)
mEN
- S
meN
melN
= Wd‘u,

A troca do célculo de limite com o somatério é vélida pelo seguinte lema, considerando
1 n—1 m 5 n—1
Umn = " ZXU;?;IW,-,(Tky), Ay = 1 (U Wi, vn= o ZXW(Tky) €a= #(W)
k=0 i=1 k=0

Lema 4.1.7. Consideremos sucessoes de Nimeros, Uy, n, Un, Gy € 0 ndmero a de tal modo
que hm By == Gy hm Umn = Up € lim ap, =a. Entdo lim v, = a.

m—oo N—00

Demonstracdo. |a —vp| < |a — am| + |@m — V0| < |@ = G| + |@m — Ump| + |tUmp — U] — 0
quando m,n — 00. d

Retomando a prova do teorema:
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3. Para um aberto qualquer de X.

Como qualquer aberto de X se pode escrever como uma reuniao numerdvel de
elementos da base A entdo, pela mesma justificagdo do item anterior, a igualdade
também é valida para qualquer aberto.

4. Uma prova semelhante & do item 1 mostra que a igualdade vale as funcoes carac-
teristicas de complementares abertos.

5. Para um fechado qualquer de X.Como o complementar de um fechado é um aberto e

a igualdade vale para abertos e complementares de abertos entdo também vale para
fechados.

6. Para um boreliano qualquer de X.

Como p é uma medida regular definida sobre os borelianos entdo se B é um boreliano

de X existe uma sucessdo de abertos (4,)pen € uma sequéncia de compactos (Kp)pen
1

tals que ... CHa CRe Co CBC . CAC Ay g Coe Bl — Kp) < - Para

cada p € N temos que K, C B C A, e portanto xx, < xB < Xa,, donde resulta de
imediato as seguintes desigualdades:

n—1 n—1 n—1
1 1 1
=) XML =) 2o{T'NE =D %4, (T")
k=0 k=0 k=0

Como K, é fechado e A, é aberto entao, passando ao limite sobre n, pelos items 3 e
5, vem que:

n—1

1
= | = k
pw(Kp) < }LlemN n kE_O xB(T%y) < u(A,)

Como p é qualquer entdo tomando limite sobre p as desigualdades permanecem
validas. Mas 11;1[\1I u(K,) = liég w(A,) = pu(B), donde resulta que:
n T

5 'l
lim —
neN N

> xs(T*y) = w(B) =/deu-
k=0

7. Suponhamos agora que s é uma funcio simples.

Sendo s uma funcao simples, sabemos que s é uma combinacdo linear finita de
m

fungoes caracteristica, digamos s = Z cix4,- Entao, da definicao de integral e das
i=0
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propriedades até aqui deduzidas resulta que:

n—1

n—1 m
1 k .1 k -
}Llé% - E s(T"y) EEII& - (Z cixa, (T y)) =
k=0 k=0 \i=0
m - 1 n— .
- g - ng% n k=0 R W

= Z CiM(Ai)
i=0

= fsd,u

8. Seja ¢ uma funcdo p-integravel qualquer.

Como as fungdes simples sio densas em L'(u) entdo existe uma sequéncia de fungdes
simples (Sm)men que converge pontualmente para ¢ e, para todo o m € N, s, <

¢. Pelo teorema da convergéncia dominada sabemos que [ s,du converge para

n—1

1
/qbdu. Assim, usando o lema de & pouco com Uy, , = — Z sm(Tky), A /smd,u,,
n
k=
1 n—1 .
Up = — Z (T y) e a = f ddp podemos escrever que:
n
k=0

n—1 n—1
e o PP | . "
g LT = g (tmontrn)

Do que vimos na secgdo anterior, quando (X, A, 1) é um espago de probabilidade em que
X é um espago métrico compacto, existe um conjunto Y € X tal que p(Y)=1lesey €Y,
entdo y é tipico para toda a funcdo ¢ € L'(u).

Definigao 4.2.1. y € X diz-se tipico para p sse y € tipico para toda a funcao ¢ € L*(u).

|
m
4.2 Medidas ergdédicas como medidas de contagem
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Como u(Y) = 1 entdo Y # 0 e portanto existe zo € X tal que zo é tipico para u. Em
particular, para todo o boreliano A de X temos que:

M(A):hmﬂ{ogign—l:xieA}
neN n

A partir de agora consideramos um alargamento nao standard de um universo V(X) tal
que X contenha a estrutura do espago X, conforme descrito na seccao 2.6.

Da caracterizagao dos limites segundo a andlise ndo standard feita na proposicao 2.4.5,
escolhendo V € *N — N um hiper-natural, podemos escrever que:

_HO<i<N~—1l:z;€ A}

A
1(A) N
ou seja:
0<i<N-1l:z;e*
WA) = H(M L ae‘ﬂ) (4.2)
N
Se considerarmos m = my,, 7, a medida de contagem definida nos *borelianos de X,

concentrada em z, e associada a dindmica T, através de:

Mg, * -3 *[O,+OO[
. HOSng;J:meA}

Pelo referido em 5.1.8 temos que:

u(4) =
= L(m)("A)

y ﬂ{ongN—lzzke*A})
N

Quando z; # z;, para 0 < ¢ < j < N — 1!, considerando a medida de contagem que vimos

na secgao 3.2.1:
c: Pi(On(xp)) — *[0»200[

f
A — —
N

temos que p(A) = L(c)(*A N On(x0)).

Seguindo os mesmos argumentos da secgao 3.2.1 temos a seguinte proposicao, sob a hipétese
de !i{l‘g, oy ICN_l} = N

Proposigao 4.2.2. Se B ¢ um boreliano de X entdo u(B) = L{c)(sh™'(B)).

'Note-se que esta condigfo & satisfeita, por transferéncia, no caso de Vi, j € N(i # j = z; # ;)
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Demonstracao. Seja v, a medida definida nos borelianos de X dada por:
v(B) = L(c)(sh™\(B))

Do teorema 3.2.14, sabemos que v é uma medida. Queremos entdo provar que v(B) = u(B)
qualquer que seja o boreliano B.

Sendo B um boreliano, B é py-mensuravel e como u é uma medida regular entao, fixado € €
R, existem K compacto e O aberto tais que K € BC O e p(O—K) = p(0) — u(K) < ¢.

Pelo facto de K ser compacto e O aberto, do teorema 2.7.4, podemos escrever a seguinte
cadeia de inclusoes:

*K N Opn(zo) C st™HK) N Oy(z0) = sh™ 1K)
C sh™(B) C sh™}(0) = st™'(0) N On(xp) C *O N O (o)
donde resulta que:
u(K) = L(c)("K N On(z0)) < L(e)(sh™'(K)) < L(e)(sh™(B)) <
< L(e)(sh™(0)) < L(c)(*0 N On(20)) = u(0).
Logo, u(K) < v(B) = L(c)(sh™'(B)) < p(0)-
Além disso, como K C B C O, ainda podemos escrever que:
*KC*BC*O

e portanto
*K 0 ON(iL'o) c*Bn ON(i'o) e # ON(.’,U[))

Daqui resulta que:
u(K) = L(c)("K N On(z0)) < L(*BN On(2o)) = u(B) < L(e)("O N Oy (o))
Logo, |u(B) — v(B)| < p(O) — u(K) < e.
Como ¢ € R* ¢é arbitrédrio entdo concluimos que u(B) = v(B), como pretendiamos. O

Nota 4.2.3. L(c)(*ANOn(xo)) = L(c)(sh™(A)) uma vez que, por construgdo temos que
w(A) = L(e)(*AN On(z)) e pelo teorema anterior u(A) = L(c)(sh™1(A)).
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Capitulo 5

Levantamento de medidas ao espago
tangente

Neste capitulo consideramos um difeomorfismo f : M — M, onde M é uma variedade
riemanniana compacta e f € de classe C'. Provaremos que toda o medida p que
seja f-invariante e ergddica admite “levantamento” a medidas definidas no espago
projectivo tangente PM e invariantes pela aplicagdo induzida por Df em PM. Com
os levantamento da medida pu obtemos o existéncia para p-qtp dos expoentes de |
Lyapunov de f. |

5.1 Medidas em variedades

Em todo este capitulo M designara uma variedade riemanniana compacta de dimensao
finita e f : M — M serd um difeomorfismo de classe C'. A métrica riemanniana, que
designamos por d, fornece-nos uma estrutura de espago métrico em M. Denotamos por
B a o-dlgebra dos borelianos determinada pela métrica d. Vamos também admitir que
(M, B, 1) é um espago de probabilidade para o qual p é f-invariante e ergédica.

O objectivo deste trabalho é provar a existéncia de um “levantamento” de p ao espago
projectivo tangente a M que tenha propriedades de invaridncia para a derivada de f.

Comecamos por definir o espaco projectivo tangente a M que denotamos por PM. Dado
z € M temos o espago tangente a M em z designado por T, M e define-se o fibrado tangente
a M, TM, por:
T™™ = {(z,v) :x € M Av e T,M}
defina-se a subvariedade S'M de TM por:
S'M = {(z,v) € TM : ||v|| = 1}
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Sendo f um difeomorfismo, este induz canonicamente uma aplicacdo em S'M dada por:
Stf: S\ M — S'M

@) — (1) Df(”))

1Dz f ()|

Note-se que esta aplicacio estd bem definida pois sendo f um difeomorfismo ||D,f(v)||
nunca se anula, qualquer que seja (z,v) € TM. Além disso, como f é de classe C*, a
aplicagio S'f é continua. Na verdade, como f admite inversa diferencidvel entdo S'f é
um homeomorfismo cuja inversa é:

Slf-1. §'M — S'M

(z,v) — (f_l(x), D, f'(v) )

1Dz f~(w)|
uma vez que:

1

$' o'/ (@,0) = S (£(e), fRekathy)

fl (@)
Di-1m f (qu 1(3)||)
.Df l(m)f( Daf (o) )

1D=f = ()]

( |
( D7~ ot Pr-1@ [ (Daf 71 (v)) ) |
b

Daf- I(U)HHDf 1@ f (Do f (V)|

1) f(Dzf 1 (v)) )
|Df 1@)f (Da f71(v))]]

De forma anéloga se prova que S'f~! o S'f = idgip,.

Consideremos agora a relagio de equivaléncia (z,v) ~ (z, —v) em S*. Definimos o espaco
quociente PM = S'M/(; ;)~(z,—y) € denotamos por [z,v] a classe de equivaléncia de (z, v)
induzida por esta relagao de equivaléncia ~. Definimos a aplicacdo P f por:

Pf: PM — PM
(z,0)] — [S$'f(z,v)]

Vamos ver que esta aplicagao é também um homeomorfismo em PM.

Em primeiro lugar, Pf estd bem definida pois D, f(—v) = —D,f(v). Se p é a projeccio
canénica de S'M em PM, entéo p é continua e portanto P f = S' f op também é continua.
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A inversa de P f é a aplicacao:

Pfl: PM — PM
[(@,0)] — [8'f7(z,0)]

uma vez que: i
PfoPf(z,0)] = Pf[S'f "z, v)] = [Sf 0 8 Xz, 0)] = [(z,v)]

Assim, sendo 7 (x,v) = z para (z,v) € TM, temos a comutatividade do seguinte diagrama:

PM =L PM
|
M L M
pois, por um lado wo P f[(z,v)] == ([(f(:c),ﬁ%%-[)}) = f(z) e por outro lado

fon((z,v)] = f(x(z,v)]) = f(z).

Fixemos xp um ponto tipico para a medida ergddica u. Como se mostrou na seccao 4.2,
para todo o A € B temos que:

Nﬂ{OSkSN-—I:(EkG*A}
- N

ey
Desta caracterizacgdo resulta de imediato o seguinte lema:
Lema 5.1.1. *u(A) ~ my,(A), qualquer que seja A € *B.1

Demonstragao. Sendo p ergddica entao, da caracterizagao da medida segundo a proposicao
4.1.4, fixado € € R™ temos que:

(VAEB)(EIneN):F,u(A)—MOSkSn_l:fk(mO)EA}‘<e.

m

entao, por transferéncia, também vale a seguinte sentenca:

(VA € *B)(IN € *N) :

N

L HI<k<N:[fMzo) € A}
s % =

Como € € Rt é qualquer entdo *u(A) m, (A). O

'Quando ndo houver perigo de confusio, denotamos por p a medida interna *yi.
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No caso de §{z¢,...,zy_1} = N, tal como j4 foi referido na sec¢do 4.2 o conjunto Oy (zp)
tem N elementos e portanto:

) = ot (HOSEEN LB €AY _ ey

Donde resulta, recorrendo ao lema anterior que L(*u)(A) = L(mg)(A) = L(cg,)(A),
qualquer que seja A € *B.

No resto desta seccdo vamos considerar p ndo atémica, isto é, paratodoo z € M, u({z}) =
0. Nestas condigoes temos:

Proposicao 5.1.2. Todo o ponto tipico de p € ndo periddico se p € ndo atémica.

Demonstragdo. Se o fosse um ponto periédico entédo existia p € N tal que z, = fP(zo) = zo
e assim, sendo xy um ponto tipico para u terfamos que pu({zo,...,zp—1}) = L.

Mas isso contraria o facto de u ser ndo atémica pois, por p ser f-invariante, terfamos que:

p({z:}) = p(f*({zo})) (f é difeomorfismo)

Logo
w({zo, .-, Tp-1}) = pu({zo})

1
e assim concluimos p({ze}) = " = O

Como f é um difeomorfismo temos:

Coroldrio 5.1.3. Se y € ndo atémica, zy € um ponto tipico para p e N € *N — N, entao
tH{zo, ..., Zv_1} = N.

Demonstragdo. Se 0 < i < j e 4,7 € N entdo z; # x; pois, caso contrdrio tomando
k = j — 1 terfamos z; = z; = f"(z;) = f~*(z;) = z;—; = Zo. Logo zy seria periddico, o
que contradiz a proposigao anterior. Por transferéncia segue que:

Vi,j e*"N(0<i<j= 2+
Logo #{zo,...,2n-1} =N O

Atendendo a que PM com a métrica induzida pela métrica de TM é um espaco métrico
compacto podemos, tomando uma “direccao” [vg] € PM tal que vy € T, M, considerar a
hiper-érbita O ([0, vo]) = {[Z0, %), ..., [Tn—1, Un—1]} induzida pela aplicacio P f tomando
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como ponto inicial [xg, v}, isto é [zk,vk] = P f*([zo,v0]). Os resultados da seccio 3.2.3
podem ser aplicados neste contexto e portanto temos uma medida interna definida por?:

C(zp,v0),Pf PI(ON(SEO,UO)) = *[0, +00[
4 M_"ﬁ{OSkSN—l:(xk,vk)EA}

N N

Como ja provamos no teorema 3.2.22, a medida de Loeb L(c(, ) py) € invariante pela
dindmica *Pf, uma vez que P f é continua.

Nota 5.1.4. De modo a ndo sobrecarregar nota¢do, sempre que nao houver perigo de
conclusdo omitiremos a indezacdo das medidas de contagem & dindmica. (m = my, 1, etc...)

Com estas medidas de Loeb podemos, usando a construgao da secgao 3.2.1, definir uma
medida [ig, v, nos borelianos Bpy de PM através de:

l:"mo,vg: BPM — [O) OO]
B = L(Caeu))(sh™(B))

Além disso, pela proposi¢ao 3.2.24, sabemos que esta medida ¢é invariante pela dinamica
Pf, ou seja, Pf preserva [i,, . Esta medida fig, ., satisfaz:

Proposigao 5.1.5. Seja m a projeccdo candnica de PM em M. Se A é um boreliano de
M entao:

fraouo (T (A)) = u(A).
A prova deste resultado é evidente a partir do facto do seguinte lema:

Lema 5.1.6. Se *m € a projec¢do canonica de * PM em * M entdo, para qualquer conjunto
A Loeb mensurdvel para a medida L(m,,), temos L(mg,)(A) = L{mzg.0)) ("1 (A)).

Demonstracao. Como 7 : PM — M ¢é continua entao o seguinte diagrama comuta:

st

*PM — PM

st

M — M

Assim, para provar que L(mg,)(A) = L{m(geu,)) (*77'(A)), basta provar que se verifica
L(t)(I4) = L(t)(Log-1(4)) em que 4 = {k € {0, ..., N — 1} : x5 € A} e em que [o;-1(4) =
{ke€{0,...N =1} : (zx,v) € *m ' (A)} e t é a medida interna, ja introduzida:

2Note-se que {{zo, ..., zn-1} = N = #{[z0, 0, .- [TN-1,on-1]} = N
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t: Pr{0,.. N—1}) — *[0,+o0]

gr
] e
N
Se A é um conjunto interno entdo o conjunto *r~*(A) = {(z,v) € *PM : z € A} é interno.
Além disso, (xg,v9) € *m1(A) sse Ty € A ou seja, os conjuntos I4 e Liz-1(4) tém 0 mesmo
cardinal, donde resulta que L(t)(I4) = L(t)(lz-1(4)).

No caso mais geral de A ser Loeb mensurdvel para a medida L(m,,), sabemos que A ¢
L(m,,)-aproximével e portanto, fixado ¢ € R*, existem conjuntos K e O internos tais
que K € A C O e L(m,,)(0) — L(my,,)(K) < &. Daqui concluimos que, Ix C I4 C
Io e L(t)(Io) — L(t)(Ix) < . Por outro lado, como K C A C O entdo *r'(K) C
*7=1(A) C *n~1(0) e portanto Lup-1xy C Tep-104) C Ieg-1(0y. Usando a igualdade obtida
para conjuntos internos concluimos que:

L(t)(Io) ~ L(O(Ux) = L&) Lr-30y) = L) Fer-sqa0) < &
donde resulta que |L(t)(I4) — L(t)(I-r-1(4))] < €. Como ¢ € R* é qualquer entdo
L(ﬂ})(IA) = L(E)(Iﬁﬂ-—l(A)). O

Demonstragdo. (da proposicao 5.1.5) Se A é um boreliano de M entdo 7 1(A) é um
boreliano de PM. Assim, usando o facto de que 7 ser continua e usando o lema anterior,
temos que:

ﬁmo,vo(ﬁ_l(A)) = L(m(a:g,vn))(Sh_l(ﬂ-_l(A))) =
= L(m(zo0)) ("7 (sh™H(A))) =
= L(t)(Lsn-1(a)) = u(A).

g

Nota 5.1.7. A proposicao anterior dd o significado de designar a medida fiy, , por levan-
tamento o« PM da medida pp. Concluimos assim que o diagrama que atrds apresentamos
ainda € comutativo quando se considera as estruturas de espaco de medida respectivos:

n Pf N
(PMsﬂ:ro,w) == [PM, fopn,)

Mp) L (M)

As medidas fi, ., 530 entao medidas preservadas por P f e, a partir de agora, designa-las-
emos por levantamentos da medida p.

Vamos agora provar que sob a hipétese de o ser nao atémica temos que:

Proposicao 5.1.8. Se o € ndo atémica entdo a dindmica Pf € ergédica em relagdo d
medida [iz; v, -
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Demonstragdo. Quero mostrar que se B C Bpy é P f-invariante e fig, ., (B) > 0 entdo
ﬂxU‘ﬂO(B) = ]"
A funcao:

p1: Opn{(zo,v0) — On(z0)
(Tg,vp) —

é uma bijecgdo. Como as medidas de Loeb em causa sdo medidas de contagem entao p;
é um isomorfismo de medidas entre L(Cyq4,) € L(cs,). De facto, se A € On(zo, o) entao
(zg,vg) € A sse zi € p1(A) e se D € Oy(zo) entdo zx € D sse (zx,vx) € p;H(D), uma vez
que, para 0 <i < j < N, z; # ;.

Sendo 7 a projec¢do canénica de PM em M o diagrama seguinte comuta:

On(zo,v0) —= On(zo)

shl Jsh

PM - M

uma vez que, por um lado, sh(p;(zg, vk)) = sh(zx) = st(zy) e, por outro, sendo 7 continua,
w(sh(zk, vk)) = m(st(zk, v)) = st(*n(zx, vi)) = st(zx).

Como B é um conjunto P f invariante, em particular, 7(B), ¢ invariante por f. Além disso,
p(m(B)) > 0, pois se u(r(B)) = 0 entdo terfamos que fizyu(B) < fizgu (7 H7(B))) =
u(m(B)) = 0, o que por hipétese é falso. Usando o facto de u ser ergédica, concluimos
que u(m(B)) = 1. Logo, por defini¢do, L(cy,)(sh™!(n(B))) = 1 e portanto, por p; ser um
isomorfismo de medida, e o diagrama anterior comutar, resulta que L(Cgqy,)(sh™'(B)) =
L(cg,)(p1(sh™1(B))) = 1, ou seja, fizyw(B) =1 como pretendiamos. O

Na secgdo seguinte vamos provar a proposicao 5.1.8 no caso de p nao ser atomica.

5.2 As medidas atomicas

Quando a medida p é atémica existe o problema de ndo termos a garantia que o ponto tipico
Ty seja nao periédico e portanto #On(zg) pode ndo ser N e assim o argumento de p; ser
isomorfismo de medida na prova da proposigao 5.1.8 nao pode ser aplicado. Relembramos
também que mesmo a medida de contagem ¢y requer que o ponto inicial xy seja nao
periédico, para termos a garantia que as “hiper-érbitas” Oy tém cardinal N.

Uma maneira de contornar estes casos € interpretar a informacao geométrica associada as
decomposigoes de Jordan da aplicag@o linear df”, no caso de p ser suportada numa oérbita
periédica o, ..., Zp, para algum p € N(isto ¢, o ponto tipico zg ser periddico). Contudo
esta abordagem nao nos permite usar os resultados ja obtidos de uma forma directa e por
isso, ndo seguimos aqui esse caminho.
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Apesar de ndo podermos definir ¢, continua a ser possivel definir as medidas de contagem
t. No resto da secgdo vamos entdo mostrar que para toda a medida u, atémica ou nao,
temos que:

Teorema 5.2.1. A dinamica Pf € ergddica em relacao ¢ medida fiz, .

Construimos a variedade compacta S* x M e sobre ela definimos a seguinte dinimica:

rxf: S'xM — S'xM
6,z) — (r(6), f(2))

onde r : S' — S' é uma rotacdo de Angulo irracional. Deste modo, temos que 7 x f é de
classe C' e qualquer ponto de S* x M tem 6érbita por r x f injectiva, isto é, qualquer que
seja (A,z) € S' x M e quaisquer que sejam os inteiros i # j, (6;, ;) # (6;,z;).

Sobre os borelianos de S* consideramos a medida de Lebesgue £, que sabemos ser ergédica.
com respeito a r, (ver [26]). Além disso, qualquer ponto de S' é tipico para a medida de
Lebesgue com respeito & rotacéo irracional 7.

Lema 5.2.2. £ x u € uma medida definida nos borelianos de 8* x M que € ergddica com
respetto ar X f.

Demonstracdo. Seja B um boreliano de 8' x M invariante por r x f tal que £ x u(B) > 0.
Como ¢ x u(B) > 0, em particular, u(ms(B)) > 0 e portanto, sendo zp tipico para y existe
0 < k <p-1tal que 7 € m(B). Entdo existe § € S' tal que (f,zx) € B. Além disso,
como T é periédico de perfodo p entdo o conjunto A = {# € S : (4, ;) € B} é invariante
por r?. Como r é uma rotagao irracional entdo entdo 7P também o é e portanto, sendo
A invariante e ndo vazio, entdo £(A) = 1. Por outro lado, A x {zx} C B e portanto,
sendo B r x f-invariante concluimos que A x {o,...,zp—1} C B. Logo, £ x u(B) >
£x plA X {29, ..., Bp—1}) = UA) ¥ p({2g, -y Tp-1}) =1%1=1, O

Estamos entdo em condigdes de usar a proposicdo 5.1.8 para as medidas ndo atémicas para
construir uma medida ergédica em P(S' x M).

O fibrado tangente, TS' = S' x R induz que PS* = {(4,t) € S' x R: £ = 1} & S'. Deste
modo conclufmos entio que P(S! x M) = S' x PM e além disso temos que:

Prx f): S'xPM — S'xPM
0, (z,v)) — (r(8),Pf(z,v))
Usando os resultados obtidos para 6rbitas injectivas, construimos as medidas de contagem
£X gy xom0s CONcentradas em (6, [z, vo]), onde By é um ponto qualquer de S' e vy é uma

direcgdo do espago tangente a M em . Pela proposico 5.1.8, £X g, 2o, ¢ ergodica.
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Vamos agora definir fiz, 4, : Bem — [0, +00[ através de fiz, . (B) = L(t)({0 <k < N —1:
[z, vi] € sh™1(B)}), onde L(t) é a medida de Loeb associada & medida interna:

t: Pr({0,...N—-1}) — ‘I‘E(r),-l—oo[

F =

N
Note-se que, para qualquer fy € S* e para qualquer boreliano B de PM temos que:

foowe(B) = L(t){0 <k <N —1:[zx, v € sh™(B)})
(por definigéo)
= L){0 <k < N —1: (B, [z, s]) € shY(S! x B)})
(porque paratodoo 0 < k<N —106; € sh~1(81))
i eg#eo,zo.vo(sl X B)
(por definigao) .

Proposigao 5.2.3. As medidas [iz, ., sdo ergodicas.

Demonstragio. Seja B um boreliano de PM, P f-invariante, tal que fiz, ., (B) > 0. Que-
remos mostrar que flgyu(B) = 1. Como fiz,.,(B) > 0 entdo, para todo o 6y € S'
£X J1gy 2000 (ST X B) > 0. Como a medida ¢ x p é ergédica, pela proposigéo 5.1.8, sendo
S' x B invariante para 7 x Pf segue que £X (g, o0 (ST X B) = 1, ou seja, figgw(B) = 1,
como pretendiamos mostrar. O

Proposigao 5.2.4. Se A é um boreliano de M e 7 é a projec¢io candnica de PM em M
ent@o, flzy v (T 1(A)) = p(A).

Demonstragao.

flzou (T (A)) = Eiﬂﬂo.wo.vo(sl x m1(A))
= E%Uﬂo.zg,vu(ﬁ'—l(sl x A))
(7: 8' x PM — S' x M é a projecgio canénica)
= £x u(S'x A)
(€X gy 200 € levantamento de £ x p)
£(SY) x p(A)
p(A)

Temos assim a generalizacdo da proposigao 5.1.8 para qualquer medida .

Teorema 5.2.5. Seja f : M — M um difeomorfismo de classe C na variedade riemanni-
ana compacta M. Suponhamos que f preserva uma medida de probabilidade p1 definida nos
borelianos de M. Se u é ergédica e xy € um ponto tipico para p entdo para cada direc¢ao
vy € Tuy M, p admite um levantamento a uma medida fiy, ,, Pf-invariante nos borelianos
de PM tal que Pf € ergddica para [iy, ., €, para todo o boreliano de M

Bosaslr (B} = u(B):
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5.3 Expoentes de Lyapunov

Nesta seccio apresentamos o conceito de expoente de Lyapunov seguindo a referéncia [4].
Definigao 5.3.1. Seja V um espago vectorial real de dimensio n. A funcao
Lyap: V — RU {~o0}

diz-se a funcdo caracteristica de expoentes de Lyapunov ou simplesmente, expoentes de
Lyapunov se:

1. Lyap(aw) = Lyap(v), para todo v € V' e para todo 0o a € R — {0},
2. Lyap(v + u) < max{Lyap(v), Lyap(w)}, Vu,v € V;

3. Lyap(0) = —o0.

Apesar de os resultados serem gerais para qualquer fungao de Lyapunov, apenas estamos
interessado em estudar os expoentes de Lyapunov de um difeomorfismo f de classe C'
definido na variedade M e o espago vectorial que consideramos serd V' = T, M. A funcéo
Lyap que sera objecto de estudo é definida por:

1 i
Lyap(v) = lim ~log||Df"(z, v}l (5.1)

Relembramos que p é uma medida de probabilidade definida nos borelianos de M e z; €
um ponto tipico para u. O objectivo serd mostrar que a fungdo acima existe para u-gqtp z
em M. Mas primeiro vamos admitir a existéncia dos limites 5.1 e verificar que a definigao
dada para Lyap(v) é, de facto, uma funcio caracteristica de Lyapunov.

1. Suponhamos que a € R — {0} Ent&o:

- n
Lyap(aw) = lim ~ log |1Df*(z, ow)|
1 n
= ]ng&%logﬂapf (1:,'0)”
. Eé%ﬁl()g |a|+}1uléIlN510g||Df (z,v)ll
= =0+ Lyap(v) = Lyap(v)
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2. Suponhamos sem perda de generalidade que Lyap(u) < Lyap(v). Entao:

1
lim ~ log || Df™
lim ~log ||Df"(z,v +u)|

ik 5 "
e gégalogllDf (z,v) + Df"*(z,u)||

Lyap(v+u) =

1
< lim — . L
< gégmlog@ | D f"(z,v)||)

log 2 ]
— ] — i = D T
iy~ + 1 5 gD o)

= Lyap(v) = max{Lyap(v), Lyap(u)}
3. Convencao usual.
Vejamos agora algumas propriedades das fungoes de Lyapunov.
Teorema 5.3.2. As fungdes de Lyapunov satisfazem as sequintes propriedades:
1. Sevy, .,y €V eaq,...,am € R— {0} entdo:
Lyap(oqvy + ... + amvm) < max{Lyap(v;) : 1 <i < m}

2. Se Lyap(v) # Lyap(u) entdo Lyap(v + u) = max{Lyap(v), Lyap(u)};

3. Se ezistem vy, ..., Uy € V tais que Lyap(v:), ..., Lyap(vy,) sdo todos distintos entao os
vectores vy, ..., Uy, 840 linearmente independentes.

4. Lyap ndo toma mais do que n valores distintos.
Demonstracao.

1. Por indugéo sobre a segunda condigao da definigao de expoente de Lyapunov sabemos
que Lyap(aivy + ... + amty) < max{Lyap(av;) : 1 < i < m}. Mas, da primeira
condi¢do da mesma defini¢do, Lyap(av;) = Lyap(v;), donde resulta a desigualdade
pretendida;

2. Suponhamos sem perda de generalidade que Lyap(u) < Lyap(v). Entdo da 2*
propriedade temos que:

Lyap(v + ) < Lyap(v) = Lyap(v + v — u) < max{Lyap(v + u), Lyap(u)}

Se Lyap(v + u) < Lyap(u) entdo max{Lyap(v + u), Lyap(u)} = Lyap(u) donde
resultaria que Lyap(v) < Lyap(u) que contraria a nossa hipétese. Assim, s6 podemos
ter que Lyap(v + ) > Lyap(u) e portanto concluimos que Lyap(v + u) > Lyap(v).
Resulta entdo que Lyap(v + u) = Lyap(v), como pretendiamos.
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3. Suponhamos que os vectores v, ..., Un € V sdo linearmente dependentes, isto €, que
existe pelo menos um a; # 0 tal que oy v1+...+@mVm = 0 e que Lyap(vq), ..., Lyap(vym)
sdo todos distintos. Entdo temos uma contradigdo, visto que:

—oc0 = Lyap(0) = Lyap(ayv + ... + Q)
= max{Lyap(v;): 1 <i<mAaq; #0}# —

4. Se Lyap toma-se pelo menos m + 1 valores dististos entdo, da alinea anterior, os
vectores associados a esses valores seriam linearmente independentes. Logo, V nao
teria dimensao n.

O

1
No caso que estamos interessados de V' = T, M, ao valor Lyap(v) = linﬁli —log ||Df™(z,v)|],
neN 1

damos o nome de expoentes de Lyapunov de x segundo a direcgéo v.

O teorema anterior garante que, quando os expoentes de Lyapunov existem sio em niimero
finito. Sejam A; < ... < A; esses valores. Por conven¢do definimos também que Ay = —oo.
Para cada 1 < i < s defina-se os seguintes conjuntos:

Vi={veV: Lyap(v) < \}.

e consideremos Vo = {0}.

Proposigao 5.3.3. Os conjuntos V; definidos atrds sdo, na verdade, espago vectoriais,
para todo o i € {0, ...s}.

Demonstragdo. Se ¢ = 0 entdo V, = {0} é espago vectorial. Fixemos entdo 1 <i < s.

e Como Ay = Lyap(0) < \; entdo 0 € V;;
¢ Suponhamos que o € R e v € V;. Entdo Lyap(v) < \;. Se a = 0 entdo Lyap(av) =
Lyap(0) < X\i. Se a # 0 entdo Lyap(av) = Lyap(v) < A\;. Em qualquer dos casos
av € V.
e Suponhamos que v,u € V;, ou seja, que Lyap(v), Lyap(u) < A;. Entdo temos que:
Lyap(u + v) < max{Lyap(v), Lyap(v)} < X,

ou seja, u+v € V.
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Além de serem espacos vectoriais temos que:

=W EUEWHC..CV=V
A familia 9 = {Vi:4=0,...,5}, em que os conjuntos V; sdo como os definidos atrds da-se
o nome de filtragdo de V' com respeito a fungdo Lyap. Denotamos esta filtragao por ¥y ep.

Teorema 5.3.4. A func¢do Lyap: V — RU{—o0} € um expoente de Lyapunov sse existem
4 As E RU{—o0} e uma filtraggo @ = {V;:1=0,...,8} de V tais que:

1. Lyap(v) < A\, para todo o v € V;;
2. Lyap(v) = A\, para todo o v € V; — Vi_y;

3. Lyap(0) = —o0;

Demonstragdo. (=) Se Lyap é um expoente de Lyapunov entdo temos a filtracio Vpyqp
construida atrds. Além disso, se v; € V;—V;_1 entdo \;_; < Lyap(v) < A;. Logo Lyap(v) =
i

(«=) Suponhamos agora que Lyap e a filtracdo ¥ satisfaz 1, 2 e 3. Dado z € V — 1,
existe um indice tal que z € V; — V;_1. Como cada V; é um espago vectorial entao se
a # 0 vem que ax € V; — V;_; e portanto Lyap(ax) = Lyap(z). Sejam agora v, e vy
dois elementos de V' e suponhamos que Lyap(v;) = A, para j = 1,2. Das propriedades
1 e 2 dos filtrados vem que V; = {v € V : Lyap(v) < A}. Logo v; € V;,. Podemos
supor sem perda de generalidade que 4; < iy. Isto implica que v; + vy, € V;, e assim
Lyap(vy + va) < A, = max{Lyap(vy), Lyap(v2)}. Concluimos assim que Lyap é um
expoente de Lyapunov. O

Tomemos k; = dim V; — dim V;_,, isto é, k; representa exactamente o niimero de vectores
linearmente independentes cujo o expoente € A;.

Para a filtragao ¥1,,, podemos associar uma classe de bases ortonormadas especiais, que
a seguir se descreve. Dizemos que uma base b = (v, ...,v,) de V' é normal com respeito a
Vryap e para todo 1 < i < s, existem n; vectores de b que formam uma base de V;. Uma
base normal diz-se ordenada se para todo 1 < i < s, os vectores vy, ..., v,, formam uma
base de V;. Verifica-se facilmente que qualquer que seja a filtragao ¥, existe sempre uma
base normal ordenada com respeito a 9.

Fixemos entao v uma base normal e ordenada deYrian. Como cada \; aparece exactamente

k; vezes para Lyap(w) com w € V entdo Z Lyap(v;) Z kiAi.
=1 f
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Teorema 5.3.5. V € normal com respeito a filtragao Fry., sse a sequinte igualdade se

verifica: inf {Z Lyap(w;) : w = (wy, ..., wn) € base de V} = Z Lyap(v;).
i=1

=1

A prova do teorema € consequéncia directa do seguinte lema:

Lema 5.3.6. Se v € uma base normal ordenada e w é uma outra base de V' para a qual
Lyap(wy) < ... < Lyap(wy,). Entdo:

1. Lyap(w;) > Lyap(v;), V1 < i < n e em particular Lyap(w,) = Lyap(vy);

2. Y Lyap(w;) > ) Lyap(v;);
g=1 j=1
3. w € normal sse Lyap(w;) = Lyap(v;), V1 < i < n;
4. w € normal sse Z Lyap(w;) = Z Lyap(v;);
Jj=1 j=1

Demonstracao.

1. Como x; é o valor minimo dos expoentes de Lyapunov em V — {0} entdo para
1 <3 < m, Lyap(w;) > Lyap(v;). Suponhamos que Lyap(wn,+1) = A1. Entdo
ny > dim ({wi,...,Wn41}) = n1 + 1 o que é absurdo. Logo Lyap(wn,+1) = As.
Repetindo um niimero finito de vezes este argumento vem que Lyap(w;) > Lyap(v;),
V1 < ¢ < n. Em particular, se j = n entdo como Lyap(vy,) é 0 expoente méximo em
V' — {0} vem que Lyap(w,) = Lyap(vy);

2. Pela alinea anterior, Lyap(w;) > Lyap(v;), Y1 < i < n e portanto

n n A
> Lyap(w;) > > Lyap(vy);
Jj=1 j=1

3. De um teorema anterior temos que: Lyap(w;) = Lyap(v;) para 1 < i < n sse
wy, ..., Wy € uma base de V; para 1 < i < n sse w é uma base normal ordenada.

4. Se w é normal entdo Lyap(w;) = Lyap(v;), para todo o 1 < 7 < n, donde resulta que

mn n
Z Lyap(w;) = Z Lyap(v;).
7=1 g=1
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n n

Suponhamos que ZLyap(wj) = Z Lyap(v;). Como pela primeira alinea, se tem
j=1 =1

que Lyap(w;) > Lyap(v;), V1 < i < n, entdo, para que a igualdade anterior se

verifique temos de ter Lyap(w;) = Lyap(v;), V1 < i < n e portanto pela alinea
anterior w é normal.

O

1 -
Nota 5.3.7. Note-se que se parav € T, M, o limite Lyap(z,v) = 1ierr%l\1I EHDf”(a:,v)H ezistir,
n

entao temos que:

1 .
Lyap(z, Df (2,)) = lim—log||Df"(z,0)|
.. B+l 1 E

= lim X D™ (2, v)]|

neN n n+1

n+1 . it

x lim

IDf™ (=, v)]

= lim
neN n neNn+ 1
= Lyap(z,v)

Tz M.

Como Df é uma aplicagdo bijectiva, desta nota resulta que definindo os expoentes de

|
Logo, Df(V;) = V; e portanto Df(v) = (Df(z,v1),..., Df(z,v,)) € uma base normal
Lyapunov em T, M pelo limite 5.1, estes sdo invariantes por D f.

54 O teorema de Oseledets

Nesta seccdo vamos mostrar uma forma alternativa de provar o teorema de Oseledets para
uma medida invariante e ergédica através do teorema ergddico de Birkhoff aplicado aos
levantamentos a PM da medida p.

Teorema 5.4.1 (Oseledets). Seja M uma variedade compacta de dimensao finita, f € um

difeomorfismo de classe C' em M e . wma medida de probabilidade sobre os borelianos de

M f-invariante e ergddica. Entdo o conjunto dos pontos x € M para os quais eristem o0s

expoentes de Lyapunov, isto €, para os quais o limite — log||Df"(zo;v)|| existe, para todo
n

ov € T, M, tem medida p total.

Pelo que se viu na secgao anterior se designarmos por M’ o conjunto de pontos determinado
por este teorema de Oseledets obtemos uma familia de filtragées ©(z) em que O(z) =
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{V( ) O i< s(z)e0="V, < ..CV,} invariante por Df, no sentido que Df(V;(z)) =

O que se segue nesta secgao conduz a prova do teorema 5.4.1. O nosso contexto continua
a ser uma variedade compacta M de dimensdo finita e f : M — M um difeomorfismo de
classe C*. Seja ainda g, uma medida de probabilidade definida sobre os borelianos de M,
para a qual f é ergddica. Vamos provar que quase todo o ponto tipico para a medida p
admite expoentes de Lyapunov. Seja z um ponto em M e seja v uma qualquer direccao
tangente a M em z. Entao:

| e, L (IDf @)l 1Dzl 1D ()]
n 108 lIDf (@ V)l ﬁl"g(nwn— o)l [ D2 0)| 7 [l )

+{Fl IDf " (z; )|

= Hlog (H“Dfn ~i=1(z; v)]|

_ 1 (Tl D)

— nlog g HDanz'l(x-’v)HD

1. (A Df" " (z;v)

= qle( L |ps (IIDf"“‘l(sv;v)ll)”)

L (ﬂ D7 (BF1 (a3 0) ||)

= 23 g (|f B/ mw))

A 1ltima equacao pode tomar a forma de uma “média de Birkhoff”, - Z qb(Tk(ﬂ:, v))
através de T =P f e ¢ = log || Df|.

Consideremos em PM uma medida de probabilidade e ergddicas [, ,, dada pelo teorema
B.2.5.

Como f é um difeomorfismo de classe C'' entdo sabemos que a fungdo log||Df]|| é pelo
menos continua e que ||Df]| > 0. Como PM é um espago compacto entdo a fungio
¢ = log || Df|| é limitada. Todo o levantamento fi,, ., da medida p, segundo o ponto tipico
To e a direcgdo vy € T, M é uma medida de probabilidade e portanto concluimos que ¢ é
uma fungao fiy, «,-integravel.

Assim, se (zg,vg) tipico para fiz, 4, pelo teorema de Birkhoff podemos escrever:
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lim * log] | D" (zo; wo)l| = iy ~ Zlog 1D (P~ (z0300)) )

= (ﬁduxo U0
PM

Mas, pelo teorema 3.2.35 sabemos que

1 N-1
fédﬁmo,vo = st (N ¢($ksvk))3 (52)

Em particular, a soma hiper-finita é um nimero real limitado. Assim, se para vy € T;,M
definirmos:

Lyap(v —st( Z mk,vk) (5.3)

vem que esta fungdo é uma funcao de Lyaponov em T, M. Temos que:

Lema 5.4.2. Para t-qtp, st(xy,vg) € tipico para fiy, .,, onde mais uma vez t € a medida

interna.
t: Pr({0,...,N—1}) — *[0,4o0]
§1
I — =—.

N

Demonstragdo. Seja A o conjunto dos pontos tipicos para fig,u,. BEnt&o fig,.(A) =
L(Czom) (s~ 1(A)) = L(t)(Isn-1a)) = 1. Mas se (zg,v%) € sh™'(A) isso significa que
st(zk;vk) € A, ou seja, st(zy;vk) é tipico, como pretendiamos. O

Note-se que se st(zg,vk) é tipico para fiz,y, €ntdo fiz, ., ¢ um levantamento da medida
pelo ponto tipico st(xx) em M segundo a direccdo st(vx), ou seja figy vy = flst(zev)’s UMA
vez que:

<jE<N-=1:Pfd *
) = o (MOST SV = 1P Pl 4))
(discussdo da seccio 4.2-st(xg, Vk) € fizy v,-tipico)
= ﬂst{mk,vk)(A)
(por definigio)
Consideramos entédo (v, ...,
funcdo de Lyapunov 5.3.

v™) uma base normal e ordenada para a filtracdo © dada pela

“note-se que st(zk,vk) = st(zk) X st(vk)




Nota 5.4.3. Os vectores vi = D f¥(z,v') formam uma base de T, * M, qualquer que seja
k € *N, uma vez que f é um difeomorfismo.

Pelo lema 5.4.2, para cada j = 1,...,n temos L; C {1,..., N} tal que L(t)(L;) = 1 e para
k € Lj, st(zg, v}) € tipico para fiz, . Definindo

L=Lin.NL,

temos que L(t)(L) =l eparatodoo j=1,..,nek € L st(zy,v) é fig,u-tipico.

Definindo V'(k,v*) como sendo o espago vectorial de Tyh(eyviyM gerado pelos vectores
st(vi) = st(Df*(v')) segue que:
Proposicao 5.4.4. Para k € L temos que (V(k,v"))iz1,.n € uma filtragdo para a fungdo

m—1

1 .
Lyap(v) = lim — ;0 log ||Df™(z, v)]-

Demonstragdo. Como k € L temos que st(zy,vg) é, para ¢ = 1,...,m, fin, 4 tipico, isto é,
para T = Pf e ¢ = log| | Df||

1 m—1 ) -
i - Y (T (st(0,00) = [ P
=0

meN 1 <
’ N
= st (ﬁ j; o(z;, v;))

Assim, a proposi¢ao decorre de imediato do facto de © ser uma filtracio para Lyap definida
em 95.3. O

Daqui concluimos que, para o conjunto de medida p total formado pelos sh(zy), 0 < k <
N —1 com k € L existem os expoentes de Lyapunov:

Lyap(v) = limlog || Df"(sh(zx), v)|l-

Fica assim provado o teorema de Oseledets 5.4.1.

Nota 5.4.5. Muitos autores, usam para definicio de expoentes de Lyapunov a existéncia

; 2 ; ; : s , 1 .
de direcgdes v', tangentes a x para as quais os sequintes limites hrf —log ||Df™(z,v")||
n——+00 1

W | _ ; ; Y . o, S .
e lim —log||Df™"(z,v")|| existem e além disso sejam simétricos. Vamos entdo ver que
n—+oo M,

essa condicao também se verifica no nosso caso.
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Lema 5.4.6. Se T : X — X ¢ um difeomorfismo de classe C* sobre X um espago métrico
compacto e yu € uma medida de probabilidade em X ergddica em relagio a T entao p
também é ergddica em relagdo a T,

Demonstracdo. Sendo T um homeomorfismo, em particular é uma aplicagao bijectiva e
T-! ¢ mensurdvel. Assim, 4 é T~! invariante sse T*(A) = A sse A = T(A). Logo pelo
facto de p ser ergédica para T vem que u(A) =0 ou p(A) = 1, como pretendiamos. O

Lema 5.4.7. O conjunto dos pontos tipico de p com respeito a T e a T~ tem medida 1.

Demonstra¢éo. Pelo lema anterior sabemos que u é ergddica para T—!. Seja A o conjunto
dos pontos tipicos para p com respeito a T e A" o conjunto dos pontos tipicos para p com
respeito a T~!. Entdo u(ANA") = 1. O

Do lema anterior resulta de imediato que, se ¢ é uma funcao p integravel entao, para p
quase todo o ponto:

2 B
nHIiloonZ(ﬁT /¢dﬂ

= nliﬂlwaz¢

Usando este facto, aplicado & derivada de f temos que:

Proposicao 5.4.8. Para i, , quase todo o ponto temos que:

1 1
Jim —log|[Df"(z0,w)l| = = lim = log|{Df (a0, o)l
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Demonstragao.
1 _ _ 1 IDf™zos o)l IDf"Hmo;v0)ll
i g 1D (el = lim s (s S
|IDf—1(zo; wo)||
[|vol|

n—1 n+1
= lim llog H‘|”Df (o3 o)l )

n—+oo N D f—ntitl(z: v9)||
i D =" (xo; vp)
= 1 —1
Lo o les H IDF o (zg; )]
1 n:l

= Jm Clog | ]]

ﬁO

Dfal Df—n—H—*—l IO) ’UU
|| D f=m++1(z0; vo)|
1

= lim —log HHDf (P £~ (@o; vp) “)

n—-+00 71

= lim lZlog |Df_ (Pf—n+z+1(:1;0;’00))”)

n——+o0o 7N

'n 1
= lim —Zlog ”Df Pfo (zo; vo) “

n——+00 7}

— lim —Zlog(“Df sz :Eo;'Uo ”)

n—+0co N

1
- nl_l,lfmnzlog(lwf(wt 1($o,vo))||)
— — lim —Zlog(HDf (P (zo;v0)) 1)

n—+co 71}

n 1
= — lim —Zlog | Df (P f(zo;v0))ll)

n—+oo N

= — lim —].OgHDf (:EO!UU)H

n—-+oc T
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Apéndice A
As super estruturas

Aqui, seguindo [22], vamos proceder & construgao de um modelo formal que nos permita
justificar a axiomaética feita sobre os universos néo standard que consideramos na sec¢ao
2.6. Como ja foi referido pretendemos um universo nio standard que permita generalizar
o principio de transferéncia a entidades matemdaticas que nao sejam s6 numeros reais.
De facto, queremos que seja possivel transferir qualquer sentenga em que a quantificagio
possa, por exemplo, ser feita sobre conjuntos, funcoes ou relagoes. Para que a construgao
seja o mais geral possivel também consideramos ultrafiltro sobre conjuntos de indices I' de
qualquer cardinalidade. Comegamos por estabelecer algumas generalidades sobre filtros.

Defini¢ao A.0.9. Seja I um conjunto nao vazio. Um filtro sobre I é uma colec¢do nao
vazia F de subconjuntos de I que satisfazem os seguintes aziomas:

1. Se A,B € F entio ANB € F;
2. SeAeFeACBCI entdo Be F.

O filtro F diz-se préprio se 0 ¢ F.

Um filtro proprio que satisfaz o sequinte azioma diz-se um ultrafiltro:
3. Para cada A C I, um e um sé dos conjuntos A ou I — A pertence a F.

Como ja vimos a funcgéo:

u: PI) — [0,400]
A 1 sedeld
0 seA&U
é uma medida finitamente aditiva que identifica um ultrafiltro U.

De modo a percebermos a utilidade dos filtros, a seguir listam-se algumas das propriedades
mais importantes.




Nota A.0.10.

1. Um filtro F contém o conjunto vazio sse F = P(I).

Por defini¢ao, F C P(I). Se 0 € F entdo, pelo axioma dos super conjuntos, dado
B e P(I), B € F e portanto P(I) C F. Por outro lado, se P(I) = F entio é dbuvio
que 0 € F.

2. Se U € um ultrafiltro sobre I e m € a medida finitamente aditiva que identifica U
entdo dado AC I ouu(A)=1ouvu(l—-A4)=1.

3. Se um ultrafiltro U contém um conjunto finito entdo contém um conjunto singular e
portanto esse ultrafiltro € gerado por um so elemento, isto €, pode ser obtido desse
conjunto usando as propriedades de ultrafiltro. Aos ultrafiltros gerados por um sé
elemento dd-se o nome de ultrafiltro principal.

Suponhamos que u € a medida finita que identifica o ultrafiltro e suponhamos ainda
que A = {ay,...,a,} € um conjunto finito tal que u(A) = 1. Entdo, pelo facto de U
ser um ultrafiltro, u({a1}) = 1 ou u(I — {a1}) = 1, e portanto, u({as,...,a,}) = 1.
Seu({a1}) = 1 entdo {a1} gera o ultrafiltro. Suponhamos entio que u({a;}) =0, ou
seja, que u({as,...,a,}) = 1. Consideremos agora {as}. Novamente, ou u({az}) =1
ou u({as,...,an}) = 1. Se u({as}) = 1 entdo € {az} que gera o ultrafiltro. Sendo
voltamos a repetir este processo para o conjunto {as, ...,an—1}. Este processo termina
uma vez que A tem um nimero finito de elementos. De facto, ao fim de n—1 passos,
concluimos que ou u({an—1}) = 1 ouu({a,}) = 1. Em qualquer dos casosU tem um
conjunto singular que obviamente o gera.

4. Da nota anterior resulta de imediato que um qualquer ultrafiltro ndo principal tem
de conter todos os conjuntos cofinitos. Na verdade, a coleccio de todos os conjuntos
cofinitos € um filtro nao principal. Designemos por F a coleccido de todos os conjuntos
cofinitos e suponhamos que A e B sdo cofinitos, digamos, I — A = {ay,...,a1} e

I—B={by,...b}.

Entdo I — (AN B) = {ay, ..., a1, by, ..., by} que obviamente € finito, donde resulta que
ANnB e F. Além disso, se C é tal que AC C C I entdo I —C C I — A e sendo
I — A finito também o é I — C. Logo C € F.

Note-se que se I € um conjunto com pelo menos um nidmero infinito numerdvel de
elementos, digamos I O (an)nen entdo nem o conjunto dos pontos de indices par
nem o seu complementar, que contém pelo menos os elementos de indice impar, sdo
cofinitos e portanto F ndo é um ultrafiltro.

5. A emisténcia de um ultrafiltro nao principal sobre um qualquer conjunto infinito é
uma consequéncia do lema de Zorn. Na verdade um qualquer filtro ndo principal

pode ser extendido a um ultrafiliro. Um tal resultado pode ser encontrado em [9] ou
em [22].
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Seja I' um conjunto infinito de indices e seja i um ultrafiltro sobre I'. Denotemos por *R
o conjunto dos nimeros hiper-reais, ou seja, o quociente RT/U, onde RT denota todas as
funcoes de dominio v em R. Seja m a medida sobre as partes de I' que identifica o ultrafiltro
U, 3 semelhanca de como foi feito com os ultrafiltros sobre N.

Qualquer teoria mateméatica é construida & custa dos conjuntos. A axiomética que é
comummente usada para a teoria dos conjuntos é a de Zermelo-Fraenkel, com a adigéo
do axioma da escolha. Por isso, vamos desenvolver a teoria das super estruturas a custa
desta axiomética. O conjunto base é um conjunto cujos elementos nao contém eles préprios
elementos. A esse conjunto da-se o nome de conjunto de dtomos da teoria.

Comecamos por considerar um conjunto de atomos X que ja contém R. Temos entdo uma
teoria ZFC sobre X munida com o axioma:

Azxzioma dos dtomos:
Vala € X & a# 0 A-[(3)(t € a)]]

A condigdo anterior expressa exactamente que um atomo nao contém elementos e nao € o
conjunto vazio.

Do mesmo modo que definimos *R como sendo R' /I{, definimos *X como sendo X' /.

Seja X um conjunto apropriado de dtomos e considere-se a familia de conjuntos (X, )nen
definida indutivamente por:

Xo=X
X’}'H-l - Xn U P(Xn)

Definigao A.0.11. Chama-se super estrutura sobre o conjunto de dtomos X ao conjunto
definido por:

Os elementos de X, sao exactamente os dtomos da teoria. E usual designar X, por patamar
de ordem n e aos elementos de X,, — X,,_ dar o nome de entidades de ordem n.

Da defini¢do dos conjuntos X, podemos deduzir que:

XpcXcX,c...cX, C..

XeXeXe..eX, ...

Proposigao A.0.12. As entidades da super estrutura satisfazem as seguintes propriedades:
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I. Xn+1 == X U 'P(Xn)
2. a,be X, = {a,b} € Xp11 A (a,0) = {{a}, {a,b}} € Xpi2

3. aeX,= Pla) € X, 3;

Demonstracao.

1. Por indugao sobre n:
Paran=0: X; = X, JP(Xo) = XU P(Xp).
Passo indutivo: Suponhamos que X, = X U P(X,_;). Quero provar que X,y =
XUP(Xp,).
Xt = XoUP(X,) = (XUPXL-1))UP(X,) = XU(P(Xp-1)UP(X,)) = XUP(X,).
Uma vez que, por definigao P(X,—1) C P(X,).

2. a, be Xn o d {a’! b} & P(Xn) = {a’1 b} 2 X'f't.+l;

a,beX, = {a,b} e P(Xy)A{a} € P(X,) = {a,b} e X1 A {a} € X1 = (a,b) =
{{CL}, {av b}} € P(XTH-I) = (a‘: b) € Xn+2-

ceX, 20X =2aePX)NXyg=>0a€e PX,) =>acCX, = Pl)C
P(Xn) = P(G) C P(Xn) UXO = Xn+1 = P(G) C Xn+1 = P(G) € P(Xn+1) = 'P(a) €
P(X-,-H_l) u XO = X'n«l—? = P(G) [ Xn+2.

O

A proposigao anterior estabelece aquilo a que se designa por transitividade do conjunto
Xnt1. A transitividade é postulada por:

Va,bla € b € Xpy1 = a € X,).

De facto, se b € X,,.1 entdo ou b € X ou b C X,,. Como X é composto s6 por 4tomos
entdao nao se pode ter b € X e portanto b C X,;, donde resulta que a € X,,. Como todo o
elemento da super estrutura ou é um 4tomo ou pertence a algum X, entao V(X) é também
um conjunto transitivo.

Se na construgdo geral tomarmos X = R e X = *R obtemos os universos, j4 nossos
conhecidos, standard, V(R), e ndo standard, V(*R), respectivamente.
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A.1 Mergulho de Super estruturas

O nosso objectivo é construir um principio de transferéncia que nos permita transportar as
propriedades entre as duas estruturas. No fundo queremos exibir um mergulho de V(X) em
V(*X) que preserve e estenda, de certa forma, a estrutura existente em V(X). Queremos
entdo construir uma aplicagao injectiva:

*: V(X)) — V(*X)

que, & semelhanca do principio de transferéncia descrito no texto inicial, satisfaca as
seguintes condigoes:

1. Vala € X = *a = al, isto é, *X é uma extensdo de X

2. Va,bla,be V(X) = [a € b & *a € *b]];

Um dos problemas que surge na construgao de tal aplicacdo, pelo menos da maneira
como construimos *R, é a interpretagdo a dar aos sinais de igualdade e de pertencga em
V(*X). Esta tera de ser cuidadosa para que traduzam verdadeiras relagoes de igualdade
e pertenca. A construcio deste mergulho é feito compondo duas outras aplicacoes: a
aplicacdo constante k que diz como interpretar elementos de V(X) como elementos de
V(*X) e a aplicagio de colapso de Mostowski que identifica classes de equivaléncia dentro
do mesmo patamar.

A aplicagao constante

Comecemos por considerar a ultrapoténcia Vy[X] = (V(X)")/U, isto é, o conjunto das
classes de equivaléncia de fungdes de dominio I, igual ao conjunto de indices do ultrafiltro,
de elementos de V(X). Estendemos as relagdes de pertenca e igualdade a relaces de Vy(X)
definidas por:

Dados a = [{a, }yer] € 8 = [{by},er| em V,[X] entdo:

a=yfBsseu({yel:a,=b,})=1
aeyfsseu{yelr:a,eb})=1

Nota A.l1.1. A relagao de pertenca anterior nao € uma verdadeira relacao de pertenca
em Vy[X]. O facto de ndo o ser é uma questdo de formalismo, uma vez que, dizer
que [{ay}yer] € [{by}yer| significa que [{aqy}1er] € um elemento de [{b,}er] e portanto
[{by},er] tem de conter elementos daquela forma, o que inviabiliza a verdadeira definicdo
de [{by}yer], classe de equivaléncia de uma sucessdo de conjuntos.

Contudo, podemos interpretar os elementos de V(X) como elementos de Vi (*X) através
da aplicagdo & : V(X) — V(*X) definida por «(a) = [(@),er], ou seja, através da classe de
equivaléncia das sucessdes constantes.
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Teorema A.1.2. Se a,b € V(X) entdo temos que:

1. a € b & k(a) €y K(b);

2. a=b< k(a) =y k(b);
Demonstracao.

1. (=) ComoVy€eTl,a,=aeb,=bentdodea cbvem queu({y€l:a, €b})=1
donde se conclui que k(a) = [(@)yer]| €u [(b)yer] = (D).
(<) Se (a) €y w(b) entaio u({y € I' : a € b}) = 1. Como u(fh) # 1 entdo
{yeT:a€b}#0eportanto a € b;

2. (=) Imediato da definicio.

(<) Se &(a) = [(@)ver] =u [(b)yer] = K(b) entdo u({y € T': @ = b}) = 1 e como
u(@) = 0 # 1 entdo concluimos que {y € I' : a = b} # 0 e portanto a = b; O

Da segunda parte do resultado anterior resulta que a aplicaciio & é injectiva, o que prova
que realmente é possivel mergulhar V[X] em V,[X].

Apesar de ser um mergulho ainda nfo é suficiente para atingir o nosso objectivo. Por
exemplo, em Vy[X] existem elementos representdveis por sucessdes de elementos de V[X]
cuja ordem pode ndo ser limitada. Contudo, para a € V[X] o elemento £(a) = [(a)yer] €
Vyu[X] ou pertence a (Xo)' /U ou entdo pertence a (Xj — Xz_1)"/U para algum k € N.
Estes objectos pertencem assim ao que se designa por “ultrapoténcia limitada” de V(X).

Definicdo A.1.3. Uma sequéncia generalizada a = [(ay ) er| de elementos de V(X) diz-se
limitada se existir i € N tal que a ordem de a, € menor ou igual a i para um conjunto de
indices com medida u total. Chama-se ultrapoténcia limitada e denota-se por Iy (X) de
V(X) a subcolecgao de Viu[X] constituida pelas classes de equivaléncia representdveis por
sucessoes limitadas.

Da definicdo resulta que:

(X)) = (X)) /UU X - X)) /UU ... UK, = X)) /UULL

ou seja, K(V(X)) C Iy(X).
Colapso de Mostowski

Este 1ltimo passo vai-nos permitir ver as relagdes de pertenca e de igualdade em V(*X)
como verdadeira relagdes. k permitiu-nos passar de V(X) para I1;;(X). Resta entdo definir
a passagem de IT;(X) para V(*X) para finalizar a construgido do mergulho *.
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Definiciao A.1.4. O colapso de Mostowski € a aplicagao A : Iy (X) — V(*X) que satisfaz
as sequintes propriedades:

1. A restricdo de A a (Xo)' /U € a aplicagio identidade;

2. Para um elemento [{a,}rer] € Mu(X) — ((Xo)'/U) define-se a transformada de
Mostowski A([{c,}yer]) indutivamente por:

A{aaher]) = {A({zs}er]) € V(X) : [z hrer] €u [{o}rerl |

Note-se que Xy = X e, portanto, (Xo)' /U = *X donde resulta que A(z) = z para todo o
r € *X C [Iy(X). Suponhamos agora que A, € P(X) para u-qtp vy € I Pela maneira
como definido o colapso de Mostowski temos que:

A{Asher]) = {A({arerbyer]) € VOX) : {arerbyer] €u {Arer}er]

onde [{a,}yer] tem ordem 0. Entédo A([{a,}yer]) = [{ay}1er}] € *X donde sai que:

A{Avber)) = {Hamer}er] € "X : {arerher] € [{Arer}rer]|
isto é A([{A, }1er]) é o subconjunto de *X constituido por todos os 4tomos [{a,er }qer] € *X
taisque u({y€l':ay € A,}) =1

O mesmo se pode fazer com sucessdo de fungdes, definindo desse modo A([{f,},er]) como
sendo a funcdo F' : *X — *X dada por:

F(z) = F([{zy}yer]) = {f7(2) }rer] € "X

Mais geralmente, se [{a,},er] € Iu(X) — *X entdo [{a}tqyer] € (Xi — Xi-1)' /U para
algum k > 1. Logo, se [{ay}yer] €u [{ay}yer] entéo [{a,} er] pertence a uma ordem
inferior onde jé foi definido o seu colapso como elemento de V(*X). Temos entdo que o
colapso de Mostowski estd bem definido. Falta ver que A é injectiva.

Teorema A.1.5. A € injectiva.

Demonstragio. Sejam [{a}er] € [{by}er] dois elementos de IT(X).

Se ambos tém ordem zero entdo, se [{ay}yer] #Fu [{bytrerl, u{y €T 1 a, #b,}) =1e
portanto A([{ay}rer]) # A([{by}rer])-

Se [{ay}qyer), [{by}rer] € Hu(X) — ((Xo)' /U) e séo diferentes entdo para u-qtp a, # b,.
Mas ay # by & a, Zby Vb € ay & ay—by #0BVb, —a,#0. Logo

u({yel:a,—by#0U{yeTl:by—a,#0})=1

e portanto ou u({y €' : ay — by #0}) =1l ouu({y €' : by — a, # 0}) = 1. Suponhamos
que A :={y €TI':a, — b, # 0}, tem medida u total. Construimos o seguinte elemento
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[{&,}er] € IIu(X): para cada v € A escolhe-se &, € a, — b, e para vy ¢ A, &, qualquer.
Entdo tem-se que [{&}yer] €u [{ay}ver], mas [{&}yer] €u [{by}yer] donde resulta que

os conjuntos { {1 }er : [{nyhrer] €u [{azbrerl} e {[{m}brer] : Hmbver] #u [{br}oer
sdo diferentes e portanto A([{ay}yer]) # A({{dy}+er]) 0 que completa a prova de que A é
injectiva. O

Estamos agora em condigoes de escrever um mergulho do universo standard no universo
ndo standard que, tal como pretendiamos preserva as relagoes de pertenca e de igualdade,
entre outras.

Teorema A.1.6. A aplicagio * = Aok : V(X) — V(*X) definida por *a = Ao k(a) =
A([(@)yer]) € um mergulho de V(X) em *V(X).

Demonstragdo. A injectividade de * decorre da injectividade de A e da injectividade de k.
Pela forma como definimos * temos que cada elemento de X é *transformado num elemento

de *X. Além disso, Ao k(X) = A([X]yer) = {3: = [@y|yer:u({yel:z,eX}) = 1}, ou
seja, * = Ao k(X) = *X. Assim, se identificarmos 7 € X com *r € *X temos que X C *X
sendo a extensdo propria.

Resta provar que se verifica a segunda condigdo para que a *transformagio seja , de facto,
um mergulho de super estruturas, ou seja resta verificar que as relagbes de pertenca e de
igualdade passam por *. Sejam a,b € V(X). Se a € b entdo x(a) €4 x(b) e portanto, da
definigdo de A vem que A o k(a) € A o k(b), ou seja, *a € *b. Reciprocamente, se *a € *b
entdo A o k(a) € A o k(b) donde resulta que x(a) €y x(b) pela definigdo de k. Concluimos
assim que a € b. A relagao de igualdade verifica-se de forma andloga. [

Teorema A.1.7. O contradominio do colapso de Mostowski é: *XU*(X) U...U*(Xp) U...

Demonstracao. Decorre de imediato da construgio do colapso de Mostowski. O

A.1.1 Teorema de Los-Mostowski e o principio de Leibniz

Notagao A.1.8. Do mesmo modo que na seccdo 2.4 podemos considerar a linguagem de
primeira ordem L(X) associada d estrutura V(X).! Escreve-se V(X) = ¢ se V(X) permite
deduzir @, ou seja, se ¢ € verdadeira em V(X).

Podem ser feitas consideracoes andlogas usando a estrutura V(*X).

Definigao A.1.9. Dada wma férmula ¢ de L(X) chama-se *transformada de ¢ & férmula
® =*p de L(*X), que se obtém substituindo em ¢ cada constante a € V(X) que nela ocorra
pela sua extensdo ndo-standard *a.

!Para uma defini¢io mais abrangente o leitor pode consultar [22]
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Esta definicio permite-nos entéo transportar propriedades entre as duas super estruturas
que possam ser expressas através de sentengas. Contudo, este principio 86 pode ser aplicado
a férmulas internas. A importancia da distingio entre férmulas internas e externas da
linguagem L(*X) é dada no seguinte teorema:

Teorema A.1.10 (Lo3-Mostowski). Seja @(1, ..., Tk, b1, ..., by) uma formula da linguagem
dos reais, L(X), na qual 1, ...,z sdo as varidveis livres e by, ..., b, sdo as constantes, e
considere-se a formula ®(z, ..., zx) = *@(z1, ..., Tk, *b1, ..., *bi).

Se a® := [(al)yer), - a* = [(a§)rer] forem elementos de IIy(X) entdo a férmula da
linguagem L(*X), @(A(al), ...,A(ak)) ¢ verdadeira em V(*X) sse
u({yel: (p(:r:}/, ...,:c,’;, By wes Ol §) = 1.

Nota A.1.11. Uma prova deste resultado pode ser encontrada em [22].

No caso das férmulas nfo terem variaveis livres temos:

Corolério A.1.12 (Principio de Leibniz). Uma sentenca p € verdadeira em L(X) se e so
se a sua transformada, *p, for verdadeira em L(*X), ou seja, V(X) = p sse V(*X) = *p.

Usando o principio de Leibniz podemos obter propriedades importantes da aplicacao *.

Teorema A.1.13. Sejam a, b constantes de V(X). Entdo:

1.0 =0;

8. =0 sse™a="bea Cb sse*aC *h;
3. *{a,b} = {*a,*b} e *(a,b) = (*a,*d)
4. *(aUb)="alU"b

8 *anbd)="an™h

6. *(a—b="a—"b

7. *(a %:b) = (Ya X *h)

Demonstragao. A prova deste teorema é feita escrevendo as propriedades em férmulas da
linguagem de primeira ordem e em seguida usando transferéncia.

1. Se *() # () entdo a férmula (3z € *0) seria verdadeira e portanto por transferéncia a
férmula (3z € ) também era vélida, o que é absurdo.
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2. A condicio a C b é traduzida pela férmula Vz(z € a — z € b). Portanto, podemos
aplicar transferéncia, donde resulta que, a férmula Vz(z € *a — x € *b) é verdadeira.
Mas esta férmula diz exactamente que *a C *b.

Quanto a igualdade, temos que: a =bssea Cbeb Casse *a C*be*b C *a sse
*a = "*b.

3. Seja c = {a,b}. Podemos traduzir ¢ através da férmula Vz (z € c — (z =a V z = b)).
Por transferéncia também é verdadeira a férmula Vz (z € *c & (z = *a V x = *b)).
Mas esta tltima significa que *{a,b} = *c = {*a, *b}.

4. Seja ¢ = a Ub. Podemos traduzir ¢ através da férmula Vz (z € c & (z € a V z € b)).
Por transferéncia também é verdadeira a férmula Vz (x € *c & (z € *a V z € *b)).
Mas esta tltima significa que *(a U b) = *¢ = *a U *b.

5. Seja ¢ = aNb. c traduz-se pela férmula Vr (r € c — (x € a Az € b)). Por trans-
feréncia também é verdadeira a férmula Vz (z € *c & (z € *a Az € *b)). Mas esta
tltima significa que *(a N b) = *c = *a N *b.

6. Seja ¢ = a — b. A diferenga entre os dois conjuntos a e b descreve-se através
da férmula Vz (x €c < (x € a Az ¢ b)). Por transferéncia também é verdadeira a
formula Vz (z € *c < (z € *a Az & *b)). Mas esta tltima significa que *(a — b) =
‘c="a—"*b.

7. Seja ¢ = a x b. c traduz-se pela férmula Y(z,y) ((z,y) € c « (x €a Az € b)). Por
transferéncia também é verdadeira a formula V(z, y) ((z,7) € *c < (z € *a A z € *b)).
Mas esta ultima significa que *(a x b) = *c = *a x *b. O

Nota A.1.14. Os resultados obtidos nos pontos (8) e (4) e (5) do teorema anterior podem
generalizar-se, mas apenas para um nimero finito de elementos.

Teorema A.1.15. Sejam a, b duas entidades arbitrdrias em V(X).

1. Se R for uma relagdo em a x b, *R € wma relagio em *a x *b. Além disso, dom(*R) =
*(domR) e cdom(*R) = *(cdomR);

2. Se f for uma aplicacio de a em b entao *f € uma aplicagdo de *a em *b, com
*(f(e)) =*f(*c) para todo o c € a.

Demonstracao.

1. Do facto R C a x b resulta, pelo teorema anterior, que *R C *a x *b.

Sendo ¢ = dom(R) entéo a sentenga

Vz[z € c = yly € bA (z,y) € R]]
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é verdadeira e portanto por transferéncia também é vélida a sentenca
Vz[z € *c= yly € *bA(z,9) € *R]]
o que significa que *¢ C dom(*R). Para a outra inclusao, podemos ver que a sentenca

vz,y[(2,9) € (a—c,b) = (z,y) ¢ *R]]

é verdadeira e portanto aplicando transferéncia temos que

ve,y[(z,y) € (a—"c,"b) = (z,y) € "R]]
0 que prova que se & *c entdo (z,y) ¢ *R ou seja dom(*R) C *c.
Para o contradominio é andlogo.
2. Se f:a — bentdo f é uma relacho em a x b descrita por:
Vo,y, i [z €anyy €b=[(z,9) € fA(ny) € f=y=1]]
Assim, *f C *a X *b e:
Vo, [z € tany,y €*b=[(z,y) € fA(zy) € f =y =1

donde sai que *f é uma funcéo de *a em *b.

Dado ¢ € a entdo (c, f(c)) € f e portanto por transferéncia (*c,*f(c)) € *f ou seja

*(fle)) =1 (). O

A.2 Entidades internas e externas

Como * = A o  entdo o conjunto A(Ily(X)) = *X U *(X;) U ... U*(X,) U ... contém os
transformados por * de todos os objectos standard em V(X). Contudo esta aplicagdo nao
é sobrejectiva, pois A também nao é sobrejectiva. Este facto é muito importante, pois
mostra que V(*X) é um universo muito mais rico que o universo V(X) o que nos permite
fazer uma distingao entre os seus objectos:

Defini¢ao A.2.1. Os objectos de V(*X) que sdo da forma A([{a},er]|) e portanto, podem
identificar-se com [{a, }yer| € Hy(X), dizem-se objectos internos do universo nao-standard.
Todos 0s outros sdo designados por objectos externos.

Teorema A.2.2. Um objecto o € V(*X) € interno se e s6 se a € *a para algum a € V(X),
isto €, uma entidade € interna se e sd se pertencer d extensao ndao-standard de uma entidade
standard.
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Demonstragdo. (=) Seja a € V(*X) — *X. Entao o = [{&,},er] para algum [{&,} er] €
I, (X) ou seja, [{&}rer] € (Xi/Xk—1)T /U para algum k € N. Entéo:

u({yel: & eX}) =1

e portanto temos que A([{&,}yer]) € *Xi.

(«<=) Suponhamos que a € *a para algum a € V(X). Entdo a € A([{ay}-er]), isto é, o é da
forma A([{&y},er]) para algum [{&, }1er] €u [{@y}qer] 0 que faz com que a seja interno. [

Teorema A.2.3. Seja A um objecto qualquer de V(X) — X. Entdo *P(A) =*(P(A)) é o
conjunto de todos os subconjuntos internos de *A.

Demonstragao. Seja B € *P(A). Entao pelo teorema anterior B é interno. Resta mostrar
que B pertence a P(*A). Como VX [X € P(A) = X C A] é verdadeira entdo por trans-
feréncia temos que VX [X € *P(A) = X C *A] também o é. Logo tomando X = B resulta
que B é subconjunto de *A.

Reciprocamente, se B é um subconjunto interno de *A entdo pelo teorema anterior existe
c € V(X) tal que B € *c¢. Como a sentenga VX[X € c = [X C A = X € P(A)]] é
verdadeira entdo por transferéncia VX[X € *¢ = [X C *A = X € *P(A)]] é também
vélida. Basta agora tomar X = B e concluimos que B € *P(A). O

Conclusao: *P(A) é o conjunto de todos os subconjuntos internos de *A e portanto
P(*A) —*P(A) é o conjunto de todos os subconjuntos externos de *A.

Definigao A.2.4. Uma férmula ® da linguagem néao-standard L(*X) diz-se interna se as
suas constantes forem todas entidades internas e, dir-se-d externa, caso contrdrio.

Teorema A.2.5 (Principio da definigio interna). Se ®(z) for uma férmula interna de
L(*X) e a designar um conjunto interno de V(*X) entdo o conjunto {z € a : ®(z)} €
interno.

Demonstracido. Como a e ®(x) sdo objectos internos entéo sdo entidades de ordem limitada
e portanto existe m € N tal que a e todas as entidades envolvidas em ® sdo elementos de
*(Xin). Definamos ¢, uma férmula de Lx tal que * = ®. Assim, a sentenca seguinte é
verdadeira:

VylyeXm > RzeXnurz={zey: ‘P(m)}]]

donde resulta, por transferéncia que:
Vyly € *(Xm) — 32[z € *(Xn1) Az = {z € y : B(z)}]]
também é verdadeira. Fazendo y = a vem que {z € a: ®(z)} é interno. O

Definicao A.2.6. Sejo A € V(X) — X. Chama-se cdpia standard de A, e representa-se
por A, ou por "™ A, d entidade de V(*X) definida por A =""A = {*a:a € A}.
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A.2.1 Consequéncias

Teorema A.2.7 (Compreensdo). Dada uma aplicagdo [ : A — *B, onde A e B sao
entidades standards, eziste wma aplicacio interna *F : *A — *B cuja restricio a “A
coincide com f.

Demonstragio. Como para cada *a € A se tem f(*a) € *B entdo f(*a) = A([{by}rer])
com [{by}rer] €u [{By}yer]- Sem qualquer perda de generalidade podemos supor que
b, € B, para todo o v € I'. Defina-se entdo uma sucessio generalizada de funcoes standard
fy : A — B dadas por fy(a) = by, com v € I'. Para cada v € I, f, € P(A x B) pelo
que u({y €T : f, € X;}) = 1 para algum k € N e portanto existe j < k tal que u({y €
I': f, € X;—X;_1}) = 1. Consequentemente, [{f,}er] € IIy(X) e, portanto, a defini¢do
F = A([{fy}+er]) faz sentido. Por um lado F' é uma entidade interna e, visto que para
todo £ = A([{z,}yer]) € *A se tem F(z) = A([{fy(z,)},er]), entdo F estd bem definida
em *A. Para *a € “A C *A vem que F(a) = A([{f+(a)} er]) = A([{by}yer]) = f(*a) e
portanto Fl-4 = f. d

Teorema A.2.8 (Saturacdo Numerdvel). Qualquer sequéncia decrescente de conjuntos
internos nao vazios tem interseccao nao vazia.

Demonstragio. Seja (Ap)neny uma sequéncia de conjuntos tais que A, O A,4;. Por com-
preensdo podemos estender a sequéncia (A, )nen @ uma hiper-sequéncia interna (Ap)neen.
Por hipétese, para qualquer k € N, (Vn € *N)[n > k = A, D Any1 # 0].

Esta férmula é interna e por permanéncia superior sabemos que esta é verdadeira para

nelN

algum K € *N — N. Assim, concluimos que @ # Ax C { [) A,,,). O

O Principio de Saturaciao numerdvel enunciado no teorema anterior pode ser também
formulada do seguinte modo:

Teorema A.2.9. O principio da saturacao numerdvel descrito no teorema anterior equi-
vale a:

Qualquer sequéncia de conjuntos internos com a propriedade das intersecgoes finitas tem
intersec¢ao nao vazia.

Demonstraggo. (=) Imediato, pois é um caso particular;

(<) Suponhamos que (Ap)ney uma sequéncia de conjuntos com a propriedade das inter-

secgoes finitas. Consideramos a sequéncia (B, )nen em que B, = ﬁ A;. Entéo temos que
<n

m By = ﬂ Ay, e, além disso, (B, )nen € uma sequéncia de conjuntos nao vazios decrescente

neN neN

e portanto vem que ﬂ B, # 0 e portanto ﬂ A, #0. O

nelN neN
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