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Sumario

A nomografia é um processo de cédlculo utilizado na resolugao de problemas matematicos
recorrendo a graficos designados por nomogramas ou abacos tragados através de um
conjunto de eixos devidamente organizados. Neste trabalho faz-se uma anédlise a esta
técnica utilizada em diversos ramos da ciéncia que recorrem a estas representagdes graficas
em que as solucoes sdo obtidas por pontos de intersecgao, segmentos de recta e outras
grandezas geométricas. Assim apds uma introdugdo histérica apresentam-se os varios
conceitos inerentes 4 construgdo dos dbacos nomeadamente a definigao de escala. No se-
gundo capitulo introduzem-se e caracterizam-se os abacos de cruzamento. Posteriormente
procura-se que o leitor compreenda como é possivel transformar um dbaco de cruzamento
num 4baco de alinhamento caracterizando e identificando estes tltimos. Nos sexto e
sétimo capitulos apresentam-se aplicagbes praticas - resolugao de equagoes quadratica,
cubica e biquadrdtica e resolugio de tridngulos esféricos - da nomografia e sua utilidade
na obtencao de resultados rapidos. Paralelamente a este trabalho o leitor pode ainda
consultar http://cmup.fc.up.pt/cmup/nomografia.
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Capitulo 1

Introducao

Actualmente com o aparecimento das mdquinas electrénicas e dos computadores, que
fornecem sem qualquer esfor¢o a solugdo numérica dos problemas matematicos, cada vez
menos se recorre ao calculo grafico.

Para avaliar a importancia social que o cédlculo grafico desempenhou na sociedade é
necessdrio recorrer as obras da época. Antigamente a solugdo de um problema era obtida
através de uma construgio ou trago geométrico a partir dos quais se liam os valores
numeéricos procurados.

Até por volta de 1970 o calculo grafico teve um papel importante no dominio cientifico e
técnico. Quando nédo eram exigidos resultados com uma grande precisdo, os profissionais
da época (engenheiros, fisicos, técnicos,...) preferiam recorrer aos métodos graficos de
modo o facilitar o seu trabalho.

O calculo grafico é o conjunto dos procedimentos que exploram os tragos realizados
sobre um suporte plano, procurando evitar, na totalidade ou em parte, o recurso ao calculo
numérico para a resolu¢ao de um problema.

Durante o séc. XIX e a primeira metade do séc. XX o célculo gréfico sofren um de-
senvolvimento, vindo a apresentar-se como uma disciplina auténoma do calculo numérico
com as suas técnicas, seus instrumentos, seus profissionais,...

Como técnicas desta ciéncia podem considerar-se o calculo pelo trago, a nomografia e
o célculo grafomecénico.

O célculo pelo traco é a componente mais antiga e tem as origens em Descartes na
sua obra Geométrie[Descartes 1637]. Escolhe-se uma unidade de comprimento e os dados
sao representados sobre uma folha de papel através de segmentos de recta. De seguida
recorrendo a varios instrumentos (p.e. régua, compasso, ...) realizam-se varias operagoes
algébricas através de construgoes geométricas, conduzindo a novos segmentos de recta,
que representam os valores procurados. O célculo pelo trago é o cdlculo geométrico pro-
priamente dito.

No Célculo Numérico recorre-se, frequentemente a tabelas numéricas procurando evi-
tar operagoes fastidiosas. O mesmo aconteceu no cdlculo geométrico onde surgiram, nos
finais do séc. XVIII, tabelas graficas que permitiam ler sobre uma folha de papel ou outro
suporte o resultado de um calculo.
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As tabelas numeéricas para além de exigirem uma construgao exaustiva nao permitem
uma realizacio ficil quando se aumentam o ndmero de entradas. Contrariamente as
tabelas graficas permitem representar relagoes com um qualquer nimero de varidveis.

Uma tabela grafica apresenta-se como uma rede de linhas ou pontos cotados, com
escalas convenientemente cotadas, méveis ou nao, que permitem através de simples leitura
obter o valor procurado em fungao de alguns parametros. As tabelas gréficas sio os 4bacos
ou nomogramas. Estas tabelas desempenham o mesmo papel que as tabelas numéricas,
utilizadas para o Célculo Numérico. A disciplina que estuda e aplica as tabelas graficas
tem a designacao de Nomografia.

Esta tese tem como principal objectivo revisitar esta disciplina, procurando destacar o
seu contetido matemdtico. Além disso, iremos também analisar, construir e aplicar nomo-
gramas em varios problemas, demonstrando o papel preponderante que desempenharam
em varios contextos da Matemdtica Aplicada de outrora.

A ltima componente citada foi o célculo grafomecanico - ao mover determinadas
linhas previamente tragadas sobre um grafico, com o apoio de aparelhos mecanicos,
resolvem-se problemas mateméticos. Através deste processo pode realizar-se a integragao
de uma fungao, estudar uma equagio diferencial, etc [11].

O célculo gréfico permite resolver problemas com rapidez e eficiéncia, com uma pre-
cisao limitada. No entanto em muitos trabalhos a rapidez tem um papel importante e daf
que o calculo grifico desempenhe um papel primordial. Nos casos em que hd necessidade
de obter resultados com uma grande precisdo, p.e., em Astronomia, o calculo grafico pode
funcionar como apoio ao cdlculo numérico. Quando se recorrem a aproximagoes sucessi-
vas o célculo grafico pode servir para determinar rapidamente os primeiros valores. Na
verdade perante um cédlculo mais rigoroso o método grafico funciona como complemento,
preparando e verificando o calculo numérico.

1.1 Abacos e Nomogramas

No final do séc. XIX os dbacos apresentavam-se como um dos principais instrumentos do
calculo gréfico.

Datada do séc. XVII, a régua de calculo - instrumento de origem inglesa, equivalente
grafica das tabelas de logaritmos - surge mais tarde como um nomograma de escalas
méveis. Vdrios outros instrumentos antigos ficaram ligados & histéria da nomografia.

Como resultado dos trabalhos da revolugdo Francesa para impor um novo sistema de
pesos e medidas surgem as primeiras tabelas graficas. De modo a facilitar a passagem do
sistema antigo para o novo sistema surgiu uma lei que permitia a construgao de escalas
métricas apropriadas para a realizacao das conversdes sem qualquer célculo.

Louis-Ezéquiel Pouchet (1748-1809) escreveu uma obra da qual se realizaram trés
edigdes [Pou 1794, Pou 1795a, Pou 1797, todas elas com titulos diferentes. Como anexo
da segunda edi¢do [Pouchet 1795a] surge um tratado de ”"Aritmética Linear” que serd
assunto de uma publicacao separada e ao qual é dedicado um capitulo na terceira edigao.
Segundo Pouchet:
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"A aritmética linear consiste na capacidade de efectuar todos os cdlculos possiveis,
através do compasso, sobre um conjunto de linhas divididas, subdivididas e combinadas,
de forma a produzir todos os cdlculos que se possa desejar/...] a critica ndo deizard de
atribuir ao meu sistema uma falta de precisio [...] mas este método poderd servir em
vdrias situagdes [...] onde se procura ter a solugao aprozimada do problema’.

Na tltima versio dessa aritmética linear assiste-se ao nascimento do conceito de tabela
grafica, rede de linhas sobre a qual pode ler-se directamente, sem grandes manipulagées,
o resultado de uma operac¢io. Historicamente esta ultima versdo é de grande importancia
j4 que é neste trabalho que surge pela primeira vez a expressdao ”"célculo grifico”. Para
Pouchet estava encontrada a forma de compor tabelas universais de modo a solucionar
todos os problemas, passando do uso do compasso para a simples leitura das tabelas.
Pouchet ficou conhecido como o fundador desta disciplina.

Através das tabelas gréficas de Pouchet é possivel efectuar as operagdes elementares:
adigdo, subtracgdo, multiplica¢do, divisdo, mudanga de unidade. Os seus dbacos sdo
constituidos por dois feixes de linhas rectas cotadas, verticais e horizontais, através das
quais passa um feixe de hipérboles também cotadas. Esta representagiao designa-se por
superficie topografica, por usar as curvas de nivel de uma determinada fungéo, e pode ser
aplicada a todas as relagdes f(r,y, z) entre trés varidveis (figura 1.1).
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Figura 1.1: Tabela gréfica de Pouchet

Um exemplo desta representagao é o caso da multiplicagdo z = zy que se ird analisar
no decorrer desta tese mas cuja tabela se encontra acima. Por vezes surgem valores que
nao aparecem directamente no grafico, nestes casos é necessario recorrer a interpolagao a
vista.
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1.1.1 Lalanne e os abacos de rectas concorrentes

Em 1843, Léon-Louis Lalanne (1811-1892) - engenheiro de "Ponts et Chaussées- teve um
papel decisivo na teoria dos 4bacos. Para Lalanne deviam utilizar-se escalas nio regulares,
substituindo as varidveis primitivas por fungdes auxiliares devidamente escolhidas, de
modo a que as curvas do terceiro feixe resultassem também numa familia de linhas rectas.

Com este intuito, no exemplo citado da multiplicagdo, aplicou logaritmos a relagao
z = zy, donde resulta Inz = Inz + Iny. A escala das abcissas passa a estar graduada
segundo a nova varidvel ' = Inz e a escala das ordenadas segundo ' = Iny. Desta
forma a familia de hipérboles do terceiro feixe resulta num feixe de rectas de equagao
' +y —Inz =0 (figura 1.2).
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Figura 1.2: Tabela grafica de Lalanne

A este processo Lalanne atribui a designacao de ”anamorfose geométrica” por seme-

lhanga com um fenémeno éptico. Neste contexto surge pela primeira vez a designagao de
abaco.

Através da anamorfose de Lalanne uma relagao entre trés varidveis transforma-se num
dbaco de trés familias de rectas. Os dbacos de rectas concorrentes apresentam grandes

vantagens ja que tém uma constru¢ao mais facil que os dbacos anteriores, uma vez que
para definir uma recta bastam dois pontos.

Os dbacos de Lalanne foram introduzidos nos trabalhos piiblicos obtendo um grande
sucesso. Apos 1843 a administracao francesa enviou a todos os seus engenheiros tabelas

graficas que permitiam o calculo das superficies de aterro e de desaterro relativas ao perfil
das ruas e vias férreas.
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A grande capacidade de resolugdo de problemas complexos levou a que o recurso as
ferramentas do calculo fosse cada vez mais vantajoso. Um exemplo, destas ferramentas,
é o calculador universal de Lalanne que ele refere em 1846. Esta ferramenta tem a forma
de um livro contendo 64 paginas de explica¢des ¢ um nomograma. Através dela é possivel
efectuar varias operagdes: a multiplicagio, a divisdo, a determinagdao de poténcias, a
extracgio de raizes, a multiplicagio e divisdo por 7, a determinagio da area de circulos e
volumes de esferas.

Na prética os dbacos de rectas concorrentes (4bacos de cruzamento) também se revelam
bastante vantajosos no caso dos problemas do terceiro grau, ou seja, no caso de equagoes
gerais de terceiro grau, na varidvel z, tomadas na forma reduzida 22 +zz+y =0 (figura
1.3)
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Figura 1.3: Abaco de rectas concorrentes para a equagao z3 +zz+y =0

Seguindo o trabalho de Pouchet e Lalanne muitas outras tabelas graficas foram cons-
truidas durante o séc. XIX. No entanto, apenas no final deste século as nogoes matematicas
subjacentes a construgdo dos dbacos foram estudadas e generalizadas numa disciplina
auténoma do calculo gréfico.

1.1.2 Maurice d’Ocagne e os abacos de alinhamento

Maurice d’Ocagne (1862-1938) - engenheiro e professor na Escola ”Ponts et Chausées”,
professor de geometria na escola politécnica a partir de 1912 - teve um papel prepon-
derante na criagdo da nova disciplina & qual ele atribuiu a designagio de nomografia.
Ocagne desenvolveu varios trabalhos relativos a este assunto de onde se destacam dois:
Nomographie[Ocagne 1891] e Traité de Nomographie|Ocagne 1899].

Faguliade do Cidncine dn Pore
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A obra de Maurice d’Ocagne no dominio do cilculo gréfico foi notdvel. Até esta
fase a ciéncia dos dbacos limitava-se & construgdo de tabelas gréaficas para equacoes de
trés variaveis recorrendo a feixes de linhas concorrentes que por anamorfose se poderiam
transformar em feixes de rectas concorrentes (ver por exemplo, a figura 1.3).

Ocagne estudou a possibilidade de aplicar os nomogramas de linhas concorrentes a
equagoes com mais do que trés varidveis. Para além disso Ocagne explorou a geometria
projectiva, nomeadamente o principio da dualidade, com o intuito de transformar os
nomogramas de rectas concorrentes de Lalanne em nomogramas de pontos alinhados
[Ocagne 1884]. '

Com este objectivo Ocagne introduziu as ” coordenadas paralelas”. Neste novo sistema
de coordenadas consideram-se dois eixos paralelos fixos. Como veremos com detalhe, o
ponto de coordenadas (z,y) é representado pela recta que une o ponto de abcissa =
sobre o primeiro eixo ao ponto de abcissa y segundo o segundo eixo. A recta de equagao
ux + vy + w = 0 é representada pelo ponto de interseccao das rectas que correspondem
respectivamente as coordenadas paralelas (—%,0) e (0, —%).

Pelo principio da dualidade trés rectas concorrentes sao transformadas em trés pontos
alinhados surgindo os nomogramas de pontos alinhados.

Dada a simplicidade da aplicagdo dos nomogramas de pontos alinhados, muitos foram
os investigadores que demonstraram interesse por esta ferramenta. Do ”"Traité de Nomo-
graphie”[Oca 1899] de Ocagne resultaram 59 tradugdes ou adaptagdes em 14 linguas. Ao
longo da sua carreira Ocagne reuniu vérias dezenas de nomogramas no dominio da fisica,
da topografia, da aviagao, etc.

Paralelamente ao trabalho de Ocagne muitas outras tentativas foram feitas com o in-
tuito de representar equagoes com mais do que trés varidveis. Em 1922 dois concorrentes
de Ocagne, Charles Lallemand e Rodolphe Soreau que também contribuiram para o desen-
volvimento da teoria dos dbacos, questionaram as origens da nomografia e a paternidade
das varias nocoes subjacentes.

A aplicagdo dos nomogramas continuou durante o séc. XX. Durante a década de
1950 as industrias de petréleo e as indistrias quimicas recorreram aos nomogramas como
se evidencia em varias publicagdes nomeadamente nos Estados Unidos e no Museu da
Ciéncia em Londres. Apds 1950 é essencialmente na Rissia e nos paises de Leste que a
nomografia continua a desempenhar um papel importante facto que pode ser justificado
pelo atraso da chegada de material electrénico a estes paises.

Neste trabalho procura-se para além de salientar a importancia que os nomogramas
desempenharam na sociedade hd algumas dezenas de anos atrds, analisar a aplicacao da
nomografia na resolucdo de equagdes quadraticas, cibicas e biquadraticas e na resolugao
de tridngulos esféricos.




Capitulo 2

Conceitos Fundamentais - Escalas

A Nomografia permite resolver através de um sistema de linhas cotadas, designado por
abaco ou nomograma, todos os problemas relativos a um determinado tipo de relagoes -
relagoes entre duas varidveis, relagoes entre trés variaveis e relagoes entre mais do que trés
variaveis. Ela aplica-se sempre que estd envolvida uma mesma relagao, que se pretende
utilizar varias vezes, mas que, em cada caso, sdo fornecidos valores diferentes dos dados
(pardmetros).

Em Nomografia existem algumas nogoes fundamentais - a nogao de ponto cotado,
escala e campo binario, que passamos a rever.

» Definigoes 2.1 ...

1. Um ponto cotado é um ponto no plano ao qual é atribuido uma ou vdrias cotas
numericas.

2. Uma escala é um conjunto de pontos cotados dependendo de um sé pardimetro a
que se chama cota. Designando por o a cota, a escala dir-se-d a escala a.

Num sistema de coordenadas rectangulares x, y para o plano, a equagio da escala a é

dada por:
g = f(a)
2.0.1
{ y = g(a) 201)
onde f e g sdo fungdes dadas (diferencidveis) do pardmetro a.

Se o = ap é uma cota particular, o ponto (zg = f(a),% = g(ag)) diz-se o ponto
de cota ayp. Se agora se atribuem ao parametro a os valores ay, az, as, ..., oy, em geral
equidistantes, e se se calculam os valores correspondentes das coordenadas, obtém-se os
pontos cotados oy, as, g, ..., @,. Ao unir estes pontos por uma linha continua, definida
pelas equagdes (2.0.1), obtém-se a escala . A linha é o suporte da escala (figura 2.1).

O sentido da escala é o sentido de crescimento das suas cotas. Na pratica é impossivel
graduar cada ponto. Por vezes torna-se necessidrio recorrer & designada interpolagdo d
vista, isto €, a partir das cotas efectivamente presentes na escala fazer uma aproximagcio
de modo a determinar os valores intermédios. A interpolacio A vista exerce-se de uma
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Figura 2.1: Escala «

forma mais facilitada e rigorosa no caso de um sistema de pontos distribuido sobre uma
recta do que sobre um sistema de curvas e mesmo sobre um sistema de rectas.

A graduagio da escala deve ser construida de modo a facilitar a0 méximo a resolugao
de problemas do tipo:

e posicionar um ponto sobre a escala, dada a sua cota;

e encontrar a cota de um ponto da escala;

» Definicao 2.1 ... O escalao é a diferenga, geralmente constante, de duas cotas
consecutivas.

» Exemplo 2.1 (Escala Rectilinea) ... Esta é uma escala cujo suporte é uma
recta.

Supondo que o suporte da escala rectilinea « coincide com o eixo das abcissas, a
equacao da escala rectilinea serd dada pela expressao

r=mf(a) (e y=0) (2.0.2)

onde m é o chamado médulo da escala. Quando f(a) = 0 vem que z = 0 e quando
f(a) =1 a abcissa é £ = m. Concluimos pois que o0 médulo é um segmento, em geral
medido em mm, que corresponde a uma variagido da fun¢ao de uma unidade.

Suponhamos que a fun¢do f(a) é estritamente crescente e que
o Sa<a

Seja L o comprimento da escala a compreendida entre os pontos de cotas a; e as. Vem
entao que
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L = 20—m
= mf(ea) — mf(en)
= m[f(az) — f(a)] (2.0.3)

donde resulta que o médulo m, para o qual a escala a tem comprimento L, entre a; e ag,

é dado por:

= — (2.0.4)

flaz) — fa)

De uma forma geral uma escala rectilinea é obtida marcando sobre uma recta, através
de pequenos tragos transversais, uma sucessdo de pontos e escrevendo nesses tragos um
conjunto de niimeros crescentes - as cotas da escala. Elas representam os valores sucessivos
de uma certa varidvel. A distancia de um trago a um ponto fixo serd func¢ao da cota desse
traco.

As escalas rectilineas podem ser de dois tipos: (i). escalas métricas e (ii). escalas
funcionais, que, de seguida, se estudam mais em detalhe.

2.1 Escalas Métricas
Uma escala rectilinea diz-se uma escala métrica se a fungdo f que surge em (2.0.2), é
a identidade: f(a) = . A equacdo da escala métrica é pois definida por

= mo

onde m é o médulo da escala.

As escalas métricas tém as divisoes equidistantes, ou seja, duas cotas sucessivas diferem
entre si por um valor constante.

» Exemplo 2.2 ... Construa-se a escala métrica z = ma de médulo m = 43,2 mm
com 0 < a <1 (figura 2.2).

Figura 2.2: Escala métrica de médulo m = 43.2 mm

A equacido da escala « é definida por

T =43.2a

Atribuem-se valores a « entre 0 e 1, com passo constante igual a 0.1, e a partir do
ponto O tragam-se segmentos com os valores encontrados.
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2.1.1 Meétodos simplificados de construgao de escalas métricas

Tridngulo de Escalas Métricas:

Para tracar rapidamente escalas métricas de mddulos diferentes pode recorrer-se ao
tridngulo de escalas métricas. Para isso constréi-se uma escala métrica qualquer, por
exemplo, de médulo 100 mm entre 0 e 1. Exteriormente & escala escolhe-se um ponto
arbitrario que se une aos pontos da escala. Paralelamente ao suporte da escala tragam-se
rectas equidistantes de 5 mm. Desta forma obtém-se o tridngulo de escalas métricas que
permite construir escalas métricas de 0 a 1, com um qualquer médulo compreendido entre

15 mm e 100 mm.

" ¥
AN N ‘\\ ////7
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|\ 1 7 /7
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\Y\\ \\ \\ \\ I[ // // ///
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Figura 2.3: Tridngulo de escalas métricas

» Exemplo 2.3 Construa-se uma escala métrica de médulo m = 93 mm entre 0 e 1.

Com o apoio de uma folha de papel marquem-se dois tragos que distem 93 mm. Ao
trago do lado esquerdo atribua-se a cota 0 e ao da direita a cota 1. Aplique-se essa tira
de papel sobre o tridngulo de escalas métricas de modo que fique paralela a escala e que
o trago da esquerda coincida com a recta 0 e o da direita com a recta que une o ponto
exterior a 1. De seguida marquem-se os pontos de intersec¢do na tira de papel com as
restantes rectas e construa-se a escala. Com o intuito de tragar os pontos intermédios
sobre uma escala métrica divide-se o intervalo entre dois tragos em duas, cinco ou dez
partes. De modo a realizar esta operagao utilizam-se os tridngulos pequenos de escalas
métricas com trés, seis ou onze divisdes representado abaixo (figura 2.4).

Familia Regular de Rectas Paralelas:

Para construir escalas métricas de médulos diferentes pode, também, recorrer-se as
familias de rectas paralelas. Neste caso o médulo da escala a construir é sempre superior
ao da familia de rectas paralelas.
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Figura 2.4: Tridngulos de escalas métricas para a divisdo de um intervalo em duas, cinco
ou dez partes iguais

» Exemplo 2.4 Construa-se uma escala métrica de médulo m = 135mm entre 0 e
8

Represente-se uma familia de rectas paralelas recorrendo a uma escala métrica de
médulo m = 100 mm entre 0 e 1. Construa-se uma escala métrica de médulo m = 135
mm. De modo andlogo ao anterior, comece-se por considerar numa tira de papel dois
tracos que distem 135 mm. Ao traco da esquerda atribua-se a cota 0 e ao da direita a
cota 1. Aplique-se essa tira de papel sobre a familia de rectas paralelas de modo que o
traco da esquerda se sobreponha sobre a recta de cota 0 e o da direita sobre a recta de
cota 1. De seguida marquem-se os pontos de intersec¢ao da tira de papel com todas as
outra rectas paralelas.

5
B
B!

s
<]
]

N\

Figura 2.5: Construcdo de uma escala métrica de médulo 135mm entre 0 e 1 através de
uma familia regular de rectas paralelas
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2.2 Escalas Funcionais

» Definicdo 2.2 ...Uma escala rectilinea diz-se uma escala funcional se os segmen-
tos considerados a partir da origem representam, relativamente a um modulo m escolhido,
o0s valores que uma fungdo toma para valores crescentes da varidvel:

z =mf(a)

FEstes qiltimos designam a cota dos pontos de divisao da escala.

A distancia de um trago a origem da escala corresponde ao valor da fun¢ao quando
se toma o mddulo para unidade. O intervalo (isto é, distancia que separa dois pontos
consecutivos da escala) de uma escala funcional ndo é, em geral, constante. Na verdade
para certas escalas o intervalo diminue quando as cotas aumentam. Portanto s6 é possivel
manter o escaldo (isto é, a diferenca, em geral constante, entre as cotas de dois pontos
consecutivos da escala) até ao momento em que esse escaldo permite estabelecer inter-
polagoes precisas. O ponto que marca sobre a escala a mudanga de escalao designa-se por
cesura.

» Defini¢do 2.3 ...Uma escala funcional x = mf(a), diz-se logaritmica se a fun¢io
f for da forma f(a) = loga, sinusoidal se f(a) = sina ou f(a) = cos«, quadrdtica
se f(a) = o?, de poténcias se f(a) = o™, onde n é uma constante e é homogridfica se
fla) = gﬁﬁ onde a, b, ¢ e d sdo constantes. Esta ultima escala tem também a designagdo
de escala projectiva jdi que pode ser obtida através da projec¢ido de uma escala métrica

rectilinea sobre uma recta a partir de um ponto nela ndo contido.
Escala Logaritmica

» Definicao 2.4 ...A Escala Logaritmica é definida através da equagao
z = mlog(a) (2.2.1)

(0 logaritmo é de base 10). Para o = 1, z = 0 e para a = 10 tem-se ¢ = m. O mddulo
da escala logaritmica o € o comprimento do segmento da escala cujas extremidades sao
os pontos de cotas 1 e 10.

» Exemplo 2.5 Construa-se a escala logaritmica a de mdédulo m = 100mm entre 1
e 10. Neste caso, a equacao da escala « é definida por z = 100 log a.

Trace-se a recta suporte da escala. Escolha-se a origem O e no sentido positivo
marquem-se os pontos obtidos apds substituir a pelos valores 1,2,---,10 e calculando
as distancias correspondentes 30.1mm, 47.7mm, 60.2mm, etc.... Depois constroem-se os
intervalos mais finos. De 1 a 2, marcando tragos de 0.1 em 0.1, de 2 a 5, de 0.2 em 0.2,
etc... (figura 2.6).
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Figura 2.6: Escala logaritmica a de médulo 100mm entre 1 e 10

A escala logaritmica caracteriza-se por uma espécie de periodicidade que se deve ao
facto de que a distancia entre os pontos cotados a; e ay depende unicamente da razao
entre essas cotas. Na verdade, a distancia de dois pontos cotados a; e a; é dada pela
férmula:

L =mlogas —mloga
isto €,
125
L =mlog —
A .
Ao considerar as distancias entre os pontos de cota 1 e 2,2e4,5¢e 10,10 e 20, 20 e
40 sobre uma escala logaritmica verifica-se que as distancias sao iguais.

Caso se tomem sobre a escala logaritmica pontos da forma a, 10a, 100a, 1000a, etc
conclui-se que as distancias entre dois pontos consecutivos sdo sempre iguais entre elas e
iguais ao médulo m da escala.

1
L:mlog%:mlogm:m

100a
L=mlo = mlog 10 = m, et
g 10a m log m, etc
7 b 0z 105 1007 1004 1000
P - =] L ——> <—|+—-| -
| e [} e B [} e | e [}

Figura 2.7: Esquema de uma escala logaritmica de médulo m entre a e 1000a

Na verdade a graduagao da escala é a mesma de 0.01 até 0.1; de 0.1 até 1, de 1 até 10,
de 10 até 100. Logo para construir toda a escala é suficiente conhecer a porcao da escala
compreendida entre 1 e 10 , facto que na pratica se revela bastante vantajoso.

Métodos Simplificados de construgao de escalas logaritmicas

Telas Logaritmicas

Para construir as escalas logaritmicas recorre-se, geralmente, a telas logaritmicas
preparadas antecipadamente, isto é a escalas logaritmicas de 1 a 10 com varios médulos
tragados sobre tiras de papel.
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Figura 2.8: Tela logaritmica de médulo 100mm

Tridngulo de escalas logaritmicas

Muitas vezes recorre-se ao triangulo de escalas logaritmicas para tragar rapidamente
as escalas logaritmicas de varios médulos. Trace-se uma escala logaritmica, por exemplo
de médulo 100 mm de 1 a 10, escolha-se exteriormente um ponto abaixo da escala que se
ird unir aos pontos da mesma e levante-se em seguida paralelas ao suporte da escala com

intervalos de 5 mm. Obtém-se um tridngulo de escalas logaritmicas (figura 2.9).

/7///;
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Figura 2.9: Triangulo de escalas logaritmicas

Familia Logaritmica de Rectas Paralelas

Para construir rapidamente escalas logaritmicas de médulos diferentes pode utilizar-se
uma familia de rectas paralelas. Na figura seguinte representa-se uma familia de 1 a 10
através de uma escala logaritmica de médulo 100 mm e constréi-se uma escala logaritmica
de médulo 145mm entre 1 e 10 (figura 2.10).

» Exemplo 2.6 Construa-se uma escala logaritmica a de 2 a 5, de médulo m=173
mm utilizando uma familia de rectas paralelas.

Se tomar para origem da escala logaritmica o o ponto cotado a; a equagio da escala

a define-se por:

z = m(loga — log ay)
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Figura 2.10: Familia logaritmica de rectas paralelas e construgéo de uma escala logaritmica
de médulo 145 mm entre 1 e 10

Na verdade, para @ = ay, tem-se x = 0. Neste caso m = 173mm, a; = 2. A equacao da

escala a é pois
z = 173(log o — log 2)

Para @ = 2 obtém-se ¢ = 0. Para o = 5, x = 173(logh — log2) = 173log2.5 =
173.0, 398 = 68.9mm. Portanto marquem-se dois tragos que distem 68.9 mm. Ao trago
esquerdo associe-se a cota 2 e ao trago direito a cota 5. Recorrendo a familia de rectas
paralelas defina-se a escala a de modo que o ponto de cota 2 coincida na recta de cota 2
e o ponto de cota 5 recaia sobre a recta de cota 5.

2.3 Escalas Derivadas e Transformadas

Se numa folha de papel se marcar a escala da fungao f(a), é possivel produzir uma outra
escala, a escala da fungdo f(p(a)), a que se chama uma escala derivada da primeira.
Apés ter calculado os valores de ¢(a), para os a escolhidos, recorre-se a tira de papel
para determinar o comprimento a que correspondem esses ¢(a), € marcam-se sobre um
eixo esses pontos correspondentes, a que se atribuem a cota a. E deste modo que se
constroem escalas da forma log(aa+b), que se transformam como uma escala logaritmica,
assim como as escalas aa + b que utilizam uma escala métrica.

Por outro lado pode recorrer-se a escala de f(a) para construir as escalas das fungoes
da forma ¢[f(a)] que se designam por transformadas de f(a). Quando a fungio ¢ é
racional e inteira esta construcido pode efectuar-se através de projecgdes sucessivas. O
caso mais frequente é aquele em que a escala transformada é da forma:

b
cf(a) +d
que se obtém pela projeccio de f(a) a partir de um centro conveniente. Diz-se que esta

escala é projectiva de f(a).
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Escala Projectiva

» Definicio 2.5 ...A Escala Projectiva resulta da projec¢io de uma escala métrica
(uniforme), a partir do centro P, sobre uma recta (figura 2.11).

uniforme

[0

/ projectiva

) /x1 .- * e *

Figura 2.11: Escala Projectiva

Por construgdo a escala métrica e a escala projectiva « terao a mesma cota a; no
ponto de intersecgao.

Suponhamos que a escala métrica é dada pelas equacoes:
Tm = Aja+ B

2.3.1

{ym = Aza+Bg ( 3 )

onde A;, By, A; e B, sdo constantes. Para coordenadas do ponto P consideremos A e
B e por z, e y, as coordenadas dos pontos da escala projectiva. Uma vez que a escala
projectiva coincide com o eixo Oz, y, = 0.

Por construgao, e ja referido acima, o ponto P, o ponto cotado a da escala métrica e
o ponto cotado o da escala projectiva estao alinhados, logo verifica-se a igualdade:

A B 1
B Hw 1|=0 (2.3.2)
Tp Yp 1

Recorrendo as equagdes (2.3.1) e considerando que y, = 0 conclui-se da equagao (2.3.2)
que:

(AAg = BAl)a =+ ABg = BB]
Aga + Bg — B

I, =
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Substituindo z, por z e tomando a = AA,—BAy, b= AB,—BB;,c = Ayed = B,—B,
resulta a equacao da escala projectiva

_aa-l—b

— 2.3.3
T +d ( )
O segundo membro é uma fung¢do homogréfica. Supde-se sempre que
a b
e d ‘ #0 (2.3.4)

De salientar que para c=0 a escala projectiva transforma-se em escala métrica.

Existem varios métodos para construir a escala projectiva recorrendo as suas pro-
priedades fundamentais. Vamos citar dois deles.

Num primeiro método note-se que o ponto P pode ser obtido pela intersec¢ao de duas
quaisquer semi-rectas projectivas.

Pela equacio (2.3.3) da escala projectiva «, atribuam-se trés valores quaisquer a
varidvel a e calculem-se os valores correspondentes da abcissa x, por exemplo, T, Z2
€ I3.

Construam-se esses pontos da escala projectiva a tomando sobre o eixo Oz os pontos
Z1, Ty e x3 atribuindo-lhes as cotas oy, a2 e as. Pelo ponto de cota «; trace-se uma
qualquer recta e construa-se sobre ela uma escala métrica conveniente de modo que o0s
pontos a; das escalas métrica e projectiva coincidam. Tracem-se as rectas a passar pelos
pontos cotados o, e ag a partir das escalas métrica e projectiva. O ponto de intersecgao
das rectas ser4 o ponto P. A partir de P projecta-se a escala métrica sobre Ox e constrdi-se
a escala projectiva.

Num segundo método comece-se por tragar sobre uma folha de papel um feixe de rectas
regular nos limites dados de a. Marca-se sobre uma tira de papel os pontos cotados a,
as e aj da escala projectiva. Em seguida faz-se deslizar esta tira sobre o feixe de rectas de
modo a que o ponto oy coincida sobre a recta ay, que o ponto a; coincida sobre a recta
as e por fim que o ponto a3 coincida sobre a recta as. Marque-se em seguida os pontos
de intersecgdo das outras rectas com a tira e construa-se a escala (figura 2.12).

2.4 Campo Binario

» Definicio 2.6 ...Um Campo Bindrio é um conjunto de pontos cotados depen-
dendo de dois parametros, a e 3.

Num sistema de coordenadas rectangulares Oy as equagoes do campo bindrio definem-
se por:

f(a, B)
9(a, B)

Y e
@ 8
1

(2.4.1)
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Figura 2.12: Construgio de uma escala projectiva através de um feixe regular de rectas

B

Figura 2.13: Campo Bindrio (a, 3)

Apenas um e um s6 par de valores = e y estd associado a cada par de valores @ e f3.
Ao atribuir as varidveis a e 8 quaisquer valores ag e By determinam-se através de (2.4.1)
as coordenadas g e yo do ponto correspondente do campo (ag, ). De modo similar se
constroem todos os outros pontos.

O Campo Bindrio (o, 3) é representado por uma familia de linhas o e por uma familia
de linhas 3 e apresenta-se sob a forma de uma rede. Cada ponto do campo bindrio resulta
da interseccao de linhas a e 3 de cotas dadas.

Um campo binério pode ser considerado como uma generalizacao da escala. Se tomar-
mos, por exemplo, 3 = ff; obtém-se as equagdes da escala a, para esse valor fixo de

B

L = f(a!ﬁ[))
2.4.2
{ y = gla,f) (242)
De modo analogo construa-se a escala a para os valores 3y, s, ..., Bn de 5. Unam-se

os pontos da escala « com a mesma cota por uma linha & qual ficard atribuida essa cota
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(figura 2.14). Deste modo fica definido o campo bindrio (o, ) composto pelas familias de

linhas cotadas a e .
B1 B2 Ba Bn

Figura 2.14: Construcdo da escala o para valores fixos de J

Eliminando sucessivamente as varidveis « e 3 nas equagoes (2.4.1), obtém-se as equa-
coes das familias de linhas a e 3, em forma implicita:

Fi(a,z,y) =0 (2.4.3)

(B, z,y) =0 (2.44)

Recorrendo as equagdes anteriores também é possivel construir o campo bindrio.
Atribuindo valores a «, determinam-se a partir da equagio (2.4.3) os valores de z e y
que correspondem a esses « e constréi-se a familia de linhas a. De modo andlogo e
recorrendo & equagao (2.4.4) constroem-se as linhas f3.

Redes funcionais sao outra possivel designagido para campos binarios. Introduzindo os
mddulos m e n na equagido do campo binério (ou rede funcional) resulta:

z = mf(e,pf)
24.5
{ y = ng(a,pB) (245)
As redes mais correntes sdo definidas pelas equagoes:
z = mf(a)
2.4.6
{ y = ng(B) (246)
As redes métricas, logaritmicas e semi-logaritmicas tém por equagoes respectivamente:
T = ma
2.4.7
{ y = np (247)

r = mlog(a)
B =
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T = ma
{y — nlog(B) (2.4.9)

Na vida do dia-a-dia encontravam-se, muitas vezes, no comércio papel logaritmico e
papel semi-logaritmico para vérios médulos e limites, redes triangulares, papel em coor-
denadas polares, varios tipos de papel para o controle de qualidade da produgéo, as telas
de probabilidades, o papel sinusoidal, as redes transformadas para a projecgao para a
escolha dos parametros das férmulas empiricas.




Capitulo 3

Abacos de Cruzamento

Para expor os principios da nomografia vamos usar as notagoes frequentes na obra de
Ocagne: as vérias varidveis intervenientes numa dada equagdo sao representadas pela
mesma letra, por exemplo 2, & qual se atribuem indices correspondentes, z;, 23, 23,... Por
outro lado, o simbolo f; designa uma fun¢éo apenas da varidvel z;, fi» uma fungio das
varidveis 2, e 23 e fi23 uma funcdo das variaveis z;, 23 e 23.

Quando uma fungdo de uma varidvel, 2z = f(z1), é representada por uma curva, os
valores de z; sao tomados no eixo de z; e os valores de z; sao representados por linhas
perpendiculares ao eixo de z;. Desta forma obtem-se o grafico usual da funcao f.

Do mesmo modo, uma funcao de duas varidveis independentes

z3 = fiz = f(zhzz)

pode ser representada considerando z; e z; como coordenadas rectangulares, levantando
linhas perpendiculares ao plano z;z;, em todos os pontos (z1, z2), onde f(z1, z;) é definida
e considerando os comprimentos das perpendiculares proporcionais a z3. Deste modo
obtem-se o grafico usual da fungdo fi;3 como uma superficie no espago.

Considerando todos os pontos, no dominio das varidveis z; e 22, em que fio = f(21, 22)
toma o mesmo valor constante «, define-se uma curva no plano 2; z, que se chama a curva
de nivel da funcdo f;, correspondente ao nivel a. Tomem-se varias destas curvas de nivel,
cotadas pelo respectivo nivel. Caso estas curvas estejam suficientemente préximas, para
além de ser possivel determinar o valor de f(z1, 22), relativamente a alguma das curvas
consideradas, também é possivel, através de interpolagao a vista determinar o valor de
f(z1, 22) em algum ponto entre duas curvas. E conveniente escolher valores equidistantes
de f(z1,22) de modo a facilitar a interpolagao.

Os dbacos de cruzamento permitem representar equacoes com trés varidveis da forma
f123 = 0 (301)

Se atribuirmos sucessivamente a uma das variaveis, por exemplo, z3, valores crescentes
a partir de um certo valor, separados por escales iguais, entdo, para cada um desses
valores fixos da varidvel z3, a equagdo (3.0.1) transforma-se numa equagido com duas
variaveis z; e 23 que se representa por uma curva e a qual se atribui a cota z3.

24
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A relagao (3.0.1) surge, muitas vezes, na forma:

29 = ¢*(Zl, 23) (302)

Com o intuito de tracar o 4baco de cruzamento, relativo a4 equagao (3.0.2), toma-se
um campo bindrio arbitrdrio de variavéis z; e z;. Atribuindo a varidvel z3 uma série de
valores fixos e tragando na rede (21, 22) 0s grificos das relagdes 2y = ¢(21, 23), para valores
fixos de z3, obtém-se o dbaco de cruzamento:

]

L

11 L

Figura 3.1: Esquema de um nomograma para equagdes da forma fio3 =0

» Definicdao 3.1 ...0 ponto resolvente ou de resolucao é o ponto de interseccio
das linhas cotadas z;, 22 e 23 em que as varidveis z1, 22 € z3 verificam a equagao f(z, 22, 23) =
0.

Nos dbacos de cruzamento cada uma das varidveis pode desempenhar o papel da
incégnita desconhecida. Assim, por exemplo, conhecendo z; e z; determina-se z3. Para
isso define-se o ponto de intersec¢io das linhas 2; e 2, e a cota da linha 23, que passa por
esse ponto, fornece a solu¢ao procurada.

Se relativamente a um sistema de coordenadas rectangulares XOY', o campo binério,
formado pelas familias de curvas z; e 23, é definido implicitamente pelas equagoes:

alX; Y zi) = U
B(X,Y;22) = 0

resta eliminar 2; e 2, entre estas equagoes e a equagdo dada (3.0.1) de forma a obter a
terceira familia de curvas:

(3.0.3)

§X,Y;23) =0 (3.0.4)

Por outro lado se eliminar X e Y nas equagoes:
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a(X,Y;2) = 0
B(X,Y;z) = 0 (3.0.5)
0X,Y;23) = 0

obtém-se a equacdo (3.0.1). Logo as curvas representadas por estas trés equagoes intersectam-
se num mesmo ponto (21, 22, 23) que satisfaz a equacdo f(z1, 22,23) =0

» Exemplo 3.1 Considere-se a equagio com trés varidveis:
z—2y =0

(aqui regressamos as notagdes mais usuais, neste contexto, = = 21,y = 23 € 2 = z3).
Com o intuito de construir o nomograma correspondente a esta equagdo representa-se
relativamente a um sistema de eixos cartesianos XOY as rectas X =z e Y =y e as
curvas de nivel XY = z (z,y e z constantes).

Ao atribuir as varidveis X e Y os valores = e y respectivamente, o valor de Z tal que
(z,y, z) satisfaga a equagdo dada, isto é, tal que z — x3y = 0, corresponde ao nivel z da
curva de nivel que passa no ponto de intersecgao das duas rectas X =z eY = y.

Este nomograma podia também ser construido considerando o sistema de eixos carte-
sianos X(OZ, juntamente com o campo bindrio definido pelas rectas X =z e Z = 2, e as
curvas de nivel relativas a valores constantes de Y, diga-se Y = y, isto é, o conjunto dos
pontos (X, Z) tais que Z = yX?® (z,y e z constantes). A leitura da solugio faz-se por um
processo analogo ao anterior.

Por fim existe uma terceira possibilidade de construg¢io do dbaco em que se considera
um sistema de eixos cartesianos YOZ, as rectas Y =y e Z = z, e as curvas de nivel
relativas a valores constantes de X, isto é, o conjunto dos pontos (Y, Z) tais que Z = z°Y.
Neste caso a construgao fica facilitada uma vez que o nomograma é formado apenas por
linhas rectas.

Assim para este exemplo e considerando a primeira proposta de construcio apresen-
tada resulta:

alX, ;) = X-—& = D
BX,Yiy) = Y-y =0 (3.0.6)
HX,Y2) = X¥-2 = 0

Em sintese um dbaco de cruzamento para uma equagio do tipo (3.0.1), fi123 = 0, pode
ser construido de duas formas:

¢ Processo Sintético - neste caso constréi-se um campo bindrio arbitrario (2, z;)
no intervalo de variagdo das varidveis (ou entdo utiliza-se uma escala funcional j4
construida). Em seguida tracam-se ponto por ponto a familia de linhas z3 através
da equagdo (3.0.2) na rede (2, 22). Neste caso niio é necessario conhecer as equagoes
das familias das linhas z;, 25 e z3 visto ndo se recorrer a um sistema de coordenadas
rectangulares.




3.1. Abacos de Cruzamento Rectilineo 27

e Processo Analitico- Neste caso introduz-se um sistema de coordenadas rectangu-
lares zOy. Sao dadas as equagdes de duas familias de linhas (ou equivalentemente
as equacdes do campo binério) e utilizando a equagao (3.0.1) e a equagao das duas
familias dadas determina-se a equacio da terceira familia. De seguida tragam-se se-
paradamente as trés familias de rectas que irdo dar origem ao dbaco de cruzamento
da equagao (3.0.1).

3.1 Abacos de Cruzamento Rectilineo

» Definicdo 3.2 ...Um dbaco de cruzamento rectilineo é um dbaco de cruza-
mento constituido por trés familias de rectas z1, 23 € z3.

3 4

Figura 3.2: Esquema de um &baco de cruzamento rectilineo

Considerem-se as trés familias de rectas definidas por:

<

e, y;21): iz +qy+h =
oz, y;22) © for + g2y + ha
p(x,y;23): fsx+gsy+hs = 0

Il
o

(3.1.1)

Eliminando z e y nestas equagdes, obtém-se a equagao F'(z1, 22, 23) = 0 que neste caso
é caracterizada por:

i & hy
F(z1,20,23) = | f2 92 ha | =0 (3.1.2)
fs g3 hs

Esta equacao traduz a condigdo necessiria para que, com 2y, 22 e 23 fixos, as trés
rectas correspondentes se intersectem num mesmo ponto (z,y), isto é para que o sistema
(3.1.1) tenha solugao.

Em particular, considere-se um dbaco de cruzamento rectilineo cujas familias de rectas
21, 22 € 23 sao definidas por:
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f1$+91y+1 = i
fr+gy+l =0 (3.1.3)
frz+gy+1 = 0

As rectas definidas por estas equagdes devem passar pelo ponto de coordenadas = e y
caso 2y, z; e z3 verifiquem a equagdo procurada.

A compatibilidade do sistema de equagdes anteriores relativamente as coordenadas do
ponto z e y, é definida pelo anulamento do determinante do sistema:

i a1
f2 92 1|=0 (3.1.4)
fa g3 1

Pelo que foi visto acima a equagio (3.1.4) define um dbaco de cruzamento rectilineo.

Reciprocamente se é dada a equagao anterior, as equagoes das familias de rectas z,
2 e z3 deduzem-se das trés equagoes (3.1.3).

Podemos ainda definir um outro processo para determinar a equacao (3.1.4) repre-
sentdvel por um abaco de cruzamento rectilineo, eliminando as varidveis z e y nas equagoes
(3.1.3). Para isso subtrai-se a primeira as restantes equagoes:

(fs—g)z+(gs—g)y = 0 o
A partir das equagbes anteriores resulta

y_fh-h

Z 92— 0
y_fi-o

r 93—

de onde resulta:
ja—gt o is —Ih (3.1.6)

92— G g3 — g1

A equacdo anterior define uma outra forma de apresentar a equagao (3.1.4). Estes
dois processos sao aplicados na nomografia.

3.2 Abacos Cartesianos

Como foi visto anteriormente pode escolher-se arbitrariamente o campo binério (21, 22)
para construir o dbaco de cruzamento da equagdo f(z,22,23) = 0. Logo é possivel
estabelecer a equacio do campo de modo a que a rede (21, z2) seja ortogonal. Neste caso,
a equagao do campo serd da forma:
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z = mifiz)—adl
y = nlfa(z) —b] (82.1)

onde m, n, a e b sdo os pardmetros de transformagao.

» Definicdo 3.3 ... Um dbaco cartesiano é um dbaco de cruzamento constituido
por uma rede (21, 2;), ortogonal e uma familia de linhas z3 obtidas através da equagao
z = ¢(a1, z3).

Se tomar fi(z1) = z1 e fa(22) = 22 obtém-se um 4baco cartesiano simples com rede
métrica (z1, 22).

Caso se considere fi(z) = logz; e fa(z2) = logz; nas equagdes do campo (3.2.1)
obtém-se um 4baco cartesiano com rede logaritmica.

Geometricamente os parametros a e b definem a posicao da origem das coordenadas e m
e n os médulos das escalas 21 e 23, nos eixos das abcissas e das ordenadas, respectivamente.

Suponhamos que as fungdes fi(z1) e fa(z2) sdo monétonas crescentes, quando as
varidveis z; e z, evoluem nos limites 2z, < 23 < 21, 224 < 22 < 2. Neste caso, €
usual tomar a origem das coordenadas no ponto de cotas (214, 224) da rede (21, 22).

Pode portanto escrever-se:

0 = m[f1(Z1a)—ﬂ]

0 = n[fa(za)— 0] (32.0)

e dai que:

a = fl(zla)
b= f2(z2a)
‘A zl y
-+ /lﬂ 5
: 2
22 / /{ ] L 23 Ly
//—//: i [ 1y i
1 Z %
/'IZ 2(]_‘.7,1 T
Z

Ib

Figura 3.3: Esquema de um abaco cartesiano para a equagao z2 = ¢(21, 23)
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Suponhamos que L, é o comprimento da rede em Oz e L, o comprimento sobre o eixo
O,. Os valores dos médulos m e n para os quais a rede admite L, e L, para comprimentos,
deduzem-se das equagoes:

Ly = m{fi(21s) — fi(z14)] (3.2.3)
Ly = n[fa(z2) — fa(224)] (3.2.4)
Daqui se obtém:
= Lm
"7 hGw) - fize)
Ly
n

B f2(z2b) - f2(22a)

Analogamente ao que foi analisado anteriormente o dbaco cartesiano pode ser con-
siderado como uma representagio das curvas de nivel da superficie f(z1,22,23) = 0. As
linhas cotadas do dbaco sdo as linhas de nivel dessa superficie projectadas sobre o plano
21022.

Através deste abaco, o valor da fungdo 23 correspondente ao par de valores z; = a e
29 = b é determinado pela cota da linha que passa pelo ponto de coordenadas cartesianas

(a,b).

» Exemplo 3.2 No caso de 23 = 2322 obtém-se a tabela grafica da multiplicagao de
L.E.Pouchet, de 1795, onde as linhas cotadas sdo as hipérboles equildteras.

O produto de 6 por 5, por exemplo, é fornecido pela cota 30 da hipérbole equildtera
que passa pelo ponto de abcissa 6 e ordenada 5.

Recorrendo ao dbaco da multiplicacio de Pouchet é possivel determinar a area de
uma figura rectangular. Para isso aplique-se sobre a 4rea as linhas z3 de modo que a
origem coincida com o extremo inferior esquerdo do rectangulo e o eixo Oz com a base
do rectangulo. De seguida lé-se a resposta relativamente a z3 tendo em atencao o extremo
superior direito do rectangulo. Este modo de determinar dreas dispensa a medicao dos
segmentos z; e zg, j que estes sdo introduzidos automaticamente no abaco.

3.3 Abacos Cartesianos Rectilineos

Entre os 4bacos cartesianos, aqueles cujas linhas 23 sdo representadas por rectas oferecem
um interesse particular. Para tragar uma recta sio apenas necessarios dois pontos o que
traduz uma maior precisao relativamente a curva.

Ve

» Definicio 3.4 ...Um dbaco cartesiano rectilineo para a relagio f(z,2,23) = 0 é
um dbaco cartesiano em que as linhas 23 sio representadas por rectas.
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Figura 3.4: Nomograma da equagao z3 = 2122

Importa agora definir qual a forma da equagao (3.0.1) que pode ser representada por
um abaco cartesiano rectilineo.

Suponhamos que o dbaco ja se encontra construido. As equagdes das familias das suas
linhas correspondem a:

rectas z; : ¢ = f1(21)
rectas 2o : y = fa(z2)
rectas 23 : gs(z3)x + ha(23)y + fa(z3) =0

Eliminando z e y nas equagdes anteriores resulta a relagdo:

f193+ f2hs + f3=0 (3.3.1)
que surge como determinante
1.0 —f;
0 1 —f3|=0 (3.3.2)
95 hs f

e que é representavel por um abaco cartesiano rectilineo e a qual se atribui a designagao
de forma de Cauchy.

Muitas vezes a equagdo (3.3.1) é reduzida a
h+fat+fi=0

As linhas 23 do dbaco sido definidas por rectas caso a equagdo dada seja da forma
(3.3.1)
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Figura 3.5: Multiplicacdo de 6 x 5

Lalanne representou, por volta de 1843, por um dbaco deste tipo a equagdo trinomial
do 3° grau na variavel z:

Przz+y=0 (3.3.3)
onde x e y sdo as parametros dados, variaveis conforme as aplicagoes.
O problema resume-se a determinar os valores de z que satisfazem a equagao (3.3.3).

Cada par ordenado (z,y) representa uma equagio do terceiro grau do tipo (3.3.3), e
o nomograma permite por leitura grifica determinar a solugao z.

Recorrendo ao método acima pode comegar-se por construir o dbaco definido por:

(X, Y 8) = X-z = 0
§(X,Y;2) = 22+Xz+Y = 0

onde novamente revertemos para as notagdes mais usuais z; — T,29 — Y,23 — 2, €
usamos o plano cartesiano XQOY.

(3.3.4)

No referencial XOY tome-se X = z e ¥ = y que representam rectas verticais e
horizontais respectivamente.

Dado um certo valor fixo de z obtemos a recta de equacao 2* + X2 +Y = 0 no plano
XQOY. Por exemplo, para z = —0.3 temos a recta de equagdo:

—0.027— 03X +Y =0 (3.3.5)

As diferentes rectas, obtidas variando z, sdo tangentes a uma curva.




3.3. Abacos Cartesianos Rectilineos 33

As rectas da familia z* + Xz + Y = 0, parametrizada por z, sdo tangentes a uma curva
cuja equagdo resulta da eliminagdo do parametro z nas equagoes:

(3.3.6)

24+ Xz4Y =0
322+ X = 0

Esta curva diz-se a envolvente da familia referida. Tem por equagoes paramétricas:
¥ = 28
{x 2% 337

e é pois a cibica de equagao (figura 3.6):

4X3 +27Y% =0 (3.3.8)
Yy
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Figura 3.6: Nomograma relativo 4 equagao 23 +xz+y =0

Quando o ponto de coordenadas x e y se encontra no interior do tridngulo curvilineo
da figura, podem construir-se trés tangentes a ciibica (3.3.8), que passam por esse ponto
(z,y), e portanto a equagdo do terceiro grau relativa a estes valores particulares de z e y
tem trés raizes reais. Quando o ponto de coordenadas x e y nao se encontra no interior
do tridngulo definido pela equagdo cubica conclui-se que sé existe uma solucao real, ou
seja, por cada ponto dessa regido s6 é possivel tragar uma tangente a cibica (3.3.8).




3.4. Equacgoes com mais do que trés variaveis 34

Uma equagdo trinomial da forma 2™+ 22" +y = 0 pode analogamente ser representada
por um dbaco cartesiano rectilineo. Na verdade:

”Se uma relagao de trés varidveis é do primeiro grau em rela¢do ao conjunto de duas
dessas quantidades, obtém-se um &baco cartesiano rectilineo. Considerando duas das
quantidades como coordenadas cartesianas conclui-se que as escalas adoptadas sobre os
eixos sao as escalas métricas”.

3.4 Equacoes com mais do que trés variaveis

Através de um unico nomograma de cruzamento nao é possivel obter a representagao
de equagoes com mais do que trés varidveis. Estas equagbes tém solucdo quando se
consideram varidveis auxiliares. Considerando a ligacdo entre varios nomogramas de
cruzamento e substituindo a equagdo com mais do que trés varidveis por vdrias outras
que ndo ultrapassam as trés varidveis o problema fica resolvido. Considerem-se os casos
de quatro, cinco ou seis variaveis.

Seja a equagdo
Fi234 =0

Considere-se que a equagdo anterior pode ser definida como resultado da eliminagao da
variavel ¢ entre as equagoes:

fiz(z1, 22, ) =

934(23, 24, t) =
Assim igualando o valor de t em ambas as equagoes obtém-se algo da forma:

P12 = Y34

Assim cada uma das equagbes acima pode ser representada por um nomograma de
cruzamento de modo que o sistema t seja 0 mesmo sobre cada um dos nomogramas dando
origem a uma tunica figura. Na verdade o sistema ¢ acaba por funcionar como passagem
de um nomograma para o outro.

Caso se considerem 5 varidveis (figura 3.8), ou seja
Fia345 =0
esta equagao pode ser tomada como resultado da eliminagio de t e t’ entre as equagdes
Ji2(z1, 22,8) =0
934(23,24,8') =0

h5(25, t, t’) ={

No caso de 6 varidveis (figura 3.9), ou seja

Fia3456 = 0
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Figura 3.7: Nomograma para equagdes com 4 varidveis

esta equacdo pode também ser tomada como resultado da eliminagio de t, t’ e t” entre
as equagoes
fi2(21, 22, ) =

0
gsa(23, 24,t') =0
hse (25, 26, ") =0

o(t,t',t") =0

Apés analisar estes exemplos facilmente se conclui ”que as equagdes com mais de
trés varidveis representdveis por dbacos de cruzamento fizos sio aquelas que podem ser
deduzidas de uma equagdo de trés varidveis através de um conjunto de substitui¢oes em
que se substitui uma varidvel por uma fungdo de duas outras varidvets.”
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Figura 3.8: Nomograma para equagoes com 5 varidveis

Figura 3.9: Nomograma para equagdes com 6 variaveis




Capitulo 4

Transformacao grafica dos abacos de
cruzamento em abacos de pontos
alinhados

Como se verificou os dbacos de cruzamento sio definidos por trés familias de linhas so-
brepostas, o que muitas vezes dificulta a leitura dos dados. De modo a superar este
inconveniente transformam-se os dbacos de cruzamento em adbacos de pontos alinhados.

4.1 Abacos de pontos alinhados

Suponhamos que uma das familias de linhas da rede de cruzamento, por exemplo a familia
23, é um feixe de rectas de centro num ponto P. Escolha-se de forma arbitraria a familia
de linhas z;. Recorrendo 4 equagao

29 = ¢(21,Z3) (411)

construa-se a familia de linhas z; sobre a rede construida (23, z3). De seguida intersecte-se
o feixe z3 por uma qualquer linha determinando assim a escala z3. Retirando o feixe z3 da
figura permanecendo o centro P e a escala z3, obtém-se o dbaco da figura (4.1), constituido
pelo ponto fixo P, pelo campo binério (21, z2) e pela escala z3. Para determinar um valor
procurado de z3, que corresponde a valores de z; e 2z conhecidos, utiliza-se uma régua
unindo o ponto P ao ponto dado do campo bindrio. O ponto de intersec¢ao com a escala
23 fornece entao a solugio procurada. Assim o ponto P, o ponto (21, z2) do campo binario
e o ponto da escala z3, onde (21, 22, 23) verificam a equagdo f(z1, 22, 23) = 0, estdo todos
alinhados.

O 4abaco representado é um caso particular de um dbaco de pontos alinhados com
trés campos bindrios - um dos campos esta reduzido a um ponto fixo e um outro campo
reduzido a uma escala. Uma vez que uma das familias é substituida por um ponto e uma
escala este nomograma revela vantagens em relacdo aos abacos de cruzamento.
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Figura 4.1: Abaco de Alinhamento deduzido de um &baco de cruzamento substituindo o
feixe de rectas z3 pelo centro P e pela escala z3

J4 que o rodar de uma recta em torno de um ponto fixo P pode ser realizado mecanicamente,
este dbaco pode servir de base a aparelhos nomograficos de tipo mecanico.

4.2 Principio da Dualidade

Os abacos de pontos alinhados apresentam vantagens em relagio aos dbacos de cruza-
mento que serao devidamente analisadas no préximo capitulo. Portanto, interessa com-
preender qual o processo que permite transformar os dbacos de cruzamento em 4dbacos de
alinhamento. Estas transformagdes dos dbacos de cruzamento serdo fundamentadas no
principio de dualidade e estdo na base da descoberta dos dbacos de pontos alinhados.

Como exemplo serdo utilizadas transformacoes dualisticas particulares, baseadas na
aplicagdo das chamadas coordenadas paralelas de uma recta. Ocagne utiliza exclusiva-
mente estas coordenadas; no entanto por vezes surgem também as coordenadas ditas de
Pliicker. As coordenadas paralelas u, v fixam a posi¢do de uma qualquer recta pelos
segmentos u e v que essa recta determina sobre dois eixos paralelos, como se explica em
detalhe, na secgdo seguinte.
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4.3 Transformacao grifica de um abaco cartesiano
rectilineo num dbaco de pontos alinhados com
dois suportes paralelos

Consideremos dois planos & e 4?*. Uma dualidade ou correlagio entre eles ¢ uma
correspondéncia do tipo:

Ponto P & & recta pC

que verifica as propriedades indicadas no quadro seguinte.

l Plano & | ] Plano dual 2* B
Ponto P = (z,y) = Recta p = (u = z,v = y)
Recta ¢ = Feixe de rectas &~ ponto suporte L

ar+by+c=0 au+bv+c=0

Recta que une dois pontos ras Ponto intersec¢ao de duas rectas
3 rectas intersectam-se num ponto | & 3 pontos estao alinhados
sobre uma mesma recta
Ponto intersec¢ao de duas rectas P= Recta que une dois pontos
~~ recta comum a dois feixes
Curva pontual P Familia de um parametro de rectas
d(z,y) =0 ~ envolvente ¢(u,v) =0
Recta tangente 4 curva num ponto P | & | Ponto caracteristico da recta dual a P
Curvas intersectam-se num ponto = | Recta tangente comum as curvas duais

Esta dualidade far-se-4 da seguinte forma - no plano & escolhe-se um referencial
cartesiano OXY, e no plano £?* escolhem-se duas rectas paralelas orientadas e uma
terceira que intersecte ambas nos pontos A e B.

Ao ponto P € £, de coordenadas (z,y), associdmos a recta p, de &*, que une os
pontos M e N, onde AM = u = z e BN = v = y (ambos marcados de acordo com a
orientacio definida em cada recta). (u,v) dizem-se as coordenadas paralelas da recta p.

» Proposicao 4.1 ... Quando o ponto P = (z,y) € & percorre a recta v de &P, de
equagao:
ax+by+c=0

arecta p=(u=z,v=y), em P* roda em torno de um ponto fixro R € F*.

Este ponto R € £?* diz-se o dual da recta r de &?. Como (u, v) satisfazem a equagao:

| autbv+c=0 | (4.3.1)

esta diz-se a equacao tangencial do ponto R. Simbolicamente:
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Figura 4.2: Dualidade entre o plano P e o plano P*

| Per 2 p>R | (4.3.2)

O ponto R é o ponto de intersec¢do das rectas de coordenadas paralelas (u = 0,v =
—c/b) e (u = —c/a,v = 0), que correspondem aos pontos de intersec¢io da recta r com
os eixos OX e OY, respectivamente.

Considere-se um referencial OX*Y™, no plano &*, como o que se indica na figura
anterior em que O é o ponto médio de AB. Neste referencial, a recta p, de coordenadas
paralelas (u,v), é a recta que une os pontos M(—1,u) e N = (1,v), e portanto tem por
equagao:

X* Yt 1
det | -1 =« 1| =0
1 v 1
Mas
X* ¥* 1 X* ¥ 1
det | =1 w 1 |=det | —a+b aut+bv a+b | =0
1 v 1 1 U 1

(substituimos a segunda linha pela que se obtém multiplicando-a por a e somando-a a
terceira linha multiplicada por b). Como au + bv = —e¢, conclui-se que a recta passa
sempre pelo ponto R de coordenadas:

. _ a-b

Xt = a+b
¢

Y* = — 0.
a+b (4:4:4)

que sdo portanto as coordenadas, relativas ao referencial OX*Y*, do ponto cuja equagao
tangencial é au + bv + ¢ = 0.
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Se uma curva €, no plano &, é dada implicitamente por:
¢(z,y) =0 (4.3.4)
a equagdo da recta tangente a ¢, num dos seus pontos P(z,y), é:
(X —2,Y —y) - (¢,(2,9), y(2,9)) =0

isto é:

$o X +¢,Y +(—¢ez—¢yy) =0 (4.3.5)

onde (X,Y’) sdo as coordenadas de um ponto corrente sobre essa recta tangente, que se
define por t(z,y).

Por dualidade, o ponto P(z,y) € €, que verifica a equagio ¢(z,y) = 0, corresponde
A recta p(u,v) € &* onde u = z e v = y. Portanto as coordenadas (u,v) desta recta
satisfazem a equagio ¢(u,v) = 0. A pontual ¥, no plano &, corresponde assim a uma
familia de rectas (u,v), no plano ?*, que satisfazem a equagio ¢(u,v) = 0.

Quanto A recta tangente a %, no ponto P(z,y), recta que notdmos por t(z,y), e cuja
equagao é (4.3.5), ela corresponde por dualidade ao ponto de 4* de equagao:

$,U+ 8,V +(—¢,u—g,v) =0 (A.5.)

Este ponto T'(u,v) pertence a recta p(u,v) € £*, e diz-se o ponto caracteristico dessa
recta. O ponto T(u,v) descreve pois uma pontual €*, no plano ?*, a que chamédmos a
curva dual 3 curva % e que nido é mais do que a envolvente da familia de rectas p(u,v).

A curva dual pode reduzir-se a um ponto, como por exemplo acontece quando € é
uma recta em &2,

» Exemplo 4.1 Transformemos por dualidade o nomograma da equagao cibica
Ptze+y=0 (4.3.7)
definido pontualmente no plano &2, pelas familias de rectas:
X = @

Y = y (4.3.8)
X+Y+22 = 0

Relativamente as coordenadas paralelas (U, V'), as duas primeiras familias correspon-
dem por dualidade s duas pontuais no plano 92*:

U =u==z
V = 'U:y
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Figura 4.3: Abaco de rectas concorrentes para a equagao 23 +zz+y =0

que sdo as rectas AU e BV, respectivamente. A terceira familia representa uma familia
de rectas (ndo paralelas) - para cada z temos a recta de equagao 2X +Y + 2* =0, no
plano &, a que corresponde por dualidade o ponto, de &*, de equagao:

+V+2=0

Quando z varia estes pontos descrevem uma curva pontual que, nas coordenadas
X*Y* em &% tem por equagOes paramétricas:

. ¥—1

& = Cz+1
Y* g 4.3.9
T 41 (4.3.9)

Recordemos que cada ponto do plano £, de coordenadas (X = z,Y = y), representava
a equacgdo do terceiro grau, em z, z° + 2 +y = 0. Por outras palavras, a intersec¢do das
rectas X = z e Y = y, das duas primeiras familias, representa a equagio 2* +zz+y = 0.
As solugoes desta equagdo sdo dadas pelos valores de z correspondentes as rectas da
terceira familia que passam em (z,y).

Por dualidade, a descrigio correspondente no plano 4?* é a seguinte: a recta que une
os pontos U =u =z e V = v = y, das duas primeiras familias de pontuais, isto é, a recta
(u,v), representa agora a equagdo z* +uz+v = 0. As solugbes desta equagdo sao dadas
pelos valores de z dos pontos de intersecgdo da pontual (4.3.9) com a recta (u,v).(4.4)

» Exemplo 4.2 Como outro exemplo, transformemos por dualidade o nomograma
da equagao de Fermat:
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Figura 4.4: Abaco de pontos alinhados para a equagio 2* + pz + ¢ =0

" +y"—2"=0 (4.3.10)

Aqui as duas primeiras familias de rectas paralelas, X = 2" e Y = y" sdo transfor-
madas nas pontuais U = u® = 2" e V = v™ = y", respectivamente. Isto é, nos eixos AU
e BV, consideramos as escalas funcionais u™ e v", respectivamente. A terceira familia de
rectas paralelas X + Y — z" = 0 transforma-se na pontual que, nas coordenadas X*, Y,
em %* tem por equagdes paramétricas:

A =

0
zn

As solugdes da equagio sdo mais uma vez dadas pelos valores z dos pontos de inter-
secgdoda pontual (4.3.11) com a recta (u,v).

4.3.1 Construcao do abaco transformado

Através da transformacgao dualistica todo dbaco cartesiano rectilineo .A é transformado
num 4baco de pontos alinhados B.

A construcao do dbaco transformado a partir de A requer a escolha de dois suportes
dirigidos L;, Ly e de duas origens O; e O, sobre esses suportes. Tome-se, no dbaco A,
sobre uma das escalas, Oz, um ponto qualquer, de cota z; = 4 por exemplo.

Para esse ponto u = Oa e v = 0.

Portanto a transformada desse ponto na figura B serd uma recta O,a' tal que O,a' =

Oa.
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De seguida levantando a partir de 2; = 4 em A uma paralela a Oy uma vez que
todos os pontos dessa recta tém a mesma abcissa, as suas transformadas serdo as rectas
concorrentes ao ponto a’.

A esse ponto associa-se a cota z; = 4 e procede-se da mesma forma para a determinacgao
dos pontos de divisdes sucessivas de L; em B. Procede-se da mesma forma em relagao
a Oy. Portanto o suporte da escala z; em B serd uma recta que coincide com L. A
segunda escala, zy, sera rectilinea e confunde-se com Lp. Logo o dbaco B € um abaco de
dois suportes paralelos. De onde se conclui que:

Todo o dbaco cartesiano rectilineo se transforma num dbaco de pontos alinhados de
dois suportes paralelos.

A terceira escala tem, também, uma construgao simples. Analisando o processo visto
acima constréi-se a transformada de uma linha cotada qualquer de A em B. A cota do
ponto resultante ser a da linha cotada correspondente. Procedendo de igual forma para
todas as outras linhas cotadas, encontra-se uma série de pontos que ao unirem-se por um
trago continuo definem a escala procurada.

4.4 Anamorfose

Para a representagao cartesiana da equagao

Jizz =10 (4.4.1)

geralmente, numa primeira abordagem, fazem-se corresponder as varidveis z; e 2, escalas
métricas em Oz e Oy. No entanto, uma vez construido o dbaco conforme se indicou antes,
pode também considerar-se a possibilidade de o transformar tomando escalas funcionais
para as varidveis z; e 2p:
T = mh (4.4.2)
y = pafo
onde f; e f; sdo funges convenientemente escolhidas que irdo dar origem a uma trans-
formacao pontual nas abcissas e nas ordenadas.

Se tomarmos para cada uma das varidveis o mesmo escalao que o que se toma no caso
das escalas métricas verifica-se que o quadriculado regular, construido segundo as escalas
métricas, serd substituido por um quadriculado irregular sobre o qual as linhas 23 estarao
deformadas.(4.6)

A nova equagio das linhas z3 obtém-se por eliminagao de z; e z; entre as duas equagoes
anteriores e a equagao dada.

O caso mais interessante é aquele em que esta equagdo tem a forma:

figs + fehs + f3=0 (4.4.3)

Desta equagio resulta para as linhas 23 a equagao:

p29sT + pihgy + papafs =0 (4.4.4)
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que define uma familia a um pardmetro (z3) de rectas. Estas rectas sao tangentes a
uma certa curva envolvente, cuja equagio se obtém por eliminacdo de z3 entre a equagao
anterior e a sua derivada.

A esta transformagio, Lalanne atribuiu a designagdo de anamorfose.

Lalanne considerou inicialmente o caso particular em que as fungoes g e hs sao sub-
stituidas por constantes, ou seja

i+ fatfs=0 (4.4.5)

A importancia desta anamorfose de Lalanne centra-se no facto de as curvas que surgiam
no abaco, e que apenas podiam ser determinadas a partir de um grande nimero de pontos,
serem agora substituidas por rectas, determinadas apenas por dois pontos.

Na verdade, nem sempre é facil reconhecer que uma equagao da forma fio3 = 0 pode
ser transformada na equagao (4.4.3).

Na prética, as equagdes que se encontram nas aplicagdes sdo quase sempre da forma
(4.4.3) ou (4.4.5) - forma canénica - ou entdo podem reduzir-se a essa forma por trans-
formagoes simples.

» Exemplo 4.3 ... Analisando a equacao

P10z =1

vemos que é possivel transformé-la na forma (4.4.3) dando lugar a um abaco semelhante

ao que estd indicado na figura 4.5, onde se considerou
-1
f1=E, B=1 fo=¢s, h3=¢3 [f3=0

e a forma (4.4.5) quando se toma

fi=logyi, fo=logys, f3=Ilogwps

Esta tltima forma define a chamada anamorfose logaritmica, inicialmente proposta
por Lalanne.

Para o dbaco da equagdo da multiplicacdo z; 25 = 23 se se tomar a equagao sob a forma
logzy +logzy —logz3 =0
com

r = wlogzy

4.4.6
y = plogz (4ad)

resulta para z3

T+ y=plogz

que correspondem a rectas perpendiculares a bissectriz do angulo dos eixos(figura 4.6).
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Figura 4.5: Abaco relativo a @;@p3 = 1

Logo substitui-se o dbaco de Pouchet, com as respectivas hipérboles equilateras, por
um abaco constituido apenas por linhas rectas.

Note-se que uma equagao composta por certas funcoes das varidveis, tomadas isolada-
mente (@1, @2 € 3 no exemplo acima) pode ser reduzido 4 forma canénica, substituindo
as fungdes que compdem a equagdo por outras que formam com elas relagdes de projectivi-
dade (por exemplo, —%), relagdes mais complexas ou relagoes transcendentes (exemplo,

log ¢1) .

O principio da anamorfose conduz a simplificagdes muito dteis na construgao dos
abacos. No entanto, nada vai alterar o seu modo de aplicagdo. As linhas cotadas relativas
a 21, 2 e 23 intersectam-se num mesmo ponto.

Nos casos vistos anteriormente as duas varidveis z; e 2z, correspondem a sistemas de

rectas perpendiculares a Oz e Oy, respectivamente. No entanto nao é necessario que este
facto se verifique.

Pode também construir-se um nomograma de linhas concorrentes, para representar

uma equagio do tipo fi23 = 0, fazendo corresponder as varidveis z; e z; quaisquer linhas
definidas respectivamente pelas equacoes

fl(m-)y:zl) = 0
fo(z,y,22) = 0

As linhas 23 sdo0, por sua vez, definidas por uma equagao da forma

f3($1 Y, 23) =0

que resulta da eliminagao de z; e 2, entre as duas equagdes precedentes e a equagdo dada

(4.4.7)

fi23(21,22,23) = 0
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Figura 4.6: Tabela gréafica de Lalanne para a multiplicagao

A operagio que consiste em formar as equagdes dos trés sistemas (z1), (z2) e (23)
atribui-se a designagao de disjungao de variaveis.

Apbs ter construido as cotas (z1), (22) e (23) relativas aos diversos valores das variaveis
e crescendo por escaldes iguais, suficientemente pequenos, de forma a permitir interpolagao
a vista com uma precisio suficiente, obtém-se o nomograma de cruzamento geral relativo
4 equagao fi23 = 0. A aplicacdo deste nomograma processa-se de modo idéntico ao ja
referido anteriormente: as cotas (z1), (z2) e (z3) cujas cotas verificam a equagio dada
intersectam-se num mesmo ponto (figura 4.7)

O caso considerado de maior importancia é aquele cuja equacao dada pode transformar-
se em:

g h
fo g2 ha |=0 (4.4.8)

fs g3 hs

Esta equagao pode ser representada através de trés sistemas cotados rectilineos

fir+qy+h = 0
frz+gy+h = 0 (4.4.9)
fsx+gsy+hy = 0

Esta anamorfose rectilinea mais geral foi considerada pela primeira vez pelo engenheiro
belga Massau. Existem outros casos onde a anamorfose generalizada oferece um interesse
particular, nomeadamente nos casos onde a representacido obtida ndo utiliza rectas mas
sim circulos - a chamada anamorfose circular.

» Exemplo 4.4 Considere-se a equagdo relativa a Resisténcia de Materiais de M.
Collignon:
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Figura 4.7: Intersec¢do das linhas de cotas (z1), (22) e (23)

k* 4+ kpsin g cos ¢ — gcos2 p=0 (4.4.10)

Afim de reconhecer se é ou ndo representavel por trés sistemas de rectas, aplica-se o
processo de disjuncao:

g = pEnprosg (4.4.11)
T = pcosiyp

Da eliminacdo sucessiva de p e ¢ resulta que:

Y = gtangy
4.4.12
’+y?—pz = 0 ( )
rectas e circulos faceis de construir e que se adoptam para cotas ¢ e p.
Resulta através da equagdo acima, para as cotas k a equagao
2 m
kK+ky—==0 (4.4.13)

3
rectas que tém como envolvente uma parabola, mas que sdo bastante faceis de construir
notando que unem os pontos de mesma cota das duas escalas métricas definidas respec-
tivamente por

(4.4.14)
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r = 3k

gy (4.4.15)

De um modo geral, as rectas k determinam, sobre uma qualquer k, entre elas, uma
escala métrica como se vé a partir das equagoes correspondentes e subtraindo a equagao
e dividindo por k — ko, resulta

k+ko+y=0 (4.4.16)
ou
y = —(k + ko) (4.4.17)

A projeccao desta escala métrica sobre Ox obtida por eliminagdo de y entre esta dltima
equagao e a da recta kg, é dada por:

T = —3k0k

As duas escalas indicadas acima correspondem respectivamente nas hipéteses kg = 0
e kg =-1.

Fig. 282,

Figura 4.8: Abaco relativo & equagao k% + kpsin ¢ cos ¢ — £ cos®p =0




Capitulo 5

Abacos de Alinhamento

Os dbacos de cruzamento tém varios inconvenientes, dos quais se destacam os seguintes:

e Cada cota é representada por uma linha e na leitura, ao correr visualmente uma
determinada linha, pode passar-se, por erro visual, para a linha vizinha, conduzindo
assim a uma intersec¢do errada.

e A representagio por dbacos de cruzamento nao se aplica aos casos com mais do que
trés varigveis, a nio ser por recurso a substitui¢des sucessivas de fungoes de duas
varidveis.

e A interpolacio & vista exige uma aten¢do bem mais acentuada no caso dos dbacos
de cruzamento do que no caso da graduacdo de uma escala.

Estes varios inconvenientes sdo superados quando se considera, como modo de repre-
sentagdo, pontos em vez de linhas. Assim os sistemas de rectas cotadas e as tangentes
a certas envolventes sao substituidos por sistemas de pontos cotados distribuidos pelos
vérios suportes. Em vez de se determinar a solugdo de um problema através da inter-
sec¢ao das linhas cotadas - 4bacos de cruzamento - passa-se a recorrer ao alinhamento dos
pontos cotados - abacos de alinhamento. Este ultimo processo é designado por método
dos pontos alinhados.

Na verdade, através do principio da dualidade e partindo de nomogramas rectilineos
é possivel obter nomogramas cujos elementos sdo pontos tais que as cotas de trés deles
estdo situados sobre uma mesma recta satisfazendo a equagao dada. Para isso, é suficiente
tomar as coordenadas que figuram nas equagoes dos sistemas de rectas do nomograma
inicial como coordenadas paralelas.

Se Au e Bv sao dois eixos paralelos, orientados, os segmentos AM = v e BN = v
determinados nessa recta a partir das origens A e B, dizem-se as coordenadas paralelas
da recta M N. Conclui-se facilmente (ver a secgao 5.2) que se a recta M N varia de tal
forma que as suas coordenadas paralelas u e v satisfazem a equagao linear

au+bv+c=0

50
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entao a recta passa por um ponto fixo P. A equagao anterior diz-se, por isso, a equagao
de P, em coordenadas paralelas.

Tomando agora coordenadas cartesianas com origem no ponto médio O do segmento
de recta [AB], que une as origens dos eixos Au e Bv.

Com o eixo dos zz segundo esta recta AB e o eixo dos yy paralelo as rectas Au e Bu,
e tomando ainda AO = OB = §, conclui-se que a recta M N, relativamente a estes novos
eixos tem por equagao:

T
-4

1
1|=0 (5.0.1)
5 1

S

Adicionando as duas iltimas linhas, multiplicadas respectivamente por a e b resulta

x Y 1
—da—b) —c a+b|=0 (5.0.2)
) v 1

esta ultima representa¢do permite concluir que a recta passa pelo ponto cujas coordenadas
sao:

a—=b
= -4 5.0.
v a+b 2.0
¢
—c
= .0.4
J a+b (5.0.4)
Caso a paralela aos eixos levantada por P intersecte AB em p, tem-se:
pA b
»B = 4 (5.0.5)

donde se conclui que os pontos para os quais a relacdo ¢ é constante estio sobre uma

b
paralela aos eixos.

5.1 Sistemas de pontos definidos em coordenadas pa-
ralelas

Quando a posi¢do de um determinado ponto, que varia sobre um plano, depende de um
parametro 2, a sua equagao em relacao a u e v é definida por:

uf(z) +vg(z) + h(z) =0 (5.1.1)

e o lugar geométrico desse ponto varidvel (suporte do sistema), definido por (5.1.1), obtém-
se por eliminagdo de z entre essa equagio e a sua derivada tomada em relagio a z. No
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entanto, para construir os pontos (z) pode recorrer-se as coordenadas cartesianas tomadas
em relagao aos eixos Oz e Oy, considerados na sec¢do anterior

_ f(z) —9(2)
z= 5—f(z) T (5.1.2)
€
_ k@)
VIR + 90 19

Assim sendo, o suporte do sistema obtem-se por eliminacio de z entre as duas tultimas
equagoes.

» Exemplo 5.1 ... Quando a equagdo é linear em 2z:

U+2z2V=0

onde U e V representam fungoes lineares em u e v, estes pontos determinam uma escala
homogréfica de z (escala métrica), sobre a recta que une os pontos U =0 e V = 0.

No caso da equagao ser de segundo grau em z, ou seja da forma
U+2V+22W =0

onde U, V e W representam fungoes lineares em u e v, pode concluir-se eliminando z na
equagao anterior e na sua derivada em ordem a z que o suporte do sistema (z) é a cénica:

VZ—4UW =0

passando pelos pontos U = O(onde a cota é z = 0) e W = 0 (onde a cota é z = 00), as
tangentes nesses pontos passam pelo ponto V = 0. Se considerarmos um ponto qualquer
do sistema, por exemplo z, de equagéo:

que se une a todos os outros pontos do sistema (z), as coordenadas u e v das rectas do
feixe satisfazem por sua vez as equagdes anteriores satisfazendo a sua diferencga
V4 (z+2)W =0

equacgao que define uma escala homografica sobre a recta que une os pontos V = 0 e
W = 0. De uma forma geral todo o sistema do n®"° grau pode ser construido através
de projecgoes sucessivas a partir de escalas métricas.

5.2 Método dos Pontos Alinhados

Muitas vezes nos problemas surgem equagoes da forma
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i g
fo g2 ha | =0 (5.2.1)
fa g3 hs

Estas equacdes podem ser representadas por simples pontos cotados permitindo uma
leitura mais precisa quando se recorre a interpolagdo 4 vista.

Para representar a equagao anterior basta construir os trés sistemas de pontos:

ufi +vgn+hy = 0
ufo + vgs + he 0 (5.2.2)
ufs +vgs+hy = 0

e tomar o alinhamento entre os pontos.

Esses trés sistemas de pontos podem ser construidos a partir das suas equagoes tan-
genciais (em coordenadas paralelas) ou através das coordenadas cartesianas dadas ante-
riormente. O nomograma que representa estas equagoes ¢ da forma:

Figura 5.1: Abaco de Alinhamento

Na pratica o caso mais comum ¢ aquele que surge na forma

figs + fahs + f3=10 (5.2.3)
para o qual se toma
u = pfi
2.4
vo= finfy (5.2.4)

atribuindo a 2; e z as escalas das fungdes f, e f, tomadas respectivamente sobre Au e
Bv com os médulos p; e pa. Assim para a terceira escala resulta:
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pagst + p1hav + pypafz =0

Esta equacio define um sistema de pontos que se constréi atendendo ao que foi anal-
isado anteriormente, calculando as coordenadas cartesianas dos pontos (z3) ou, quando a
equacio é algébrica em apenas em z3, recorrendo as projeccdes sucessivas. Na maioria das
vezes recorre-se aos dois métodos anteriores determinando para coordenadas cartesianas
quaisquer pontos fundamentais que sio tomados como marcadores tragando o suporte que
os une e marcando sobre esse suporte os pontos intermedidrios por projecgao central.

5.3 Resolucao nomografica de equagoes da forma 2™+
pz+q=0

Para construir o nomograma da equacao

2" +pz+q=0 (5.3:1)
tome-se
= (5.3.2)
v = g

Daqui resulta, para o sistema (z):

sutv+pz™ =0 (5.3.3)

que representa uma pontual em coordenadas paralelas. Em coordenadas cartesianas vira:

1—2
= 5.3.4
v 1+ 2 ( )
e: ”
= 5.3.
y 142 ( 35)

Analisando as equagoes anteriores, conclui-se que, para todo m, a projecgao dos pontos
(z) sobre o eixo AB das origens define a mesma escala homografica que aquela em que
o ponto cotado 0 coincide com a origem B, o ponto cotado 1 com a origem O dos eixos
cartesianos, o ponto cotado oo com a origem A.

Representemos por (2)™, a escala (z) correspondente ao expoente m. Para m = 2, a
construgdo da escala z? resulta do facto seguinte: se se projectar essa escala z?, a partir
do ponto B, sobre o eixo Au, obtém-se sobre este eixo a escala p a menos de mudanga do
sinal das suas cotas. Com efeito, fazendo v = 0 obtém-se

2+ pz? =0 (5.3.6)

ou
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U = — 12 (5.3.7)

Partindo da escala (z)? podem construir-se sucessivamente as escalas (z)™, atendendo
ao facto de que a projecgdo de (z)™ ! sobre Oy, a partir do ponto A, e da escala (2)™,
a partir do ponto B, sdo coincidentes. Esta conclusao ¢ determinada quando se toma na

equagdo (5.3.3), por um lado, u = 0 com expoente m — 1 e, por outro lado, v = 0 com
expoente m, pois neste caso:

v4pz™ =0 (5.3.8)

u+pz™ =0 (5.3.9)

ou seja, Au e Bv definem escalas idénticas. O exemplo que

se segue refere-se aos casos
emquem=3em=2.
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Figura 5.2: Abaco de Alinhamento relativo a z™ + pz+q=0

No caso dos valores absolutos das raizes negativas estes podem ser obtidos como raizes
positivas da transformada em —z.
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5.4 Transformacao homogréafica dos nomogramas de
alinhamento

A transformagio homogréfica conserva os alinhamentos dai que seja aplicdvel aos nomo-
gramas de alinhamento.

Seja dada uma equagao sob a forma:

h & hy
f2 gz h2 = {J (541)
f3 g3 hs

Para obter a nova forma desta equacio, correspondente a transformagao homografica
referida, basta multiplicd-la pelo determinante:

A p v
A=| XN g V (5.4.2)
AH’ u" V”

suposto diferente de zero. Resulta entdo que as funcdes f;, gi, hi, i = 1,2, 3, serdo subs-
tituidas por

i = Afitpgi+vh;
gi Nfi+pgi+v'hi (5.4.3)
hl — A”fi + ””gi + Vﬂ'hz

Il

determinando a nova equagao:

i M
fi g hy | =0 (5.4.4)
fs g5 hy

De salientar que os sistemas que satisfazem esta tltima equagao, equivalente 4 anterior,
apresentam vantagens perante os sistemas obtidos directamente.

Como a transformagido homogréfica depende de oito parametros, podemos escolher
livtemente quatro pontos do nomograma. Logo é possivel efectuar geometricamente a
transformagao homogréfica de um édbaco de pontos alinhados num outro no qual se fixa a
posicao de cada um dos quatro pontos do nomograma que marcam as extremidades das
duas escalas e que correspondem as variaveis tomadas para dados.

Sejam A, B,C e D os quatro pontos do nomograma inicial que transformamos nos
pontos A', B',C" e D', respectivamente, e seja M um ponto qualquer do nomograma
inicial e M' o seu transformado. Ao unir, respectivamente, A e A’ aos quatro pontos
B,C,D,M e B',C'", D', M’, obtém-se dois feixes cuja razdo anarménica é a mesma. Desta
forma facilmente se constréem as rectas A'M' e B'M’ e, a partir da interseccao delas, se
determina o ponto M’ procurado.
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5.5 Relacoes que se podem reduzir a forma f; + > = {3

No caso em que uma equacao surge na forma f; + fo = f3 pelo que foi visto anteriormente
ela é representdvel por um &baco de pontos alinhados, onde as escalas tém as origens
arbitrarias mas alinhadas e um mddulo arbitrario sobre as trés. Considerem-se agora
outros casos que podem ser reduzidos a esta forma:

1. fify = f3: Esta formula passa a forma f; + f» = f3 tomando os logaritmos nos dois
membros:

|
|
log fi +log f2 = log f3
As relagoes
|

u = llog fi
v =1"log f;

permitem determinar a terceira escala. Esta fica determinada pela relagao:

w=1"log f3

2. fifofs = A, onde A representa uma constante. Comece-se por escrever f,fo = % e
tome-se, como anteriormente, os logaritmos dos dois membros:

log f1 + log fo = (log A — log f3)
Esta ultima relagdo ja se apresenta na forma pretendida.

3. fify + fofy = £1f5 Através da divisao dos dois membros por f; f2 f3 verifica-se a igual-
dade:

1,11
i fo  fs

Esta relacao ja se encontra na forma pretendida.

4. f; + £5 + f3 = f;f2f; Resolve-se esta equacao em relagio a f; e determina-se:

_ h+f
1-fifa

De seguida recorre-se a seguinte mudanca de varidveis:

~fs

f1 = tan(a)
f2 = tan(B)
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A partir dai conclui-se que:
—fs = tan(a + B)
e considerando que:
—fs =tany

Concluiu-se que:

tan(a + ) = tany
a+pB=vy+nmr
a é uma funcio de 7, # é uma fungio de 2, e v uma funcgdo de 23. Apés este
processo obtém-se a forma procurada.
5. f1 + £, + f3 = Afyfafs, onde A é uma constante positiva.
Com o intuito de se recorrer ao caso precedente faz-se a seguinte transformagao:
g1 = afi, g2 = afs e g3 = afs, onde a representa uma constante a determinar.
A relagao fi + fo + f3 = Afif2fs resulta:

g1+ g2+ g3 _ AQ1929'3
a a3
a*(g1 + g2 + 93) = Agi 9293

De seguida tome-se a = v/ A e encontra-se a relacao anteriormente estudada:

91+ 92193 = 019293
Assim é um requisito que a? = A, daf que se tenha suposto A>0.
6. fify + fofg + f3f; = A sendo A uma constante positiva.
Esta forma pode ser tratada de modo semelhante & anterior. Basta dividir os dois

membros por fifofs:

1,11 1 1
h s Th f s

E em seguida toma-se:

=
T h
_1
gz 7
e
T

7. fs(f]_fg - 1) = fl -+ f2

Esta forma é idéntica & analisada no numero 4 anterior.
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5.6 Equacoes com mais do que trés varidveis

Para as equacdes com trés varidveis, os nomogramas de alinhamento apresentam varias
vantagens, desde a facilidade da construcdo até a precisdo da leitura. Mas a sua superio-
ridade evidencia-se quando se aplicam as equagdes com mais do que trés varidveis em que
nao é possivel representar por nomogramas de cruzamento.

Considere-se na equagao (5.4.1) as fungdes de uma sé varidvel substituidas por fungoes
de duas variaveis, ou seja,

fia Gia hu
fas g5 hos | =0 (5.6.1)
f36 J36 hsg

Se se aplicar a disjungio em coordenadas cartesianas, sob a forma

cfia+yga+hag = 0
Tfas + Yges +hos = 0 (5.6.2)
zfss +Ygse +hae = 0

definem-se assim trés sistemas oo? (a dois parametros)de rectas.

Recorrendo as equagdes de disjungao em coordenadas paralelas,

ufra+vgat+hy = 0
ufos +vges + hos = 0 (5.6.3)
ufse +vgss +hsg = 0

conclui-se que cada uma delas define um sistema oco” de pontos que serd representado de
forma permanente na figura através de uma rede composta de duas familias de linhas.

|

Considerando, por exemplo

ufia +vgy +hig =0 (564)

obtém-se para coordenadas cartesianas de um ponto na rede:
914 — f1a —h14
i e 1S g3 5.6.5
gia + fia 914 + f1a ( )

Se se eliminarem entre as equagoes anteriores primeiro a varidvel z4 e depois z; obtém-
se duas equagoes do tipo

‘Pl(-'r,y, 21) =0

504(',3: Y, 214) =0

que definem dois sistemas oo! de curvas. Para um par particular de valores desses
parametros, o ponto (zj,24) resulta da intersec¢io das curvas cotadas (z;) e (24). Da
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Figura 5.3: Abaco de Alinhamento

mesma forma que se constroem as redes (2;,24) se procede para (zg,25) e (23,26) € se
verifica que a representa¢io nomografica da equagdo (5.6.1) consiste no alinhamento de
trés pontos tomados respectivamente nas trés redes.

Esta simplicidade na representa¢io de equagdes de mais do que trés variaveis ¢ uma
das maiores vantagens do método dos pontos alinhados. O método aplica-se especialmente
no caso de quatro varidveis em que se substitui em duas linhas do determinante (5.6.1) as
fungdes de duas varidveis por uma de uma s6 varidvel. O nomograma que resulta desta
substituigdo é algo analogo a figura (5.4)

(31)

Figura 5.4: Abaco de Alinhamento

Em alguns casos os pontos da rede definidos pelas férmulas do tipo (5.6.5) definem
uma sé curva. Neste caso diz-se que os pontos estdao condensados sobre essa linha.
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5.7 Duplo Alinhamento

Unindo dois nomogramas e recorrendo a uma varidvel auxiliar pode obter-se a repre-
sentacio de equacdes de quatro varidveis evitando a rede de pontos e utilizando apenas
escalas simples. Seja C o suporte relativo 4 varidvel auxiliar. Os alinhamentos tomados
entre os pontos (z1) e (22) por um lado e (23) e (24) por outro lado intersectam o suporte
C no ponto P. Assim para passar de um lado para o outro basta recorrer ao ponto P -
pivot - para este caso particular. A linha C atribui-se a designacio de linha dos pivots ou
charneira.

Considerem-se as equagoes da forma

fige+ fa=faga+ fu

e seja t o valor comum dos dois membros,

fhiga+f2 =t
5.7.1

fagatfo = ¢ ( )
e tomando, por um lado,

u = ph

y = ol (5.7.2)
e, por outro lado,

u = p3fs

d e B (5.7.3)

obtém-se um nomograma de duplo alinhamento em que a linha dos pivots é constituida
pela eixos v.

Em certos casos é possivel utilizar conjuntamente um nomograma de cruzamento e
um nomograma de alinhamento.
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Figura 5.5: Duplo Alinhamento

Figura 5.6: Abaco de Alinhamento + Abaco de Cruzamento




Capitulo 6

Solucoes Graficas das equacgoes
Quadratica, Cubica e Biquadratica

As solugdes das equagdes podem ser encontradas graficamente através de nomogramas,
onde sdo lidas, quando os coeficientes, ou combinagoes deles, sio usados como coorde-

nadas.

6.1 Equacao Quadratica

Considere-se a equagao
?+Az+ B =0 (6.1.1)

O problema consiste em determinar os valores de z que satisfazem essa equagao, con-
hecendo os valores dos coeficientes A e B. Se atribuirmos a z um determinado valor fixo,
a equagio obtida definird uma recta

—zA— B =2? (6.1.2)
no plano cartesiano com coordenadas (A, B). E claro que, nesta forma, —x representa o
declive e —z? a ordenada na origem da recta referida.

Cada par (A, B) representa pois uma equagdo quadratica do tipo (6.1.1), e o nomo-
grama permitird calcular (por leitura gréfica) as solugdes = dessa equagdo. Estas solugoes
correspondem as rectas do tipo (6.1.2), cotadas pelo seu valor z, que passam em (A, B).

A familia de rectas no plano (A, B):
{-zA— B = 2%},

parametrizada por z, envolve uma curva & cuja equagao € determinada eliminando o
parametro r nas equagoes:

—zA—-—B = z?
—A = 2z

63
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A curva & tem equagbes paramétricas

A = -2z
B = 2z

e é portanto a parabola de equagao:
B = A%/4 (6.1.3)

Esta pardbola envolvente & determina duas regiGes conexas no plano AB. Pontos
na regido (I) representam equagdes com 2 solugdes reais - por cada ponto da regiao (I)
podemos tragar 2 rectas tangentes a &. Pontos na regido (II) representam equacdes com
solugdes complexas. Pontos sobre a pardbola representam equagbes com uma solugao
dupla real por cada um desses pontos podemos tragar uma unica recta tangente a &'
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Figura 6.1: Nomogramal - resolugio de equagoes da forma z? + Az + B =0
Vejamos um exemplo:
» Exemplo 6.1 ... Considere-se a equacgio:

2 +282-06=0 (6.1.4)

Para se determinarem as raizes desta equagao localize-se o ponto (2.8, —0.6) e os valores
de x correspondentes as rectas que passam por esse ponto.

Os valores procurados sdo x = —3 e £ = 0.2. No caso de pelo ponto em estudo nao
passar qualquer recta faz-se interpolagao.
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Para determinar as raizes complexas pode proceder-se da seguinte forma - se z = a+ib
sdo as solucdes complexas conjugadas da equagao

*+Ar+B=0 (6.1.5)
entdo b #0 e
A A2
isto é a = —A/2 e, pondo
1
“A?—B=-b
4
entao vird 1
B - ZAz + b2

que representa um sistema de parabolas, cujos vértices sio (0, b%) e cujo eixo coincide com
o eixo dos B's.

Estas parabolas estdo representadas no nomograma acima e encontram-se cotadas com
os valores de b (para valores positivos de b), o coeficiente da parte imagindria das raizes.

» Exemplo 6.2 Para encontrar as raizes de

z? + 0.6z +2.69 =0 (6.1.7)

localize-se o ponto (0.6,2.69) e leia-se o valor de a = —A/2 = —0.6/2 = —0.3 da parte
real das raizes procuradas no cimo do nomograma I. A parte imagindria é encontrada
através da cota da pardbola que passa pelo ponto ou seja, aproximadamente, 1, 61%.

Logo, as raizes sao:
= —0.311.613

Se b = 0, ou seja, se
1
B =-A?

4
obtemos a pardbola &, referida antes, que define a envolvente das rectas (6.1.2) e estabe-
lece a fronteira entre a regido das equagOes com raizes reais e a regiao das que tém raizes
complexas.
6.2 Equacao Cubica

A equagdo geral da ctibica é definida por:

2 tur? +vr+w=0 (6.2.1)
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Pondo
r=2z+k
onde k = —}%, é possivel reduzir esta equacio a uma que nio tem coeficiente de segundo
grau.

Fazendo esta substitui¢io na equagao (6.2.1) resulta entido que:

1 2
z3+(v—§u2)z+w—%+ﬁu3:0 (6.2.2)
Fazendo: .
A=v-— guz
i 2
uv
B=w——+ —u’
wo gt
podemos escrever a equagio (6.2.2) na forma:
B=-—2zA-2" (6.2.3)

que representa uma familia de rectas, parametrizada pelos valores de z, no plano AB.
Cada ponto (A, B) deste plano representa pois uma equagao cibica reduzida da forma
(6.2.2), onde A e B sio dados pelas féormulas anteriores.

As raizes reais da equacio representada pelo ponto (A, B), sio os pardmetros (ou
cotas) das rectas que passam nesse ponto.

O método que aqui é utilizado para encontrar as raizes reais das equagoes quadratica
e cibica foi descoberto por Lalanne em 1846.

» Exemplo 6.3 Consideremos a equagao:

2 — 322 +1.252 +1.5=0 (6.2.4)

Pondo z = z + 1 na equagao anterior resulta:

22— 1.752+0.75=0 (6.2.5)

Através do nomograma II conclui-se que as raizes da equacdo (6.2.5) sdo -1.5, 1 e 0.5.
Portanto, as rafzes de (6.2.4) serdo -0.5, 2 e 1.5.

Suponhamos agora que a equagao (6.2.3) tem uma raiz real (tem sempre) digamos da
forma

—2a
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Figura 6.2: Nomograma II - Resolugio de equagdes da forma z* + uz?® + v +w =0

Entao vira que:

2 +Az+B = (2+2a)(z*+Cz+ D)
22 4+ (C + 2a)2* + (D + 2aC)z + 2aD
= 0 (6.2.6)

|

donde se conclui que

C=-2a, D+2aC=A e 22aD=BHB

Portanto se a equagao tem duas raizes complexas conjugadas elas sio raizes da equagio
quadrética 22 — 2az + B/2a = 0 e sdo pois da forma

a+bi e a—b
para um certo b # 0. Logo

#+Az+B = (2+2a)(z—a—ib)(z—a+ib)
= 2% — (3a® — b%)2 + 2a® + 2ab? (6.2.7)

donde se deduz que
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A="b —3a® (6.2.8)
e
B = 2a® + 2ab? (6.2.9)
De (6.2.8) vem que
®¥-A
=&
¢ 3
e substituindo em (6.2.9)
Bead H(W — A) (6.2.10)
3 3
ou ainda
B? = —;—7—(14 — b*)(A — 4b*)? (6.2.11)

Esta é a equagado de uma familia de curvas ctibicas no plano AB, parametrizada pelos
valores de b, que estdo representadas no nomograma II. As equagdes do tipo (6.2.3),
representadas por pontos (A, B) ao longo da curva de cota b, tém todas raizes complexas
com parte imagindria constante e igual a b.

A fronteira entre a regido das equagdes (6.2.3) com raizes complexas e a regido das
que tém apenas raizes reais é determinada pela equagdo (6.2.11) quando b = 0, isto é,

pela cibica:

B2 — _'_4__A3
27

que é a envolvente da familia de rectas, parametrizada por z, definida por (6.2.3):

B=-2A-2°
» Exemplo 6.4 Calcular as raizes de:

z® —1.2¢% +0.372 — 0.17=10 (6.2.12)

Seja x = z + 0.4 pela equagao anterior concluiu-se:

22 —-0112-0.15=0 (6.2.13)

As raizes serdo determinadas localizando o ponto (—0.11; —0.15).

Uma vez que as coordenadas deste ponto siao muito pequenas torna-se aconselhavel
recorrer a uma equagio em que as raizes sio quatro vezes maiores do que as definidas por
(6.2.13) e posteriormente dividi-las por quatro.
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A equacao é

22—~ 1.762-9.6=0 (6.2.14)

Pelo nomograma II conclui-se que as raizes desta equagao sdo 2.4 e —1.2 & 1.6¢, e as
da equagdo (6.2.13) 0.6, —3 & .4i. Portanto as solugdes de (6.2.12) sdo 1, 0.1 & 0.41.

Saliente-se que a parte real das raizes imaginirias é a metade negativa da raiz real.

6.3 Resolucao da equacao completa de terceiro grau

Considere-se a equagao

2™ 4p2™ +9=0 (6.3.1)
Tome-se
=R (6.3.2)
v = uq

Daqui resulta o sistema (n, z) definido por:

uz™ dw+p(Z™ Ene™) =0 (6.3.3)

Assim nesta rede as solugoes de z procuradas sdo determinadas pela interseccao da
linha n» com a recta que une p a q.

Considere-se a equagao completa de terceiro grau.

Seja a equagao

2 +n+pz+qg=0 (6.3.4)

Tomando dois médulos quaisquer considere-se

WO R (6.3.5)
v o= piag

que definem duas escalas métricas tomadas sobre Au e Bv. O ponto (n, z) é determinado
pela equagao:

pozt + v + ppe(2® +n2?) =0 (6.3.6)

ou seja pelas expressoes:

P Sl %  ppe(2 + n2?)

y= (6.3.7)

M1+ poz 1+ paez
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As linhas cotadas z definem na rede (n, z) rectas paralelas aos eixos coordenados Au
e Bv, determinando sobre o eixo AB, eixo das origens, uma escala projectiva. Para
determinar as curvas n, as cibicas cispidas, pode eliminar-se z entre os valores de z e y

no entanto esta alteracdo nao conduzird a grandes conclusdes.

Através da expressao de y conclui-se que as curvas n sao metricamente espagadas em
relagdo a Oy.

Logo para determinar as curvas n basta obter sobre cada linha 2z dois pontos da escala

métrica correspondente.
Caso se tome n = 0 situado sobre a recta z resulta a equagao:

22U + pia¥ 4 pipiez® =0 (6.3.8)
que para v = 0 define u = —p;2*.

Quando se toma o ponto n = i% da expressdo acima em y resulta y = —p; 2

A projecgio ortogonal sobre Au do ponto cotado '::—; situado sobre uma recta (z)
coincide com a projeccdo do ponto cotado 0 sobre essa mesma recta(z), feita a partir da

origem B sobre o eixo Au.
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T d
omando 5

ﬂ1=M2=g
\
\
\

constréi-se o nomograma anterior. Unindo os pontos p e q lé-se as cotas z nas paralelas
aos eixos onde intersectam com as respectivas curvas n.

As linhas a tracejado que surgem no nomograma referem-se as equagoes:
P+22—-6=0

2 +22-2162—-32=0

onde se verifica que z é respectivamente, z = 1.46 e z = 1.6.

6.4 Equacao Biquadratica I
A equagdo geral da biquadratica é:

z*+ Az*+ Ba®* +Czx+ D=0 (6.4.1)

Nesta primeira abordagem para a resolugao gréfica da equacdo biquadratica recorre-
se & resolucdo da equacdo quadratica e da cibica. Comece-se por factorizar o primeiro
membro da equagdo (6.4.1) em dois factores quadraticos. A equagdo biquadrética serd
reescrita da seguinte forma:

(z* + azx +b)(z* +cx +d) =0 (6.4.2)

ou

z* 4 (a + c)z® + (b+ d + ac)z® + (ad + be)z +bd = 0 (6.4.3)

Considerem-se as igualdades:

a+c e
b+d+ac =
ad + bc

bd =

(6.4.4)

I
QW

Se ac = K; eb+d = K, entao K; + K5 = B. Das equagoes b+d = Ky e bd = D,
resulta

_1 1 2
d= Ky~ 5/K} —4D

b= %K2+%\/K§ —4D

Das equagtes a +c = A e ac = K,
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GZ%A+%\1A2—4K1
1
c:%A——\/Az—élKl

2

Substituindo os valores a, b, ¢ e d na equagdo ad + bc = C e tomando K; = B — K,
define-se a cubica

K3 — BK2 + (AC —4D)K; +4BD — C* - A’D =0 (6.4.5)

Agora recorrendo ao que j4 foi visto atrds considera-se K» = z + 3B na equagio
anterior e obtém-se a cibica auxiliar:

2
2* + (AC — 4D — %Bz)z + %(ABC‘ +8BD — §B3 —3C?-34°D)=0 (6.4.6)

Os coeficientes da equagdo cibica auxiliar sdo obtidos, directamente, a partir da
equagio (6.4.1) e as suas raizes sao encontradas através do nomograma II.

Ap6s determinar o valor de z, b+ d é determinado a partir da relagao:

Kgxb‘i‘d:Z‘f‘%B

Através da equagdo biquadratica factorizada conclui-se que existem sempre trés pos-
sibilidades para b + d real ou imaginario. A maior raiz real d4 origem a valores reais de
b e d. Uma vez que b+ d = K, e bd = D, verifica-se que b e d sao raizes de

22— Ky +D=0

e sao encontradas através do nomograma I. Os valores de a e ¢ sdo encontrados da mesma
forma. Os valores de a, b, ¢ e d devem ser seleccionados de modo a satisfazer a equagao
ad + be = C. Apds serem encontrados os valores de a, b, ¢ e d define-se a factorizagao da
equacao biquadratica e através do nomograma I definem-se as solugoes da equagao.

» Exemplo 6.5 ... Considere-se a equagao biquadratica

' =322 +522 -2 —-10=0

Fazendo as respectivas substitui¢oes define-se a equagao cibica auxiliar:

2% + 34.667z — 48.593 = 0

Seja z = 3w. Neste caso a equagao anterior resulta em:



6.5. Equacgao Biquadratica II

73

w® +3.85w—1.8=0

Através do nomograma II conclui-se que w = 44, z = 1.32, K, = b+d = 2.99,

bd = —10. Pelo nomograma I resulta que b= —-2,d=5,a= —lec= —2.

O primeiro membro da equagio quadratica é factorizado resultando:

(> —z—2))(z* —22+5)) =0

Recorrendo ao nomograma I resulta que as solugdes da equacdo biquadratica sao

—1,2,1+2i,1— 2

6.5 Equacao Biquadratica II
Seja a equagdo de quarto grau

24mB+n2+pz4+q=0
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Figura 6.4: Resolugao da equagao de quarto grau

Tomando

(6.5.1)




6.5. Equacao Bigquadratica II 74

Z = 1m

2.1
A (6.5.2)

p = mp

= m4ql

Define-se a equagao:

244240 p 2 4 =0 (6.5.3)

Para construir o nomograma basta considerar

u = mp
5.4
Vo= g s

ficando os pontos (n', 2') determinados a partir de

- / zm 13 +n' 2
xifﬂ_l_izl y:_l‘l’lﬂ2( +'z - nz ) (6.55)
p + p22 p1 t paz

Neste caso as curvas n’ sdo definidas por quarticas e nao cibicas, como no caso anterior.
Apés ser definida a curva n’ = 0 todas as outras se encontram de modo semelhante ao
anterior. Caso se comparem a expressao anterior de y com a expressdo em y obtida no
caso da equagdo cubica conclui-se que para um mesmo valor de 2z’ ou de z existe uma
diferenca constante entre as duas expressdes. Logo construindo o nomograma seguinte
com os mesmos médulos que o anterior conclui-se que as escalas métricas determinadas
sobre z pelas curvas n' sdo iguais em ambos os casos. Desta forma obtém-se 0 nomograma
acima.



Capitulo 7

Aplicacao dos Nomogramas de
alinhamento aos diferentes casos de
resolucao de triangulos esféricos

Neste capitulo, vamos apresentar mais uma das aplicagoes dos nomogramas de alinha-
mento, nomeadamente, & resolucao dos tridngulos esféricos, que surgem frequentemente,
por exemplo, em Astronomia.

Consideremos um triangulo esférico e designemos os lados por a, b e ¢ e os angulos
opostos por A, B e C. A questao relativa a resolugdo dos tridngulos esféricos, por métodos
nomograficos, pode ser formulada da seguinte forma:

Dados trés dos seis elementos a,b,c, A, B,C pretende-se
encontrar um entre os restantes.

Este enunciado propoe a procura de um tnico dos trés elementos desconhecidos e nao
dos trés. Com este intuito considera-se a disposi¢ao do sistema de quatro elementos,
constituido pelos trés elementos dados e pelo elemento desconhecido.

Esta disposi¢ao pode ser apresentada de trés formas distintas:

» Dois pares de elementos contiguos, separados por dois elementos nao intervenientes,
por exemplo, os pares A, be B, a separados por ¢ e C'. Uma tal disposigéo é designada
por (2,2).

» Trés elementos contiguos e um quarto isolado deste grupo e, por consequéncia,
oposto ao elemento central dos trés primeiros, por exemplo, b, A,c e a. Uma tal
disposigio serd designada por (3, 1).

» Quatro elementos consecutivos como, por exemplo, C,a, B e ¢. Uma tal disposi¢ao
serd, designada pelo simbolo (4).

A estas trés disposigoes correspondem respectivamente as férmulas:
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sin Asinb = sinasin B (7.0.1)
cosa = cosbcosc+sinbsinccos A (7.0.2)
cosacos B = sinacot ¢ — sin B cot C (7.0.3)

Em cada uma delas qualquer dos quatro elementos pode ser considerado a incognita.

E possivel mostrar que se se conhecer quaisquer trés elementos dos seis de um triangulo,
pode associar-se um dos outros trés, de modo a obter uma disposi¢ao (3,1). Uma vez
determinado este primeiro elemento pode, novamente, constituir-se uma disposigao (3,1)
para cada um dos dois elementos restantes associando convenientemente a trés dos quatro
ja conhecidos. Ou seja, através unicamente da férmula (7.0.2) é possivel obter a resolucao
completa do tridngulo.

No entanto, para a resolu¢do nomogréfica directa, em todos os casos citados, sao
necessarios trés nomogramas, correspondendo as trés férmulas fundamentais dadas acima.

Antes de passar a constru¢ao desses trés nomogramas, convem referir uma nota espe-
cial relativa aos tridngulos rectangulos. Suponhamos que se conhecem dois dos elementos
(para além do dngulo recto). Para determinar o terceiro elemento basta recorrer a dis-
posicao formada por esses trés elementos e pelo angulo recto e aplicar a férmula apropriada
entre as que foram definidas acima.

Por exemplo, se se pretende conhecer a relacdao entre a hipotenusa a, um dos lados
b e o angulo C, por eles formado, reconhece-se que & disposi¢do formada por esses trés
elementos e o dngulo recto A é a que foi designada por (4).

Uma permutagio circular de (7.0.3) permite obter:

cosbcos C = sinbcota — sin C cot A (7.0.4)

ue, tendo em consideracao que A = Z. conduz a
1 2 y

cosbcos C = sinbceota (7.0.5)

ou ainda

tanb = tanacos C (7.0.6)

Fica assim demonstrado que os trés nomogramas relativos as trés férmulas acima
fornecem a solugao completa de todos os problemas possiveis.

7.1 Nomogramas da férmula sin Asinb = sinasin B

Para obter o nomograma da férmula sin Asinb = sina sin B escrevé-mo-la na forma
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31.na _ s¥nA (7'1'1)
sinb sinB

Caso se utilizem coordenadas paralelas considera-se ¢ como o valor comum das duas
relagbes anteriores.

sinag = tsinb (7.1.2)

Tome-se

sina = u sinb=—v (7.1.3)

e Ay e By como origens dos eixos coordenados. Logo para equagao do ponto (t) vem:

u+vt=0 (7.1.4)

que representa os pontos do eixo AgBy das origens.

- 80
[

Figura 7.1: Nomograma relativo a sin Asinb = sinasin B

A equagdo (7.1.1) exprime que as rectas AB e ab intersectam a recta Ao By no mesmo
ponto P.

Este facto indica a construcio de duas escalas de senos idénticas, sobre dois eixos
paralelos, com os zeros em A e By e as graduagdes de sentidos contrarios de modo a
permitir que o ponto P se encontre entre Ay e Bo. Desta forma as rectas AB e ab
intersectam AgBy no mesmo ponto P.(figura7.1)

Considere-se, por exemplo, que A, B e a sdo dados e b ¢é procurado. A operagao é a
seguinte:




7.2. Nomogramas da férmula cosa = cosbcosc + sinbsin ccos A 78

Os pontos cujas cotas sio A e B nas duas escalas sdo unidos por uma recta que
intersecta AgB, num ponto P. A recta que une o ponto P ao ponto cotado a, sobre a
primeira escala, intersecta a segunda num ponto cuja cota é b.

7.2 Nomogramas da férmula cosa = cos b cos c+sin bsin ccos A

A equagio (7.0.2) pode ser reescrita na forma:

cosa — sinbsin ccos A = cosbcosc (7.2.1}

Para obter a sua representagao por um nomograma de alinhamento basta tomar:

u = cosa v=—cosA (7.2.2)

Considerando os eixos Agu e Byv obtem-se para rede de pontos (b, c) a equagao

u + vsinbsinc = cosbcosc (7.2.3)

As curvas b e ¢ sio as mesmas em virtude da simetria da equagdo anterior em b e c.
A rede de pontos (b, ¢) resulta das intersecgdes das curvas desta familia.

Para determinar a equagdo das curvas que resultam da variagao de ¢ é necessdrio
determinar o lugar geométrico dos pontos de equagao (7.2.3) quando ¢ ¢é visto como
varidvel. A equacio em u e v desse lugar resulta da eliminagdo do parametro c entre
(7.2.3) e a sua derivada em relagdo a c, ou seja

vsinbcosc = —cosbsinc (7.2.4)

Adicionando as duas equagdes anteriores (7.2.3) e (7.2.4), apés multiplicd-las, por um
lado, a primeira por sinc e a segunda por cosc, e, por outro lado, a primeira por cosc e
a segunda por sin ¢, obtém-se as seguintes equagoes:

usine = —vsinb ucosc = cosb (7.2.5)

Elevando ambas as equagdes ao quadrado e adicionando-as obtém-se:

u? = v?sin® b+ cos® b (7.2.6)

A equagdo (7.2.6) mostra que as curvas (b) sdo elipses cujo o eixo é dirigido segundo
a recta AgBp que resulta de unir as origens dos eixos Agu e Bov.

Para tracar as elipses, ponto por ponto, é necessario recorrer as coordenadas carte-
sianas relativas aos eixos Oz e Oy em que a origem O ¢ o ponto médio de A,B,, 0 sentido
positivo de Oz coincide com OB,, o eixo Oy é paralelo aos eixos A,u e B,v e tem o mesmo
sentido.

Com esses eixos, as coordenadas do ponto (b, c) sdo:
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1 —sinbsinc coshcosc

= — 7.2.7
y 1+ sinbsinc ( )

e T R
1+ sinbsinc’

Note-se que, se b e ¢ estdo compreendidos entre 0 e , entao

-1<z<0

e ainda que

0<y<l1 ou -1<y<0
dependendo se b e ¢ estdo ambos do mesmo lado ou de lados diferentes relativamente a 7.

A equagdo (7.2.6) mostra que a elipse (b) ou (c) é a mesma para dois valores suple-
mentares do Angulo correspondente; por outro lado, as elipses (b) e (c) tém dois pontos
comuns simétricos em relagio a Oz. De salientar que se toma o ponto acima ou abaixo
de Oz dependendo se (b) e (c) estdo do mesmo lado ou de lados diferentes relativamente
& 2.

Suponhamos agora que b e ¢ sdo iguais ou suplementares de tal modo que as respectivas
elipses coincidem. Neste caso, vé-se que se deve tomar para ponto (b, ¢) sobre o nomograma
o ponto de contacto da tnica elipse com uma das tangentes comuns levantadas por 0, seja
acima ou abaixo de Oz dependendo de b e ¢ serem iguais ou suplementares.

As equagdes (7.2.7) permitem concluir sem dificuldade que

1
sinbsinc = £ (7.2.8)
-
2y
e 2
COS C CO8 e (7.2.9)
donde, por eliminagao de c, se obtém
(1+2)*  4° 2
g2 I = 7.2.10
sin? b cos® b 1=z} ( )
ou ainda
(1 + )2 cos® b+ 4y?sin® b = (1 — z)* sin® beos® b (7.2.11)
Desta equagio conclui-se que para z = —1 resulta y = =+ cos b, ou seja, a elipse (b)

intersecta a escala a, com suporte Agu, nos pontos cotados b e m — b.

De salientar que se em (7.2.6), se tomar v = 0, resulta u = =+ cosb, que significa que a
recta que une os pontos cotados b e 7 —b da escala (a) ao ponto By sao tangentes a elipse
(b) nesses pontos.

Através das férmulas (7.2.7) ou da equagio (7.2.11), podem construir-se as elipses (b)
através da geometria analitica.
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Mas um modo de construcdo mais simples e mais especifico é fornecido pela equagao
(7.2.1). Na verdade esta equagio exprime o alinhamento dos pontos (a) de Agu, (A) de
Byv e (b,c). Pela equacao conclui-se que se A = 0, tem-se a = b—cepara A = m,
a = b+ c. Estes dois pares de valores de a e A determinam as rectas cujo ponto de
intersecgio coincide com o ponto (b, ¢).
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Figura 7.2: Nomograma relativo a cosa = cosbcosc + sinbsin ccos A

Os eixos Agu e Byv suportam as escalas a e A definidas pelas equagdes (7.2.2). Unindo
cada um dos pontos A = 0 e A = 7 a todos os pontos das escala (a), obtém-se dois feixes
de rectas cujas intersecgdes miituas encontram-se sobre as elipses (b). Para que duas
rectas destes feixes se intersectem num ponto da elipse (b) é apenas necessdrio e suficiente
que a soma ou a diferenca dos angulos correspondentes a essas duas rectas seja igual a 2b.

Logo o ponto (b,c) é o ponto de intersecgdo das elipses (b) e (c) e encontra-se abaixo
ou acima de A¢B, dependendo se b e ¢ estdao ou ndo do mesmo lado relativamente a 7.
Os pontos cotados (a), (A) e (b, c) estdo em linha recta.

7.3 Nomograma da férmula cosacos B = sinacotc —
sin B cot C

Escreva-se a férmula sob a forma

cot csina — cot C'sin B = cosa cos B (7.3.1)

e tome-se
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U = cotc

g = —eotl (7.3:2)

Estas féormulas definem as escalas cujos suportes sdo os eixos A,u e B,v, e dao para
rede de pontos (a, B) a equagao

usina + vsin B = cosacos B (7.3.3)

Para obter a equagio em u e v da curva (a), resultante da variagdo de B, é necessario
eliminar, como habitualmente, B entre essa equagéo e a sua derivada em rela[¢do a B, ou
seja

vcos B = —cosasin B (7.3.4)

Se se fizer a soma dessas equagdes apés té-las multiplicado, respectivamente, por cos B
e —sin B e depois por sin B e cos B, obtem-se:

usinacos B = cosa (7.3.5)

usinasin B = —v (7.3.6)

Elevando estas equagoes ao quadrado e adicionando resulta a seguinte equagao

2

u? sin®

a=1v?+cos’a (7.3.7)

ou

(u® 4+ 1) sin’a = v? + 1 (7.3.8)

Através da equagao (7.3.7) conclui-se que as curvas (a) sdo hipérboles em que um dos
eixos esta situado sobre AgBy.

Se se permutar a com B e u com v, nada altera na equagdo (7.3.3). Na verdade
obtém-se imediatamente para equagdo das curvas (B)

u’+1= (v’ +1)sin’ B (7.3.9)

que define um feixe de hipérboles, dlgebricamente idéntico ao anterior. No entanto, as
hipérboles (a), que tém um foco comum em 0, tém a sua concavidade voltada para o lado
Ay, enquanto que as hipérboles (B), que tém também um foco comum em 0, tém a sua
concavidade voltada para o lado de By. Estes dois feixes (a) e (B) sao simétricos em
relacdo a Oy.

Para construir as hipérboles ponto por ponto recorre-se as coordenadas cartesianas.

As coordenadas do ponto (a, B) sédo:
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Figura 7.3: Nomograma relativo a cosacos B = sinacotc — sin B cot C

sin B — sina cos acos B (7.3.10)

= ——————— y=-—= :
sin B + sina’ sin B + sina

De salientar que se a e B estdo compreendidos entre 0 e 7 entao:

-l<z<l1

y>0 ou y<0

dependendo se a e B estdo ou nao do mesmo lado relativamente a 7.

Para ter a equacao cartesiana das hipérboles (a) conclui-se do que foi visto atras que

sin B = *2 in a, cos B = tana (7.3.11)
11—z 1l—x
resultando:
(1+ z)?sin’a + 4y’ tan’a = (1 — z)’ (7.3.10)
ou
(1 — z)? cos® a — 4y?sin’ a = (1 + z)*sin® acos’ a (7.3:13)
Para x = —1 resulta, pela equagio anterior y = =+ cot a 0 que mostra que a hipérbole

(a) intersecta o eixo Agu nos pontos cotados a e m — a da escala (c). Caso se considere
v = 0 na equacdo (7.3.7) ou u = 0 na equagdo (7.3.9) conclui-se que as tangentes as
hipérboles (a) nos seus pontos de intersecgao com Agu passam por By e que as tangentes
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as hipérboles (B) nos pontos de intersecgdo com Byv passam por Ap. Contrariamente ao
que ocorreu nos casos anteriores, neste nomograma apenas se apresenta uma parte restrita
do nomograma, visto que este varia de —oo até +oo na direcgao de Oy.
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