Jodao Emilio Raimundo Carrilho de Matos

Formas Normais de
Campos de Vectores

TWPORTO

F ~ FACULDADE DE CIENCIAS
UNIVERSIDADE DO PORTO

Departamento de Matemadtica Aplicada
Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto
Marco de 2005




MAVOMATICA APLIOAD:

TACULDADE DE CIENCIAG
MVERGSIDAPE 0O PORTO
‘ RT0—PORTUAAL

Formas Normais
de
Campos de Vectores

Departamento de Matematica Aplicada
Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto

Margo /2005

ﬁ(a (D g"kw




BATELIATICA APLICADs
TACULDADE DE CIifINCIAB
UNIVERSIDADY 0O PORTC

FORATO—PORTURAL

Formas Normais de Campos de
Vectores

Joao Emilio Raimundo Carrilho de Matos

bh-ou - o>

Tese submetida o Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto

para obtenc¢ao do grau de Mestre em Matemdtica-Matemdtica Aplicada

orientada por

Pr. Doutor José Basto-Gongalves

Departamento de Matematica Aplicada
Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto

Margo/2005




Aos meus pais



Agradecimentos

Gostaria de lembrar algumas pessoas, como forma de lhes expressar a
minha gratidao pelo facto de me terem ajudado a construir este trabalho.

Agradeco,

e 20 Prof. Doutor José Basto-Gongalves, por todo o seu apoio prestado
desde a primeira hora, pela disposi¢ao e eficiéncia em solucionar vérios
problemas e pelos incentivos com que acompanhou este trabalho.

e 3 Dr2. Maria Helena da Silva, sem a sua compreensao nao seria possivel
conciliar o trabalho no I.S.E.P. com a realizagao deste trabalho.

e 3 Carla, pela compreensao do tempo que nao tive para ela.

e & Dulce, pelo tempo dedicado as tradugoes.



Contetido

BAVEUATIOA APLICAR

b 4
ACULDADR DE ciNeias

NIVERSIDADY 00 pg
! R
PGRTO—FMNMATO

1 Teoria Classica das Formas Normais 1
1.1 Introdug@o . . . . . . . . . . ... 1
1.2 Reducdo Formal a uma Forma Normal . . . .. ... ... .. 2
1.2.1 Casondoressonante . . . . ... .. .. ... ..... 2
1.2.2 Casoressonante . . . . . . . ... .. ... ... ... 5

1.3 Estudo da convergéncia . . . . . . . .. ... ... 7 |

1.3.1 Definigoes e resultados elementares . . . . . .. .. .. 7 1

1.3.2 Ressonancias no dominio de Poincaré. . . . . . . . . .. 7 |

1.3.3 Ressonancias no dominio de Siegel. . . . . ... .. .. 8 ‘
1.3.4 Teorema de Poincaré-Dulac . . . ... ... ... ... 9

2 Campos Reais Finitamente Determinados. 10 |
2.1 Definicoes e resultados elementares. . . . . . . ... ... ... 10
2.2 Teoremas de Ichikawa e de Belitskii. . . . . . . ... ... ... 11
2.3 Lema de Takens e corolarios . . . . . .. ... .. ... .. .. 12
3 Renormalizacao Formal 16
3.1 Introdugdo . . . . . . . . . . . 16
3.2 Método Utilizado na Renormalizagao . . . . . .. .. ... .. 17
3.3 Primeiros Passos da Renormalizagao . . . . . . .. . ... .. 22
331 D=3 22

332 p=4. ... 23 ‘
333 p=05 . . . . 23

334 p=06.. ... .. 24 ‘
335 p=T . . 24
336 p=8. . . .. 25
337 p=9. . . 26
3.4 Passos Seguintes da Renormalizagao . . . . . . .. ... .. .. 26



CONTEUDO

341 p=6j+1 ......
342 p=67+2 ... ...
343 p=6j+3 ......
344 p=6;+4.......
345 p=67+5 ......
346 p=6(+1) .....
3.5 A Forma Renormalizada . . .
3.6 Transformacao conjunta . . .

3.6.1 Primeiro Passo (j = 1)
3.6.2 Passos Seguintes (j > 1)

A Discussao dos Sistemas
A.1 Discussao do Sistema 3.4.2 . .

A.2 Cédigo do programa (p =65 +2) . ... ... ... ... ...

A.3 Discussao do Sistema 3.4.3 . .

A.4 Cédigo do programa (p=6j5+3) . ... ... ... ... ...

A.5 Discussao do Sistema 3.4.4 . .
A.6 Discussao do Sistema 3.4.5 . .

A.7 Cédigo do programa (p =65 +5) . . . . ... ... ... ...

A.8 Discussao do Sistema 3.4.6 . .

A9 Cédigo do programa (p=6j+6) . ... ... ... ... ...

A.10 Cédigo para o Sistema (j = 1)
A.11 Cédigo para o Sistema (j > 2)

il

27
29
30
31
33
34
36
37
38
40

43
43
43
45
46
47
49
49
20
a0
52
23



Resumo

A Teoria das formas normais de campos de vectores foi introduzida por
Poincaré na sua tese de doutoramento e revelou-se uma ferramenta util
para estudar sistemas dinamicos numa vizinhanga de um ponto singular.
As formas normais sao utilizadas para estudar a estabilidade de pontos sin-
gulares de sistemas dinAmicos bem como campos de vectores que dependem
de parametros (teoria da bifurcagdo) e neste estudo é relevante encontrar
uma forma normal “mais simples”.

Esta tese estd estruturada da seguinte forma, o capitulo 1 contém os
resultados cléssicos da teoria das formas normais formais.

O capitulo 2 contém os resultados (devidos esséncialmente a: F. Takens,
F. Ichikawa, G. Belitskii e J. Yang) usados para encontrar a forma normal
“mais simples” de campos de vectores finitamente determinados.

J. Yang encontrou a forma normal “mais simples” dos campos de vectores
1-ressonantes mas nao fortemente 1-ressonantes em R? (ver[2]), completando
deste modo a classificacao de todos os campos de vectores finitamente deter-
minados em R3.

No capitulo 3, propomos encontrar a forma normal formal (3.11) de
campos de vectores em R? cujas partes lineares tém valores préprios A =
(1,—1,2), note-se que estes campos de vectores nao sao 0-ressonantes nem
1-ressonantes, logo pelo teorema de Ichickawa néo sao finitamente determi-
nados .

Para obtermos a forma normal (3.11), partimos da forma normal de
Poincaré-Dulac e vamos sucessivamente simplificando os termos ressonantes
de grau 2,3, ..., usando sucessivamente transformacdes ressonantes de grau
1,2,.... O nimero de monémios ressonantes que conseguimos eliminar em
cada passo depende da resolugao de um sistema de equacoes lineares. O es-

'E em R? que surgem os primeiros campos de vectores que nao sdo 0-ressonantes nem
1-ressonantes.

iil



CONTEUDO iv

tudo da caracteristica das matrizes associadas a estes sistemas é efectuado
no apéndice (A). Apesar de a forma normal (3.11) ndo ser analiticamente
demonstrada, devido & dificuldade de demonstrar que certos sistemas lineares
encontrados tém caracterfstica maxima, hé fortes argumentos numéricos que
o sugerem, para o efeito calcularam-se os determinantes das primeiras ma-
trizes (de dimensdo maxima) usando programas em MatLab, cujos resultados
estdo igualmente indicados no apéndice (A). Ao simplificarmos os monomios
ressonantes de grau p = 65 +3 obtivemos um sistema com mais uma incognita
que equacdes, logo sob a hipdtese de que a matriz associada a este sistema
tem caracteristica maxima, “desperdicou-se” uma incégnita. Tendo em vista
a simplificacao da forma normal (3.11) aplicou-se uma transformagao resso-
nante contendo apenas mondmios ressonantes de grau 65 + 1 e 65 + 2 para
simplificar simultaneamente os termos de grau 6j + 2 e 65 + 3, este método
(chamado de transformagdo conjunta) estd indicado na secgao 3.6. Con-
tudo resultados numéricos (ver apéndices (A.10 e A.11)) mostram que, pelo
menos nos primeiros termos, nao é possivel simplificar por este processo a
forma normal (3.11).



Summary

The normal forms theory was introduced by Poincaré in his thesis and became
a useful tool to study the stability of vector fields and vector fields depending
on parameters (bifurcation theory), and in this study it is relevant to find a
“simplest” normal form.

The structure of this thesis is the following, in the chapter 1 we give the
classic results of the normal forms theory.

In the chapter 2 we give the results (due to: F. Takens, F. Ichikawa, G.
Belitskii and J. Yang) used to find the “simplest” normal form of finitely
determined vector fields.

J. Yang finished the classification of all finitely determined vector fields
on R3 (see [2]).

In the chapter 3 we find a “simplest” normal form (3.11) of generic vector
fields on R? with eigenvalues A = (1, —1,2), we note that these vector fields
are neither O-resonant nor 1l-resonant, then by Ichikawa’s theorem they are
not finitely determined 2.

In order to obtain the normal form (3.11) we start from Poincaré-Dulac’s
normal form and we successively simplify the resonant terms of degree 2,3 ...,
applying resonant transformations of degree 1,2 .... The number of resonant
monomials that we can kill in each step depends on the rank of a linear
system. The study of the rank of these matrices is in appendix (A). We did
not prove analytically the normal form (3.11) due to the difficulty to prove
that certain matrices have maximal rank, however there are strong numeric
arguments that take us to believe that in fact these matrices have maximal
rank (in appendix (A) some results obtained from MatLab programs which
show that the first ones matrices have maximal rank). In this process, when
we try simplifying the terms of degree p = 65 +3,7 = 1,2, ..., we obtain one

2Tt is on R® that appear the first ones vector fields that are neither O-resonant nor
1-resonant.
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linear system that have one more variable than equations, so in order to use
this variable we try simplify the resonant terms of degrees 65 +2 and 65 + 3,
in the same step, with resonant transformations which contain only terms of
degrees 65 + 1 and 65 + 2, we explain this process in section (3.6). Again
we used MatLab programs to show that the first matrices have vanishing
determinant (see appendix (A.10 and A.11)).



Résumé

La théorie des formes normales de champs de vecteurs a été introduite par
Poincaré dans sa these de doctorat et elle s’a révélé un organe de travail
utile pour I’étude des systémes dynamiques au voisinage d’un point singulier.
On utilise les formes normales pour étudier la stabilité de points singuliers
de systemes dynamiques ainsi que champs de vecteurs qui dépendent de
paramétres (théorie de la bifurcation) et dans cette étude c’est relevant trou-
ver une forme normal “plus simple”.

Cette these est structurée comme suit: chapitre 1 contient les résultats
classiques de la théorie des formes normales formelles. Chapitre 2 contient les
résultats (essentiellement par: F. Takens, F.Ichikawa, G. Belitskii et J. Yang)
utilisées pour touver la forme normale “plus simple”des champs de vecteurs
finitement determinés. J. Yang a trouvé la forme normale “plus simple”des
champs de vecteurs 1-résonnants mais pas fortement l-resénnants dans R3
(voir [2]), complétant de cette fagon la classification de tous les champs de
vecteurs finitement determinés dans R3.

Dans chapitre 3, nous proposons de trouver la forme normale formelle
(3.11) de champs de vecteurs dans R®, dont les parties linéaires ont des
valeurs propres A = (1,—1,2), on peut noter que ces champs de vecteurs ne
sont ni 0-résonnants ni 1-résonnants, et a veut dire que selon le théoreme
de Ichikawa ils ne sont pas finitement determinés®. Pour obtenir la forme
normale (3.11), nous partons de la forme normale de Poincaré-Dulac et
nous simplifions successivement les termes résonnants de degré 2,3,..., us-
ant successivement des transformations résonnantes de degré 1,2,.... Le
numéro de mondémes résonnants que nous pouvons eliminer dans chaque
phase dépend de la résolution d'un systéme d’équations linéaires. L’¢tude
de la caractéristique des matrices associés a ces systémes est effectué dans

3C’est dans R® que apparaissent les premiers champs de vecteurs que ne sont pas ni
0-resénnants ni 1-resénnants.

vii
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I'appendice (A). Méme si la forme formale (3.11) n’est pas analytiquement
démontrée, a cause de la difficulté pour démontrer que certains systcmes
linéaires trouvés ont une caractéristique maximale, il y’a des arguments
numériques forts que la suggerent, pour 'effet ont été calculés les déterminants
des premiéres matrices (de dimension maximale) usant des programmes en
MatLab, dont les résultats sont également indiqués dans I'appendice (A). En
simplifiant les monomes résonnants de degré p = 653, nous avons obtenu un
systeme avec une inconnue en plus équations; sur I'hypothese que la matrice
associée & ce systéme, ait caractéristique maximale on perde une inconnue.
Ayant en vue la simplification de la forme normale, on a appliqué une trans-
formation résonnante contenant seulement des monoémes résonnants de degré
67+ 1 et 65 + 2, a fin de simplifier simultanément les termes de degré 65 + 2
et 65 + 3, cette méthode (appelé de transformation conjointe) est indiquée
dans la section (3.6). Mais les résultats numériques (voir appendices (A.10
et A.11)) montrent que, par moins dans les premieres termes, il n’y est pas
possible simplifier pour ce proces la forme normale (3.11).



Capitulo 1

Teoria Classica das Formas
Normais

1.1 Introducao

Um campo de vectores numa variedade diferenciavel M é uma secgao V :
M — TM. Em coordenadas locais V(x) = 3, Vi(x)z2>, onde 2 ¢ uma
base de Ty M. Um difeomorfismo ¢ : M — M transforma um campo de

vectores V' no campo de vectores

(¢.V)(x) = (¢ (x))"'V(d(x)).

onde x € M e ¢ (x) é a matriz jacobiana da fungéo ¢(x). Dois campos
de vectores V e V dizem-se conjugados se existir uma transformagao ¢ tal
que V = ¢,V. A ideia intuitiva é encontrar uma transformagao que leve
um campo de vectores num campo de vectores mais simples (forma normal),
e portanto mais conveniente para o estudo da equagao. Dois campos de
vectores V e V dizem-se conjugados numa vizinhanga de um ponto xo € M
se existir uma transformagdo local ¢ : Uy, — Uy, de uma vizinhanca U de
xp numa vizinhanga U de xq tal que V(x) = (¢.V)(x), X € Usx,.

No contexto local, podemos identificar uma vizinhanga U e o espago tan-
gente Ty M, x € U com R". Apds esta identificacdo, um campo de vectores

Vix) = Y Vitx) o

pode interpretar-se com a fungao V : Wy, — R™ onde Wy, ¢ uma vizinhanga
de x¢ em R™.
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Exemplo 1.1.1. Seja V(xo) = ¢, onde ¢ # 0, entao pelo teorema da recti-
ficacdo o campo de vectores é localmente conjugado com o campo de vectores
constante (¢.V)(x) = ¢, x € Ux,. Obviamente as trajectérias deste campo
sao as rectas da forma x(t) = ct + x.

Exemplo 1.1.2. Seja V(z) = Az + h(z), onde = € R e h(0) = h'(0) = 0,
um campo de vectores de classe C™ numa vizinhanga de zq = 0. Se A # 0,
entdo o campo de vectores V' é localmente C*- conjugado 4 sua parte linear.

1.2 Reduc¢ao Formal a uma Forma Normal

1.2.1 Caso nao ressonante

De acordo com o teorema de Poincaré um campo de vectores “nao resso-
nante”, na classe das séries formais !, pode ser reduzido & sua forma linear
numa vizinhanca de um ponto singular, por um difeomorfismo formal.

Definicao 1.2.1. Seja V : U — C™ um campo de vectores, onde U ¢ um
aberto de C* que contém um ponto singular, que podemos supdr a origem,
e V(x) = Ax + ... a sua série (formal) de Taylor. O n-uplo A = (A,..., \,)
de valores préprios da matriz A, diz-se ressonante se existe s € {1,...,n}
tal que Ay = (m,\), onde m = (my,...,m,) € NJ e >0 my > 2. A
|lm|| = >";_, mi chama-se ordem de ressonancia.

Teorema de Poincaré. [1] Se os valores proprios da matriz A forem nao
ressonantes, entdo a equagdo diferencial X = AX+... pode ser transformada,
por uma mudanga de varidveis formal X =y + ..., na equagao

y = Ay.

A demonstracao do teorema de Poincaré consiste na sucessiva eliminagao
dos termos de grau 2,3,. . .do lado direito da equagao e cada eliminagao exige
a resolu¢ao de uma equagao homoldgica.

Lema 1.2.1. [1] A equagdo diferencial y = Ay € transformada na equagao

x=Ax+V(x)+...,

i é, ndo exigimos a convergéncia numa vizinhanga da origem



CAPITULO 1. TEORIA CLASSICA DAS FORMAS NORMAIS 3

por uma mudangae de varidveis da forma
x =y + H(y),
onde H(y) € um polindmio vectorial com 1-jacto nulo e

Vi(x) = (%) Ax — AH(x).

Demonstracao.
H
x= |1+ od Ay = I~|—a—H Ax—H(x)+...) = Ax+ ?——Ax—Ah(x)
ady Ay 0x

Definigao 1.2.2. Dada uma matriz A, definimos o operador linear L 4, onde

o0H
LAH = a—XAX — AH(X)

e chamamos equacao homoldgica, a equagao
L H =YV,
onde V é um campo de vectores conhecido e H a incégnita.

O operador linear L4 actua no espago vectorial dos campos de vectores
formais, que denotaremos por H,. Ao subespago, de dimensao finita, for-
mado pelos polindmios vectoriais homogéneos de grau k, denotaremos por
HE. Entdo temos H, = HO @® HL ® H2 @ ... e que La(HE) C HE. Seja
(e1,...e,) uma base formada por vectores préprios da matriz A, entao

g 9

forma uma base de HE.

Lema 1.2.2. [1] Se o operador A é diagonal, entao o operador L4 ¢ igual-
mente diagonal e 0s mondmios vectoriais xm% sdo vectores proprios de L4

2
com valores préprios associados [(m, ) — A;]. Ou seja, temos:

L, (xm aii) ~ [(m, A) = A]x™ aii (11)

[
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Exemplo 1.2.1. Seja A : R2 — R? um operador linear que na base (e1,es),

A0 , e seja V € H3, onde Hj éo
0 A

espaco dos polinémios homogéneos de grau 2 em R?. Entao

2D 0 00 L0 0 L0
aI’ yaxay 8.’1,', ayv yayay ()'l/

é uma base de H3, e a matriz de L4 relativa a esta base ¢é:

é representada pela matriz: A = <

MO 0 0 0 0
0 Ao 0 0 0 0
L] 00 M\ +2X 0 0 0
A= 1 0 o0 0 22 —X 0 0
0 0 0 0 A O
0 0 0 0 0 A

Corolario 1.2.1. [1] Se o conjunto dos valores proprios de A for nao resso-
nante, a equacdo homoldgica LyH =V ¢é resolivel para todo o campo formal
com 1-jacto nulo. Se ndo existem ressondncias de ordem k, entao a equagao
homoldgica, LaH =V}, tem uma solugao Hy € HE, para todo Vj € H* onde
k> 2.

Se a matriz A nao é diagonal (tem blocos de Jordan), entdao L, tem
igualmente blocos de Jordan e os valores préprios de L 4 sao dados igualmente
por (1.1). Entdo para valores préprios (eventualmente com multiplicidade
maior do que um) nao ressonantes, o operador L4 é igualmente invertivel,
aplicando-se portanto a este caso o corolario anterior.

Demonstracao do Teorema de Poincaré. Seja a equagao diferencial
x=Ax+V.(x)+...,

r — n m 0
onde 7 > 2, Vi(x) € H},, com Vo(X) = 3701 D ymj=r Vm,sX 35, € 05 valores
préprios da matriz A sdo nao ressonantes, temos que, a equagao

LAH = V;“’

tem uma solugao
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Aplicando agora & equagdo diferencial a mudanga de variaveis x = y + H..(y),
pelo lema 1.2.1, transformamos a equagao inicial numa equagao da forma

y=Ay +Via(y) +...,

onde ‘7r+1 € H't ie., elimindmos todos os termos de ordem r do lado direito
da equacao diferencial. Usando sucessivamente este processo, construimos
uma sucessao de mudancas de varidveis x =y + H;(y), j = 2,3,... que no
limite transformam a equacao dada na equagdo y = Ay (forma normal de
Poincaré). [J

1.2.2 Caso ressonante

Definicao 1.2.3. Se na parte linear de um campo de vectores V = Ax+. ..,

existirem ressonancias entre os valores proprios Ap,...A,, ou seja, se existir
i € {1,...,n} tal que \; = (m, A\) com [jm|| > 2, dizemos que um monémio
da forma 5 p
m m1 Mmn
XM= 1.2
d.’l?i ! " a.’lf,', ( )

é um monémio ressonante (relativamente a matriz A).

Teorema de Poincaré-Dulac. [1] Seja x = V(x) uma equagdo diferencial
onde
V(x) = Ax+Vo(x) + ...+ Vi(x) +... Vi e HE

n?

(1.3)

entdo a equacdo diferencial pode ser transformada numa equagao da forma
y=Ay +Wa(y)+ ...+ Wi(y) + ..., (1.4)

onde W; € H: e Wi(y) contém apenas monomios ressonantes, para todo
i>2.

O teorema de Poincaré-Dulac nao permite geralmente a linearizagao de
um campo de vectores, mesmo que na sua série de Taylor formal existam
apenas mondmios nao ressonantes (ver exemplo 1.2.2).

Exemplo 1.2.2. [4] Seja o campo de vectores V : C* — C?,

0 0
Vir,y)=(—z+ y3)% +(y+ I“y)%,
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a parte linear de V é ressonante e a parte néo linear nem contém monomios

da forma xk“yk% nem da forma x’“y’““;% (i.e. ndo contém monémios resso-
nantes). Contudo o primeiro passo do método de Poincaré-Dulac, leva-nos a
mudanca de varidveis r = r — %3 , ¥ =Y, o que elimina os termos de ordem
inferior mas o campo de vectores fica da forma:

(3 AN, AR N
V(:r,y)-(—.r—z(x—FZ) y 55+ Y+ .z,+4 Y o’

3,40
e T’y 5.

-

que ja contém os mondmios ressonantes x4y38%

No caso em que a matriz A na forma de Jordan tem parte nilpotente nao
nula podemos ainda “simplificar” a forma normal de Poincaré-Dulac (i.e.,
é ainda possivel eliminar alguns monémios ressonantes existentes na forma
normal de Poincaré-Dulac) usando o teorema de Belitskii (ver exemplo 1.2.3).

Teorema de Belitskii. (/5/,/2]) Seja V (x) = Ax+... um campo de vectores
com parte linear A= S+ N, onde S € a parte semi-simples e N # 0 a parte
nilpotente. Entdo a equagdo diferencial X = V(x) pode-se reduzir por uma
mudanca de varidveis formal a uma equagao da forma

y = Ay + H(y),
onde a série formal H(y) satisfaz as sequintes equagoes:

OH B OH\ . " B
(8y>5y SH(y)=0 ,e (ay)Ny N H(y) = 0.

Exemplo 1.2.3. Seja a equacao diferencial x = V(x), onde V : C* — C*

com parte linear,
010

A=1000
001

Os mondémios ressonantes sao da forma,

)
i+ji>2exinirs—, i+752>1.
+J2 1236%3 1+ 2

i,.J R
TiTy— ; TiTy—
Y20z, 7 T 202,
O teorema de Poincaré-Dulac permite-nos reduzir a equagao diferencial na
forma:
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& = 9+ f(z1,22)
Ty = 9(351,2172) )
&3 = 3+ h{z1,22)

onde f e g ndo tém parte linear, e h nao tem termo constante. Como a
parte nilpotente é nao nula o teorema de Belitskii permite-nos ainda reduzir
a equacao diferencial & forma normal de Belitskii:

1 = o+ f(x1)
Ty = zof(x1) +9(x1) |
1.'3 = .T3+h(.171)

onde £(0) = g(0) = g'(0) = h(0) = 0.

1.3 Estudo da convergéncia

1.3.1 Definigcoes e resultados elementares

No estudo da convergéncia das séries de Poincaré, construidas na seccao
anterior, iremos distinguir dois casos dependendo da distribui¢ao dos valores
préprios em C.

Definigao 1.3.1. Um hiperplano em C" dado por uma equagao do tipo A, =
(m, ), onde m = (my,...,m,) € NI, A =(A,..., ) €Ce > iy >2
diz-se um plano ressonante.

Se fixarmos o vector A, temos sempre um conjunto numeravel de planos
ressonantes.

Definicao 1.3.2. Dizemos que A = (Ay,...,A,) pertence ao dominio de
Poincaré, se 0 ¢ E.(A), onde E.(\) é a envolvente convexa do conjunto
{A1,.. ., An}, caso 0 € E.()\), dizemos que pertence ao dominio de Siegel.

1.3.2 Ressonancias no dominio de Poincaré.
Suponhamos que A pertence ao dominio de Poincaré.

Teorema 1.3.1. [1] Todo o A pertencente ao dominio de Poincaré, satisfaz
apenas wm nimero finito de relagdes de ressondncia As = (m, ), onde m €

2 e |m| > 2, e tem uma vizinhanca que nao intersecta outros planos
ressonantes.
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(Os planos ressonantes, de A, s@o discretos se A pertence ao dominio de
Poincaré)

Vamos agora supor que o campo de vectores V' é definido por uma série
convergente numa vizinhanga do ponto singular, x = Xg, (i.e. V é holomorfo).

Teorema de Poincaré. [I] Se os valores proprios da parte linear de um
campo de vectores holomorfo numa vizinhanga do ponto singular, X = X,
pertencem ao dominio de Poincaré e ndo sio ressonantes, entao o campo de
vectores € biholomdrficamente equivalente d sua parte linear numa vizinhanga
de Xg.

(i.e. existe uma mudanga de varigveis holomorfa y = 9)(x), tal que ¥(xo) =

Xg e com inversa X = ¢(y) igualmente holomorfa.)

1.3.3 Ressonancias no dominio de Siegel.

Suponhamos agora que A pertence ao dominio de Siegel.

Teorema 1.3.2. [1] Se X pertence ao dominio de Siegel, entdo os planos de
ressondncia Ay = (m, \) sdo densos.

Definicao. Um ponto
A= (A, ..., ) €C?

diz-se do tipo (C,v) se para todo s € {1,...,n}, temos

!/\S - (m7 /\)| >

para todo m = (my,...m,) € N tal que Y1, m; > 2.

Teorema 1.3.3. [1] O conjunto dos pontos que nao sio do tipo (C,v) para
todo C > 0 tem medida nula, se v > (n — 2)/2. (no caso real exigimos que
v>n-—1).

Teorema de Siegel. [1] Seja V' um campo de vectores holomorfo com um
ponto singular xo. Se X\ € do tipo (C,v), entdo V € biholomdrficamente
equivalente a sua parte linear numa vizinhanga de Xgq.
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1.3.4 Teorema de Poincaré-Dulac

Vamos agora considerar o caso em que existem ressonancias.

Teorema de Poincaré-Dulac. [I1] Seja A o vector dos valores préprios da
parte linear de um campo de vectores V num ponto singular. Se X pertence
ao dominio de Poincaré, entdo numa vizinhanca do ponto singular, o campo
de vectores V € biholomdrficamente equivalente a um campo de vectores poli-
nomaal, cujos mondmios vectoriais de grau superior a um sao ressonantes.

(i.e. as séries de Poincaré sao convergentes, mesmo no caso de existirem
ressonancias, se A pertence ao dominio de Poincaré).

Nota. Se os valores préprios estao no dominio de Siegel, as séries que con-
duzem a formas normais formais em caso de ressonéancia sao frequentemente
divergentes.

Se \ é nao ressonante e pertence ao dominio de Poincaré entao é do tipo
(C,v) para algum C. O teorema de Siegel pode ainda ser “melhorado”.

Definigao 1.3.3. Um campo de vectores V, com parte nao linear

Z Z Wi, i) X" 81:

i=1 |m|>2 !

satisfaz a condicao de Brjuno, se a série

00 1 ' .
Z % Inwe , wi=min{|(m,\) = X;|: |(m,\) = ;| >0, ||m — ¢} <27},
k=1

é convergente.

Teorema de Brjuno. [9/ Se um campo de vectores V € formalmente equi-
valente @ sua parte linear, e a condi¢ao de Brjuno é verificada, entao V €
biholomorficamente equivalente a sua parte linear numa vizinhanga de um
ponto singular.



Capitulo 2

Campos Reais Finitamente
Determinados.

2.1 Definicoes e resultados elementares.

Definig¢ao 2.1.1. Um campo de vectores V = Ax + ... diz-se O-ressonante,
se nao existem relacoes de ressonancia da forma

kl/\1+"'+knAn:O

entre os valores proprios da sua parte linear. Neste caso o nimero de res-
sonancias é necessariamente finito.

Definicao 2.1.2. Um campo de vectores V diz-se 1-ressonante, sc todas as

relagoes da forma
LA+ 4+ A, =0,

sao consequéncias de uma relagao fixa da forma
kidi+ -+ kA, =0.
Neste caso o nimero de ressonancias é necessariamente infinito.

Definicao 2.1.3. Se V é l-ressonante distinguimos dois casos:

(1) Se todas as relagdes sao consequéncias da relagao

k1>\1 + o + kn/\n - 0, (21)

10
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dizemos que V é fortemente 1-ressonante.

(2) Se para além das relagdes derivadas da relagdo (2.1.3), existe apenas
um ndmero finito de relacdes que nao sdo consequéncia da relagao (2.1.3),
dizemos que V é l-ressonante mas nao fortemente 1-ressonante.

Definicao 2.1.4. Um campo de vectores V(x) de classe C*, V(0) = 0,
x € R", diz-se k-determinado se é equivalente (reduzivel por uma mudanga
de coordenadas local de classe C*°) a todo o campo de vectores da forma
V(x) + o(||x]|¥). Um campo de vectores V diz-se finitamente determinado,
se existir um k < oo tal que V é k-determinado.

Teorema de Chen. [10] Dois campos de vectores hiperbolicos sao C>-
equivalentes sse forem formalmente equivalentes.

Se nao existem relacoes de ressonancia, os valores préprios nao estao no
eixo imagindrio, logo o campo é necessariamente hiperbdlico.

Teorema 2.1.1. [10] Seja V um campo de vectores de classe C* tal que
V(0) = 0, entdo as seguintes afirmagoes sao equivalentes.

(1) V é I1-determinado por uma mudanga de varidveis de classe C*.
(2) V é 1-determinado por uma mudanc¢a de varidveis formal.
(8) Ndo existem relagdes de ressonancia.

Seja V um campo de vectores iremos denotar por I(V) & ordem maxima
das relacdes de ressonancia, e por i(V) o menor k, k < [(V), tal que V é
k-determinado. (se V for O-ressonante, entdo {(V) é finito.)

2.2 Teoremas de Ichikawa e de Belitskii.

O conjunto dos campo de vectores finitamente determinados contém os campo
de vectores O-ressonantes, contudo também existem campos de vectores com
um ndmero infinito de relacdes de ressonancia que sao finitamente determi-
nados.

Teorema de Ichikawa. ([12],[13]) Um campo de vectores é formalmente
finitamente determinado sse é O-ressonante, ou I-ressonante e nao pertence
a um conjunto E de codimensdo infinita no conjunto de todos os campos de
vectores 1-ressonantes.
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O teorema seguinte valida este resultado para a classe C'*°.

Teorema de Belitskii. (/5/) Um campo de vectores é finitamente determi-
nado por uma mudanca de varidveis de classe C™ sse € formalmente finita-
mente determinado.

2.3 Lema de Takens e corolarios

Iremos denotar o k-jacto na origem do campo de vectores V, por j*V e o
parénteses de Lie dos campo de vectores U e V por [U,V] = DV.U-V.DU.

Lema de Takens. [7] Sejam U e V dois campos de vectores tais que
F*[U, V] =0 e 'V =0, e seja D}, o flurzo do campo de vectores V, entdao

7 (@Y).0) = MU+ ULV,

Lema 2.3.1. [2] Sejam U e U dois campos de vectores tal que j*U = j*U,
entao:
a) se a equacdo
U,V = U - 0) (2.2)

tem uma solucio V tal que 7'V = 0, entao existe um difeomorfismo ® tal

que -
#1e,U = jHIU. (2.3)

b) Se existe um difeomorfismo ® com aprorimacao linear 1gual a identi-
dade tal que se verifica (2.3) entdo a equagdo (2.2) tem uma soluggo V tal
que 7'V = 0.

Definigao 2.3.1. Dois campos de vectores U e V dizem-se [-jacto equiva-
lentes se existe um difeomorfismo @ tal que j'®,U = j'V.

Lema 2.3.2. [2] Seja U um campo de vectores, se para todo o campo de
vectores W tal que j*W = 0 a equagdo [U, V] = W tem uma solugio V
com j'V = 0, entdo os campos de vectores U e j*U sdo [-jacto equivalentes
para todo ol < 0.

Lema 2.3.3. [2] Se para todo o campo de vectores formal W tal que j*W = 0
a equacdo [7*U, V] = W tem uma solugdo formal V tal que j*V = 0, entdo
o campo de vectores V € k-determinado por uma mudanga de varidveis de
classe C™.
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Definicao. Uma mudancga de variaveis diz-se ressonante, com respeito a um
n-uplo A = (A1,...,\,), se a sua parte linear é a identidade e a sua parte
nao linear contém apenas monémios ressonantes.

Teorema 2.3.1. [8] As sequintes afirmagdes sdo verdadeiras:

(1) Toda a mudanca de varidveis ressonante envia um campo de vectores
na forma normal ressonante noutro campo de vectores que estd igualmente
numa forma normal ressonante.

(2) toda a mudanga de varidveis com parte linear igual a identidade que
envia qualquer campo de vectores na forma normal ressonante noutro campo
de vectores que estd igualmente numa forma normal ressonante € uma mu-
danca de varidveis ressonante.

(i.e. para simplificar uma forma normal ressonante necessitamos apenas de
aplicar mudancas de varidveis ressonantes.)

Lema 2.3.4. [2] Seja U um campo de vectores de classe C*, U(0) = 0. Se
para todo o campo de vectores formal W ressonante, com respeito aos valores
proprios da parte linear de U, tal que j*W = 0 a equagao,

*U, V] =W, (2.4)

tem uma solucdo formal V, tal que j'V = 0, entdo U € k-determinado por
uma mudanca de varidveis de classe C™.

Nota. A equagao (2.4) é uma generaliza¢ao da equagao homoldgica .

Exemplo 2.3.1. Seja U um campo de vectores em R? cuja parte linear tem
valores proprios Ay = 0, Ay = 1 e A\3 = 3. Este campo é l-ressonante mas
nao fortemente l-ressonante. A sua forma normal de Poincaré-Dulac é da

forma
i = zf(z)
y = yq(r) ; (2.5)
i o= zge(x) + yigs(a)

onde f, g1, go e g3 sao séries formais tais que f(0) = 0, g1(0) = 1 e g2(0) = 3,
m > 2. Iremos provar que sob as condigoes genéricas,

f(0) #£0 (2.6)
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9(0) — 34, (0)
f(0)
podemos reduzir o campo de vectores U ao campo de vectores U por uma
mudanca de coordenadas de classe C* onde U ¢é da forma

¢1{0,1,2,...} (2.7)

= z+ax®
= y+bzy (2.8)
| 2 = 3z+cxy+ oy

@8

e que (U) = 3.

Comecamos por aplicar uma transformagao da forma (z,y, 2) — (a(z),y, 2),
usando a condicao genérica (2.6) para reduzir a fungio f(z) a forma z + az?
(ver [6]). Apds renormalizada a primeira componente ¢ suficiente provar que:

i) O 3-jacto de U pode ser normalizado & forma normal (2.8).
ii) Assumindo que j°U tem a forma (2.8), a equagao
°U, V] =W (2.9)

tem uma solucao V com 1-jacto nulo para todo o campo de vectores
ressonante W com 3-jacto nulo (ou seja pelo lema (2.3.4) e pelo tcorema
(2.3.1) o campo de vectores U é 3-determinado).

iii) Os campos de vectores j2U e j°U nao séo equivalentes se § # 0 (ou
seja i(U) = 3).

2

i) Eliminamos os monémios ressonantes waa% ez z% aplicando uma

transformacao da forma

x
= y+oiry |,
z+ pirz

o

IS I ]

o campo de vectores transformado tem a seguinte forma,

0
jsq)*U = jBU + _901332@/ )
—9011“2/3

logo o 3-jacto de U redutivel a forma normal (2.8), onde § € R. Pode-
mos ainda reduzir § a 1 aplicando uma mudanga de variaveis da forma
y — cy trocando se necesséario o sinal a variavel z.
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ii) Todo o campo de vectores ressonante W com 3-jacto nulo é da forma

0
W =zF(z)— + yFQ(;r)2

0
p By + (2F3(2) + y*Fiy(z)) =

d&

onde j2F;, = 0, parai = 1,2,3 e j°F4(x) = 0. Procuramos uma solugao
V da equagdo (2.9) da forma

V= Vi) + Vi) + (Vale) + V) 5
A equagdo (2.9) origina o seguinte sistema
(z + 2a2°)Vi(z) — (2® — ax®)V{(z) = Fi(x)
(22 + az’) V3 () = bxVi(z) — Fa(z)
(2% + az®)Vy(z) = caVr(x ~ Fy(x)
(c — 3b)xVy(z) — (2® + ax®)V](z) = Fy(z) + §(Vs(x) — 3Va(x))

sistema tém uma solugao (Vi(z), Va(x), Vs(x)) com 1-jacto nulo. Como
jOF; = 0 a tltima equagao pode-se escrever na forma

(c — 3b)xVy(x) — (2% + ax®)V)(z) = H(x). (2.10)

Seja Vi(z) = Bo+ Bix + Boz? +... e H(x) = ho + bz + har® + ...,

|

|

|

Dado que j2F, = j2F, = j?F3; = 0 as trés primeiras equagoes deste
entdo da equacdo (2.10) obtemos

(C—mb)ﬁ =h
(e —mb ‘Oi)@ - (i — DaBi-y + hs, para i=1,2,...° (2.11)

Para o campo de vectores (2.8) as condigdes genéricas (2.7) tomam a
forma (¢ — mb) ¢ Ny, logo podemos resolver as equagbes (2.11). A
solucao obtida desta forma tem 1-jacto nulo dado que hg = 0.

Para o efeito basta notar que o nimero de superficies invariantes dos
campos de vectores ijJ e j3l~J, sao diferentes: as superficies x; = 0,
9 = 0 e z3 = 0 sado superficies invariantes do campo de vectores j2fJ
e, apesar de as superficies 1 = 0, zo = 0 serem superficies invariantes
do campo de vectores j3I~J , a superficie z3 = 0 nao é uma superficie

iii) Resta provar que 72U e 53U, nao sio equivalentes (para que i(U) = 3).
invariante do campo de vectores j3U.



Capitulo 3

Renormalizacao Formal

3.1 Introducao

No processo de Poincaré consideramos uma sucessao de mudanga de¢ coor-
denadas da forma x = y + Hi(y), onde Hi(y) s@o polinémios vectoriais
homogéneos e grau k > 2. Estes polindmios sao escolhidos de forma a serem
solucao da equacao homolégica associada, e tais solugoes sao unicas a menos
de termos que pertencem ao nicleo do operador homolégico. Desta forma
eliminamos sucessivamente os monémios nao ressonantes, contudo cada mu-
danca de coordenadas produz novos termos de ordem superior. Aqueles que
sdo nao ressonantes serao eliminados em mudancas de coordenadas poste-
riores, enquanto este algoritmo nao permite eliminar os termos ressonantes.
Contudo devemos notar que dois polinémios vectoriais Hx(y) e Hi(y)+Hi(y)
que apenas diferem de um elemento que pertence ao nticleo do operador ho-
molégico produzem a mesma transformacdo nos termos de ordem k, mas
geralmente, originam diferentes termos ressonantes de ordem superior. A
renormalizacao consiste essencialmente na escolha apropriada de um ele-
mento que pertence ao nucleo do operador homolégico (i.e. na escolha
apropriada dos mondémios ressonantes) de forma a eliminar o maior nimero
possivel de monémios ressonantes.

Neste capitulo pretende-se encontrar uma forma normal formal “mais
simples” de campos de vectores genéricos em R3, cuja parte linear tem valores
préprios Ay =1, g = —1 e A3 = 2.

Note-se que neste caso o campo de vectores nao é 0-ressonante nem 1-
ressonante, logo de acordo com o teorema de Ichikawa o campo de vectores

16
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nao é finitamente determinado.

Apesar da forma encontrada néo ser analiticamente demonstrada, devido
a dificuldade de demonstrar que certos sistemas lineares encontrados tém
caracteristica maxima, hé fortes argumentos numéricos que o sugerem.

3.2 Meétodo Utilizado na Renormalizacao

Para os campos de vectores cuja parte linear tém valores préprios A; = 1,
Ay = —1 e A3 = 2 temos as seguintes ressonancias:

)\1 = ’I’L)\l + (TL +2m — 1))\2 -+ 771)\3
Ao = nA+(n+2m+ 1) +mAs
A3 = (n+2)A\; + (n+2m)Ay +mAs

Estas relacoes originam os mondmios ressonantes indicados na tabela 3.1
( onde para efeito de célculos distinguiremos quatro tipos),

Tabela 3.1: Mondomios Ressonantes.

Tipo 0 | Tipo I Tipo II Tipo III
Mondémios em 53; . In-’rlyn% y2m~lzm% xnyn+2m—lzma_6$
Monémios em % — 1‘”y"’+l§y y2m+lzm% Inyn+2m+1zma%
Monoémios em a% 1253; 9:"*231"% me—zzm(% xnyn—l—Qm-sz%

onde n,m > 1.
Entao podemos escrever a forma normal de Poincaré-Dulac do campo
vectorial no modo seguinte,
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o 0]
i = 2+ flay2)
1=2

Ly o= —y+ ) gilzuy.2)
1=2

o
2 = 22+ Z hi(x,y, 2)
. i=2
onde fi(z,y, 2), gi(x,y, z) e hi(z,y,2), i = 2,..., sdo polinémios homogéneos
de grau i contendo apenas monémios ressonantes (indicados na tabela 3.1).
Comecamos a renormalizagao do campo de vectores (j4 na forma normal
de Poincaré-Dulac) aplicando uma transformagao da forma,

(2,9, 2) — (az,y,82),
ao campo de vectores,

T T+ ayz + t.os.
y = —y+tos. ,
3 = 2z+br?+tos.

onde t.o.s. significa termos de ordem superior.
Como, por hipétese, o campo de vectores é genérico (a e b # 0) para uma
escolha apropriada de o e 3 obtemos um campo de vectores da forma,

T = zT+yz+tos.
y = -—y+tos.
3 = 2z+1t+tos.

Os passos seguintes consistem em simplificar os polindmios fi(x,y, 2),

gi(z,y,2) e hi(z,y,2), i = 3,... (i.e. eliminar o maior nimero possivel
de monémios ressonantes de grau 1), usando transformacoes ressonantes da
forma,

(may’ Z) — (CE + fi*l(m’yvz))y + gi—l(xayv Z), z+ h/i—l('r,ya Z))

No célculo do campo de vectores resultante iremos usar o corolario (3.2.1)
do seguinte teorema (ver [3]),
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Teorema 3.2.1. [3] Consideremos um campo de vectores da forma,
x=Lx+ Fx)=Vi(x)+ Fa(x) + F5(x) + -+ Fi(x) +... ,

onde x € R, Vi(x) = Lx e Fi(x) denota os polindmios vectoriais ho-
mogéneos de grau k. Entdo se efectuarmos uma mudanga de varidveis da
forma,

x=y+H(y)=y+ Hl(y) + Hs(y) + - + Hiy) + ...,
obtemos um campo de vectores da forma,
y =Ly +G(y) = Ly + Go(y) + Ga(y) + -+ Gi(y) + -,

onde Hy(y) e Gi(y) sdo polindmios vectoriais homogéneos de grau k e,

k—1
Gy = Fi+[Hi,Vi]+ Z{[sz’+l>Fi] + DH(Fi—i+1 — Gk—i+1)}+
=2
[%] 1 k—m
+ Z—Tfj Z ZDmE(HlUHlm"'?Hlm)a
m=2 htlattlm=k—(i~m)  i=m

2<i1 2y lm <k—{(i—-m)—2(m—1)

(3.1)
para k = 2,3,... (para ndo sobrecarregar a notagdo omtimos y)

Corolario 3.2.1. Suponhamos que temos um campo de vectores da forma,
x=Vix+ Fy(x)+ -+ Fg(x) + t.os,
ao qual vamos aplicar uma transformagao da forma,
x =y + Hi_1(y).
Entdo o campo de vectores resultante é da forma,
y=Viy + -+ Fly) + [He-1(y), Fa(y)] + t-os.,

Demonstracao. Por hipétese temos, H; = 0, j # k — 1. A transformagao
utilizada apenas altera os termos de grau superior a k — 1, logo neste caso
temos, G; = Fj, 2 < j <k—1 Assim a férmula (3.1) reduz-se a Gy =
Fy + [Hy1, F2).0
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Suponhamos agora que k, é o niimero de monémios ressonantes de grau p
e que k,_1 é o nimero de monémios ressonantes de grau p-1. Entao eliminar
o maior nimero possivel de monémios ressonantes de grau p é equivalente a
resolver um sistema linear com k, equagoes e k,_| incognitas.

Os mondémios ressonantes de grau p podem ser facilmente determinados
e estao indicados na tabela 3.2,
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Tabela 3.2: Mondémios Ressonantes de Grau p.

p = 6j Tipo I Tipo 11 Tipo III

9 o o 3(j~1)—1,,37+1 2041 8 _ -

= A T AL S S (1 W |

% — — a:3(j_l)'2y3j+l“z2l+l%, [=0,1,...,7-1

_aa_z x3j+1y3j—158; . ma(j—z)—2y3j+tzz(l+1)56; [=01,...,j-1
p=6j+1 Tipo 1 Tipo 11 Tipo III

a% x3j+1y3j(_% . I3(j—1)—2y3j+t+1zz(t+1)53? 1=0,1,...,5-1

8 3j,35+1 8 4j+1.25 3(j—1)—3, 3j+1+2,2(1+1) _ :

By eIy 5 YT 230 =D=3y37 22 )55, [=0,1,...,5—2

% L y4j22j+1% xS(j—l)y3j+lz2l+153;’ 1=0,1,...,5—1
p=6j+2 Tipo I Tipo II Tipo II1

) , ; . ,

2 o y4j+lz2]+1% $3(] l)y3]+l+1z2l+l%’ [=0,1,...,5 — 1

% o x3(j—l)—v1y3j+l+222l+laiy’ [=0,1,...,5 — 1

% l.3j+2y3j% o x3(1—1)71y3j+1+122(1+1)%, 1=01,...,j-1
p=6j+3 Tipo 1 Tipo II Tipo 111

% 2328541 53_5 o I3(]'—l)—1y3j+l+2z2(l+1)%, {=0,1,...,5~1

% x3j+1y31+2_(% — xs(j-l)—2y3j+l+3z2(t+1)a%, [=0,1,...,5—-1

_aa_z o . J,33(1'—1)+1y?u‘+l+1zzt+1aﬁz_’ l=0,1,...,j
p=6j+4 Tipo 1 Tipo I1 Tipo III

P) — . ‘

2 o . x?’(J l)+1y3g+l+2z2l+1 _(%’ | = 0,1,... .

% - y4j+32:2j+1;9% $3(j~l)y3j+l+3z2l+l a%» 1=0,1,...,5—1

2 pBFBYITLL | 2,204 2 30D B2 2041 2 1=0,1,...,5-1
p=6j+5 Tipo I Tipo 11 Tipo I1I

5,9; 1‘3(j+1)y3j+2% y4j+3z2(j+1)% xB(j—l)y3j+l+3z2(l+l)%’ [=0,1,...,7—-1

5 : — - _

2 $3]+2y31+3‘% . 2360 1y33+l+4z2<l+1>6%, 1=0,1,...,5 -1

(_93; o o xS(j—l)+2y3j+l+2z2l+l %7 [=0,1,...,j

3.3

Analisando a tabela 3.2 obtemos o seguinte resultado indicado na tabela
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Tabela 3.3: Nimero (k,) de Monémios Ressonantes de Graup, j > 1.

kp
p = 6j 37 +1
p=6j+1|3j+3
p=6j+2|35+2
p=6j+3|3;+3
p=6j+4|3j+4
p=6j+5|3j+4
p=6j+6|37+4

Se pretendermos simplificar 0os mondmios ressonantes de grau p verifi-
camos que a diferenca entre o nimero de equagbes e o nimero de incognitas
dos sistemas de equacdes depende apenas do ntmero k € {0, 1,2,3,4,5},
onde p =k mod 6. Logo este processo consiste essencialmente na resolugao
de 6 sistemas de equagoes lineares.

3.3 Primeiros Passos da Renormalizagao

Iremos efectuar os 7 primeiros passos da renormalizagao.

331 p=3

Temos um campo de vectores da forma,

i = x+yz+az’y+tos.
¥ = —y+bry*+tos. ,
3 = 2z+1%+cryz +t.os.

ao qual aplicamos uma transformacao da forma,
(z,9,2) = (z + ayz,y, 2 + y2?%),
obtemos o sistema com 2 equagoes e 2 incognitas,

—a+vy = —a
20— 2y = —=b’
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e verificamos que, geralmente, apenas podemos eliminar um mondmio resso-
nante de grau 3, podendo escolher eliminar o mondmio a'ﬁy% ou 0 monomio
c:vyz%. Tendo em vista a forma renormalizada (3.11), optamos por nao eli-
minar o monémio az’yZ.

3.3.2 p=1

Neste passo temos um campo da forma,

& = z4--+ary’*z+tos
o= 224+ a2’y + ey’ + tos

onde os pontos representam os monémios ressonantes de ordem inferior que
nao conseguimos eliminar (daqui para a frente iremos usar esta notagao).
Aplicamos uma transformacao da forma,

(z,9,2) — (z + azy,y + Bry’, = + yayz)

obtemos assim um sistema com 4 equagoes e 3 incégnitas,

—20+pB+y = —a
g = b
Y = 0O
200 — 7y = —c

Logo, geralmente, podemos eliminar todos os monémios ressonantes de grau

4 excepto um. Para atingirmos a forma (3.11), ndo eliminamos o monoémio

da forma :Usza%.

3.33 p=5
Temos um campo de vectores da forma,

= 4.+ al;ﬂyz + a2y3z2 + t.o.s.
g o= —y+-o-+ b;pr?’ + t.o.s. )
i = 22+...+012y2z-}—t.0.s.

uma transformagao da forma,

(z,y,2) — (¢ + axy®z,y + By’z, 2 + 112%y + 1y’2?),
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e um sistema de 4 equacoes e 4 incognitas,

—a+m = —a
—a+ 0+ 7 = —a
15} = b
20 — 3y, — 2y = —c

Este sistema é possivel e determinado, podemos eliminar todos os mondémios

ressonantes de grau 5.

3.34 p=6

Temos um campo de vectores da forma,
T = z+---+ar’yPz +t.os.
y = —y+- - +bry'z+t.os. ,
i = 224+t + cry*? + tos.
uma transformacgao da forma,

(z,,2) = (v + a2y + any 22y + B2°y°, 2 + v2°y°2),

e um sistema de 4 equagoes e 4 incognitas,

—3a; — 20+ 0F+y = —a
—20 =

20[2 - 2"}/ = —C9
21 — vy = -0

Este sistema é possivel e determinado, podemos eliminar todos os monoémios
ressonantes de grau 6.

335 p=7

Temos um campo de vectores da forma,

= z4 - +arty® +ayry?z? + tos.
—y+ -+ byt + by’ + tos.
= 224+ ...+ 01y423 + 02x3y3z +t.0.s.

ST SN
fl
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uma transformagao da forma,
(2,9, 2) = (x + az’y’z,y + Bry'z, 2 + 'y’ + yry’s?),

e um sistema de 6 equagoes e 4 incégnitas,

.

—a+m = —a
—2a + ﬁ + 72 = —Qy
< g = b
g = by
Y2 =
(20 —4n =27 = -0

Neste passo, geralmente, nao é possivel eliminar um dos monémios da forma:

0 0
3.9 5 20
acyay,yzay.

E também nao é possivel eliminar um dos monémios da forma:

0 0 0 0
1,39 1,29 439 33,9
“’ax’ “’yzax’yzaze“”y 0z

Optdmos neste caso por nao eliminar os monémios das formas,

0 0
4,3 3,4
Yy — e Yy —.
Y oz Y dy
3.3.6 p=38
O campo de vectores é da forma,
i o= x4 +ay’2 + ardytz + tos.
y = —y+---+br’y’z+t.os. ,

3 o= 224+’ + eyt + tos.

a transformacao da forma,
(z,9,2) = (z+ 2™y’ + agzy' 2 y + Bi2’y* + 5oy, 2 + my'2® +a’y’2)

e obtemos o sistema com 5 equagoes e 6 incégnitas,
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—as+ B +m = —a
—da; =200+ 01+ = —a
351 + 2,82 = b1

200 — 3 — I7e = —0C
200 — 7o = —q

A caracteristica da matriz associada a este sistema é 5, logo pode-se eliminar
todos os monémios ressonantes de grau 8.

3.3.7 p=9

O campo de vectores ¢ da forma,
P = 4 +a2?y°2% + ax’yt + tos.
g = —y+ - +bayt2? + byrly® + tos. |
3 o= 224 +ay’d + epriyz + tos.

a transformacao da forma,

(z,y,2) — (z + 01°2° + iz, y + Bia®y’z, 2 + 112y’ + nax’y'?)

e obtemos o sistema com 6 equagoes e 5 incégnitas,

[ —3a; =3+ 01 +7 = —a
—Qo + M1 = —a
—20 = —b
< E—
By = —0b
20, — 279 = —q
[ 200 — 571 — 272 = —C
A matriz associada a este sistema ndo tem caracteristica méaxima (tem ca-
racteristica 4), logo, além de ndo podermos eliminar o mondémio a:4y58%, nao

. = foi o4, D
podemos eliminar (por opgao) o monémio x°y z5-.

3.4 Passos Seguintes da Renormalizacao

Nos passos seguintes iremos distinguir 6 casos.
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3.41 p=6j+1

Se p = 6j + 1 temos um campo de vectores da forma,

( j-1
r = x+---+ Elx?’j“yﬁj + Z ala:S(j'l)‘Qy:‘jH“zw“) + t.0.s.
1=0
j—2
g = —y+-- +51I3jy3j+1 +52y4j+122j + Zblxs(j—l)-3y3j+l+2zg(z+1) +tos. |,
1=0
j—1
3 = 224yl 4 Z U0 y3H2AH Lt oS,
\ =0
e uma transformagao da forma,
(B sy \
. T+ Z all,B(]—l)fly3]+l221+1
=0
j—1
b - y _ Y+ Zﬁl$3(]—l)—2y3j+l+122l+l :
=0
j—1
2 2 STt A T S T TRARE S
1=0

que origina o seguinte sistema com 3j+3 equagoes lineares e 3j+1 incognitas,

— Qo+ 7 = (I
— 2051 + B2 + 54 =—0aj_1 (1)
31— j)ay — 2L+ 3)ayr + B + v = —q, [=0,...,7—2 (1II)
Bo =b, (Iv)
Bj-1 =b (V)
(30— 3) + 28— (2 + )i — b, 1=0,...,j-2 (VD)
200 — (35 + 1), — 2% =— ¢ (VII)
o _— (V1)
20041 + (B3 —4) +2) 200+ 2)yn =—cay, 1=0,...,5-2 (IX)
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A matriz associada a este sistema tem caracteristica maxima, se retirar-
mos as equagoes (I) e (IV) ficamos com um sistema possivel e determinado,
logo podemos eliminar todos os monémios ressonantes de grau 6j 4+ 1 excepto
os monomios da forma,

‘ -0 Lo 0
T3 e 30yt (3.2)
x dy
Demonstragao. Neste caso retirdmos ao sistema 3.4.1 as equagoes ([) e
(IV). Das equagdes (II), (V) e (VIII) obtemos o sistema,

2051 + Fi-1 + Y1 = —aj
ﬁj~1 = bQ 3 (33)
Yi-1 =  —CG

e a matriz A;_; associada a este sistema linear tem determinante nao nulo,
(det(A;-1) = —2) logo podemos determinar

a1, Bj—l € Vi1 (3-4)

Das equagoes (I11), (VI) e (IX) obtemos os seguintes sistemas,

3l-JNu+Bi+m = —a— (2 +3)aun
3(l—-3)+2)5 = b+ (21 +3)511 A=0,...,7—2
(3L —J) +2)m = —¢ =201+ 2(0 + 2) 41
(3.5)
As matrizes A;, onde [ = 0,...,j — 2 associadas aos sistemas (3.5) s@ao da
forma,
3(1—7) 1 1
A= 0 (3(l—7)+2) 0 , (3.6)
0 0 (3(l —7)+2)
logo temos que,

e 6bviamente, det(A4;) # 0 para todo { = 0,...,j — 2. Logo comecando por
resolver o sistema 3.5 ([ = j — 2) determinamos,

g, B2 € Yj-2, (3.8)
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dado que,
i1, Bi-1 eV (3.9)

j4 estdo determinados (foram determinados no sistema 3.3). Procedendo
deste modo determinamos sucessivamente,

aj-3, Bj_3 € Yj-3...... g, Bo € Yo

Finalmente, como ja determindmos ag, Yo € 35 + 1 # 0, da equagao (VII)
encontramos ;. U

3.4.2 p=67+2

Se p = 67 + 2 temos um campo de vectores da forma,

( j—1
& o= x4 +ay¥TP 4 Z iU OySt L2 Lt o s,
1=0
j—1
1=0
j—1
P o= Qx4 Zclxa(j—l)—1y33‘+l+1Z2<l+1) +t.0.s8.
. 1=0

e uma transformacao da forma,

j—1
. ( T+ @ rditly¥ 4+ ZOélil??’(j_l)_gystHz2(l+1)
=0
j—2
D . y — Y+ ﬁleijjH + ﬁ2y4j+122j + Z @173(]~l)_3y3]+1+222(1+1)
=0
> 71
\ z+ Bt + Z =0 B4 204
=0

o que origina o seguinte sistema de 3j + 2 equagoes e 37 + 3 incognitas,
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— (37 + )@y — 2ap + B1 + 0 =—ag (I
— Q51 +Bg +71 = — 0 (H)
(B(Z_j)_1)041—1—2“"”1)@!‘1’51;1*'% = —a, l:].,,]—l
(111)
— 358, — 260 =~ by (V)
—2j8y — 362 =—bj_1, Jj22 (V)
3(1_])/61—1_2(l+1)ﬁl :_bla [ = ""’j_2
(V)
251 — Yo =—-0 (VII)
2051 — (27 + 1)7; — 371 =—¢j1 (VII)
20{1_1‘*’(3”—])—3)71_1—(2l+1)’)/[ = —=C-1, lzlaay—-l
(1X)

Sob a hipétese de que este sistema tem caracteristica maxima podemos
eliminar todos os monémios ressonantes de grau 6j+2. Os resultados estao
indicados no apéndice (A.1)

343 p=6j+3

Neste caso o campo de vectores é da forma,

( J=1
i o= T4 a4 Zazﬂf3(j_l)_3y3j+l+222”+l) +t.0.s.
1=0
j—1
L = —yt oo bty g Zbzxa(j_l)—2y3j+l+322(l+1) +t.0s.
1=0
3 = 224+ Z UL SIHFL2HY L ¢ o s,
\ =0

a transformagao tem a forma,
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( S )
= 4j j 350,35 +1+1 20+1
=0
j-1
. 3(j—1)—1, 3j+1+2 21+1
d: | y — y+§:ﬁgﬂ?(]) B2 20 ,
=0
j—1

z+ 713;3j+2y3j + Z ,.)/ll.3(]?l)~ly3j+l+122(l+1)
=0

e temos o seguinte sistema de 37 + 3 equagdes e 35 + 2 incognitas,

— (27 + Doy — 301 + fj-1 -1 = — a5 (I
—ag + 7 =—aqa (11)
31— jlay — 21+ 3)ouy1 + B+ 7 =—q, [=0,...,57—2 (I
— Qﬁj—l = — bj_1 (IV)
Po =b; (V)
BU=7)+ 1) — (20 + 3) 811 =-b, 1=0,....5-2 (VI
2w — 29, —— g (Vi)
200 — (37 + 2)7, — 270 — ¢ (VIIT)
200 — 20+ Dy +BU-5)+ Dy =—aq, 1=0,...,7-2 (IX)

Se retirarmos a equacao (V') a este sistema, supondo que o sistema resul-

tante é possivel e determinado, podemos eliminar todos os monémios resso-

nantes de grau 65 + 3, j > 2, excepto os monémios da forma a:37+1y3j+2§—y.

Os resultados estao indicados no apéndice (A.3)

344 p=6j+14

O campo de vectores é da forma,
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\

j
T4+ E alx3(3_l)+1y33+l+2221+1 + t.0o.s.

=0
j—1

—y + -+ 51y4j+322j+1 + Z b[I3('jAl)y3‘j+[+3221+l 4 t.0.8.

=0

j-1
+ Z cl:EB(j*l)yMHHz?(lH) +t.o.s.

=0

a transformacio tem a forma,

7—1

(=0
3—1

o+ a2y 4 E iUt

)*1y3j+l+2z2(l+1) \

P - y N y + le3j+1y3j+2 + Zﬁll,:;(j—l)—2y3j+t+3zz(z+1)

=0

J

) — 1 j 21+1

j 27’:’33(] D1y 35+ 205
1=0

[N

e o seguinte sistema de 3j + 4 equagoes e 35 + 3 incégnitas,
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~ (3j +2)a — 200+ By + 70
— 2051 + Bj-1+ 7 =—aj

Bl -7 =2 =20+ Day+ B +v =—a,
Bj-1 :51

(3(L = 7) = DBy — 2L+ 1) S
Vi —2,

201 — — ¢
2a0 — (37 + D)o — 3m =— ¢
200+ (3(1 = 7) — Vv — (2L + 3) v =—q,

[=1,.
=1,

l=1,...

33

Se retirar-mos a este sistema a equagao (I), obtemos um sistema possivel

e determinado, i.e. conseguimos eliminar todos os mondmios ressonantes de
grau 6 + 4, excepto os monémios da forma,

0

3]+22_‘
ox

$3]+1y

p =65+ 1 ( ver apéndice A.5).

3.4.5

p=207+5

O campo de vectores é da forma,

r

x

T + e + 61$3(j+1)y3j+2 + 62y4‘j+322(‘j+1)+
71
+ Z al$3(j—l)y3j+l+322(l+1) +t.0.8.

=0
j—1

(3.10)

Na demonstracdo usamos os mesmos argumentos utilizados para o caso

AL 7TE CAp Y Zbl$3(j—l)~1y3j+l+4z2(1+1) +t.0s.

=0

J
Qo 4o+ chl,3(j—l)+2y3j+l+2z2l+l +t.o.s.
=0
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a transformagao tem a forma,

J
( T+ Z P32 204 \
v 1=0
j-1
P - Y N Y+ ﬂ1y4j+322j+1 + Zﬂlw3(1—t)ysj+l+3221+1 ,
1=0
~ J_l
z+ 71$3(J+1)ysg+1 + 72y4j+222(J+1) + Z m$3(]")y3’+”2z2”“)
=0

e o seguinte sistema de 3j + 4 equagdes e 3j + 4 incdgnitas,

|

| —ap+ 7, =—-aq (I)
— o+ 0, +7 =—1a (IT)
Bl—7)— 1D — Q2+ +6+n =—a, [=0,...,57—1 (I
— (27 +1)5, — 36,1 =—bj (V)
Do =b, (V)
3(0=35)0 = (20 + 3) Bt =—b, [=0,...,7-2 (V)
200 = 3(j + L)% — 270 =—0o (V1)
20 — 2(j + 1)7 — 37,1 = (VIII)
20041 + 30— ) v — 200+ 2)7m =—¢, [1=0,...,7-2 (IX)

Neste caso é possivel eliminar todos os mondémios ressonantes de grau
67 + 5, uma vez que o sistema é possivel e determinado.
Os resultados estao indicados no apéndice (A.6)

346 p=6(j+1)

O campo de vectores é da forma,
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( J

i = z4+---+ Z a0 D2 RS 2041 g g

1=0
< y = —y+ee Zblx3(371)+1y3]+l+4221+1 + t.o.s. ,
1=0
J

P o= Qr e a3t 4 ZCl$3(j_l)+1y3j+l+322(l+l) +t.0.s8.

\ =0

a transformacao tem a forma,

j—1
( I Jralr3j+3y:’>j+2 Jra2y4j+3z2(j+1) +Zalx?»(afl)y31+l-+-:sz‘z(l+1) \
T
=0
i-1
. A 35+2,,35+3 L3(G—-D—1, 35+1+4 2(14+1
D - Y — y+ﬁ1x]+y3+ +§:@I(J ) y »2(1+1) ’
A =0
P J
i—1)+2, 35 ,
2+ 2 71:53(1 V2 872 204

= /

e o seguinte sistema de 3j + 4 equagoes e 35 + 4 incégnitas,

\
\
\
|
%
30+ 1)@ — 200+ B1 + 7 — ag 0
—2(j + D)ag — 3a_1 + Bi-1 + 4 =—aq; (11)
Bl-J)=-3au -2+ +Ba+vm =—a, I=1,...,5-1
(111)
— (35 +2)8, — 26 = — by (1V)
} 2051 =b; (V)
(3(l—5)—2)81 — 2L+ 1)B =—b, I=1,...,57-1
(VI)
‘ 2000 — Yo = -7 (VII)
| 200 — (35 + 2)70 — 3 = — ¢ (V1)
20y — 2 =—g¢ (IX) |
200+ (31— 7) = 2)n — (2L + 3) 1 =-¢, I=1...,7-1(X) ‘
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Neste caso, tal como no anterior, o niimero de equagoes é igual ao nimero
de incégnitas, logo podemos eliminar todos os mondémios ressonantes de grau
6(j+1).

3.5 A Forma Renormalizada

Sob a hipétese de as matrizes associadas aos sistemas encontrados na secgao
anterior terem caracteristica mdxima, estamos em condicoes de exibir a
seguinte forma formal para campos de vectores genéricos e nao degenera-
dos em R3, cuja parte linear tem valores proprios Ay =1, Ay = —1 e A3 = 2,
substancialmente mais simples que a forma normal de Poicaré-Dulac ,

o= z+yz+pa’y+ 2P (@) + oy’ faley?)
J = —y+paxy® + 2y’ fa(2%y®) + 2Pyt fa(2Py?) : (3.11)
i o= 2z+x+ pyriyta

Observagao 3.5.1. De acordo com o teorema de Chen se o campo de vec-
tores e a forma normal (3.11) forem analiticas entdo a mudanga de coorde-
nadas é de classe C*.

Observacao 3.5.2. Optando por retirar outras equagdes nos sistemas de
equacoes lineares relativos aos casos: p = 6j+1,p = 6j+3 e p = 6j+4 iriamos
chegar a outras formas normais renormalizadas. A escolha utilizada para re-
tirar as equacoes nos trés casos acima referidos apenas satisfez o critério de
simplificar a0 maximo a terceira componente da forma normal renormalizada.
Existindo outros critérios podemos encontrar uma forma normal renormal-
izada mais conveniente para o estudo de um problema especifico.

Observagao 3.5.3. No processo usado para simplificarmos os monémios
ressonantes de grau 65 + 2 existentes na forma normal de Poincaré-Dulac ,
obtivemos um sistema de equagbes com 3j + 2 equagoes e 37 + 3 incognitas,
houve portanto uma variavel que foi “desperdigada”. Iremos, na proxima
sec¢do, verificar se ainda é possivel simplificar a forma normal (3.11) aprovei-
tando a varidvel que foi nao foi utilizada, i.e. simplificando simultaneamente
os mondémios ressonantes de grau 67 +2 e 67 + 3.
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3.6 Transformacao conjunta

De acordo com a observacao 3.5.3 vamos tentar simplificar simultaneamente
os monomios ressonantes de grau 65 +2e 65 +3, 7 =1,2,....

Suponhamos que ja simplificimos todos os mondémios ressonantes com
grau menor ou igual a 65 + 1, e, que desejamos eliminar simultidneamente os
mondmios de grau 65 +2 e 65 + 3. O campo resultante pode calcular-se com
o auxilio do seguinte corolario do teorema (3.2.1).

Coroldrio 3.6.1. Suponhamos que a um campo de vectores da forma,
x=Vix+- -+ Fy(x) + Fy41(x) + t.os.,
aplicamos uma transformagao da forma,
x =y + Hp-1(y) + Hi(y),

entdo o campo resultante tem a forma,

y = Viy+-+ Fly) + Fena(y)+

+ [He1(y), Fa(y)] + [Hea (y), F3(v)] + [Hi(y), Fa(y)] + t.os..
(3.12)

Demonstracao. Temos neste caso, H; = Oparaj # k—1lej #k, [H;, V)] =
Oparaj=23... e G;=F;paraj=2,...,k~1 Paraj=k, oprimeiro
somatério (ver teorema 3.2.1) reduz-se a [Hy_;, F3] dado que H; = 0 para
j=2,...k—2e DH(Fy_i;1 — Gk—it1) =0, para i = 2,...k — 1 visto que
H; =0paraj=2...,k—2equeFy = Gy. A segunda linha da equagao
(3.1) anula-se claramente para m # 2 e para m = 2 temos H, , H;,, = 0, para
todos os indices I; que aparecem no somatério. Assim temos,

Gr = Fj. + [Hy 1, F3].
Para determinar-mos Gj41, a Unica diferenca relativa ao caso anterior surge
no segundo somatério que se reduz a,
[Hy, Fo] + [Hy—1, F3] + DHo(Fy, — Gi)
,como Hy = 0 temos,
Grs1 = Fey1 + [Hy, Fo] + [Hy—y, F3], O

Dado que o método para simplificar os mondmios ressonantes de grau:
6j+1,67+4,6j+5e6(j+1), éigual ao método indicado na seccao anterior,
apenas iremos indicar a simplificacdo simultanea dos mondémios ressonantes
de grau 67 +2 e 65 + 3.
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3.6.1 Primeiro Passo (j =1)

Neste passo iremos tentar simplificar os mondémios ressonantes de grau 8 e de
grau 9 (supondo que ja simplificAmos os mondémios de grau inferior usando
o processo anterior e as opg¢oes referidas na secgao anterior). O campo de
vectores tem portanto a forma,

(& = z4yz+piziy+ -+ ay®2® + aar’yiz + as2®yt + gy’ + tos.
| 2 = 2242+ 4 s’y +or’yt?® +ary's + cry’s’ + tos.

ao qual vamos aplicar uma transformacao da forma,

T T + oty + apryte? + a3y’ 2 + auadytz
Oy | = | B+ By + Batye :

2 24+ y* 2+ xtyte + 2ty + Pyt

obtemos assim o seguinte sistema de equagoOes lineares com 11 equagoes e
11 incégnitas, onde p; e ps sdo nimeros reais determinados na simplificagao
dos mondmios ressonantes de grau 3, recorde que optamos por eliminar o
monomio da forma czyz%.
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—ar+B2+m =—a
— 4oy — 200 + B + 7o = —as
— (2p1 4+ 3p2)ar —ay + 1B+ 73 =—as
(1 — 4p2)ar — 3a3 — 3ag + p1fa + 03 +7a = — ay
— 361 — 20, =—b
pacy — (3p1 + 2p2) 61 — B3 = — by
D202 — 3p2fa — 2033 = — b3
201 — 72 = -0
209 — 371 — 372 =—qc
204 — (3p1 + 3p2)y2 — 573 — 274 =—c3
2a3 — 4pay1 — 24 =— ¢4

Sendo A a matriz associada a este sistema temos que,
det(A) =0,

logo, genéricamente, nao podemos eliminar o mondémio de grau 9 existente
na forma renormalizada (3.11).
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3.6.2 Passos Seguintes (j > 1)

Supondo que queremos simplificar os mondémios de grau 6j + 2 e de grau
67 + 3, e que os mondmios de grau inferior a 65 + 2, ja foram renormalizados,
temos agora um campo de vectores da forma,

( j—1
P o= 4.4 (—Ly4j+122j+1 + Zale(jfl)yiij-l—l-HZQHl_*_
=0
-1
+bl.3j+2y3j+1 + Z ble(j—l)—1y3j+l+2ZZ(l+l) +t.0.8.
=0
j—1
g = —y+--+ ZCle(j—l)fly3j+l+2221+1+
=0
< bl
j—1

+Jx3j+1y3j+2 + Z dle(j—l)~2y3j+l+322(l+1) 1 t.0.s.
1=0

j—1
3 = 224+ ---+ éx3j+2y3j + Z ele(j—l)A1y3j+z+122(l+1)+
(=0
\ =0
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j—1
T+ arditlyd + Z alx3(j—l)—2y3j+l+122(l+1)_|_
1=0
j—1
/ x \ 4By Zﬂﬂ;a(j—l)yaﬁmzzzﬂ
=0
-2
Y+ iyt 4 gyt % Z 7II3(1~l>73y3]+1+2zzu+1)Jr
1=0
0] Y —
j—1
+ Z 5l$3(j~l)—1y3j+l+222l+l
1=0
j—1
> 2+ €—y4j22j+1 + Zglxs(j~l)y3j+lz21+1+
=0
j—1
+7—]1,3j+2y3j + Z nl$3(j—1)~1y3j+l+1Z2(l+1)

\ r

e a simplificacao dos monodmios ressonantes de graus 65+2 e 65 +3 resuine-
se a resolver o seguinte sistema de equagoes lineares com 65 + 5 equacgoes e
65 + 5 incégnitas,
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—Qj-1+ Y +E =-—a
— (3j+1)a—2a0+% + o =—aq
(B —7) — D1 = 2(1+ Dy + v + e =—a (1<1<j-1)
(=3j(p1 +p2) + p1)a—Bo+pi1 + 7 =-b
(=3j(p1 +p2) +4p1 — p2)ao — 3jBo — 3B + Py +do+ 10 = — bo
(p1 — 4jp2)ajo1 — (25 + 1)B =301+ mAe + -1+ 11 = — b
(—=34(p1 + p2) + 1(3p1 — p2) + 4p1 — p2)ou+

+3(l—=NB— U+ +mn+a+m =—-b (1<1<j-2)
=3 — 2% = -0
—2J% — 3752 = —¢j_|
3= ) =20+ 1)y =—cq (1<I<j-2
P2 + (=37 (p1 + p2) + p2)%1 — do =—d
pocj_1 + (—47 + 1)pa7ye — 20,1 =—d;_
pooy + (=35(p1 + p2) + 1(3p1 — p2) + 3p1) v+

+@U-+1)5 - 20+3)01 =—d (0<1<j-2)

200 — g =—¢
201 — (27 + 1) — 3e54 = —ej_1
2a; 4+ 3(1 — j)er — (20 + 3)er4 =-¢ (0<1<j-2)
260 — 3j(p1 + p2)eo — (35 +2)7 — 2no =— fo
23 — 4jpag — 215 =—f

201+ (—3j(p1 +p2) + 1(3p1 — po))er+

+@BU—Jg)=29ma-20+1)m =—-f 1<I<j-1)

O determinante das matrizes associadas a estes sistemas é uma expressao
algébrica que depende dos coeficientes p; e py e nao foi possivel encontrar
a expressao analitica do determinante das matrizes associadas aos sistemas.
Nos apéndices (A10) e (All) serdo apresentados os programas elaborados
em MatLab, com os quais se calculou os determinantes. Calcularam-se os
determinantes para valores de j = 1,...,15 e todos deram zero. Assim
genéricamente nao podemos eliminar todos os monémios ressonantes de grau
67 + 3, i.e. nao é possivel simplificar a forma renormalizada (3.11).



Apéndice A
Discussao dos Sistemas

Para a discussao dos sistemas do capitulo 3, elabordmos um programa em
Matlab para os casos em que néo foi possivel provar analiticamente que a ma-
triz associada tem caracteristica maxima. Apresentamos os programas e o0s
respectivos resultados. Em todos os programas a matriz completa serd rep-
resentada por A e, caso necessario, a matriz quadrada de dimensao maxima
serd denotada por 1.

A.1 Discussao do Sistema 3.4.2

Neste caso retirdmos & matriz A a primeira coluna &4 matriz A para determinar
a matriz quadrada T de dimensdo méaxima e calculamos o determinante da
matriz T para j = 1,...45 e obtivemos os resultados indicados na tabela
Al,

A.2 Cddigo do programa (p = 6j + 2)

Jmatriz completa mod2

A=zeros(3%j+2,3%j+3);

for j=1:45

%linha 1

AL, 1)=—-(3%j+1); A(1,2)=-2; A(1,j+2)=1; A(1,2%j+4)=1;
%linha 2

A(2,j+1)=-1; A(2,j+3)=1; A(2,2%j+3)=1;

%linhas 3---->j+1

43
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for 1=1:j-1
A(1+2,1+1)=3%(1-j)-1;
A(1+2,1+2)=-2%(1+1) ;
A(1+2,j+1+3)=1;
A(1+2,2%j+1+4)=1;

end

%linha j+2

A(j+2,j+2)=-3%]; A(j+2,j+4)=-2;

if §>1

%linha j+3

A(j+3,j+3)=-2%j; A(j+3,2%j+2)=-3;

end

%linhas j+4----- >25j+1

for 1=1:j-2
A(j+1+3,j+1+3)=3%(1-j);
A(j+1+3, j+1+4)=-2%(1+1);

end

%linha 2j+2

A(2%j+2,1)=2; A(2%j+2,2%j+4)=-1;

%linha 2j+3

A(2%j+3,j+1)=2; A(2%j+3,2%j+3)=-(2%j+1); A(2%j+3,3%j+3)=-3;

%linhas 2j+4---->3j+2

for 1=0:j-2

A(2%j+1+4,1+1)=2;

A(2%j+1+4 ,2%j+1+4)=3%(1-j);

A(2%j+1+4 ,2%j+1+5)=-(2%1+3) ;

end

J

T=A(:,2:3%j+3);

DET_T=det(T)

end

44
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m | det(T) | J | det(T) | j | det(T) |
1 22 16 | 2.9581le + 058 | 31 | —5.7668e + 136
2 2880 17 | —1.8633e +063 | 32§ 2.3503e + 142
3 —1267776 18 | 1.3883e¢ + 068 | 33 | —1.0494e + 148
4 1.2433e +009 |19 | —1.2127¢ 4+ 073 | 34 i 5.1194¢ + 153
5 | —2.2847¢ +012 1 20 | 1.2320e +078 | 35 | —2.7218e + 159
6 7.0430e + 015 |21 | —1.4451e +083 | 36 | 1.5733e + 165
7 | =3.3722¢ +019 | 22 | 1.9443e + 088 | 37 | —9.8648e + 170
8 2.3691e 4+ 023 | 23 | —2.9826¢ + 093 | 38 | 6.6952¢ + 176
9 | —2.3377¢ +027 | 24 | 5.1881e +098 | 39 | —4.9085¢ + 182
101 3.1289¢ +031 |25 | —1.0181e +104 | 40 | 3.8798e + 188
11| —5.5229¢ + 035 | 26 | 2.2437¢ + 109 | 41 | —3.3002¢e + 194
121 1.2558e¢ +040 | 27 | —5.5285e + 114 | 42 | 3.0156e + 200
13 | =3.6059¢ + 044 | 28 | 1.5170e + 120 | 43 | —2.9553e + 206
14| 1.2858e +049 |29 | —4.6185¢e + 125 | 44 | 3.1011e + 212
15| —-5.6107¢e + 053 | 30 | 1.5546e + 131 | 45 | —3.4791e + 218

Tabela A.1: Determinante para o caso p = 6 + 2

A.3 Discussao do Sistema 3.4.3

Nestes sistemas verificamos que para 7 = 1 a matriz do sistema de equagoes
lineares nao tem caracteristica maxima. Neste caso obtemos uma matriz, A,
com 6 linhas e 5 colunas,

-3 -3 1 0 1

0o -1 0 1 0

0O 0 -2 0 O
A= o o0 1 0 O ’

2 0 0 0 =2

0 2 0 -5 =2

e esta matriz tem caracteristica 4, logo nao podeinos resolver duas equagoes,
contudo para j > 2 se retirarmos a (j + 3)% linha & matriz A, que corres-
ponde a equagao (V), obtemos (pelo menos até j = 45) uma matriz regular.
Estes resultados podem ser verificados na tabela A.2.

Observacao A.3.1. Optou-se, em todos os casos, por incluir apenas resul-
tados até j = 45 dado que a matriz T é mal condicionada, na realidade,
temos que o valor da condicao da matriz T é da ordem de 10°.




APENDICE A. DISCUSSAO DOS SISTEMAS 46

| J | det(T) | J | det(T) | J | det(T) |
0 16 | —1.9196e + 061 | 31 | 1.4048e + 142
—6480 17 | 1.7907e + 066 | 32 | —8.5178e + 147

4354560 18 | —1.9781e 4+ 071 | 33 | 5.6586e + 153
—7.0140e + 009 | 19 | 2.5610e + 076 | 34 | —4.1084¢e + 159
1.9228e + 013 | 20 | —3.8594e + 081 | 35 | 3.2512¢ + 165
—8.9862¢ + 016 | 21 | 6.7145e + 086 | 36 | —2.7978e + 171
6.3696e + 020 | 22 | —1.3409e + 092 | 37 | 2.6120e + 177
—6.6706e + 024 | 23 | 3.0529e + 097 | 38 | —2.6401e + 183
9.7261e + 028 | 24 | —7.8863e + 102 | 39 | 2.882%¢ + 189
—1.9312e + 033 | 25 | 2.2984e + 108 | 40 | —3.3944e + 195
5.0372¢ + 037 | 26 | —7.5257e 4+ 113 | 41 | 4.3016e + 201
—1.6967e + 042 | 27 | 2.7553e + 119 | 42 | —5.8571e + 207
7.2041e + 046 | 28 | —1.1239¢ + 125 | 43 | 8.5537¢ + 213
—3.8051e + 051 | 29 | 5.0866e + 130 | 44 | —1.3378e + 220
2.4571e + 056 | 30 | —2.5463e 4+ 136 | 45 | 2.2371e + 226

TR D S © 0o U e W e

Tabela A.2: Determinante para o caso p = 65 + 3

A.4 Cédigo do programa (p =65 + 3)

Jmatriz completa mod3
A=zeros(3%j+3,3%j+2);
for j=1:4b
%linha 1
AL, 1)=-(2%j+1); A(1,j+1)=-3; A(L1,2%j+1)=1; A(1,3%j+2)=1;
%linha 2
A(2,2)=-1; A(2,2xj+2)=1;
%linhas
for 1=0:j-2
A(1+3,1+2)=3%(1-3);
A(1+3,1+3)=-(2%1+3) ;
A(1+3,j+1+2)=1;
A(1+3,2%j+1+3)=1;
end
%5linha j+2
A(j+2,2%j+1)=-2;
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%linha j+3

A(j+3,j+2)=1;

for 1=0:j-2
A(j+1+4,3+1+2)=3%(1-j) +1;
A(j+1+4,j+1+3)=-(2x1+3);

end

%linha 2j+3

A(2xj+3,1)=2;

A(2%j+3,3%j+2)=-2;

%linha 2j+4

A(2%j+4,2)=2;

A(2%j+4 ,2%j+2) == (3% j+2) ;

A(2%j+4,2%j+3)=-2;

for 1=1:j-1
A(2xj+1+4,1+2)=2;
A(2%j+1+4,2%j+1+2)=3%(1-j) -2;
A(2%j+1+4,2%j+1+3)=-2%(1-j) ;

end

J

T=[A(1:3+2,:);A(j+4:3%j+3,:)];

DET_T=det (T)

end

A.5 Discussao do Sistema 3.4.4

Neste caso retirdmos ao sistema 3.4.1 a equagao (I). Das equagoes (11), (V)
e (VII) obtemos o sistema,

—2aj.1 + Bi-n + o o=~y
ﬂj-l = bl ) (Al)
Vo= G

e a matriz A; associada a este sistema linear tem determinante nao nulo,
(det(A;) = —2) logo podemos determinar

O[j_l, ﬁjfl (& ’)/j. (AQ)

Das equagoes (I11), (VI) e (X) obtemos os seguintes sistemas,




(3(1 —j) — N 1+08a+vm = —aq+ Q2+ 1)y
Bl=4) -1 = —b+ (2 +1)5 A=1,...,j-1
(3(l - j) - 1)’}/1 = —C— 2(1[ + (2l + 3)’71—}-1
(A.3)
As matrizes A;, onde [ = 1,...,j — 1 associadas aos sistemas (A.3) sdo da
forma,
3l—-j)—2 1 1
0 (3(l—4)—1) 0 : I=1,...,j-1,
0 0 Bl—J)-1)
(A.4)
logo temos que,

e 6bviamente, det(4;) # 0 para todo ! =1,...,j — 1. Logo comegando por
resolver o sistema (A.3) (I = j — 1) determinamos,

Qj_2, /3]'—2 € Yji—1, (A~6)
dado que,
aj_1, Bi-1 e (A7)

ja estao determinados (foram determinados no sistema A.1). Procedendo
deste modo determinamos sucessivamente,

a3, 5j—3 y Yj—2 . .. ag, Bo, M.

Finalmente as equagoes IV, VIII e I X originam o seguinte sistema com treés
equagoes e trés incognitas (dado que ja determinamos g, Gy € Y1),

( —b = —bo+ 206
{ 200 — Y = —Q ) (A.8)
[ —Bj+ Dy = —co—2a0+3m
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que é possivel e determinado, logo podemos eliminar todos os mondémios
ressonantes de grau 65 + 4 excepto os monémios do tipo,

: 0
3j+2, — (
TR (A.9)

CL‘3]+1

A.6 Discussao do Sistema 3.4.5

No presente caso calculdmos os determinantes da matriz A paraj=1,...,45
que podem ser consultados na tabela A.3.

A.7 Cédigo do programa (p =65 + 5)

Jmatriz completa modb
A=zeros(3*j+4,3%j+4); for j=1:45
%linha 1
A(1,1)=-1; A(1,2%j+3)=1;
%linha 2
A(2,j+1)=-1; A(2,j+2)=1; A(2,2%j+4)=1;
%linhas 3---->j+2
for 1=0:j-1
A(1+3,1+1)=3%(1-j) -1;
A(1+3,1+2)=—-(2%1+3);
A(1+3, j+1+3)=1;
A(1+3,2%j+1+5)=1;
end
%»linha j+3
A(j+3,3+2)=-(2%j+1); A(j+3,2%j+2)=-3;
%linha j+4
A(j+4,3+3)=1;
%»linhas j+5----- >2j+3
for 1=0:j-2
A(j+1+5,j+1+3)=3%(1-j);
A(j+1+5, j+1+4)=-(2%1+3);
end
%linha 2j+4
A(2%j+4,1)=2; A(2%j+4,2%j+3)=-3%(j+1); A(2*j+4,2%j+5)=-2;
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%linha 2j+5
A(2%j+5,j+1)=2; A(2%j+5,2%j+4)=-2%(j+1); A(2%j+5,3%j+4)=-3;
%linhas 2j+6---->3j+4
for 1=1:j-1
A(2%j+1+5,1+1)=2;
A(2%j+1+5,2%j+1+4)=3%(1-3j)-3;
A(2%j+1+5,2%j+1+5)=-2%(1+1) ;
end j DET_A=det(A) end

| J | det(T) 1] det(T) ] det(T) |
—180 16 | —3.6163e + 060 | 31 | —1.4744e 4 139
—44100 17 | —2.4352e + 065 | 32 | —6.2286¢e + 144

—27783000 18 | —1.9327e + 070 | 33 | —2.8795¢e + 150
—3.5757e + 010 | 19 | —1.7924e + 075 | 34 | —1.4530e + 156
—8.1811e 4+ 013 | 20 | —1.9276e + 080 | 35 | —7.9826¢ + 161
—3.0311e + 017 | 21 | —2.3872¢ + 085 | 36 | —4.7638e + 167
—1.7005e + 021 | 22 | —3.3827e + 090 | 37 | —3.0812¢ + 173
—1.3731e + 025 | 23 | —5.4533e + 095 | 38 | —2.15655¢ + 179
9 | —1.5340e + 029 | 24 | —9.9483e + 100 | 39 | —1.6276e + 185
10 | —2.2969e + 033 | 25 | —2.0437e + 106 | 40 | —1.3240e + 191
11 } —4.4905e + 037 | 26 | —4.7062e + 111 | 41 | —1.1583e + 197
12 | =1.1215e + 042 | 27 | —1.2098e + 117 | 42 | —1.0878e + 203
13 | —3.5125e + 046 | 28 | —3.4584e + 122 | 43 | —1.0950e + 209
14 | —1.3578e + 051 | 29 | —1.0933e + 128 | 44 | —1.1795e + 215
15 | —6.3897¢ 4 055 | 30 | —3.8304e + 133 | 45 | —1.3575¢e + 221

0~ O U = W N .

Tabela A.3: Determinante para o caso p =675 + 5

A.8 Discussao do Sistema 3.4.6

No presente caso calculamos novamente os determinantes da matriz A para
j=1,...,45 que podem ser consultados na tabela A.4.

A.9 Cédigo do programa (p =6j + 6)

Jmatrizcompleta modO
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A=zeros(3*j+4,3xj+4);
for j=1:45
%1linha
A(1,1)=-3%(j+1); A(1,3)=-2; A(1,j+3)=1; A(1,2%xj+4)=1;
%21inha
A(2,2)=-2%(j+1); A(2,j+2)=-3; A(2,2%j+3)=1; A(2,3*j+4)=1;
%linhas 3-j+2
for 1=1:j-1
A(1+2,1+2)=3%(1-j)-3;
A(1+2,1+3)=-2%(1+1);
A(1+2,j+1+3)=1;
A(1+2,2%j+1+4)=1;
end
%linha j+3
A(j+2,3+3)=-(3*j+2); A(j+2,j+4)=-2;
%linha j+4
A(j+3,2%j+3)=2;
%#linhas j+5-2j+2
for 1=1:j-1
A(j+1+3,j+1+3)=3%(1-j)-2;
A(j+1+3,j+1+4)=-(2%1+1);
end
%linha 2j+3
A(2%j+3,1)=2; A(2%j+3,2%j+4)=-1;
%linha 2j+4
A(2%j+4,3)=2; A(2%j+4,2%j+4)=-(3%j+2); A(2%j+4,2%j+5)=-3;
%linha 2j+5
A(2%3j+5,2)=2; A(2%j+5,3%j+4)=-2;
Y1linhas 2j+6-3j+4
for 1=1:j-1
A(2xj+1+5,1+3)=2;
A(2%j+1+5,2%j+1+4)=3*(1-j)-2;
A(2%j+1+5,2%j+1+5)=-(2%1+3) ;
end
J
DET_A=det (A)
end
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| J | det(T) | J | det(T) IR det(T) |
1 2400 16 | —5.7657¢ + 064 | 31 | 1.4056¢ + 146
2 —1056000 17 | 5.9894e + 069 | 32 | —9.0431e + 151
3 | 1.1384e¢+009 | 18 | —7.3219¢ + 074 | 33 | 6.3643e + 157
4 | —2.4384e + 012 | 19 | 1.0446e + 080 | 34 | —4.8867e + 163
5 | 9.1196e +015 |20 | —1.7259¢ + 085 | 35 | 4.0837¢ + 169
6 | —5.4535¢ + 019 | 21 | 3.2803e + 090 | 36 | —3.7055e + 175
7 | 4.8918¢+ 023 |22 | —7.1268e + 095 | 37 | 3.6429¢ + 181
8 | —6.2703¢ + 027 | 23 | —1.7599¢e + 101 | 38 | —3.8720e + 187
9 | 1.1056e + 032 | 24 | —4.9136e + 106 | 39 | 4.4409e + 193
10 | —2.6003¢ + 036 | 25 | 1.5437e + 112 | 40 | —5.4856¢ + 199
11| 7.9544e 4+ 040 | 26 | —5.4324e + 117 | 41 | 7.2849¢ + 205
12 | —3.0982¢ + 045 | 27 | 2.1327e + 123 | 42 | —1.0383e + 212
13| 1.5091e 4+ 050 | 28 | —9.3046e + 128 | 43 | 1.5857e + 218
14 | —9.0503¢ + 054 | 29 | 4.4950e + 134 | 44 | —2.5908¢ + 224
15| 6.5931e + 059 | 30 | —2.3964e + 140 | 45 | 4.5219e + 230
Tabela A.4: Determinante para o caso p = 65 + 6
A.10 Cddigo para o Sistema (j =1)
YMatriz 11x11 (j=1)
%dl=a;d2=b
syms a b A=[0 -1 0 0 0 1 0 1 0 0 0
-4 -2 0 0 1 0 0 0 1 0 0
-2%a-3xb 0 O -1 a 0 0 0 0 1 0
0 a-4%b -3 -3 0 a 1 0 0 1
0 0 0 0 -3 -2 0 0 0 0 0
b O 0 0 -3*a—2%b 0 -1 0 0 0 0
0 b 0 0 0 ~3%b -2 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0
0 2 0 0 0 0 0 -3 -3 0 0
0 0 0 2 O 0 0 0 -3*%xa-3xb -5 -2
0 0 2 0 0 o0 0 -4xb 0 0 -2]
DET_A=det (A)
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A.11 Cédigo para o Sistema (5 > 2)

Jmatriz j>1

syms a b

for j=2:15

A=zeros(6%xj+5,6%j+5);

A=sym(4A) ;

%1linha

A(1,j+1)=-1; A(1,2%j+4)=1; A(1,4xj+4)=1;

%21linha

A(2,1)=-(3xj+1); A(2,2)=-2; A(2,2%j+3)=1; A(2,4%j+5)=1; for 1=1:j-1
A(1+2,1+1)=3%(1-j)-1;
A(1+2,1+2)=-2%(1+1);
A(1+2,2%j+1+4)=1;
A(1+2,4%j+145)=1;

end

%j+2linha

A(j+2,1)=-3xj*(atb)+a;

A(j+2,j+3)=-1;

A(j+2,2xj+3)=a;

A(j+2,5%j+5)=1;

%j+3linha

A(j+3,2)=-3%j*(a+b)+4*a-b;

A(j+3,j+3)=-3%j;

A(j+3,j+4)=-3;

A(j+3,2%j+5)=a;

A(j+3,3%j+4)=1;

A(j+3,5%j+6)=1;

%j+4linha

A(j+4,j+1)=a-4*j*Db;

A(j+4,3+2)=—-(2%j+1);

A(j+4,2%j+2)=-3;

A(j+4,2%j+4)=a;

A(j+4,4%xj+3)=1;

A(j+4,6%j+5)=1;

%linhas j+5--->2j+2

for 1=1:j-2
A(j+1+4,1+2)=-3*j*(a+b) +1*(3*a-b) +4*a-b;
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A(j+1+4,3+1+3)=3%(1-j);
A(j+1+4, j+1+4)=-(2%1+3);
A(j+1+4,2%j+1+5)=a;
A(j+1+4,3%j+1+4)=1;
A(j+1+4,5%j+1+6)=1;

end

%linha 2j+3

A(2%j+3,2%j+3)=-3%];

A(2%j+3,2%j+5)=-2;

%linha 2j+4

A(2%j+4,2%j+4) =-2%j;

A(2%j+4,3%j+3)=-3;

%linhas 2j+5---->3j+2

for 1=1:j-2
A(2xj+1+4,2%j+1+4)=3%(1-7) ;
A(2%j+1+4,2%j+1+5)=3%a-2x(1+1) ;

end

%linha 3j+3

A(3%j+3,1)=b;

A(3%j+3,2%j+3)=-3*j*(a+b) +b;

A(3%j+3,3%j+4)=-1;

%linha 3j+4

A(3%j+4,j+1)=b;

A(3%j+4,2%j+4)=(-4%j+1) *Db;

A(3*j+4,4%j+3)=-2;

%linhas 3j+5--->4j+3

for 1=0:j-2
A(3%j+1+5,1+2)=b;

A(3*j+1+5,2*j+1+5)=—3*j*(a+b)+l*(3*a~b)+3*a;

A(3%j+1+5,3%j+1+4)=3*(1-j)+1;
A(3%j+1+5,3%j+1+5)=-(2x1+3) ;
end
%linha 4j+4
A(4%3+4,1)=2; A(4*xj+4,4xj+5)=-1;
%linha 4j+5
A(4%j+5,j+1)=2;
A(4xj+5,4xj+4) == (2%j+1) ;
A(4xj+5,5%j+4)=-3;
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%linhas 4j+6--—->5j+4

for 1=0:j-2
A(4%j+1+6,1+2)=2;
A(4xj+1+6,4%j+1+5)=3%(1-7);
A(4%j+1+6,4%j+1+6)=-(2%x1+3) ;

end

%linhabj+5

A(5xj+5,j+3)=2;

A(5%j+5,4%j+5)=-3*j*(a+b);

A(5%j+5,5%j+5)=-(3%]j+2) ;

A(B%j+5,56%xj+6)=-2;

%linha 5j+6

A(5%j+6,j+2)=2; A(B%j+6,4xj+4)=-4*j*xb; A(5*j+6,6%j+5)=-2;

%linhas 5j+7---->6j+5

for 1=1:j-1
A(Bxj+1+6,j+1+3)=2;
A(5%j+1+6,4%j+1+5)=-3*j* (atb) +1*(3*a-b) ;
A(B*j+1+6,5%j+1+5)=3%(1-3)-2;
A(5*j+1+6,5%j+1+6)=-2%(1+1) ;

end A;

J

DETA_A=det (A)

end
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