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Resumo

A Teoria das formas normais de campos de vectores foi introduzida por
Poincaré na sua tese de doutoramento e revelou-se uma ferramenta itil
para estudar sistemas dindmicos numa vizinhanca de um ponto singular.
As formas normais sao utilizadas para estudar a estabilidade de pontos sin-
gulares de sistemas dindmicos bem como campos de vectores que dependem
de parametros (teoria da bifurcacdo) e neste estudo ¢ relevante encontrar
uma forma normal “mais simples”.

Esta tese estd estruturada da seguinte forma, o capitulo 1 contém os
resultados cldssicos da teoria das formas normais formais.

O capitulo 2 contém os resultados (devidos esséncialmente a: I, Takens,
F. Ichikawa, G. Belitskii e J. Yang) usados para encontrar a forma normal
“mais simples” de campos de vectores finitamente determinados.

J. Yang encontrou a forma normal “mais simples” dos campos de vectores
1-ressonantes mas nao fortemente 1-ressonantes em R? (ver[2]), completando
deste modo a classificacao de todos os campos de vectores finitamente deter-
minados em R3.

No capitulo 3, propomos encontrar a forma normal formal (3.11) de
campos de vectores em R® cujas partes lineares tém valores proprios A =
(1,—1,2), note-se que estes campos de vectores nao sao (-ressonantes nem
1-ressonantes, logo pelo teorema de Ichickawa nao sao finitamente determi-
nados *.

Para obtermos a forma normal (3.11), partimos da forma normal de
Poincaré-Dulac e vamos sucessivamente simplificando os termos ressonantes
de grau 2,3,. .., usando sucessivamente transformacoes ressonantes de grau
1,2,.... O nimero de mondmios ressonantes que conseguimos eliminar em
cada passo depende da resolugao de um sistema de equacoes lineares. O es-

'E em R? que surgem os primeiros campos de vectores que nao sao 0-ressonantes nem
l-ressonantes.
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CONTEUDO iv

tudo da caracteristica das matrizes associadas a estes sistemas ¢ efectuado
no apéndice (A). Apesar de a forma normal (3.11) nao ser analiticamente
demonstrada, devido a dificuldade de demonstrar que certos sistemas lineares
encontrados tém caracteristica maxima, ha fortes argumentos numericos que
o sugerem, para o efeito calcularam-se os determinantes das primeiras ma-
trizes (de dimensao méxima) usando programas em MatLab, cujos resultados
estao igualmente indicados no apéndice (A). Ao simplificarmos os mondmios
ressonantes de grau p = 6j+3 obtivemos um sistema com mais uma incognita
que equagoes, logo sob a hipétese de que a matriz associada a este sistema
tem caracteristica maxima, “desperdi¢ou-se¢” uma incégnita. Tendo em vista
a simplificacao da forma normal (3.11) aplicou-se uma transformagao resso-
nante contendo apenas monomios ressonantes de grau 65 + 1 e 65 + 2 para
simplificar simultaneamente os termos de grau 65 + 2 e 65 + 3, este método
(chamado de transformagao conjunta) estd indicado na secgao 3.6. Con-
tudo resultados numéricos (ver apéndices (A.10 ¢ A.11)) mostram que, pelo
menos nos primeiros termos, nao é possivel simplificar por este processo a
forma normal (3.11).



Summary

The normal forms theory was introduced by Poincaré in his thesis and became
a useful tool to study the stability of vector fields and vector fields depending
on parameters (bifurcation theory), and in this study it is relevant to find a
“simplest” normal form.

The structure of this thesis is the following, in the chapter 1 we give the
classic results of the normal forms theory.

In the chapter 2 we give the results (due to: F. Takens, F. Ichikawa, G.
Belitskii and J. Yang) used to find the “simplest” normal form of finitely
determined vector fields.

J. Yang finished the classification of all finitely determined vector fields
on R? (see [2]).

In the chapter 3 we find a “simplest” normal form (3.11) of generic vector
fields on R? with eigenvalues A = (1,—1,2), we note that these vector fields
are neither O-resonant nor l-resonant, then by Ichikawa’s theorem they are
not finitely determined 2.

In order to obtain the normal form (3.11) we start from Poincaré-Dulac’s
normal form and we successively simplify the resonant terms of degree 2,3 ...
applying resonant transformations of degree 1,2.... The number of resonant
monomials that we can kill in each step depends on the rank of a linear
system. The study of the rank of these matrices is in appendix (A). We did
not prove analytically the normal form (3.11) due to the difficulty to prove
that certain matrices have maximal rank, however there are strong numeric
arguments that take us to believe that in fact these matrices have maximal
rank (in appendix (A) some results obtained from MatLab programs which
show that the first ones matrices have maximal rank). In this process, when
we try simplifying the terms of degree p = 65 +3,7 = 1,2,..., we obtain one

21t is on R that appear the first ones vector fields that are neither O-resonant nor
1-resonant.
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linear system that have one more variable than equations, so in order to use
this variable we try simplify the resonant terms of degrees 65 + 2 and 67 + 3,
in the same step, with resonant transformations which contain only terms of
degrees 6 + 1 and 65 + 2, we explain this process in section (3.6). Again
we used MatLab programs to show that the first matrices have vanishing
determinant (see appendix (A.10 and A.11)).



Résumé

La théorie des formes normales de champs de vecteurs a été introduite par
Poincaré dans sa these de doctorat et elle s’a révélé un organe de travail
utile pour I'étude des systémes dynamiques au voisinage d'un point singulier.
On utilise les formes normales pour étudier la stabilité de points singuliers
de systémes dynamiques ainsi que champs de vecteurs qui dépendent de
paramétres (théorie de la bifurcation) et dans cette étude c’est relevant trou-
ver une forme normal “plus simple”.

Cette these est structurée comme suit: chapitre 1 contient les résultats
classiques de la théorie des formes normales formelles. Chapitre 2 contient les
résultats (essentiellement par: F. Takens, F.Ichikawa, G. Belitskii et J. Yang)
utilisées pour touver la forme normale “plus simple”des champs de vecteurs
finitement determinés. J. Yang a trouvé la forme normale “plus simple”des
champs de vecteurs l-résonnants mais pas fortement l-resénnants dans R3
(voir [2]), complétant de cette fagon la classification de tous les champs de
vecteurs finitement determinés dans R?.

Dans chapitre 3, nous proposons de trouver la forme normale formelle
(3.11) de champs de vecteurs dans R?, dont les parties linéaires ont des
valeurs propres A = (1,—1,2), on peut noter que ces champs de vecteurs ne
sont ni O-résonnants ni l-résonnants, et a veut dire que selon le théoreme
de Ichikawa ils ne sont pas finitement determinés®. Pour obtenir la forme
normale (3.11), nous partons de la forme normale de Poincaré-Dulac et
nous simplifions successivement les termes résonnants de degré 2,3, ..., us-
ant successivement des transformations résonnantes de degré 1,2,.... Le
numéro de monodmes résonnants que nous pouvons eliminer dans chaque
phase dépend de la résolution d’un systeme d’équations linéaires. L'étude
de la caractéristique des matrices associés a ces systemes est effectué dans

st dans R? que apparaissent les premiers champs de vecteurs que ne sont pas ni
O-resénnants ni l-resénnants.

vil
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I'appendice (A). Méme si la forme formale (3.11) n’est pas analytiquement
démontrée, a cause de la difficulté pour démontrer que certains systemes
linéaires trouvés ont une caractéristique maximale, il y’a des arguments
numériques forts que la suggerent, pour 'effet ont été calculés les déterminants
des premieres matrices (de dimension maximale) usant des programmes en
MatLab, dont les résultats sont également indiqués dans 'appendice (A). En
simplifiant les mondmes résonnants de degré p = 6+ 3. nous avons obtenu un
systéme avec une inconnue en plus équations; sur I'hypothese que la matrice
associée A ce systéme, ait caractéristique maximale on perde une inconnue.
Ayant en vue la simplification de la forme normale, on a appliqué une trans-
formation résonnante contenant seulement des monomes résonnants de degré
65+ 1 et 65 + 2, a fin de simplifier simultanément les termes de degré 65 + 2
ot 67 + 3, cette méthode (appelé de transformation conjointe) est indiquée
dans la section (3.6). Mais les résultats numériques (voir appendices (A.10
et A.11)) montrent que, par moins dans les premieres termes, il n'y est pas
possible simplifier pour ce proces la forme normale (3.11).



Capitulo 1

Teoria Classica das Formas
Normais

1.1 Introducgao

Um campo de vectores numa variedade diferenciavel M ¢é uma secgao V' :
M — TM. Em coordenadas locais V(x) = Z,V,(x)(—ﬁ—' onde ﬁ ¢ uma
base de TyM. Um difeomorfismo ¢ : M — M transforma um campo de
vectores V' no campo de vectores

(6. V)(x) = (¢'(x)) 'V (¢(x)).

onde x € M e ¢'(x) é a matriz jacobiana da funcao ¢(x). Dois campos
de vectores V e V dizem-se conjugados se existir uma transformagao ¢ tal
que V = ¢,V. A ideia intuitiva é encontrar uma transformagao que leve
um campo de vectores num campo de vectores mais simples (forma normal),
¢ portanto mais conveniente para o estudo da equagao. Dois campos de
vectores V e V dizem-se conjugados numa vizinhanga de um ponto xg € M
se existir uma transformacao local ¢ : Uy, — ﬁxo de uma vizinhanca U de
X numa vizinhanga U de xq tal que V(%) = (V) (x), X € Uy,

No contexto local, podemos identificar uma vizinhanca U e o espago tan-
gente Ty M, x € U com R". Apds esta identificacdao, um campo de vectores

Vix) = Zv;(x)%

pode interpretar-se com a fungao V : Wy, — R" onde Wy, ¢ uma vizinhanga
de xg em R".
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Exemplo 1.1.1. Seja V(xp) = ¢, onde ¢ # 0, entao pelo teorema da recti-
ficacio o campo de vectores ¢ localmente conjugado com o campo de vectores
constante (¢.V)(x) = ¢, x € Uy,. Obviamente as trajectérias deste campo
sao as rectas da forma x(t) = ¢t + x.

Exemplo 1.1.2. Seja V(z) = Az + h(x), onde x € R e h(0) = h'(0) = 0,
um campo de vectores de classe C* numa vizinhanga de x4 = 0. Se A # 0,
entdao o campo de vectores V' é localmente C*°- conjugado a sua parte linear.

1.2 Reducao Formal a uma Forma Normal

1.2.1 Caso nao ressonante

De acordo com o teorema de Poincaré um campo de vectores “nao resso-
nante”, na classe das séries formais !, pode ser reduzido a sua forma linear
numa vizinhanca de um ponto singular, por um difeomorfismo formal.

Defini¢ao 1.2.1. Seja V' : U — C™ um campo de vectores, onde U ¢ um
aberto de C" que contém um ponto singular, que podemos supor a origen,
e V(x) = Ax + ... a sua série (formal) de Taylor. O n-uplo A = (A1,..., An)

de valores proprios da matriz A, diz-se ressonante se existe s € {1,...,n}
3 n

tal que /\Sn: (m,)), onde m = (my,...,m,) € Nj e >, mp > 2. A

|lm|| = >"%_, mi chama-se ordem de ressonéncia.

Teorema de Poincaré. [1] Se os valores proprios da matriz A forem ndo
ressonantes, entdo a equacgdo diferencial X = Ax+. .. pode ser transformada,
por uma mudanga de varidveis formal X =y + ..., na equagao

y = Ay.

A demonstracio do teorema de Poincaré consiste na sucessiva eliminagao
dos termos de grau 2,3.. .. do lado direito da equagéo e cada eliminacao exige
a resolucao de uma equagao homoldgica.

Lema 1.2.1. [1] A equagdo diferencial y = Ay ¢ transformada na equagao

x=Ax+ V() +...,

1 é, nfo exigimos a convergéncia numa vizinhanga da origem
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por uma mudancga de varidveis da forma
x=y+H(y),

onde H(y) é um polindmio vectorial com 1-jacto nulo e

V(x) = (3H ) Ax — AH(x).

ox
Demonstracgao.
oH oH oH
(I 3 5) Ay = (I + E) A(x—H(x)+...) = Ax+ {G—Ax — Ah(x )}

Definigao 1.2.2. Dada uma matriz A, definimos o operador linear L 4, onde

LaH = a—HAx ~ AH(x)

e chamamos equacao homoldgica, a equagao
LaH =,
onde V é um campo de vectores conhecido e H a incognita.

O operador linear L4 actua no espago vectorial dos campos de vectores
formais, que denotaremos por H,. Ao subespago, de dimensao finita, for-
mado pelos polinémios vectoriais homogéneos de grau k, denotaremos por
HE. Entdo temos H, = HO @ H., @ HZ @ ... e que La(HE) C HE. Seja
(e1,...e,) uma base formada por vectores préprios da matriz A, entao

4 9
{Xmaj‘. == g, ...'Ir::zna m|| =kei=1. ..??}
i T

forma uma base de HE.

Lema 1.2.2. [1] Se o operador A € diagonal, entao o operador Ly ¢ igual-
mente diagonal e os monomios vectoriais ™ d‘)_ sao vectores proprios de Ly
com valores proprios associados [(m, \) — \;]. Ou seja, temos:

8 0
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Exemplo 1.2.1. Seja A : R? — R? um operador linear que na base (ej, ez),

" ; A O . ; g
é representada pela matriz: A = ( 01 \ ) . eseja V € H2, onde H2 é o
2

espaco dos polinémios homogéneos de grau 2 em R?. Entao

20 D 0 0 0
o oY B” oy’ 'Jé)y”Ir Ay

é uma base de H2, e a matriz de L4 relativa a esta base é:

N0 0 0 0 0
0 Mo 0 0 0 0
Lo 00 S 0 0 0
S B T 0 i —da 0 D
0 0 0 0 i 0
0 0 0 0 0 Ao

Corolério 1.2.1. [1] Se o conjunto dos valores proprios de A for ndo resso-
nante, a equacdo homoldgica LyH =V ¢ resolivel para todo o campo formal
com 1-jacto nulo. Se ndo existem ressondncias de ordem k, entdo a equagao
homoldgica, LaH = Vi, tem uma solugao Hy € Hﬁ, para todo Vi, € HX onde
k> 2

Se a matriz A nao é diagonal (tem blocos de Jordan), entao L, tem
igualmente blocos de Jordan e os valores proprios de L 4 sao dados igualmente
por (1.1). Entdo para valores préprios (eventualmente com multiplicidade
maior do que um) nio ressonantes, o operador L4 ¢é igualmente invertivel,
aplicando-se portanto a este caso o coroldrio anterior,

Demonstraciao do Teorema de Poincaré. Seja a equagao diferencial
x=Ax+V.(x)+...,

" r _ n ; m _J .
onde r > 2, V,(x) € Hj,, com V(%) = 301 D mj=r UmsX 5> € 08 valores
proprios da matriz A sao nao ressonantes, temos que, a equagao

LsH =V,

tem uma solucao
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Aplicando agora & equacio diferencial a mudanga de varidveis x = y + H,(y),
pelo lema 1.2.1, transformamos a equagao inicial numa equagao da forma

y=Ay +Viuy) + ...,

onde VTH € H;“, i.e., elimindmos todos os termos de ordem r do lado direito
da equacio diferencial. Usando sucessivamente este processo, construimos
uma sucessao de mudangas de variaveis x =y + H;(y), j = 2,3,... que no
limite transformam a equacao dada na equagao y = Ay (forma normal de
Poincaré). UJ

1.2.2 Caso ressonante

Defini¢ao 1.2.3. Se na parte linear de um campo de vectores V = Ax+.. .,
existirem ressonancias entre os valores proprios Aj, ... A,, ou seja, se existir
i€ {1,...,n} tal que A, = (m, A) com ||m| > 2, dizemos que um monémio
da forma p p
m I iln f
X —== PRI & — (12)
ox; ) 5

¢ um monémio ressonante (relativamente a matriz A).

Teorema de Poincaré-Dulac. [1] Seja x = V(x) uma equacao diferencial

onde
V(x) = Ax + Va(x) + ... + Vi(x) +... ,Vh € H}, (1.3)

entio a equacdo diferencial pode ser transformada numa equagao da forma
§ = Ay + Wa(y) ...+ Wily) +.... (1.4)

onde W; € H:, e Wi(y) contém apenas monomios ressonantes, para todo
1> 2.

O teorema de Poincaré-Dulac nao permite geralmente a linearizagao de
um campo de vectores, mesmo que na sua série de Taylor formal existam
apenas monomios nao ressonantes (ver exemplo 1.2.2).

Exemplo 1.2.2. [4] Seja o campo de vectores V : C* — C?,
d

- ;
Viz,y) =(-= +’yd)a + +I4y)@,
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a parte lincar de V' é ressonante e a parte nao linear nem contém monomios
da forma z**'y* 2 nem da forma z*y**+ & . (i.c. nao contém monémios resso-
nantes). Contudo o primeiro passo do metodo de Poincaré-Dulac, leva-nos a

s i 7B .
mudanca de varidveis r = r — £ . y = y, o que elimina os termos de ordem
4 .

inferior mas o campo de vectores fica da forma:

3 P 4 9 y 4 8
Vizy)=|—2—= ul = 1 r+—1 y| =,
(z.9) ( . 4(I+4) y)a:n+(y+(1+4) b Ay

que j4 contém os mondmios ressonantes rty-Z e xdy’ L
dr ady’

No caso em que a matriz A na forma de Jordan tem parte nilpotente nao
nula podemos ainda “simplificar” a forma normal de Poincaré-Dulac (i.e.,
é ainda possivel eliminar alguns mondémios ressonantes existentes na forma
normal de Poincaré-Dulac) usando o teorema de Belitskii (ver exemplo 1.2.3).

Teorema de Belitskii. (/5/,/2/) Seja V(x) = Ax+... um campo de vectores
com parte linear A= S+ N, onde S € a parte semi-simples e N # 0 a parte
nilpotente. Entdo a equagdo diferencial X = V(x) pode-se reduzir por uma
mudanca de varidveis formal a uma equagao da forma

¥y = Ay + H(y),

onde a série formal H(y) satisfaz as sequintes equagoes:

OH OH\ ., .
(ay)sy SH(y)=0 e (ay)Ny NTH(y) = 0.

Exemplo 1.2.3. Seja a equacao diferencial x = V(x), onde V : C* — C*

com parte linear,
010

A=1 000
001

Os mondmios ressonantes sao da forma,

t+j>2e ;I.'"'i;lré;rrga—, 1+3>1.

¥ il wed
I' .I €T
iy
d Pt 2811’72, I3

O teorema de Poincaré-Dulac permite-nos reduzir a equagao diferencial na
forma:
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&y = xa+ f(x1,22)
#a = g(x1,22) .
.1“3 = I3+h.(."17],':172)

onde f e g nao tém parte linear, e h nao tem termo constante. Como a
parte nilpotente é nao nula o teorema de Belitskii permite-nos ainda reduzir
a equacao diferencial & forma normal de Belitskii:

& = Zg+ fl21)
iy = xaf (1) +gl21) |
3,‘5 = JI';}‘F]L(‘TI)

onde f(0) = g(0) = ¢'(0) = h(0) = 0.

1.3 Estudo da convergéncia

1.3.1 Definigoes e resultados elementares

No estudo da convergéncia das séries de Poincaré, construidas na secgao
anterior, iremos distinguir dois casos dependendo da distribuigao dos valores
proprios em C.

Defini¢ao 1.3.1. Um hiperplano em C" dado por uma equagao do tipo A, =
(m, A), onde m = (my,...,my) ENJ, A= (A,..., ) €C"e D) my > 2
diz-se um plano ressonante.

Se fixarmos o vector A, temos sempre um conjunto numeravel de planos
ressonantes.

Definicao 1.3.2. Dizemos que A = (Ay,...,A,) pertence ao dominio de
Poincaré, se 0 ¢ E.(\), onde E.(A) é a envolvente convexa do conjunto
{A,. .., A}, caso 0 € E ()), dizemos que pertence ao dominio de Siegel.

1.3.2 Ressonancias no dominio de Poincaré.
Suponhamos que A pertence ao dominio de Poincare.

Teorema 1.3.1. [1] Todo o A pertencente ao dominio de Poincaré, satisfaz
apenas um nimero finito de relagoes de ressondancia Ay = (m, A), onde m €

noe|m| > 2, e tem uma vizinhanca que nao intersecta outros planos
ressonantes.
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(Os planos ressonantes, de A, sdo discretos se A pertence ao dominio de
Poincaré)

Vamos agora supor que o campo de vectores V' ¢ definido por uma série
convergente numa vizinhanga do ponto singular, x = Xg, (i.e. V' é holomorfo).

Teorema de Poincaré. [1] Se os valores proprios da parte linear de um
campo de vectores holomorfo numa vizinhanga do ponto singular, X = Xp,
pertencem ao dominio de Poincaré e nao sio ressonantes, entao o campo de
vectores € biholomdrficamente equivalente d sua parte linear numa vizinhanca
de X0-

(i.e. existe uma mudanga de varidveis holomorfa y = ¥(x), tal que ¢(xo) =
Xg € com inversa x = p(y) igualmente holomorfa.)

1.3.3 Ressonancias no dominio de Siegel.

Suponhamos agora que A pertence ao dominio de Siegel.

Teorema 1.3.2. [1] Se \ pertence ao dominio de Siegel, entao os planos de
ressondancia A = (m, A) sdo densos.

Defini¢ao. Um ponto
A= (A1,..., ) €C?

diz-se do tipo (C,v) se para todo s € {1,...,n}, temos

C

|As — (m, A)| =
( mp

para todo m = (my,...m,) € NJ tal que >_1 |, m; > 2.

Teorema 1.3.3. [1] O conjunto dos pontos que nao sao do tipo (C,v) para
todo C > 0 tem medida nula, se v > (n — 2)/2. (no caso real exigimos que
v>n—1).

Teorema de Siegel. [1/ Seja V um campo de vectores holomorfo com um
ponto singular xg. Se A € do tipo (C,v), entao V ¢ biholomdrficamente
equivalente a sua parte linear numa vizinhan¢a de Xg.
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1.3.4 Teorema de Poincaré-Dulac

Vamos agora considerar o caso em que existem ressonancias.

Teorema de Poincaré-Dulac. [1] Seja A o vector dos valores proprios da
parte linear de um campo de vectores V- num ponto singular. Se A pertence
ao dominio de Poincaré, entdo numa vizinhanga do ponto singular, o campo
de vectores V' é biholomdrficamente equivalente a um campo de vectores poli-
nomial, cujos monomios vectoriais de graw supertor a um sao ressonantes.

(i.e. as séries de Poincaré sao convergentes, mesmo no caso de existirem
ressonancias, se A pertence ao dominio de Poincaré).

Nota. Se os valores proprios estao no dominio de Siegel, as séries que con-
duzem a formas normais formais em caso de ressonancia sao frequentemente
divergentes.

Se A é nao ressonante e pertence ao dominio de Poincaré entao é do tipo
(C,v) para algum C. O teorema de Siegel pode ainda ser “melhorado”.

Definicao 1.3.3. Um campo de vectores V, com parte nao linear

n 9
I/V(X) = Z Z w(m.i)xmz-);i

i=1 Jm[>2

satisfaz a condigdo de Brjuno, se a série

— 1
E ﬁhlwk o we = man{|(m, A) — A 2 [(m, A) = M| >0, |m — ef| < 2¥},
k=1

é convergente.

Teorema de Brjuno. [9/ Se um campo de vectores V' é formalmente equi-
valente a sua parte linear, e a condi¢ao de Brjuno é verificada, entao V €
biholomdrficamente equivalente a sua parte linear numa wvizinhanca de um
ponto singular.



Capitulo 2

Campos Reais Finitamente
Determinados.

2.1 Definicoes e resultados elementares.

Definigao 2.1.1. Um campo de vectores V = Ax + ... diz-se O-ressonante,
se nao existem relagoes de ressonancia da forma

klf\l e k:n/\n =0

entre os valores préprios da sua parte linear. Neste caso o numero de res-
sonancias ¢ necessariamente finito.

Definicao 2.1.2. Um campo de vectores V diz-se 1-ressonante, se todas as
relagoes da forma
ll)\l < HeiEE ln’\n =0,

sao consequéncias de uma relagao fixa da forma

Eidi+ -+ kA =0.
Neste caso o niimero de ressonancias ¢ necessariamente infinito.
Definigao 2.1.3. Se V é l-ressonante distinguimos dois casos:

(1) Se todas as relagoes sao consequéncias da relagao

kl/\l S i A’.ﬂA”_ = O, (21)

10
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dizemos que V é fortemente 1-ressonante.

(2) Se para além das relagoes derivadas da relagao (2.1.3), existe apenas
um numero finito de relacoes que niao sao consequéncia da relagao (2.1.3),
dizemos que V é l-ressonante mas nao fortemente l-ressonante.

Definicdo 2.1.4. Um campo de vectores V(x) de classe C™, V(0) = 0,
x € R", diz-se k-determinado se é equivalente (reduzivel por uma mudanca
de coordenadas local de classe C'™°) a todo o campo de vectores da forma
V(x) + o(||x]|*). Um campo de vectores V diz-se finitamente determinado,
se existir um k < oo tal que V é k-determinado.

Teorema de Chen. [10] Dois campos de vectores hiperbolicos sao -
equivalentes sse forem formalmente equivalentes.

Se nao existem relagoes de ressonancia, os valores proprios nao estao no
eixo imagindrio, logo o campo ¢ necessariamente hiperbolico.

Teorema 2.1.1. [10] Seja V um campo de vectores de classe C™ tal que
V(0) = 0, entdo as sequintes afirmagdes sao equivalentes.

(1) V é 1-determinado por uma mudan¢a de variaveis de classe C'™.
(2) V é 1-determinado por uma mudanga de varidveis formal.
(3) Nao existem relagoes de ressonancia.

Seja V um campo de vectores iremos denotar por (V) a ordem maxima
das relacoes de ressonancia, e por i(V) o menor k, & < [(V), tal que V ¢
k-determinado. (se V for O-ressonante, entao [(V) ¢ finito.)

2.2 Teoremas de Ichikawa e de Belitskii.

O conjunto dos campo de vectores finitamente determinados contém os campo
de vectores (-ressonantes, contudo também existem campos de vectores com
um mimero infinito de relacoes de ressonancia que sao finitamente determi-
nados.

Teorema de Ichikawa. ([12],[13]) Um campo de vectores é formalmente
finitamente determinado sse € O-ressonante, ou I-ressonante e nao pertence
a um conjunto F de codimensdo infinita no conjunto de todos os campos de
vectores 1-ressonantes.
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O teorema seguinte valida este resultado para a classe C'*°.

Teorema de Belitskii. ([5/) Um campo de vectores € finitamente determs-
nado por uma mudanca de variaveis de classe C™ sse € formalmente finita-
mente determinado.

2.3 Lema de Takens e corolarios

Iremos denotar o k-jacto na origem do campo de vectores V, por j*V e o
parénteses de Lie dos campo de vectores U e V por [U, V] = DV.U-V.DU.

Lema de Takens. [7/ Sejam U e V dois campos de vectores tais que
U, V] =0 ¢ j'V =0, e seja Dy, o fluzo do campo de vectores V, entao

(@) = U + 40, V)

Lema 2.3.1. /2] Sejam U e U dois campos de vectores tal que j*U = G0,
entao:
a) se a equagao
MU,V = MU - 1) (2.2)

tem uma solucio V tal que 7'V = 0, entao existe um difeomorfismo ® tal

que _
jk+l@*U — jk+1U. (23)

b) Se existe um difeomorfismo ® com aprozimacao linear igual a identi-
dade tal que se verifica (2.3) entdo a equagdao (2.2) tem uma solugao V tal
que j'V = (.

Defini¢ao 2.3.1. Dois campos de vectores U e V dizem-se [-jacto equiva-
lentes se existe um difeomorfismo @ tal que j'®,U = j'V,

Lema 2.3.2. [2] Seja U um campo de vectores, se para todo o campo de
vectores W tal que j*W = 0 a equagdo (U, V] = W iem uma solugao V
com §'V = 0, entdo os campos de vectores U e j*U sdo l-jacto equivalentes
para todo o | < oc.

Lema 2.3.3. [2] Se para todo o campo de vectores formal W tal que j*W = 0
a equagdo [1*U, V] = W tem uma solugdao formal V tal que j'V = 0, entao
o campo de vectores V é k-determinado por uma mudanc¢a de varidveis de
classe C'™.
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Definicao. Uma mudanga de variaveis diz-se ressonante, com respeito a um
n-uplo A = (Ar,...,Ay), se a sua parte linear é a identidade e a sua parte
nao linear contém apenas mondmios ressonantes.

Teorema 2.3.1. [8] As seguintes afirmagdes sao verdadeiras:

(1) Toda a mudanga de varidveis ressonante envia wm campo de vectores
na forma normal ressonante noutro campo de vectores que esta igualmente
numa forma normal ressonante.

(2) toda a mudanga de varidveis com parte linear igual a identidade que
envia qualquer campo de vectores na forma normal ressonante noutro campo
de vectores que estd igualmente numa forma normal ressonante € wma mu-
danca de varidaveis ressonante.

(i.e. para simplificar uma forma normal ressonante necessitamos apenas de
aplicar mudangas de varidveis ressonantes.)

Lema 2.3.4. [2] Seja U um campo de vectores de classe C*, U(0) = 0. Se
para todo o campo de vectores formal W ressonante, com respeito aos valores
proprios da parte linear de U, tal que j*W = 0 a equagao,

[j*U, V] =W, (2.4)

tem uma solugdao formal V, tal que j'V = 0, entao U € k-determinado por
uma mudanga de varidveis de classe C.

Nota. A equagao (2.4) é uma generaliza¢ao da equagao homoldgica .

Exemplo 2.3.1. Seja U um campo de vectores em R? cuja parte linear tem
valores proprios Ay = 0, Ay = 1 e A3 = 3. Este campo é l-ressonante mas
nao fortemente l-ressonante. A sua forma normal de Poincaré-Dulac é da

forma

- /()

= ygile) i (2.5)
= zga(z) + 1 gs(2)
onde f, g1, g € g3 sdo séries formais tais que f(0) =0, g,(0) = 1 e g2(0) = 3,
m > 2. Iremos provar que sob as condigoes genéricas,

F0)#0 (2.6)

- 2. 8.
I
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I !
95(0) — 31 (0)
f'(0)
podemos reduzir o campo de vectores U ao campo de vectores U por uma
mudanca de coordenadas de classe C'™ onde U ¢ da forma

¢ {0,1,2,...} (2.7)

= 7+ az’
= y+bzy (2.8)
= 3z +cxy + &y’

. W

23

e que i(U) = 3.

Comecamos por aplicar uma transformagao da forma (z,y, 2) — (a(x), y, z),
usando a condicao genérica (2.6) para reduzir a fun¢ao f(r) a forma z + ax?
(ver [6]). Apds renormalizada a primeira componente ¢ suficiente provar que:

i) O 3-jacto de U pode ser normalizado & forma normal (2.8).
ii) Assumindo que 7°U tem a forma (2.8), a equagao
°U, V] =W (2.9)

tem uma solucao V com l-jacto nulo para todo o campo de vectores
ressonante W com 3-jacto nulo (ou seja pelo lema (2.3.4) e pelo teorema
(2.3.1) o campo de vectores U é 3-determinado).

iii) Os campos de vectores j°U e j°U nao sao equivalentes se & # 0 (ou
seja i(U) = 3).
%, 0

z= aplicando uma

i) Eliminamos os mondmios ressonantes :Ezy% € & 25

transformagao da forma

i z
O: |y |~ | y+piry
z 2+ p1x2

o campo de vectores transformado tem a seguinte forma,
0
3 ;3 g,
7eU=j7U+ | —¢2%y |,
—p1xlz
logo 0 3-jacto de U redutivel a forma normal (2.8}, onde § € R. Pode-
mos ainda reduzir & a 1 aplicando uma mudanga de variaveis da forma

y — cy trocando se necessario o sinal a variavel z.
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ii) Todo o campo de vectores ressonante W com 3-jacto nulo ¢ da forma

W = ,’ITFl(;II)% -t—ng(:I:)C% + (2F3(z) + y* Fu(x)) i

onde j2F; =0, parai = 1,2,3 e j°F;(x) = 0. Procuramos uma solugao
V da equagao (2.9) da forma

+yVa(z )i + (2Va(x) + y*Va(x)) L)-

V= :L‘Vl(:z;)2 7y

dx

{“"

A equagao (2.9) origina o seguinte sistema

=
J =

z + 2azx? 7
T
z)
)~

( )
(2% + az®)
(z* + az®)
(c — 3b)zVy(z

Vi(z) - (2% — a2®)V{(z) = Fi(x)
Vi(x) = baVi(x) — Fa(x)
Vi(z) = caVi(a ) F3(z)

(22 + ax®)V{(z) = Fy(z) + 6(Vi(z) — 3Va(x))
Dado que j2F, = j2F, = j°F; = 0 as trés prineiras equagoes deste
sistema tém uma solugao (Vi (), Va(z), Vs(x)) com 1-jacto nulo. Como

j°F, = 0 a dltima equacao pode-se escrever na forma

(¢ = 3b)zVy(z) — (2° + az®)V)(x) = H(z). (2.10)

Seja Vi(x) = o + Bz + Box® + ... e H(x) = ho + bz + hot* + ...,
entao da equagao (2.10) obtemos

(C — mb)ﬁo = hg (2 11)
(c—mb—1)0; = (i—1)afi1 + hiy, para i=1,2,..."° '

| Para o campo de vectores (2.8) as condigoes genéricas (2.7) tomam a
| forma (¢ — mb) ¢ Ny, logo podemos resolver as equagoes (2.11). A
solucao obtida desta forma tem 1-jacto nulo dado que hy = 0.

|
|

iii) Resta provar que 42U e 53U, nao sao equivalentes (para que i(U) = 3).
Para o efeito basta notar que o mimero de superficies invariantes dos
campos de vectores jzfj e j3fJ. sao diferentes: as superficies r; = 0,
r9 = 0 e 23 = 0 sao superficies invariantes do campo de vectores j U
e, apesar de as superficies 1 = 0, xo = 0 serem superficies invariantes
do campo de vectores 53U , a superficie 3 = 0 nao é uma superficie
invariante do campo de vectores j*U.



Capitulo 3

Renormalizacao Formal

3.1 Introducao

No processo de Poincaré consideramos uma sucessao de mudanca de coor-
denadas da forma x = y + Hy(y), onde Hi(y) sao polindmios vectoriais
homogéneos e grau k > 2. Estes polindémios séo escolhidos de forma a serem
solucao da equacao homoldgica associada, e tais solucoes sao uinicas a menos
de termos que pertencem ao niicleo do operador homolégico. Desta forma
eliminamos sucessivamente os monémios nao ressonantes, contudo cada mu-
danca de coordenadas produz novos termos de ordem superior. Aqueles que
530 nao ressonantes serao eliminados em mudangas de coordenadas poste-
riores, enquanto este algoritmo nao permite eliminar os termos ressonantes.
Contudo devemos notar que dois polinémios vectoriais Hg(y) e Hx(y)+Hg(y)
que apenas diferem de um elemento que pertence ao nicleo do operador ho-
molégico produzem a mesma transformagao nos termos de ordem k, mas
geralmente, originam diferentes termos ressonantes de ordem superior. A
renormalizacao consiste essencialmente na escolha apropriada de um ele-
mento que pertence ao nicleo do operador homolégico (i.e. na escolha
apropriada dos monémios ressonantes) de forma a eliminar o maior niimero
possivel de monémios ressonantes.

Neste capitulo pretende-se encontrar uma forma normal formal “mais
simples” de campos de vectores genéricos em R?, cuja parte linear tem valores
proprios Ay =1, Ay = —1e A3 = 2.

Note-se que neste caso o campo de vectores nao ¢ (O-ressonante nem 1-
ressonante, logo de acordo com o teorema de Ichikawa o campo de vectores

16
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nao é finitamente determinado.

17

Apesar da forma encontrada nao ser analiticamente demonstrada, devido
a dificuldade de demonstrar que certos sistemas lineares encontrados tem
caracteristica maxima, ha fortes argumentos numéricos que o sugerenm.

3.2 Método Utilizado na Renormalizagao

Para os campos de vectores cuja parte linear tém valores préprios A; = 1,
do = —1 e \3 = 2 temos as seguintes ressonancias:

Al = nA +(n+2m—1)A A +mA;
Ao = nAL+ (n4+2m+ 1) s +mhg

Az = (4 2)A + (04 2m)As + mAs

Estas relacoes originam os mondémios ressonantes indicados na tabela 3.1
( onde para efeito de calculos distinguiremos quatro tipos),

Tabela 3.1: Monomios Ressonantes.

Tipo 0 | Tipo I Tipo 11 Tipo III
e a_ o n+l,n 0 2m—1.m_ 0 | .n,n+2m—1.,m 0
Monoémios em -~ gyt | Y ghae | B°Y R
£ s 9 SRantl 8 | o 2m4l .m0 | n,n+2m+1 om0
Monémios em By eyt s 1Y Mg | 2y M
- S a 2 O n+2,n 8 2m—2 .,m 9 g nt+2m—2m 8
Monomios em - T 5 "yt |y 2 | 2"y o

onde n,m > 1.

Entao podemos escrever a forma normal de Poincaré-Dulac do campo

vectorial no modo seguinte,
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t = z+ ) filz,y2)
i=2

o=yt ) gilny,2)
=2

=
o= 2z+4 th(;ﬂ, Y, 2)
\ =2
onde fi(x,y,2), gi(z,y,2) e hi(x,y,2), ¢ = 2,..., sdo polinémios homogéneos
de grau 7 contendo apenas monémios ressonantes (indicados na tabela 3.1).
Comecamos a renormalizacao do campo de vectores (ja na forma normal
de Poincaré-Dulac) aplicando uma transformacao da forma,

(2,,2) = (az,y, B2),
ao campo de vectores,
= z+ayz+t.os.

—y + t.o.s. )
= 22+ bz +t.os.

S B e
Il

onde t.o.s. significa termos de ordem superior.
Como, por hipétese, o campo de vectores é genérico (a ¢ b # () para uma
escolha apropriada de o e 3 obtemos um campo de vectores da forma,

& = x+yz+tos.
1 —y + t.0.8.
3 = 224 z% +tos.

I

Os passos seguintes consistem em simplificar os polinémios f;(z,y, 2),
gi(z,y,2) e hi(x,y,2), i = 3,... (i.e. eliminar o maior nimero possivel
de mondémios ressonantes de grau i), usando transformagoes ressonantes da
forma,

(z,y,2) — (z + fio1(x,y,2),y + §ic1(2,9,2), 2 + hi_i(z,y, 2)).

No célculo do campo de vectores resultante iremos usar o coroldario (3.2.1)
do seguinte teorema (ver [3]),
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Teorema 3.2.1. [9] Consideremos um campo de vectores da forma,
x=Lx+ F(x)=Vi(x)+ Fa(x) + F(x)+ -+ F(x) +... ,

onde x € R, Vi(x) = Lx e Fy(x) denota os polindmios vectoriais ho-
mogéneos de grau k. Entdo se efectuarmos uma mudanga de varidvels da
forma,

x =y -+ H(y) =y +Ha(y) + Hsly) + >+ Hely) +os
obtemos um campo de vectores da forma,
y=Ly+G(y) =Ly +Galy) + Ga(y) + -+ Gi(y) + ...,

onde Hy(y) e Gily) sio polindmios vectoriats homogéneos de grau k e,

k—1
Gy = Fp+ [He,Vi]+ Z{[Hk:—i+laFi] + DH(Fi—it1 — sz‘+1)}+
i=2
[%] 1 k—m
Lyi oy Sowanm. ),
m=2 h+la++lm=k—(i—m) i=m

2<ly gyl <k —(i—m)—2(m—1)
(3.1)
para k = 2,3,... (para nao sobrecarregar a notagdo omitimosy ).

Corolario 3.2.1. Suponhamos que temos um campo de vectores da forma,
x = Vix + Fy(x) + -+ + Fi(x) + t.os,,
ao qual vamos aplicar uma transformacao da forma,
x =y + Hi1(y).
Entao o campo de vectores resultante ¢ da forma,
y=Viy + -+ Fi(y) + [He-1(y), Fa(y)] + t-os,,

Demonstracao. Por hipétese temos, H; = 0, j # k — 1. A transformagao
utilizada apenas altera os termos de grau superior a & — 1, logo neste caso
temos, G; = Fj, 2 < j<k—1 Assima formula (3.1) reduz-se a Gy =
Fi + [Hy, F5).0
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Suponhamos agora que kj, ¢ o niimero de mondémios ressonantes de grau p
e que k,_; ¢ o nlimero de mondémios ressonantes de grau p-1. Entao eliminar
o maior nimero possivel de monémios ressonantes de grau p é equivalente a
resolver um sistema linear com k, equagoes e k,_; incognitas.

Os mondmios ressonantes de grau p podem ser facilmente determinados
e estao indicados na tabela 3.2,
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Tabela 3.2: Mondmios Ressonantes de Grau p.
p = 6j Tipo I Tipo 1I Tipo III
a 3= = 1,354 2141 8 _ i
= —_ =01y 30 2+ 2 [=0,1,...,5-1
% S — xB(i—I)—2y3,i+i+122£+1%, 1=0,1,...,5~1
532 I?,j+1y33>1_5“!@::_ - wB(j—i)—2y3j+tz2(1+]):;};! Bi= 0,1, o o
p=6j+1 Tipo I Tipo 11 Tipo III
4 Q4 - (W ¢ a » a _ 5
?)@; $3]+1y33c% _ 23-0 3y33+’+1/,2”+”~3—£, 1=0,1,...,5-1
a 35,35+1 9 oAi+1 .25 8 3(—0)—3,,35+1+2,2(14+1) & - o
e I-Jy,?Jra_y y1+,_1% g3a—0—3y85+ 22( ),y! 1=01,...,7—2
r'i% - y4132j+1% I3(J—J)y3j+!z2.!+1%, T
p=6j+2 Tipo 1 Tipo II Tipo III
d A4 2541 8 3(i—0), 35 +1+1,2041 8 _ .
iy Yy Tz g3d=0gy3 z = l=01.:00—1
56; . o IB(j—l)—1y3j+t+Zz2i+1{;')_y1 s B, T s Bex 1
5aE AT o gPU—D-1, 804412040 8 1=0,1,...,5 -1
p=6j+3 Tipo I Tipo I1 Tipo 111
% x3j+2y3j+1% - xS(J*t)71y3j+l+222(1+1)%‘ 1= 0155 s~ 1
. ‘ : T B ; 3 »
’i']d? $31+1y33+2% . 230 zy3_1+l+3zz(l+1}g§1 1=0,1,...,5—-1
3 3(j—1)+1,3j+1+1 2041 9 - ;
%= — — U-ltlgdetitl gl 2. [ =0,1500 40
p=6j+4 Tipo I Tipo II Tipo 111
% o 333(j7£)+1y3j+"‘+232”1 3%’ 1=0,1,... i
a A3 ,24+1 2 35 —1) 33 H43 2041 D = :
By y1+zj+@ 307 )yJ +3, £ 1=0,1,...,7—1
% $3j+3y3j+1,(% y4j+2z2u+1)% 9:3(3'*”?;3””2;2”“’6‘—1, Lo O ey d =1
p=6j+5 Tipo I Tipo 11 Tipo III
% $3{j+1)y3j+238_x y4j+3zzu+1)% Is(J—t)y3;+t+3:2(t+1)f;‘_i1 BT, g 1
a% I3]+2y3j+3a% _ IS(j*i)fly:le%-ﬂtz?(Hl)a(_l. l=0,1,...,5—-1
% — xs(gft)+2y31+t+222r+1 % 1=0,1,...,5

Analisando a tabela 3.2 obtemos o seguinte resultado indicado na tabela

3.3
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Tabela 3.3: Niimero (k,) de Mondmios Ressonantes de Grau p, 7 > 1.

kp
p = 6j 3j+1
p=6j+1|3j+3
p=6j+2|3+2
p=6j+3|37+3
p=6j+4|3j+4
p=6j+5|37+4
p=6j+6|3;5+4

Se pretendermos simplificar os monémios ressonantes de grau p verifi-
camos que a diferenca entre o nimero de equagoes e o nimero de incognitas
dos sistemas de equacdes depende apenas do nimero k € {0,1,2,3,4,5},
onde p = k mod 6. Logo este processo consiste essencialmente na resolugao
de 6 sistemas de equagoes lineares.

3.3 Primeiros Passos da Renormalizacao

Iremos efectuar os 7 primeiros passos da renormalizagao.

3.3.1 p=3

Temos um campo de vectores da forma,

i = z+yz+ar’y+tos.
y = —y+bry®+t.os. ,
3 = 224 2%+ cryz + t.os.

ao qual aplicamos uma transformacao da forma,
s .
(z,y,2) = (z + ayz,y,2 +727),
obtemos o sistema com 2 equagoes e 2 incognitas,

—a+7y = —a
2a0—-2y = =b

)
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e verificamos que, geralmente, apenas podemos eliminar um monomio resso-
nante de grau 3, podendo escolher eliminar o monoémio (L;Ifz;t}% ou 0 Monomio
c:tyz%. Tendo em vista a forma renormalizada (3.11), optamos por nao eli-
minar o monémio ar’yL-.

332 p=4

Neste passo temos um campo da forma,

= z+ - +ary’z+tos
—y+---+by’z+t.os y
= 224+ 2% + cy’2® + t.os

te. . B
I

onde os pontos representam os monomios ressonantes de ordem inferior que
nao conseguimos eliminar (daqui para a frente iremos usar esta notacao).
Aplicamos uma transformagao da forma,

(2,9, 2) = (z + az’y,y + Bry?, 2 + yayz)

obtemos assim um sistema com 4 equacoes e 3 incognitas,

—2a+pB+y = —a
g = b
v = 02
20 — =~

Logo, geralmente, podemos eliminar todos os monémios ressonantes de gran

4 excepto um. Para atingirmos a forma (3.11), nao eliminamos o monémio

& i 0o 2~yi
da forma xy“z4-.

3.3.3 p=5

Temos um campo de vectores da forma,
P = x4 +a123y® + a2 + tos.
y = —y+---+br*yP +tos. ,
3 = 224 ---+cr¥y’z+tos.

uma transformacao da forma,

(Ia Y, Z) B ("T + (I.’EyQZ,y + ﬁygza &+ 711'153'.9' + 72?)‘222)1
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e um sistema de 4 equagoes e 4 incognitas,

—a+7 = —a
—a + F+ 72 = —ay
8 = B
200 =3 — 272 = —c

Este sistema é possivel e determinado, podemos eliminar todos os monomios
ressonantes de grau 5.

334 =48
Temos um campo de vectores da forma,
it = T+ +ar’yz +tos.
y = —y+-+bry'z+t.os. ,
3 = 224+ erty? +cxyd2? + tos.
uma transformagao da forma,
(2,9, 2) = (z + a2®y® + a2,y + By’ 2 +yaty’z),

e umn sistema de 4 equagoes e 4 incognitas,

*30{1 = 2(){2 + [)’ +v = —a
—20 = b

2009 — 2y = —0
200 — = —q

Este sistema é possivel e determinado, podemos eliminar todos os mondmios
ressonantes de grau 6.

335 p=1

Temos um campo de vectores da forma,

= g+ -+ aziy + azytz? + tos.
—y+ -+ b2yt + byt + tos.
= 224+ - +coyl + iz +tos.

SNty
|

2.
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uma transformacao da forma,
(z,y,2) = (z + az’y’z,y + Bxyz, z + maty? + yry’z?),

e um sistema de 6 equacoes e 4 incognitas,

'

— T = —m
20+ 08+7 = —a
) s = b
g = b
Y2 = O
200 — 4’){1 — 2’72 = —Cy

\

Neste passo, geralmente, nao é possivel eliminar um dos monémios da forma:

3,40 500

oy —, Yz —.

Ay dy

E também néao é possivel eliminar um dos mondémios da forma:

= 0 a s 10 v w0
1.3 4.2 4.3 3 3
iyt —, Tyt —, y'2"— e ry’z—.

4 dx 4 or Y 0z / 0z

Optamos neste caso por nao eliminar os monoémios das formas,
. 0 5 4 O
Bt— & 2yt
ox Ay
3.3.6 p=28

O campo de vectores ¢ da forma,

= 24 - +ay’2® +az®y’z + t.os.
= —y+--+bx¥yz+tos. :
= 224+ 2% + caxy?2? + t.os.

[ R

a transformacao da forma,
(7,9,2) — (2 + a2y + aozy' 2y + B’y + By’ 2%, 2 + iyt 2 +a’y’z)

e obtemos o sistema com 5 equagoes e 6 incognitas,
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—ag + B +m = =g
—day =200+ 81 +7 = —ay
301 + 20, =

209 — 371 — 32 = —0
200 — Y9 = iy

A caracteristica da matriz associada a este sistema é 5, logo pode-se eliminar
todos os monomios ressonantes de grau 8.

3.3.7 p=9

O campo de vectores é da forma,

= g4 +az?y®2? + axdy* + t.os.
= —y+4--+ byt + boxly® +t.os. |
= 22+ + ez’ + cpxtytz + tos.

(SR~

a transformacao da forma,

2 4 ?2)

(£,9,2) =(z+ a1y5z3 + a21:3y4z, Y+ [31;1:2y52, z 4+ 71;1'5;;3 + Yoxry'z

e obtemos o sistema com 6 equagoes e 5 incognitas,

(301 —3as+ 81 4+7 = —u
—Qg + M1 = —as
—206 = —b

‘W) — —b,
201 — 279 = —iy
209 — 571 — 272 = —Ca

\

A matriz associada a este sistema nao tem caracteristica maxima (tem ca-

s s . ~ . . , . - &
racteristica 4), logo, além de ndo podermos eliminar o mondémio :r“y“’a%, nao

. . fonies bty B
podemos eliminar (por op¢ao) o monémio r*y* 25

3.4 Passos Seguintes da Renormalizagao

Nos passos seguintes iremos distinguir 6 casos.
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34.1 p=06j+1

Se p = 65 + 1 temos um campo de vectores da forma,

( j—1
i = x4 +arItly¥ 4 2 a0 07231204 4 ¢ o.s.

=0
32

oy = —y4-o+ byt f by ¥tV 4 Zbg;rB”‘“':*y"-f””zz”*'” + t.o.s.

=0
j—1

2 = 2z+4-- oyt 4 E a0 0y3H 24 | tos.
\ =0

e uma transformacao da forma,

. T+ZOQT | 3j+l 2+1 \

j‘ l
P - Y — y + Z ﬁtxs(j—t)fzyajﬂﬂ22t+1 1

1=0
j-1

\ Z+71:r3j+1y3j—1 +Zvlmii(jfl)72y3j+£32(l+l) )
=0

2

que origina o seguinte sistema com 3j+3 equagoes lineares e 3j+1 incognitas,

—ap+ 7 =— (I)
— 251+ B4 + 71 = —Qj-1 (II)
3(1 = j)ew — (2L + ) + B+ =—a, 1=0,...,j-2 (I
Bo =b (IV)
16;'71 252 (V)
(3(1 =) +2)8 — (21 + 3) B =-b, I=0...,5—2 (V]
200 — (37 + 1)71 — 2 = — (g (VII)
g =—F (VIII)
20001+ BN+ -200+2)91 =—cyq1, [=0,...,5-2 (IX)
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A matriz associada a este sistema tem caracteristica maxima, se retirar-
mos as equagoes (I) e (V') ficamos com um sistema possivel e determinado,
logo podemos eliminar todos os monomios ressonantes de grau 65 + 1 excepto
os monomios da forma,

I ai aiig O
g3 o BBt (3.2)

or Ay’

Demonstragao. Neste caso retiramos ao sistema 3.4.1 as equacoes (/) e
(IV). Das equagoes (I1), (V') e (VIII) obtemos o sistema,

—2a5.1 + FBia + V-1 = —aj
ﬁjfl = bg ) (33)
Vi = =
e a matriz A;_; associada a este sistema linear tem determinante nao nulo,
(det(A;_1) = —2) logo podemos determinar
@j-1, Bi-1 € -1 (3.4)

Das equagoes (I11), (VI) e ({1X) obtemos os seguintes sistemas,

3l -+ B+m = —a— (2 + 3
BU-H+2Ah = —b+(2+3) 1=0,...,5-2.
(3 —7)+2)m = —¢ — 241+ 2(1+ 2) 14

(3.5)
As matrizes A;, onde | = 0,...,7 — 2 associadas aos sistemas (3.5) sao da
forma,

3(1 —7) 1 1
A= 0 Bl-j7)+2) 0 : (3.6)
0 0 (3(1—7)+2)
logo temos que,
det(A) =3(1—)NBU—7)+2)?% 1=0,...,5-2 (3.7)

e ébviamente, det(4;) # 0 para todo [l =0,...,7 — 2. Logo comeg¢ando por
resolver o sistema 3.5 (I = j — 2) determinamos,

aj-2, Bj-2 € ¥j-2 (3.8)
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dado que,
@ity P51 €Y= (3.9)

j4 estao determinados (foram determinados no sistema 3.3). Procedendo
deste modo determinamos sucessivamente,

O3, 63'—3 € Vi3 ap, Jo € Yo

Finalmente, como ja determindmos oy, Yo ¢ 37 + 1 # 0, da equacao (VII)
encontramos 7. O

342 p=6j+2

Se p = 65 + 2 temos um campo de vectores da forma,

¢ j—1
G o= T4 4Tyt 2 a3y Sl 2 4 g o8
=0
j—1
. 51— 3i4+14+2 ¢
B QR th:rau 0 lydj+l+ 24 4 tos. ’
1=0
j=1
3 = 224 +Ea¥ Y 4 E (:g:EB(j_")_"y"ngH:z(H'” + t.o.s.
\ =0

e uma transformagao da forma,

( - -
31 3 Y TR
z + o tlyd + § 30233+ ,2041)

=0
J—2

P - y 5 y +E1I3_;‘y3j+1 i Bzy-1j+lz2j + Z,@;::?"‘(J"”*‘{;y%'” F2,2(041)

1=0
j—1

— 459 3(5—1), 3+ ,20+1
2 47, y4 22+ +Z,},ﬂ_ (G=0) g 33+ 20+

\ =0

o que origina o seguinte sistema de 37 + 2 equagoes ¢ 3j + 3 incognitas,

&2
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— (37 + Da; — 29 + 81+ = — ay (I)
— ajo1 + By + 7 =—m (1T)
Bl—-7) -V —-20+Doy+bBia+m =—a, I=1,...,57—-1
(111)
— BjBI — 20 = —by (IV)
— 2505 — 305 =—bjgy, J22 (V)
3(1_.7))817172(l+1))8£ :*bh l = 5--'>.j_‘2
(VI)
2&1 — Y =— (VH)
20!];‘1 = (2] + 1)71 — 3’}35#1 = —Cj-1 (VIII)
2001+ (31 —7) = 3)m—1 — 2L+ 1) =—¢-;, I=1,...,7-1
(IX)

Sob a hipdtese de que este sistema tem caracteristica maxima podemos
eliminar todos os mondémios ressonantes de grau 6j+2. Os resultados estao
indicados no apéndice (A.1)

343 p=6j+3

Neste caso o campo de vectores é da forma,

r e
& = T4 Tyt 4 Z a3y 32,2 g g .
1=0
j—1
g = —y+-+bxditlytit? 4 2 bzBU—D-2y 30443 ,20+1) | ¢ o8,
10
J "
2 = 224+ Z U+ HHL 2 | ¢ s,
{ 1=0

a transformacao tem a forma,
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( if \
- i - BG—1), 35441 2041
T+ @yt 4 o3ty St
i
1=0
§-1
) , _3(j=D—1, 3j+1+2 20+1
P - y = y+§:ﬁ,1..("’) g2 2 ’
=0
ol
” J

o L= 31 +2,,37 S3(5—-0)—1, 33+1+1 2(1+1)
\ww v 4+ > y T

= /

e temos o seguinte sistema de 35 + 3 equagoes ¢ 37 + 2 incognitas,

- (2i+1)oy —3a;1 + B +v-1 =—aja (I)
By - ()
31—y — 2L+ 31 + B+ =—q, [=0,...,7—2 (I
— 2051 = —0j-1 (IV)
Bo =by (V)
(30 = 7) + 1) — (2 +3)Bis ——b, 1=0,..,5-2 (VI
200 — 251 = (VII)
200 — (37 + 27, — 270 s s (VIII)
20011 = 20+ 2 + 31 - J) + 1)n = —a, [=0,...,5 -2 (IX)

Se retirarmos a equacao (V) a este sistema, supondo que o sistema resul-

tante é possivel e determinado, podemos eliminar todos os monémios resso-

nantes de grau 65 + 3, j > 2, excepto os mondmios da forma %" ly"‘-j'“"%.

Os resultados estao indicados no apéndice (A.3)

3.44 p=6j+4

O campo de vectores ¢ da forma,
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f)
T = x4+ E ULy 3itiH2,241 4 ¢ g g,

i=0
i=1

§ = —y4 -+ byt 4 Z b0y BiHE3,2141 | 4 o8,
¢ =0

tar
i

J—1
+ Z clmg(j*”y"ﬁ””zw“) +t.0.s.
\ ' 1=0

a transformacao tem a forma,

g=1
N ('J:+§13‘3j+2y3j+1 +§ :at_,r-i(;a—i)—ly-53+!+222(1+1)
- =0
i1
P - y I ¥+ ﬁ1I3j+1y3;+2 . E :ﬁl;rﬂ(]—”—'Zyd_'}+l'+322“+1)
. =0
» )
* 2 : j—D+1, 3j+1+1 2141
K 2 ,WIS(J D+ y33++ P +
=0

e o seguinte sistema de 37 + 4 equagoes e 3j + 3 incognitas,

)
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—(3j+2)51 —2010 +f_31 +’}’0 = —Qy (I)
— 2051+ Bj-1+ 7 == (11)
Bl-7) -y -2+ Ny +fa+m =—a, I=1...,7-1
(111)
— (35 +1)B; — 2060 =—b (IV)
Bi-1 =by (V)
Bl-5)—-1)F-1—-@2+1)5 =—b, I=1.., f=1
(VI)
Vj =Cs (VII)
2-@-1 — 7o = —10] (VIH)
200 — (35 + 1)v0 — 3m = =Ly (IX)
2a;+(3(£—j)—1)7;—(2l+3)fn+1 = —q, £=1,...,j*1 (X)

Se retirar-mos a este sistema a equagao (I), obtemos um sistema possivel
e determinado, i.e. conseguimos eliminar todos os mondmios ressonantes de
grau 67 + 4, excepto os mondmios da forma,
r““y"‘i”zi. (3.10)
ox
Na demonstragao usamos os mesmos argumentos utilizados para o caso
p =65+ 1 ( ver apéndice A.5).

345 p=6j+5

O campo de vectores é da forma,

(& = 1+ --- +al;173(j+1)y3j+2 + agy'1j+332(j+l)+
J—1
+ Zal$3(j—l)y3j+l+322(z+1) 08,
1=0
j-1
| § = —yt oo+ Bt purD 3 gl 2D o
=0
Po= a4t ) qutUTIIHHLIN St o,

\ =0
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a transformacao tem a forma,
N
N i Zaﬂ‘-d(r”H;U‘;JHHZQHl
=0
j-1
P y _ Y+ Bly4j+32,2_7‘+1 L Z)8!333“71)’U3j+!+3:21+1
1=0 -
4
2 K 2+ 7, 230Dy oy g 4+2,20H) Z,.nl,i‘}(j—i)yiij-q1%2:2(E+1)
1=0
e o seguinte sistema de 3j + 4 equagoes e 3j + 4 incognitas,

— (g + ;71 = a] (I)
—(lj+.31+72 = — a3 (11)
Bl—J7)-Dau—-Q+3)o+8+m =—a, i=40,..., g —1 (1)
— (2 +1)8, — 385 =—bj (IV)
Bo =by (V)
3(1—7)8— (2 +3) B = — by, b=0,..053=2 (VI
20.’0 - 3(} + 1)71 - 27[) =—0C (V“)
200 — 25+ 1)72 — 8% = —C;j (VIII)
2041 + 3L — 7)v —2(1 + 2)y1 =—¢, I=0,..,7-2 (IX)

Neste caso é possivel eliminar todos os mondémios ressonantes de grau

67 + 5, uma vez que o sistema é possivel e determinado.
Os resultados estao indicados no apéndice (A.6)

3.4.6 p=6(j+1)

O campo de vectores é da forma,




CAPITULO 3. RENORMALIZACAO FORMAL 35

( j
B e E: jl+). 5j+l+5 2H—1+tos
1=0
i
§ = Z N e L
O .
J
io= 2z+4 - oxitiyiit? 4 E odU—0+1, 314143, 2041 | ¢ o 8,

\ =0

a transformagao tem a forma,

( 3 )
I+611:3j+3y33+2 +52y45'+322(j+” + tn;lr'i(”””gf}“"""32“*”
x
=0
Jj—1
g ; T 43i+2,,35+3 2 : 3G —1)—1, 3j+1+4 J2(1+1
q)_ Y — y+r{31IJ+yJ++ ,BIJ‘(J ) y? M( ) ;
_ (=0
% ‘)
~ 3 | o] v v
\ z+ E T ( i)+2y33+!+2zzt+1 )
(=0

e o seguinte sistema de 37 + 4 equagoes e 3j + 4 incognitas,

— 3+ Da, — 200+ B, + 70 =—ag (I)
= 2(j + 1)52 — 30£j_1 + ﬂj-l + v =—a; (H)
Bl-§) -y -2+l +Ba+m =—a, I=1,...,7-1

(111)
= {37 +2)8; — 2% = — by (IV)
28;1 =b; (V)
(31 —34)—2)G-1 — (21 +1)5 =—b, I=1..., j—1

(VI)
201 — Yo =—70 (VII)
2a0 — (35 + 2)70 — 3t =—c (VII)
2y — 29; = — ¢ (IX)
200+ 3L = J) — 2)m — (2L + 3)vn ==l 1=y —1 {X]
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Neste caso, tal como no anterior, o nimero de equagoes ¢ igual ao nimero
de incognitas, logo podemos eliminar todos os monémios ressonantes de grau
6(7+1).

3.5 A Forma Renormalizada

Sob a hipdtese de as matrizes associadas aos sistemas encontrados na secgao
anterior terem caracteristica mdxima, estamos em condigoes de exibir a
seguinte forma formal para campos de vectores genéricos e nao degenera-
dos em R3, cuja parte linear tem valores proprios Ay = 1, Ay = —1 e A3 = 2,
substancialmente mais simples que a forma normal de Poicaré-Dulac |

T o= wtyz+prly+ oy fi(ad) + otz fa(ay’)
g = —y+paay® + 2y’ fs(@®y®) + 2%y fu(2®y?) - (3.11)
i o= 2z+ 2%+ partytz

Observagao 3.5.1. De acordo com o teorema de Chen se o campo de vec-
tores e a forma normal (3.11) forem analiticas entao a mudanca de coorde-
nadas ¢ de classe C™.

Observacao 3.5.2. Optando por retirar outras equagoes nos sistemas de
equacoes lineares relativos aos casos: p = 6j+1,p = 6j+3 ¢ p = 6j+4 irlamos
chegar a outras formas normais renormalizadas. A escolha utilizada para re-
tirar as equacoes nos trés casos acima referidos apenas satisfez o critério de
simplificar a0 méximo a terceira componente da forma normal renormalizada.
Existindo outros critérios podemos encontrar uma forma normal renormal-
izada mais conveniente para o estudo de um problema especifico.

Observagao 3.5.3. No processo usado para simplificarmos os monoémios
ressonantes de grau 6; + 2 existentes na forma normal de Poincaré-Dulac |
obtivemos um sistema de equagoes com 35 + 2 equagoes e 35 + 3 incognitas,
houve portanto uma variavel que foi “desperdicada™. Iremos, na proxima
seccao, verificar se ainda é possivel simplificar a forma normal (3.11) aprovei-
tando a varidavel que foi nao foi utilizada, i.e. simplificando simultanecamente
os monomios ressonantes de grau 65 + 2 ¢ 65 + 3.
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3.6 Transformacao conjunta

De acordo com a observacgao 3.5.3 vamos tentar simplificar simultaneamente
os monomios ressonantes de grau 67 +2e 67 +3, j=1,2,....

Suponhamos que ja simplificamos todos os mondmios ressonantes com
grau menor ou igual a 65 + 1, e, que desejamos eliminar simultaneamente os
mondmios de grau 65 +2 e 6 +3. O campo resultante pode calcular-se com
o auxilio do seguinte corolario do teorema (3.2.1).

Coroldrio 3.6.1. Suponhamos que a uwmn campo de vectores da forma,
x=WVx+ -+ Fk(x) I Fk+1(x) +t.o.s.,
aplicamos uma transformagao da forma,
x =y + Hpa(y) + Hi(y),

entao o campo resultante tem a forma,

¥y = Viy+ o+ Fu(y) + Fen(y)+

+ [Hi1 (), Fo(3)] + [He-1(y), F3(y)] + [Hi(y), Fo(y)] + t.os..
(3.12)

Demonstragao. Temos neste caso, H; = Oparaj # k—1ej #k, [H;, Vi] =
0 para j =2,3... e G; = F; para j = 2,...,k — 1. Para j = k, o primeiro
somatério (ver teorema 3.2.1) reduz-se a [Hy_y, F5] dado que H; = 0 para
j=2,...k—2e DH(Fy_j41 — Gk—i+1) = 0, para i = 2,... k — 1 visto que
H; =0para j=2,...,k—2eque F; = G3. A segunda linha da equagao
(3.1) anula-se claramente para m # 2 e para m = 2 temos H, , H;, = 0, para
todos os indices I; que aparecem no somatério. Assim temos,

Gy = Fy + [Hk—1, F).

Para determinar-mos Gy, a tnica diferenca relativa ao caso anterior surge
no segundo somatdério que se reduz a,

[Hy, F3] + [Hy—1, F3]) + DHo(Fy, — Gy)
,como Hy = 0 temos,
Gii1 = Fip1 + [He, Fo| + [He, F3), O.

Dado que o método para simplificar os mondmios ressonantes de grau:
67+1,67+4,6j+5e6(j+1), éigual ao método indicado na secgao anterior,
apenas iremos indicar a simplificacao simultanea dos monémios ressonantes
de grau 67 + 2 e 65 + 3.
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3.6.1 Primeiro Passo (j = 1)

Neste passo iremos tentar simplificar os monémios ressonantes de grau 8 e de
grau 9 (supondo que ja simplificamos os mondémios de grau inferior usando
0 processo anterior e as opgoes referidas na secgao anterior). O campo de
vectores tem portanto a forma,

(& = z4yz+piziy+ -+ ay’2® + @’y z + azx®y! + agz?y’2? + t.o.s.
g = —y+pexy?+ -+ b2y r + borty® + baay®z? + toos.
2 = 2z422 4 +exdy + eoryt2? + axtylz + ey’ + tos.

\

a0 qual vamos aplicar uma transformacao da forma,

T z + ozty® + apryt2? + o3y 2 + oyt
D: ] ¥ — y + By + Boy® 2% + BaaySz g

obtemos assim o seguinte sistema de equagoes lineares com 11 equagoes e
11 incégnitas, onde p; e py sao nimeros reais determinados na simplificacao
dos monodmios ressonantes de grau 3, recorde que optamos por eliminar o
mondmio da forma C(I?yZ%.
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— @y +03 = —q
—4aq — 209 + B1 + 72 = — ay
L (2191 + 3102)@1 —as+p1B+ 73 = —qag
(p1 — 4p2)aa — 3z — 3ag + p1/fa + B3 + M = — ay
— 3061 — 28, = = b
pacy — (3p1 + 2p2) i — s =—by
Patxa — 3pafIy — 2033 =—b;
2000 — Y2 =-0
200 — 3y — 370 = — (g
204 — (3p1 + 3p2)y2 — 573 — 2 == 3
2003 — Apey1 — 214 = — ¢4

Sendo A a matriz associada a este sistema temos que,
det(A) = 0,

logo, genéricamente, nao podemos eliminar o monomio de grau 9 existente
na forma renormalizada (3.11).
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3.6.2 Passos Seguintes (j > 1)

Supondo que queremos simplificar os mondémios de grau 6j + 2 ¢ de grau
65 + 3, e que os mondmios de grau inferior a 67 + 2, ja foram renormalizados,
temos agora um campo de vectores da forma,

( i1
B s s d ay4j+1zgj+1 + Zaﬂa(%ny3;+l+1Z'zz+1+
=0
i-1
g3ty Bt Z{JIIB(J—U—ly¢53+f+222(!+l) +t.0.8.
=0
j—1
§ = —gtoeet ZC,!I:s(j-z)71,U3j+z+2zzz+1+
=0
4 )
i—1
+dm3j+1yaj+2 + Z dg;rm*”"’2y33'”'+322“'+” +t.08.
=0
i-1
5 = F@feass +ém3j+2y3j 4. Ze‘.r(}(jfl)fly.‘ij-l—l—hl H2041)
=0
i
Ey Z f}:'l,'S(H)Hy‘UHH:-:2“'] +t.0.8.
\ =0

ao qual aplicamos a transformacgao,
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j-1
z + arditlyd 4+ E aad=D=2y i+ 2041 o
=0
j—1
( i \ +ByM T2 § Furda=0 B+ 21
=0
j—2
oAk sde | oo dwa] 0 E: 3(-1-3, 3j+1+2 ,2(1+1
y+’)/1;rjy.?+ +'Y‘2yj+»o“?+ W (-1 yj P )
=0
j—1
ofi E 511,30—1)—1y33+i+2:zz+|
1=0
j—1
\ z ) 2 4 Eyl 2 +§ :Ezrrii(j—l)ydj+£zgg+1+
1=0
g1
it 23 E 3(5-1)—1, 3j++1,2(1+1
\ i t2y% 1§ gyt B2
1=0

e a simplificagao dos monoémios ressonantes de graus 6j+2 e 67 +3 resume-
se a resolver o seguinte sistema de equacoes lineares com 65 + b equacoes e
65 + 5 incognitas,

+
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—Qj_1tYt+E =—a
—(B3j+1)a— 200+ +eo = —dap
Bl —j) — Day—1 — 2(1+ Vay + -1 + & =—q (1<1<j5-1)
(=3j(p1 +p2) +p1)& — Bo+ N + 17 =-b
(—=3j(pr +p2) +4p1 — p2)ao — 3jBo — 3B + 1Y+ o+ 1m0 = — bo
(py — 49p2)oy_1 — (25 + 1)3 - 3Bi—1 + PV + 051+ i1 =—bj
(—=37(p1 + p2) +1(3p1 — pa2) + 4p1 — po)ou+

31 =B -Q@I+3)F/nt+pmtdhtm =—b (1<1<j-2)
= g~ A% = —Cp
— 2T — V-0 = —¢j-|
3¢ — I ta — 2 +1) =—¢ (1SI<j—-2
P2+ (=35(p1 + p2) +p2)71 — o =—d
pacrj_1 + (—47 + 1)paye — 20,4 =—dj_1
pacy + (=35(p1 + p2) +1(3p1 — p2) + 3p1 )+

=) A DE — 4B = —dy (0<T1<j2)

200 — gy =—&
Ba-y — (274 1)8 = Beys = — j]
200 4+ 3(1 — j)er — (21 4 3)ern =—¢ (0<1<j-2)
280 — 3j(p1 + pa)eo — (37 + 2)7 — 2o =—Jo
28 — 4jpeg — 2nj =—f;

26, + (—3j(p1 + p2) + U(3p1 — pa2))er+

+@BU—5)—-2ma—-20+1m =—f A1sigj—1)

O determinante das matrizes associadas a estes sistemas é uma expressao
algébrica que depende dos coeficientes p; e ps e nao foi possivel encontrar
a expressao analitica do determinante das matrizes associadas aos sistemas.
Nos apéndices (A10) e (All) serdo apresentados os programas claborados
em MatLab, com os quais se calculou os determinantes. Calcularam-se os
determinantes para valores de j = 1,...,15 e todos deram zero. Assim
genéricamente nao podemos eliminar todos os mondmios ressonantes de grau
67 + 3, i.e. nao ¢ possivel simplificar a forma renormalizada (3.11).



Apéndice A
Discussao dos Sistemas

Para a discussao dos sistemas do capitulo 3, elaboramos um programa em
Matlab para os casos em que nao foi possivel provar analiticamente que a ma-
triz associada tem caracteristica maxima. Apresentamos os programas € 0s
respectivos resultados. Em todos os programas a matriz completa serd rep-
resentada por A e, caso necessario, a matriz quadrada de dimensao maxima
sera denotada por T'.

A.1 Discussao do Sistema 3.4.2

Neste caso retirdmos a matriz A a primeira coluna & matriz A para determinar
a matriz quadrada T de dimensio maxima e calculamos o determinante da
matriz T para 7 = 1,...45 e obtivemos os resultados indicados na tabela

All,

A.2 Cddigo do programa (p = 6j + 2)

Jmatriz completa mod?2

A=zeros(3*j+2,3%j+3);

for j=1:45

%linha 1

A(1,1)=-(3%j+1); A(1,2)=-2; A(1,j+2)=1; A(1,2%xj+4)=1;
%linha 2

A(2,j+1)=-1; A(2,j+3)=1; A(2,2%j+3)=1;

%linhas 3---->j+1

43
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e I=187-1
A(1+2,1+1)=3%(1-j)-1;
A(1+2,1+2)=-2%(1+1) ;

A(142 ,§+1+3)=1;
A(1+2,2%j+1+4)=1;

end

%linha j+2

A(j+2,3+2)=-3xj; A(j+2,]j+4)=-2;

if >l

%linha j+3

A(j+3,j+3)=-2xj; A(j+3,2%j+2)=-3;

end

“#linhas j+4----- >2j+1

for I=139-2
A(j+1+3,j+1+3)=3*(1-j);
A(j+1+3, j+1+4)=-2%(1+1);

end

%linha 2j+2

A(2%j+2,1)=2; A(2%j+2,2%j+4)=-1;

%linha 2j+3

A(2%j+3,j+1)=2; A(2xj+3,2%j+3)=—-(2%j+1); A(2%j+3,3%j+3)=-3;

%linhas 2j+4---->3j+2

for 1=0:j-2

A(2%j+1+4 ,1+1)=2;
A(2%j+1+4,2%j+1+4)=3*(1-7) ;
A(2%j+1+4,2%j+1+5)=-(2%1+3) ;
end

J

T=A(:,2:3%j+3);

DET_T=det (T)

end

44



APENDICE A. DISCUSSAO DOS SISTEMAS 45

| J ] det(T) | j | det(T) || det(T) |
1 22 16 | 2.9581le 4+ 008 | 31 | —5.7668¢e + 136
2 2880 17 | —1.8633e 4+ 063 | 32 | 2.3503e + 142
3 —1267776 18 | 1.3883e + 068 | 33 | —1.0494¢ + 148
4 | 1.2433e4+009 |19 | —1.2127e 4073 | 34 | 5.1194e + 153
5 | —2.2847e + 012 | 20 | 1.2320e + 078 | 35 | —2.7218e + 159
6 | 7.0430e+ 015 | 21 | —1.4451e 4083 | 36 | 1.5733e + 165
7 | —=3.3722e + 019 | 22 | 1.9443e + 088 | 37 | —9.8648¢ + 170
8 | 2.369le+ 023 | 23 | —2.9826e + 093 | 38 | 6.6952e + 176
9 | —2.3377e + 027 | 24 | 5.188le + 098 | 39 | —4.9085¢ + 182
10 | 3.1289¢ 4031 | 25 [ —1.0181e + 104 | 40 | 3.8798e¢ + 188
11 | —5.5229¢ + 035 | 26 | 2.2437e + 109 | 41 | —3.3002¢ + 194
12 | 1.2558e 4040 | 27 | —5.5285e + 114 | 42 | 3.0156¢ + 200
13 | —3.6059¢ + 044 | 28 [ 1.5170e + 120 | 43 | —2.9553¢ + 206
14| 1.2858e+ 049 |29 [ —4.6185¢ + 125 [ 44 | 3.101le + 212
15 | —5.6107e + 053 | 30 | 1.5546e + 131 | 45 | —3.4791e + 218

Tabela A.1: Determinante para o caso p = 65 + 2

A.3 Discussao do Sistema 3.4.3

Nestes sistemas verificamos que para j = 1 a matriz do sistema de equagoes
lineares nao tem caracteristica maxima. Neste caso obtemos uma matriz, A,
com 6 linhas e 5 colunas,

-3 -3 1 0 1

0o -1 0 1 0

o 0 =2 0 0
A= o 0 1 0 0 ¢

2 0 0 0 -2

0 2 0 =6 =2

e esta matriz tem caracteristica 4, logo nao podemos resolver duas equagoes,
contudo para j > 2 se retirarmos a (j + 3)™* linha & matriz A, que corres-
ponde a equagao (V), obtemos (pelo menos até j = 45) uma matriz regular.
Estes resultados podem ser verificados na tabela A.2.

Observacao A.3.1. Optou-se, em todos os casos, por incluir apenas resul-
tados até j = 45 dado que a matriz 7' é mal condicionada, na realidade,
temos que o valor da condicao da matriz T é da ordem de 10°.
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(3] det(T) [ ] de(D) [ ]  det(T) |
0 16 | —1.9196 + 061 | 31 | 1.4048¢ + 142
6430 17| 1.7907¢ +066 | 32 | —8.5178¢ + 147

4354560 18 | —1.9781e + 071 | 33 | 5.6586e + 153
—7.0140e + 009 | 19 | 2.5610e + 076 | 34 | —4.1084e + 159
1.9228¢ + 013 | 20 | —3.8594e + 081 | 35 | 3.2512e + 165
—8.9862¢ + 016 | 21 | 6.7145e 4+ 086 | 36 | —2.7978e + 171
6.3696¢ + 020 | 22 | —1.3409¢ + 092 | 37 | 2.6120e + 177
—6.6706e + 024 | 23 | 3.0529e + 097 | 38 | —2.6401e + 183
0.7261le + 028 | 24 | —7.8863e + 102 | 39 | 2.8828e + 189
—1.9312e + 033 | 25 | 2.2984e + 108 | 40 | —3.3944e + 195
5.0372e + 037 | 26 | —7.525Te 4+ 113 | 41 | 4.3016e + 201
—1.6967e + 042 | 27 | 2.7553e + 119 | 42 | —5.8571e + 207
7.2041e + 046 | 28 | —1.1239¢ + 125 | 43 | 8.5937e + 213
—3.8051e + 051 | 29 | 5.0866e + 130 | 44 | —1.3378e + 220
2.4571e + 056 | 30 | —2.5463e + 136 | 45 | 2.2371e + 226

CM RN LS ©0oad TR W e

Tabela A.2: Determinante para o caso p = 65 + 3

A.4 Cédigo do programa (p = 65 + 3)

Jmatriz completa mod3
A=zeros(3*j+3,3%j+2) ;
for j=1:45
%linha 1
A(1,1)=-(2%j+1); A(1,j+1)=-3; A(1,2xj+1)=1; A(1,3%j+2)=1;
%linha 2
A(2,2)=-1; A(2,2%j+2)=1;
%linhas
for 1=0:3-2
A(1+3,1+2)=3%(1-j);
A(1+3,1+3)=-(2%1+3);
A(1+3,j+1+2)=1;
A(1+3,2%j+1+3)=1;
end
%#5linha j+2
A(j+2,2%j+1)=-2;
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%4linha 43
A(j+3,j+2)=1;
for 1=0:j-2
A(j+1+4, j+1+2)=3x(1-j)+1;
A(j+1+4,j+1+43)=-(2%1+3);
end
Ylinha 2j+3
A(2%j+3,1)=2;
A(2%j+3,3%j+2)=-2;
%linha 2j+4
A(2%j+4,2)=2;
A(2%j+4 ,2%j+2)=-(3%j+2) ;
A(2xj+4,2%j+3)=-2;
for 1=1:4-1
A(2%j+1+4,1+2)=2;
A(2%j+1+4 ,2%j+1+2)=3%(1-j) -2;
A(2%j+1+4 2% j+1+3)=-2%(1-j) ;
end
j
T=[A(1:3+2,:);A(j+4:3%j+3,:)];
DET_T=det (T)
end

A.5 Discussao do Sistema 3.4.4

Neste caso retirdmos ao sistema 3.4.1 a equacao (I). Das equagoes (/1), (V)
e (VII) obtemos o sistema,

'—2(13'_1 = rﬁj—l + ’)/j = *_(Lj
,63;_,1 = b]_ g (Al)
V= 6

e a matriz A; associada a este sistema linear tem determinante nao nulo,
(det(A;) = —2) logo podemos determinar

013 Bj-1 &Y (A.2)

Das equacoes (I11), (VI) e (X) obtemos os seguintes sistemas,
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Bl—-g)=2ua+B1+m = —a+ 20+ 1oy
(B —=J) = 1B = b+ 20+1)5 Ad=1,..., s,
(3 —=J) = D = —a -2+ 21+ D
(A.3)
As matrizes A;, onde | = 1,...,j — 1 associadas aos sistemas (A.3) sao da
forma,
30— ) —2 1 1
0 (3(1—4) - 1) 0 ; L= 10 0—1;
U 0 (Bl-4)-1)

logo temos que,

e 6bviamente, det(A4;) # 0 para todo { =1,...,7 — 1. Logo comegando por
resolver o sistema (A.3) (I = j — 1) determinamos,

Qj—a, ,l'.j’j_g € Yj—1, (Ab)

dado que,
Q1 ﬁj—l € ;i (A'T)

ja estao determinados (foram determinados no sistema A.1). Procedendo
deste modo determinamos sucessivamente,

533 W5 5 W2 554 250 o, Bo, M-

Finalmente as equagoes IV, VIII e I X originam o seguinte sistema com trés
equacoes e trés incognitas (dado que ja determinamos ayg, Fy € 71),

(B = —bo+20

§ 201 — 0 = =g 3 (A.8)

| —@j+1)v = —co—2a0+3m
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que ¢ possivel e determinado, logo podemos eliminar todos os monémios
ressonantes de grau 6j + 4 excepto os mondmios do tipo,

- d

B2, — (A.9)

341
Ay —;,
dr

r

A.6 Discussao do Sistema 3.4.5

No presente caso calculamos os determinantes da matriz A para j =1,...,45
que podem ser consultados na tabela A.3.

A.7 Cddigo do programa (p =65+ 5)

Jmatriz completa mod5
A=zeros(3%j+4,3xj+4); for j=1:45
%linha 1
A(1,1)=-1; A(1,2%j+3)=1;
%linha 2
A(2,j+1)=-1; A(2,j+2)=1; A(2,2%j+4)=1;
Ylinhas 3————»j+2
for 1=0:j-1
A(1+3,1+1)=3%(1-j)-1;
A(1+43,1+2)=-(2%1+3);
A(1+3,j+1+3)=1;
A(1+3,2%j+1+5)=1;
end
%linha j+3
A(j+3,j+2)=-(2xj+1); A(j+3,2%j+2)=-3;
%linha j+4
A(j+4,j+3)=1;
%linhas j+5-—---- 2743
for 1=0:j-2
A(j+1+5,j+1+3)=3%(1-5);
A(j+1+5,j+1+4)=-(2%1+3);
end
%linha 2j+4
A(2%j+4,1)=2; A(2%j+4,2%j+3)=-3%(j+1); A(2%j+4,2%j+5)=-2;
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%linha 2j+5
A(2%j+5,j+1)=2; A(2%j+5,2%j+4)=-2%(j+1); A(2%j+5,3xj+4)=-3;
%linhas 2j+6---->3j+4
Tor J=lij=1
A(2%j+1+5,1+1)=2;
A(2%j+1+5,2%j+1+4)=3%(1-3)-3;
A(2%j+1+5,2%j+1+5)=-2%(1+1) ;
end j DET_A=det(A) end

| j | det(T) || det(T) | j ] det(T) |
1 —180 16 | —3.6163¢ 4+ 060 | 31 | —1.4744e + 139
2 —44100 17 | —2.4352e + 065 | 32 | —6.2286e + 144
3 —27783000 18 | —1.9327¢ + 070 | 33 | —2.8795¢e + 150
4 | —=3.5757¢+010 | 19| —1.7924¢ + 075 | 34 | —1.4530e + 156
h | =81811e +013 | 20 | —1.9276e¢ + 080 | 35 | —7.9826¢ + 161
6 | —3.0311e +017 | 21 | —2.3872¢ + 085 | 36 | —4.7638¢ + 167
7 | =1.7005e + 021 | 22 | —3.3827¢ + 090 | 37 | —3.0812¢ + 173
8 | —1.3731e + 025 | 23 | —5.4533e + 095 | 38 | —2.1555e + 179
9 | —1.5340e + 029 | 24 | —9.9483¢ + 100 | 39 | —1.6276e + 185
10 | —2.2969¢ + 033 | 25 | —2.0437e + 106 | 40 | —1.3240¢e + 191
11 | —4.4905e + 037 | 26 | —4.7062e + 111 | 41 | —1.15683e + 197
12 | —1.1215e + 042 | 27 | —1.2098¢e + 117 | 42 | —1.0878e + 203
13 | —3.512be + 046 | 28 | —3.4584¢ + 122 | 43 | —1.0950e 4+ 209
14 | —1.3578¢ + 0561 | 29 | —1.0953e + 128 | 44 | —1.1795e + 215
15| —6.3897e + 055 | 30 | —3.8304e + 133 | 45 | —1.3575e + 221

Tabela A.3: Determinante para o caso p =67 + 5

A.8 Discussao do Sistema 3.4.6

No presente caso calculamos novamente os determinantes da matriz A para

j=1,...,45 que podem ser consultados na tabela A.4.

A.9 Cébdigo do programa (p =65+ 6)

Jmatrizcompleta modO
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A=zeros(3*j+4,3%j+4);
for j=1:45
%1linha
A(1,1)="3*(j+1); A(1,3)=—2; A(l,j+3)=1; A(1,2*j+4)=1;
%21inha
A(2,2)=-2x(j+1); A(2,j+2)=-3; A(2,2%j+3)=1; A(2,3xj+4)=1;
%linhas 3-j+2
for 1=1:j-1
A(1+2,1+2)=3%(1-j)-3;
A(1+2,1+3)=-2%(1+1);
A(1+2, j+1+3)=1;
A(1+2,2%j+1+4)=1;
end
%linha j+3
A(j+2,j+3)=-(3%3+2); A(j+2,j+4)=-2;
%linha j+4
A(j+3,2%j+3)=2;
%linhas j+5-2j+2
for 1=1:3-1
A(j+1+3,j+1+3)=3*(1-j)-2;
A(j+1+3,j+1+4)=-(2*1+1) ;
end
%linha 2j+3
A(2%3+3,1)=2; A(2%j+3,2%j+4)=-1;
%linha 2j+4
A(2%j+4,3)=2; A(2%j+4,2xj+4)=-(3%j+2); A(2%j+4,2%j+5)=-3;
%linha 2j+5
A(2%j+5,2)=2; A(2%j+5,3%j+4)=-2;
%linhas 2j+6-3j+4
for 1=1:j-1
A(2%j+1+5,1+3)=2;
A(2%j+1+5,2%j+1+4)=3%(1-j)-2;
A(2%j+1+5,2%j+1+5) =—(2%1+3) ;
end
]
DET_A=det (A)
end

51
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| J | det(T) | J | det(T) IER det(T)
1 2400 16 | —5.7657¢ + 064 | 31 | 1.4056e + 146
2 —1056000 17 | 5.9894e + 069 | 32 | —9.0431e + 151
3 | 1.1384e +009 |18 | —=7.3219¢ + 074 | 33 | 6.3643e + 157
4 | —2.4384e +012 | 19 | 1.0446e + 080 | 34 | —4.8867e + 163
5 | 9.1196e + 015 | 20 | —1.7259¢ + 085 | 35 | 4.0837e 4 169
6 | —5.4535e +019 | 21 | 3.2803e + 090 | 36 | —3.7055¢e + 175
7 | 4.8018e 4023 |22 | —7.1268e + 095 | 37 | 3.6429¢ + 181
8 | —6.2703e + 027 | 23 | —1.7599¢ + 101 | 38 | —3.8720¢e + 187
9 | 1.1056e¢+ 032 | 24 | —4.9136¢ + 106 | 39 | 4.4409e 4 193
10 | —2.6003e + 036 | 25 | 1.5437e + 112 | 40 | —5.4856¢e + 199
11 | 7.9544e + 040 | 26 | —5.4324e + 117 | 41 | 7.2849e + 205
12 | —=3.0982e + 045 | 27 | 2.1327e + 123 | 42 | —1.0383e + 212
13 | 1.5091e + 050 |28 | —9.3046e + 128 | 43 | 1.5857e + 218
14 | —9.0503¢ + 054 | 29 | 4.4950e + 134 | 44 | —2.5908e + 224
15| 6.5931e +059 | 30 | —2.3964e + 140 | 45 | 4.5219e + 230
Tabela A.4: Determinante para o caso p=6j + 6
A.10 Cébdigo para o Sistema (j =1)
fMatriz 11x11 (j=1)
%dl=a;d2=Db
syms a b A=[0 -1 0 0 0 1 0 1 0 0
-4 -2 0 0 i 0 0 0 1 0 0
-2*%a-3%xb 0 O -1 a 0 0 0 1
0 a-4x*b =3 =3 0 a 1 0 0 0 1
0 0 0 0 =3 -2 0 0 0 0
b 0 0 0 -3*a-2xb 0 -1 0 0 0 0
0 b 0 0 0 -3*b -2 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 0 0 =i 0 0
0 2 0 0 0 0 0 -3 =3 0 0
0 0 0 2 0 0 0 0 -3*%a-3*b -5 -2
0 0 2 0 0 0 0 -4%b 0 0 =21
DET_A=det (A)
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A.11 Cdédigo para o Sistema (j > 2)

Ymatriz j>1

syms a b

for j=2:156

A=zeros(6%j+5,6%j+5);

A=sym(A);

%1linha

A(1,j+1)=-1; A(1,2%j+4)=1; A(1,4%j+4)=1;

%2linha

A(2,1)=-(3%j+1); A(2,2)=-2; A(2,2%j+3)=1; A(2,4%j+5)=1; for 1=1:j-1
A(1+2,1+1)=3%(1-j)-1;
A(1+2,1+2)=-2%(1+1);
A(1+2,2%j+1+4)=1;
A(1+2,4%j+1+5)=1;

end

%j+2linha

A(j+2,1)=-3*%j*(a+b)+a;

A(j+2,j+3)=-1;

A(j+2,2%j+3)=a;

A(j+2,5%j+5)=1;

%j+3linha

A(j+3,2)=-3%j*(a+b) +4*a-b;

A(j+3,j+3)=-3%];

A(j+3,j+4)=-3;

A(j+3,2%j+5)=a;

A(j+3,3%j+4)=1,;

A(j+3,5%j+6)=1;

%j+4linha

A(j+4,j+1)=a-4%j*b;

ACj+d, j+2}=—-(2%j+1});

A(j+4,2%j+2)=-3;

A(j+4,2%j+4)=a;

A(j+4,4%j+3)=1;

A(j+4,6%j+5)=1;

%linhas j+5--->2j+2

for 1=1:j-2
A(j+1+4,1+2)=-3%j*(a+b) +1*(3*a-b) +4*a-b;
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A(j+1+4,3+1+3)=3*(1-j);
A(j+1+4, j+1+4)=-(2%1+3);
A(j+1+4,2%j+1+5)=a;
A(j+1+4,3%j+1+4)=1;
A(j+1+4,5%j+1+6)=1;

end

%linha 2j+3

A(2%j+3,2%j+3)=-3%];

A(2%j+3,2%j+5)=-2;

%linha 2j+4

A(2%j+4,2%j+4)=-2%7;

A(2%j+4,3%j+3)=-3;

hlitihas 29#6———->3j+2

for 1=1:j-2
A(2%j+1+4,2%j+1+4) =3%(1-3) ;
A(2%j+1+4,2%j+1+5)=3%a-2%(1+1) ;

end

%linha 3j+3

A(3%j+3,1)=b;

A(3%j+3,2%j+3)=-3*j* (a+b) +b;

A(3%j+3,3%j+4)=-1;

%linha 3j+4

A(3*%j+4,j+1)=b;

A(3%j+4,2%j+4)=(-4%]j+1) *Db;

A(3*j+4,4%j+3)=-2;

%linhas 3j+5--->4j+3

for 1=0:j-2
A(3%j+1+5,1+2)=b;

A(3%j+1+5,2*%j+1+5)=-3%j*(a+b) +1*(3*a-b)+3*a;

A(3%j+1+5,3%j+1+4)=3*(1-j)+1;
A(3%j+1+5,3%j+1+5) == (2%1+3) ;
end
%linha 4j+4
A(4%j+4,1)=2; A(4xj+4,4%j+5)=-1;
%linha 4j+5
A(4%j+5, j+1)=2;
A(4%j+5,4%j+4)=—(2xj+1);
A(4xj+5,5%j+4)=-3;
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hlinhas 4j+6---->5j+4

for 1=0:j-2
A(4%j+1+6,1+2)=2;
A(4%j+1+6,4%j+1+5)=3%(1-7);
A(4%j+1+6,4%+1+6)=—(2x1+3) ;

end

%linhabj+5

A(5%j+5,j+3)=2;

A(S*j+5,4*j+5)=—3*j*(a+b);

A(5%j+5,6%j+5)=-(3%j+2) ;

A(5%j+5,5%j+6)=-2;

%linha 5j+6

A(5%j+6,j+2)=2; A(5xj+6,4%j+4)=-4*]j*b; A(B*j+6,6%j+5)=-2;

%linhag 5j+7---->6j+5

for 1=1:j-1
A(B*j+1+6, j+1+3)=2;
A(5*j+1+6,4%j+1+5)=-3*j*(a+b)+1*(3*a-b) ;
A(5%j+1+6,5%j+1+5)=3%(1-j)-2;
A(S*j+1+6,5*j+1+6)=—2*(1+1);

end A;

J

DETA_A=det (A)

end

o
by |
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