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Resumo

H4 dois algoritmos standard para converter um autémato finito numa expressao regular
equivalente, que sdo o algoritmo de Kleene e o algoritmo da eliminacio de estados, que
consiste em eliminar em cada passo um estado e actualizar as transi¢oes do autémato de
forma a que a linguagem reconhecida ndo se altere. O primeiro algoritmo produz, regra
geral, expressoes de tamanho superior as produzidas pelo segundo. Na especificagio
do segundo algoritmo nada ¢é dito quanto ao estado que deve ser eliminado, a nao
ser que deve ser diferente de dois estados especiais que ndo sdo removiveis em passo
algum do algoritmo. A ordem em que os estados sdo removidos determina o tamanho
da expressio obtida e assim, numa aplicacio deste algoritmo sem uma preocupacao
com a escolha do estado a ser removido, podem produzir-se expressoes de tamanho
muito superior ao de uma expressao de tamanho minimo obtenivel por este algoritmo

para o autémato em causa.

O problema que nos propomos tratar neste trabalho é o de obter, a partir de um
autémato e baseados no algoritmo da eliminagio de estados, uma expressao regular
equivalente com o menor tamanho. A solugdo por for¢a bruta para este problema, que
consiste em aplicar o algoritmo em todas as ordens de remocao possiveis e escolher de
entre as expressdes obtidas uma de menor tamanho, tem complexidade O(n!), uma

vez que para um autémato com n estados hd n! ordens de remocdo possiveis.

Neste trabalho apresentamos um resultado que caracteriza um tipo de autématos para
0s quais o problema pode ser resolvido de forma eficiente, bem como duas heuristicas
que permitem, nos outros casos, uma aproximagao em tempo razodvel a solucio 6ptima

do problema.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria de linguagens formais ¢ uma é4rea fundamental da ciéncia de computadores.
Aquilo a que hoje se chama teoria de linguagens formais tem diversas origens, entre as
quais alguns problemas de combinatéria e de dlgebra de semigrupos. Outra drea que
esteve na origem da teoria de linguagens formais foi a légica, sendo aqui de destacar
o trabalho, na drea da computabilidade, de Alan Turing em meados da década de 30
do século XX. A linguistica também contribuiu para o desenvolvimento da teoria de
linguagens formais, em especial o trabalho de Noam Chomsky no estudo de graméticas,
tendo este autor apresentado uma hierarquia de linguagens formais baseada em tipos

de gramadticas.

Da hierarquia de Chomsky [HUO1] iremos lidar neste trabalho apenas com linguagens
regulares. O estudo de linguagens regulares ¢ autématos finitos data do inicio da
década de 40 do século XX, em que autématos finitos eram usados para modelar redes
neuronais por McCulloch e Pitts [MP43]. Resultados da investigagdo inicial sio, por
exemplo, o teorema de Kleene que estabelece a equivaléncia entre expressoes regulares e
autématos finitos [Kle56], a introdugao de autématos com output por Mealy e Moore
[Mo0066], a introducdo de autématos finitos ndo deterministicos por Rabin e Scott
[RS59] e a caracterizagdo de linguagens regulares por congruéncias de indice finito por
Myhill [Myh57] e Nerode [Ner58].

As linguagens regulares e os autématos finitos tém uma grande variedade de aplicagoes,
das quais se destacam a analise léxica em compilagio de linguagens de programagao,

o desenho de circuitos, a edigdo de texto e a pesquisa de padroes em texto. Em anos
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mais recentes surgiram aplica¢oes nos dominios do processamento paralelo, geracao e
compressdo de imagem, teoria de tipos para linguagens de programacao orientadas a

objectos, computagdes de ADN, etc [Yu97].

Neste trabalho, dentro do tema das linguagens regulares, iremos focar-nos no problema
de procurar, para uma dada linguagem deste tipo, uma sua representacio por uma
expressao regular com o menor tamanho. O tema da simplificacdo de expressoes
regulares foi abordado por alguns investigadores, nomeadamente os referidos em
[Mit03]. Estes trabalhos consistem em manipulagoes algébricas de expressoes regulares.
A nossa abordagem difere destas no sentido de que tentamos obter, a partir de um
autémato e baseados num algoritmo conhecido, uma expressdo regular equivalente
com o menor tamanho. Nas nossas pesquisas, encontrimos muito pouco trabalho
neste sentido, sendo esta abordagem apenas referida em Regular Erpressions: New
Results and Open Problems [ESWO02], onde se diz, a propdsito da conversio de
autématos finitos em expresses regulares, que ”Dividir para conquistar, juntamente
com uma, heurfstica para a separacio de grafos ou um algoritmo de aproximagio serao
certamente técnicas poderosas para a obtencao de expressoes regulares relativamente
pequenas a partir de autématos arbitririos...”; em A characterization of Thompson
digraphs [GPW99], onde se caracterizam os digrafos de Thompson (aqueles que sao
obtidos a partir de uma expressao regular pelo algoritmo de Thompson) e para estes
se apresenta um algoritmo linear que produz uma expressido de tamanho linear no
tamanho do digrafo, em que o tamanho do digrafo é o mimero das suas transicoes e
o tamanho de uma expressao regular € o nimero total de ocorréncias na expressao de
simbolos de T U {¢, B}; e em Characterization of Glushkov automata [CZ00] onde algo

semelhante é feito mas para autématos de Glushkov.

Na seccdo seguinte apresentaremos as definigdes necessdrias a leitura deste trabalho.
No Capitulo 2 apresentamos uma caracterizacao de autématos aciclicos para os
quais pode ser encontrada de forma eficiente uma expressao regular que representa
a linguagem reconhecida pelo autémato e tendo tantos simbolos como o nimero
de transicoes do autémato. No Capitulo 3 descrevemos uma heuristica que tenta
escolher, em cada passo do algoritmo da eliminacdo de estados, o estado cuja remocao
conduzird a obtengio de uma expressdo regular pequena para um autémato arbitrario.
Apresentamos também tabelas que comparam o tamanho das expressdes obtidas

usando esta heuristica e as obtidas pelo algoritmo da eliminagao de estados sem uma




escolha apropriada do estado a ser removido, pelas quais se verifica que a heuristica
produz melhores resultados. No Capitulo 4 apresentamos uma heuristica com o mesmo
objectivo que a anterior, mas concebida especificamente para o caso de autématos
aciclicos e que, nestes casos, produz melhores resultados que a heuristica anterior.
No Capitulo 5 delineamos a continuacio deste trabalho que gostarfamos de fazer no

futuro. Em apéndice apresentamos o cédigo das vérias fun¢des implementadas.

1.1 Definicoes Fundamentais

Apresentamos em seguida as defini¢des fundamentais para a leitura deste trabalho.

Chamamos alfabeto a um conjunto finito e nao vazio de simbolos. Uma palavra sobre
um alfabeto ¥ é uma sequéncia finita de simbolos de ¥. Denotamos por € a palavra

vazia, i.e., a palavra que contém 0 simbolos.

A concatenagdo de duas palavras é a palavra formada pela justaposicdo das duas,
i.e., a primeira imediatamente seguida pela segunda. Por exemplo, se considerarmos
o alfabeto ¥ = {a, b} e as palavras = aa e y = ab sobre ¥, a concatenacéo de x e y,
denotada por z - y é a palavra aa - ab. Omitiremos, em geral, o simbolo - quando nos

referirmos A concatenacao.
A poténcia w" de uma palavra ¢ indutivamente definida por: w® = e A w™"! = w"w.

Denotamos por £* o conjunto de todas as palavras sobre o alfabeto X. O comprimento

de uma palavra z, que denotamos por |z|, é o nimero de simbolos que constituem z.

Uma. linguagem L sobre ¥ é um conjunto de palavras sobre . A linguagem vazia é
denotada por @. A concatenacio de duas linguagens L, e L, é definida do seguinte
modo: Ly-Ly = {w | w=unwe Ay € L1 Aws € Lg)}

Dada uma linguagem L definem-se indutivamente as suas poténcias por: L° =
{e},[' = L e L™ = L™L. O fecho de Kleene de uma linguagem L ¢ definido

do seguinte modo: L* = U IE.
i>0

O conjunto das linguagens regulares sobre um alfabeto 3 é definido como o menor

conjunto tal que:



e a linguagem vazia () é uma linguagem regular,

a linguagem {e}, constituida pela palavra vazia, é uma linguagem regular,

e para cada a € ¥, a linguagem {a} é uma linguagem regular,

se L, e L, s@o linguagens regulares, entdo L, U Lo, Ly - Ly e L} sdo linguagens

regulares.

1.1.1 Expressoes Regulares

Expressoes regulares sao uma forma sequencial de especificar uma linguagem regular

e foram originalmente introduzidas por Kleene [Kle56].

Definimos indutivamente uma expressdo regular r sobre um alfabeto ¥ e a linguagem
que ela representa L(r) do seguinte modo:

1. r = () é uma expressio regular e denota a linguagem L(r) = §.

2. r = € é uma expressio regular e denota a linguagem L(r) = {e}.

3. r =a com a € ¥ é uma expressio regular e denota a linguagem L(7) = {a}.
Sejam 7y e ry duas expressoes regulares, entio

4. v = (r;+r2) é uma expressio regular e denota a linguagem L(r) = L(ry) UL(rs).

5. r = (ry - rp) é uma expressio regular e denota a linguagem L(r) = L(r{)L(r,).

6. r = r} é uma expressao regular e denota a linguagem L(r) = (L(r,))*.
Assumimos que * tem maior precedéncia que - e + e que - tem maior precedéncia que

+. Os paréntesis serdo omitidos sempre que isso nio seja ambiguo e omitiremos o

simbolo - na escrita de expressoes regulares.

Exemplo 1.1.1 A linguagem constituida por todas as palavras que come¢am por aa
e terminam com bb sobre o alfabeto © = {a, b} pode ser representada pela expressdo

regular aa(a + b)*bb.



1.1.1.1 Medidas de Complexidade de Expressoes Regulares

Na literatura ha vérias medidas de complexidade de uma expressao regular:

1. comprimento: o niimero total de simbolos, incluindo paréntesis e operadores,

que ocorrem na expressao,
2. comprimento da expressdo convertida para notaciio polaca (sem paréntesis) ¢

3. o mimero total de ocorréncias de simbolos do alfabeto na expressao.

Uma expressao regular r diz-se colapsdvel [ESW02] se e s6 se:

1. r contém o simbolo @ e o nimero de simbolos em r for superior a 1 ou
2. r contém uma subexpressdo da forma riry ou rory, em que L(ri) = {e} ou

3. r contém uma subexpressio da forma ry + g ou ro + 1, em que L(r) = {e} e
€ € L(ry).

Todas estas medidas sdo equivalentes, a menos de um factor constante, se as
expressoes forem ndo colapsdveis [ESW02], pois podemos sempre acrescentar um
nimero arbitrdrio de paréntesis ou e¢ a uma expressdo regular sem modificar a
linguagem por ela descrita e desta forma deixariamos de ter uma relagio definida
a menos de um factor constante entre as diferentes medidas. A terceira medida
apresentada tem a particularidade de estar relacionada com o nimero de estados de
um autémato obtido a partir de uma expressdo regular: se o tamanho de uma dada

expressdo regular r for n (segundo a medida 3), entdo existe
e um autémato finito ndo deterministico com no méaximo n + 1 estados e que
reconhece a linguagem representada por r
e um autémato finito deterministico com no méximo 2" +1 estados ¢ que reconhece
a linguagem representada por r [ESW02].
Por outro lado, se L é uma linguagem regular aceite por um autémato finito (ver pagina
8) A =(Q,%,68q,F)emque | Q |=ne|X |=k, entdo L pode ser representada

5



por uma expressao regular de tamanho (segundo a medida 3) nao superior a nk4™
[ESW02].

Na nossa implementacio das heuristicas apresentadas neste trabalho, 4 semelhanga de
[TA98], definimos o tamanho de uma expressao regular r sobre X, tamanho(r), como
sendo a soma do nimero de ocorréncias em r de simbolos do alfabeto e de ocorréncias
de €. No entanto, neste trabalho, consideraremos todas as expressoes regulares na
sua forma ndo colapsavel. Optdmos por esta medida pelo facto de, considerando
expressoes ndo colapsdveis, as ocorréncias de € ndo serem elimindveis (no sentido de
que sd0 necessarias & descricdo da linguagem em causa) e como tal adquirirem um

significado que equivale ao de um simbolo do alfabeto.

1.1.1.2 Equivaléncia de Expressoes Regulares

Seja Ry o conjunto das expressoes regulares sobre o alfabeto X.

Duas expressoes regulares r e s sao equivalentes se representam a mesma lingnagem
(L(r) = L(s)), denotando-se por r = 5. Podem ser definidos virios sistemas formais
para expressoes regulares que sao consistentes e completos a respeito da equivaléncia
de expressoes regulares [ST99] e que sdo a base da simplificagdo destas expressoes em

abordagens algébricas. Apresentamos em seguida um desses sistemas [Koz94].

Considerando uma légica de primeira ordem, um sistema dedutivo e os seguintes

axiomas:

Lr+(s+t)=(r+s)+t

2.r+s8=58+r
3.r+0=r
4. r+r=r

5. r(st) = (rs)t

6. er=r



8 r(s+t)=rs+rt

9. (r+s)t=rt+st
10. Or =10

11. =0

12, e+ rr* < r*

13. e+r'r<r*

14. s+re<zx—=r's<z

15. s+or<z—sr'<z

onder<s=r-+s=s,

temos que, se duas quaisquer expressoes regulares r ¢ s sdo equivalentes, entdo r = s
é um teorema do sistema (o sistema é completo) e se r = s ¢ um teorema do sistema,

entdo 7 ¢ s sdo equivalentes (o sistema é consistente).

O problema de saber se duas expressoes regulares sdo equivalentes ¢ PSPACE-completo
[GJO03].

1.1.2 Algumas Nogoes Elementares da Teoria de Grafos

Um grafo é um par ordenado G = (V, E), em que V' é um conjunto de vértices e £ é

um conjunto de pares ndo ordenados (chamados arestas) de vértices de V.

Um grafo dirigido, ou digrafo, é um par ordenado G = (V, E), em que V' é um conjunto
de vértices e ' é um conjunto de pares ordenados (chamados arcos) de vértices de V.

Chamamos lacete a um arco da forma (u,u).

Neste trabalho, apenas consideraremos digrafos, pelo que, sempre que escrevermos

"grafo”, estaremos a referir-nos a um digrafo.

Um caminho num grafo G é uma sequéncia de vértices, vy —- - - —vp, tais que (v, vis) €
E,1 <i < n. Chamamos ciclo a um caminho em que o primeiro e o iltimo vértices

SA0 0 mMesmo.



Definimos o grau de entrada de um vértice v, num grafo G, ge(v), como o nimero de
arcos (u,v) de G, com u # v. Analogamente, definimos o grau de saida de um vértice
v, num grafo G, gs(v), como o niimero de arcos (v, u) de G, com u # v [BJG01]. Uma
ordem topoldgice T num grafo aciclico G = (V, E) com | V |= n é uma funcio de V
em {1,...,n} tal que se (u,v) € E entdo T (u) < T(v).

E usual representar um grafo G = (V, E) de uma das seguintes formas:
e lista de adjacéncias: uma lista em que o i-ésimo elemento € a lista dos vértices
v tais que (i,v) € E e

e matriz de adjecéncias: uma matriz A,y, com n = |V|, tal que A4;; = 1 se

(i,7) € E e A[i, j] = 0 caso contrério.

1.1.3 Automatos Finitos

Nesta subsecgiio iremos apresentar quatro tipos de autématos finitos (AF): autématos
finitos deterministicos (AFD), autématos finitos ndo deterministicos (AFND),
autématos finitos ndo deterministicos com transigdes-¢ (AFNDTE) e autématos finitos
estendidos (AFE).

1.1.3.1 Autématos Finitos Deterministicos

Um autémato finito consiste num ndmero finito de estados e um conjunto de regras
que definem a mudanca de estado quando o autémato 1& um simbolo do seu input. Se
o estado seguinte for unicamente determinado pelo estado actual e pelo simbolo lido,

dizemos que o autémato é determinfstico.

Formalmente, definimos um AFD A como sendo um quintuplo (@, X, 6, ¢o, F') onde

e () é o conjunto finito de estados,
e Y é o alfabeto de input,
e §:Q XX — Q éa fungio de transicio,

® ¢y € () é 0 estado inicial e




e F C () é o conjunto de estados finais.

Note-se que em geral niio requeremos que a fungdo de transicdo ¢ seja total, i.e., que
esteja definida para todos os pares em @ x X. Se ¢ for total dizemos que A é um AFD

completo.

Exemplo 1.1.2 Seja A = (Q, 3,4, g, F') um AFD onde Q = {1,2,3}, ¥ = {a, b},
go =1, F = {2,3} e § definida do seguinte modo:

§(1,a) =1, 81,5 = 2,
4(2,8)=1, 6(2,b) = 3,
8(3,0) =2, 5(3,b) = 3.

Na Figura que se segue encontra-se uma representacio grifica deste autémato, em que
existe o arco (v1,v,) etiquetado por a se 6(vy, a) = vz, 0 estado inicial é indicado por
uma seta com a cabega nesse estado e a cauda em nenhum estado e os estados finais

sdo representados com circulos duplos.

S0

Uma configuracio de A = (Q, X, §, go, F') é uma palavra de QX*, i.e., um estado g € @
seguido de uma palavra x € ¥*, onde ¢ é o estado actual do autémato e z é a parte
do input que falta ser lida. A configuragdo inicial de A com input x € " é goz. Uma

configuracio de aceita¢do € definida por fe com f € F.

Um passo de computacdo de A é uma transi¢io de uma configuracio o para uma
configuracdo S, denotando-se por & 4 ( e é uma relacdo bindria no conjunto de
configuracoes de A. A relagdo 4 é definida por: para pz,qy € Q¥*,pr b4 qy se
z = ay para algum a € ¥ e 6(p, a) = ¢q. Usaremos a notacio a b 3, em vez de a 4 3,

se nao houver lugar para dividas quanto ao autémato em causa.

A poténcia k de I, denotada por ¥, é definida indutivamente por « F « para todas
as configuracdes @ € QX* e o F* 3, para k > 0 e o, 8 € QX*, se existe y € QX"

9



tal que o F¥~1 v e v I 8. O fecho transitivo e o fecho reflexivo e transitivo de - sao
denotados por 1 e F* respectivamente. Uma palavra x € ¥* é acette por um AFD
A se e s6 se gz ¥ fe com f € F. A linguagem aceite por um AFD A € o conjunto
das palavras aceites por A e designa-se por L(A).

1.1.3.2 Autématos Finitos nao Deterministicos

Os autématos finitos nao deterministicos sao uma generalizacao do caso deterministico
em que, para um dado estado e um simbolo de input, o niimero de transicoes possiveis

pode ser superior a um.

Formalmente, um AFND A é um quintuplo (Q,%,6, qb,F) onde @Q,%,qy e F sdo
definidos exactamente como no caso deterministico e § : Q@ x ¥ — 29 é a funcéo

de transicdo, onde 2 representa o conjunto dos subconjuntos de @.

Exemplo 1.1.3 Seja um AFND A = (@, X, 6, gy, F') onde Q = {1,2,3}, £ = {a, b},
go =1, F = {2,3} e d definida do seguinte modo:

§(1,a) = {1,2}, 5(1,5) = {2, 3},
§(2,a) =0, 5(2,b) =0,
0(3,a) =0, 6(3,b) = {3,2}.

Um passo de computacido de um AFND A é uma relagio bindria definida em QX*,
Fa: QEX* X QX* tal que pr k4 gy se x = ay e g € 6(p,a) com p,g € Q,z,y € X e
a € ¥. O fecho transitivo e o fecho reflexivo e transitivo de I sdo denotados por F e

F* respectivamente. Uma palavra x € 3* é aceite por um AFND se e s6 se gox F* fe
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com f € F. A linguagem aceite por um AFND ¢é o conjunto das palavras aceites pelo

automato em causa.

1.1.3.3 Autématos Finitos ndo Deterministicos com Transigoes-¢

Um autémato finito ndo deterministico com transi¢oes-¢ (AFNDTE) A é um quintuplo
(@,%,6,q, ) em que Q,X,q e F sdo como no caso de um AFND e a func¢io de
transicio é 6 : Q@ x (X U {e}) — 29.

Um passo de computagiao de um AFNDTE A é uma relacdo bindria definida em QX"
FaQY* x QY* tal que pr 4 qyse r =aye g € 6(p,a) ouse z =y e q € §(p, €) com
p,q € Q,r,y € X* ea € ¥. Uma palavra z € £* é aceite por um AFND se e s6 se
qox F* fecom f € IF. A linguagem aceite por um AFNDTE ¢ o conjunto das palavras

aceites pelo autémato em causa.

1.1.3.4 Autématos Finitos Estendidos

Um autémato finito estendido é semelhante a um AFNDTE com a diferenca de que
as etiquetas das transi¢oes podem ser, ndo apenas simbolos do alfabeto ou €, mas

expressoes regulares gerais.

Seja Ry o conjunto das expressdes regulares sobre o alfabeto ¥. Formalmente, um
AFE A é um quintuplo (@, X, d, o, F) onde

@ é o conjunto finito de estados,

¥ é o alfabeto de input,

d:@Q x Q — Ry é afuncdo que descreve as transi¢oes do autémato,

qo € o estado inicial e

e I C () é o conjunto de estados finais.

Assumimos que d(p, ¢) = @ se a transicdo de p para g nio estd presente.

Uma palavra £ € £* é aceite por Ase x = x,-+- ,Ty COM Zy,...,ZTy, € X € existe

uma sequéncia de estados qo, g1, .., ¢ com g, € F tal que z1 € L(6(qgo,41)),---,Zn €
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L(6(gn-1,qs))- A linguagem aceite por um AFE é o conjunto das palavras aceites pelo

autémato em causa.

Seja A = (Q, %, 6, g, F) um AFE. Definimos a funcio é* : Q@ x Q@ — Ry tal que,
para cada caminho ¢; = uy; — -+ — u, temos §(u,u) = r,...,8(Up_1,Up) = 1 €
Te; =T1...Tn, sendo 8T (uy,u,) =1, +++-+ 71, €m que ¢y, ...,y 580 0s caminhos de
uy para u,. No capitulo seguinte usaremos esta funcéo, escrevendo 6% (p, q) # @ para

indicar que existe um caminho de p para q.

Assumimos também que num AFE nao ha duas transicoes de um estado p para um
estado ¢ pois é facil concluir que a linguagem aceite pelo AFE em causa ndo se
altera se substituirmos estas duas transi¢oes por uma uinica, etiquetada pela uniao das
expressoes que etiquetavam as transicoes iniciais. Um caminho de um vértice v; para
um vértice v, no grafo subjacente a um autémato finito estendido A = (Q, %, 4, ¢, F)
fica assim unicamente definido pela sequéncia vy — --- — v, de vértices tais que
6(vi, vi1) £ 0,1 <7 < .

1.1.4 Automatos e Grafos

O grafo subjacente a um AF A = (Q,%,d,q, F) é o grafo G = (Q, E), em que
E = {(u,v) | u,v € Q e Ja € T tal que é(u,a) = v no caso de AFNDs ou §(u,v) =
a no caso de AFEs}.

No grafo subjacente a um autémato finito, chamaremos vértices iniciats aos vértices
correspondentes aos estados iniciais do autémato, vértices finais aos vértices corre-

spondentes aos estados finais e vértices intermédios a todos os outros.

Chamamos autdmato til a um autémato em cujo grafo subjacente passa por todo o
vértice algum caminho entre o vértice inicial e um vértice final e para cada vértice
final fin existe um caminho do vértice inicial para fin. Dizemos que um autémato é

R ~ s .
acielico se nao contém nenhum ciclo.

Dada a sua intima relagdo, usaremos a terminologia para autématos e grafos

indistintamente.
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1.1.5 Equivaléncia dos Modelos Apresentados

Dois AFs A e A’ dizem-se equivalentes se L(A) = L(A’). Os AFDs sio casos
particulares de AFNDs e é possivel transformar um AFND ou um AFNDTE num
AFD equivalente (ver [ASUS86]).

Um AF aceita um conjunto de palavras (no sentido de que dada uma palavra w e
um autémato A é possivel saber se w € L(.A)), a0 passo que uma expressao regular
representa um conjunto de palavras (no sentido de que a expressdo regular é um
padrdo ao qual obedecem todas as palavras pertencentes a linguagem representada

pela expressdo).

As expressdes regulares e os AFs tém o mesmo poder descritivo, ou seja, dada uma
expressio regular r é possivel construir um AF A tal que L(r) = L(A) e vice-versa. Um
dos algoritmos mais comuns para converter uma expressio regular num AF equivalente
é o algoritmo de Thompson [Tho68]. Este algoritmo produz um AFNDTE com
tamanho linear no tamanho da expressio regular e fi-lo em tempo linear [GPW98].
Uma das caracteristicas destes autématos (cuja caracterizacio se pode encontrar em
[GPW99]) é o facto de terem apenas um estado final. Uma taxonomia dos métodos de
conversao de uma expressio regular num autémato equivalente pode ser encontrada em
[Wat94b]. Esta conversdo encontra-se extensivamente estudada na literatura devido

as suas miltiplas aplicagdes, embora 0 mesmo nio aconte¢a com a CONVersao inversa.

Assim também vemos que um AFE pode ser transformado num AFNDTE equivalente,
substituindo o arco entre dois estados p e ¢ pelo AFNDTE que resulta da aplicacio
do algoritmo de Thompson 4 expressdo d(p, ¢), uma vez que o autémato de Thompson
resultante tem apenas um estado final. Claramente, um AFNDTE pode ser visto como
um AFE, resultando a equivaléncia entre AFEs e AFNDTESs.

A conversdo de um AFND (ou AFNDTE) numa expressao regular equivalente pode
ser feita usando o algoritmo da eliminago de estados, descrito na Seccdo 1.1.7. Além
deste algoritmo, existe outro, que é o algoritmo apresentado por Kleene [Kle56] para

converter AFNDs em expressoes regulares e descrito na Secgiio 1.1.8.

Este segundo algoritmo produz, regra geral, expressoes de tamanho superior as

produzidas pelo algoritmo da eliminacdo de estados.
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1.1.6 Autématos Minimos

Dado um AFD A é possivel encontrar um AFD A’ tal que L(A) = L(A’) e A’ é minimo
no nimero de estados. Um dos algoritmos para a minimizagio encontra-se descrito em
[ASU86| e uma taxonomia destes algoritmos pode ser encontrada em [Wat94a]. O AFD
minimo para uma dada linguagem regular é tnico a menos de uma renomeacio dos

estados [ASU86|, o que permite testar se dois autématos aceitam a mesma linguagem.

Um AFND minimo no niimero de estados pode néo ser inico no conjunto dos AFNDs
que lhe sdo equivalentes, o mesmo acontecendo com as expressoes regulares. Em termos
de espaco, a representacdo de uma linguagem regular por um AFND pode oferecer uma
vantagem exponencial em relagdo a um AFD [HK02]. O problema de converter um
AFD num AFND equivalente e minimal é PSPACE-completo [JR93]. O problema da
minimiza¢do de AFNDs é PSPACE-completo (excepto no caso de alfabetos undrios,

em que o problema é NP-completo) [GJO03].

1.1.7 Algoritmo da Eliminagao de Estados

O algoritmo da eliminacao de estados (AEE) permite obter uma expressao regular que
representa a linguagem reconhecida por um dado AF. O AEE consiste em remover em
cada passo um vértice do AFE associado ao autémato finito dado e na actualizagio
do AFE resultante de forma a que a linguagem reconhecida nio se altere. O algoritmo
termina quando restarem apenas dois vértices ini e fin (que ndo sdo removiveis e que
sdo, respectivamente, um novo estado inicial do qual parte uma transi¢io por e para
o estado inicial, que deixa de ser inicial e um novo estado final para o qual hd uma
transicao por ¢ de cada estado final, deixando estes de ser finais) e a expressao regular

de output é d(ini, fin).

Seja A = (Q),%,6, g, F) um AFE e r,, a expressio regular §(p, ), i.e., a etiqueta da
transicdo entre p e ¢, p,g € . Seja ¢ um estado tal que ¢ # gy e ¢ ¢ F. Um AFE
A' = (@', %, q, F) equivalente a A tal que Q' = Q—{q}, i.e., em que ¢ foi removido
de A, é definido do seguinte modo: para cada par de estados p e s pertencentes a ',

5 (9,5) = Ton + ToaTigTan (1)
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A descrigdo completa do algoritmo é a seguinte (ver [Yu97]): Seja A = (Q, %, 6, o, I)
um AFE,

1. Se o estado inicial for também final ou se tiver grau de entrada superior a 0, entao
adiciona-se a A um novo estado ini ndo removivel e inicial e uma transi¢io por
€ de ini para o estado inicial e este deixa de ser inicial; se o estado inicial ndo
for final e tiver grau de entrada (, entdo ndo é necessdrio acrescentar um novo
estado e toma-se o estado nao removivel, ini, como sendo o estado inicial. Se
houver mais que um estado final ou se o 1nico estado final tiver grau de saida
superior a 0, entdo acrescenta-se um novo estado ao autémato, fin nao removivel
e final e uma transicdo por € de cada estado final para fin, deixando estes de
ser finais; se houver apenas um estado final e este tiver grau de saida 0, entdo
nido é necessdrio acrescentar um novo estado e toma-se o estado nao removivel,

fin, como sendo o estado final.

Seja A' = (7, £, 8, ini, fin) o autémato assim obtido.

2. Se Q' consiste apenas em ini e fin, entdo a expressio regular resultado é

d8'(int, fin) e o algoritmo termina. Caso contririo executa-se o passo seguinte.

3. Escolhe-se ¢ € @' tal que ini # q # fin, remove-se g de A’ como indicado acima,

actualizando §' como na Equagao (1.1) e executa-se o passo 2.

1.1.7.1 Implementacao

O GAP é um sistema de software livre sob GPL (GNU Public License) para algebra
computacional discreta e o seu nome é um acrénimo de Groups, Algorithms and
Programming. Este sistema fornece uma linguagem de programacao imperativa.
Na Seccio A.l (pdgina 93) apresentamos uma implementacdo do AEE escrita em
GAP [GAP04]. Esta implementagio fez, inicialmente, parte de um pacote sobre
autématos [DLMO04] desenvolvido em colaboragdo com M. Delgado (Universidade
do Porto) e S. Linton (Universidade de St. Andrews) e aceite para integrar
futuras distribui¢oes do GAP. Esta implementacéio foi posteriormente substituida pela

heuristica descrita no Capitulo 3.

Neste pacote, as transi¢oes de um AFND A = (Q, %, 4, go, F) sdo representadas por
uma matriz ¥ x ¢} em que cada entrada [a,q|,e € X,q € Q é a lista dos estados s
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tais que do estado ¢ hd uma transicao para s etiquetada por a. No cédigo chamamos
GTG - Generalized Transition Graph [MMP7*95] ao AFE associado ao autémato de
input. A fungdo computeGTG calcula o AFE associado ao AF dado e as fungoes
destroyLoop e destroyState implementam, respectivamente, a eliminacio de um
estado pela eliminacdo primeiro do lacete, se existir e em seguida a eliminagao do estado
propriamente dita. A funcio RatExpOnnLetters(n, op, list) cria uma expressao
regular sobre um alfabeto  de n simbolos, em que op é [1, product, union ou star
conforme se trate de um simbolo do alfabeto (ou € ou @), ou uma concatenagao, ou
uma unido ou o fecho de Kleene, respectivamente; list é uma lista de expressoes
regulares (as subexpressoes) se se trata de uma concatenagio ou unido, [n] se se trata
do n-ésimo simbolo de ¥ no caso de a expressdo ser um simbolo de £ (considera-se

uma ordem em ¥) ou uma expressdo regular se se trata do fecho de Kleene.

Na Figura 1.1 apresentamos o corpo ”principal” desta implementacéo.

FAtoRatExpX := function(A)

# ... Definigdes das fungdes locais ..
# Q & o mimero de estados do AFE
computeGTG(); # Converte o autémato inicial
# no AFE equivalente
while Q > 0 do
destroyloop(Q); # Elimina lacete do estado {
destroyState(Q); # Elimina o estado Q
od;
# Devolve a expressdo resultado
# Tlpl[q] é a etiqueta do arco (p,q)
if T[11[2] = O then
return(RatExpOnnLetters(A!.alphabet, [], "empty_set"));
else
return(T[1]1[2]);
fi;

end;

Figura 1.1: Algoritmo da Eliminacao de Estados
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A funcio computeGTG é executada uma tinica vez e tem complexidade O(kn®) no caso
de o input ser um AFND ou um AFNDTE e @(kn?) no caso de um AFD, em que n
é o nimero de estados do AF de input e k =| £ |. Como se pode ver pelas seguintes

linhas de cédigo da funcio computeGTG a complexidade é OQ(kn®):

for p in [1 .. A!.states] do
for q in [1 .. A!.states] do

for a in [1 .. A!.alphabet] do
if q in A!.transitions[al[p] then

fi;
od;

od;
od;

em que A!.states é o nimero de estados do autémato inicial, A!.alphabet= £k e
A! . transitions[a] [p] ¢ a lista de estados para os quais hd uma transi¢io do estado
p pelo simbolo do alfabeto a. No caso de um AFD esta lista encontra-se reduzida a

um tinico estado, pelo que a complexidade neste caso é Q(kn?).

A fungdo destroyLoop é executada n vezes e tem complexidade O(kn4™). Esta
complexidade estd interligada com a complexidade da fun¢io destroyState (estas
duas funcoes implementam a remocdo de um estado em dois passos, removendo
primeiro o lacete e depois o estado) e deve-se ao facto de em cada chamada destas
fungoes o tamanho das expressoes regulares envolvidas quadriplicar e ter um tamanho
maximo inicial de k¥ (no autémato inicial pode haver no maximo & transicoes entre
quaisquer dois estados, sendo, no AFE inicial, reduzidas a uma tnica transi¢io
etiquetada por uma expressiio de tamanho k). A funcido destroyState é executada n
vezes e tem complexidade O(n?k4™). Esta complexidade deve-se as razdes indicadas

atrds e ao facto de a actualizagio das etiquetas das transigoes ser feita dentro do ciclo

for p in [1 .. n-1] do
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for q in [1 .. n-1] do
. Actualizacdo das etiquetas das transigdes ...
od;
od;

em que n é o estado a ser removido. Por tudo isto o algoritmo tem complexidade
O(n3k4™).

1.1.8 Algoritmo de Kleene

Em seguida descrevemos o algoritmo de Kleene para converter um AFND numa
expressdo regular equivalente [Aho04]:

Input: AFND A = (Q,%,6,q0, F), em que @ = {1,2,...,n}. Representamos por
Ll[i, j] a etiqueta do arco (i,7) (se este arco ndo existir, temos L[i, j] = @; se existir
mais que um arco, entdo L7, j] é a expressio que representa a unifio das etiquetas
destes arcos) e por @ representamos e.

Output: Matriz Cpyx, em que C;; é uma expressio regular que descreve todos os
caminhos de i para j e constréi-se calculando sucessivos C_k[i, j1, em que C_k[i,j] é
uma expressio regular que descreve todos os caminhos de i para j que nio passam por
nenhum vértice cuja numerac¢io seja superior a k (com a possivel excep¢ao do primeiro

e 1iltimo vértices desses caminhos). A expressio resultado serd | J G q- A descrigio
gcF
apresentada na Figura 1.2 é conceptual e ndo corresponde a uma implementagao numa

linguagem de programagao concreta.

1.2 Descricao do Problema

O problema que abordamos neste trabalho é o de, dado um autémato finito, encontrar,
pelo algoritmo da eliminagio de estados, uma expressao regular equivalente com o
menor tamanho. Quando aplicamos a um autémato o algoritmo da eliminacio de
estados, a ordem de remogio dos vértices influencia o tamanho da expressio regular
obtida. Assim, a obteng¢ao de uma expressio de menor tamanho pode ser feita através

de uma escolha adequada da ordem de remogao dos vértices.
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procedure Kleene(A){

for i :=1 ton do

for j :=1 ton do

C_0[i,j] := L[i,j1;

od;
od;
for i := 1 to n do

C_0[i,i] := @ + C_0[i,i];
od;
for k

for i

=1 ton do

:=1 to n do

:=1 to n do

= C_{k-1}[i,]j]
C_{k-1}[i,k]

for j
C_k[i,j]

od;
od;
od;
for i := 1 to n do
for j :=1 to n do
cli,jl
od;
od;

return(C);

:= C_nli,jl;

+

(C_{k-1}[k,k])*».C_{k-1}[k,jl;

Figura 1.2: Algoritmo de Kleene
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Consideremos o autémato da Figura 1.3.

Figura 1.3: Autémato A

Se neste autémato removermos os vértices na ordem 2,1,4, 3, (ver Figuras 1.4 a 1.7
em que [ éini e F é fin), obtemos a expressio regular r = a+ (b+aa)(ba+a(b+a(b+
aa)))*(b+aaa) em que tamanho(r) = 16; se, por outro lado, removermos os vértices na
ordem 3,4,2,1 (ver Figuras 1.8 a 1.11), obtemos a expressdo regular s = (ba(ba)*a +
(@ + bb + ba(ba)*bb)(ab + aa(ba)*bb)* aa(ba)*a)* (@ + bb+ ba(ba)* bb)(ab+ aa(ba)*bb)* em

que tamanho(s) = 44.

Figura 1.4: Autémato A depois de removido o vértice 2

Figura 1.5: Autémato A depois de removidos os vértices 2 e 1
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R ba + a(b+ a(b+ aa))

Figura 1.6: Autémato A depois de removidos os vértices 2, 1 e 4

a+ (b+ aa)(ba + a(b + a(b + aa)))*(b + aaa)

Figura 1.7: Autémato 4 depois de removidos os vértices 2, 1,4 e 3

Figura 1.9: Autémato A depois de removidos os vértices 3 e 4

21




ba(ba)*a + (a + bb + ba(ba)*bb)(ab + aa(ba)*bb)* aa(ba)*a

€

(a -+ bb + ba(ba)"bb) (ab + aa(ba)’bb)*

Figura 1.10: Autémato A depois de removidos os vértices 3, 4 e 2

(ba(ba)*a + (a + bb + ba(ba)*bb)(ab + aa(ba)*bb)*aa(ba)*a)*(a + bb + ba(ba)*bb)(ab + aa(ba)*bb)*

Figura 1.11: Autémato A depois de removidos os vértices 3, 4, 2 e 1

No caso geral, encontrar uma ordem 6ptima (no sentido de ser uma que produz
uma das expressdes de menor tamanho) de remocdo dos vértices é um problema
computacionalmente dificil. O algoritmo por ”for¢ca bruta”, que consiste em aplicar o
AEE em todas as ordens de remocéo possiveis, tem complexidade O(n!), uma vez que

para um autémato de n estados ha n! ordens de remocao diferentes.

Como veremos no Capftulo 5, o AEE, mesmo quando aplicado ao AFD minimo de

uma dada linguagem, pode ndo produzir uma expressido minima para essa linguagem. |
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Capitulo 2
Automatos nard

Neste capitulo apresentamos uma caracterizacdo de autématos aciclicos para os quais
a ordem oOptima de remocdo dos vértices pode ser encontrada de forma eficiente.
Neste capitulo e nos seguintes consideraremos apenas autématos iteis, uma vez que
as etiquetas dos arcos (u,v) em que u ou v sdo vértices ndo uteis (vértices que nio
fazem parte de nenhum caminho do vértice inicial para um vértice final) ndo estario
presentes como subexpressoes do resultado, niao contribuindo assim para o aumento

do tamanho da expressio regular final.

Neste capitulo consideraremos apenas autématos com um tnico estado final, uma vez
que o caso de autématos com mais do que um estado final pode ser reduzido ao caso
de um vnico estado final, pela introducdo de uma transicdo por € de cada estado final

(deixando estes de ser finais) para um novo estado, sendo este o iinico estado final.

Para os autématos considerados neste capitulo verifica-se que o tamanho da expressao
regular obtida pelo AEE modificado para este caso é igual ao niimero de transi¢oes do

autémato inicial.

2.1 Introducao

Neste capitulo tratamos de autématos a que demos o nome de nard, que é um
acrénimo de ndo ambiguo (relativamente ds) regras da distributividade, sendo as

regras da distributividade as regras nimeros 8 ¢ 9 do sistema formal apresentado
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na Secgdo 1.1.1.2 (ver pagina 6).

Figura 2.1: Grafo Etiquetado

Considerando o grafo da Figura 2.1 (que ndo é nard como veremos), se removermos
primeiro, numa aplicagio do AEE, o vértice uy ¢ em seguida o vértice us obtemos a
expressao regular ad + (ac + b)e. Se, em alternativa, removermos primeiro o vértice us
e em seguida uy, obtemos a expressao be + a(ce + d). Podemos notar que no primeiro
caso o simbolo a é o inico que ocorre duas vezes na expressao, ao passo que no segundo
caso ¢ o simbolo e, ou seja, no primeiro caso aplicAmos a regra da distributividade a
direita a e e no segundo, & esquerda, a a. No caso geral isto causa a ambiguidade de
sabermos se devemos remover primeiro um ou outro vértice, uma vez que, no sentido
de obter uma expressao de menor tamanho, devemos remover aquele vértice que causa
a aplicacdo da regra da distributividade & etiqueta de maior tamanho, o que nem

sempre é trivial de determinar.

No caso da aplicagio do AEE a um autémato nard este problema nao se poe, uma vez
que, como veremos, serd sempre removido um vértice v tal que ge(v) = 1 = gs(v), nao
havendo portanto ocorréncias miltiplas na expressdo final da etiqueta de uma dada

transicao.

2.2 Autématos nard

Comecamos por introduzir algumas definices e usamos a fun¢ao definida na

Secgdo 1.1.3.4, escrevendo 6" (p,q) # 0 para indicar que existe um caminho de p

para q.

Definigao 2.2.1 (Forma nard) Dizemos que um autémato acéclico dtil, com apenas

um estado inicial (que denotaremos sempre por ini) e um estado final (que denotaremos
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sempre por fin) se encontra ne forma nard se no seu grafo subjacente ndo existirem

vértices intermédios vy e vy (vi # Vo) tais que:

1. existe um caminho de ini para v, que ndo passa por vy e um caminho de ini para

Vo que ndo passe por vi e

2. existe um caminho de v, para fin que ndo passa por vo e um caminho de vo para

fin que ndo passa por vy e
3. existe um caminho de vy para vy e

4. ndo existe nenhum vértice intermédio u tal que: existem 0s caminhos vy —---—u

eu—--— v e todos os caminhos de ini para v, passam por u.

Na Figura 2.2 temos um autémato que nio se encontra na forma nard porque se
considerarmos v, o vértice 2 e v 0 vértice 3, entdo 1 — 2 é um caminho de ini para v;
que ndo passa por vy, 1 — 3 é um caminho de ini para v, que ndo passa por vy, 2 — 4
é um caminho de v; para fin que ndo passa por v, 3 — 4 é um caminho de v, para
fin que ndo passa por v; e 2 — 3 é um caminho de v; para v, e ndo existe nenhum
vértice intermédio u tal que existem os caminhos vy —---—u e u —--- — vy e todos os

caminhos de ini para v passam por u.

Figura 2.2: Autémato ndo nard

Na Figura 2.3 temos um exemplo de um autémato em forma nard.

Figura 2.3: Autémato nard
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Definigio 2.2.2 (Homeomorfismo de Grafos) Dois grafos sio homeomorfos se
existir um terceiro o partir do qual ambos podem ser obtidos por uma sequéncia de
operagées em que um arco (u,v) é subdividido nos dois arcos (u,q) e (g,v), sendo q

um novo vértice [Har69].

Defini¢ao 2.2.3 (Grafo D) Definimos o grafo D como sendo D

({wr, up, us, ua}, {(ur, ug), (ur, us), (ua, us), (ua, ua), (us, ua) }).-
0-57‘0"0

Figura 2.4: Grafo D

Proposicao 2.2.1 Um autémato aciclico iitil, com apenas um estado final é nard se

€ 36 se o seu grafo subjacente nio contiver como subgrafo um grafo homeomorfo a D.

Demonstragdo: Seja G o grafo subjacente a um autémato aciclico 1itil, com apenas
um estado final. Suponhamos que G contém como subgrafo um grafo homeomorfo a
D. Claramente em G existem os vértices v, e ve da Definigao 2.2.1, que satisfazem as
condigoes 1 a 3 da mesma defini¢io, nomeadamente, os vértices vy e v da Defini¢do
2.2.1 seriam respectivamente os vértices uy e us da Defini¢io 2.2.3. Se em G existir um
ou mais vértices v nas condigdes da condigdo 4 da Definigio 2.2.1, entdo, tomando v,
como sendo o vértice u de menor valor numa ordem topoldgica em G, temos satisfeita
a Defini¢do 2.2.1. Provdmos assim que se um autémato se encontra em forma nard,

entao ele ndo contém como subgrafo um grafo homeomorfo a D.

Vamos agora provar que se G contém como subgrafo um grafo homeomorfo a D entao
nao se encontra em forma nard. Suponhamos que em G existem vértices v; e vy nas
condicoes da Definicao 2.2.1. Tomemos o subgrafo de G definido por ini e vértices e
arcos no caminho ini—- - - —v; que nao passa por vq, iNi e vértices e arcos no caminho
ini — - -+ — Uy que NA0 passa Por vy, v; e vértices e arcos no caminho vy — -+ — vy, V1 €
vértices e arcos no caminho v, — - -- — fin que nio passa por vs € vy e vértices e arcos
no caminho vy —- - - — fin que nao passa por v;. Podemos concluir que este subgrafo é

homeomorfo a D, nomeadamente, identificando, respectivamente, ini, v1, vs € fin com
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w1, Ug, U3 € g da Definigdo 2.2.3. Estando provadas as implicagoes nos dois sentidos

segue a veracidade da proposicio. O

Foi feita uma contagem dos grafos nard de entre os grafos de até 7 vértices, aciclicos,
com apenas um vértice u tal que ge(u) = 0 e um vértice v tal que gs(v) = 0 e tteis
no sentido de que todos os vértices fazem parte de algum caminho de u para v ¢ os

resultados sdo apresentados na Tabela 2.1.

Tabela 2.1: Contagem de Grafos Nard

Vértices | Total | Ndo nards | Nards | Percentagem de nards

1 1 0 1 100%
2 1 0 1 100%
3 2 0 2 100%
4 8 2 6 75%
5] 64 42 22 34,4%
6 1024 942 82 8%

7 32768 | 32470 298 0,9%

Vamos mostrar que se um autémato é nard entdo contém um estado v tal que ge(v) =
1 = gs(v). Seja A = (@,%,6,ini, {fin}) um autémato nard tal que gs(ini) > 1
e ge(fin) > 1. Sejam ui,...,u, os vértices tais que d(ini,u;) # 0,1 < i < me
U= {uy,...,un}. Seja Xy, = {w;}U{z |z € @\ {fin} A 67 (us,z) # 0}. Seja
R uma relacao binaria em U x U tal que para u,,us € U se tem u;Ruy se e sé se
X, X, £ 0.

Proposic¢ao 2.2.2 A relagio R é uma relagdo de equivaléncia.

Demonstragao: A reflexividade e simetria de R sdo triviais. Sejam u;, ug,uz € U
e tais que u; Rug e upRus. Entdo, pela definicdo de R, existe z € @\ {fin} tal que
0" (u1,2) # 0 e 6 (uz,z) # 0 (ou z = uy ou z = up) e existe y € Q@ \ {fin} tal que
0t (ug,y) # 0 e 6t (us,y) # 0 (ou y = up ou y = uz). Tomemos estes x e y como os dois

vértices com menor valor numa ordem topolégica 7 em A de entre os que obedecem
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as mesmas condi¢des. Vamos mostrar que tem de se ter 61 (x,y) # 0 ou 6+ (y,z) # 0,
ou z =y, provando assim que X, N X,, # 0, ou seja, u; Rus.

Se z =y ou z = up, = y é ficil concluir que X, N X,, # 0, nomeadamente, z €
Xy NXy,. Sex=uyex #yeporye X, NX,, temos que d*(z,y) # 0, ou seja
y € X,,NX,,. Suponhamos, nos outros casos (z # us), que §*(z,y) =Peét(y,z) =0
e r # 1. Nestas condigdes, existe um caminho ini—- - -—z (0 que passa por ;) que nao
passa por up por termos r # us e o valor de £ em 7 ser minimo. O caminho ini — us
nao passa por . De x existe um caminho para fin que nao passa por us por termos
0% (ug, ) # 0 e A ser aciclico. Por u; Rug temos um caminho uy—- - -—y—- - - — fin que
ndo passa por z por termos 1 (z,y) =0 e 6+ (y,z) = 0. Tomando respectivamente uy
e x como os vértices v; e vy da Defini¢ao 2.2.1, temos que, ndo existe nenhum vértice
u nas condigoes do ponto 4 da Defini¢ao 2.2.1, pois se existisse, todos os caminhos de
Uy € Uy para z teriam de passar por u e assim terfamos u € X,,, N X, e u com menor
valor em 7 do que z, o que é uma contradigio. Assim u; e x seriam os vértices v e

ve da Definicao 2.2.1, o que contradiz o facto de o autémato ser nard. a

Proposigio 2.2.3 Seja, num autémato nard A, tal que gs(ini) > 1 e ge(fin) > 1,

uma classe de equivaléncia [u] de R com mais que um elemento, entdo, ﬂ X.#£0
u€fu1]

Demonstragao: Se | [u;] |= 2, temos X, N X,, # @, com uy, uy € [u1], pela definigao
de R. Suponhamos que a proposicao é verdadeira para todas as classes de equivaléncia
[u1] tais que | [u1] |< n. Seja [u1] com n elementos. Tomemos n — 1 elementos de [u4],
U, ..., Un_1 € 0subgrafo A’ de A definido pelos vértices em X, U- - -UX,, ,U{ini, fin}
e arcos com ambas as extremidades neste conjunto. A4’ tem apenas um estado inicial
(ini) e um estado final (fin), é aciclico, por ser subgrafo de um grafo aciclico e por
isto e por ser subgrafo de um grafo nard, também é nard. Neste subgrafo, uy, ..., us_1
constituem a tnica classe de equivaléncia ([u,]') de R e esta classe tem n— 1 elementos,

pelo que, por hipétese de indugéo, ﬂ X, # 0. Por se tratar de um subgrafo de A
u€lu])’
temos que, em A, X = X,, N---NX,, , # 0. Por u, € [u1] e pela definicido de

R temos X,, N X, # 0,1 < i< n-—-1 Sejav € X, N Xy, eve X. Em
particular, v € X, N X,, e na prova da transitividade de R mostrdmos que temos de

ter §*(v,v') # 0 ou &+(v',v) # 0. Se for §+(v,v’) # 0, temos que v’ € [ X, (pela
€ [u1]

transitividade de §1) e se for 67 (v, v) # 0 temos que v € (1) X, (pela transitividade
u€fug)
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de 61), pelo que (] X, # 0. O
u€u]
Proposicio 2.2.4 Seja, num autémato nard A, tal que gs(ini) > 1 e ge(fin) > 1,

uma classe de equivaléncia [u1] de R com mais que um elemento e g€ () Xy o0
u€[u]
estado com menor valor numa ordem topoldgica T em A, de entre os que obedecem

as mesmas condicdes. Seja Zg={z|z€ |J Xue6'(z,q) #0}. Entio, para todo

w€Efu4]
z2 € Z, 8ec=2—8 —+— 8y — fin € um caminho de z para fin, entdo existe
1< i <n tal que s; = q, ou seja, todos 0s caminhos z — - -- — fin passam por q.
Demonstragdao: O caminhoc=2z—8 —:+-— 38, — fin,se para 1 <i < n,s; #q,

seria 0 caminho de v; para fin sem passar por vy da Definigdo 2.2.1 (tomando z como
vy e ¢ como v7). Este caminho é a tinica condi¢do da Definicdo 2.2.1 que falta satisfazer
para que A seja nio nard, porque existe caminho de ini para z que nao passa por g,
pela defini¢io de Z, e por A ser aciclico (z é antecessor de ¢). Se todos os caminhos

de #nz para ¢ passassem por z teriamos z € ﬂ X, e o valor de z em 7T seria menor
uE[u1]
que o de ¢, o que é uma contradicdo, pelo que, existe um caminho de in¢ para ¢ que

nao passa por z. Por A ser aciclico e por z € Z, (z é antecessor de ¢) temos que, ndo
existe nenhum caminho de ¢ para z, e por A ser 1itil, existe um caminho de g para fin
que nao passa por z. Se existisse um vértice v nas condicdes do ponto 4 da Definigao

2.2.1, entao terfamos v € ﬂ X, e o valor de v em T seria menor que o de ¢, 0 que
uEu)
seria uma contradi¢do. Assim, o caminho ¢, se para 1 <7 < n, s; # g, tornaria A num

autémato nao nard, o que é uma contradicao. 1

Proposicio 2.2.5 Num autémato nard existe pelo menos um vértice v com ge(v) =
1 = gs(v).

Demonstragdo: Os casos de autématos com menos de 4 vértices sdo triviais. Seja A
um autémato nard com 4 vértices, s6 hd seis e encontram-se enumerados na Figura 2.5
(ver pagina 32) e ¢ fécil verificar que todos contém um vértice v tal que ge(v) = 1 =
¢s(v). Suponhamos que a proposi¢ao é verdadeira para todos os autématos nard com
menos de n estados. Seja A um autémato nard com n estados. Se gs(ini) = 1 e sendo
v tal que o arco (ini, v) existe, entdo o subautémato que se obtém pela remogéo de ini
¢ nard (considerando v 0 novo inz) e tem n—1 estados, donde, por hipétese de indugio

se conclui que este subautémato contém um vértice nas condigdes da proposi¢ao. O
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autémato .4 contém portanto um estado nas condi¢oes da proposi¢ao (o mesmo). Por
um raciocinio andlogo se pode concluir que se em A, ge(fin) = 1, entdo A contém
um estado nas condigoes da proposi¢io. Suponhamos, portanto, que gs(ini) = m e

ge(fin) = n, com m,n > 1.

Sejam u1,...,%q5, U, X, e R como definidos acima. Seja [u;] uma classe de

equivaléncia de R e analisemos os seguintes casos:

1. [u1] tem apenas um elemento u;. Seja Y = X, U{fin}. Seja A’ o subautémato

definido pelos vértices em Y (sendo u; o estado inicial de A’ e fin o estado final).

(a) Por u, ser o tnico elemento de [u,] (significa que 6 (u;,v) = @, para u; €
U\ {u1} ev € X,,), temos que, em A', apenas fin e u; podem ter grau de

entrada menor do que em A.

(b) Por u; ser o tnico elemento de [u;] (significa que 6+ (u;,v) = 0, para u; €
U\{u1}ev € X,,), temos que, em .A’, nenhum estado tem grau de saida menor

do que em A.

Pela defini¢ao de X,,, conclui-se que A’ é 1til; pode igualmente concluir-se que
A’ ¢é aciclico e também que A’ é nard (por ser subgrafo de um grafo nard nao
sao acrescentados caminhos). A’ é um autémato nard com menos de n estados
pelo que, por hipétese de indugdo, tem um estado nas condicoes da proposicao e
este estado existe em .4 com o mesmo grau de entrada e saida, por (a) e (b) (se
A’ tiver apenas os estados u; e fin, conclui-se que em A, u; estd nas condigdes

da proposicao).

2. [u1] tem mais do que um elemento. Seja g € [] X, o estado com menor valor
u€lu]
numa ordem topoligica 7 em A, de entre os que obedecem as mesmas condigoes.

Seja Z, como na Proposi¢io 2.24 e Y = Z, U {ini, ¢}. Seja A’ o subautémato
definido pelos vértices em Y, sendo ini o estado inicial de A’ e g o seu estado
final. Pela definicao de X, e pela Proposic¢ao 2.2.4 pode concluir-se que A’ é 1til;

é facil concluir que A’ é aciclico e, sendo subgrafo de um grafo nard, A’ é nard.

Temos ainda que:

(a) Se existisse u; € U \ [u4] tal que 6 (u;,v) # @ com v € Y entdo ter-se-ia
u; € [u1] o que é absurdo, pelo que em A’, nenhum estado tem grau de entrada

menor do que em A.
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(b) Pela Proposi¢do 2.2.4 temos que, em A’, apenas ini e ¢ podem ter grau de
safda menor do que em A, uma vez que em A todos os caminhos, de qualquer

antecessor de g, para fin passam por q.

A’ é um autémato nard com menos de n estados, pelo que, por hipdtese de
inducao, tem um estado nas condi¢es da proposicio e este estado existe em A

com o mesmo grau de entrada e saida, por (a) e (b).

O

Teorema 2.2.1 Seja A = (Q, ¥, ini, 6, fin) um autémato em forma nard. E possivel
aplicar a A o algoritmo da eliminagio de estados, removendo em cada passo um
estado g tal que ge(q) = 1 = gs(q) e estes automatos sdo os unicos para 08 quais

esta propriedade se verifica.

Demonstragio: Pela Proposicio 2.2.5, A tem pelo menos um estado ¢ nas condicoes
do teorema. Se removermos ¢ obtemos um autémato A’ que ainda se encontra em
forma nard pois ndo acrescentamos em A’ nenhum caminho que possa formar um grafo
homeomorfo a D. Por A’ ainda se encontrar em forma nard ele possui um vértice ¢’ nas
condigoes do teorema ou tem apenas dois estados, terminando o processo. Podemos
aplicar o mesmo raciocinio a A’ e concluir a veracidade da propriedade indicada no

teorema.

Suponhamos agora que aplicamos o AEE a um autémato que tenha um subgrafo
homeomorfo a D. Em algum passo do AEE teremos de eliminar um dos vértices
1, Ug, uz ou uy da defini¢do do grafo D (Definigio 2.2.3) e qualquer um destes vértices
tem grau de entrada ou de saida superior a 1 e este grau ndo se reduz a 1 pela eliminagao
de outros vértices que nao u, ug, uz Ou U4, pois, para que a linguagem reconhecida nao
se altere, terdo de continuar a existir os caminhos entre os vértices uq, ug, u3 € u4 da
Definicdo 2.2.3, pelo que os autématos nard sdo os 1inicos para os quais a propriedade

indicada se verifica. 0

2.3 Implementacao

Nesta secgio, nas complexidades apresentadas, n significa sempre o nimero de vértices
do grafo em causa. Seja IsAcyclicGraph uma fungdo GAP para decidir se um grafo
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Figura 2.5: Autématos nard de 4 estados
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dado pela sua lista de adjacéncias é aciclico [KR99]. Esta funcio tem complexidade
O(n?). Seja ExistsPathvitov3Withoutv2 uma fungio GAP para decidir se num grafo
dado pela sua lista de adjacéncias existe um caminho de um vértice v, para um vértice
v3 que nao passe por um vértice vo. Esta funcio tem complexidade O(n). Seja
Descendents0fVertex uma funcdo GAP que, para um grafo dado pela sua lista de
adjacéncias e um vértice v; devolve a lista dos descendentes de v;. Esta funcdo tem
complexidade O(n?). Seja Reverse0fGraph uma funciio GAP que, para um grafo dado
pela sua lista de adjacéncias devolve a lista de adjacéncias do grafo que tem os sentidos

dos arcos invertidos. Esta fungdo tem complexidade O(n?).

Na Figura 2.6 apresentamos uma func¢do GAP que, para o grafo, dado pela sua lista
de adjacéncias, subjacente a um antémato com apenas um estado final, decide se o
grafo é nard. Esta func¢fio, além do grafo subjacente, tem como input o estado inicial
e o estado final do autémato. Pelas linhas de cdédigo seguintes podemos ver que esta

funciio tem complexidade @(n®).

for i in list do
for j in Difference(list, [i]) do

if ForAll(inter, x -> ExistsPathvitov3Withoutv2(G,ini,j,x)) then
£33

od;
od;

em que 1ist é a lista de vértices do grafo excepto ini e fin, Difference(list, [il])
é list sem o vértice i, inter é a lista dos vértices que sao descendentes co-
muns dos vértices 1 e j e para todos os vértices x em inter é feito o teste

ExistsPathvitov3Withoutv2(G,ini, j,x).

Na Sec¢ao A.2 (ver pigina 99) apresentamos uma versao do AEE especifica para o
caso de o AF de input ser nard e esta funcao tem complexidade O(kn?), em que n é o
niimero de estados do AI" de input e k =| X |. Este valor é dominado pela conversao do
AF inicial no seu AF'E associado e esta complexidade deve-se as razdes apresentadas

na Secgao 1.1.7.1 (ver pagina 17) para a complexidade da fungio computeGTG. Se o
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IsNardGraph := function(G,ini,fin)
local v, n, i, j, k, list, inter, Gr, flag;

flag := false;
if IsAcyclicGraph(G) then
n := Length(G);
list := Difference([1..n], [ini,fin]);
for i in list do
for j in Difference(list, [i]) do
if ExistsPathvitov3Withoutv2(G,i,j,0) and
ExistsPathvitov3Withoutv2(G,ini,i,j) and
ExistsPathvitov3Withoutv2(G,ini,j,i) and
ExistsPathvitov3Withoutv2(G,i,fin,j) and
ExistsPathvitov3Withoutv2(G,j,fin,i) then
Gr := ReverseOfGraph(G);
inter := Intersection(
DescendentsODfVertex(G,i),
DescendentsDfVertex(Gr,j));
if ForAll(inter, x ->
ExistsPathvitov3Withoutv2(G,ini,j,x)) then
return{(false);
£fi;
£i7
od;
od;
return(true) ;
else
return(false);
£fi;
end;

Figura 2.6: Verifica se um grafo é nard
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input fosse j4 o AFE, entdo a funcédo teria complexidade @ (kn?), pois este ¢ tamanho
méaximo das expressées calculadas. A expressiao resultado tem tamanho linear no

numero transi¢oes do autémato inicial.

Na Figura 2.7 apresentamos o corpo ”principal” desta implementagéo.

NardFAtoRatExp := function(A)

# ... Definigbes das fungdes locais .
# [ é o nimero de estados do AFE
computeGTG(); # Converte o autémato inicial
# no AFE equivalente
while Q > 0 do
for i in [3..Q] do
if Nin[i] = 0 or Nout[il
(Nin[i]
destroyState (i) ;
break;
fi;

0 or

1 and Nout[i] = 1) then

od;
od;
# Devolve a expressdo resultado ...
end;

Figura 2.7: NardFAtoRatExp

2.4 Autématos de Thompson

Os autématos de Thompson sdo aqueles que sdo obtidos pelo algoritmo de Thompson
[Tho68] a partir de uma expressdo regular e cuja caracterizacio se encontra em
[GPW99]. Os autématos de Thompson tém, entre outras caracteristicas, apenas um
estado inicial I com ge(I) = 0 e um estado final F' com gs(F) = 0. Os autématos de

Thompson de @, € e a € ¥ sdo apresentados nas Figuras 2.8, 2.9 e 2.10 respectivamente.
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Figura 2.8: Aut6mato de Thompson de

Figura 2.10: Autémato de Thompson de @ € 2

Os autématos de Thompson que representam a uniio e concatenacdo de duas
expressoes r; e 1y sao apresentados nas Figuras 2.11 e 2.12, respectivamente e em que
os estados I; e Fy (I e F3) sdo respectivamente o estado inicial e final do antémato

de Thompson que representa a expressao 7y (rz).

Figura 2.11: Autémato de Thompson representando uma uniao
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Figura 2.12: Autémato de Thompson representando uma concatenagao

O autémato de Thompson que representa o fecho de Kleene de uma expressao r

encontra-se representado na Figura 2.13.

Figura 2.13: Autémato de Thompson representando o fecho de Kleene

A construcdo do autémato de Thompson que representa uma expressdo regular r

procede do seguinte modo [ASUS86]:

l.ser=0our=€eour=a,a€ X entio constréi-se o autémato da Figura 2.8 ou

2.9 ou 2.10 respectivamente;

2. se r = r; + 79 entdo constroem-se os autématos para r; e 7o e usa-se o autémato
da Figura 2.11 para representar 7, em que I; e Fy (I e F3) sdo respectivamente

o estado inicial e final do autémato que representa ry (r3);

3. se r = riry entdo constroem-se os autdomatos para r, € ro e usa-se o autémato
da Figura 2.12 para representar r, em que I, ¢ Fy (I; e F}) sido respectivamente

o estado inicial e final do autémato que representa ry (rz);

4. se v = r} entdo constréi-se o autémato para r; e usa-se o autémato da Figura
2.13 para representar 7, em que I; e Fy sdo respectivamente o estado inicial e

final do autémato que representa r;.
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Proposicao 2.4.1 Os autdmatos de Thompson de linguagens finitas sdo nard.

Demonstragao: As linguagens finitas sao representadas por expressoes regulares que
nao contém o fecho de Kleene. Vamos provar a proposi¢do por indugdo no nimero de
estados do autémato de Thompson. Os casos base sdo os das Figuras 2.8 a 2.10 e estes
sdo nard. Suponhamos agora que a proposicio é valida para todos os autématos de
Thompson, que representam linguagens finitas, com menos de n estados e seja A um
autémato de Thompson, de uma linguagem finita, com n estados. Por a linguagem
ser finita, no ltimo passo da construcao de .4 foi usado o autémato da Figura 2.11
ou 2.12 para juntar num s6 autémato dois autématos de Thompson A, e A,. Por
hipétese de indugao, os subautématos A; e Ay sdo nard (tém menos de n estados).
Ao agrupar estes dois autématos num tinico que representa L(A;) U L(Ay), usando a
construcgdo da Figura 2.11, vemos que ndo é acrescentado nenhum arco, no autémato
resultante, que forme um subgrafo homeomorfo a D. Igualmente, para o autémato
que representa L(.A;)L(Aj), usando a construcgao da Figura 2.12, ndo é acrescentado

nenhum arco, no autémato resultante, que forme um subgrafo homeomorfo a D. [

2.5 Conclusoes

Se durante a aplicagdo do AEE removermos um vértice v tal que ge(v) = 1e gs(v) =2
estamos a duplicar a ocorréncia, na expressio regular final, da etiqueta do arco que
entra em v (ver Figura 2.14), porque, seja u tal que 6(u, v) # 0 e p e ¢ tais que 6(v, p) #
B ed(v,q) # 0, com a remogdo de v estamos a substituir v e os arcos que nele incidem
(entram e saem) pelos arcos tais que d(u,p) = d(u,v)d(v,p) e 6(u,q) = d(u,v)d(v, q)
(ver Figura 2.15).

b
a
~©

Figura 2.14: Remogdo de um vértice v tal que ge(v) = 1 e gs(v) = 2
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Figura 2.15: Ap6s a remocao de v

O tnico caso em que ndo acontece uma repeticio de duas ou mais vezes de etiquetas

de arcos é o caso da remogdo de um vértice v tal que ge(v) = 1 = gs(v) (Figuras 2.16

e 2.17).
( ) a ( ) b ( )

Figura 2.16: ge(v) =1 = gs(v)

O e €

Figura 2.17: Apés a remogao de v

Em qualquer passo do AEE o tamanho da expressao final serd sempre superior ou
igual & soma dos tamanhos das etiquetas dos arcos presentes nesse passo, uma vez
que a aplicacdo de um passo do AEE néo faz diminuir a soma anterior & remocao de
um vértice v, fazendo-a aumentar sempre, excepto no caso em que ge(v) = 1 = gs(v),

como veremos na Seccdo 3.1.

A versdo do AEE para o caso nard (Secgio A.2, ver pagina 99) tem como output a
expressao regular equivalente e de menor tamanho obtenivel pelo AEE para o autémato
em causa, uma vez que em nenhum passo foi duplicada a etiqueta de algum arco. Neste
caso o tamanho da expressio final seria igual ao nimero de arcos do autémato de input

e é neste sentido que dizemos que a ordem de remogao é 6ptima.

O problema de encontrar uma expressio minima obtenivel pelo AEE para um
autémato nard é resolvido em tempo linear no nimero de transi¢des do AF inicial

(assumindo que o input é j4 o AFE associado ao AF dado, uma vez que esta conversao
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tem complexidade O(kn?) usando as representacoes GAP que temos vindo a referir)
e é neste sentido que dizemos que a ordem éptima de remocio pode ser encontrada,

neste caso, de forma eficiente.

Para terminar, consideremos o autémato nao nard da Figura 2.18.

Figura 2.18: Autémato nio nard

Neste autémato, consideramos ¢ni = 1 e fin = 5 e a finica ordem éptima de remogao é
2,4,3. A expressio obtida pelo AEE para esta ordem de remocio é r = (ad + b)(fh +
g) + (ae + c)h.

O autémato da Figura 2.19 é um autémato nard equivalente ao autémato que estamos
a considerar e é minimo no niimero de transi¢es de entre os outros autématos nard
equivalentes, porque foi construido a partir de uma expressdo minimal obtenivel pelo
AEE para o autémato da Figura 2.18, usando o algoritmo de Thompson e simplificando

as transicoes por e.

Figura 2.19: Autémato nard equivalente

Pelo que foi dito antes, deste autémato nard é possivel encontrar de forma eficiente

a ordem éptima de remogao para obter a expressao r, pelo que, em trabalho futuro,
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gostariamos de tentar resolver o Problema 2.5.1

Problema 2.5.1 (Autémato nard minimo equivalente)

Dado um autémato A, aciclico e com apenas um estado final, qual é um autémato
nard A’ tal que L(A') = L(A) e A’ é minimo no nimero de transicies?

Este problema é equivalente ao de encontrar uma expressao regular de tamanho
minimo que represente uma dada linguagem regular, pois, dada uma expressao regular
é possivel encontrar um autémato nard tal que, removendo em cada passo do AEE
um estado com grau de entrada e saida 1 se obtém a expressao inicial. Este autémato
nard terd um nimero de transigbes igual ao tamanho da expressdo, portanto, se
conseguirmos obter um autémato nard minimo em transicoes que reconheca uma dada
linguagem regular, conseguiremos obter a partir dele em tempo linear uma expressao
que serd de tamanho minimo, pois se houvesse uma menor, existiria um autémato

nard que reconheceria a mesma, linguagem e teria menos transigoes.
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Capitulo 3

Uma heuristica para o caso geral

Neste capitulo apresentamos uma heurfstica para o problema de encontrar uma ordem
6ptima de remogdo dos vértices para o caso de um autémato arbitrario. Esta heuristica

surgiu no decurso dos trabalhos de estdgio da licenciatura e foi apresentada em [DMO04].

3.1 Pesos
Introduzimos a nogio de peso de um AFE A = (Q,%, 4, g, F') como sendo

Q Q@
P(A) =>_3" tamanho(8(i, j)) —

i=1 j=1

em que E é o nimero de transigoes etiquetadas por € (ndo contamos estas etiquetas,
pois, sendo sempre feita a simplificacdo re = r este peso nem sempre estard presente

na expressao final) e de peso de um vértice v como sendo
P(v) = P(A1) — P(A)

em que A; é o AFE resultante da remocéio de v em A pelo AEE, donde se conclui que
P(A1) =P(A) + P(v)

e em particular podemos notar que o tamanho da expressio regular, resultado do AEE,

serd P(A,) em que A, é o AFE com apenas os estados ini e fin.
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Como vimos na Secgao 2.5, os tinicos vértices v tais que P(v) = 0 sao aqueles para os
quais ge(v) = 1 = gs(v). Mais precisamente, o peso de um vértice v pode ser calculado

pela féormula:

Pv) = 3 (f(p,v) x (gs(v) — 1))+

pCEy

> (f(v,q) x (ge(v) — 1))+ (3.1)

gcSy
h(v) x (ge(v) x gs(v) — 1),
em que:
o B, ={u|ueQAdb(u,v)#0},
S‘U = {’U, | U € QA(S('U?U) % w}:

o f:Q xQ — N tal que f(p,q) = tamanho(d(p,q)) e

h: @ — N tal que h(g) = tamanho((q, q)).

3.2 Heuristica

A heuristica consiste em eliminar, em cada passo do AEE, um vértice v que minimize
P(v), uma vez que o tamanho da expressao regular resultado serd igual & soma do
peso do AFE inicial com o peso com que cada vértice é removido. P(v) cresce com
ge(v), gs(v) e os tamanhos das etiquetas. A eliminagio de um vértice pode diminuir,
preservar ou aumentar o nimero de arcos do AFE resultante, em relacdo ao AFE
anterior. Seja v o vértice a eliminar e A; o AFE resultante da remocao de v de A, o

nimero de arcos em A; é

Narcos(A;) = Narcos(A) — ge(v) — gs(v) + ge(v) x gs(v). (3.2)

Em face da Equacgio 3.2, vemos que o nimero de arcos se mantém apenas se
ge(v) x gs(v) = ge(v) + gs(v),

ou seja,s6 acontece a igualdade se ge(v) = 2 e gs(v) = 2.

Resumindo, se
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e ge(v) =1 (ou gs(v) = 1) entdo o nimero de arcos vai diminuir com a remogao

do vértice;
e ge(v) =2 e gs(v) = 2 entdo o nimero de arcos mantém-se;
e ge(v) > 2 e gs(v) > 1 (ou vice-versa) entdo o nimero de arcos vai aumentar com

a remocao do vértice.

A heuristica favorece a escolha de um vértice que minimize o niimero de arcos criados
pela sua remocio, fazendo com que o peso de alguns vértices possa diminuir apds a
remocao do vértice escolhido. De notar que o tamanho da expressao final serd a soma

do peso do AFE inicial com o peso de cada vértice quando removido.

3.3 Alguns Resultados Experimentais

Comecdmos por aplicar o AEE sem heuristica a 512 autématos diferentes, iteis,

gerados aleatoriamente de 4, 5, 6 ¢ 7 estados, obtendo os resultados da Tabela 3.1

Tabela 3.1: Alguns Resultados sem Heurfstica

Estados | N | Devolveu a min. | Média de erro | Média do tamanho min.
4 512 19,5% 13 25
5 512 3,3% 54 55
6 512 0,78% 219 115
7 512 0% 963 269

em que as colunas tém o seguinte significado:

1. N: nimero de autématos;

2. Devolveu a min.: percentagem de casos em que foi devolvida uma expressao de

tamanho minimo;
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3. Média de erro: média da diferenca entre o tamanho da expressao devolvida e o

tamanho minimo, considerada apenas nos casos em que ha diferenca; e

4. Média do tamanho min.: média do tamanho da expressao minima nos casos

considerados em 3.

Na Tabela 3.2 temos os valores para os mesmos autématos, mas usando a heuristica

descrita.

Tabela 3.2: Alguns Resultados com Heuristica

Estados | N | Devolveu a min. | Média de erro | Média do tamanho min.
4 |512 64,3% 4 25
5 512 44,5% 8 54
6 512 29,5% 14 111
7 512 24,0% 32 256

Apresentamos ainda, na Tabela 3.3, resultados obtidos com autématos obtidos a partir
do grafo de Cayley de alguns monéides de transformagoes. O grafo de Cayley de um
monéide M é um grafo em que, para z,y € M o arco (z,y) estd presente se e s6 se
existir um gerador a de M tal que z-a = y e no autémato construido a partir do grafo

de Cayley de M a etiqueta do arco (z,y) é a.

Sejam ky, ks, ..., kn, € {1,...,n}U{#]}. Denotamos por [k, k2, - . ., k| a fungdo parcial
fde {1,...,n} em si mesmo, tal que para todo i € {1,...,n}, f(i) =kise k; ## e
f(?) nio estd definida caso contrério.

Consideraremos os seguintes monoides:

e POZ;: gerado por [#,1,2,3],[1,2,4,#],[1,3,#. 4] e [2,#, 3, 4];

e POL;: gerado por [#,1,2,3,4], [1,2,3,5,#], [1,2,4,#,5], [1,3,#,4,5],
[21#:3:4:5];

46



e POPI,: gerado por [2,3,4,1] e [1,2,4, #];

e POPIs: gerado por [2,3,4,5,1] e [1,2,3,5, #].

Na Tabela 3.3, Min(M|q, f]) é o autémato deterministico minimo equivalente ao
automato que tem como grafo subjacente o grafo de Cayley do mondide M e
considerando o estado gy como inicial e 0 estado f como o tinico estado final. Os tempos

dos resultados obtidos, sem e com heuristica, sio da mesma ordem de grandeza.

Tabela 3.3: Tamanhos das expressoes para alguns Grafos de Cayley

Autémato Estados | Alfabeto | Sem heuristica | Com heuristica
POI[1,20] 70 4 12657 870
Min(POTZ4[1,20]) 16 4 1807 491
POT5[1,125] 252 5 89456164 47532
Min(POTZs[1,125]) 32 5 107438 8602
POPI,1,60] 141 2 5027 1344
Min(POPI4[1,60]) 33 2 8381 704
POPIL;s[1, 70] 631 2 1810719 43319
Min(POPIs[1,70]) 81 2 398620 11528

Foi também desenvolvida uma versao melhorada da heuristica e cujos resultados para
os autématos minimos da tabela anterior apresentamos na Tabela 3.4. Nesta tabela lk
e nv sdo pardmetros da versio melhorada [DM04]. Consideremos uma &rvore em que
araiz é o AFE inicial e cada descendente directo da raiz é o AFE obtido pela remociao
de um vértice diferente, do AFE inicial. Cada descendente directo de cada um dos nds
anteriores é o0 AFE obtido pela remocao de um vértice diferente, do AFE representado
pelo no pai. As folhas desta drvore representam o AFE com apenas os estados ini e fin
para todas as ordens de remocao possiveis e se fosse possivel calculd-la completamente,
bastaria escolher, de entre as folhas, aquela que representasse a expressao regular de
menor tamanho, sendo esta um expressao de tamanho minimo obtenivel pelo AEE.
Dada a intratabilidade do cdlculo de toda esta drvore, os pardmetros lk e nv permitem

tratar uma arvore de menor tamanho, da seguinte forma:
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1. lk: representa o nimero de niveis da drvore que iremos calcular e

2. nv: em vez de cada no6 da arvore ter tantos descendentes directos como vértices
tem o AFE representado por esse nd, este parametro permite definir que cada
né terd apenas nv descendentes directos; serdo os definidos pela remogéo dos nv

vértices de menor peso.

Ao fim de lk niveis da drvore serd escolhido para remogdo o vértice cuja remocio
deu origem ao AFE representado por um descendente directo da raiz da arvore que

pertence a um caminho da raiz a uma folha que representa um AFE de menor peso.

Os tempos foram medidos num Pentium 2,6GHz.

Tabela 3.4: Tamanhos das expressoes com a heuristica melhorada

Autémato Heurfstica melhorada | lk | nv | Tempo (segundos)
Min(POT4[1,20]) 286 71| 4 4
Min(POTs[1,125]) 5269 7| 4 21
Min(POPL,[L,60]) 423 5 4 3
Min(POPIs|1,70]) 7874 5| 4 81

3.4 Implementacgao

Na Secgao A.3 (ver pagin 107) apresentamos a fungdo GAP que implementa a heuristica

descrita neste capitulo.
Na Figura 3.1 apresentamos o corpo ”principal” desta implementacao.

A func¢io computeGTG é semelhante & apresentada na Seccdo 1.1.7.1, apenas com a
diferenga de que aqui sdo calculadas duas listas, Invertices e Outvertices que
guardam, para cada estado v, os estados u tais que d(u,v) # 0 e d(v,u) # 0
respectivamente. Esta funcio é executada uma tinica vez e tem complexidade O(kn?),
pelas razoes apresentadas na Secgdo 1.1.7.1 (ver pégina 17), no caso de o input
ser um AFND ou um AFNDTE e O(kn®) no caso de um AFD, em que n é o
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s R

FAtoRatExp := function(A)

# ... Definigdes das fungdes locais ...
# [ 8 o nimero de estados do AFE
computeGTG(); # Converte o autémato inicial

# no AFE equivalente

# ... Coédigo para a remogdo imediata dos
# estados v tais que ge(v) =1 = gs(v) .
while Q > 0 do

V := computeBest(); # Calcula o "melhor"

# vértice a ser removido

# ... Cédigo para actualizar estruturas de dados ...
destroyLoop(V); # Elimina o lacete do estado V
destroyState(V); # Elimina o estado V

od;

# ... Devolve a expressfo resultado ...

end;

Figura 3.1: AEE com heuristica para o caso geral

nimero de estados do AF inicial e k =| ¥ |. A fun¢io destroyLoop ¢ executada
n vezes e tem complexidade O(kn4™), pelas razoes apresentadas na Secgdo 1.1.7.1. A
funcio destroyState é executada n vezes e tem complexidade O(n’k4™), pelas razdes
apresentadas na Seccdo 1.1.7.1. A funciio computeWeight ¢ executada no méximo n?
vezes e tem complexidade O(n). A funcdo computeBest é executada n vezes e tem

complexidade @(n?), pelo que o algoritmo tem complexidade O(n®k4™).

3.5 Conclusoes

Nem sempre a heuristica apresentada conduz a obtencdo da expressido regular de
tamanho minimo obtenivel pelo AEE. Consideremos de novo o autémato apresentado

na Figura 3.2. Na Tabela 3.5 apresentamos o peso do AFE e de cada vértice.
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Figura 3.2: Autémato A

Tabela 3.5: Pesos Iniciais

Peso
AFE | 7
1 3
2 3
3 7
4 1

Nas Figuras 3.3 a 3.6 apresentamos os varios passos do AEE removendo em cada passo

um dos vértices de menor peso e nas Tabelas 3.6 a 3.8 os pesos associados.

Figura 3.3: Autémato A depois de removido o vértice 4

Tabela 3.6: Pesos no autémato A depois de removido o vértice 4

Peso

AFE

11
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Figura 3.4: Autémato A depois de removidos os vértices 4 ¢ 2

Tabela 3.7: Pesos no autémato A depois de removidos os vértices 4 e 2

Peso
AFE | 11

b+ aa

F o 3 ab + ba + (aa(b + aa))

Figura 3.5: Autémato A depois de removidos os vértices 4, 2 e 1

Tabela 3.8: Pesos no autémato A depois de removidos os vértices 4, 2 e 1

Peso
AFE | 17
3 0

a-+ (b+ aa)(ab + ba + (aa(d + aa)))* (b + aaa)

Figura 3.6: Autémato A depois de removidos os vértices 4, 2, 1 ¢ 3
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Reparamos assim que o tamanho da expressao obtida usando a heuristica apresentada
tem tamanho 17. A expressio minima obtenivel pelo AEE para este autémato tem
tamanho 16 e a sua obtengio foi ilustrada nas Figuras 1.4 a 1.7 (ver pigina 20).

Apresentamos nas Tabelas 3.9 a 3.11 os pesos associados em cada passo.

Tabela 3.9: Pesos no autémato A depois de removido o vértice 2

Peso
AFE | 10
5
12
1

Tabela 3.10: Pesos no autémato A depois de removidos os vértices 2 e 1

Peso
AFE | 15
3 16
4 1

Tabela 3.11: Pesos no autémato A depois de removidos os vértices 2, 1 e 4

Peso
AFE | 16
3 0

Podemos ver na Tabela 3.12 os pesos com que cada vértice foi removido em cada uma

das duas ordens de remocao anteriores.

Tabela 3.12: Peso com que cada vértice foi removido

4,2,1,3|6(3]|0|1
2,1,4,3(5(3]0]|1
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Representamos por P,(u) o peso do vértice v depois de removido o vértice v. Pode,
assim, dar-se o caso de, para um AFE no decurso do AEE, existirem vértices v, u e z
tais que P(v) < P(u) < P(z) e em que apés a remocio de v tenhamos P, (u) = P(u) e
P,(z) = P(2) + m e ap6s a remogio de u tenhamos Py (v) = P(v) e Pulz) = P(2) +n
e estes valores tais que P(v) + Py(u) + Pou(2) > P(u) + Pu(v) + Pu(2).
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Capitulo 4
Uma heuristica para o caso aciclico

Neste capitulo apresentamos uma heurfstica para a escolha do melhor vértice a ser
removido em cada passo do AEE, que ¢ especifica para o caso de autématos aciclicos e

que tem resultados substancialmente melhores que os da heuristica para o caso geral.

4.1 Motivacao

Se aplicarmos o0 AEE a um autémato sem preocupacdo com a ordem de remocao
dos vértices podemos obter como resultado uma expressio regular de tamanho
muito superior ao tamanho minimo obtenivel pelo AEE. Por exemplo, para
o autémato de 16 estados (ver Seccdo 3.3, pégina 45) Min(POZg[1,56]) em
que POZg é gerado por [1,2,3,4,5,6,#], [#,1,2,3,4,5,#], [1,2,3,4,6,#,+#],
[1,2,3.5,%.6,#], [1,2,4,%.5,6,#4], [1,3,#,4,5,6,#] e [2,9,3,;4,5,6,#], o pro-
grama AMoRE [MMP795], que ndo inclui uma escolha especial do vértice a remover,
produz uma expressao com tamanho 157675, ao passo que a heuristica melhorada
(apresentada no fim da Sec¢do 3.3) com pardmetros [k = 7 e nv = 4 produz uma

expressdo equivalente de tamanho 394 (em 3 segundos)!

A heuristica apresentada neste capitulo tenta obter subexpressoes da expressao final
da forma ri(ro+7r3) ou (r1+r2)rs em vez de, respectivamente, riro+7173 O r173+72r3 €
estas duas simplificag¢es sdo as tinicas que ocorrem no caso aciclico (além de r1+r, =,
se r1 C 1o, que ndo tratdmos dada a complexidade da verificagio da inclusdo), pois

nestes casos ndo ha a presenca do operador *.
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4.2 Heuristica

A versdo do AEE que implementdmos para o caso aciclico comeca por remover todos
os estados ¢ tais que ge(g) = 1 = ¢gs(¢). Em seguinda, se ainda houver vértices por
remover, aplica a heuristica para escolher o préximo vértice a ser removido. Nesta
heuristica, a funcao computeWeight(q) calcula o peso do estado ¢ de acordo com a
Equagéo (3.1) (ver pagina 44), que denotamos por P(g). A fungio computeWDist(q)
calcula o peso que serd ”"poupado” pela remocio de g, ou seja, com a remocdo de ¢
estamos a construir uma subexpressio da expressdo final da forma (ry +---+7,) (1 +
o4 5p) em vez de 718y + -+ TSy -+ TSy + - - -+ TSy Esta funcdo identifica,
para um estado ¢, estados ¢ e j tais que os arcos (%,q), (g, j) e (¢,7) existem. Para
cada par ¢,j encontrado, adiciona a um contador w o tamanho da etiqueta de cada
arco que entra em i e em seguida o tamanho das etiquetas dos arcos que partem de
j e retorna o valor deste contador. Na Figura 4.1 vemos um grafo etiquetado nestas

condicoes.

Figura 4.1: Grafo Etiquetado

Se, neste grafo, removermos ¢ (supondo que os estados 4 e 5 ndo estdo presentes),
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passamos a ter gs(z) = 1, como se pode ver na Figura 4.2.

Figura 4.2: Grafo Etiquetado depois de removido ¢

Nestas condicOes estaremos a obter a subexpressio (e + b)(ce + d) em vez de, se
removéssemos o vértice %, ad + ac + bd + be.

Na fung¢ao computeWDist (q) é também calculado o valor de um bénus,que se pretende
méximo. Este bonus reflecte o facto de, ao remover ¢, estarmos a reduzir o peso de
outro vértice a 0, ou seja, ” ganhamos” o peso desse vértice antes da remocao de g, pois
como ja vimos, a remocao de um vértice de peso 0 ndo faz aumentar o tamanho da
expressao final. No grafo da Figura 4.1 suponhamos que o estado 4 néo estd presente,
ou seja, ge(g) = 1, neste caso, o bénus de ¢ seria aumentado de P(j), pois com a
remocio de ¢ terfamos, no autémato resultante, P(j) = 0, ou seja, o vértice j seria
removido com peso 0, o que, como ji vimos, € o ideal para a obtenc¢io de uma expressao

com o menor tamanho.
Formalmente, seja
Xg={(75) 14,7 € Q,0(:,q) # 0,6(q,5) # 0 e 6(i, j) # 0},
para cada (i, j) € X, sejam
Lijy={u|ueQ e d(u,i)# 0},
Slip= Y tamanho(d(u,i)),

€l 5
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Oy = {v|veQed(jv) #0}

S04 = Z tamanho(d(j,v)),

'UEO(,"J;)
entao
WD(Q) = z SI(,,J) + SO(t‘,j).

(i,j)EXq
Na Figura 4.3 apresentamos o c6digo da fun¢io computeWDist ().

Podemos notar que, removendo o vértice ¢ (Figura 4.1) diminuimos de 1 o nimero de
arcos que partem de ¢ (se Nout[q] = 1, ou seja, gs(¢q) = 1). Esta diminuigdo faz com

que para P(i) ndo contribua a quantidade SIj; ;.

Simetricamente, removendo g, diminuimos em 1 o niimero de arcos que entram em j

(se Nin[q]l = 1, ou seja, ge(g) = 1), pelo que para P(j) nao contribui a SO ;).

Assim, aparentemente, faz sentido que se tente escolher para remocao, um vértice que
maximize W D(q), pois isso pode significar diminuigdo no nimero de subexpressoes

repetidas no resultado, uma vez que podemos estar a diminuir gs(i) e/ou ge(j).

Na funcao computeDistGain(q), para estados g e t tais que existe o arco (g,t) e se
para todos os vértices p tais que se o arco (p,q) existe, entdo existe o arco (p,1),
associa-se ao estado t o valor de ¢s(t), pois se removermos ¢ nestas condicdes, o grau
de entrada de ¢ reduz-se em uma unidade, diminuindo assim o peso de ¢. O valor assim
associado por esta fungdo ao estado ¢t é guardado em dist_gain[t]. Formalmente,
sejam

E,={u|ueQed(u,q)# 0},
Sy={ulueQeblgu) £0),

entdo, para cada t € S,
dist_gain[t] = dist_gain[t] + gs(t)

se Vs € Eu(t € S;) e, inicialmente, dist_gain[t] = 0 para todos os t € Q.

Simetricamente, para cada s € E,
dist_gain|s| = dist_gain|s] + ge(s)
se Vt € Sy(s € Ey).
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computeWDist

end;

local i, j, k, w;

= 0

Nout [q]

W
#
#
#
#
#
#
# WT[k][i]

:= function(q)

Invertices[q]l ¢é a lista de estados p tais que o arco

(p,q) existe

Outvertices[q] é a lista de estados p tais que o arco

(q,p) existe

é |Inverticesl[q]l
é |Outvertices[qll

L}

ge(q)
gs(q)

il

é tamanho(delta(k,i))

for i in Invertices[ql do

for j in Outvertices[ql do

if j in Outvertices[i] then

fi;
od;
od;

return(w) ;

if Nout[j] = 1 and Nin[j] = 2 and Nin[q] = 1 then

fi;

if Nout[i] = 2 and Nin[i] = 1 and Nout[q] = 1 then

fi;

bonus[g] := bonus[q] + computeWeight(j);

bonus[q] := bonus[q] + computeWeight (i);

for k in Invertices[i] do

od;

for

od;

w ol

w + WTIk][il;

k in Outvertices[j] do

L -

w + WTL[j][k];

Figura 4.3: computeWDist()
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computeDistGain := function(q)

local s, t;

dist_gain := List([1..Q], x->0);
for t in Outvertices[q] do
if ForAll(Invertices[ql, x -> t in Outvertices[x]) then
dist_gain[t] := dist_gain[t] + Nout[t];
fi:
od;
for s in Invertices[q] do
if ForAll(Dutvertices[ql, x -> s in Invertices[x]) then
dist_gain[s] := dist_gain[s] + Nin[s];
i
od;

end;

Figura 4.4: computeDistGain()

Na Figura 4.4 apresentamos o cédigo da funcdo computeDistGain().

Para a escolha do estado a ser removido é construida, na funcio computeBest (), uma
lista l = {(val,i) | i € Q e val = WD(i)—P(i)+bonus[i]}. Esta lista é entdo ordenada
por valor crescente do primeiro elemento de cada par membro da lista (se dois pares
tiverem o primeiro elemento igual entao a ordenacao é feita pelo segundo elemento, ou
seja, o nimero do estado). Sejam s o segundo elemento do peniiltimo par desta lista
e t o segundo elemento do dltimo par desta lista. Em seguida é chamada a fungdo
computeDistGain(s) e dg é a lista dist_gain assim calculada. Como passo seguinte
é chamada a fungdo computeDistGain(t), ficando calculada nova lista dist_gain. Se
com a remocio de s o valor de dglt] for superior ao valor de dist_gain[s| se removido

o vértice £, entdo é removido o vértice s, caso contrario é removido o vértice £.

A fungao de escolha é apresentada na Figura 4.5, onde Q € o nimero de estados do
AFE.
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computeBest := function()
local i, j, 1, s, t, dg;

if Q = 2 then
return(1);
f£i3
bonus := List([1..Q], x->0);
1:=[1;
j = 0;
for i in [3..Q] do
AddSet (1, [computeWDist (i)-computeWeight (i) + bonus[i], il);
J 5= 4 +1;
od;
if j > 1 then
1[3-11[2]3
1[j1C2]1;

computeDistGain(s) ;

8 =
t:

dg := StructuralCopy(dist_gain);
computeDistGain(t) ;
if dglt] > dist_gain[s] then
return(s);
else
return(t);
fi:
else
return(1[j1[2]);
fi;

end;

Figura 4.5: computeBest()
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4.3 Exemplo

Para o autémato da Figura 4.6 (o mimero 847 refere-se a uma enumeracao feita por

nés) a unica ordem Gptima de remogao é 5,3, 4, 6.

Figura 4.6: Autémato 847

A heuristica apresentada neste capitulo basear-se-ia nos valores apresentados nas

Tabelas 4.1 e 4.2 para escolher o primeiro vértice a ser removido.
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Tabela 4.1: Valores para escolha do primeiro vértice a ser removido

i | WD() | P(i) | bonus[i] | WD(i) - P(:) + bonusli]
3 4 2 0 2
4 4 4 0 0
5 3 2 0 1
6 0 2 0 -2

Tabela 4.2: dist_gainl[i]

dist_gainli]
1
g |

A escolha feita seria o vértice 5, uma vez que 3 e 5 sdo os dois vértices com maior

valor na tltima coluna da Tabela 4.1 e dist_gain[5] < dist_gain[3].

O AFE resultante da remocao do estado 5 é o da Figura 4.7 e para este AF'E mostramos
nas Tabelas 4.3 e 4.4 os valores que orientam a escolha do segundo vértice a ser

removido.

Tabela 4.3: Valores para escolha do segundo vértice a ser removido

i | WD(i) | P(3) | bonus[i] | WD(i) - P(¢) + bonusi]
3 1 3 7
4 3 1 0
6 2 0 -2

63



Figura 4.7: Autémato 847 depois de removido o estado 5

Tabela 4.4: dist_gainli]

i | dist_gainli|
1
1

Aqui seria escolhido o estado 3 para remocao pois o valor da 1ltima coluna da Tabela
4.3 é méximo para este estado e entre 3 e o estado com segundo maior valor nessa

coluna (4) temos dist_gain|3] = dist_gain|4].
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Figura 4.8: Autémato 847 depois de removidos os estados 5 e 3

O AFE obtido depois de remover o estado 3 é o da Figura 4.8. A partir deste AFE
nio seriam feitas mais escolhas porque o estado 4 seria eliminado imediatamente por
se ter ge(4) = 1 = gs(4) e em seguida seria removido o vértice 6 pelo mesmo motivo,

tendo sido assim conseguida a ordem 6ptima de remocao 5, 3, 4, 6.

Neste autémato, a heuristica para o caso geral removeria os vértices na ordem 3, 6, 4, 5,
resultando numa expressio com mais 1 simbolo que a minima. Variacdes desta

heuristica para o caso aciclico foram tentadas, mas com piores resultados.

4.4 Alguns Resultados Experimentais

Para todos os grafos subjacentes de autématos de 1, 2, 3, 4, 5, 6 e 7 estados,
aciclicos, tteis e com apenas um estado final foram aplicadas as duas heuristicas
descritas, sendo os resultados apresentados nas Tabelas 4.5 e 4.6, onde as colunas
1 a 6 indicam a percentagem de casos em que a expressdao devolvida tem mais 1, ...
ou 6 simbolos, respectivamente, do que a expressao minima e a coluna N indica o

numero de autématos considerados.
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Tabela 4.5: Heuristica para o caso geral

estados | N | Atingiu min 1 2 3 4 5 6
1 1 100%
2 1 100%
3 2 100%
4 8 100%
5 64 93,8% 6,2%
6 1024 76,4% 20,5% | 2,7% | 0,4%
i 32768 52,0% 30,7% | 11,8% | 4,2% | 1,0% | 0,2% | 0,1%
Tabela 4.6: Heuristica para o caso aciclico
estados | N | Atingiu min 1 2 3 5|6
1 i 100%
2 I 100%
3 2 100%
4 8 100%
5 64 100%
6 1024 97,5% 2,5%
i 32768 85,5% 12,8% | 1,6% | 0,1%

66




4.5 Implementacao

Na Seccio A.4 (ver pigina 111) apresentamos a funcdo GAP que implementa a

heuristica descrita neste capitulo.

Na Figura 4.9 apresentamos o corpo ”principal” desta implementagio.

AcyclicFAtoRatExp := function(A)

# ... Definigdes das fungdes locais ..
# ( € o nimero de estados do AFE

computeGTG() ;
removeImediate(); # Remove os estados v tais que
# ge(v) =1 = gs(v)
while > 2 do
q := computeBest(); # Calcula o "melhor"

# vértice a ser removido

destroyState(q); # Elimina o estado q
removeImediate();

od;

for i in [1..Q] do # Remove os tltimos 2 estados
destroyState(1);

od;

# ... Devolve a expressdo resultado ..

end;

Figura 4.9: AEE com heuristica para o caso aciclico

A funcdo computeGTG é executada uma tinica vez e tem complexidade O(kn?) no caso
de o input ser um AFND ou um AFNDTE, pelas razoes apresentadas na Sec¢io 1.1.7.1
e O(kn?) no caso de um AFD, em que n é o nimero de estados do AF de input e
k =| ¥ |. A fungdo destroyState ¢é executada n vezes e a sua complexidade é
determinada pelas linhas de cédigo seguintes:

for p in Invertices[n] do
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for q in Outvertices[n] do
. Actualizag8o das etiquetas das transigfes
od;
od;

pelo que, para determinar a complexidade desta fun¢ao é necessario majorar o tamanho
das expressoes regulares envolvidas. A maior expressao, obtenivel pelo AEE, que
representa a linguagem reconhecida por um autémato aciclico consiste numa unido de
concatenagoes, que é exactamente a unido das expressoes que representam um caminho
do estado inicial para um estado final. Esta expressao terd tamanho méximo, para
um autémato aciclico de n estados, se o seu grafo subjacente tiver todos os arcos
possiveis, pois assim é garantido que o nimero de caminhos do estado inicial para
qualquer estado final é maximo. A linguagem reconhecida por um autémato de n
estados e com varios estados finais pode ser reconhecida por um autémato de n 41
estados em que, ds transigbes existentes se acrescenta uma transicdo por e de cada
estado final para o novo estado, passando este a ser o 1inico estado final, pelo que nos

restringiremos ao caso de apenas um estado final.

Chamemos GAUC - grafo aciclico, 1itil (no sentido de que hé apenas um vértice s tal
que ge(s) = 0 e apenas um vértice ¢ tal que gs(t) = 0 e qualquer outro vértice faz
parte de algum caminho de s para t) e completo (no sentido de que existem todos os

arcos possiveis).

Proposicao 4.5.1 Num GAUC de n vértices o nimero de caminhos de s para t €

g,

Demonstragao: Vamos provar a proposi¢ao por inducio no nimero de vértices do
GAUC. O caso base é o0 caso em que n = 2 e neste caso é trivial verificar que ha apenas
um caminho, ou seja, 22-2 = 1, de s para t. Suponhamos que a proposi¢ao é verdadeira
para todos os GAUCs com menos de n+1 vértices. SejaGy, = ({1,...,n}, E,) o GAUC
de n vértices em que os vértices sao nomeados de acordo com a 1inica ordem topoldgica.
O GAUC Gp41 de n+ 1 vértices é 0 GAUC em que se adiciona um vértice n+1 a Gy,
e um arco de cada vértice de G, para o vértice n + 1 sendo este novo vértice o vértice
t de Gpi1- Seja NCg(p, q) o nmimero de caminhos em G do vértice p para o vértice g.

Em G, o niimero de caminhos de s para t serd
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NCg, ., (1,n+1)=1 +zn:NCGﬂ(1,z'). (4.1)
i=2

A parcela 1 na Equagio (4.1) deve-se ao arco (1,n + 1). Vamos mostrar que cada
NCg,(1,1) na Equacio (4.1) representa o nlimero de caminhos de s para ¢t num CAUC
de 7 vértices. Seja G; = ({1,...,i}, E;) o subgrafo de G, definido pelos vértices em
{1,...,i} com 2 < i < n. Seja T, a ordem topolégica em G, e T; a ordem topoldgica
em G;. Para todo u € {1,...,1} temos T;(u) = Tn(u). Em G; temos t = 4. G; ¢ um
GAUC de i vértices pois para quaisquer u,v € {1,...,%} tais que T;(u) < Ti(v) temos
(u,v) € E; por Tn(u) < Ta(v) € Gy, ser um GAUC. Em G o nimero de caminhos de
s para t é exactamente NCg, (1, %) pois todos os caminhos de s para £ em G; passam
apenas por vérticess u tais que T,(u) < T,(i). Por isto e por G; ser um GAUC com

menos de n + 1 vértices temos que, usando a hipétese de indugao,
NCg, (1,4} = NCg,(s,t) = 2%,
podendo entdo reescrever-se a Equacédo (4.1) como

n

NCg, . (1,n+1)=1+3 22 (4.2)

=2
ou seja, NCg,,,(1,n+1)=1+S;emque S; =1+2+4+8+---+2"2com 2 < i < n.
S; é uma progressao geométrica com razio 2. A férmula para a soma dos primeiros n

termos de uma progressiao geométrica de razio r é [NV90]

1-r
1=7"

an = U1 X
em que u; representa o primeiro termo da sucessao, pelo que

1 =2t

S;i=1x ———

) 1-2 "
em que o expoente n — 1 se deve ao facto de o primeiro termo de 5; ser para ¢ = 2
e portanto estarmos a considerar de facto os primeiros n — 1 termos. Portanto S; =

2"-1 — 1, donde NCg

o (Ln+1) =1+2"1 -1 =271 =202 como querfamos

mostrar. O
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Proposi¢ao 4.5.2 Dados um autémato A = (Q, L, 6, qo, F') aciclico de n estados com
apenas um estado final e uma expressio reqular r, obtida por aplicacdo do AEE a A,

tem-se que tamanho(r) < k(n —1)2"2 em que k =| I |.

Demonstragao: Para um autémato A aciclico de n estados e apenas um estado final,
r serd de tamanho méximo se o grafo subjacente de A for um GAUC de n estados e
r for uma unido das expressoes que representam um caminho do estado inicial para o
estado final. Pela Proposicdo 4.5.1 h4 exactamente 2”2 caminhos e portanto r serd
uma uniiio de 2" 2 expressdes em que cada uma destas tem tamanho menor ou igual
a k(n — 1). O factor k deve-se ao facto de no AFE associado a A cada transicdo ser
etiquetada por uma expressdo de tamanho menor ou igual a k. O factor n — 1 deve-se

ao facto de em A o maior caminho ter tamanho menor ou igual a n — 1. Neste caso,
O

Pela Proposi¢ao 4.5.2 podemos concluir que a fun¢ao destroyState tem complexidade
O(n®k2"). Iremos agora determinar a complexidade da fungio computeBest (ver
Figura 4.5), analisando a complexidade das fungées por ela chamadas. A fungao
computeWeight tem complexidade O(n) e é executada no maximo n vezes em cada
execugao de computeBest. A funcdo computeWDist é chamada por computeBest no

méximo n vezes e tem complexidade O(n') que se deve as seguintes linhas de cédigo:

for i in Invertices[q] do
for j in Outvertices[q] do

if j in Outvertices[i] then
for k in Invertices[i] do
od;
fi;
od;

od;

A fungfo computeDistGain é chamada por computeBest 2 vezes e tem complexidade

O(n?) que se deve as linhas de cddigo seguintes:
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for t in Outvertices[q] do

if ForAll(Invertices[ql, x -> t in Outvertices[x]) then

fi;
od;

em que, para um estado ¢ e para cada estado ¢t € Qutvertices|q] se verifica se para
todos os estados x € Invertices|q] se tem ¢ € Qutvertices|z]. A fun¢do computeBest

tem, portanto, complexidade @(n®) que se deve As seguintes linhas de cédigo:

for i in [3..Q] do
AddSet (1, [computeWDist(i)-computeWeight(i) + bonus[il, il);

od;

em que Q é o nimero de estados do autémato e para cada um
destes estados ¢é adicionado, de forma ordenada, & lista 1 a lista
[computeWDist (i)-computeWeight (i) + bonus[i], i], em que computeWDist (i)
tem complexidade O(n?). A fun¢io removeImediate tem complexidade O(n) e
é executada no méximo n vezes. Por isto, a heuristica para o caso aciclico tem
complexidade O(n'k2").

4.6 Conclusoes

Podemos ver pelas tabelas apresentadas na Sec¢io 4.4 que a heuristica para o caso
aciclico produz resultados melhores que os da heuristica para o caso geral, se aplicadas

a automatos aciclicos.

Para terminar, apresentamos um exemplo em que a heuristica para o caso aciclico nao

consegue produzir a expressdo minima. Consideremos o autémato da Figura 4.10.
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Figura 4.10: Autémato 663

se-ia nos valores das Tabelas 4.7 e 4.8.

Considerando neste autémato ini = 1 e fin = 2 temos que a iinica ordem 6ptima de
remogio é 6, 3, 5, 4, obtendo-se a expressio r = ((ad+b) f +ae)(hj+1i)+((ad+b)g+c)j

em que tamanho(r) = 15.

Para a escolha do primeiro vértice a ser removido, a heuristica deste capitulo basear-

Tabela 4.7: Valores para escolha do primeiro vértice a ser removido

i | WD(i) | P(%) | bonus|i] | WD(i) - P(¢) + bonusi]
3 - 4 0 0

4 3 4 0 -1

5 2 2 0 0

6 2 1 0

4.11.

Tabela 4.8: dist_gain]i]

i | dist_gainli|

0

0

Assim, o primeiro vértice a ser removido seria o 6 e o AFE resultante é o da Figura
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Figura 4.11: Autémato 663 depois de removido o vértice 6

Para a escolha do segundo vértice a ser removido temos os valores das Tabelas 4.9 e

4.10.

Tabela 4.9: Valores para escolha do segundo vértice a ser removido

i | WD() | P(4) | bonusi] | WD(i) - P(s) + bonus]i]
3| 3 3 0 0
4| 5 5 0 0
5| 3 ) 0 1

O segundo vértice removido seria portanto o 5 e 0 AFE resultante é o da Figura 4.12.

Tabela 4.10: dist_gain]i]

i

dist_gain|i]

2

1

Figura 4.12: Autémato 663 depois de removidos os vértices 6 e 5
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Vemos assim que na escolha do segundo vértice ja ha diferenga em relagao & ordem
6ptima. Notemos aqui que o estado 5 é o inico com valor méximo na tdltima coluna da
Tabela 4.9 mas tanto o estado 4 como o 3 seriam elegiveis para comparagio do valor
de computeDistGain(i). A escolha do estado 4 para figurar na Tabela 4.10 é de certo
modo arbitraria, uma vez que é feita, em caso de igualdade, pelo indice maior. Se em
vez do estado 4 tivessemos considerado o estado 3, em vez da Tabela 4.10 teriamos a
Tabela 4.11

Tabela 4.11: dist_gainli]

i | dist_gainli]
3 0
1

e neste caso ja seria escolhido correctamente (no sentido de corresponder & ordem
6ptima) o vértice 3. No entanto, foi tentada uma variacao da heurfstica que reuniria
neste caso, para comparagao do valor de computeDistGain(i), os estados 3,4 e 5, e
embora, para este autémato, o resultado fosse éptimo, no caso geral obtivemos piores

resultados.

A partir daqui, os vértices removidos seriam o 4 e depois o 3, obtendo-se a expressao
final s = (ad + b)(f(hj + 1) + gj) + ae(hj + i) + ¢j em que tamanho(s) = 16, ou seja,
a expressdo obtida tem mais 1 sfmbolo que a minima (r = ((ad + b)f + ae)(hj + i) +
(ad + b)g + c)3).
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Capitulo 5
Conclusoes

Neste capitulo comegaremos por fazer um resumo do trabalho apresentado e em
seguida um delineamento do trabalho futuro. No Capitulo 1 apresentdmos as no¢oes
necessarias 4 leitura deste trabalho, bem como a descri¢ao do problema de encontrar, a
partir de um autémato e usando o algortimo da eliminacio de estados, uma expressao
regular equivalente com o menor tamanho. Em particular tentdmos salientar a
dificuldade do problema, fazendo notar que a ordem de remocdo dos estados, na

aplicacao do AEE, determina o tamanho da expressao regular obtida.

No Capitulo 2 apresentdmos uma caracterizacao de autématos aciclicos para os quais
pode ser obtida pelo AEE uma expressio regular de tamanho linear no nimero de
transicoes e em tempo linear também no nimero de transi¢oes do autémato em causa.
Estes autématos sdo aqueles para os quais o seu grafo subjacente ndo contém como
subgrafo um grafo homeomorfo ao grafo D apresentado na Definigio 2.2.3 (ver pagina
26) e para estes autématos é possivel eliminar em cada passo do AEE um estado ¢ com
ge(q) = 1 = gs(q) o que garante que a expressao regular obtida terd tamanho igual
a0 numero de transicoes do autémato inicial. Apresentdmos também um algoritmo
para determinar se um dado autémato obedece & caracterizagio apresentada, bem
como uma versio do AEE, que pode ser melhorada, especifica para este tipo de
autématos. Mostramos que os autématos de Thompson de linguagens finitas obedecem
A caracterizacio apresentada e deixdmos em aberto o problema de encontrar, para uma
dada linguagem, um autémato, do tipo caracterizado, que seja minimo no nimero de

transigoes.
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No Capitulo 3 apresentamos uma heuristica para o problema de encontrar, a partir de
um autémato e usando o algortimo da eliminagio de estados, uma expressdo regular
equivalente com o menor tamanho, que foi elaborada no decurso dos trabalhos de
estdgio da licenciatura. Esta heuristica baseia-se na nocdao de peso de um vértice
apresentada na Secc¢do 3.1 (ver pagina 43) e consiste em eliminar primeiro os estados
com menor peso. De notar que o tamanho da expressao final ser4 igual & soma do peso
do AFE inicial (definido na Secgdo 3.1) com o peso de cada estado quando removido.
Esta heuristica produz resultados consideravelmente melhores que os produzidos por
uma aplicagdo do AEE que ndo tenha em consideracio uma escolha adequada do
estado a ser removido em cada passo. Apresentamos tabelas com alguns resultados
obtidos e termindmos com o exemplo de um autémato para o qual a heuristica nao

consegue produzir uma expressao de tamanho minimo obtenivel pelo AEE.

No Capitulo 4 apresentdmos uma heuristica com o mesmo objectivo que a descrita no
Capitulo 3, mas especifica para o caso de autématos aciclicos. Para estes autématos
tentamos que na expressio final figurem subexpressoes da forma a(b + ¢) ou (a + b)c
em vez de ab+ ac ou ac + be, respectivamente, por uma escolhada adequada da ordem
de remogao dos estados. Dado que nas expressoes obtidas a partir de autématos
aciclicos nao ha a presenca do operador * estas simplificacoes sao as unicas possiveis
(exceptuando @ + ¢ = a, que ndo implementdmos devido ao custo do teste da inclusao
de uma linguagem regular noutra). Apresentimos tabelas que comparam os resultados
obtidos pela heuristica para o caso geral e esta e em que se verifica que os resultados
obtidos pela heuristica especifica sao substancialmente melhores. Terminamos o
capitulo apresentando o exemplo de um autémato para o qual a heuristica especifica

nio consegue produzir uma expressao de tamanho minimo obtenivel pelo AEE.

Em seguida apresentamos o trabalho que gostariamos de fazer no futuro. Consideremos
a linguagem L(r) em que r = (a + b)*b, sendo tamanho(r) = 3. O AFD minimo para

esta linguagem encontra-se desenhado na Figura 5.1.

a b

Figura 5.1: Autémato que reconhece L((a + b)*b)
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Na Tabela 5.1 apresentamos as expressoes obtidas pelo AEE para as duas ordens de

remocao possiveis.

Tabela 5.1: Expressoes obtidas para as duas ordens de remog¢ao possiveis

Ordem Expressio Tamanho
1,2 | a*b(aa*b+ b)* 6
2,1 (bb*a + a)*bb* 6

Como se pode verificar, com nenhuma das ordens foi possivel obter a expressao minima
r = (a+b)*b. Num autémato itil, todas as etiquetas das transi¢oes contribuem para o
tamanho da expressdo final, no sentido de que nessa expressao as etiquetas aparecerao
como subexpressoes possivelmente com multiplicidade superior a 1. Isto faz-nos querer

investigar se a Proposicdo 5.0.1 serd verdadeira.

Proposigao 5.0.1 Uma expressio regular minima para uma dada linguagem L €
obtenivel pelo AEE quando aplicado a um AFNDTE que aceite L e seja minimo no
nidmero de transicdes, se forem feitas, na aplicagio do AEE, as simplificacies ae = a
er+0=r.

No artigo [Joh04] é apresentado um algoritmo de complexidade O(2") para a
minimizacdo do nimero de transi¢oes de um AFNDTE. De acordo com o algoritmo
apresentado neste artigo, o autémato minimo em transi¢oes equivalente ao apresentado

na Figura 5.1 seria o que se encontra na Figura 5.2, onde o simbolo @ representa e.

a

Figura 5.2: Autémato minimo em transi¢oes que reconhece L((a + b)*b)

Na Tabela 5.2 apresentamos as expressoes obtidas pelo AEE para as duas ordens de

remocao possiveis, para este autémato minimo.
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Tabela 5.2: Expressoes obtidas para as duas ordens de remocao possiveis

Ordem | Expressdao | Tamanho
1,2 a*b(a*b)* 4
2,1 (a+b)*b 3

Vemos assim que a ordem de remogao 2,1 produz a expressao minima r = (a + b)*b.

Se a Proposi¢ao 5.0.1 for verdadeira temos assim um método (ainda que de complexi-

dade exponencial) para calcular uma expressdo minima para uma dada linguagem.

Assumindo que a Proposigao 5.0.1 é verdadeira e, numa tentativa de reduzir a

complexidade do algoritmo apresentado em [Joh04], temos como objecto de estudo

futuro o Problema 5.0.1.

Problema 5.0.1 (Transi¢do por ¢ que nio altera a linguagem reconhecida)
Dados um AFND A = (Q, %, J, o, F') e estados p e ¢, adicionar ao autémato a transicao

d(p, €) = q altera a linguagem reconhecida?
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Apéndice A
Cadigo

A.1 FAtoRatExpX

FAtoRatExpX := function(A)

local T, # Transition function of the GTG
qQ, # The number of states of the GTG without
counting q0 and qf
q0, qf, # The two extra states of the GTG
computeGIG,
destroyLoop,
destroyState,

i;

if not IsAutomatonObj(A) then
Error("The argument to FAtoRatExp must be an automaton");
24;
T := []; # Transition function of the GTG
Q := A!.states;
q0 := A!.states + 1;
gf := A!.states + 2;

## Function that computes the GTG (generalized transition graph)
#& associated with the given FA.
computeGTG := function()

local list, # List of alphabet symbols

list2,

1,

X,

a, # Alphabet symbol
¢ # Counter

ps q; # States

if A!.type = "nondet" then
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for p in [1 .. A!.states] do
Thpl := [;
for q in [1 .. A!.states] do
list := [;
e = 0;
for a in [1 .. A!.alphabet] do
if q in A!.transitions[a][p] then
Add(list, a);
c =c+ 1;
fi;
od;
if list = [] then
Tlpl[q] := 0; # O means the empty_set
elif IsBound(list[2]) then
Tlpllql] :=
RatExpOnnLetters(
ShallowCopy(FamilyObj(A)!.alphabet),
"union",
List(list, a -> RatExpOnnLetters(
ShallowCopy(FamilyObj(A)!.alphabet),
0, [@a);

else
Tlpllql] :=
RatExpOnnLetters(
ShallowCopy(FamilyObj(A)!.alphabet),
[J, 1list);
£i;

od;
od;
elif A!.type = "epsilon" then
if IsString(FamilyObj(A)!.alphabet) then
1 := ShallowCopy(FamilyObj(A)!.alphabet);
Unbind (1[Length(1)]);
f£i;
for p in [1 .. A!.states] do
Tlpl = [;
for q in [1 .. A!.states] do
list := [1;
c = 0;
for a in [1 .. A!.alphabet-1] do
if q in A!.transitions[a][p] then
Add(list, a);
c:i=c + 1;
fis
od;
a := A!.alphabet;
if q in A!.transitions[a][p] then
Add(1list, 0);
fi;
if list = [] then
T[pl[gq] := O; # O means the empty_set
elif IsBound(list[2]) then

APENDICE A. CODIGO
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list2 := [J;
for x in list do
if x = 0 then
if IsString(FamilyObj(A)!.alphabet) then
Add(list2, RatExpOnnLetters(l, [J, [1));
else
Add(1ist2, RatExpOnnlLetters(
FamilyObj(A)!.alphabet-1, [1, [1));
£i;
else
if IsString(FamilyObj(A)!.alphabet) then
Add(1list2, RatExpOnnLetters(
1, [0, x1));
else
Add(1list2, RatExpOnnLetters(
FamilyObj(A)!.alphabet-1, [1, [x1));
£i;
fi;
od;
if IsString(FamilyObj(A)!.alphabet) then
T[pllq] := RatExpOnnLetters(
1, "union", list2);
else
T[pllq] := RatExpOnnLetters(
FamilyObj(A)!.alphabet-1,
“"union", list2);
£i;
else
if list = [0] then
if IsString(FamilyObj(A)!.alphabet) then
T[pl(q] := RatExpOnnLetters(l, [1, [1);
else
T[pllq] := RatExpOnnLetters(
FamilyQObj(A)!.alphabet~-1, [], [1);
b o
else
if IsString(FamilyObj(A)!.alphabet) then
T[pl[q] := RatExpOnnLetters(
1, O, list);
else
T[pl[q] := RatExpOnnLetters(
FamilyObj(A)!.alphabet-1, [], list);
£i;
fi;
fi;
od;
od;
else
for p in [1 .. A!.states] do
Tlpl := [;
for q in [1 .. A!.states] do
list := [];
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e == 0;
for a in [1 .. A!.alphabet] do
# The only difference to the
nondeterministic case
if q = A!.transitions[a][p] then
Add(list, a);
c:=c +1;
£i;
od;
if list = [] then
T[pllq]l := 0; # O means the empty_set
elif IsBound(list[2]) then
T[pl[q] := RatExpOnnLetters(
ShallowCopy(FamilyObj(A)!.alphabet),
"union", List(
list, a -> RatExpOnnLetters(
ShallowCopy(FamilyObj(A)!.alphabet),
[0, [ald));
else
Tlpl[q] := RatExpOnnLetters(
ShallowCopy(Family(Obj{(A)!.alphabet),
[, list);

od;
od;
2115
T[q01 := [0; Tlgf] := [1;
for p in [1 .. Al'.states] do
Tlpl[q0] := 0;
if p in A!.accepting then
if A!.type = "epsilon" then
if IsString(FamilyObj(A)!.alphabet) then
T[p] [qf] := RatExpOnnLetters(l, [1, [1);
else
T[pl[qf] := RatExpOnnLetters(
FamilyObj(A)!.alphabet-1, [1, [1);
fi;
else
T[p] [qf] := RatExpOnnLetters(
ShallowCopy(FamilyObj(A)!.alphabet), [1, [1);
£i;
else
Tlpl [qf] := 0;
s
od;
for q in [1 .. A!.states] do
if q in A!.initial then
if A!.type = "epsilon" then
if IsString(FamilyObj(A)!.alphabet) then
T[q0][q] := RatExpOnnLetters(l, [, [);
else
T[q0] [q] := RatExpOnnLetters(
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FamilyQObj(A)!.alphabet-1, [], [1);
1£i;
else
T[q0][q] := RatExpOnnLetters(
ShallowCopy(FamilyObj(A)!.alphabet), [, [1);
fi;
else
T[q0][q] := 0;
1;
Tlqf]l[q] := 0;
od;
T[q0][q0] := 0; T[q0][qf] := 0; T[qfl[q0] := 0; T[qf]llqf] := O;
end;

#* End of computeGIG() --

## Function that deletes a loop in the GTG
destroyLoop := function(n)
local gq;

if not T[n][n] = 0 then
for q in [1 .. n-1] do
if Tln][q] = O then
elif T[n][q]!.list_exp = [] then
T[n]l[q] := StarRatExp(T[n][n]);
else
T[] [q] := ProductRatExp(
StarRatExp(T[n]l[n]), T[allql);
£i;
od;
for q in [n#l .. Q+2] do
if T[n]l[q] = O then
elif T[n][q]!.list_exp = [] then
T[n)[q] := StarRatExp(T[n][nl);
else
T[n] [q] := ProductRatExp(
StarRatExp(T[n][n]), T[nllql):
£ii
od;
T[n][n] := 0;
ri;
end;
#& End of destroyLoop() --

#2 Function that deletes a state in the GTG
destroyState := function(n)

local p, q;

for p in [1 .. n-1] do
if not T[pl[n] = O then
for q in [1 .. n-1] do
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if not T[n][q] = O then
if T[pllq] = O then

T[pl[q] := ProductRatExp{T[pl[n],

else
Tlpl[q] := UnionRatExp(

ProductRatExp(T[p] [n], T[nllql).

£i:
fi;
od;
for q in [n+1 .. Q+2] do
if not T[n][q] = O then
if T[pllg] = O then

Tlpl[q] := ProductRatExp(T[p]l[xn],

else
T{pl[q] := UnionRatExp(
ProductRatExp(T[p] [n],
f£i;
£i;
od;
iz
od;
for p in [n+1 .. O+2] do
if not T[p]l[n] = 0 then
for g in [1 .. n-1] do
if not T[n]l[g] = O then
if T[pl[q]l = O then

Tlnllql),

T[pl[q] := ProductRatExp(T[p][n],

else
T[pl[q] := UnionRatExp(
ProductRatExp(T[p] [n],
fi;
£i;
od;
for q in [n+1 .. Q+2] do
if not T[nl[q]l = O then
if T[pllq] = O then

T[nl[q]).

Tlpl[q) := ProductRatExp(T[p]([n],

else
Tlpl[q] := UnionRatExp(
ProductRatExp(T[p] [n],
G I
fi;
od;
fi;
od;
for p in [1 .. n-1] do
for q in [n .. Q+1] do
T{pl[q] := T[pllg+il;
od;
od;
for p in [n .. Q+1] do
T[pl := TIp+1l;

T[nllql),
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T[nl[q1);

Tlpllql);

Tlna][q]);

Tlpl [q1);

Tnl[ql);

Tlpl[ql);

T[n][q]);

Tlpl[ad);
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for q in [n ..
Tlpllq] := T[pllg+il;

od;
od;
Q:=0-1;

end;

Q+1] do

#% End of destroyState() --

computeGTG() ;
while Q > O do

destroyLoop(Q);
destroyState(Q);

od;

if T[1][2] = O then

return(RatExpOnnLetters(A! .alphabet, [], “empty_set"));

else

return(T[1][2]);

£i;

end;

A.2 NardFAtoRatExp

NardFAtoRatExp := function(A)

local T,
WT,
Nout,

Nin,
Invertices,
Qutvertices,
'8

q0, qf,

best,
computeGIG,

destroyState,

flag,
perm,

#

*
#
#

Transition function of the GIG
Weighted transition function of the GTG

Number of edges going out to distinct vertices

Number of edges coming in from distinct
vertices

The numbers of the vertices that have a
transition into i

The numbers of the vertices that have a
transition from i

The number of states of the GTG without
counting q0 and qf

The two extra states of the GTG

i, jo k, q, 1, 1, p;

if not IsAutomaton(bj(A) then

Error("The argument to NardFAtoRatExp must be an automaton');

£i;

perm := [1..A!.states];
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i = Al.initial[1];

j := A!.accepting[1];

perm[i] := 1;

perm[1] := i;

p := Position(perm, 2);

k := perm[j];

perm[j] := 2;

perm[p] := k;

A := PermutedAutomaton(A, perm);

T := [1; # Transition function of the GTG
WT = [;
Nout := [];
Nin := [];
Q := A!.states;
q0 := Al.states + 1;
qf := Al.states + 2;
for i in [1 .. gqf] do
Nin[i] := 0;
od;
Nout[q0] := 0; # Value not used but saves tests
Nout[gf] := 0; # Value not used but saves tests
Invertices := [J;
Outvertices := [J;
for i in [1 .. Q+2] do
Invertices[i] := [];
Outvertices[i] := [];
od;

#% Function that computes the GIG (generalized transition graph)
## associated with the given FA.
computeGTG := function()

local list, # List of alphabet symbols

list2,

x,

a, # Alphabet symbol
T # Counter

P, q; # States

if Al.type = "nondet" then
for p in [1 .. A!.states] do
Tlpl := [;
WIlpl := [O;
Nout[p] := O;
for q in [1 .. A!.states] do
list := [];
c = 0;
for a in [1 .. A!.alphabet] do
if q in A!.transitions[a] [p] then
Add(list, a);
c = c+ 1;

if not q = p then
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AddSet (Invertices[q], p);
AddSet (Outvertices[pl, q);
fi;
fi;
od;
if list = [] then
Tlpllq]l := 0; # O means the empty_set
WTlpllql := -1;
elif IsBound(list[2]) then
T[pl[q] := RatExpOnnLetters(
ShallowCopy(FamilyObj(A)!.alphabet), "union",
List(list, a -> RatExp0nnletters(
ShallowCopy(FamilyObj(A)!.alphabet),
[, [al)));
WI[pllql := c;
if not p = q then
Nout[p] := Nout[p] + 1;
Nin[q] := Nin[q] + 1;
£1%
else
T[pl [q] := RatExpOnnLetters(
ShallowCopy(FamilyObj(A)!.alphabet), [], list);
WTlpllql := c;
if not p = g then
Nout[p] := Nout[p] + 1;
Nin[q] := Nin[q] + 1;
£i;
£i;
od;
od;
elif A!.type = "epsilon" then
if IsString(FamilyObj(A)!.alphabet) then
1 := ShallowCopy(FamilyObj(A)!.alphabet);
Unbind(1[Length(1)1);
£i;
for p in [1 .. A!.states] do
Tlpl := [1;
WIlpl := [1;
Nout[p] := 0;
for q in [1 .. A!.states] do
list := [];
c = 0;
for a in [1 .. A!.alphabet-1] do
if q in A!.transitions([a] [p] then
Add(list, a);
c = c + 1;
if not q = p then
AddSet(Invertices[ql, p);
AddSet (Outvertices[pl, q);
£1:

od;
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a := A!.alphabet;
if q in A!.transitions[a][p] then
Add(list, 0);
if not q = p then
hddSet (Invertices[ql, p);
AddSet (Outvertices[p]l, q);
£1:
£i;
if list = [] then
Tlpl[q] := 0; # O means the empty_set
WI[pllq] := -1;
elif IsBound(list[2]) then
list2 := [];
for x in list do
if x = 0 then
if IsString(FamilyObj(A)!.alphabet)
Add(list2, RatExpOnnLetters(l, [],
else
Add(list2, RatExpOnnletters(
FamilyObj(A)!.alphabet-1, [],
£1;
else
if IsString(FamilyObj(A)!.alphabet)
Add(list2, RatExpOnnLetters(
1, O.-C
else
Add(list2, RatExpOnnLetters(
FamilyObj(A)!.alphabet-1, [1, [
fi;
£1;
od;
if IsString(FamilyObj(A)!.alphabet) then
T[pl[q] := RatExpOnnLetters(
1, "union", 1i
else
T[pl[q] := RatExpOnnLetters(
FamilyObj (A)!.alphabet-1, "union", 1i
£i;
WIlpl[ql := c;
if not p = q then
Nout[p] := Nout[p] + 1;
Nin[q] := Nin[q] + 1;
i
else
if list = [0] then
if IsString(FamilyObj(A)!.alphabet) then
T[pl[q] := RatExpOnnLetters(l, [J, [
else
T[pl[q] := RatExpOnnLetters(
FamilyObj(A)!.alphabet-1, [J,
£i;

else
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then
0);

0));

then

x1));

x1));

st2);

st2);

1);

[1;
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if IsString(FamilyObj(A)!.alphabet) then
T[pl[q] := RatExpOnnLetters(l, [], list);
else
T[pl[q] := RatExpOnnLetters(
FamilyObj(A)!.alphabet-1, [], list);
£i;
£i;
WIpl[q] := ¢;
if not p = q then
Nout[p] := Nout[p] + 1;
Nin[q] := Nin[q] + 1;
£fi;
£i;
od;
od;
else
for p in [1 .. A!.states] do

Tlpl = 0O;
wrlpl := [;
Nout[p] := 0;

for q in [1 .. A!.states] do
list = [];
c = 0;
for a in [1 .. A!.alphabet] do
# The only difference to the nondeterministic case
if q = A!.transitions[a][p] then
Add(list, a);
c =c+ 1;
if not q = p then
AddSet (Invertices[ql, p);
AddSet (Outvertices[pl, q);
15
£i;
od;
if list = [] then
T[pl[q] := 0; # O means the empty_set
WIlpl[ql := -1;
elif IsBound(li=zt[2]) then
T[pl[q] := RatExpOnnLetters(ShallowCopy(
FamilyObj(A)!.alphabet), "union",
List(list, a => RatExpOnnLetters(
ShallowCopy(FamilyObj(A)!.alphabet), [1, [al)));
WT[pl[lql := c;
if not p = q then
Nout[p] := Nout[p] + 1;
Nin[q] := Nin[g] + 1;
fi;
else
Tlpl[q] := RatExpOnnLetters(ShallowCopy(
FamilyObj(A)!.alphabet), [], list);
WTlpl[q] := c;
if not p = q then
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Nout[p] := Nout[p]l + 1;
| Nin[q] := Nin{q] + 1;
i fi;
fi;
od;
od;
£i;
T[q0] := [J; Tlqf] := [J;
WI[g0] := [1; WT[qf] := (I;
for p in [1 .. A!.states] do
Tlpl[q0] := 0;
WI[pl[q0] := -1;
if p in A!.accepting then
if A!.type = "epsilon" then
if IsString(FamilyObj(A)!.alphabet) then
T[pl[qf] := RatExpOnnLetters(l, a, );
else
T[pl [qf] := RatExpOnnLetters(
FamilyObj(A)!.alphabet-1, (1, [1);
i3
else
T[pl[qf] := RatExpOnnLetters(ShallowCopy(
FamilyObj(A)!.alphabet), [1, [1);
£i;
WIlp] [gf] := 0;
Nout[p] := Nout[p] + 1;
AddSet (Invertices[qf], p);
AddSet (Qutvertices[pl, qf);
else
T(pl [qf] := 0;
WI[p]l [gf] := -1;
£i;
od;
for q in [1 .. A!.states] do
if q in Al.initial then
if A!.type = "epsilon" then
if IsString(FamilyObj(A)!.alphabet) then
T[q0] [q] := RatExpOnnLetters(l, [, [1);
else
T[q0][q] := RatExpOnnLetters(
FamilyObj(A)!.alphabet-1, [1, [1);
fi;
else
T[q0][g] := RatExpOnnLetters(ShallowCopy(
FamilyObj(A)!.alphabet), [J, [1);
13
WI[q0] [q] := 0;
Nin[q] := Nin[q] + 1;
AddSet (Invertices[q], q0);
AddSet (Qutvertices[q0], q):
else

T[q0] [q] := O;
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WIlq0][ql := -1;
£i;
Tlqf] [q]
WI[qt] [q]
od;
T[g01[g0] := 0; T[q0]l[gf] := 0; T[qf][q0] := 0; T[gf] [gf]
WT[q01[q0] := -1; WT[q0][qf] := -1; WT[qf][q0]
WI[qf] [qf] := -1;
end;
## End of computeGTG() --

= 0;

= -1

H S H

## Function that deletes a state in the GTG
destroyState := function(m)
local p, g;

for p in Invertices[n] do
for q in Outvertices[n] do
if T[p]l[g]l = O then
T[p]l [q] := ProductRatExp(T[p]l[n], T[nl[ql);
WIlpl[q] := WI[pl[n] + WT[n][ql;
else
T[pllq] := UnionRatExp(ProductRatExp(T[p]([n],

TInl[ql), Tipllql);

if WI[pl[q] = O then
WT[pl[q]l := WI[pl[n] + WT[n][q] + 1;

else

WT[p) [q] := WT[pl[nl + WT[n]l[q] + WT[pllql;

£i;
£i;
od;
od;
for p in [1 .. n-1] do
for q in [n .. Q+1] do
Tlpl[q] := Tlpllg+il;
WIlpllql := WTlp]lq+il;
od;
od;
for p in [n .. Q+1] do
TLp] := T[p+tl;
WI[p] := WI[p+i];
for q in [mn .. Q+1] do
Tlpllq]l := TCpllq+1];
WI[pl[g]l := WT[pl[g+1l;

od;
od;
Q:=0-1;
for p in [1 .. Q+2] do

Nout[p] := O;
Invertices[p] := [];
od;
for p in [1

Nin[p] := 0;
Outvertices[p] := [];

.. Q+2]) do
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end;
f.33

for q in [1 .. p-1] do
if WT[pl[gq] >= O then
Nout[p] := Nout[p] + 1;
Nin[q] := Nin[q] + 1;
AddSet (Invertices[ql, p);
AddSet (Outvertices[p], q);
£i;
od;
for q in [p+1 .. Q+2] do
if WT(pl[q] >= O then
Nout[p] := Nout[p] + 1;
Nin[q] := Nin[q] + 1;
AddSet(Invertices[ql, p);
AddSet(Outvertices[pl, q);

od;
od;

End of destroyState{) --

#---- Main Code -

computeGTG{) ;
vhile Q > 0 do

od;

for i in [3..Q] do
if Nin[i] = 0 or Nout[i] = 0 or

(Nin[i] = 1 and Nout[i] = 1) then

destroyState(i);
break;
i
od;

if T[1]1[2] = 0 then

if A!.type = "epsilon" then

r := RatExpOnnLetters(l, [], "empty_set");

else
r := RatExpOnnLetters(
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ShallowCopy(FamilyObj(A)!.alphabet), [], "empty_set");

£i;
Setter(SizeRatExp)(z,0);
MinimalKnownRatExp(A) [1] := r;

return(zr);

else

r = T[1][2];
if WT[11[2] = O then
Setter(SizeRatExp) (r,1);

else
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Setter(SizeRatExp) (r,WT[1] [21);
£i;
return(r);
£i;

end;

A.3 FAtoRatExp

FAtoRatExp := function(A)
local T, # Transition function of the GIG
WT, # Weighted transition function of the GTG
Nout, # Number of edges going out to distinct vertices
Nin, # Number of edges coming in from distinct
vertices
Invertices, # The numbers of the vertices that have a
transition into i
Qutvertices, # The numbers of the vertices that have a
transition from i
Inv,
Outv,
q, # The number of states of the GTG without
counting q0 and gf
q0, qf, # The two extra states of the GTG
WL,
v,
computeGTG,
destroyLoop,
destroyState,
computeWeight,
computeBest, # Try to choose the best vertex
flag,
i, q, =, 1;
if not IsAutomatonObj(A) then
Error("The argument to FAtoRatExp must be an automaton");
£i;
T := []; # Transition function of the GTG
WT := [];
WL := [];
Nout := [];
Nin := [J;

Q := A!._states;
q0 := A!.states + 1;
qf := Al.states + 2;
for i in [1 .. gf] do
Nin[i] := 0;
od;
Nout[q0] := 0; # Value not used but saves tests
Nout[qf] := 0; # Value not used but saves tests
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Invertices := [];

Outvertices := [];

for i in [1 .. Q+2] do
Invertices[i] := [];
Outvertices[i] := [J;

od;

## Function that computes the GTG (generalized transition graph)
#% associated with the given FA.
computeGTG := function()
. Cédigo igual ao da fungho NardFAtoRatExp ...
end;
## End of computeGIG() --

#* Function that deletes a loop in the GTG
destroyLoop := function(n)

. Cédigo igual ao da funglo NardFAtoRatExp ...
end;
## End of destroyloop() --

## Function that deletes a state in the GTG
destroyState := function(n)

... Cédigo igual ao da fungBo NardFAtoRatExp ...
end;

## End of destroyState() --

computeWeight := function(i)
local w, p, q;

w o= 0;
for p in Invertices[i] do
v = w + WI[p][i] * (Nout[i] - 1);
od;
if WT[il[i] = -1 then # Do nothing, there is no loop
else
w o= w + WT[i][i] * (Nout[i] * Nin[i] = 1);
fi;
for q in Outvertices[i] do
w = w + WT[i]l[q] * (Nin[i] - 1);
od;
return(w);
end;
#* End of computeWeight() --

computeBest := function()
local p, q, i, w;

APENDICE A.
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if WL = [] then
for i in [1 .. Q] deo
AddSet (WL, [computeWeight(i),i]);
od;
else
for i in Inv do
AddSet (WL, [computeWeight(i),il);
od;
for i in Outv do
AddSet (WL, [computeWeight(i),il);
od;
£i;
return(WL[1][2]);
end;
## End of computeBest() --

computeGTG() ;
flag := true;
while flag do
flag := false;
for i dn [1 .. Q] do
if Nout[i] = O then
destroyLoop(i);
destroyState(i);
flag := true;
break;
£i;
od;
od;
flag := true;
vhile flag do
flag := false;
for i in [1 .. Q] do
if Nin[i] = O then
destroyLoop(i);
destroyState(i);
flag := true;
break;
.
od;
od;
while Q > 0 do
V := computeBest();
i = 1;
while IsBound(WL[i]) do
if WL[il[2] = V then
Unbind (WL[i]);
elif WL[i][2] > V then
if WL[i][2] in Invertices[V] or
WL[i][2] in Outvertices[V] then
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Unbind(WL[i]);
else
WLLiJ[2] := WL[iJ[2] - 1;
£i;
else
if WL[i][2] in Invertices[V] or
WL[i][2] in Qutvertices[V] then
Unbind (WL[i]);
b & i
- 4
i= i1+ 1;
od;
WL := Compacted(WL);
Inv := Difference(Invertices[V], [Q+1,03+2]);
Outv := Difference(Qutvertices[V], [Q+1,Q+2]);
i=1;
while IsBound(Inv[i]) do
if Inv[i] > V then
Inv[i] := Inv[i] - 1;
£i;
i=1i+1;
od;
im=1;
while IsBound(Outv[i]) do
if Outv(i]l > V then
Qutv[i] := Qutv[i] - 1;
£
i:= i+ 1;
od;
destroyLoop(V);
destroyState(V);
od;

if T[1][2] = O then
if A!.type = "epsilon" then
r := RatExpOnnLetters(l, [], "empty_set");
else
r := RatExpOnnLetters(ShallowCopy(
FemilyObj(A)!.alphabet), [], "empty_set");
fi;
Setter(SizeRatExp)(r,0);
return{(r);
else
r := T[1][2];
if WT[1]1[2] = O then
Setter(SizeRatExp) (r,1);
else
Setter(SizeRatExp) (r,WT[11[2]);
£i;
return(r);
£i;
end;
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A.4 AcyclicFAtoRatExp

AcyclicFAtoRatExp := function(A)

local T, # Transition function of the GIG
WT, # Weighted transition function of the GTG
Nout, # Number of edges going out to distinct vertices
Nin, # Number of edges coming in from distinct
vertices
Invertices, # The numbers of the vertices that have a

transition into i

Outvertices, # The numbers of the vertices that have a
transition from i

Q, # The number of states of the GTG without
counting q0 and gf

q0, qf, # The two extra states of the GIG

best,

computeGIG,

destroyState,

computeWeight,

computeWDist,

computeDistGain, dist_gain,

computeBest, # Try to choose the best vertex

removelmediate,

flag,

perm, bonus,

i, j» k, q, ¥, 1, p;

if not IsAutomaton(bj(A) then
Error("The argument to AcyclicFAtoRatExp must be an automaton");
£35

perm := [1..A!.states];

i := A initial[i];

j = A!.accepting[i];

perm[i] := 1;

perm[1] := i;

p := Position(perm, 2);

k := perm[j]l;

pern[j] := 2;

perm[p] := k;

A := Permutediutomaton(A, perm);

T := []; # Transition function of the GTG
WT := [];
Nout := [];
Nin := [1;
Q := A!.states;
q0 := A! . states + 1;
qf := A!.states + 2;
for i in [1 .. qf] do
Nin[i] := 0;
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od;
Nout [q0] := 0;
Nout [qf] := 0;

# Value not used but saves tests

# Value not used but saves tests

Invertices := [];
Qutvertices := [];
for i in [1 .. Q+2] do

Invertices[i]

Outvertices[i]

od;

#t Function that computes the GTG (generalized tramsition graph)

= [1;
= [1;

#Ht associated with the given FA.

computeGTG := function()
. Cédigo igual ao da fungBo NardFAtoRatExp ...

end;

#t End of computeGTG() --

#& Function that deletes a state in the GTG

destroyState := function(n)
. Cédigo igual ao da fungBo NardFAtoRatExp ...

end;

## End of destroyState() --

computeWeight := function(i)
... Cédigo igual ao da funglo FAtoRatExp ...

end;

#t End of computeWeight() --

computeWDist := function(q)

local i, j, k, w;

w o= 0;

for i in Invertices[q] do

for j in Outvertices[q] do

if j in Outvertices[i] then

1

if Nout[j] = 1 and Nin[j] = 2 and Nin[q] = 1 then

£i;

if Nout[i] = 2 and Nin[i] = 1 and Nout[q] = 1 then

fi;

for

od;
for

od;

bonus[q] := bonus[q] + computeWeight(j);

bonus[q] := bonus[q] + computeWeight(i);

k in Invertices[i] do
w = w + WT[k][i];

k in Outvertices[j] do
v = w + WT[jI[k];
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od;
od;
return(w);
end;
#% End of computeWDist() --

computeDistGain := function(q)
local s, t;

dist_gain := List([1..Q], x->0);
for t in Outvertices[q] do
if ForAll(Invertices[q]l, x -> t in Qutvertices[x]) then
dist_gain[t] := dist_gain[t] + Nout[t];
fi;
od;
for 8 in Invertices[q] do
if ForAll(Outvertices[q], x -> s in Invertices[x]) then
dist_gain[s] := dist_gain[s] + Nin[s];
fi;
od;
end;
#¢ End of computeDistGain() --

computeBest := function()
local i, j, 1, s, t, dg;

if Q = 2 then
return(i);
£i;
bonus := List([1..Q], x->0);
1:=[];
j = 0;
for i in [3..Q] do
AddSet(l, [computeWDist(i)-computeWeight(i) + bonus[i],
jm=i+y
od;
if j > 1 then
s := 1[j-11[2];
t = 1[j1[2];
computeDistGain(s);
dg := StructuralCopy(dist_gain);
computeDistGain(t);
if dg[t] > dist_gain[s] then
return(s);
else
return(t);
£i;
else
return{1[j]1[2]);
£i3

il);
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end;
i+

End of computeBest() --

removelmediate := function()

end;
23

local i, flag;

flag := false;
for i in [3..Q] do
if Nin[i] = 0 or Nout[i] = 0 or
(Nin[i] = 1 and Nout[i] = 1) then
flag := true;
destroyState(i);
break;
£i;
od;
if flag then
removeImediate();
£i;

End of removelmediate() --

- Main Code

computeGTG();

removelmediate();

while Q > 2 do

od;
for

od;

if T

else

DEPARTAMENTO DE
FACULDADE DE CIENC

q := computeBest();
destroyState(q);

removelmediate();

i in [1..Q] do
destroyState(1);

[11[2] = 0 then
if A!.type = "epsilon" then

r := RatExpOnnLetters(l, [J, “empty_set");
else

r := RatExpOnnLetters(
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ShallowCopy(FamilyObj(A)!.alphabet), [], "empty_set");

fi;
Setter(SizeRatExp)(r,0);
MinimalKnownRatExp(A) [1] := r;

return(r);

r := T[1][2];
if WT[11[2] = O then

CIENCIA DE COMPUTADORES
tAS DA UNIVERSIDADE DO PORTO

Rua do Campo Alegre, 823

4150 - 180 PORTO

PORTUGAL
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Setter(SizeRatExp)(r,1);
else
Setter(SizeRatExp) (r,WT[11[2]);
£i;
return(r);
i

end;
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