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Resumo

O objectivo desta tese é o estudo de solugdes estaciondrias, espacialmente periédicas em
sistemas de equagoes diferenciais parciais (EDPs) com simetria F(n) que sao obtidas por
bifurcagao de uma solugao estaciondria invariante por E(n).

Recentemente Kudrolli, Pier e Gollub [3] relataram a observagao, na experiéncia de Faraday,
de um padrao regular que apresenta simetria triangular e é espacialmente periédico numa
rede hexagonal - super-triangulos.

Neste trabalho provamos a existéncia genérica de ramos de solugdes com simetria triangular e
espacialmente periédica por uma rede hexagonal por bifurca¢ao de uma solugao estacionaria
invariante por F(2) em sistemas de EDPs com simetria euclidiana. Comegamos por usar o
método apresentado por Dionne e Golubitsky [3] para reduzir este problema a um problema
de bifurcagio Dg+T2-equivariante definido em espagos absolutamente irredutiveis e livres de
translagao de dimensao 12. Considerando a forma geral de um campo de vectores Dg+T"2-
-equivariante, mostramos a existéncia genérica de ramos de solugdes com simetria triangular
por bifurcagao transcritica do equilibrio trivial. Finalmente provamos que estas solugoes
(préximo da solugéo trivial) sio genericamente instdveis.



Abstract

The aim of this thesis is to study the existence of time independent spatially periodic solu-
tions in systems of partial differential equations (PDEs) with euclidean symmetry through
bifurcation from an invariant equilibrium. Recently Kudrolli, Pier and Gollub [3] reported
the observation, in the Faraday instability, of a regular pattern with triangular symmetry
and spatially periodic in an hexagonal lattice - super-triangles.

In this thesis we prove the generic existence of branches of solutions with triangular symmetry
that are spatially periodic in an hexagonal lattice through transcritical bifurcation of a
stationary E(2)-invariant solution in systems of PDEs with euclidean symmetry. We begin
by using the method presented by Dionne and Golubitsky [3] to reduce this problem to a
Dg+T"2-equivariant bifurcation problem defined in translation free 12 dimensional absolutely
irreducible spaces. We consider the normal form of a Dg-+71?-equivariant vector field and we
show the generic existence of branches of solutions with triangular symmetry by transcritical
bifurcation of the trivial equilibrium. Finally we prove that these solutions (near the trivial
solution) are generically unstable.
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Capitulo 1

Introducao

Sistemas de equagoes diferenciais parciais tais como as equagoes de Navier-Stokes, a equacao
de Kuramoto-Sivashinsky e as equagoes de Reacgiao-Difusio (com coeficientes de difusao
constantes) possuem simetria euclidiana quando definidas em R”. E usual a procura de
solugoes estaciondrias (independentes do tempo) e espacialmente periddicas de tais sistemas.
Tipicamente, estas solugdes sao obtidas por bifurcagiao de uma solugio estacionaria invari-
ante pelo grupo euclidiano E(n) (grupo gerado pelas transformagoes ortogonais de O(n) e
translagoes em R") apds perda de estabilidade linear.

Dionne e Golubitsky [3] e Dionne [2] provam a existéncia de uma classe de solugoes es-
taciondrias de sistemas de equagoes diferenciais parciais (EDPs) com simetria euclidiana:
solugdes periddicas relativamente a uma rede (em R? e em R?). Para isso usam o Lema
Equivariante dos Ramos (ver por exemplo [6] Teorema XXIII 3.3), um importante resultado
em teoria de bifurca¢do equivariante. FEste resultado garante a existéncia de equilibrios
que possuem determinadas simetrias, desde que um critério algébrico seja satisfeito, em
problemas de bifurcagfo simétricos por um grupo de Lie compacto. Em (3] classificam as
solugoes cuja existéncia é garantida pelo Lema Equivariante dos Ramos.

Para o caso n = 2, o interesse por solugoes nao garantidas pelo Lema Equivariante dos
Ramos aumentou recentemente com a observagio de padroes que nao satisfazem o tal critério
algébrico: por exemplo, Kudrolli, Pier e Gollub [12] relatam a observagao, na experiéncia
de Faraday, de um padrao regular (o ”superlattice-I") que apresenta simetria triangular e
¢ espacialmente periédico numa rede gerada por dois hexagonos orientados por um angulo
de 22 graus. Ver Figura 1.1. Silber e Proctor [13] apresentam uma andlise que mostra que
tais padroes com simetria triangular podem surgir directamente por bifurcacgao transcritica
de uma solugao estaciondria invariante por £(2). Posteriormente Judd e Silber [11] afirmam
a instabilidade genérica de tais solugdes (préximo da solugao estacionaria invariante por
E(2)). Ver também Skeldon e Silber [14]. O argumento usado na prova desta instabilidade
baseia-se na instabilidade de solugoes com simetria Dg (super-hexdgonos) obtidas também
por bifurcagio transcritica da solugio estaciondria invariante por I2(2) (solugbes garantidas
pelo Lema Equivariante dos Ramos).

Neste trabalho usamos o método apresentado por [3] para reduzir a procura de solugoes
espacialmente periddicas por uma rede hexagonal e com simetria triangular de um sistema
de EDPs com simetria euclidiana F(2) a um problema algébrico. Provamos no Teorema
5.2.10 a existéncia genérica de ramos de solugdes com simetria triangular e espacialmente
periddicas por uma rede hexagonal - super-triangulos - por bifurcagao da solugao estaciondria




Figura 1.1: Super-triangulos ("superlattice-I") obtidos na experiéncia de Faraday (imagem
tirada de Kudrolli, Pier e Gollub [12])

trivial em sistemas de EDPs no plano com simetria euclidiana. A bifurcacao é transcritica
e depende apenas do termo quadratico (como sugerido por Silber e Proctor em [13]) da
expansao de Taylor da redugao de Liapunov-Schmidt g do problema original ao nicleo do
operador linear na solugao estaciondria trivial (no valor critico do parametro de bifurcagéio)
restrito as solugoes periédicas por uma rede hexagonal (Teorema 5.2.8). Descrevemos a
estabilidade dessas solugdes (Teorema 6.3.3) e mostramos que sdo genericamente instéveis
préoximo da solugao trivial. Comparamos os resultados obtidos por Dionne, Silber e Skeldon
[4] para as solugdes com simetria Dg - super-hexdgonos - e constatamos que, apesar de ambas
as solugoes serem instdveis, as expressoes que descrevem os valores proprios dos respectivos
Jacobianos nas referidas solugoes dependem de maneira diferente dos coeficientes da expanséo
de Taylor da reducao de Liapunov-Schmidt g.

Este trabalho estd organizado do seguinte modo. No Capitulo 2 apresentamos alguns
conceitos fundamentais como os conceitos de acg¢io e representagao de um grupo de Lie, e de
simetria de um sistema de EDPs. Nos Capitulos 3 e 4 fazemos uma descri¢ao pormenorizada
da abordagem do problema. Esta parte do trabalho baseia-se na abordagem apresentada
por Dionne e Golubitsky [3]. No Capitulo 5 provamos a existéncia genérica de ramos de
solucdes com simetria triangular em problemas de bifurcaciao equivariantes por Dg+172,
considerando as representacoes de Dg+7? de dimensao 12 absolutamente irredutiveis, por
bifurcacéo transcritica do equilibrio trivial - Teorema 5.2.8. Como corolario deste resultado
obtemos o Teorema 5.2.10 que conclui acerca da existéncia genérica de ramos de solugoes
espacialmente periddicas por uma rede hexagonal e com simetria triangular - super-triangulos
- por bifurcagdo da solugio estaciondria invariante por F(2) em sistemas de EDPs (com
simetria euclidiana). Finalmente, no Capitulo 6, fazemos uma andlise da estabilidade destas
solugoes - Teorema 6.3.3.

No Apéndice A apresentamos a classificacao obtida por Dionne e Golubitsky [3] das solugdes
de EDPs com simetria euclidiana cuja existéncia é garantida pelo Lema Equivariante dos
Ramos.

No Apéndice B desenvolvemos com algum detalhe a teoria invariante do grupo Dg+72, para
as representagoes absolutamente irredutiveis de dimensao 12, apresentada por Dionne, Silber
e Skeldon [4].




Capitulo 2

Preliminares

Consideremos um sistema de equagoes diferenciais parciais definido através de um operador
F entre espagos de fungoes apropriados X' e Y de fungoes definidas em R"™ x R e assumindo
valores reais (para simplificar):

Ou(z,t)
ot

ondeu:R® xR — Re A éo parametro de bifurcacdo.

= Fluln; 1)) (2.1)

A simetria de um sistema de equagoes diferenciais parciais é especificada em termos de um
grupo de transformacoes das variaveis que, de certo modo, preservam a estrutura da equagao,
em particular, as suas solugoes.

2.1 Grupos de Lie, acgoes e representagoes

Seja I' um grupo de Lie e V' um espaco vectorial real de dimensao finita. Dizemos que I'
actua (linearmente) em V' se existe uma fungao (a ac¢do) continua e diferencidvel

'xV — V
(v,vv) = 7o

tal que:

e para cada vy € I', a fungdo p, de V em V definida por p,(v) = 7 - v é linear;

e sev,v2 € I', entdo v1 - (72 - v) = (71y2) - v, para todo v € V.

Temos entao que a funcao
p: I' — GL(V)
T B Py



define um homomorfismo de grupos e diz-se uma representagio de I' em V onde GL(V)
denota o grupo das fungoes lineares de V' em V invertiveis.

Sendo I' compacto, existe um produto interno <,> em V tal que para todo v € I, p, é orto-
gonal ([6] Proposi¢ao XII 1.3): <p,(v),p,(v)> = <v,v> para todo o v € V; equivalentemente,
considerando uma base ortonormada de V' relativamente a <,>, digamos b, se M, denota a
matriz de p, relativamente a b, e n = dimV/, entéao MHJM# s Thanens

Portanto se I' ¢ um grupo de Lie compacto com acgao linear num espago vectorial real V' de
dimensao finita, sem perda de generalidade, podemos supor que essa acgio é ortogonal. Isto
é, pr é isomorfo a um subgrupo (fechado) de O(n), onde

O(n) = {A € Myxa(R) : AA* = Id,}

2.2 O grupo euclidiano

O grupo euclidiano E(n) é o grupo das transformagoes (afins) no espaco euclidiano que

preservam a distancia. Isto é,
E(n) = O(n)+R"

e portanto todos os elementos de E(n) sao da forma (h,t) onde h é uma transformacao
ortogonal e ¢ uma translagao. A acgéio de (h,t) em = € R" é definida por

(h,t) x=hx+t (2.2)
Esta acgao de E(n) em R™ for¢a o produto de (hy,t1) e (ha,t2) a ser definido por
(h1,t1)(ha,t2) = (Raha, t1 + hata)
A acgdo de E(n) em fungoes u : R® x R — R ¢é definida por
v - u(z,t) = u(y tx,t) (2:3)
para todo v € E(n).

Observemos que F(n) nao é compacto.

2.3 Simetria de um sistema de equacoes diferenciais parciais

Seja I' um grupo de Lie. O elemento v € I' é uma simetria de (2.1) se, para toda a solugao
u de (2.1), v - u também é solugao.

Seja v = 7 - u, entdao
v
E—F(U,/\)—F(v-u,/\)
¢ 9 0
v u
“é)*tv-’Y'é;—’Y'F(uw\)

10




Portanto v - F(u, A) = F(y - u, A) para toda a solugdo de (2.1). Se F satisfaz
v F(u,A) = Fly-u, ) (2.4)

para todo u € X dizemos que F é y—equivariante (ou comuta com 7). Dizemos que F é
I'-equivariante se F' é y—equivariante para todo v € T.

11



Capitulo 3

Descricao do problema

Estamos interessados em solugoes estaciondrias (e espacialmente periddicas) de (2.1). Isto é,
solugdes de (2.1) que satisfazem

F(u, \) = 0. (3.1)

Mais a frente descrevemos a periodicidade de u.

Hipodteses:

(i) Assumimos que u = 0 é solugdo de (3.1), isto é,
F(0,A) =0, paratodoo A€ R (3.2)
(ii) O operador F' tem simetria euclidiana, ou seja, F' comuta com E(n) :
F(y-u,A) =7 F(u,A) (3.3)

paratodou € X, A e Re v € E(n).

Observar que, pela linearidade da acgio, a solugao u = 0 referida na primeira hipétese é
wnvariante por E(n), ou seja, v -0 = 0 para todo v € E(n). Dizemos que a solugao v = 0
tem simetria E(n).

(iii) Existe um valor de A mais pequeno, digamos A., para o qual o niicleo da linearizacao
de (3.1) em (0, A;) é nao-trivial. Portanto,

ker(DuF)(O,/\c) a {0} (34)
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E assumimos que, para A., existe um nimero de onda tinico k. tal que apenas as funcées de
onda

TUK(TC} — 6271'1']\’-;1: (35)

com K tal que |K| = k, pertencem ao niicleo. Aqui denotamos por K -z o produto escalar
usual de K por z (em R™).

Conceito de bifurcacao

Seja
n(A) =#{(u,\) e ¥ xR : F(u,\) =0}

o ntimero de solugoes (u, A) de (3.1) para cada A ¢ R.

O nosso estudo serd local. Portanto supomos que (3.1) apenas est4 definida numa vizinhanca
de (0,Ac) e que n(A) conta o nimero de solugdes nessa vizinhanca. Dizemos que (0, A.) é
ponto de bifurcacao se n(A) variar numa vizinhanca de ..

Observemos que a condicao (3.4) é necessdria para que haja uma bifurcacio em A = A..
Se (3.4) nao se verificar entdo, pelo Teorema da Funcdo Implicita, poderfamos definir
explicitamente em fungdo de A numa vizinhanga de A, e, portanto, para cada A préximo de
A¢ existiria exactamente uma solucao de (3.1).

Estamos interessados nas solugoes estaciondrias de (3.1) que bifurcam de v = 0, & medida que
A varia. Em particular, estamos interessados em solugdes que sejam espacialmente periodicas.
Queremos, portanto, redefinir o problema no espago das fungoes peridédicas relativamente a
uma rede L.

3.1 Rede e funcoes L-periddicas

Dados n vectores em R" linearmente independentes, uma rede £ (de dimensao n) é o conjunto
de todas as combinagoes lineares de coeficientes inteiros destes vectores.

Exemplo 3.1.1 Para n = 1 existe, a menos de escala, uma rede com vector base [ = 1.
Neste trabalho estamos interessados em redes planares. Isto é, conjuntos do tipo:
L= {mily +mals : my,my € Z}

onde l1,ly € R? e sdo linearmente independentes.

As redes planares estao classificadas em cinco tipos: rémbica, quadrada, hexagonal, rectan-
gular e obliqua. Ver Amstrong [1].

13




Exemplo 3.1.2 Para a rede hezagonal podemos escolher, a menos de escala, como geradores

hz(%,l) ely = (%0)

Uma fungéo u diz-se L-periddica se u(x +1) = u(z) para todool € L e z € R"™,

Observemos que a rede £ ¢ um subgrupo do grupo das translagoes. Designamos por X e
V¢ o espaco das fungoes de X' e de Y que sao L—periddicas, respectivamente. Uma vez que
F comuta com E(n), segue que

P XC x R —iyﬁ (36)

De facto, seja u € Xz e v = F(u,A) € Y. Entao se [ € L, temos que
v = - F(u,\)

[-
= F(-u,\)
= F(u,X)

]

Ou seja, v € Yg. Portanto F' envia fungoes de Xy em )y,

Vamos ver na proxima sec¢ao que o maior subgrupo de E(n) que actua no espacgo das fungoes
L-periddicas, digamos I", é compacto.

A restrigao de (3.1) as fungoes periddicas relativamente a uma rede £ fixada garante que o
nicleo V' = ker D, (0, \;) seja um subspago de dimensao finita de Xz, e assim aplicando
uma redugao de Liapunov-Schmidt (que preserve a simetria) (Golubitsky e Schaeffer [5]
Capitulo VII) obtém-se um problema de bifurcacdo do tipo

g(v, A) =0,

em que g : V x R =V comuta com ['. Voltaremos a este assunto na préxima secg¢ao.

3.2 Problema restrito ao espago das fungoes L-periddicas

Para reformular F' : X x R —) no espago das fungoes L—periddicas, é necessédrio caracterizar
o maior subgrupo I' de E(n) que deixa o espago X invariante, ou seja, vXy C Xz para todo
e L

Lema 3.2.1 O grupo R"™ das translagoes deixa o espago das fungoes L—periodicas invari-
ante.

Demonstragao. Sejat € R, [ € £ e u uma fungao L—periddica. Entao
tou(z) =ult™! 2) =ulz -t

Logo
tuz+)=ulx+l—t)=ulz—t+1)=ulz—t) =t u(x)

14



para todo o [ € L. Isto é, a fungao ¢ - u é L-periddica. m

Sejam s,t € R™ tais que s — ¢t = [ € £ e v uma fung¢ao L—periddica. Entao
t-u(z) =u(fz—t)=ulz -t - 1) =u(z — 8) =5 u(z)

Portanto a accio efectiva do grupo de translacoes no espago das fungoes £—periodicas é o
toro de dimensao n,
I = R*/ L,

ou seja, as translagoes médulo a rede L.

Definigao 3.2.2 A holoedria de uma rede é o maior subgrupo de O(n) que preserva a rede.

Exemplo 3.2.3 Para n = 1 a holoedria é Zy (gerada por 7 tal que 7 -z = —x).

Exemplo 3.2.4 A holoedria da rede hexagonal é Dy, o grupo diedral de ordem 12.

Lema 3.2.5 A holoedria H de uma rede L deiza o espago das func¢oes L—periddicas inva-
rante.

Demonstragao. Seja h € H, [ € £ ¢ v uma funciao £—periédica. Entdao I’ = h~! - pertence
a L por definicdo de H. Logo

h-u(z) = u(h ™' 2)

h iz +1)

hlg + A1)
=Yz +1))

u

I
s =2

(
(
(
(

e portanto A - w é também L—periddica. =

O Lema 3.2.1 e o Lema 3.2.5 dao origem & seguinte proposigao:

Proposigao 3.2.6 O mator subgrupo de E(n) que deiza invariante o espago das fungoes
L—periddicas € a soma semi-directa

=H+T" (3.7)
Temos entao que I' é o maior subgrupo de E(n) que deixa os espagos de fungoes X e

Ve invariantes. Como F é E(n)-equivariante, entdao F : X x R —)Y, é I'—equivariante.
Observemos também que I' é um grupo de Lie compacto.

Resumindo: consideremos F' como em (3.6), isto é, F' : Xp x R -V, e ' = H4T™ como em
(3.7). Entao
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(i) o operador F' é I'—equivariante e I' ¢ um grupo de Lie compacto.

(ii) V =ker(D,F(0, ;) C X é invariante por I' e tem dimensao finita: o subespago V é
formado pelas combinagoes lineares das partes real e imagindria das fungoes de onda
do tipo (3.5) em que os vectores K sdo os vectores da rede dual de £ (ver Definicio
3.4.1 de rede dual) cuja norma é k.. Mostramos na Proposi¢iao 3.4.4 que estes sao em
nimero finito. Ver um exemplo na Figura 4.1.

Consideremos entao, a partir de agora, o problema (3.1) restrito a A, isto é,
F(u,\) =0, weX, eR (3.8)
Seja entao V' = ker(D, F(0, A;)). Entdao por uma redugio de Liapunov-Schmidt que preserve

a simetria ([6] VII 3 p.300-308), reduzimos (3.8) a um problema de bifurcacio com simetria
I', do tipo

9(v,A) =0 (3.9)

em que g : V' x R =V comuta com T, g(0,) =0 e (Dug)(,,) = 0. Observemos que

ker(D?Jg){{],)\,;) =V= ker(D'u.F)([].)\n)

Cada solugdo de (3.9) com simetria ¥ C I' estd associada a uma solugao (estacionaria) de
(3.8) com a mesma simetria (estdo em correspondéncia biunivoca).

Além disso, podemos assumir que V é absolutamente irredutivel por I', isto é, as unicas
aplicagoes lineares de V em V que comutam com I sdo as multiplas escalares da identidade
em V ([6] Proposicao XIII 3.2.). Veremos mais tarde a utilidade desta hipdtese.

3.3 Reducgao a um problema algébrico e solugoes axiais

Seja v uma solugao de (3.9). Uma simetria ¢ de v é um elemento de I" que fixa v, ou seja,
tal que o - v = v. O conjunto de todas as simetrias de uma solugao é um subgrupo de I'; o
subgrupo de isotropia de v:

Definigao 3.3.1 (i) Seja v € V. O subgrupo de tsotropia de v é

Yy={yel:yv=u}

(ii) O subespaco de pontos-firos de um grupo £ é

Fix(E)={veV:c.-v=vVoek}

(iii) Um subgrupo de isotropia X diz-se azial se dim Fix(2) = 1. Uma solugao v de (3.9)
diz-se azial quando %, ¢ axial.
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Como consequéncia de g ser I-equivariante, temos que
g9(Fix(¥)) C Fix(X) para todo o subgrupo ¥ de I'. (3.10)

Na verdade, se v € Fix(X) e 0 € I, entéo o - g(v) = g(o - v) = g(v) e g(v) € Fix(¥).

Aplicando a regra da cadeia a identidade g(vy - u,A) = v - g(v, A) obtemos que

(Dvg)('y-v,)\) i St (Dvg)(-u,/\)) (3'11)

Portanto
(Dug)(wr) 7 =7 - (Dug)w,n)) Para todo o v € T, (3.12)

Em particular (Dyg)(,y) comuta com I'. Como assumimos que a acgiao de I' em V é
absolutamente irredutivel, entao

(Dug)0,3) = c(A)Idy

em que ¢: R - R é diferenciavel.
Enunciamos de seguida o Lema Equivariante dos Ramos. Este resultado permite-nos encon-
trar solugdes de (3.9) axiais.

Teorema 3.3.2 (Lema Equivariante dos Ramos) Seja I' um grupo de Lie compacto
com acgdo absolutamente irredutivel e nao trivial num espago vectorial real V' de dimensao
finita. Sejo g : V x R — V wm problema de bifurca¢io com simetria I'. Portanto g € C°°,
comuta com T, g(0,A) = 0 e (Dug)op,) = 0. Seja (Dug)o,ny = c(A)Idy. Suponhamos
que ¢ (XN;) # 0. Se X C T é um subgrupo de isotropia axial, entdo existe um tnico ramo
diferencidvel de solugoes de g(v, A) = 0 contendo (0, ;) cujo subgrupo de isotropia de cada
solucdo € .

Demonstragao. Ver por exemplo [6] Teorema XIII 3.3. m

Este teorema permite-nos encontrar classes de solugoes axiais. De notar que, em geral,
podem existir solugdes cujo subgrupo de isotropia ¥ satisfaz dimFix(¥) > 1. No Capitulo
5 mostramos a existéncia genérica de ramos de solugoes com simetria Dy de problemas de
bifurca¢io com simetria Dg-+T2. Estas solugoes tém subgrupo de isotropia com subespago de
pontos-fixos de dimensao 2 e correspondem a solugoes de (3.8) em que L é a rede hexagonal.

O procedimento seguido por Dionne e Golubitsky [3] para caracterizar todas as solugoes de
(3.8) com simetria axial é o seguinte:

1. enumerar as redes L,
2. para cada rede determinar V, o nicleo de (DyF)( a,);

3. enumerar os subgrupos de isotropia axiais de I' = H + T (resultantes da acgao de T’
em V).
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Simplificagoes do procedimento

A classificacao dos subgrupos de isotropia é feita a menos de conjugagao. Como o sistema
de EDPs tem simetria F(n), se u é solu¢ao de (3.1) entao v - u também ¢ solugao de (3.1)
qualquer que seja v € E(n). Além disso, mostra-se facilmente que vX,y~ ! = Ly, OU seja,
os subgrupos de isotropia de 7 - u e de u sdo conjugados. Como Fix(vE,v7!) = vFix(¥,)
vem que Fix(X,.,) e Fix(X,) tém a mesma dimensdo. Em particular, ¥,., ¢ axial se e s6
se X, é axial. Portanto, de cada solugao u com simetria ¥ de (3.1) obtemos uma drbita de
soluges {7 u :7v € E(n)} com subgrupos de isotropia conjugados de ¥,,.

Observemos também que o passo 2, pelo que anteriormente afirmamos, ¢ equivalente a
enumerar os subespagos absolutamente irredutiveis por I'.

Podemos restringir a procura de solugdes estacionarias espacialmente periédicas com deter-
minada simetria que bifurcam de um equilibrio trivial, nalguma rede, considerando apenas
subgrupos de isotropia e representagoes livres de translacio. Dizemos que ¥ C H+T™ é livre
de translagdo se ¥ NT™ = 1. Se uma solugao L—peridédica tem uma simetria de translacao
que nao esta em L, entdo existe uma rede mais fina (se £ N 7™ é finito) ou de dimensao
inferior (se ¥ N 7™ é continuo) que suporta esta solugao. Em qualquer dos casos a solugio
aparecerd numa rede £’ como uma solucio associada a um subgrupo de isotropia ¥’ livre de
translagao (ver [3], p. 42).

Observemos que se uma translacio ¢t € T™ actua trivialmente em V| entao todo o subgrupo
de isotropia da accdo de I' em V contem ¢. Portanto, todas as solugoes obtidas deste V
aparecerao noutra rede e, portanto, podemos ignorar V' na nossa classificagao. Dizemos que
uma representagao de I' em V' é livre de transla¢do se a dnica translagao em T que actua
trivialmente em V' é a identidade em T7.

Com estas simplificagoes, o procedimento seguido em [3] é o seguinte:

1. enumerar as redes L;
enumerar os subespacos V' absolutamente irredutiveis pela acgao

deD=H+T" em Xr que sao livres de translagao; (3.13)
3. enumerar as classes de conjugagio dos subgrupos de isotropia
axiais livres de translagio para cada subespago enumerado no passo 2.

No Apéndice 1 abordamos o ponto 3 do procedimento. O préximo capitulo é dedicado ao
ponto 2. Para tal é essencial introduzir o conceito de rede dual.

3.4 Rede dual e nicleo da linearizagao

Vamos assumir que X’ e )/ s@o escolhidos de modo a que as fungoes £—periddicas em Xy e
YV, admitam expansoes da forma
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u(m) = zle’i2TTK1‘;L‘ + 228122#1(2..7: + ny + Elefi‘,zﬂ'K]I + EQBA'LQT!'I{Q'L‘ + .

= zleiZTrKl'I' i zge’iZTer-.r S v sl (314)

A funcéo wrlr) = €i2 T diz-se uma fungde de onda, com vector de onda K e nimero de
¢ )
onda k = iK‘ .

Definicao 3.4.1 A rede dual de uma rede £ é o conjunto

LF = {K g pr o girhe g L-periédica}

Assumimos que X e ) podem ser escolhidos de modo a que as fungoes £—periddicas de X,
e V¢ tém expansoes de Fourier em termos de fungdes de onda cujos vectores de onda estao
em L*

Proposigao 3.4.2 A rede dual L* ¢ wma rede e K € L* se e s6 se K-l e Z, ¥Vl € L.

Demonstragao. Por definicdo de rede dual K € £* se e s6 se [ - ™K@ = 2780 g0 6,

i2r K (2—1) _ ei2rK-x

e
o e-—z’27rK-lei27rK-$ o= ei21rK~:c
o e—i?'rr[f-i —
< K lelZ
|

Observemos que os geradores k; da rede £* podem ser escolhidos de maneira a que

kil = by (3.15)
onde l; sao os geradores da rede £ e d;; = { (l) z: i i j

Exemplo 3.4.3 Para a rede hexagonal (ver Figura 4.1) escolhemos como base de L£* os

vectores
3 1
ki=(0,1) e ky = (_‘C —_).

Dimensao do ntcleo

Antes de mostrarmos que V =Ker(D, F )(D’AC) C Xr tem dimensao finita, observemos que se
h € O(n) entao
h wi(z) = wpk ()
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De facto, como h~! = h? temos que

hwg(z) = wg(h™'z)
- e27riK.h,_1.‘z:

eQ'niK.h‘:}
eQm’(hK).n!

= whk(x)

Em particular, como H contém sempre a reflexdo 7 tal que 7 -z = —x, temos que 7wy =
W_K.

Proposicao 3.4.4 O subespago V = ker(DyF) 5,y € Xz tem dimensdo finita.

Demonstragao. Consideremos F' : xR —) como em (3.1). Seja L, : X—) a
linearizagdo na solugao trivial, ou seja, Ly = (DyF) ). Seja A € R. A equivaridncia
por O(n) de L, garante que se wx € uma fungao prépria associada ao valor proprio nulo,
entao wy também é, para todo o K’ com o mesmo nimero de onda k. De facto, se v € O(n)
e Ly, wxg =0 entao

Ly.(y-wk) =7 (Lrwg) =7-0=0

portanto v - wg = wyg pertence ao nicleo de Ly, . Observemos que para todo K' tal que
|K'| = | K| existe um 7 € O(n) tal que K’ = 7K.

Uma vez que assumimos que existe um A. mais pequeno e um tunico niimero de onda critico
k. tal que todas as fungoes de onda wx com niimero de onda | K| = k. sao vectores nulos de
L, (relembrar (3.5)) segue que ker L), C & tem dimensao infinita.

Se fixarmos uma rede £, existe um niimero finito de vectores K € L£* tal que |K| = k., ou
seja, existe um nimero finito de fungdes de onda L-periédicas com nimero de onda |K| =
k¢: no plano, geometricamente (ver Figura 4.1), o nimero de vectores de onda K tais que
K| = k. é dado pela interseccao da circunferéncia de raio k. centrada na origem com a rede
dual £*. Portanto o nicleo da linearizagao de (3.6) é finito. m

Observemos que o facto de V' ter dimensao finita, estd relacionado com a compacidade de T'.

Observagao 3.4.5 Seja £ a rede cuja rede dual L£* é gerada por vectores de onda de
comprimento 1. Seja sL a rede que consiste de todos os vectores sl onde | € £. De (3.15)
concluimos que (s£)* é gerada por vectores de comprimento 1/s. Portanto escolhendo s
apropriado, conseguimos fazer com que qualquer circunferéncia de vectores de onda duais
tenha numero de onda k. e, portanto, V serd gerado por fungoes de onda com vectores
de onda dessa circunferéncia. Assim, todos os subgrupos de isotropia que enumerarmos de
acordo com o procedimento correspondemn a solugoes estaciondrias espacialmente periddicas
que bifurcam simultaneamente da solugao trivial em A = A..
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Capitulo 4

Representacoes irredutiveis

Neste capitulo descrevemos os subespacos irredutiveis pela accao de grupos do tipo H41T7,
em que H é a holoedria de uma rede de dimensiao n. Seguimos Dionne e Golubitsky [3].
Uma representacgao ou acgao de I' em V' diz-se irredutivel se os inicos subespagos I'—invariantes
de V sao {0} e V. Um subespaco W C V diz-se I'—irredutivel se W é I'—invariante e a acgao
de I" em W é irredutivel. Se a acgdo de I' em V é absolutamente irredutivel entao também é
irredutivel ([6] Lema XII 3.3). A implicagio inversa nem sempre é verdadeira mas verifica-se
para grupos do tipo H+T™ (ver Observagio 4.0.8).

Portanto o ponto 2. do procedimento (relembrar (3.13)) pode ser substituido por:

e cnumerar os subespagos irredutiveis livres de translagao que podem ocorrer pela accao
de H+T™ em Ar.

Seja I' = H+T™. Comegamos por observar que para que V seja I'—irredutivel terd de ser
invariante por 7. Como 7™ é um grupo de Lie compacto a actuar em V' = R™ entao podemos
escrever V como soma directa de subespagos T"-irredutiveis ([6] Coroldrio XII 2.2) da forma

Vi = {Re(zwg(z)) : 2 € C} = {zw;{(a:) + zwg(x) : 2 € (C} L (4.1)

De facto, o subespago bidimensional Vi = {Re(zwg(z)) : z € C} é T™-irredutivel: dado
t € T™, entao
t-wg(z) =wg(r —t) = wg(—t)wk (),
e portanto Vi é T"—invariante. Observando que qualquer subespago de Vi se poderia
escrever como
{Re(zwk(z)) : z = a(a + ib),a € R}

com a, b € R fixados, que nao é T"—invariante, concluimos que Vi é T"-irredutivel.

Observagao 4.0.6 Os espacos Vi e V_ g sao iguais uma vez que

Vok ={zw_g +Zwg : 2 € C} = {Fw_g + 2wk : 2 € C} = Vg
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Além disso, é facil ver que Vi e Vi sao iguais se e s6 se K = +K'. Portanto os subespacos
I-irredutiveis V' (ou as representagoes irredutiveis de I') tém a forma

V=Vk @ - @Vg, =C* (4.2)

para alguns vectores de onda K,..., K, € £*.

Proposigao 4.0.7 [3] O espago V em (4.2) é I'—irredutivel se e s6 se o conjunto dos 2s
vectores duais {+K3,..., =K} é uma 6rbita em £* da accio de H.

Demonstragao. Suponhamos que A = {£Kj,...,£K,} é uma érbita de H. Entao para
todo K;, K; € A existe v € H tal que vK; = Kj, isto é, vV, = Vi, . Segue trivialmente que
V em (4.2) é I'—irredutivel.

Seja V irredutivel por I'. J4 vimos que para V ser invariante por 7™ tera que ser como em
(4.2) onde cada Vg, é T"—irredutivel. Para que nao exista um subespaco de V que seja
['—invariante entao quaisquer que sejam os K;, K; em A tem de existir um v € H tal que
vK; = K; (caso contrério {yVg,,y € H} seria um subespaco préprio de V invariante por H
e por I'), isto é, A é uma 6rbita de . m

Observacao 4.0.8 E ficil mostrar, utilizando (4.2), a Proposigio 4.0.7 e o facto de que 7
tal que
T T =—2I

pertence a H, que se V é um espaco [-irredutivel, com I' = H+71™, entao também é
absolutamente irredutivel pela acgio de T

Observagao 4.0.9 Como 2s divide |H| entao s divide |H| /2 (ver [6] Proposigao XIII 1.2).

Exemplo 4.0.10 Para n = 1, a holoedria é Z,. Da observaciao anterior obtemos s = 1 na
equacao (4.2). Portanto as representacoes irredutiveis por Zo+7" sio apenas

Vic = {Re(2e®™K%) . 2 € C}, K =1,2,...
Observemos que a translagao = — x + (1/K) actua trivialmente em Vi :
% wk(x) = wi(—F)wk(x)

e—ZWiK%wK ('13)
_— e—2m,wK (’I:)

= wg(z)

Consequentemente Vi é livre de translagoes se e 86 se K = 1. Portanto o tinico subespaco
irredutivel que é necessario considerar é V.
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Exemplo 4.0.11 Para a rede hexagonal temos que |H| = |Dg| = 12. Portanto 2s divide 12.
No Quadro 4.1 apresentamos as representacoes irredutiveis por Dg-+T? livres de translacao.
Esta classificagao foi obtida em [3] paginas 44-47.

Base de L£* dim | Vi, & - & Vg,
b= (0,1) <l
" =(L§ 71) 6 Ko = —ky
2 302 K3 = -k
Ky = aky + kg

Ko =(—a+ Bk — aks
K3 = —pki + (a — B)k2
Ky = ok + (a — B)k2

Kg = —f8ky — aky

Ko = (—a+ Bk + Bkz
ev,Bedoa>f>8>0
(a,8)=1e(3,a+83)=1

12

Quadro 4.1: Representacoes irredutiveis livres

de translagdo para a rede hexagonal.

As restrigoes (o, ) = 1 e (3, + 8) = 1 garantem que as representagoes irredutiveis de
dimensao 12 sao livres de translagao. Ver na Figura 4.1 os vectores de onda das fungoes de
onda que geram o espaco de dimensao 12 que é Dg-+T?-irredutivel quando o = 3 e 3 = 2.

Figura 4.1: Vectores de onda das fungdes de onda que geram o espago Dg+T"2-irredutivel
de dimensao 12 para « = 3 e J = 2. Portanto para nimero de onda critico k. = VT
Observemos que, neste caso, o angulo entre K7 e K, ¢ aproximadamente 22 graus,
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Acgoes induzidas

O isomorfismo entre os espacos H-+T2-irredutiveis V = Vik, @ - @® Vg, e C* é o isomorfismo
obvio:

u(x) =2 = (ZI:ZQ: "'123)

onde u(z) = 21wk, (z)+ - -+ 2wk, (z)+e.c. Aquidenotamos u(z) = w+w por u(z) = wte.c

A accao de I' em V' induz uma acgao de T em C5.

Exemplo 4.0.12 Na rede hexagonal a accio de I' = Dg+7? em V com s = 6 induz uma
accao de I' em C8 gerada por

(pz,0)(2) = (22,73, %1, %5, %6, 24) (4.3)

(TE,O)(Z) = (26,25,24,23,22,21) (44)

(aqui p, /3 representa a rotagao de /3 em torno da origem e 7, a reflexdo no eixo dos zz) e

(1,t)(z) = (e 2miliit)y o=2mi(Kat)y, o=2milKat) o o=2milKat) yy o=2milKst) 5 o=2mi(Kot) 53
(e=2milati+Bta) 5 o=2mi((—a+B)ti—ats) 5, o=2mi(=Bti+(a=P)ta) 5, o=2milati+(a—P)tz)
e~ 2mi(=pti—ats) 5. 6—2“((—0+5)t1+ﬁt2)26)

(4.5)
em que t = t1ly + taly € T? (relembrar (2.2), (2.3) e o Exemplo 3.1.2).
Por exemplo para (p,/3,0), basta observar que a matriz que representa p, /3 relativamente a

base (ky,kq) € { _01 i } . Portanto

pzKy = Bk — (- Bk

= K
prKy = —Ki
pgKs = —Ky
priy = —Ks
prKs = —Ky
prie = —Ks
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logo

(pz,0) - (21wpe, (2) + 22wk, (T) + 23Wiey (7) + 24w, (7)

+ Z5Wiey (I‘) + 25Wi, (CL‘) + C.C.)

AWy Ky (z) + Z2Wp Ko () + zgwp%;{a(a:) + U (z)

+ 5Wpg Ky (z) + Z6Wp g K (z) +c.c.

AW- g, () + 22W-k, (%) + 23wk, (T) + 24w g ()

+ 25w_K4(m) + ZgwW_ Ky (I) + c.c.

Zowy, (z) + Z3WEK, (x) + ZIWEK, (CE) + Zswg, (ﬂ”) + Zewy, () + Zgwg, (z) + c.c.




Capitulo 5

Super-triangulos - existéncia

Consideremos a acgao de

I' = Dg+T?

em

vV =8

gerada por (4.3), (4.4) e (4.5). Recordar que V = Vi, @ - - @ Vg, em que K1, ..., K aparecem
no Quadro 4.1 do capitulo anterior, e que, dados a e 8 inteiros, tais que a > 3 > § > 0,
a e (3 sdo primos entre si e (3, + ) = 1, entdo a acgdo de I' no espago Vi, @ --- @ Vi, é
absolutamente irredutivel. Consideremos entao o problema de bifurcagao I'-equivariante

7= g(z,A), (5.1)

emquez€cV,Ae€Reg: VxR -V ¢C™ (e comuta com I'). Supomos que (z, A) = (0,0)
é ponto de bifurcagao:

9(0,0) =0,

(ng)(U,O) =0

Neste capitulo provamos a existéncia genérica de ramos de solugoes estacionarias de (5.1) com
simetria submaximal Dz, por bifurcag¢io transcritica do equilibrio trivial (Teorema 5.2.8).
No capitulo seguinte determinamos a estabilidade destas solugoes. Mostramos que préximo
de z = 0 sfo genericamente instaveis. A existéncia de um termo quadratico na expressao de
Taylor de g é determinante na prova da instabilidade dessas solugoes.

A instabilidade de solucoes com simetria axial em problemas de bifurcagiao cuja expansao de
Taylor inclua termos quadraticos é conhecida ([6] Teorema XIII 4.5). No entanto, as solugoes
com simetria D3 nao sao axiais.
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5.1 Problema de bifurcagao Dg+T?-equivariante

Nesta seccao apresentamos a expansao de Taylor do problema de bifurcacao Dg+7?-equivariante.
No Apéndice B apresentamos a prova da seguinte proposigao obtida por Dionne, Silber e
Skeldon [4]:

Proposigao 5.1.1 [4] Consideremos a ac¢do de Dg+T? em C® dada por (4.3), (4.4) € (4.5)
e g:C8 — C8 wma funcio C*. Entdo g é De+T?-equivariante se e sé se

91(215 29, 23,24, 25, ZG)
91(22523,2112552& )

Z4

91(23, 21, 22, %6, 24, 25)
g(z) = (5.2)

91(24126a35:31;23p22)

91(25724126322121:2:3)

91(2s, 25, 24, 23, 22, 21)

em que

g1(z) = z1fi(u1,ug, uz, ug, Us, us, q1, Gy, 04, Gy) + Z2Z3fo(ur, Uz, u3, Ug, us, UG, q1, Gy, G4, G4)

—a—f3-1_38 _ B_a—p3 =1 _a—8 _a—p_ ‘

+e1z; 2242t eaZ] zy z4 2z +0(2a)

2 ) Vg o}
onde u; = |z;|°, 3 =1,...,6, 1 = 212223, g4 = 242526, €1,e2 € R e f1, fa sdo C™ e tomam
valores complexos.

Demonstragao. Ver Apéndice B m

Notar que g como em (5.1) corresponde & restri¢ao de um problema com simetria euclidiana,
E(2). Foi observado em [4] a existéncia de uma simetria escondida 7, € E(2) que apesar
de nao deixar invariante V (logo 7, ¢ I'), deixa um subespago de V invariante. Mais
precisamente, T, ¢ a reflexdo na recta que contém o vector 3l; — aly e é tal que

?$(Zla22123:0:()30) = (E]a§3132:05010} (53)
Uma vez que
Fxg(z] )22y 23, 07 01 0) == Q(?a:(zl, 22, 23, 05 Oa O))
esta simetria escondida impoe uma restri¢ao adicional a g (2):
gl(zl,zz,23,0,0,0) = g1(21, 23, 22,0,0,0) (5.4)

Ver pormenores na Secgao B.2. Assim, usando a proposigao anterior e (5.4) obtemos que g
em (5.1) tem a forma (5.2) em que

g1(z,A) = Az + €Z2%3
+ zi(ar |21 [® + aa(|z2)* + |23)*) + aa |za]* + a5 |25]° + a6 |26]7)  (5.5)
+ ZoZ3(b1 |21 % + ba(|22|® + |2z3|%) + ba |za|* + bs |25|* + b |z6]%)
+ z1(c1212023 + 2242526 + dZ4Z5Z6) + O(5)

onde e, ay, aa, aq, a5, ag, b1, ba, by, b5, bg, c1, ca2 e d sao reais.

Assumimos as hipéteses do Lema Equivariante dos Ramos (Teorema 3.3.2). Relembrar que
como a acgdo de I' em V' é absolutamente irredutivel e g comuta com I, entao

(Dg)o,n = c(M)Idy
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Uma das hipéteses do referido lema é que ¢/(0) # 0. Assumimos que o tempo esté escalonado
tal que ¢(A) = A. Portanto (0, A) é um equilibrio de (5.1) assimptoticamente estdvel para
A < 0 e assimptoticamente instdvel quando A > 0. Procuramos solugoes estacionarias de

z=g(z,A) (5.6)

em que g é da forma (5.2) considerando g; como em (5.5).

5.2 Redugao a um problema Z,-equivariante

Queremos encontrar solugdes estacionérias de (5.1) com simetria D3, portanto vamos res-
tringir a nossa procura ao subespaco dos elementos de C® que tém, pelo menos, simetria Ds,
ou seja, ao Fix(D3). Consideremos entao

Dy =< P%;Tx >
em que

P%(z) = (z3,21,22,26; 24, 25)

7z(z) = (26,25, 24,23, 22,21)
Recordar (4.3) e (4.4). Facilmente se obtém que
Fin[ Dy} = {(oymuz %) 12 C}
logo

dim Fix(D3) = 2

D3 = E(z,z,z,z,z,z)

em que z € C\ R. Portanto D3 é um subgrupo de isotropia de I' com subespago de pontos-
-fixos de dimensao dois. Como g é [-equivariante, entao

9(Fix(D3)) C Fix(D3) (5.7)
(recordar (3.10)). Notemos também que
Dg =< Pz Tz >
é um subgrupo de isotropia axial de I', e
D3 C D,

logo
Fix(Dg) € Fix(D3)

Por (5.7), podemos considerar

glFix(Ds) : Fix(D3) x R — Fix(D3) (5.8)
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Figura 5.1: Super-hexdgonos

Como Dg ¢ axial e uma vez que estamos a assumir as hipéteses do Lema Equivariante dos
Ramos, o problema (5.6) admite um ramo de solugoes estaciondrias com simetria Dg por
bifurcag¢ao do equilibrio trivial em A = 0. Estas solugoes designam-se por super-hexigonos.
Ver Figura 5.1.

Mostramos agora a existéncia genérica de um ramo de solugdes estaciondrias de (5.6) com
simetria D3, por bifurcagao do equilibrio trivial em A = 0. Comecamos por caracterizar
(5.8). Isto é, queremos encontrar o maior subgrupo de Dg+T? que deixa Fix(Ds3) invariante.
Vamos ver que esse subgrupo é exactamente o normalizador de D em Dg+T2.

Definicao 5.2.1 Seja ¥ um subgrupo de I'. Definimos normalizador de ¥ em I :
N(EZ)={yeT: Ay = x}

Proposigao 5.2.2 Sejo ¥ um subgrupo de isotropia de T'. Entio N(X) é o maior subgrupo
de I' que deiza Fix(X) invariante.

Demonstragao. Vamos primeiro mostrar que N(X) deixa Fix(X) invariante. Sejam z €
Fix(¥) e v € N(¥). Queremos mostrar que - ¢ € Fix(X). Seja ¢ € X. Por hipdtese
v~ 1oy € E. Portanto vy 1oy - z = & 0 que implica que o(y - z) =7 - .

Seja G' o maior subgrupo de I' que deixa Fix(¥) invariante. Vamos mostrar que G ¢ N(X).
Sejam g € G e 0 € £ = L,. Entao

1

(gog™)-y=go(g™' y) =g - y=1y

pois g~! - y € Fix(Z) uma vez que g~! € G. Portanto gog™! € ¥ e gXg~! C ¥. De igual

forma, concluimos que g~!¥Xg C X. Portanto L = gXg lege N(X). =

Lema 5.2.3 O normalizador de D3 em I' = Dg+T2¢ D.

Demonstragao. O grupo Dg é gerado por Pz € Tr. Seja z € Fix(Ds). Entao
pzz =12 € Fix(D3) e 7z =1z € Fix(D3)
Portanto, Dg C N(D3) pois N(D3) é o maior subgrupo de I' que deixa Fix(D3) invariante.
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Entao ‘

(h, )(e,0)(h, )" = (1,8)(h,0)(, 0)((1,2)(h, 0))~"
= (1,8)(h,0)(0,0)(h,0)7}(1,£)! ‘
= (1,)(¢’,0)(1,¢)"! para algum o’ € D
= (1,1&)(0”,0)(1,*1‘,}
= (o/,0'(-t) +1)
Entdo (¢/,0'(—t) +t) € D3, logo o’(—t) = —t. Portanto ¢ = 0 uma vez que ¢’ é um elemento

qualquer de D3. m

O maior subgrupo de Dg+T? que deixa o espaco vectorial Fix(Ds) invariante é Dg, mas
observemos que a acgao de qualquer elemento de D3 C Dg em Fix(D3) é trivial.

Lema 5.2.4 O maior subgrupo de Dg com acgao efectiva em Fix(Dy) é ‘
N(D3)/D3 = Ly
e o problema (5.6) restrito a Fix(Ds)

: Fix(D3) x R — Fix(Dj)

lrix(Dy)
reduz-se a um problema Zo-equivariante:
§g: R2xR — R? ‘
(z,5,4) = (97(z,A),91(2,A))
onde z = (x +iy,...,x +1iy), Zo = {1,7} com

7(z,y) = (z,-y) (5.10)

(2), gi(z) designam a parte real e imagindria de g(z), respectivamente.

€M

Demonstragao. Temos que Fix(D3) 2 C e se z = (2, 2, 2, z, 2, z) entao

Fix(D3) x R — Fix(D3)
(Z,/‘\) s (g](Z,A),...,gl(Z,A))

g|Fix(D3) :

Sabemos que D3 <4 N(D3) uma vez que, por defini¢io, o grupo N(D3) é o maior subgrupo
de Dg+T? tal que D3 é subgrupo normal de N(D3) . Como

IN(D3)| 12

IN(Ds)/Dsl = =5 =

2

temos que N(D3)/D3 =~ Zjy. Observemos que
D¢=D3UpzDs ¢ N(D3)/Ds={Ds, psDs)
Um elemento da classe lateral Pz D3 é da forma pzro com g € D3. Se z € Fix(D3) entao

p%a-z:p%mxﬁ
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Portanto o problema (5.11) é equivalente ao problema Zj-equivariante

g: CxR — C
(z,A) = gqi(z,2,2,2,2,2,X)

onde § é Zy-equivariante, sendo Zg = {1,7}, em que 7 actua em C da seguinte forma:
Toig =iz,

Considerando o isomorfismo f : C — R? tal que f(z) = f(z + iy) = (x,y), obtemos (5.9).
"

Lema 5.2.5 Seja § como em (5.9). Entdo

.@(331'9,/\) = [P(Iayza/\)ayQ(I,y2= )\)] (512)
em que
p(z,y*, ) = Az+e(a® — ) +a(@® + zp?)
+(c+d +b)z* — 6ex®y® + (¢ — d — b)y* + O(5) (5.13)
g(z,y*,\) = A-2ez+a(z® +y°)
+(4¢c — 2d — 2b)z® — (4c + 2d + 2b)zy® + O(4) (5.14)

onde a = ay + 2as + ag + a5 +ag, b =0y +2b5 + by + b5 +bg € ¢ = ¢| + ¢o.

Demonstracao. E facil ver que, como consequéncia de ser Zg-equivariante, g ¢ da forma,

(5.12). Seja z = (2,2,2,2,2,2) = (x + iy,...,x + ty) € Fix(D3). Da equagao (5.5) obtemos
(2, 2) = Gjpny, @) = 20+ alzl* + c2® + d2°) + 2 (e + b[2*) + O(5)

em que a = ay + 2as + aq4 + as + ag, b = by + 2bs + by + bs + bg € ¢ = ¢; + ¢9. Considerando
o isomorfismo f : C — R? tal que f(z) = f(x + iy) = (z,7), obtemos

glz,y, \) = (Re (gllFix(Dg)(z)) Im (gllFix(Dg)(z)))

Proposigao 5.2.6 Nas condigdes do Lema 5.2.5, supondo
e#0

a equagio 72-simétrica

admite dois ramos de solucdes com simetria trivial, por bifurcacao transcritica do equilibrio
trivial (x,y) = (0,0) em A =0:

A = 2z —a(z?+y?) - (4c—2d — 2b)z° 4 (dc+ 2d + 2b)zy® + O(4)  (5.16)

em que x ey # 0 satisfazem

y? ~ 3z° (5.17)




Demonstragao. Consideremos
gz, y, ) = [p(z,y?, A), ya(e,y*, A)]
em que p e g aparecem em (5.13) e (5.14), respectivamente. A equagao
9(z,y,A) =0

admite dois tipos de solucoes:

1. Solugdes em que
p(z,0,A\)=0ey=0

Sez =0ey =0, entdo obtemos a solugao trivial (z,y,A) = (0,0,)). Se z # 0 (e
y = 0) estas solugdes tém isotropia axial Z; e correspondem a solugdes estaciondrias
do problema (5.6) com simetria Dg - os super-hexdgonos;

2. Solugdes em que
P(«’E,yga/\) = 0, Q(-Tg?,i?,/\) =0e Yy ?,é 0

Estas tém isotropia trivial e correspondem a solugdes estaciondrias de (5.6) com sime-
tria Ds.

Suponhamos que y # 0. Entao

i _ plz,y*,\) =0
Q(I',y:/\) =0 < { q(x,yz,)\) =0

s (3z® —y?)(e+ (—c+ d+b) (22 + 4?)) + O(5) =0
A =2z — a(z? + y?) — (dc — 2d — 2b)x3 + (de + 2d + 2b)xy? + O(4)

Portanto, as solugoes de g(x,y, A) = 0 com y # 0 satisfazem

T(;E,yz) =0
A =2ex —a(z? + y?) — (4c — 2d — 2b)x® + (4 + 2d + 2b)xy® + O(4)

onde
r(z,y?) = e(32® — %) + O(4)

Queremos saber se hd ramos de solugdes de 7(z,y?) = 0 contendo (0,0) numa vizinhanga de
(0,0). A matriz Hessiana de f(z,y) = r(z,y?) avaliada no ponto (0,0) é

6s 0
Hesaf)| .\, = { 0 -2 ] '

Portanto, (0,0) é um ponto critico nao-degenerado de f(z,y) se e s6 se

e #0.

Pelo Lema de Morse (ver por exemplo Guillemin e Pollack [8]) existe um difeomorfismo ¢
definido numa vizinhanga de (0,0) tal que

foe™l(u,v) = p(0,0)+ [ u v ]Hessfl(m) [ U v ]T
2(3eu? — ev?)
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Resolvendo f o cp*l(u,v) = 0 obtemos v = +v/3u ou £ = 0. Portanto, se £ # 0, obtemos
solugoes de f(z,y) = 0 que satisfazem

yz:t\/ﬁac

Supondo entao que € # 0, da equagdo do ramo das solugdes com simetria trivial de (5.15),
verificamos que a bifurcagdo do equilibrio trivial para os dois ramos destas solugoes é
transcritica. Isto é, cada um dos ramos apresenta uma parte subcritica e uma parte su-
percritica. A parte subcritica do ramo corresponde as solugdes com simetria trivial com
A < 0, portanto coexistem para valores do parametro A em que o equilibrio trivial é estavel.
A parte supercritica contém as solugoes com simetria trivial com A > 0 e portanto estas
coexistem para valores do parametro A em que o equilibrio trivial é instdvel. m

Na Figura 5.2 estd representado um diagrama de bifurcacao de (5.15) come =1¢a = —1.

Figura 5.2: Diagrama de bifurcagao de (5.15) come =1ea = —1

Observagio 5.2.7 B imediato, tendo em conta a acgio de 7 € Zy em R? (ver 5.10) que
os dois ramos de solugdes com simetria D3 que obtivemos na proposicao anterior estao na
6rbita um do outro (cada solugdo de um ramo estd na dérbita por Zs de uma solugio do
outro).

Teorema 5.2.8 Consideremos ' = Dg+T? com ac¢io em V = CO = Vi, @+ - @ Vi, gerada
por (4.3), (4.4) e (4.5) onde K,...,Kg sdo como no Quadro 4.1. Seja

z=g(z,)) (5.18)

um sistema de equagdes diferenciais ordindrias tal que:
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(i.) g: CO xR — C8 é C*®, comuta com Dg+T2;

(4.) (Dzg)(0,n) = Mdgs;

(iid.) considerando a expansao de Taylor de g tal como em (5.2) e (5.5),

e #0.

Entio (5.18) admite dois ramos de solugdes estaciondrias com simetria D3 por bifurcacio
transcritica do equilibrio trivial z = 0 quando X = 0.

Demonstragao. Como a acgdao de I' = Dg+T2 em V = C® é nao-trivial e absolutamente
irredutivel (logo I-irredutivel) e Fix(I') ¢ um subspago [-invariante de V, entao

Fix(I') =0

e, consequentemente,

g(0,A)=0
Logo (0,A) é um equilibrio de (5.18) para todo o valor do parametro A. Como
(ng)((]’)\) = /\Idc(i

o equilibrio z = 0 é assimptoticamente estavel se A < 0 e assimptoticamente instavel se
A > 0. Solugdes estaciondrias de (5.18) correspondem aos zeros da equagao

=0

rixing) =

Pela proposigao anterior, segue o resultado. m

Observacgao 5.2.9 No teorema anterior referimos apenas a existéncia genérica de ramos
de soluges com simetria triangular D3 de (5.18). A existéncia de ramos de solugoes com
simetria axial de (5.18) foi provada em [2] e [3]. Ver Teorema A.3.1.
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Teorema 5.2.10 Dado um sistema de EDP’s no plano (2.1) com pardmetro de bifurcagio
A e satisfazendo:

(i.) Equivaridncia euclidiana;
(it.) Um equilibrio trivial E(2)-invariante para cada \;

(it1.) Este equilibrio perde estabilidade em algum A = X; mais pequeno ao qual corresponde
um dnico mimero de onda k. critico tal que apenas as Jungoes de onda

’UJK((L') oy e?m'sz

com K tal que |K| = k. pertencem ao nicleo da lineariza¢do das equagies;

(iv.) Os espagos X e Y sdo escolhidos de modo a que uma redugao de Liapunov-Schmidt
ao nicleo da lineariza¢do das equagies definidas em Xy e Ve, em que L é uma rede
hexagonal, seja possivel.

Entao, genericamente, existem ramos de solu¢des estaciondrias espacialmente periddicas que
bifurcam da solugdo trivial em A\ = \. que correspondem a super-triangulos.

Demonstracao. Recordemos a Observacio 3.4.5: escolhendo uma rede hexagonal £ com
escala apropriada, conseguimos fazer com que qualquer circunferéncia de vectores de onda
duais tenha nimero de onda k. e, portanto, o niicleo da linearizacio das equacoes definidas
em Xz e YV serd gerado por funcdes de onda com vectores de onda nessa circunferéncia.
Assim, para cada o e 3 nas condigdes do Quadro 4.1 existe uma rede hexagonal £ tal que
o nticleo da linearizagio das equacdes definidas em Xz e V¢ é exactamente o subespaco
absolutamente irredutivel de dimensio 12 para a ac¢do de Dg+T72,

V=Vg, @& - &Vg, 2C8

Como é possivel uma redugao de Liapunov-Schmidt a V, pelo Teorema 5.2.8, concluimos que
para cada « e 3 indicado no Quadro 4.1 existem ramos de solugdes estaciondrias de (2.1)
que bifurcam simultaneamente da solucéo estaciondria trivial em A = Aee. W

Figura 5.3: Super-triangulos
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Na Figura 5.3 exibimos o grafico de uma func¢ao « com simetria D3, a qual designamos de
super-tridangulos. Portanto é uma funcéo do tipo

u(z,y) = Re (zle2wi(ak1+ﬁkz)-(m,y} B o e z682w((—a+ﬁ)k|+ﬁk2)-(:v,y))

em que « e § estdo nas condigdes do Quadro 4.1 do Capitulo 4. Aqui consideramos o = 3,
B=2ez=(2,...,2) € Fix(D3) tal que z = e3*,




Capitulo 6

Super-triangulos - estabilidade

Neste capitulo determinamos a estabilidade linear, préximo do ponto de bifurcagao, das
solugoes com simetria triangular - super-triangulos - associadas a cada uma das repre-
sentacoes absolutamente irredutiveis de dimensiao 12 de I' = Dg+7? (listadas no Quadro
4.1) cuja existéncia foi provada no Teorema, 5.2.8.
| Comegamos entao por recordar as condigoes do Teorema 5.2.8. Consideramos o sistema de
equagoes diferenciais ordinérias
z = g(z,A) (6.1)

emqueg:V xR—V éC™ e comuta com I':

21, %2, 23, %4, 25, 26)
23,23, 21, 25, 26, 24)
23, 21, 22, 26, %4, 25)
24, 26, 25, 21, 23, 22)
25y Zhy 26y 205 By %3)
26, 25, 24, 23, 22, 21)

g1 (

01(

g1

g\z) =

() g1(

91(

91(

g9 (Z, /\) = Az +£Z2Z3

+ z1(a1 |21]* + an(|z2® + |23|?) + aa |2a|* + a5

+ Z2z3(by IZ1I2 + bg(|zz|2 + |2:3|2) + by |24|2 + by
“+ 21 (61Z1Z2253 + cazqz526 + dZ4Z5Z6) + O(B)

2 2
z5|” + ag |26])

2 b )26/%)

25

onde €, ay, as, ay, as, ag, by, by, ba, bs, bg, ¢1, ca e d sdo reais.
Supondo € # 0, o sistema (6.1) admite dois ramos de solugoes estaciondrias com simetria D
por bifurcagao transcritica do equilibrio trivial em A = (0. Considerando

z=(x+1y,. ..,x+1iy) € Fix(D3)

entao pela Proposicao 5.2.6, as equagdes dos ramos sao dadas por

A = 2z —a(x®+y?) — (4c — 2d — 2b)x3 + (dc + 2d + 2b)zy? + O(4) (6.2)
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onde a =aq + 2ay +ag+aqg+as+ag, b=>0b; +2by+by +bs +bgec=c +cg, e
y? & 322 (6.3)

préoximo de z = (z,y) = (0,0).

Provamos neste capitulo que estas solugoes (proximas de z = () sao genericamente instaveis.
A existéncia do termo quadratico na expansao de Taylor de g é determinante na prova da
instabilidade dessas solugdes. Foi ji referido no inicio do Capitulo 5 que a instabilidade
de solugbes com simetria axial em problemas com simetria cuja expansao de Taylor inclua
termos quadraticos é conhecida. No entanto, as solugoes com simetria D3 nao sao axiais.
Apresentamos neste capitulo a estabilidade linear das solugoes com simetria D3 dependendo
dos termos da expansao de Taylor de grau menor ou igual a 4. A partir de agora denotamos
por

(Zo,A) = (20y...,20) = (T +1Y,...,c+ 1y, A)

uma solugao estaciondria de (6.1) com simetria Ds, isto é, (zg, \) satisfaz as equacoes (6.2)
e (6.3).

A simetria Dg+T* de g forga a existéncia de dois valores préprios nulos de (D, 9)(z0,3) (Seccao
6.1). No entanto, na Secgdo 6.3, constatamos a existéncia de um outro par de valores préprios
nulos, derivada da truncagem de g de ordem 4. Isto é, g apresenta simetria extra. Portanto,
a nossa descricao estd incompleta. Pretendemos em trabalho futuro considerar termos de g
que dependam de a e 3 (portanto da representagao considerada - relembrar Quadro 4.1 e
Proposicao 5.1.1) e que possibilitem uma descrigio mais completa das solugoes.

6.1 Valor proéprio nulo

A estabilidade de uma solugdo (zp, A) é determinada pelo sinal da parte real dos valores
proprios de (Dzg)(z,,1)- Uma solugao (zo, A) diz-se linearmente estdvel se os valores préprios
de (Dzg)(z,1) tém parte real negativa. A estabilidade linear de (zg, A) garante a estabilidade
assimptdtica de (zp, A), ou seja, que toda a trajectéria que comega perto da solugao, fica
perto da solugdo e, no limite tende para a solugao (ver por exemplo Hirsch e Smale [9], p.
187).

No entanto, no nosso caso a simetria forga dois valores préprios de (Dzg)(,, ) a ser zero.
Designando por

T2 = (i zp v1 € 7%}
a drbita de zg por 172, temos que
Ker(Dy9) (so0) 2 Tao T,
onde T,,T7 designa o espago tangente a T2 em zg (ver [6] pagina 87).
Lema 6.1.1 Seja (zp, \) uma solugdo estaciondria de (6.1) em que

2o = (20, 20, 20, 20, 20, 20)
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Entao

U1 = ZO?Z(O{, - +ﬁ5 _JB': o, _ﬁ: —G + ﬂ)
Uz = zﬂi(ﬁa —Q, o — ,BNT = ﬁa _a'h@)

sao vectores préprios de (Dyg)(zy,x) associados ao valor préprio nulo.
Demonstragao. Consideremos a solugao zg = (zp,...,2) de (6.1) e seja Tzz0 = {tzg: t €
T} a érbita de zg por T2. Considerando a acgio de T2 em C5 como em (4.5) obtemos

Tzzo _— {20(6—27T‘i(at1+,6t2), e—2‘.’l‘l'((‘*01+,3)t1--0{t2),e—zﬂ‘i(—ﬁt]—k(ﬂ'—ﬁ)tg)’

e—27ri(cx£1+(af,3}t2) ew?ﬁi(—,ﬁtl—atg) 6_2ﬂi((_a+ﬂ)h+ﬂt2)),tl,tg € [0' 1)}

H b

Consideremos a parametrizagio

B J=dug=gul = T
(t1,t2) = (t1,t2) - 2o

Designando por TzO(Tzzo), o espago tangente a Tz20 em z( obtemos

Tz() (TZZU) = Im (dqj)(o‘o)

= % (6_’?:)(0.0) ’ (g_':];)(o.o) &

jub

Calculando (%}i)(o 0 e (g—i)( ) como

T, (72,) C Ker (D29) (z.7)
obtemos o resultado. =

Portanto as solugdes com simetria D3 nao sdo assimptoticamente estdveis. Analisando os
restantes valores préprios de (Dgg) (s, podemos determinar outro tipo de estabilidade.
A solugao (zp, A) diz-se linearmente orbitalmente estdvel se todos os valores préprios de
(D29)(20,2), Que ndo sdo forgados pela simetria a ser zero, tém parte real negativa. Uma
solugao linearmente orbitalmente estavel é orbitalmente estdvel (ver Teorema [6] XIII 4.3),
ou seja, uma trajectoria que comece perto de (zg, A) fica perto de (zg, A) e tende para um
elemento da érbita (zp, A).

6.2 Decomposicao isotipica

A determinagdo do sinal da parte real dos valores proprios nao nulos de (D,g),,, 1) pode ser
simplificado pela andlise de outras restrigdes que a simetria impoe & matriz Jacobiana.
A menos de D3-isomorfismos, existem

Up,..., U,
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um nimero finito de subespagos Ds-irredutiveis de C®. Seja W), a soma de todos os subspagos
de C8 que sao Dy—isomorfos a Uy. Entio

Cﬁ:W}@@Wt

([6] Teorema XII 2.5). Os subespagos Wy sao as componentes isotipicas de C5, para a accio
de D3. Estas componentes isotipicas sdo subspacos invariantes de C® para os endomorfismos
definidos em C°® que comutem com Ds([6] Teorema XII 3.5)). Como (D)4, 1) comuta com
D3 (ver (3.12)), entao

(D29) (20,5 (Wi) C W

Portanto (D, 9)(z0, ») ¢ semelhante a uma matriz diagonal por blocos.
Observemos que uma das componentes isotipicas de C® para a accio de D3 em C° é Fix(D3)
que corresponde & componente isotipica de C® para a accio trivial de Dy,

Lema 6.2.1 Consideremos a ac¢do de D3 em CY. Entdo
Cé = <(1,1,,,1,1,1) > @ < (i,i,4,4,4,1) > |

®<(1,1,1,-1,-1,-1) > & < (i,4,4, —i, —i, —i) >
e UelydUsd Uy,

onde
U = <wv,w >
Uy = <w,ws >
U3 = <wz,wy>
Uy = <wvg,wy >
e
vy = (1,—1, ,0, 1,1)
wp = ( 305 1; 17110)
vo = (0,1,—-1,-1,1,0)
wy = (1,- 10 i B~
vy = (i,—1,0,0,—1,1)
wy = (— ZO,L, 154 0)
vgy = (0,7,—i,—4,4,0)
wyg = (¢, —4, O i,0,—i)

¢ uma decomposi¢io de C% em subespacos Ds-irredutiveis

Demonstragao. Os 12 vectores sao linearmente independentes. E facil ver que os subspacos
< (1,1,1,1,1,1) >, < (i,4,i,4,0,4) >, < (1,1,1,~1,~1,-1) > e < (44,4, —4, —i, —i) > sdo
Ds—invariantes e, consequentemente Ds—irredutiveis pois tém dimensao 1.

Para mostrarmos que os U; sao Dg—irredutiveis mostramos que sao absolutamente irre-
dutiveis. Observemos que a ac¢ao de P2z em U} pode ser representada na base (v, w;) pela

[5G

parv; = (0,1,-1,1,0,-1) = —vy —wy e parwy =¥
3 3

matriz

De facto,
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Da mesma forma se mostra que a acgao de 7, em U; pode ser representada pela matriz
1 -1
0 -1

Vamos ver que U; é absolutamente irredutivel para a acgao de D, ou seja, que as Unicas
aplicagoes lineares definas em U; que comutam com D3 sao as multiplas escalares da identi-

dade. Seja A = [ 3 a matriz na base (v1,w;) de uma aplicagao linear definida em U

b
d
que comuta com D3. Entao

Ap

3

—a—=>b

_pg'alA i [ c—d
b A

dresmd [a —a—b]:[a—c b-—d]

& e=0ANa=d-2b

Portanto a =d e b = ¢ = 0, ou seja A = ald,.
Concluimos que Us, Us e Uy sao Dy—irredutiveis mostrando que sao Ds-isomorfos a Uj.

Para tal exibimos os seguintes Dj-isomorfismos

B}lg.' U] — Uz

z +— (23,21,22 25, 2, %)
BI,B: U1 — U3

zZ 1z
Byy: U — Uy

Z 17

Mostramos que B2 ¢ um Ds-isomorfismo entre U; e Us, isto é, que B} o comuta com Ds,
verificando que:
Bia(ou) = o(Bj2u)

para todo o ¢ € Dy e uw € Uy,
Seja entao avy + bwy = (a — b, —a, b, —b, —a + b,a) € U;. Temos

Byo(te(a —b,—a,b,—b,—a+b,a)) = Bia(a,—a+b,—bb, —a,a—0b)
(=b,a,—a+b,—a,a—b,b)

To(bya — b, —a, —a + b,a, —b)
To(Bi2(a — b, —a,b,—b, —a + b,a))

Il

Bllz(p%w(a —b,—a,b,—b,—a+ba)) = Bia(b,a—b,—a,a,—b—a+b)
(—a,bya—b,—b,—a + b,a)

pe=(bya —b,—a,—a+b,a,-b)

pax (Bia(a—b,—a,b,~b, ~a + b,a))

i

il

Do mesmo modo se mostra para Bize Bas ®
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Proposigao 6.2.2 A decomposicio de C8 em componentes isotipicas para a accio de Dy é
Co=WioW, e W;
onde
W, = (11 1,
Wo (1,1,1,-1,-1, -1), (4,%,¢, —¢, —1, —t) >
Ws = el @Usd Uy

< 1
< 1

Demonstragao. Consideremos a decomposiciao de C® em subspacos Ds-irredutiveis exibida
no lema anterior. Observemos que

e que z +—1z é um Dz-isomorfismo entre < (1,1,1,-1,-1,-1) > e < (4,44, —%, —i, —1) >.
Portanto estes espagos sao Ds-isomorfos, Na demonstragao do lema anterior vimos que os
Ui sao D3-isomorfos. Para concluir o resultado basta observar que subspacos de dimensao
diferente nao sao isomorfos. m

6.3 Estabilidade

Consideremos como anteriormente (zg, \) = (=20, 20, 20, 20, 20, 20, A)) uma solugao de (6.1)
com simetria D3 em que (zg,A) = (z0,...,20,A) = (z + 1y, ...,z + iy, \) satisfaz (6.2) e
(6.3).

Observagao 6.3.1 De

(ng)(zo,)\) = '}’71(ng)(%0_,\)7
para todo v € I' (ver (3.11)) concluimos que solugbes na mesma 6rbita tém a mesma
estabilidade. Os ramos de solugdes com simetria D3 de (6.1) estdo na érbita um do outro
(relembrar Observagao 5.2.7) portanto é suficiente estudar a estabilidade para as solugoes de
um dos ramos.

Usando a decomposi¢io de C% em componentes isotipicas para a accio de Dy obtida na
Proposigao 6.2.2 sabemos que a matriz (Dzg) 4, ») ¢ semelhante a matriz

w diag (((ng)(zm)\))lwl  (P29)zon),y, ((ng)(zo./\))m,u)

Portanto os valores préprios de (Dzg) (4, ») sa0 os valores préprios de cada um dos blocos
((ng)(zc),/\)) y =1, 2’ 3.
lw;

e Os valores proprios de ((ng)(z(}‘)\))

|W1
No capitulo anterior calculamos a restrigao de g; a Wy = Fix(D3). Relembrar o Lema
5.2.5. Consideremos entao

9(9«"»% A) = gl‘Fix(D;_;)(‘:C?y3 A) == [p('Ta yz'! A)ayQ(Ia y21 ’\)]
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em que

p(wayza A) = Ar+ 5($2 s yz) + a($3 2 :LyZ)
+(e+d+b)a' - 6ea’y’ + (c— d — by" + O(5),
qlz, 2 N) = =2z +a(z® + %) + (dc — 2d — 2b)a® — (dc + 2d + 2b)xy® + O(4)

onde a = ay + 2as +aq4 +as +ag, b ="by +2bg + by + by + b5 +bg e c=cy + 3.

Calculando a matriz Jacobiana de § em (x,y, A), obtemos

. A B
(P2)e )iy = P9 gy = [ ¢ B ]

onde
A = M+2z+a(32+y?) +4(c+d+ b)z® — 12czy? + O(4)
B —~2ey + 2azy — 12¢x?y + 4(c — d — b)y® + O(4)
C = —2ey+2azy+ 3(de —2d — 2b)z%y — (dc + 2d + 2b)y° + O(4)
D A = 2ex + a(z? + 3y?) + (4c — 2d — 2b)x3 — (12¢ + 6d + 6b)zy? + O(4)

Calculando o trago e o determinante desta matriz e avaliando nos ramos solugao, isto
é, (z,y,\) satisfazem (6.2) e (6.3), obtemos que os valores préprios A;; e Ao de
({ng)(z"‘)‘))lmww satisfazem:

M+ = 4dex+ 8ax? — 48z3¢ + O(4)
Alg XAz = —12¢%2? + 48cax® — 96¢ (¢ + 2b + 2d) z* + O(5)

Proposigao 6.3.2 Consideremos os ramos de solugoes estaciondarias de (6.1) com simetria
Dy obtidos no Teorema 5.2.8. Entdo, prézimo de z = 0 estas solugdes sao orbitalmente
imstdveis.

Demonstragao. Acabamos de ver que ((ng)(ZU.A)) tem valores proprios Ay e Aja

[ ix( D3)
cujo produto é

/\1!] X /\]!2 = -—1262.’52 -+ 0(3)

Portanto, perto do ponto de bifurcagiao, como supomos que € # 0 no Teorema 5.2.8, os dois
valores préprios tém parte real com sinal contrarios. m

e Os valores préprios de ((Dz9)(,.3))

-

Escolhemos a ordenacio (z1,z2, T3, T4, T5,T6, Y1, Y2, Y3, Y4, Y5, Ys) das coordenadas em
R'? = C° onde z; = z; + iy;. Temos que (Dyg)(z,,x) comuta com D3. A acgao de 7,
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em R!? na base candnica é representada pela matriz:

[0 0000100000 0]

00001O0O0O0D0O0OCO0O0

000100O0O0OO0OQO0

0

0

0O0010O0O0CO0O0COO0CO®O

010 000O0O0CO0

0 0

0

0 0

1 000O0O0OO0OOOO

0O0000O0OO0OCODOOO0OO01

0O 000OOOOOOOT1®O

0O000O0OO0CO0OO0DOTO0O0

000O0O0O0O0OTO 01

0 0

0

0O 00O0O0O0OO0OT1TO0O0OO0OOD

0

0 0

0

00000100

3

E a accao de par é representada pela matriz:

0
0

0
0

0

0

001 00O0O0O0

100 00O0O0O0CO0O0

00 00

000O0O0OT1QO0O0OOTU 0O

01000000

0

00010O0O0O0O0ODO0O0O0
00001 0O0O0O0O0O0O0

0 000O0OO0OCOOT11TO0O0®O0

0 00O0O0OO0O1O0O0OO0OTOO@ O

0O 000O0OO0OCOT1TO0O0O0O0

0O 00O0O0O0OO0DO0OOOO01

000O00O0O0OO0OO0OT1O0O0

6 000O0OO0OOO0OCOT O0OT1Q®0
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Obtemos que (ng)kzoN tem a forma:

r
ln,.;#m.:ﬂl
)

e

o=
QI

1
zl8
s
o >
343
e c]
= >
Bl#n.o

a0
(=
2K
.aau‘.,.dmuﬁ.v
e (<)

D D

.tﬂﬂ#m
T
2
%18
.muﬂu
oo o
e
318
Iim
DD

|

1.’133'

e

a variave

Fazendo uma mudanga da base candnica de R!? para a base

representa a derivada parcial da parte real de g; em ordem
correspondente a ((1,1,1,1,1,1), (¢,¢,¢,4,4,4), (1,1,1,-1,-1,-1), (44,4, —i, —i, —i),

r

il B
O
avaliada em (zg, A).

dg
vy, Wi, V2, wa, U3, W3, V4, Wq) composta pelos vectores geradores das componentes

isotipicas obtemos uma matriz diagonal por blocos semelhante a (D,g) (4, 1) onde o

segundo bloco representa (D,g)(,,, ») restrita ao espago W; e é dada por:

onde

R |

Jaaa
,

.U ...

6668
]

..-.lrlr\r
o QO

Aa;a

AT

o S
noajno
-+

4@53
10486 oS
,

e 2
o E &,y
64683
,

_ Y91 _
Oxy
Ig
Oxy

dag
b9 _
dag

99]

9g;
Oz
95
dxo

+
+

991
oz
dgi
dxy

((D29) @0 ) 1w, = [

Calculando as derivadas parciais obtemos a matriz



onde

A = X+2ez+ (3(a1 + 2a3) — a4 — a5 — ag) % + ay?

< (4(54 + b5 + bg) — 6(2¢1 + c2 — d)) xyz + (4(by + 2b3) + 4ey — 2¢9 — 2d) 3
B = —2ey+ (—4(b4 + bs + bg) — 6(2C1 — 0y — d)) y;nz

+(2(a1 + 2a3 — aq — a5 — ag)) yx + (—4(by + 2b2) + 2(c1 ~ co + d) y*
C = —2ey+(2(a; +2a2 — a4 —as —ag)) Ty

+2 (—3(b1 e 2b2) + by + b + bg + 3{26] - Cg)) .‘132’]} + (—Qh + 2(—2('| o 20:)) y3

D = X—2ez+azx?+ (3(a; + 2a3) — ag — a5 — ag)y?
+ (—6(by + 2b2) + 2(bg + b5 + be) + 6(—2¢1 + o) xy?

Calculando o trago e o determinante e avaliando em (zp, A) obtemos que os valores
proprios de ((ng)(z(’*)‘))lw 580 Ag,1 € Ag o tais que
3

A1+ Aoa = dex+8(ay + 2a3 — ag — a5 — ag)x?
+16(2b4 + 2b5 + 2bg — 3¢1 + 3c2)z® + O(4)
A2l X Agp = —12%52 + 48¢(aq + 2ay9 — aq — a5 — aﬁ)ﬂ’,‘s

—96e(2b1 + 4by + ¢ — c3 — 2d)zt + O(5)

e Os valores préprios de ((ng)(zﬂ’)‘))fw
3

Comegamos por observar que os vectores de Ker(D;g)(,, ) obtidos no Lema 6.1.1 estao
em Wj3. De facto,

(Of, —O£+[)), “ﬂaaa 4483 ~Qh ﬁ) = Qwz — ﬁ(u"l + w?)

(JB'» ~oy = Bo~ B, -(]!,,6) = —ovg + ﬁ(Ul £ UZ)
como v = vy, 1w = Ws, Wy = Uy, twe = wy € W3 concluimos que

zUi (Of, —Q +¢Ba 7161059 7ﬁ: -+ ﬁ) = W3

Z()?:(ﬂ, 0, ﬁ,a - ﬁa *Ot,ﬁ) & I/V3

Portanto os dois valores préprios de (Dzg) (4, 1) que sao forgados pela simetria a ser
nulos sao valores proprios de ((Dzg) (g, )‘))\w .
Como nao estamos a considerar os termos da? expansao de Taylor de g de ordem maior
ou igual a 2a — 1 e, portanto, nao estamos a considerar termos que dependam de o ou

de A, surgem mais dois valores préprios nulos.
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Para a matriz ((ng)(z()’,\))m/3 obtemos na base

('Ul,ﬂ)‘],'UZ, Wy, V3, W3, U4,'1.U4)

uma matriz da forma

aIg bIg CIQ dIg

el fla gl hlp
ily gL, kI, I, (6:4)
mlg nlg pIz qlg

(observemos que, pelo Lema de Schur (ver por exemplo James e Liebeck [10]), ja
sabfamos que ((Dz9) (s, A)) era semelhante a uma matriz deste tipo) onde

[wy
o = M_fH_ i = et
§ = . g ae jo= oo
T2 dxy Oz 4 Oz 2 3 4 5
d = 5= 5m ot oy I = -t
A N i m o= —ph+ gl - g+l
g = —%54‘%‘%2*&%2 p o= -pHgh-gugga

Efectuando uma mudanga de base, para a base
(111,1’2,1)3,?)4: wl,w27w31w4)

observamos que a matriz (6.4) é semelhante & matriz de ordem 8, diagonal por blocos
de ordem 4, em que 0s dois blocos sao a matriz

a b ¢ d
e f g h ,
i k1 (6:5)

Portanto cada valor préprio da matriz ((ng)(m. ,\))'W tem multiplicidade 2 e é valor
3
préprio da matriz (6.5).

Calculando a matriz (6.5) e avaliando no ramo de solugoes (zg, A) que satisfaz

y%\/gaz
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(recordar Observagao 6.3.1) obtemos uma matriz de ordem 4 da seguinte forma

[E \/EE]

\/EE (\/§)2E (6-6)

onde E é a uma matriz de ordem 2
A B
=[2 b

= ex+2(ay —ag — as + ag) x? + 4 (3by + by + 2b5) 3
2(—ayq + az) 22 + 4 (bg — bs) z*
2(—ay + ag) v + 4 (bg — bg) z°
= ex+2(m —a2+a5—aﬁ)w2+4(3bg+b4+2bﬁ)$3

com

TQWw
I

Observando que a matriz (6.6) é semelhante & matriz

(VB2 +1)E V3E
0 0
e que

trf 2ex + 4 (a1 — az) z* + 8 (3ba + ba + bg + bs) 2 + O(4)
detE = &%x? +4e(ay —ag) 2% + 2((2(a1 — az)?
—(ag — ag)? — (a5 — ag)? — (ag — a4)?) + 4e(3by + by + b5 + bg)x* + O(5)

concluimos que os valores préprios de ((ng)(z(),)\))‘w sdo (com multiplicidade 2) A3 1,
3

)\3,2, ,\3,3 (& ,\3,4 tais que:

A3‘1 =0
)\3‘2 = 0(201 - 2)
Azz+A34 = 4(2ex+4 (a1 — ag) 22 + 8 (3ba + by + bg + bs) IB) + 0(4)

A3 3 X Az4 = 16(e%2? + 4e (a1 — az) z° + 2(2(a; — a2)? — (aq — a5)? — (a5 — ag)?
—(ag — aq)* + 4e(3bg + by + bs + bg))z?) + O(5)

Portanto acabamos de demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 6.3.3 Nas condigoes do Teorema 5.2.8, os valores proprios de ((ng)(z“‘)\)), onde
(zo, A) € uma solugdo de (5.18) com simetria D prézima de z = 0:

(2o, A) = (z + 1y, ...,z + iy, A)

tal que
A= 2ex — a(x® 4 y?) — (dc — 2d — 2b)z® + (dc + 2d + 2b)zy? + O(4)

(coma=ay+2a+ag+as+ag, b=>by +2by+by+bs+bg ec=cy+cy)e

5G0 A1, A1,2, Ao, A2, Az (muldtiplicidade 2), A3 o (multiplicidade 2), A3 3 (multiplicidade
2) e Az (multiplicidade 2) tais que
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M+ A= 4dex+ 8axr? — 48x%¢ + 0(4)
Mg X A2 = —12¢%x? + 48zax3 — 96¢ (c + 2b + 2d) z* + O(5)

A1+ Aoo = dex+8(ay +2az —aq —as — as)mz
+16(2b4 + 2bs + 2bg — 3c1 + 3(22).1‘3 + 0(4)

A2l X Ag g = ~10g22 + 48z(a1 + 2a2 — a4 — as — aﬁ)a:3
—96e(2by + 4ba + ¢1 — ¢ — 2d)z? + O(5)

A3'1 =i}
)\3‘2 = O(Qa = 2)

}\3,3 + )\3,4 — 4(265’3 + 4 (G.l — (Lz) 2+ 8 (Sbg + by + bg + b5) ;1.‘3) -+ 0(4)
Ass X Az = 16(e22? + 4e(a; — az) z® + 2(2(ay — a3)? ~ (a4 — a5)? — (a5 — ag)?
—(ag — ag)? + 4e(3by + by + bs + bg))z*) + O(5)
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Apéndice A

Subgrupos de isotropia axiais livres j
de translacao

| Apresentamos o método seguido por [3], para determinar, a menos de conjugacio todos
| os subgrupos de isotropia axiais livres de translagdo, para a acgao de I' = H+T" em cada
subespago absolutamente irredutivel V" apresentado no Capitulo 4. Na Secgao A.1 explicamos
o método. Na Secgao A.2 descrevemos o procedimento nos casos em que a dimensao de V' é
igual & ordem da holoedria e concretizamos para as representagoes irredutiveis de dimensao
12 da rede hexagonal. Finalmente na Secgio A.3 enunciamos o resultado final obtido em [3].

A.1 Procedimento geral

A dimensao do subespaco de pontos-fixos de um subgrupo finito ¥ de um grupo de Lie
compacto I' pode ser calculada usando a Férmula do Trago ([6] Teorema XIII 2.3):

dimFix(¥) = —é—l Z tr(o)

Lema A.1.1 Consideremos a ac¢do de I' = H4T™ em V = Vg, @ -+ ® Vi, como em (4.2)
e (h,t) € I'. Entao
tr(h,t) = Z 2cos(27K; - t)
{7 hKj=K;}

Demonstragao. Comegamos por recordar que

Vi = {Re(zwg(x)) : z € C} = {zwi(z) + 2wk (z) : z € C}

sendo

’tU]{(.’L‘) = ler-iK-:c




I L i b it i

e sey = (h,t) € H+T™, entdo
g {T) = wK('y*l )

em que
vl = h_'(w - t).

Temos entao que

h Sz —1t))

h= . x — h‘lf)
wK( h~ lt)w;((h - x)
Whi (—t)wak (T)
e—'iZ?ThK-t,th(l.)

(ht) - wi(z) = wx((’ht) )
wis (
w

I

Portanto (h,t) envia (21, 22, ..., 2,) € C* num vector cuja i—ésima componente é e~ 2Rtz

onde i ¢ tal que hK; = K;.

Se h fixa K entdo z; — e 2™Kity ou seja,

P T cos(—2rK; -t) —sin(—27Kj 1) T
% = Gy +iyy = (8 Uy) ( sin(—27Kj; -t) cos(—2nK;-t) Y

Concluimos entao que tr(h,t) Z 2cos(27K; - t) onde a soma é sobre todos os inteiros j
tais que K; é fixado por h. m
Definicao A.1.2 Seja Iy a projeccido de I' em H

g (ht) = h

Observemos que Iy é um epimorfismo (homomorfismo sobrejectivo) de grupos.

Observagao A.1.3 Seja ¥ um subgrupo de isotropia de I' livre de translagio. Como o
niicleo de IIy é T entdao Ker(Ily|y,) = X NT™ = {(Id,0)}. Portanto os subgrupos de
isotropia livres de translagao de I' sao isomorfos por [y a subgrupos de H.

Notar que se ¥; e ¥ sdao subgrupos conjugados de I' entao I (X1) e Iy (E2) sao subgrupos
conjugados de H.

Portanto, da Observagao A.1.3, concluimos que para encontrar as classes de conjugacao de
subgrupos de isotropia axiais livres de translagao podemos seguir o procedimento seguinte:

(1) Listar todos os subgrupos de H a menos de conjugacao;

(ii) Para cada subgrupo G de (i) encontramos a menos de conjugagao os subgrupos de I'
isomorfos por IIy a G. Isto € feito calculando os possiveis geradores destes subgrupos
do seguinte modo: sendo ¢1,99,...,9- 0s geradores de G, entdo os geradores de um
subgrupo ¥ de I isomorfo por Ily a G sdo da forma (g;1,1%1), (g92,t2), ..., (gr, t+) onde os
t; sao determinados pela ordem dos elementos de G .
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(iii) Para os subgrupos ¥ obtidos em (ii) eliminamos: os que nao sao axiais calculando para
isso Fix(2), os que néao sao subgrupos de isotropia e os que nao sao livres de translagao.

A.2 Caso em que a dimensao de V' é igual a ordem da holoe-

dria

A tarefa fica bastante facilitada neste caso gragas ao seguinte lema:

Lema A.2.1 [3] Se dim V = |H|, entao os subgrupos de isotropia axiais livres de translagao
sao isomorfos por IIy a H.

Demonstragao. Seja ¥ um subgrupo de isotropia axial de I' livre de translacoes. Pela
Observagao A.1.3 concluimos que ¥ é isomorfo por Il a um subgrupo de H. Como V é
I'-irredutivel, pela Proposi¢ao 4.0.7, o conjunto dos 2s vectores duais {£K7,..., £ K} é uma
orbita em L£* da acgdo de H, ou seja, H actua transitivamente nesse conjunto. Como 2s =
|H| entao nao existe K; fixado por h € H com h # 1.

Pelo Lema A.1.1 temos que tr(c) = 0 para todo ¢ € ¥ com ¢ # 1. Pela Férmula do Tracgo,
dimFix(Z) = g X tr(o)

Como dim Fix(X) = 1 entdo dim V' = |X|, ou seja, |H| = |£|. Como ¥ é isomorfo por IIy a
um subgrupo de H, entao X é isomorfo por Iy a H =

A.2.1 Subgrupos de isotropia axiais livres de translagao para as repre-
sentacoes de dimensao 12 da rede hexagonal

Para ilustrar o método, vamos calcular a menos de conjugagao os subgrupos de isotropia
axiais livres de translagio considerando as representagoes irredutiveis de dimensao 12 da
rede hexagonal. Recordar o Quadro 4.1 do Capitulo 4.

Como dimV = |Dg|, pelo Lema A.2.1 os subgrupos de isotropia axiais livres de translagao
de I' sao isomorfos por Iy a Dg. Os subgrupos de I' isomorfos por Iy a Dg sao gerados por
(prj3:t') € (12, t) onde os elementos p, /3 e 7, sdo os geradores de Dg (e tt' € T2). Depois de
uma conjugacio inicial usando um elemento de T2, podemos assumir que ¢’ = 0. Calculemos
entdo os subgrupos ¥ de I" gerados por (p, /3 ,0) e (7, t), e que sio isomorfos por Tl a De.

A reflexao 7, é um elemento de H de ordem dois, logo o elemento (7, ¢) tem ordem dois.
Como (74,t)(7z,t) = (1,7t + t) entdo

bt +iel (A.1)




Observemos que a accao de 7, relativamente & base (l1,lz) da rede hexagonal (relembrar
Exemplo 3.1.2) é representada pela matriz [ 711 (1] ] . Se substituirmos t = tyly + tals, com
0 <ty,tz < 1em (A.1), obtemos

Tot+t = (b1 + 2l9)lp € L

Portanto
t1 + 2t =0 (mod 1) (A.2)

Analogamente o produto de (7,,t) por (pr/3 ,0), ou seja, (Tzpx/3 ,t) é um elemento de ordem
dois em . Logo
Teprt+te L.

Observando que a acgao de pz relativamente a base (l1,l2) é representada pela matriz [ 31 (1]
obtemos

7‘1-,0% t+t= —taly + 2tnls
logo

ty =0 (mod 1) (A.3)

De (A.2) e (A.3) temos que t; = t3 = 0. Assim concluimos que, a menos de conjugagao, Dg
é o tinico subgrupo de I' = D472 isomorfo por Iy a Dy.
E facil ver que Dg é um subgrupo de isotropia e que
Fix(Dg) = {(2,2,2,2,2,2) : z € R}
Por exemplo, para encontrar Fix(Dg) basta resolver o sistema
{ p3z = z { (z2,%3,21,%5,%6,24) = (21,22,23, 24, 25, 26)
Z

TE = (26,25, 20,28, %3,21) = [(@1,28,24, 24,25, 26)

Portanto Dg € um subgrupo de isotropia axial livre de translagao.

A.2.2 Representacao grafica

Supondo que as condigoes do Lema Equivariante dos Ramos sao satisfeitas por g em (3.9)
temos entdo que existe um numero infinito numeravel de ramos de solugoes de (3.1) com F
restrito a Xz que bifurcam simultaneamente da solugao invariante u = 0 em A = A. com
simetria Dg.

Na Figura A.1 exibimos o grafico de uma funcao u com simetria Dg designada por super-
hexagono. Portanto uma funcéo do tipo

u(:c,y) = Ra (zleﬂvriKr(:r.,y) + z2e‘£27r1\'2-(:::,;u) + 23()‘&'2'#}(3-(.%@)

+24€i27TK4-(a:‘y) + zSEiQﬂK5-(:r.y) £ 26€j2n["ﬁ,(w,y))
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com & e § nas condigoes do Quadro 4.1 do Capitulo 4, e em que z = (zy, 22, 23, 24,25, 25) €

Fix(Dsg). Para a fungao exibida fizemos a = 3,=2ez=(1,1,1,1,1,1)

Figura A.1: Super-hexdgonos

A.3 Classificagdo das solucgées espacialmente periédicas em

sistemas de EDPs no plano garantidas pelo Lema Equi-
variante dos Ramos

Terminamos enunciando o resultado final obtido em [3]:

Teorema A.3.1 [3] Dado um sistema de £DPs no plano com um parametro de bifurcacio
A e satisfazendo:

(i) Equivariancia euclidiana;
(if) Um equilfbrio trivial £(2)—invariante para cada A
(iii) Este equilibrio perde estabilidade em \ = Aat

(iv) Os espagos X e Y s@o escolhidos de modo a que uma redugao de Liapunov-Schmidt ao
nicleo da linearizagio das equagdes definidas em X £ € Yr seja possivel.

Entdo existem ramos de solugdes estaciondrias espacialmente periddicas que bifurcam da
solugdo trivial em A = )\, que correspondem a cada um dos seguintes padroes:

54



1. Ondas

2. Rectangulos (um mimero infinito ndo numerével)

3. Quadrados simples
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4. Hexagonos simples

5. Super-quadrados (um nimero infinito numeravel)
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7. Super-hexdgonos (um ntimero infinito numerdvel, um por cada a, 3 especificados no
Quadro 4.1)

Demonstragao. Vimos na seccio anterior a existéncia de solugoes correspondentes a super-
hexdgonos. Para os outros padrdes, ver [3] paginas 55,56. m

ra

E importante notar a diferenga entre quadrados simples e super-quadrados, e entre hexdgonos-
simples e super-hexdgonos. A simetria é a mesma, o que varia é a dimensio da representagao.
Como era de esperar, o niimero de extremos aumenta 4 medida que passamos de uma solugao

associada a uma representagdo de uma certa dimensio para uma solugao associada a uma
representacao de dimensao superior.

Este teorema estd incompleto uma vez que solugdes com outras isotropias sio possiveis. No
capitulo 5 mostramos a existéncia de solucdes com simetria Dy - super-triangulos - que tém
subespaco de pontos-fixos de dimensao 2.
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Apéndice B

Forma geral de um campo de
vectores Dg+T%-equivariante

Nesta sec¢ao apresentamos um esbogo do cilculo da expansio de Taylor de um problema de
bifurcagao equivariante por
' = Dg+T?

considerando a accao de I' em
V=Vg & - ®Vk,

onde K1, ..., Kg aparecem no Quadro 4.1 do Capitulo 4. Comecamos por relembrar que
=1 &

onde a acgio de I em C° é gerada por (4.3), (4.4) e (4.5):

(pz,0)(z) = (22,23, %1, %5, %6, Za) (B.1)
(72,0)(2) = (24, 25, 24, 23, 22, 21) (B.2)
(1’ t)(z) - (e—Qﬂi(at1+[3£2)z] , e—?wi((——a+,ﬁ)t1 —ozf.g)z2, e—'zﬂ'i(—ﬂt],+((!—ﬁ).’.2)23,

e 2milatiH(a—B)ta) 5, o=2mi(—Bti-ats) ;. o—2mi((~atB)ti+fta) o) (B.3)

em que t = tily+tals € T2, Aqui consideramos os seguintes geradores 1, Iy da rede hexagonal:

- () - (G-

Os inteiros a, 3 satisfazem a > 3 > § > 0, (a,8) = 1 e (3, + () = 1 (Quadro 4.1).
Seguimos [4].

B.1 Forma geral de um campo de vectores Ds+71?-equivariante

O nosso objectivo é provar a seguinte proposic¢ao:
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Proposigao B.1.1 [4] Consideremos a accio de Dg+T? em C8 dada por (B.1), (B.2) e
(B.3) e g:C8 — C8 uma funcdo C®. Entdo g é Dg1+T>-equivariante se e s6 se

(21,22,23,24,25,26)
(22,23,21,25,%‘ z4)
123,21, 22, %6, 24, 25)
1(24,26,7-5,21,23, 22)
1 z3)
1( )

9(z) = (B.4)
25,24,26122,21, 3
26y 25y 24, 23,22, 21
em que
g1(z) = z1fi(ur,ug, us,vq,us, ue, q1, Ty, q4,q4) + Z2Z3f2(w1, ug, u3, ug, us, U, q1, Gy, G4, 74)

+e 20 P 128 P50 P 1 eg7P 1 42782028 + 0(20)

2 . : 5
onde uj = |z|°, j =1,....6, 1 = z12223, g4 = 242526, €1,€2 € R e f1, fo sdo C e tomam
valores complexos.

Comecgamos por mostrar o seguinte lema:

Lema B.1.2 Consideremos a ac¢io de Dg+T? em C5 como na Proposigio B.1.1 e seja
g: C8 — C® wma fung¢io C>. Entio g € Dg+T?-equivariante se e 36 se

102123, 25, %4, 25, Z6)
(Z2,23,21,25,26, 4)
g1(23, 21, 22, %6, 24, 25) (B.5)
1(24,26,25,21,23‘ 2) '
1(25, 24, 26, 22, 21, 23)
(26:25124:23322121)

onde

h(t-z) = h(z) (B.7)
para todo ot € T?, onde h: C% — C € definida por h(z) = Z191(z).
Demonstragao. As condigoes (B.5) e (B.6) resultam de g ser Dg-equivariante. A equagao

(B.6) é consequéncia de g comutar com p,. De facto, designando por (pr - g)1(z) a primeira
componente de pr - g, temos que

91(z) = (p= - 9 (2z) = g1(pr - 2) = 1(2)

Do mesmo modo se mostra que a equagao (B.5) é consequéncia de g comutar com pix, pax,

TePix, ToP2n € Ty Vamos ver que (B.5) e (B.6) garantem a equivariancia de g por D(,+12

E buﬁClente verificar a Dg-equivariancia para os geradores de Dg:
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91(22, 23, 21, 5, 26, 24) 91(Z2, %3, Z1, Z5, Z6, 24)

91(23a21332,26a34525) 91(23,21,22,25,54,35)

_ 3 ) 3 3 3 _ _5_5_'5_1_01_)

pz - g(z, A) 91(21, 22, 73, 24, 25, %6) 91(Z1, %2, %3, %4, Z5, Z6)
= ) - - po— . — o - e

3 91(2s5, 24, 26, 22, 21, 23) 91(Z5, %4, %6, 22, 21, Z3)

91(26, 25, 24, 23, 22, 21) 91(Z6, %5, 24, 23, 22, Z1)

gl(z4,26,z5,z1,z3,z2) 91(2—4126525121123122)

= (%9, %x, 7y, B5, %5, %)
= g(pzz,A)

26y 25y 244 23, 22, 21
25y 24, 26, 22, 21, 23
24y Z6y 25, 1y 23, 22
1123, 21, 22, 26, 4, <,

1 )
1 )
I'g(zﬁ)‘) = chy E r;
¢ 1(22,23,2],25,2(,, 4)
91(21, 22, 23, 24, 5, 26)
= 9(26,25,24,23,22,21)
= Q(Tﬂ?z”\)

Consideremos uma funcao g equivariante por Dg. Vamos mostrar que g é Dg-++7%-equivariante
se e 86 se satisfaz a equacio (B.7). Dado t € T?, temos

h(t-z) =™Ktz g(t. 2) = e®H1iz (¢ g)1(2)
= 2Ktz e~ 2k tg, (z) = 7101 (2)

= h(z)
ou seja, h é T2-invariante.

Vamos agora concluir a equivariancia por 7% de g a partir da invariancia por 7% de h.

h(t-z) = h(z)
o eiZWKl'tzlgl (t.- Z) =Z141 (z)
& g1t z) = e t2nKitg, ()

& gt z) = (- g)i(z)
como as componentes gs, ..., g de g sdo descritas a partir de gy, cdlculos rotineiros permitem

concluir que g;(t-z) = (t-g)i(z). m

Lema B.1.3 Consideremos g : C® — C% ¢ h : C% — C como no Lema B.1.2. Entdo
h(z) = h(t-z) para todo ot € T? se e s6 se

h(Z) e f(u11u2!u33u41u51“‘ﬁu@'11§19q4v§4)+
oy Pul 2207P oagt ipPul Pl L OBk 1)
onde u; = |zj\2, j=1,...,6, q = 212923, q4 = 24252, @1,02 € R e f é C™ e toma valores
complezos.

Demonstragao. Consideremos a expansao de Taylor de h(z)

h(z) = E akz{clzif"‘zgsfg“z§5E§°zk"z§”z,9’z’5w 3117212

k>0




De (B.6) concluimos que h(z) = h(z) e, portanto a; € R para todo o k.

Como h(z) = h(t - z) para todo t = (t1,t2) € T?, entdo

h(z) = E ake—Zﬂ'i(at;-i-ﬁtz)kl Z;CIEQW'i(at]-{-ﬁtg)kgE;Vl o
k>0
e Z ak€72ﬂi(atl+’6t2)("il7k2)21k13’;m o
k>0

portanto

8421\'1‘[(&51+,6t2){k1+k2)+((goz+f3)t17at:)(k37k4)+(fﬁ£1 +({a—p)t2) (ks —ke)
+(atr +{a—B)t2) (k7 —ks)+(—Bt1 —ate) (ka—kia)+((—a+ )t +8ta) (ki1 —ki2)] = 1

para todo (t1,ty) € T?. Portanto ax = 0 a ndo ser que

(at1 + Bta) (k1 — k2) + ((—a + Bty — atg)(ks — ka) + (=Bt + (o = B)t2) (ks — k)
+(atr + (a — B)t2)(kr — ks) + (=Bt1 — ata)(ke — ko) + ((—a+ B)t1 + Bta) (k1 — k12) €

Observemos que ki = ka, ks = ka4, ks = ke, k7 = kg, kg = k10, k11 = k12 é uma solucao da
equacao que representa os T2-invariantes

1z |, §=1,...,6

Vamos procurar monémios invariantes que nio tenham poténcias de | z; |*. Consideremos

apenas monomios da forma

m, n, P 49.r.s
%] %y R3Ey %56

|m|

onde adoptamos a notagao z;* =z, se m < 0. Desta forma reduzimos o problema de

encontrar todos os monémios invariantes (sem poténcias de | z; |?) a encontrar m,n,p,q,r, s
€ Z tais que

(at1 + Bta)m + [(—a+ B)t1 — ata]n + [ 8t + (a — B)ta]p
+Hets + (@ — Bta)g + (=8t — at2)r + [(—a + B)t1 + Bta]s € Z

Como t; e ty sao quaisquer temos

(m—n+qg—s)at+(n—-p—r+3)f = 0
—~{p— P ~g+ Fla+m-g-g+8f = 0

Como « e ( sao primos entre si

(m—n+q—s5)=jB (n—p—r+s)=—ja, j€Z

(n—p—q+r)=kB (m—p—q+3s)=ka, keZ \BE)

Nao hé solugdes nao triviais de (B.8) se mais do que 3 de m,n,p,q,r, s sao zero. No caso
j=k=0,entaiom=n=pe q=r = s, o que corresponde aos invariantes
Z129%3 € 247526

e seus complexos conjugados.
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Vamos ver que os invariantes de menor ordem que dependem de « e 3 sao

Boa—P_oa-p B aca—Poa—-p B  [foa—fFooa-0_f
U189 Ry G5u99%y "By g 430 Ry Ay
e seus complexos conjugados, que tém ordem 2a. Observemos que o conjunto dos trés e dos
seus complexos conjugados é invariante para a accao de Dg.

O procedimento vai ser o seguinte

1. Mostramos que podemos assumir que um de m,n,p é zero e que um de q,r, s é zero.
Depois consideramos o caso p = 0, uma vez que os invariantes com m = 0 en = 0
podem ser obtidos a partir dos invariantes em que p = 0 pela acgao de Pz

2. Consideramos os casos onde p = 0 e exactamente dois de m,n,q,r, 8 sdo zero;

3. Consideramos os casos em que p = 0 e exactamente um de ¢,r, s é nulo.

1. Consideremos m,n e p positivos. Entdo podemos construir um monémio 7%-invariante
de menor grau a partir de 2{"z§ 202727 25 factorizando o invariante z32223. Analoga-
mente, se m,n,p sao negativos podemos obter um mondémio T?-invariante de menor
grau factorizando z1Z»z3. Vamos supor que m,n,p nao tém todos o mesmo sinal.

Consideremos, por exemplo m > n > 0 > p. Entao a ordem do mondémio é

m -+ n -+ lpl + gl + ] + s
Neste caso observemos que também o monémio z?L—"‘E.‘Jp |+nzgz{—:z§ é T%invariante e tem
ordem menor, a nao ser que n = 0. Como estamos & procura dos invariantes de menor
ordem que dependem de a e 3, podemos assumir que n = 0. O argumento ¢ o mesmo
para as outras ordenagoes de m,n, p e 0. Em cada um dos casos conseguimos encontrar
um invariante de menor grau a nao ser que um de m,n,p seja zero. Analogamente,
podemos assumir que um de g¢,7,s é zero. Nos passos seguintes vamos assumir que
p=0.

2. Seja p = 0 e exactamente 2 de m,n,q,r, s também sao nulos. Ja vimos, no primeiro
ponto, que pelo menos um de q,r, s é zero. H4 9 combinagoes a considerar e, em cada
caso obtemos um invariante de ordem maior que 2. Por exemplo, se p = r = § = 0,
as equacgoes (B.8) tém solucao se j e k satisfazem

(j +2k)B = (k— jla
Como « e 3 sdo primos entre si, existe [ € Z tal que

k—j=18¢j+2k=1lk

Resolvendo em ordem a j e k obtemos
g d 1
J i gl(a —28) ek = El(a + A).
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Como a + 3 nio é miltiplo de 3, entdo 3 divide [. Seja I’ € Z tal que [ = 3!’. Entao
m =82~ 8)
n=1{a(28 - a)
g=-U(a®~ap+ 5

A ordem do invariante z]"2}z{ é 3|l'|af que é maior do que 2a. As outras 8 com-
binagdes com 3 expoentes nio nulos fornecem invariantes com ordem 3 |I'| a3, |I'| (a® +
afB) ou |I'| (2a? + a — 5?), que sdo sempre maior que 2a.

. Se p = 0 entédo, de (B.8) temos que

m = jB-50 - k)(a+p)
n = kB—ja+5(i-k)(a+p)
g—8 = jB-ka—3(—k}a+h)

r—s = kB+3(j—k)(a+p)

Como 3 nao divide « + § temos que existe [ € Z tal que k — j = 3[. Portanto

m = jB+l(a+pf)
n = —jla-p0)+1(26-a)
g—s = —jla—p)-12a-p)
r—s = j8+1(28—-a)

onde j,l € Z. Consideremos os 3 casos g = 0,7 = 0 e 8 = 0 separadamente:

O invariante z?fg_ﬁ?:ﬁﬁzg é obtido no caso p = s =0 paral =0 e j = 1. Quando

p=¢=0o0up=r =0 obtemos mondémios invariantes nao triviais de grau maior do
que 2a. Por exemplo, para p = g = 0, temos que

m = jo+1l{atg) |
—jla—p8)+ 128 - a) |
joa+ o+ fF) |
jla—B) +1(2a - )

O grau do mondmio é |m| + |n| + |r| + |s| € Z*. Como

n
r
8

ml| + In| + |r| + |s| > [n| + |s| > n + | = [I| (a + )

ea>f3> 3, entdo

a+ﬂ>a+g*§a
2 2

il (a+ ) > il 3a

Logo, se |I| > 1, entao
im| + |n| + || + |s| > 2.

Faltam os casos em que [ € {—1,0,1}.

Se [ = 0, temos que

Iml + In| + Ir| + |s| = |j| (3 = B) > 2]j]
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Sel=1ej>0entdo |m|=m, |r|=7r, |s| = s e temos que
|m| 4+ |n| + |r| +|s| > |m|+ |r|+|s| =m+r+s=2ja+da+ F > 2a
Sel=1ej<0entao |n|=ne

lm|+n|+r|+s|>n+m—r+s=—jla—B)+a+8>(a—3)+a+ =2«

O caso em que [ = —1 é andlogo a [ = 1. Portanto, os mondmios associados com
=g = 0, mnrs # 0 sdo de grau maior do que 2«. O argumento para p =r =0 é
similar. W

Demonstracao da Proposicao B.1.1. Pelo Lema B.1.3 obtemos

— 3
Zlgl(z) = .f(ula Uz, U3, Uq, u51U6)q11QI:Q4)Q4) + elza Hzng; Z: 4

+ 823?23 P22 P28 + 020 +1)
= |z fl(u1,u2,u3,u4,u5,u6,f11,€i'1,Q4s§4)+Eﬁﬁsfz(’ul,uz,u:z,w,'Ufs,uﬁ,fh,?uqa:@;)
+elﬁfﬁz§zfzgfﬂ+62ﬁaz§ B, - ~Pz B+O(2a+1)

2 ; " ;
onde uj = |z;|°, (1 = 212223, qu = 242526 € 08 coeficientes e; e ey sdo reais. Portanto

QI(Z) o Zlf](u11u27u31u41u51u6)q1 qlvq-ﬁluazl) +2223f2(u13u2!ulhudsu\')suﬁ!qu(_]lsqduatl)
+elzo Eon lzgzg ﬁﬁ—l—ez_ﬁ lzg Ba Az B+O(2a) 2]

B.2 Simetria escondida

Foi notado em [4] a existéncia de uma simetria escondida que impoe uma restri¢ao adicional
& forma geral de g : C% — C5 obtida na Proposicao B.1.1 onde

COXVy, @ OVi, =V

Relembrar que g corresponde & redugao de Liapunov-Schmidt de um problema com simetria
euclidiana F(2) ao nicleo da linearizagdo do operador nao-linear F' na solugao estacionaria
trivial restrito as fungoes de onda L-periédicas onde £ é uma rede hexagonal. A existéncia
de v € E(2)\(De+T?) tal que
YWVWNV#0
impode uma restricao adicional em F, logo também em g - estamos a considerar o método
de redugéo de Liapunov-Schmidt que preserva a simetria. A existéncia de tal elemento «
implica que
g('}”U, ’\) = '}’Q(U, ’\)!

para todo o v € vV NV. Observemos que
gyVnV)CH¥vnVv
De facto, seja yv € ¥V NV. Entdo g(yv,A) € V e g(yv, A) = vg(v, A) € vV pois g(v, A) € V.
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Kz pl,-al,

o

Figura B.1: Simetria escondida

Lema B.2.1 A reflexdo 7, na recta que contém o vector 3l —aly é uma simetria escondida
de g que actua no subespaco

W=7CnC’ = {{z1, 22,23,0,0,0) : 21, 22,23 € C}

da seguinte forma:
:'Ffr(zlvz'.z; 23, 01 0! 0) = (31333322: 01 0) O)

Demonstragao. Observando que Ky = ak; + ks é perpendicular a 3l; — aly concluimos
que . K = — K.

Como K3 = P231K1 e Ky = p%le entao

?ng = :J:mpszrKl = p;_,,lfr}Kl = p%rr(—K]_) = qu_;_f{| = fK;}
3

Ty K3 = — Ky
Portanto

To (21w, (2) + 20wp, (2) + 23wg, () + ) = ziws i, (&) + 22wz, K, (7) + 23w5, K, (T) + C0
2w_g, (z) + 2ow_g,(z) + zaw—_g, () + c.c.
= Z1Wk, (z) + Z3Wg, (z) + '2—:2?.!?,((3(;6) + c.c.

7

Seja 6 o angulo que o eixo das abcissas faz com a recta que contém o vector 3l — als. E

1 [a—g —[3“@]

facil ver que

g =g
Tk af o}

onde pg € O(n)\Dg é a rotagao de 6 no plano, e k. = || K| = v/a? — af + 3%



Observemos que
T = pglfmpo
_ jﬁ fﬁ [1 0 ] n=1p =%ip
0 -1]| 3 a-1g

_ [“—62 aﬁ+a 18- 20) ﬁf]
- 7| 1823 - BV3e 2ﬁ2+aﬁ a

b=

Na base (k1,k2) a reflexdo 7, representa-se pela matriz

1 [ B% —a? 4204ﬁ+a2]
(k)2 | (B—2a)B —B*+a?

Utilizando esta matriz e as restrigoes a a e 3 apresentadas no Quadro 4.1 mostra-se que

7.C8 N8 = {zn1wk, (z) + 2wk, (z) + 23wk, (z) : 21,22, 23 € C}

Observemos que a simetria escondida referida no lema anterior impoe a seguinte restrigao a
expansao de Taylor de g obtida na Proposigao B.1.1:

g1(21, 22, 23,0,0,0) = g1(21, 23, 22,0,0,0) (B.9)
De facto,
%’mg(zl, 29,23,0,0, 0) = g(’?’m(zl,zg, z3,0,0, 0)) = g(El ,Z3,29,0,0, U)

Portanto, como g(z1, 22, 23,0, 0,0) € 7,C® N C®

g1 (Z] y %2y 23, 0! 01 O) =1 (Eh ‘—2—31 221 U: U1 “)
De (B.6) concluimos que

91(Z1,%2,23,0,0,0) = ¢1(%1, %3, 22, 0,0, 0).
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