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Resumo

Este trabalho versa sobre o problema da caracterizagdo de uma sucessdo de
polinémios ortogonais cléssicos (Hermite, Laguerre, Bessel e Jacobi). O objec-
tivo principal é mostrar que uma sucessdo ortogonal, cuja m-ésima sucessao
associada a sucessdo dos derivados de ordem k seja ortogonal, é necessariamente
uma, sucessdo classica. Este resultado é uma generalizagao do teorema de Hahn,
no qual se estabelece que uma sucessdo ortogonal é uma sucessao cléssica se
a sucessdo dos derivados de ordem k for ortogonal. Apresentamos igualmente
uma demonstracao deste teorema.






Abstract

This work is devoted to the problem of the characterization of classical orthogonal
sequences (Hermite, Laguerre, Bessel and Jacobi). OQur main aim is to show
that an orthogonal polynomial sequence, whose m-th associated sequence of
k — th derivative sequence is orthogonal, is necessarily a classical one. This is a
generalization of Hahn’s theorem, which states that an orthogonal polynomial
sequence is classic if its k-th derivative sequence is orthogonal. We present a
new proof for the mentioned theorem.






Résumé

Ce travail est consacré au probléme de la caractérisation des suites orthogonales
classiques (Hermite, Laguerre, Bessel et Jacobi). L’objet principal du mémoire
est de montrer qu'une suite orthogonale dont on suppose que la m-iéme suite
associée a la suite des dérivées d’ordre k soit orthogonale, est nécessairement une
suite classique. Ce résultat est une extension du théoréme de Hahn selon lequel
toute suite orthogonale dont la suite des dérivées d’ordre k soit orthogonale est
une suite classique. On indique également une démonstration de ce théoréme.
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Prefacio

Este trabalho versa sobre o problema da caracterizagao dos polinémios or-
togonais classicos que sdo habitualmente enumerados como os polinémios de
Hermite, de Laguerre, de Bessel e de Jacobi. Segundo a propriedade de Hahn,
uma sucessao de polinémios ortogonais diz-se classica se a sucessao dos poliné-
mios derivados for ortogonal [5]. Em 1937, Hahn apresentou em [6] uma nova
caracterizacao destes polinémios, a qual generaliza a propriedade citada: uma
sucessdo de polindmios ortogonais é clssica se a sucessao dos derivados de ordem
k 2 1 for ortogonal. Neste trabalho apresenta-se uma nova demonstragao deste
resultado, cuja ideia de base consiste em trabalhar directamente sobre as formas
lineares (ou funcionais) e n&o sobre as representagdes integrais dessas formas,
que alias s6 sdo conhecidas nalgumas classes para valores particulares de certos
parametros. Nesse sentido, utiliza-se sistematicamente a sucessao dual associada
a uma sucessdo de polinémios livre. Através de raciocinio analogo, com as
devidas adaptagoes, foi possivel cumprir o objectivo principal deste trabalho:
fornecer uma extensdo para o teorema de Hahn, na qual se estabelece que uma
sucessdo ortogonal, cuja m-ésima sucessdo associada & sucessdo dos derivados
de ordem k seja ortogonal, é uma sucessao classica [15].

Na primeira sec¢ao do capitulo 1 sdo dadas as definigoes de base e indicadas as
operagoes, obtidas por transposicdo, que se efectuam naturalmentc no espago
dual dos polindmios. A segunda secgao é reservada & introdugdo dos conceitos
de sucessdo de polin6mios e sucessdo dual.

A ortogonalidade regular e respectivas nogoes anexas (as relagoes de tipo finito
e a quasi-ortogonalidade) encontram-se desenvolvidas no capitulo 2. A primeira
seccao deste capitulo é consagrada & caracterizacdo da ortogonalidade regular
(em termos das formas regulares e das sucessdes de polinémios), onde sdo
apresentados resultados que serao usados de forma essencial na caracterizagao
de sucessoes classicas e semi-cléassicas e, principalmente, nas demonstragoes dos
resultados que figuram no final do trabalho: o teorema de Hahn e o teorema
relativo & sua extensdo. A secc¢do seguinte refere-se as relagdes do tipo finito.
Este ¢ um conceito mais geral que o da ortogonalidade. Todavia, dada a
sua importancia, este altimo merece ser estudado por si mesmo. Supondo a
ortogonalidade, as relagoes de tipo finito conduzem as sucessdes semi-classicas,
como poderd ser constatado na secgdo 4.3. Na secgdo 2.3 s@o fornecidas as
definicdes de quasi-ortogonalidade e de quasi-ortogonalidade estrita de ordem s.
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Aplicam-se estas nog¢des ao estudo da multiplicagdo & esquerda de uma forma
regular por um polinémio de primeiro ou de segundo grau, construindo assim
uma forma regular a partir de outra forma regular dada.

O capitulo 3 é reservado & defini¢do e caracterizagdao das sucessoes clissicas quer
em termos duma equagdo funcional (secgdo 3.2), quer em termos duma equagao
diferencial de segunda ordem (secgao 3.3), devida a Bochner [1]. No capitulo 4
introduzimos as formas e sucessées semi-classicas, sendo as formas classicas um
caso particular destas.

Finalmente, nos capitulos 5 e 6 encontra-se, respectivamente, a nova prova do
teorema de Hahn e o enunciado (assim como a sua demonstragao) da extensao
deste resultado.

Alguns enunciados sdo apresentados sem demonstracdo, por forma a reduzir a
amplitude do texto. O leitor interessado poderé encontrar todas as demonstra-
¢Oes detalhadas em [7].
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Capitulo 1

Preliminares

Seja P o espago vectorial das fung¢ées polinomiais com coeficientes em C, natu-
ralmente também caracterizado como P = Un>0 Pn, com P, C Ppy1, n 2 0,
onde P, é o subespago vectorial das fung¢des polinomiais de grau inferior ou
igual a n. Seja P’ o espago dual de P, isto é, o espago das aplicagoes lineares
definidas em P e tomando valores em C. Cada elemento u do espago dual de
P designa-se por forma ou funcional. Denote-se por (u, f) a acgdo de u € P’
sobre f € P. Naturalmente, (u, f) € C. Em particular, (u,z") := (u), ,n > 0
representa o momento de ordem n de u € P’ (relativamente a sucessao {z"}nx0).
Se f(z) = Y1 avz’, temos que (u, f) = > ). a,(u),. Acrescente-se que uma
forma u € P’ fica univocamente determinada pela sucessdo dos seus momentos.

Antes de prosseguirmos, considere-se a forma de Dirac aplicada no ponto ¢ € C,
denotada 4, a qual se define do seguinte modo:

(0c,p(z)) :=p(c), VDEP.

Visando a simplificagdo de escrita, quando ¢ = 0 escreveremos apenas é em vez
de §p. Os momentos desta forma ficam determinados por:

_ o _J Ln=0

Em todo o texto o termo polinémio sers considerado como sinénimo de fungio
polinomial.

1.1 Operadores e propriedades elementares

Sejam u € P’ e f,g € P. Entenda-se por Ip e Ip: a identidade nos espagos P e
P, respectivamente.
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20 CAPITULO 1. PRELIMINARES

1.1.1 Operagoes elementares no espago dual dos polinémios

1. Homotetia de razdo a € C aplicada ao polinémio f: hg,f onde
hof (x) := f(az), a € C.

2. Translagdo aplicada ao polinémio f: 7_sf, com 7_f (z) :== f(z +b), b€
C.

3. Diferencgas divididas, d.f € P, com

I.f (z) := Lgm)_—_j_”_(_c_)_, ceC.

Consideremos os seguintes operadores elementares definidos em P:
z-c
|
|

Por transposicao definimos as operagdes correspondentes em P’ [13]:

1. Homotetia aplicada a uma forma u € P’, hyu € P":
(hat, f (2)) == (u, f (az)), a€C.
2. Translagiao de uma forma, 7_yu € P':

(T-pu, f (2)) = (u, f (£ - b)), be C.

3. Divisdo de uma forma por um polinémio [10]:

4. Multiplicagdio & esquerda de uma forma por um polinémio, fu € P":
(fu,p) :==(u,fp), VpeP.

5. Multiplicagao & direita de uma forma por um polinémio, uf € P:

zf (z) = ££ (O

wh(e) = (w =2

> , onde u actua na varidvel &.
6. Produto de duas formas u,v € P', o qual fica definido por transposi¢io
do produto & direita de uma forma por um polinémio:

(wv,p) := (u,vp), Vp € P.

7. Derivada de uma forma, Du:

<D’u’ap) = <uapl>7 Vp eP.

: <($—c)_1u,f(a:)> = (u,9.f (z)), c € C.
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1.1.2 Propriedades das operacgoes elementares

Facilmente se demonstram as relagoes seguintes:

of =f, VfeP;

(u+v)f =uf +vf, Yu,veP, VfeP;

v(uf) = (vu)f, VYu,v€P', VfeP;
(fg)u = flgu), Vf.g€P;

bu=u, Yuec?P

wv =vu, Yu,v€E P’

(w)w = u(vw), VYu,v,w € P’;

(u+v)w = uw + vw, Yu,v,w € P'.

As propriedades que acabamos de apresentar garantem que (P’,+, ), onde as
operagbes + e - denotam, respectivamente, a soma e produto de duas formas,
forme um anel comutativo com elemento unidade, §. Todavia nao constitui um
anel de divisao dado a existéncia de elementos em P’ que ndo possuem elemento

inverso (basta que o momento de ordem zero seja nulo) |11].

Os operadores atras definidos satisfazem algumas propriedades, as quais passa-

mos a enunciar.

ha (o} ha—l = ]I'pl;

TpOT_p = le;

(15 0 ho)u = (hq 0 T,-1p)u, Yu € P';

(ha o To)u = (Tap © ha)u, Yu € P
f(mpu) = p((7-pf)u), Yu € P', Vfe P;
f(howt) = ho((haf)u), Yu € PI7 Vfe P;
D(tyu) = 1pDu, Yu € P';

D(hqu) = a”'hyDu, Yu € P'.

Consideremos algumas propriedades, fundamentais neste trabalho.

1.1.1)
1.1.2)
1.1.3)
1.1.4)
1.1.5)
1.1.6)
1.1.7)
1.1.8)

o e -
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Lema 1.1.1 [15] Para quaisquer f,g € P, u,v € P', c € C, temos que:

a) (ufg) (z) = ((fu) 9)(z) + z9(z) (udof) () (1.1.9)
b) f(z)(uv) = (f(z)v) u+ z (viof) (z)u (1.1.10)
¢) (D) f = (D'ﬁc)f‘i'ﬁzf (1.1.11)
d) (z - ¢) ((x—c)—lu) =u (1.1.12)
e) (z—c)7 ((z — c)u) = u— (u)ydc (1.1.13)
P f((z-co ") = fo) (&~ o) 'u) + (Ief)u (1.1.14)
9) (& — )7 (fu) = F()((z — &) ') + (Fef)u — (u,9cf)d. (1.1.15)
h) (uf) (@) = (W' F) (@) + (uf') () + (udof) (2) (1.1.16)
i) (fu) =fu'+ f'u (1.1.17)
i) (fu)’“>~zyo()f(” k=) k> (1.1.18)
) (wv) =u'v+w' + 27 uv) (1.1.19)
m) (z-¢)u) =@—-c) '~ (z-c) (1.1.20)
n) (udof) (z) = (Fouf) (z) (1.1.21)
0) Du=Dv=>u=v (1.1.22)

1.2 Sucessoes de polinémios

Definigao 1.2.1 Designamos por sucessao de polindmios toda a sucessdo {Bn}nxo

tal que grau(B,) <n, B, € P, n 2 0.

Decorre da defini¢do que uma sucessao de polinémios {Bp }nx0 € livre se e 56 se
grau (B,) = n, ¥n > 0 [11, 13, 7]. Neste caso podemos sempre normalizar cada
polinémio da sucessao, considerando By (x) = 2™ + by_12" ' +... + by, n > 0,
monico e diremos que a sucessao é livre e normalizada.

NoOTA: Sera designada por SP toda a sucessdo de polinémios nestas condigoes,
isto &, livre e normalizada.

Naturalmente, uma sucessio de polinémios livre gera P. Como consequéncia da
definicdo apresentamos o resultado seguinte:

Proposigdo 1.2.1 [17] Se {Po}nx0 for uma SP e u € P', entio u = 0 se e s6
se (u,P,) =0, n20.

1.2.1 Sucessao dual

Dada uma SP, { Bn }n>0, pretendemos definir, de um modo tnico, uma sucessao
no dual de P associada a {Bn}n>o0-
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Defini¢do 1.2.2 Dizemos que {un}nz0, onde u, € P', é uma sucessio dual
associada & SP {By}n>0, se for tal que

(tn, Bm) = 0nm, mn,m=0. (1.2.23)
A cada SP {B;}n30, est4 sempre associada uma tnica sucessao {un }n»o do dual
verificando a propriedade (1.2.23) [11, 17]. Além disso, {un}n>0 € linearmente

independente. As duas sucessdes {Bn}n>0 € {un}n>o dizem-se biortogonais. A
ug daremos o nome de forma canonica associada & sucess&o {Bp }n3o0-

Teorema 1.2.1 [17] Seja w € P', {Bn}lnzo uma SP, {un}n0 @ respectiva
sucessdo dual e consideremos

n
Z u, Bk 'U,k, 0.
k=0

Neste caso, teremos

(Sn(U),f) m (uvf)a Vf €P7

ou seja, Sp(u) converge com n para u no sentido da topologia fraca.

Prova: Fixemos n > 0. Deste modo,
- 0 m>n
(Sn(u): B} = D, {us B B} = { (u,Bn) ,0<m<n.
k=0

Considerando agora n — 0o, da igualdade anterior decorre que
(Sn(u)’Bm) e (u, Bm), Ym20

n—+400

logo, dado {Br}n3o0 ser uma SP, concluimos o pretendido. ]

Como consequéncia da defini¢do 1.2.2, temos o seguinte:

1. [17, 11] Se {@n},3¢ for uma SP, tem-se necessariamente que

(Un, Qm) =0, 0<m<n. (1.2.24)

2. Em particular, considerando Qp, () = ™, m > 0, tem-se que:

(Un)y, =0, 0<m<n.

Exemplo 1.2.1 [11] Consideremos a SP {x"}n>o. Designemos por {un}n>o0
a respectiva sucessao dual. Por indugdo finita sobre n, demonstra-se que u, =

-1\
£—T;!l—Dnd, n 2 0.
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Dada a unicidade da sucessio dual de uma SP, tem-se que a sucessio dual

associada a {z"}n>0 € dada por {%L"Dn5} o
. n>

Se u for um qualquer elemento de P’, entdo temos que

0 ,m=2n+1

Do teorema anterior decorre que

(Sn(®) 2572 (Wm, m 2 0.

Apresentamos a seguir um resultado de suma importincia neste trabalho. Em
muitas dedugbes serd, sem davida, crucial. Aliss este € um lema fundamental
na teoria dos polinémios ortogonais.

Lema 1.2.1 [9, 11, 12, 13] Sejam {Bn}n>0 uma SP e seja {un}n>0 a respectiva
sucessdo dual. Sejam u € P' e p € N. Para que u verifique

<'U,, Bp—1> 76 07 (uv Bn) = Oa n2p,

€ necessdrio e suficiente que existam A\; € C, 0 < i < p— 1, A1 # 0, tais que:

p—1
U= E A,
=0

Além disso, A\; = (u, B;), 0<i<p— L

1.2.2 Transformacgoes elementares

Seja {Bn}nzo uma SP e {un}n>0 a respectiva sucessdo dual. Consideremos
certas transformagcoes elementares destas sucessoes.

1. Defina-se a SP {gn}nzo, obtida a partir de {Bp}n30 por transformagio
linear de variavel.

Proposigdo 1.2.2 [17, 13] Seja {Bn}n>0 uma SP e {un}n>0 a respectiva
sucessdo dual. Consideremos a SP {Bp}n>0 definida da seguinte maneira:

§n(x) =a "Bp(ax +b), n >0,

onde a € C— {0} e b € C. Designando por {Un}n>o a sucessio dual
associada a {Bp}n>0, entdo

Un = a"(hg-1 0 T—p)up, n 2 0.
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. 1 - .
2. Consideremos agora a SP {B,[,]}n>0, a sucessdo dos derivados de ordem 1

de {Bn}n>0.

Proposigdo 1.2.3 [17, 13/ Seja {Bpn}nzo0 uma SP e {un}nx0 a sucessio
dual correspondente. Consideremos a SP {Bnl]}nZO definida da seguinte

maneira: ,
Bn+1 ()

B'[‘I](m) - n+1

, n>0. (1.2.25)

1 ~ ~
Se {UL]}n>0 for a correspondente sucessdo dual, entdo

Dulll = —(n+ upy1, n20. (1.2.26)

Mais geralmente, definimos a sucessdo dos derivados (normalizada) de

. k .
ordem superior a um ({37[;]}@0, k > 1), recursivamente, como podera
ser constatado na proposicdo que se segue.

Proposigao 1.2.4 [13] Seja k > 1 e sejam {Bn}nzo uma SP e {un}nxo
a sucess@o dual correspondente. Consideremos a SP {B,[lk]}nzo definida da
| sequinte maneira:

n+1
entdo tem-se que:
Dul = —(n+ 1), nxo, (1.2.28)

onde {u,[{]}n>0 € a sucessdo dual associada a {B,Ll'i]}n>o, 1<j<k.

NoTA: Entenda-se que B,[,O] = By, n2>0.

gE=1)
B (z) = ——%, n 20, (1.2.27)
Como consequéncia do exposto, consideremos o seguinte resultado, o qual
ser4 usado de forma essencial na nova prova do teorema de Hahn no
t capftulo 5.
Lema 1.2.2 [15] Se v, = ug], entdo a derivada de ordem k de v, é dada
por

k
(v2)® = (~1)* H (n+ @) tnsk, n20 e k21 (1.2.29)

pu=1

Prova: A prova ser4 feita por indugdo finita sobre k > 1.

Para k = 1, (vn)(l) = (vp) = — (n+ 1) un41, donde o resultado é
verdadeiro.
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Suponhamos que o resultado é valido para k—1, k > 1. Deste modo,
!

(vn)(k) = ((vn)(k_l)) =—(n+1) (vn+1)(k_1) pelo que, usando a

hipétese de indugio,

k-1
W)® = —(+1) D) ] 0+ 1+ 1) ungrgres
p=1
k
= (n+ ) (D[] (0 + 1) s
pn=2
k
= (_1)kH(n+#)un+k7 n>0 e k>17
pn=1
0 que prova o pretendido. [}

3. Consideremos a SP {B,(,,l)}nzo, designada por sucessao de polin6mios asso-

ciada (de primeira ordem) a {By, }n>o relativamente a ug.

Proposicao 1.2.5 [11] Sejam {Bp}nxo uma SP e {un}n>0 a sucessio

dual correspondente. Consideremos a SP {B,(ll) S0 defintda do seguinte
n/
modo:
B{(z) = <u0, B"“(xi — f"+1(5)> ,n>0. (1.2.30)

1 , . .
Representando por {uﬁ, )}n>0 a respectiva sucessdo dual, entdo

ull) = (zun41) (wp)™, n20 (1.2.31)

(De salientar que (ug)™" existe se e s6 se (uo)g #0).

Naturalmente, podemos escrever B,(ll)(:n) = (up¥9Bpn+1) (z), n > 0.

Recursivamente, definimos {B,(lk)}nzo (com k > 1), a SP associada a

{BT(L’C_I)},QO (relativamente a ugk—l)).

NoTa: A salientar que B,(IO) :=B,, n>20.

Proposicao 1.2.6 [11] Seja k > 1 e sejam {Bp}nz0 uma SP e {un}nzo

a sucessdo dual correspondente. Consideremos a SP Br(lk)} 0 definida
n/
do seguinte modo:

B (2) = (uf V9BE ") (@),  n>0,

) k . ~ ~
e seja {ug, )}n>0 a respectiva sucessio dual, entdo

ulkt) = (mugﬂl) (u(()k))_l, n > 0.



1.2. SUCESSOES DE POLINOMIOS 27

Acrescente-se apenas que tais sucessdes serdo tratadas com maior detalhe

(m)
no capitulo 6, onde serd explicitada uma relagdo entre (uﬁ{“ ]) (n 2

0, k,m > 1) e u, (n > 0), elementos das sucessdes duais associadas a

(m)
{(B,[f]> " } e {By}nz0, respectivamente.
n>0

1.2.3 Relagao de estrutura

Se {Bn}n20 representar uma qualquer SP e {u,}n30 a respectiva sucessao dual,
entdo necessariamente devera satisfazer a seguinte relagdo de recorréncia [11,
12, 17]:

Bpia(z) = (2 — Bn+1)Bny1(z) — ZZ:O xn,,,B,,(:v), n 20,

(1.2.32)
By(z) =1, By (x) =z — Po,
onde
Bn = (un,zBn(z)), n >0, (1.2.33)
Xnp = (Uy,TBni1{z)), 0<v<n, n>0. (1.2.34)

Como consequéncia do que acabamos de expor e do lema 1.2.1, apresentamos
o préximo resultado que nos fornecera uma relagdo de suma importancia no
decurso deste trabalho.

Lema 1.2.3 [12, p.136] Sejam {Bn},5o uma SP € {un},5o a sucessio dual
correspondente a {Bp},5q € v > 0. As condigées Xny = (uy,2Bn41) = 0,
n 2 v+ 1 sdo equivalentes a

Uy = Up_1 + ,B,,u,/ + Xy,yulj+1 (1.2-35)
U1 = 0.
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Capitulo 2

Ortogonalidade Regular e
Nocoes Anexas

2.1 Ortogonalidade regular

Definicao 2.1.1 A forma u diz-se reqular se lhe for possivel associar uma
sucess@o de polindmios {Pp}n>o tal que

('U',Pan> = Tn(sn,m,
onde r, # 0, n,m>=20 (2.1.2)

Neste caso, a sucessio de polindmios {Pp}nxo diz-se regularmente ortogonal
relativamente a forma u. As condigées de ortogonalidade siao dadas por (2.1.1),
ao passo que (2.1.2) correspondem as condigdes de regularidade.

Diremos que a forma u é normalizada se (u)p = 1.

Decorre desta definicdo que cada polinémio P, estd definido a menos de uma
constante arbitraria nao nula, isto é, {P,},, ¢ uma sucessdo de polinémios
ortogonal relativamente a u se e s6 se {cnPn};>0 é ortogonal relativamente a u,
onde ¢, € C\{0}, n > 0. g

Observacio 2.1.1 Toda a sucessGo {Pp}n»0 de polindmios ortogonais relati-
vamente a u € P’ € livre, pelo que poderd ser normalizada.

Exemplo 2.1.1 A sucessdo {z"},>0 € uma sucessio livre ortogonal relativa-
mente & forma 6, mas nao regularmente ortogonal.

A impossibilidade de determinada forma ser regular podera ser verificada a
partir da proposicido seguinte.

29
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Proposicao 2.1.1 [17] Seja { Pr}n3x0 uma sucessio de polindmios regularmente

ortogonais relativamente a u e {un}n>0 a respectiva sucessdo dual, entdo (u)g # 0.

Exemplo 2.1.2 Suponhamos {Pp}n>0 (regularmente) ortogonal relativamente
a ug e seja {Un}nzo0 a sucessdo dual associada. A partir da proposi¢io anterior,
podemos concluir que ug, s 2 1, ndo pode ser uma forma regular, pois (us)g = 0.
Dito de outro modo, néo existe nenhuma SP ortogonal relativamente a ug, s 2> 1.

Sem perda de generalidade, podemos sempre considerar que u e { P, }n>0 estdo
normalizadas, isto é, (u), = 1 e P, moénico, n > 0.

NOTA: Salvo indicagao do contrario, no prosseguimento deste trabalho iremos
considerar sucessées de polinémios regularmente ortogonais e ndo apenas or-
togonais. Simbolicamente designaremos por SPO uma sucessido de polinémios
regularmente ortogonais.

Proposicao 2.1.2 [17] Seja u € P'. A SP {Pp}n30 € ortogonal com respeito
a u se e sd se para alguma SP {Qn}nzo se verificar (u,QmPp) =0, 0 < m <
n—1,n21 (u,Q,F)#0,n20.

Proposicao 2.1.3 [17] Se {Py}n>0 € uma SPO com respeito a u e {un}tnzo €
a respectiva sucessio dual, entdo u = (u)oug.

NOTA IMPORTANTE: Daqui em diante, ir-se-4 sempre supor u como forma
regular e normalizada e a sucessdo {P,}n>0 (regularmente) ortogonal relativa-
mente a u, sera suposta normalizada. Notar que, assim sendo, u = ug.

Recordando a relagio expressa em (1.2.32) aplicada a sucessdao {Fp}n>0, apre-
sentamos o resultado seguinte:

Teorema 2.1.1 [13/[12, p.136][17] Seja {Pn}nz0 uma SP e {un}>0 a sua su-
cessdo dual. As sequintes afirmacgdes sio equivalentes:

(a) A sucessio {P,}nzo € ortogonal relativamente a ug;

(b) Xn,k: = Oa 0 < k < n-— 17 n 2 17 Xn,n 7é 0, n 2 0) onde Xn,k SdO
dados por (1.2.34);

(c) zup = Un_1 + Brtn + Xnnntl, Xon#0, 720, u_1=0;

(d) Eziste uma sucessio de polinomios {¢n}nzo tal que grau(¢,) = n e
Un = Ppug, 1 2 0;

(e) u, = (<u0,P,%>)_l Pyug, n > 0.
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Ap6s o teorema anterior, é possivel mostrar que a SPO {F,},>0 satisfaz uma
relagdo de recorréncia de ordem 2, bem como obter uma expressao para os
coeficientes xnn € fBn, n 2 0, em termos da funcional ug.

Proposicdo 2.1.4 [17] Admitindo verificada uma das alineas do teorema ante-
rior, temos:

Pn+2(~'1") = (33 - ﬂn+1)Pn+1(-'L') - '7n+1Pn(-T)a n 20,

(2.1.3)
Py(z) =1, Py(z) = z — fo,
onde
_ {uo,zP(2))
T ey "0
(2.1.4)
_ _ <“0’P3+1($)>
Tl = Xnn = ey 70 20

Como consequéncia da proposi¢dao precedente, obtemos o seguinte:

Corolério 2.1.5 [17] Se {Py,}n>0 € uma SPO, entdo P, e Ppy1, n > 0 ndo
tém raizes comuns.

A ortogonalidade regular de uma determinada sucessao é invariante sob qualquer
transformagio afim [11, p.13].

Lema 2.1.1 [11, p.13] Seja {Pp}n>0 uma SPO relativamente a ug satisfazendo
a relagdo de recorréncia (2.1.3) da proposicdo 2.1.4. Entdo a sucessio {Pp}n>o0
do proposicao 1.2.2 satisfaz a relagdo de recorréncia:

P2 (@) = (2= Bar1) Put (@) = Far Pa (2), n20, (215)
B (z) =1, Py (z) = z — B,
onde

~ 52
e ) S
<"707133+1($)> _ ¥,
<’l’10,ﬁ,%(.'1:)> - Z:l 76 0, n 2 0.

Tn+1 =

Na realidade, J = s(h,-1 © 7_3), s # 0 & o unico isomorfismo que preserva a
ortogonalidade de uma sucessao [11].

Apresentamos agora uma relagio conhecida: a "Identidade de Christoffel-Darboux".
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Lema 2.1.2 (Identidade de Christoffel-Darboux) (2, p.25/

Se {Pn}nz0 satisfizer a relagio de recorréncia de uma sucessio regularmente
ortogonal dada por (2.1.3), entdo

n n+1
Z Pf_;flf’;(c) _ H Yu Pn+1(-'17)Pn(Cl _—- fn(z)Pn+l (C) i (2.1.6)
v=0 u=1l7p u=1

Uma questdo de particular interesse sera: quando ¢u = 0, parap € Peu € P/,
que inferéncias podemos extrair relativamente a ¢ ou u? O lema 2.1.3 e a
proposicao 2.1.6 fornecem-nos a resposta.

Lema 2.1.3 [13, 17] Seja u € P’ regular e seja ¢ um polindmio, tal que:
du = 0.
Entdo, necessariamente, ¢ = 0.
Estamos agora interessados em saber que conclusoes extrair relativamente a u

se soubermos que ¢u = 0, para um dado polinémio ¢. Para responder a esta
questao precisamos de alguns resultados, os quais passamos a apresentar.

Lema 2.1.4 Sejam u,w € P’ ndo necessariamente regulares e seja ¢ € C tais
que (x — c)u = w . Entdo
u=Ab, + (- )" w,
para determinado A € C.
Prova: Com efeito, multiplicando ambos os membros da equagdo (z — ¢) u = w

por (z — c)_1 , ¢ usando a propriedade (1.1.13), concluimos o pretendido
se considerarmos A = (u)o. ]

Observagao 2.1.2 Para outras consideragdes acerca da forma u patente no
lema anterior, poder-se-d consultar [10].

Lema 2.1.5 Se c € C, entdo

_ -1
(z — )" (6,)® = 1 G)*Y | k>0 (2.1.7)

Prova: Seja p € P. Consideremos o caso k = 0.

(o= 0 = Guton) = (8,202

r—cC

= {(b.,p' (2)) = —((6) ,p (2)),
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donde
(z—c) 1o =—(5). (2.1.8)
Para k = 1,
(@=07" () p) = = {6, DIep) = = (3, (3D) p) + (b, (92) P)
= () 7)) = (&= 97" (@) ,p)
= - <(‘5c)” 7p> - <(5L' - C)_l (50)’ ap>
logo,

do que se conclui

(2= (6e) = =5 (8)®.

Suponhamos que o resultado é valido para k& > 0 e provémo-lo para k + 1.
Assim, determinemos <(w —c)7! (66)(1““) ,p>:

(e=07 @* p) = ((629) 9ep) = - (609, Do)
== (6™ ,9.Dp) + ((6)® ,9%p)
= (2= (6%, Dp) + (@ =9 (0P, dep)

(
-1 -1
=~ (g 09 mp) + (7 6 )

+
= (g G* Y p) + (55 @ 97 @
k+1"° ’ k+1 ‘ i

do que se pode extrair:

<k +2 (z— c)_l (66)(k+1) ’p> I <_1_ (66)(k+2) ’p> ,

k+1 k+1
isto é,
_ -1 (k+1) — _ 1 (k+2)
<(w )™ (dc) ,p> <k+2 c) ,p>,
pelo que
_ -1
(2 =97 (@) = = (82

Lema 2.1.6 Se ¢,d € C com ¢ # d, entdo

- a,
@—0 " @E)® = —F C+Z — e (6)®, k20, (219)
(d C) —c)
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onde by e arq, 0 < 0 < k, sdo constantes compleras que satisfazem a relagdo
de recorréncia:

( Qy+1,p+1 = Gy,
v
Oyt ip = Oyt + Ygmy Owo O
byr1=5"_oa,.b
g vt 2ip=0 Wwubus , 1<pu<y,v0. (2.1.10)
agp =a10=a11=by=0b; =1
\ Qy,—1 = 0

Prova: Seja p € P. Fagamos para k = 0,

I

(@=o)" 80p)

r—c d—c¢

(60 0.0) = {

- T 0@ -pO) = (2 =50,

5, 22 —p(6)> _p(d)-p(9

donde, .
-1 _ _
(iII C) 5d = _d s (6d 60) . (2.1.11)

Para k = 1, segue-se
4
(2= (00 = (=97 da) +(a— )2

por (1.1.20), e usando (2.1.11) e (2.1.8) tem-se que

E-a @) = (7 0-00) + -0

—

= () - () + = @ - (6a =)
1 , , 1 1 ,
= d_c((ad)_(56))+(d_02(6d—6c)+ _C(‘Sc)
Conclui-se pois que
_ p 1 , 1
(z—c) (8g) = > (62)" + a7 (64— 0c) . (2.1.12)

Tomemos agora k = 2. Assim,

!
(270" = (2= 7" (8)') + (@~ (6a)'-
Calculemos separadamente cada uma das parcelas:

1 1

(d—c)?
((62) = (6)") -

(-0 6) (6a) + (6 - ac))'

il
~~
Qu
I
)
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Usando (2.1.12) e (2.1.8), tem-se:

’ 1
C(ad) + (d—c)2

1 1 , 1
= 7= (d___c(‘sd) +—__——(d—c)2 (5d_5c)>

@-076) = @07 (=

1 1 1 ,
F————(6a—dc) | + e
(d—c)2 (d—c(d c)) (d~c)2( )
1 ' 1 '
= dq) + 0q — 6 é
(d—c)2(d) (d—c) (d ) ( “.C)Q(C)
Deste modo,
-1 " 1 " 2 ' 2
- 0q) = —— (0g) + ——— (dq) + dq —
(x — )" (6q) d_c(d) (d_c)z(d) @ )3(d dc)
Por recorréncia, suponhamos que
- a
(z—c)" (8)¥) = 0 M 8 + Z ”’5 —1 (6™, v>0,
u—-O
cujas condicbes iniciais sdo dadas por:
ap0 = 1 e b0=1;
a0 = 1 y a1,1=1 e b1=1;
a0 = 2 y a2,1=2 s a2,2=1 e b1=2.

Vejamos entdo que o resultado é valido:

(=07 " = (=97 (60®) + (-7 (6.

Para tal calculemos

((w—C)"l(éd)(V))l = ('(‘J‘:b_)u‘ﬁ‘s + Om(d)(”))
u=

v

-b ay, 1
= .(—(—i—:‘_c—)u_u—;f((sc)’—i-zm(&d)(”'k ), v > 0,
u=0
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(-2 (@)W =(z-0" ((d mwz u,m d)“")

= ( c)u+1 (&) + Z au’f a1 <($ -7 (5d)(“))

by
m:q (&)

Ay, Apo
+Z Vu+1 (( p.+1 C+Z ug+1(d) )

b,
- W (&)’
14
a - ay b
+Z“"’#Z u; 773 ( (62)") - Z > 5+2‘S
b,

!
= m (dc)
L ayub
e e P[RS W s
p=c =0
para valores de v > 0. Resulta agora que:

v
- v ay,
(o= 60 = 3 o
u=0

v

1 S "L ayub
(@) 2
+> P G (;au,uau,a) (8a)' = ot v20

=0 pu=0

Fazendo a substitui¢do o — p e u — o, nos termos envolvidos no duplo
somatério, tem-se:

v
— a
(-0 ' ()T =Y — 5’5—u+1 (da) ¥

u=0 (d
14
a, b
+Z o Y avatan (5 - 2 g
o=u p=0 ¢
v+1

a 1
z: Vﬂu u+2 d)(u)
v

ay ;b
+ Z u+z 7 Z av, o (6a) Z PGk

=4 =0
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Deste modo, deduzimos que se tem

v+1

— [47
(& -0 (dg)H) = . ”+:+26 +Z ”*i’“M(d)‘“’,uzo,

quando consideramos a relacdo de recorréncia dada por:

Qyiip+l = Quu, v 2 0;
v
Gplpy = Gup 1+ D Gueloy, 0Sp<y;  (21.13)
o=/

v
bvy1 = Zau,ubp,a , v 2 0;
comay,— = 0,

cujas condicoes iniciais sdo dadas por

@0 — 1 e bo = 1; (2114)
aio = 1, ayl = le b1 = 1. (2.1.15)
a

Como consequéncia dos Lemas 2.1.5 e 2.1.6, tem-se o resultado que a seguir se
apresenta.

Proposicdo 2.1.6 Seja u € P’ ndo regular e seja ¢ um polindmio néio nulo tal
que

du =0. (2.1.16)
FEscrevendo ¢ (z) = HL:I (x — au)™, com ZL:O t, =T = grau(¢) > 1, tem-se

o~

"

(2.1.17)

25

onde os coeficientes A, , €C, com 0 v <, — 1,1 < p <t

||M
3

Prova: Seja 1 < ¢ € t. Comecemos por calcular
(.’II - ai) u=0,
cuja solugdo é dada considerando w = 0 no lema 2.1.4, ou seja,

u = o,10q; , 04, € C.
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Seja ¢ (z) o polinémio dado no enunciado. Suponhamos que a solucao da
equagao funcional ¢v = 0 é dada por
t lu—1

v=3" 3 Auw (8,)",

p=1 v=0

onde A,, € C, 0 v <t,—1,1< pu <t Determinemos agora a solugéo
da equacdo funcional dada por (z — ¢) ¢ (z)u = 0, a qual é equivalente
a d(z)(z—c)u =0. Faga-se v = (z — ¢) u. A equagio anterior passa a
escrever-se:

¢(z)v=0.
Ora, por hipétese,
t tu—-1
(¥v)
v=3 3 Auw(8,)”,
u=1 v=0

logo, por definicdo da funcional v, tem-se que

t tu—1

a;—c)u-—ZZA#,

p=1 v=0

Multiplicando ambos os membros da equagdo por (z — c)—l, encontra-se
0 seguinte:

t tu—1

u = (u)ydc + Z Z Ay (z—c)™ (5%)(”) .

p=1 v=0
Se tomarmos (u), = C € C, obtemos:

t tu—1

u=Co+ > > Auu(@—0)7 (6,)". (2.1.18)
pu=1 v=0
Resta calcular (z —¢) ™! (5%)(”) . Surgem dois casos distintos:
1. Sec#a, 1<p<t
2. Se dp,1 < p < ¢, tal que c = ay.

No primeiro caso, pelo lema 2.1.6, segue que
v
(@ =) (65,) = C+ Y s (62,)7 (2.1.19)

onde os coeficientes complexos «, , sdo determinados pela relagdo de
recorréncia dada por (2.1.10), dada em lema 2.1.6, ou seja, por:

( Quy = Qpy—1,p-1,

Qyr = Gy l -1+ Za TaV—l,UaG',Tv

J CU—ZM oav 1uCps 1 v—1,v > 1. (2.1.20)

N
=
N

agg=aipg=a; =C=C =1

\ Qpy -1+ 0
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Assim a solu¢do da equagdo funcional (z — ¢} ¢ (z) u = 0 é dada por:

t t,—1
= 0+ A (05 +Za” a ‘T)

p=1 v=0 =0
t tu—1 C v
= Y || ==+ 40 | b+ A Y s (60,)
p:] v=0 ( 2’:1 tp,) =0

No segundo caso, podemos supdr, sem perda de generalidade, que ¢ = a;.
Deste modo, pelos Lemas 2.1.6 e 2.1.5, respectivamente, segue que:

. " Cuéa, + Y0 o 0ur (5%)(?) L u#El
(-0 (6,)" = (2.1.21)

=L (5)WHY) = =L (5, ) =1,

v+1 u+1

onde os coeficientes o, r e C,,0 < 7 < v, v > 1 respeitam a relacdo de
recorréncia (2.1.20).

Analogamente ao caso anterior, encontramos a solugao de (z — ¢) ¢ (z) u =

0 & se substituirmos a expressdo obtida para (z — c) ™" (Jau)(") em (2.1.21)
na, expressao (2.1.18), ou seja,

t1—1
U = C(Sal + Z Alu (—U_( al) V+1))

v=0
t tu—1 v
+Z Z A“,U (Cy(sal + ZaV’T (504‘,,)(7-))
p=2 v=0 =0
t tu—1 t—1
= |C+ Z Z AM wCy 6a1 5a1 + Z A1 v (_ (6a1)(u+1))
p=2 v=0 v=0
t tu—1
+ZZA#, Zauf a“ (T) .
p=2 v=0

Deste modo, concluimos que em qualquer dos dois casos a solugao dc
(z — ¢) ¢(z)u = 0 & uma combinagio linear de J. e (dau)(ﬂ ,0< 7 <y,
0t —lel gt [ ]

A determinagdo explicita das constantes para as quais foi apresentada uma
relagao de recorréncia podera figurar num trabalho futuro. Neste trabalho, tal

nao se revela essencial na obtengdo das conclusdes que aqui nos propomos.

Retnem-se as condigbes para apresentar a definicdo e consequente discussio
das sucessdes de polinémios ortogonais classicas e, a posteriori, das sucessoes
ortogonais semi-classicas, sendo as primeiras um caso particular destas ultimas.




40 CAPITULO 2. ORTOGONALIDADE REGULAR E NOCOES ANEXAS

Passemos & anélise de nogdes anexas & ortogonalidade. Relaces do tipo finito
é um conceito mais geral que o da ortogonalidade ou o da quasi-ortogonalidade.
No entanto, dada a importancia destes dois daltimos conceitos, eles carecem de
ser estudados por si mesmos.

2.2 Relagoes do tipo finito e aplicagoes.

Seja ® um polinémio ménico, t = grau(®), { Pn}n>0 uma qualquer SP e {un}nxo
a respectiva sucessdo dual. Geralmente existem valores de n tais que ®u, = 0.
De facto, tal sera possivel apenas para 0 < n < t.

Com efeito, se n > t, tem-se que (®Puy,, Poy) = (Un, PPr_t) = (un, Pn) = 1,
donde du, # 0.

Definig¢do 2.2.1 Uma SP {P,}n>0 diz-se compativel com ® se ®u, # 0, n 2> 0.

Exemplo 2.2.1 Qualquer SP ortogonal {Pp}n>0 € compativel com qualquer
polinomio madnico.

Seja {Qn}nzo uma sucessdo de polinémios ménicos e {Fy}n»o uma SP. A

seguinte férmula é sempre valida:

n+t
B(z)Qn(z) = D My Pu(z), n>0.
v=0

Tal é consequéncia imediata de grau(®Qn) = n +t e {Pp}n>o ser livre.

Definicdo 2.2.2 Quando existe um inteiro s > 0 tal que

n+t
Q’(III)Qn(:L') = Z )\n,uPu(fE), n 2z s, (2.2.22)
v=n—s
dr>s: )‘r,r—s 7/: 0, (2.2.23)

dizemos que (2.2.22)-(2.2.23) é uma relagio do tipo finito entre {Pp}n>o0 e
{Qn}nz0, relativamente a .
Se, em vez de (2.2.28), considerarmos

Aanos#0, n 3> s, (2.2.24)
entdo dizemos que (2.2.22)-(2.2.24) é uma relagdo estritamente do tipo finito.

Observacio 2.2.1 Uma relagdo do tipo finito entre {Qn}nzo0 € {Pn}nxo, rela-
tivamente a ®, é dada por:

Q(a:)Pn(l') = ZZ::L_S Xn,uQu(m), nzs,
(2.2.25)
Ir2s: Ar_s #0.
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Sejam {Pp}rn>0 € {Qn}n>0 sucessdes de polinémios moénicos e sejam {un}nxo €
{vn}n>0 as respectivas sucessoes duais.

Lema 2.2.1 [14, p.298] Para toda a SP { P, }n30 compativel com ®, as seguintes
propriedades sdGo equivalentes:

1. Existe um inteiro s 2 0 tal que

n+t
2(z)Qn(z) = Y, MuPu(z), n>s, (2.2.26)
v=n-—s§
Ir>s: Ap_s #0. (2.2.27)
2. Eziste um inteiro s 2 0 e uma aplicagio de N em N: m —— ppy, que
satisfaz
max(0,m —t) K g Em+3s, m 20, (2.2.28)
Ime 2 0: Hme = Mg + 3, (2.2.29)
e tal que
Hm
Qum= D Aymby, m 2t (2.2.30)
v=m-—ti
Apmm 0, m > 0. (2.2.31)

Observagao 2.2.2 [14] Quando a relagio entre {Pp}nz0 € {Qn}nxo € do tipo
estritamente finito, {Pp}n>0 € automaticamente compativel com ® e, evidente-
mente, temos que by =m+ s, m 2 0.

Proposigao 2.2.1 [14, p.300] Suponhamos que a SP {Qn}nz0 € ortogonal e
{Pr}nz0 compativel com ®. As sucessbes {Pp}nzo € {@n}npo satisfazem a
relagdo do tipo finito (2.2.26)-(2.2.27) se e s6 se eriste um inteiro s 2> 0 e
uma aplicagdo de N em N: m —— pup, que satisfaz (2.2.28) e (2.2.29) e, além
disso, ezxiste {km}m>0, km # 0, m > 0, e uma sucessdo de polindmios mdnicos
{Aun tmzo com grau(A,,) = pm, m 20, tal que

Suy, = kpAy,v0, m 2 0. (2.2.32)
A semelhanca da proposicio acima, podemos enunciar o seguinte resultado:

Proposigao 2.2.2 [14, p.301] Suponhamos que a SP {P,}n>0 € ortogonal.
As sucessoes {Pp}nz0 € {Qn}nzo satisfazem a relagdo do tipo finito (2.2.26)-
(2.2.27) se e s6 se existe um inteiro s 2 0 e uma aplicagio de N em N: m — ppy,
que satisfaz (2.2.28) e (2.2.29) tal que

Hm
®Ppug = (uo, P2) Y Aymty, m >t (2.2.33)

v=m—t

Mg # 0, m > 0. (2.2.34)
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O resultados anteriores conduzem-nos a afirmar o seguinte:

Proposigao 2.2.3 [14, p.801-8302] Para duas quaisquer sucessbes ortogonais
{Pn}nzo € {Qn}nz0 e um qualquer polindmio mdnico ® de grau t > 0, as
sequintes afirmagdes sdo equivalentes:

(a’) Eziste uma relagio do tipo finito entre {Pp}nxo € {Qn}n>o0, relativamente
a ®, isto é, existe um inteiro s 2 0 tal que

®(z)Qun(z) = ZEIZ_S ApPy(z), n 2 s,

dr>2s: Aps #0.

(a) Eriste uma relagio estritamente do tipo finito entre {Pp}nzo0 € {Qn}n3o,
relativamente a ®, isto ¢, existe um inteiro s > 0 tal que

®(z)Qn(z) = s )\n,,,P,,(:L'), n2zs,

v=n-—s

(2.2.35)
)\n,n—s 7‘4 0, n 2 8.

(b) Eziste um nimero ko # 0 e um polinémio mdnico A,, grau(A;) = s, tal
que

@’M() = koAs’Uo. (2236)

(c) Eziste um inteiro t > 0 e um polindmio mdnico A,, grau(A,) = s, tal que

Ag(2)P(2) = 085 AmpQu(z), m>t,

v=m—t
(2.2.37)
)\m,m——t 76 0 m 2 t.
Podemos ainda escrever que
~ ( 22 u 2
)‘m,u = v?\::i (vg;gg )\u,ma Osvsm+s,
, (2.2.38)
2 ~
)‘n,u = Qf‘;’)\’;i?‘z Z?):?:u )\u,na 0<v<n+ L
> <’007 Q§> )‘V 0
Ag(z) =) 2 _Q,(z), (2.2.39)

)‘8,0 (’U(), Q121>

v=0

/\30 (U’OaPt2>
ko = 2 = . 2.2.40
"= 0@ ug (2.2.40)

’
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Introduzamos as relagdes de recorréncia satisfeitas, respectivamente, por { I, }n>o

€ {Qn}@o!

Py(z) =1, Pi(z) =z - By,
(2.2.41)
Pria(z) = (2 — Pnt1) Pos1(2) — i1 Pa(z), n 20,

Qo(z) =1, Q1(z) = z — (o,

Qn+2(z) = (T — Cnt1)Qn+1(T) — ny 1 Pu(z), n > 0.

(2.2.42)

Sem entrar em detalhes, atendendo a (2.2.35)-(2.2.37), obtemos o seguinte:

A 1
Ongits = %%H, n >0, (2.2.43)
n+s,n
A Ao
o= o+ A“ql - /\ L0 e, Al10=0, (2.2.44)
8,0 s,0
)‘n+l+s,n+2 _ )‘n+s,n+1

Cntl4s = Bny1 + Yns1, 72 0. (2.2.45)

n+
)‘n+1+s,n+1 )\n+s,n

2.3 Quasi-ortogonalidade. Aplicagoes.

2.3.1 A quasi-ortogonalidade de ordem s

Defini¢ao 2.3.1 Sejam u € P’ e s € N. A sucessio de polinémios {Bpn}n>0
diz-se quasi-ortogonal de ordem s relativamente a u, se satisfizer as sequintes
condigoes:

(u,BpBp) =0, In—m| > s+1, (2.3.46)

Ar > s tal que (u, Br_sBy) # 0. (2.3.47)
Observacoes 2.3.1

1. Uma sucessdo quasi-ortogonal de ordem zero é uma sucessdo ortogonal
num sentido mais geral do que o jd visto: toda a sucessdo (regularmente)
ortogonal € quasi-ortogonal de ordem 0, mas o reciproco nao € vdlido.

2. Seja {Qn}n>0 uma SP. Desde que a sucessdo de polindmios {Bn}n>0 seja
livre, as condigdes abaizo apresentadas sio equivalentes [11]:

(a) {Bn}nx0 € uma sucessdo de polindmios quasi-ortogonais de ordem
s 2 0 relativamente a u (i.e., verifica (2.3.46)-(2.3.47)).
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(b)
(u,QmBr) =0, 0<m<<n—s-1,n>s+1; (2.3.48)

Ir > s tal que (u,Qr_sBy) # 0. (2.3.49)

3. [11] Seja u uma forma regular e {Py}nz0 a SPO correspondente. Todas
as sucessoes de polindmios {Bp}nzo quasi-ortogonais de ordem s > 1
relativamente a u podem-se escrever sob a forma:

n
Bn(x)=zbn’ypy($), OSTLSS—].
v=0

B, (z) = i bnyPy(2), n2s (2.3.50)

v=n-—s

dr > s tal que by r_s # 0.

2.3.2 A quasi-ortogonalidade estrita de ordem s

Definigao 2.3.2 A SP {By}nx0 diz-se estritamente quasi-ortogonal de ordem
s, com s 2 0, relativamente a u se verificar (2.3.46) e

Vn>s: (u,By_sBy) #0. (2.3.51)
Observacgoes 2.3.2 [11] Da definicdo anterior decorre o seguinte:

1. Toda a SP {Bp}nxo estritamente quasi-ortogonal de ordem s, com s > 0,
relativamente a u € livre, pelo que pode ser sempre normalizada.

2. Toda a sucessdo estritamente quasi-ortogonal de ordem s > 0 relativa-
mente a u é quasi-ortogonal de ordem s 2 0 relativamente o u;

3. Uma SP {Bp}nyo estritamente quasi-ortogonal de ordem 0 relativamente
a u € uma SP (regularmente) ortogonal e u diz-se reqular.

4. [9] Contrariamente, se s > 1, a forma u néo € necessariamente regular.
Suponhamos, por exemplo que a SP {Bp}nx0 € ortogonal relativamente a
ug, regular. Seja u = ug, s = 1, o termo de ordem s da sucessdGo dual
assoctada a {Bp}nzo. (Lembre-se que u; € ndo regular pois (us)o = 0 1),
Nestas condigdes, tem-se que:

(4, BBn) = (ry'Bsug, BmBr) =15 {uo, Bs By By)
m+s
= ! Z Omtsp(to, ByBr) =0, n 2 m+s+1,

v=0

(u, BpBpys) = 7'3_1<u0a BsBpBpys) = "'s_l(“O,B?ws) #0,n2>0.

'Veja-se exemplo 2.1.2
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Do que se conclui que {Bp}nzo € estritamente quasi-ortogonal de ordem
s 2 1 relativamente a u,, ndo reqular.

5. {Bn}nzo € uma sucessdo de polindmios estritamente quasi-ortogonais de
ordem s > 0 relativamente a u se e sé se para alguma sucessio {Qn}n>0
livre se verificar

(u,QmBn) =0,0<m<n—s-1,n>2s+1; (23.52)
Vr 2 s, (u,Qr—sBy) #0. (2.3.53)

Lema 2.3.1 [11] Seja u uma forma regular. Sejo {Pn}nxo a SP ortogonal
correspondente, entdo todas as sucessdes de polindmios {Bn}nxo estritamente
quasi-ortogonais de ordem s 2> 1 relativamente a u podem escrever-se na forma:

n
B, (z) =an,,,P,,(a:), 0g<ngs—-1

v=0
n
By(z)= Y buuP(z), n>s (2.3.54)
v=n—s§
Vr 2 s, brr_g #0.
Uma das utilizages da quasi-ortogonalidade faz-se nas condi¢oes seguintes: seja

{Pr}nz0 uma SPO relativamente a u, regular; existe uma forma u tal que a SP
{Pn}n30 € quasi-ortogonal de ordem s relativamente a .

Podemos caracterizar uma tal situagao do seguinte modo:

Proposigao 2.3.1 [8, p.170-171], [11] Para cada SP {P,}n30 normalizada e
reqularmente ortogonal relativamente a u e para cada 4 € P’, os enunciados
sequintes sdo equivalentes:

1. A SP {P,}n>0 € quasi-ortogonal de ordem s relativamente a u.

2. 3r 2520 tal que (U, P,_,P,) #0, (u,P,) =0, n > s+ 1.

3. Eziste um polindmio inico ® de grau s tal que

i = du. (2.3.55)

4. A SP {P,}n30 € estritamente quasi-ortogonal de ordem s relativamente a
u.

5. 3820 tal que (u,Ps) #0, (w,P,)=0,n>s+1.

Podemos aplicar este resultado na construgio de sucessdes ortogonais a partir
de uma sucessdo ortogonal dada.
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2.3.3 A multiplicagdo (i esquerda) de uma forma por um poli-
némio

Este é sem davida um dos problemas mais antigos da teoria dos polinémios
ortogonais cléssicos, ja tratados por Christoffel em 1858 [3].

Coloquemos o problema geral. Seja u uma forma regular e seja {P,}n»0 a SP
normalizada ortogonal correspondente. Seja, por outro lado,

/4
R(z) = [[(z - =)™
v=1

um polinémio de graur > 1 (3°P_, m, =r) e com p raizes distintas (21, ..., p).
Faca-se ¢ = (z1, ..., Tp).

A proposigdo 2.3.1 assegura-nos que a~sucessao {Pn}n>0 é estritamente quasi-
ortogonal de ordem p relativamente a & = R(x)u, ndo necessariamente regular.
Procuramos agora saber em que condicdes poderemos afirmar que a forma
% = R(z)u é regular.

Lema 2.3.2 [11, 14] Seja D(c;n+ 1), n 2 0 o determinante de ordem r:

Ppi1(z1) Poyr(21)
(Pas))™D(zy) - (Pagr)™ ()
D(gn+1) = z : (2.3.56)
Pryi(zp) ne Poyr(zp)
(Pas))™ D (gp) -+ (Pagr)™D(zp)

A forma u ¢ regular se e sé se D(¢c;n+1) #0, n > 0.
NOTA: (P,) W (z) = &£ Py(z).

Prova: As Proposicoes 2.2.1, 2.2.2 e 2.2.3 da seccao anterior ndo fornecem
condigdes para as quais a sucessao {Qn}nx0 é ortogonal quando {Fp}n3o
¢é ortogonal.

Em todo o caso, suponhamos s = 0 e t > 1 em (2.2.22)-(2.2.23), dito de
outro modo, existe uma relagao do tipo finito entre {Pp}n>0 € {@n}n>o0
de ordem 0 relativamente a ®:

O(z)Qn(z) = Z:/l;fz AapPy(z), n 20,
(2.3.57)
In20: App #0.
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Sejam c,, 1 < p < g, os zeros de & e m, a respectiva multiplicidade. A
sucessao {Qn }n3o fica bem determinada por (2.3.57) se e s6 se o sistema

n+t
S A (P (e)=0,1< < q 0T <my — 1, (2.3.58)
v=n

possuir uma, solucdo tunica ()\,L,,,)T, n < v <n+t—1, para qualquer
n20.

Mais, o sistema (2.3.58) tem uma tnica solugdo para qualquer n > 0 se e
86 se o seu determinante A, # 0, n > 0. Além disso, temos que

An/‘\n,n = (_l)tAn+1-; n 20,
logo, quando s = 0, a relagdo (2.2.22)-(2.2.23), a existir, & necessariamente
estrita, o que significa dizer que py =m, m > 0.

Supondo agora a ortogonalidade de {Py}n30, tomando m = 0 em (2.2.33)
temos que Pug = Mg gvp e de (2.3.57) obtemos:

n+i
20,0(v0, Pm@n) = (Bu0, PnQn) = Y Anu(tio, PaPy) = 0,0 <m < n—1,
rv=n
n+t
Xo,0(v0, Q2) =) A (uo, PPy} = Ann(uo, P2) # 0, n. > 0.
v=n

Consequentemente, a sucessdo {Qn}n>0 € ortogonal relativamente a
-1
vp = (Ao,0) " Duy.

Noutras palavras, quando a forma ug é regular, a forma ®ug é regular se
es6se A, #0,n2>0. ]

Depois de Christoffel [3], Dini apresentou em [4] uma (longa) demonstragio
para o resultado que acabamos de provar, na qual usa técnicas distintas das
aqui usadas. A prova aqui apresentada é a mais curta que poderemos encontrar
na literatura: este é, alids, um exemplo da eficicia das relagdes do tipo finito.

Podemos construir a SP {Ign}n;o ortogonal relativamente a u e dar os elementos
,Enﬁnﬂ, n 2 0 em funcdo de Bn,n+1, n 2 0. Neste trabalho apenas sera
tratado o caso em que R(z) = (z —¢)™ para m = 1,2. (O caso em que m = 3,4
encontra-se desenvolvido em [16]).

Proposigao 2.3.2 [11] Para que a forma % = (z—c)u seja regular, € necessdrio
e suficiente que Pyy1(c) # 0, n > 0. Nesse caso, temos que:

Prii(c)

(z — c)ﬁn(x) = Ppy1(z) - P.(c)

P.(z), n 2 0; (2.3.59)
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2 Pry2(c) _ Py y1(c) .
Bn = Bn+1 + Pt P " > 0; (2.3.60)

§n+1 _ Pn+2( )P (C)
n+1(0)

Tnt1, 7 2 0. (2.3.61)

Prova: Procuramos a sucessao {Fp}n>0 sob a forma:

- n+1
(z — ) Po(z Zen,,P n 20,
v=0

com 6y n41 =1, n > 0. Deste modo, tem-se que

(@, Py(2)Pr(x)) = Opmlu,Pi(z)), 0<m<n+l.

Supondo a ortogonalidade de {P }nzo relativamente a u, resulta que
(@, PyPy) =0, 0 < m<n-1n21le(@PP)#0 n>0o0
queobrigaaqueHn,m=0, 0osms<n-—1L,nx21l,eb,, #0, n >0,
donde
(z — ) Pp(x) = Ppy1(z) + OpnPro(z), n=0.
Em particular,
0= Ppyi1(c) +0pnPrlc), n =0,

o que implica Py41(c) #0, n >0

Reciprocamente, se {ﬁn}nzo é definida por (2.3.59), é evidente que é or-
togonal relativamente a %, facto que decorre imediatamente da proposi¢ao
2.1.2, pois

(@, PaPg) = (u, Poy1 P) — 2289y PP =0, 0< k<n—1
Pn(c
(i, PoPy) = (u, Py Po) — 255380 (u, P2) = ~5 0 (4, P2) #£0, n > 0

Do exposto, facilmente se verifica que

_ Pn+1 (c)

@ P2 =~

(u, P2), n >0,

donde resulta o seguinte:

~ (’lj, ﬁ1%+1> Pn+2(C)Pn (C)
= — = , n=0,
Tn+1 @, B2) P2+1(C) Tn+1 Z

logo encontramos (2.3.61). Para demonstrar (2.3.60), partamos da igual-
dade seguinte:
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De (2.3.59), temos que

@@ = (- OB@) )+l o)

Ppy1(c)
Py(c)

2 ~
_— (Pn+1<z) - Pn(a») ) + ofii, P2(a))

(u, P2, (2)) + ( _E "“(c’) @ P2a)), n>0;

Pa(c)
consequentemente,
3 Pp11{c) Prti1(c) 2 - 2
= c— —— ——(u, P, P
IBTL c Pn(C) + Pn (C) <’U’$ 'n) (U, n+1)
Popi(c)  Palc)
= ¢— — > 0.
‘TP, ©  Pop( ™ " 0

Recordando o facto de
nPr-i1{(c) = Ppt1{c) — (¢ — Bn)Pn(c), n 2 0, onde P_; =0,

podemos também escrever

- Po-1(c) Pp(c)
Bn = Bn + n Po(c) - 7n+1pn+1(c)a

Encontramos (2.3.60) se na igualdade anterior atendermos ao facto de

—Yn+1Pn(c) = Pata(c) — (¢ = Bn+1) Pryi(c),
YnPn-1(c) = =Pp4i1(c) + (¢ — Bn) Pu(c), n > 0.

Através da identidade de Christoffel-Darboux [11], temos facilmente que:

Pny1(z)Pu(c) = Poyi1(c)Pa(x) i P,(c)P,(z)

T—c Ty,

, (2.3.62)

v=0

(onde r, = [T)_oYv+1, m = 0) e, a partir de (2.3.59), obtemos imediatamente

~ * 1y P,(c) -
P,(z) = Z ;T,,_LP:EC) P,(z), com rp, = H Yo+1, 1 2 0. (2.3.63)

v=0 v=0

Desta relacao surge trivialmente a seguinte:

Ppii(c) ~ P,(c) &
n+1( )P'n,—+—l($) _ n( )Pn(a:) —

Pn+—I(C)Pn+l (CL')

ou seja,

~ P, -
Past(9) = Praae) = s rnaPala) m > 0. (2.3.64)
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Considerando o lema 2.3.1, arelagao (2.3.64) traduz o facto da sucessao { P, }n30
ser estritamente quasi-ortogonal de ordem 1 relativamente a u, regular.

Tratemos agora o caso % = (z — c¢)%u.

2

Proposigao 2.3.3 [11] Para que a forma U = (z — c)*u seja regular é condi¢do

necessdria e suficiente que:
D(e;n) = Phyy()Pale) = Pus1(P4(0) £ 0, n > (2.3.65)

Nesse caso teremos

(@~ cPale) = {z—c- ﬂbg’hgl}zv o)+ 229 P.@) (2:3.66)
Br = Brs1 — 2P"(1§)(£1;$1(C) + D(nc+n1~(|-(1)) {C = Brs1+ ﬁ%%ég} (2.3.67)

'7n+1 2 ch(t2nl+)1§n Ynt1, 720 (2'3'68)

Prova: Podemos construir a sucessao {Py}n»0 do seguinte modo:

T n+2
(z — ¢)*P,(z) = ZHWP >0, (2.3.69)

com Oy 2 =1, n > 0. Atendendo & ortogonalidade de {P, }n>o relativa-
mente a u, tem-se que

n+2
(@ PoPrm) = Y Onu(u, Py (2) Prr(2)) = Opm(u, Pay), 0 S m < n+2,

Sob a hipotese da ortogonalidade de {ﬁn}n>0 relativamente a %, necessa-
riamente 6, , =0, 0 < m < n—1, n > 1. Mais,

(i, Py Pp) = (@, P2) = O n{u, P2), 1 > 0 (2.3.70)
(%, PuPry1) = Onnya (u, P21), 02 0, (2.3.71)

pelo que a relagdo (2.3.69) se passa a escrever como:
('z - C) ((I:) n+2(-7;) + O n+1Pn+1($) + on nPn ($)7 2 0. (2-3-72)

Por derivacdo da igualdade anterior, obtém-se ainda

(5-0)2 P4 (2)42(a—) Pa(2) = Phya(&)+0nns1 Phy1(2)H00 P (), n > 0.

Avaliando as duas relagdes anteriores em z = ¢, tem-se que

) D) (C) + 0n,n+1Pn+l(C) + gn,nPn (C) =0,
(2.3.73)

\Y

P7/1+2(C) + 971,"+1P7,1+1(C) + en,nP/;(C) =0,n20.
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Notando por D(c;n) = P, 1(¢)Pa(c) — Pat1(c)Py(c), n > 0, tem-se que
D(c;in + 1) = Ppy1(c)Pyyo(c) — Py y(c)Paya(c), n > 0. Recorrendo as
igualdades (2.3.73), conclui-se que:

D(c;n + 1) = 6, ,D(c;n),
(2.3.74)
Onm+1D(c;n) = Paia(c)Pr(c) — P yolc)Palc) = bn(c).

para n 2 0. Por (2.3.70), 6, » # 0, n > 0, logo, necessariamente, D(c;n +
1) #0, n>0.

Reciprocamente, se esta condicdo se verificar, a SP {13,,},120 definida por
(2.3.69) e (2.3.74) é ortogonal relativamente a u.

De (2.3.62), tem-se que
D(;n) =Y PX(c), n >0, (2.3.75)
v=0

e, & custa de (2.1.3), quando derivamos, temos facilmente

On(c) = —{(c = Pnt1)D(c;n) + Po(c)Pota(0)}, n 2 (2.3.76)

Determinemos as sucessoes {En}@o e {Vn+1}nz0. De (2.3.70), temos que

bnt1n+1 _ Dign+2)D(cn)

Vpr] = —7= = ,n 20
Y41 Om n+1 D(cin+1)2 Yat1l, N 2

Através de (2.3.72), tem-se que:

(@, (£—¢) B2) = Oy n(u, (2—¢) B (2) P (%)) +On 41 (8, (£—€) P (@) Pt (2)),

mas, podemos sempre escrever

(T —)Po(2) = Onn(9cPn) (@) + Onni1 (9cPrt1) ()8 (9cPn(x))
4+ (BcPay2)(x), n320.

Facilmente concluimos a seguinte igualdade:

(9cPni2) (7) = Pat1(z) + (¢ = Bat1) (9cPat1) (2) = Yat1 (9cPn) (2),
pelo que
(@, (2 — &) Po(2) Pa()) = Onni1(u, P2) + (¢ = Bny1)(u, P2),
logo
(@, (& = ) P2) = Onn {Onnr1 + ¢ — Bri1} (U P2) + On i (u, Pryy).

Deste modo, segue-se que:

(@ 2P2) = Oppn{Onnt1+2¢— Bsr} (U, P2+ Opni1(u, P2,), n > 0.



Como ,En = %)3», obtemos que
a _ 0n,n+1
ﬂn = gn,n-i—l +2c - ﬂn+1 + 0 Tn+1
n,n
dn(c) Sn(c)
90— —
Dlem) T 207 Pt ¥ By Ty
se recorrermos as relagdes patentes em (2.3.74). Através de (2.3.76), segue-
se que
3 Pp(c)Poy1(c) én(c)
=c— . 2.3.
b=~ = Blan) T Dlanrn ™ (2:3.17)
Facilmente verificamos que
1 s P2,(c)
- y I > 0’
D(c;n) D(cgn+1)  D(c¢;n)D(c;n+1)
pelo que
~ P,(c)P, 8 P2 (c
B = Brp1 —2 n(€) Pat1(c) n(c) 1(6) .m0,

D(n)  D(cn) D(gn+1)
Encontramos (2.3.67) se verificarmos que

bn(c)
D(n;c)

P,(c)
D(c;n)

- { B+ 2Dy - %Pn_l(c»} Lm0,
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onde se deveréa considerar v =0 e P_; = 0. |
|



Capitulo 3

Sucessoes Ortogonais Classicas e
Formas Correspondentes

3.1 Definicao

Apresentamos uma, caracterizagio das sucessoes de polinémios ortogonais cléssi-
cos devida a Hahn. O objectivo principal deste trabalho é precisamente mostrar
uma generalizagdo da definicdo que se segue.

Definigao 3.1.1 (de Hahn) [5] Seja {P,}n30 uma SPO com respeito a u €
P'. Dizemos que {Pp}n>0 € uma sucessdo de polindmios ortogonais cldssicos,
ou simplesmente uma sucessdo cldssica, se {Py[f] }n>0 for uma SPO.

NoTA: Por uma questdo de simplificacdo de notacdo usada, a sucessdo de
polinémios {P,Q”}n;o sera aqui notada por {Qn}n>0. A sucessdo dual corres-
pondente a {Qr}n30 serd notada por {vn},, €, uma vez mais, a sucessao dual
de {Pn}nZO por {un}n;() .

Definicdo 3.1.2 Uma forma regular u € P’ diz-se cldssica se a sucessio dos
polinémios ortogonais relativamente a u € cldssica.

Se uma sucessdo de polinémios { P, }n30 € classica, a sucessdo {@Qn}n3o teré ne-
cessariamente de ser regularmente ortogonal (relativamente a vg). Deste modo,
podemos considerar que as referidas sucesstes satisfazem, respectivamente, as
seguintes rela¢des de recorréncia:

Poia(z) = (2= Bn+1)Pot1(2) — Wmi1Pr(z), n20,
Po(():) == 1, Pl((lt):.'L'—-ﬂo

53
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Qui2(z) = (T = Ca41)Qnt1(2) — prt1@n(z), n 20,
Q(z) = 1, Qi(z)=z-po ,
onde os coeficientes (, € pp, para n 2> 1, sdo dados por

<’U05 .'L'Q%(.’L‘)>

‘= @@y "7
_ <’U0, Q%,—}-l(x))
it = @@y P

3.2 Caracterizacao pela equagao funcional

Poder-se-4 caracterizar uma forma classica u, através de uma equagdo funcional.
Uma tal caracterizacio, a qual serd expressa no resultado que se segue, é
indubitavelmente um resultado essencial na teoria dos polinémios ortogonais
classicos. A partir dela serd possivel obter conclusées mais gerais € de uma
forma mais eficiente. A titulo de exemplo, a demonstracdo que propomos para
o teorema de Hahn, bem como para a extensdo deste Gltimo, faz-se no espago
das formas.

Teorema 3.2.1 [13] Seja {Pn}n0 uma sucessio de polinémios ortogonais rela-
tivamente a uy. Para que {Pn}nx0 Sejo uma sucessdo cldssica € necessdrio e
suficiente que existam dois polindmios ¢ e ¢, sendo ¢ mdnico, tais que:

D(¢ug) + Yug =0, com (3.2.1)
grau(¢) <2, grau(®)=1 e ¢'(0)— gqﬁ"(O) £0,n>1 (322

Observacao 3.2.1 Se dois polindmios ¢ e 1 estiverem nas condigdes do teo-
rema anterior, entdo diremos que o par ($, 1) é um par admissivel.

3.3 Caracterizacao pela equacao diferencial

Uma sucessdo { P, }nx0 de polinémios ortogonais cléssicos relativamente & forma
regular u podera também ser caracterizada através de uma equacao diferencial
linear de segunda ordem, a qual é devida a Bochner. Passamos a enunciar tal |
caracterizacao. |

Teorema 3.3.1 [1, 13] A sucessdo ortogonal {Py}n>0 € uma sucessdo cldssica
se e somente se eristem polindmios ¢ e ¢ e uma sucessao {An}nz0, An # 0,
n 2 0, tais que:

$(z) P11 (@) — d(x)Pprys(2) = MPasi(z), n20, (33.3)
onde grau (¢) < 2 e grau(y) = 1.
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3.4 Invariancia do caracter classico

Lema 3.4.1 [17, 12] Seja {Pn}n>0 uma sucessio ortogonal cldssica com res-
peito a ug. A famdlia {Qn}nxo definida por

(Pnt1) (2)
n+1

Qn(z) =

, n20,

€ uma familia ortogonal cldssica relativamente a forma vg.
O resultado anterior pode generalizar-se a:

Lema 3.4.2 [17, 13] Se {P.}n>0 é uma sucessdo ortogonal cldssica relativa-
. . k ) :
mente a ug, entdo a familia {Pr[, ]}n>0 (com P,[,O] = P,) € uma familia ortogonal
ldssi ito a ] — ot de ex ¢ ! ficand
cldssica com respeito & forma vy~ = ex¢d*ug, onde ex € um escalar, verificando

D(gol) + (1 — kg)ol) =0, k>0, ol = ug

e o par (¢, — k') é admissivel.

E fundamental mostrar a invaridncia do caracter ortogonal classico por uma
transformacio afim da sucessao {Pn}nzo- Como tal, consideremos o seguinte
resultado:

Teorema 3.4.1 [13] Se {Pn}n>0 € uma sucessio ortogonal cldssica relativa-
mente a ug, entdo também {Pn}n>0 € ortogonal cldssica relativamente a g
onde

P.(z) = a "P,(az + b), n>0, onde a € C\{0} e beC,
ug = (hg-1 0 7_p)up. (3.4.4)

3.5 Formas classicas: quatro classes de equivaléncia

As formas classicas dividem-se em quatro classes de equivaléncia distintas quando
se considera a relacao de equivaléncia apresentada no seguinte resultado:

Teorema 3.5.1 [11] A seguinte relagdo entre formas
Vu,p P, u~ve JaecC\{0}, IbEC:u=(hs1 07_p)0,

é uma relagdo de equivaléncia.
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Os tltimos resultados permitem, através de uma escolha conveniente dos pa-
rametros arbitrarios a e b (a # 0), colocar em evidéncia as quatro situagdes
canonicas: caso de Hermite, Laguerre, Bessel e Jacobi.

Um estudo mais detalhado sobre esta matéria poder-se-a encontrar em [13],[12]
ou em [11]. Além disso, em [13] encontrar-se-4 um estudo envolvendo represen-
tagOes integrais.

Muito resumidamente, dizemos que uma forma classica u, nas condigdes do
teorema 3.2.1 é

- uma forma classica de Hermite se grau(®) =

- uma forma cléssica de Laguerre se grau(®) =

- uma forma cléassica de Bessel se grau(®) =2 e <I> possui uma raiz dupla;

- uma forma, cléssica de Jacobi se grau(®) = 2 e ® possui duas raizes simples.



Capitulo 4

Sucessoes Ortogonais
Semi-classicas

4.1 Definigcao

Defini¢ao 4.1.1 Uma forma regular uw € P’ diz-se semi-cldssica se existem
polinémios ¢ e Y de grau t e p, respectivamente, tais que:

D(¢u)+u=0, (4.1.1)

onde grau (1) = 1, ¢ monico. Sep=1t—1 e ap # 0 for o coeficiente do termo
de mais alto grau de v, erigir-se-d que ap # n, n > 0. Nestas condigbes o par
(¢,%) diz-se admissivel.

Uma sucessdo de polinémios { Py, }n>o (regularmente) ortogonal relativamente a
uma forma semi-cléssica u diz-se uma sucessido de polin6mios ortogonais semi-
classica, ou simplesmente, uma sucessao semi-classica.

4.2 Classe de uma forma semi-classica

Uma forma semi-classica u satisfaz uma infinidade de equagdes do tipo (4.1.1):

Proposigao 4.2.1 [12] Seja u uma forma semicldssica satisfazendo a equagdo
funcional D (¢pu)+yu = 0, onde (¢, 1) € um par admissivel. Se x € P é mdnico,
néo nulo e com grau (x) = g > 0, entdo u satisfaz ainda a equagdo

D (¢1u) + 1u =0, onde (4.2.2)

é1 = x¢ e 1 = x — X'¢. Além disso, (¢1,v1) € par admissivel.
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Seja t = grau (¢) e p = grau(¢¥) . Sob o exposto, consideremos a aplicacdo de
P x P em N que a cada par (¢,) associa um ntimero s = max (p — 1,t — 2),
s 2 0. Consideremos a imagem de dois elementos de P x P:

PxP — N
((b"(p) = S:ma‘x(p_lat—'2)
($p1,9%1) — si=max(p— 1, —2)

Sendo ¢1 = (x#), ¥1 = (x¥ — X'¢), t1 = grau(¢1) e p1 = grau (1), onde x
¢ um qualquer clemento de P moénico e ndo nulo, tem-se que: s; = s + g onde

q = grau (x) -

Com efeito, como

p1 = max(p+¢qq+t—1)=q+s+1
ty = q+t,
entao
81 = max(p—1,t; —2)
= q+s.

Na, proposi¢ao precedente, vimos que se uma forma semi-cléssica u satisfizer a
equagao funcional D (¢u)+1u = 0, necessariamente tera de satisfazer a equagio
D (¢1u) +1u = 0. Além disso, se o par (¢, ) for admissivel, também (¢1, 1)
o serd. Assim, podemos definir a aplicagio:

{formas semi-classicas} — P (N)

u — h(u).

Definicdo 4.2.1 O elemento minimo de h(u) serd designado por classe de u.
Quando u € de classe s, a sucessio {Pn}nZO ortogonal relativamente a u diz-se
de classe s.

Corolario 4.2.2 As sucessdes ortogonais cldssicas sdo semi-cldssicas de classe
zero.

Para mais consideracoes acerca da determinagéo da classe de uma determinada
forma semi-cléassica u, sugerimos ao leitor [12, p.143-145].

4.3 Consequéncias das relagoes do tipo finito

Proposicao 4.3.1 [14, p.309-811] Para qualquer polinémio mdnico ® de grau
t e qualquer SP ortogonal {P,}n>0 as sequintes afirmagdes sio equivalentes:
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(a) Eziste um inteiro s > 0 tal que

n+i

U@ = Y MpPulz), n>s, (4.3.3)
v=n-s

Ann-s #0,n 2 s+ 1. (4.34)

(b) Eziste um polinémio ¥, grau(¥) =p > 1, tal que
(Dug)’ + Pug = 0, (4.3.5)
onde o par (,¥) ¢ admissivel.

(c) Eristem um inteiro s 2 0 e um polindmio U, grau(¥) = p > 1, tais que

+

®(z) Py, (z) — U(2)P(z) = Z muPuii(z), m>t, (4.3.6)
v=m—

Amm_t #0, m > t, (4.3.7)

onde s = max(p — 1,t — 2), o par (®,¥) é admissivel e

_ y 11 m= Oa
Sm = { Y (4.3.8)

Podemos ainda escrever que

~ P2
Amy = —(v+ l)z-%(flﬁi%ku,m, 0<v<m+s. (4.3.9)

Observacgoes 4.3.1

1. Quandot > s+ 3 em (4.3.8), tal significa que {Pp}n>0 ndo é ortogonal.
2. Quando s = 0 encontramos os polindmios ortogonais cldssicos. Neste caso,

temos o resultado a sequir apresentado.

Proposicao 4.3.2 [14, p.811,812] A SP {P,}nx0 ortogonal é cldssica se e s6
se existir um inteiro t, 0 < t < 2, tal que

Pm(w) = Z:;nzm—t Cm,,,P,El]((E), m 2 t7

(4.3.10)

Cm,m—t 7'5 0, m ? t
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Capitulo 5

Nova Prova do teorema de Hahn

5.1 Enunciado do teorema de Hahn

Teorema 5.1.1 (Hahn) [15] Seja {Py},5, uma sucessdo ortogonal. Se existir

k21 tal que {P,[lk]} o ¢ ortogonal, entdo {P,},, € uma sucessdo cldssica.
n2 z

Antes de prosseguirmos, por uma questdo de simplicidade de escrita, faga-se
Qn(z):=PH(z), n>0,

eseja {vn},>, a sucessao dual associada & sucessao de polindmios {Qn},,5 (com

(k]

vp = up ). Esta notagdo sera usada até ao final deste trabalho.

Consideremos primeiro alguns resultados.

5.2 Resultados preliminares

Antes de se dar inicio & prova ir-se-d0 demonstrar alguns resultados que serdo
fundamentais para as nossas conclusoes.

Lema 5.2.1 Sejam f , g € P e sejaw € P'. Se os polinémios f e g nao
tiverem raizes comuns, e se fw =0 e gw =0, entdo w = 0.

Prova: Consideremos as factorizacoes de f e g. Deste modo,

f(z) = H(m—bu)r",comgrau(f)=Zr,,>0 ,
v=1 v=1

8

L]
Il (z—c)*, comgrau(g) => s, >0,
T=1

T7=1

©Q

—
8

g
i
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onde b, Zc;,paral Kv<rel <7 <s.

Sob a hipotese de que fw = 0, deduzimos, pela proposi¢do 2.1.6, que

r o ry—1

w=Y" 3" BY(&,)",

v=1 pu=0
onde os coeficientes B;j sdo nameros complexos, com 0 L p < rp, —le
t > 1 o numero de raizes distintas.

Analogamente, sob a hipotese gw = 0, deduzimos que

s sr—1

w=Y Y CI(.) .
7=1 0=0
E, portanto,
s sr—1 r r,—1
Y S ) =33 BL(6,)™.
T=1 0=0 v=1 pu=0

Sendo ¢; e by, com 1 < 7 < s el € v < r, todos distintos, resulta
que .., 0p, sdo linearmente independentes. Além disso, (JCT)(”), com
1 € 0 € sy — 1, sdo linearmente independentes de 6., para 1 < 7 < s.
De forma inteiramente anéloga tem-se que (5b,,)(“) ,coml K p<ry—1,
sao linearmente independentes de d;,, para 1 < v < r. Perante o exposto,
necessariamente se tem que C; = Bl’j =0, prral £7<s,1<o<s,—-1
elgvrlgpugr,—1 E portanto w = 0. |

Lema 5.2.2 [12, p.144] Seja u uma forma semi-cldssica, tal que:
D (<I>1u) + %4 = 0, (5.2.1)
D (<I>2u) + % = 0, (5.2.2)
onde grau (®;) = t; e grau(¥;) =p; com i=1,2.

Se ® o mdximo factor comum entre ®1 e Po, entdo existe um polinémio U, tal
que:

D(®u)+%u = 0 com s=max(p—1,t—2) (5.2.3)
onde grau (®) =t e grau(¥) =p.

Além disso, s = max (p— 1,t — 2) = s; — t; + t, onde s; = max (p; — 1,t; — 2),
i=1,2.

Lema 5.2.3 [15] Seja {Pp},,5o uma sucessGo ortogonal semi-cldssica com res-
peito a ug. Suponha-se ainda que ug satisfaz as duas equagdes funcionais
D (®yug) + Pyug = 0 com s =max(p; — 1, —2), (6.2.4)
D (®ug) + Youg = 0 com sy =max(py — 1,3 —2),
onde grau (®i) = t; egrau(¥;)=p; com i=1,2,
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e que existem um inteiro m > 0 e quatro polindmios E,F,G e H, tais que

®1(z) = E(z)Pmt1(z) + F(z)Pn(z) (5.2.5)
®(z) = G(z)Pmti(z) + H(z)Pn(z)

e seja ainda A (z) o determinante do sistema (5.2.5) dado por

E(z) F(x)

A‘m)z’ G(z) H(z)

(5.2.6)

A forma ug € cldssica se uma das sequintes trés condigdes for verificada:

a) i = 1,2 tal que grau (¥;) < grau (®;) — 1 e grau(A) = 2;
b) 3¢ =1,2 tal que grau (¥;) = grau (®;) e grau(A) =1,
c) 3i=1,2 tal que grau (¥;) = grau(®;) + 1 e grau (A) = 0.

Prova: Comecemos por notar que, pela regra de Crammer aplicada ao sistcma

Lol =128 R ]| Fras ],

tem-se que

=&, (z) H (z) — D2 (z) F (),

A(x) Ppyy (x) = ‘ g; (:1:; f](m)

A(x)Pm(x)=|E(x) @igx) — 0, (2) E (z) — @, (z) G (z), m > 0.

Lembremos que, pelo corolario 2.1.5, Py € Ppy1, m 2 0, ndo tém zeros
comuns. Assim, qualquer factor comum de ®; e ®2 é-0 também de A.
Em particular, se ® for o maior factor comum entre ®; e $,, ® é factor
de A. Nesse sentido, tem-se

$; = 3d; comi=1,2

A= ®A. (5.2.7)

Pelo lema (5.2.2), existe um polinémio ¥, tal que, (®ug)’ + Tug = 0.
Trivialmente podemos obter as igualdades seguintes !:

U =0;+3® , i=12

Analisando o grau de ambos os membros da equacdo anterior, tem-se

grau (@,) + grau (¥) = max {grau (¥;),grau ((f);) + grau ((I>)}

10 leitor interessado podera encontrar mais detalhes em [12, p.144]
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Atendendo & expressdo de ®;, entdo grau (51) = grau (®;) — grau (®), a
igualdade anterior passa a escrever-se como

grau (®;) —grau (®)+grau (¥) = max {grau (¥;) , grau (®;) — 1} . (5.2.8)

Recorde-se ainda que, sendo ug uma forma semi-classica, necessariamente
se tem grau (¥) > 1. Proceda-se agora a uma andlise de cada uma das
hipéteses: (a), (b) e (¢). Ainda a referir que se grau(A) < 2, entdo
necessariamente grau (®) < 2.
Em (a), supde-se que 31 = 1,2 tal que grau (¥;) < grau (®;) — 1, pelo que
a equagao (5.2.8) escreve-se

grau (®;) — grau (®) + grau (¥) = grau (®;) — 1
i.e.

grau (¥) = grau (®) — 1

e como grau (¥) > 1 entdo grau(®) > 2. Por outro lado, atendendo a
(5.2.7), grau(A) = grau(®) + grau (5) , pelo que grau (A) = 2 obriga
a grau (®) < 2. Assim, grau(®) = 2, logo grau (¥) = grau(®) -1 =1.
Resulta por isso que a forma, ug é classica. As condigdes de admissibilidade
de uma forma classica sdo naturalmente verificadas.

Mais, atentando no grau de ®, concluimos que se trata de uma forma
de Bessel (se ® tiver uma raiz dupla) ou Jacobi (se ® tiver duas raizes
distintas).
Em (b), supomos que 37 = 1,2 tal que grau (¥;) = grau (®;), pelo que a
equacdo (5.2.8) conduz-nos ao seguinte:

grau (¥) = grau (®),

logo grau(®) > 1 pois grau(¥) > 1. Por outro lado, atendendo a
(5.2.7), grau(A) = grau (®)+ grau (E) , pelo que grau (A) = 1 obriga a

grau (®) < 1. Em resultado disso, tem-se grau (®) = 1, logo grau(¥) = grau(®) = 1.

Nestas condigoes, tem-se que a forma ug é classica. Ainda a referir que,
sendo grau (®) = 1, trata-se de uma forma cléssica de Laguerre.
Em (c), supde-se grau(¥;) = grau(®P;) + 1, pelo que a equagio (5.2.8)
obriga a que

grau (¥) = grau (®) + 1
Como grau (¥) > 1, entdo grau(®) > 0. Por outro lado, atendendo a
(5.2.7), grau(A) = grau(®) + grau(A), donde grau(A) = 0 obriga a
grau (®) < 0, do que se conclui que grau (®) = 0.
Logo grau (¥) = grau(®) + 1 = 1. Deste modo, tem-se que a forma ug
é classica, mais concretamente, corresponde & forma classica de Hermite
(pois grau (®) = 0). [

do teorema de Hahn, o objectivo principal deste trabalho.

Finalmente retinem-se as condi¢bes para dar inicio & construcao da nova prova
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5.3 Nova prova

Apresentamos, agora, a nova prova do teorema de Hahn 5.1.1, [15].

Sob a hipotese de que as sucessdes {Pr},59 € {@n},5o 530 ortogonais relativa-
mente a ug € a vy, respectivamente, tem-se, pela proposicio (2.1.4),

Pn+2(37) = (37 - ﬂn+1)Pn+1($) - 'Yn+1Pn(93), n 20, (5-3-9)
Py(z) = 1 e Pi(z)=z— P,

Qni2(z) = (= C(ut1)@ns1(2) — pry1Pr(z), n20, (5.3.10)
Qo(z) = 1 e Qi(z)=z— o,

onde as constantes fpn, Yn+1, (n € Pn+1, 1 2 0, sdo dadas pelas expressoes
contempladas na Proposigao (2.1.4). Passo a citar:

(uo, zP2()) _ (w0, P2y, (@))
B w2y T ) P:%:(w)) #0, n>0,
(o = (wa@@)  (0Qal) Lo

0, Q2@) " T (0, Q2@
Equivalentemente, do teorema (2.1.1), tem-se, pela alinea (¢)
Up = ((uo,P,f»_l Poug, n >0, (5.3.11)
e pela alinea (c) segue que
(z — ¢n) vn = Vp—1 + Pnt1Vns1, n=0. (5.3.12)
Seja k > 1. Diferenciando k vezes ambos os membros de (5.3.12), vem que
((z = ) vn)® = 0pc))® + pps1 (vae ), n>0. (5.3.13)

Por outro lado, usando a propriedade contemplada em (1.1.18) do lema 1.1.1,
tem-se que

(@=o® = Sb(F) =@ e,

v

= (B o0+ (1) @ -0 @,

= @-C)oa® + k@) * Y, kE>1

Substituindo o obtido na igualdade (5.3.13), obtemos:

k (vn) ® Y = (01)® 4 g1 (241)® = (2 = Ga) () B, n 20, k> 1.
(5.3.14)
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Introduzindo no segundo membro de (5.3.14) as expressdes de (1)), (v)®
e (vny1)™® pelas indicadas em (1.2.29) do lema 1.2.2, conduz-nos ao seguinte:

k
k)& = ()P [T Un = 14 pun-14k + (4 L+ 1) pns1tny k=
p=1
— (n+ p)(z = Cn)unti

k+1
= CDFTT+ 1) | =2tk + otttk —
n+k + n+41 ity

- (IL‘ - Cn)un+k]a n 2 07 k > 17
pelo que se tem:

(1) k (vn) 1)

k n n+k+1
= 1;[ - k“n—1+k + —1Pn+1un+1+k — (2 = Cn) Untk

sempre que n > 0, k > 1. Tendo em atengdo (5.3.11), o lado direito da equagao
anterior poder-se-a escrever i custa de ug:

k
1
_1)k (k=1) _ n P
n+k+1 Pn+1 Poiisk — (z Cn) i | o
n T P2\ P, 3
n+1 (UOa P13+1+k;) < -+-Ic>

paran 2 0, k > 1. Pretendemos agora escrever esta expressao & custa de Pyg
e Pyk+1, evitando a dependéncia em P,_;;. Usando a relacao de recorréncia
(5.3.9), o primeiro termo da expressdo precedente escreve-se como

n 1
n+k (ug, P2_ "y

((w0, P2_1 k) " (@ — Brsk) Pask () — Prsiri(z)}

n 1+k

|

o 1 n
} Ynikn+k
|
|
|

1 n

N (u07P7%+k> n+k {(.’L’ - /Bn+k)Pn+k(.’L') - Pn+k+1(x)} ’

-1 _ <u01P3_1 k)
paran >0, k > 1 e atendendo a que (Yp4k)” = W Deste modo,

k [nn*llc'l ’Yf:l-:—k -_k] Prik+1
(~1)F ko) ¢ = L 0 F 1) 0
<U‘0’ Pn+k>

k
- [n+k‘7" + n?—kﬁn+k Cn)] n+k
paran 2 0, k > 1. Podemos escrever de maneira mais sucinta, sob a forma

(vn) ¥7D = NE®, 4y 1o, 120 (5.3.15)
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onde

n+k+1 n
Ni®yypr1(z) = Ly { |:—1p"+17n-+1-1+k ) k] Pojkt1—

- [n+k$+_:_“]‘c‘ﬂn+k Cn)] n+k}

em que N) representa uma constante de normalizagio (necessariamente dife-
rente de zero!),

sz:(—l)kk_ (Uo, n+k H(”+/‘ nz0, k21,

e @, 1+16 um polinémio ménico de grau € n+ k + 1. Ora de (5.3.15) segue-se
que
( )(k) = N ((I)n+k+lu0) ’ n20 ) k 2 1’

mas por outro lado, de (1.2.29) e face & ortogonalidade de {Py}n>0 (alinea (e)
do teorema 2.1.1) conclufmos que

(va)® = kH (n+p) ((uo, P24)) " Paykuo, n20, k3 1.
Deste modo, encontramos a equagao:

N (‘I)n+k+1’u,o) +(-1) k= 1H n+u) ((’u,o, n+k>) Poikup =0, n20.
p=1

Visando a simplificagdo de escrita, tomemos

(Bprkr1to) + MNP hug =0, n20, k=1, (5.3.16)
| onde
i .
_ -1 -1
Moo= (=D ((uo, P)) " (NE) [T m), n20, k31
p=1

A equagao funcional (5.3.16) garante que ug é uma forma semi-classica. As con-
digGes de admissibilidade sdo naturalmente satisfeitas. Analisando a expressio
de @, 4k+1, € possivel dar-lhe um novo aspecto. Nesse sentido, escreva-se

Bprprt () = APy ps (2)— (ka+c) Pok (@), n20, k>1, (5.3.17)
onde

-1 r
k k k n+k+1 n
an = (W) I | St~ g

By = (Nk)_lLﬁ nik]

+k

-1 [
Cr = (NE) Ik | <n], n20, k> 1
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Em particular paran=0en =1,

Bpi1(0) = AbPpy (2) — (ng + C{;) Pe(z), k>1,

p2(z) = AfPeys (o) - (Blo+CE) P (o), k> 1

De realcar que podemos escrever @, o simplesmente & custa de FPyxyi e P,
k > 1, se considerarmos que

Piyo(z) = (& — Bry1) Per (2) — e Pe (), k21,
pelo que
Qpi2(z) = (Alf (z — Byt1) — Bfz — Cf) Piy1(z) — Ay 1 Pe(z), k21,

ou seja,
Op41(z) = A§Prya(2) — (B§z + CF) Pe(2), (5.3.18)

Ppy2(z) = ((Alf ~ Bf)z — (A{Brs1 + Cf)) Pii1(z) — Afyes1 Pe(). (5.3.19)

Em particular, tem-se que a forma semi-classica ug satisfaz as seguintes equacoes
funcionais

(®kr1u0) + (M5 Pi)uo

Il
N
Lol
A\
=

(@ryouo) + (MPer)uo = 0, k>1,

obtidas de (5.3.16) tomando n = 0 e n = 1, respectivamente.

Considere-se, agora, o seguinte sistema que permitiré escrever ®5,, e ®42 como
o produto de uma matriz pelo vector formado por Pyiq € Py, k > 1:

[ Pr+1(z) ] _ [ Af —(Bfz + CF) ] [ P11 (z) ]
Dpr2(z) (Af = BY)z ~ (AfBer1 + CF)  —Afwen Pe(z) |’
Denote-se por Ag (z) o determinante da matriz anterior, isto &,
Ak ~ (Bfz + C¥)
A = 0 0 or k>l
(o) l (Af — Bf) 2 — (A%Br41 + CF) —Afyeqa

Podemos sempre escrever Ay (z) na forma polinomial, isto é,
Ap(z) = BY(4f- B{“) 2?4 [C{; (4f - B{“) — Bk (A’fﬂk+1 + c{“)] z
— [k (4hBrs +CF) + b Ay,

para cada k > 1.
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Com base no lema 5.2.3, podemos averiguar em que casos ug é classica. Para
tal, convém avaliar os graus dos polin6mios ® 1, P12, Uiy (z) = NP, (z) €
Uyio (2) = \EPeyy (7), para cada k > 1. Assim,

grau(®x11) < k+1,

grau (®ry2) < k42,

grau (Vgy) = grau(Pp) =k ,

grau (Ui o) grau(Pey1) =k+1, k21

Pelo exposto e atendendo ao lema 5.2.3, temos que up é uma forma cléssica se
uma, das trés condigoes for verificada:

i) grau(Ag) = 2e {grau(Px41) =k + 1 ou grau (®x42) = k+2}, k > 1;
ii) grau(Ag) = 1le {grau(Pgq1) =k ougrau(Prio)=k+1}, k2 1;
i) grau(Ax) = Oe {grau(®xy1) =k — 1 ougrau(Pii2) =k}, k2> L.
Analisemos detalhadamente cada um destes casos:
i) grau (Ag) = 2 e {grau(®x41) =k +1ou grau(Ppi2) =k +2, k> 1}.
Vejamos que condi¢ées a impdr sobre os coeficientes presentes em qualquer
destes polinémios. Assim,

grau (Ag) = 2 sse (A’f—B{“) £0 e BE£0O, k21,

ou seja,
grau (Ay) = 2 sse (A'f - Bf) £0, k>1, (5.3.20)

ja que BX > 0, paran > 0 e k > 1 (basta atentar na expressao de BY). Por
outro lado,

grau (®riq) =k +1 Af-BE#0
ou & ¢ ou , k21 (5.3.21)
grau (®p42) = k + 2 AF—BF 0
Do exposto, concluimos que se
AF_BfL0, k21, (5.3.22)

entdo ug é uma forma cléssica, mais precisamente, correspondera a forma cané-
nica de Bessel, caso ® (z) tenha uma tnica raiz (dupla) e correspondera a forma
canénica de Jacobi caso tenha duas raizes complexas distintas.

Recorrendo as expressdes de A¥, A¥, B¢ e de B¥, podemos escrever (5.3.22) a
custa dos coeficientes v, € pm, para m > 0. Nesse sentido, tem-se que:

-1 k+2 _ 1 -1 k
()" 2t [ 2ot - | # () " 1t [] k2

isto &,
(k+2)prpla #2, k> 1.
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ii) grau(Ag) = 1 e {grau(®p41) =k ou grau(Ppe2) =k+1, k> 1}.
Para que grau (Ag) = 1, temos de exigir que

A -Bf=0e (B§#£0 ou AiBea +CE) £0, k21,

isto &,
Af-Bf =0 e Affr1+CF#0, k21, (5.3.23)

pois, BE >0, k > 1, como ja ficou visto. Além disso devemos ainda considerar
as condigdes grau (®x.1) = k ou grau (®x42) = k+ 1, k > 1. Para tal, dever-
se-4 substituir na expressdo de ®41, o polinémio P4 pela respectiva relagio
de recorréncia dada por (5.3.9). Nesse sentido, escreva-se

Gei1(2) = Ab[(@ - B)Pu(a) — WPer(@)] - (Blz +CF) P (2),

= (4 - BY) 2P (@) - (A5Bs + CF) Pe() — AbyPior (@), k > 1.

Assim,
gran (1) = b~ BE = 0N Ay + Ck #0
ou & ¢ ou , k21
grau(®yi0) =k +1 AF —BE =0AA¥B 1+ CF#£0

(5.3.24)
Intersectando as condigbes obtidas em (5.3.23) e em (5.3.24), concluimos que ug
é uma forma cléssica, mais concretamente, correspondera a forma canénica de

Laguerre, se
Al-Bt=0,
k>1. (5.3.25)

Alf/Bk+1 +le7£ Oa

Lembrando as expressoes de A¥, B¥ e de C¥, k > 1, tem-se que
1, O1 1

-1 - -1
(NE) ' 18 [0ty — iy ) = (NF) 7 L [
(vE)~ Lk [%‘2/’27;;2 - k%] Bewr + (NF) 7' LS [T}qﬁuk - Cl] #0

ou seja,

(k+2) p2vp s =2
, k>1.

(k +2) pavifoBrr1 # 2¢1

iii) grau(Ax) = 0 e {grau(®x41) =k —1 ou gran(Pr42) =k}, k > 1.
Exigir que grau (Ag) = 0, k > 1, equivale a exigir que Ag (z) = const. # 0, ou
seja,

(45 -BF) =0 e Aifua+CE=0 e af(—Abpn)#0, k21,
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isto &,
Af #0,
Ak = B, kE>1,
A,fﬂk+1 + C{c = 0)
mas como AE # 0, Vk > 1, impde-se apenas que:
Af= B
k>1. (5.3.26)

AIIC;B/H-1+C,1€= 0,

Por outro lado, devemos ainda impor que grau (@51 1) = k—1 ou grau (Pp2) =
k, k > 1. Para fazermos tal anéalise, comecemos por notar que, usando as condi-
¢oes (5.3.26), Py11 () e Pgy2 (z) (dados em (5.3.18) e em (5.3.19)) escrevem-se

i1 (2) = APy (2) - (BSz +Ch) P (o),
Opip(z) = —Afmnbi(z), k21,

Como A’f #0e v+ # 0,k > 1, entdo grau(Pry0) = k, &k 2> 1. Assim,
exigir que grau (Ag) = 0 e {grau (®x41) =k —1 ou grau(Pxi2) =k}, k> 1,
equivale a exigir que grau(Ag) = 0. Nesse sentido, ug corresponderd a uma
forma cléassica se as condigdes (5.3.26) forem satisfeitas. Mais concretamente,
ug estara na classe de equivaléncia das formas classicas de Hermite.

Tais condigoes podem ser expressas simplesmente & custa dos coeficientes Gy,
Yms Cm, Pm, para m 2= 0, bastando, para tal, atender, mais uma vez, as
expressoes de A’f , B{“ e C{c, k > 1, pelo que o sistema anterior é equivalente a:

(k+2) p2vpls =2,
, k> 1.

(k+2) P2’Y{i2ﬁk+1 # 21,

Como (5.3.22), (5.3.25) e (5.3.26) sdo condigdes complementares, concluimos
que up satisfara obrigatoriamente um dos trés casos ( i), ii) ou iii) ). Deste
modo, up é uma forma classica, o que equivale a afirmar que a SP {Pn}n>0 é
uma sucessdo de polinémios ortogonal classica com respeito a ug.

Observacao 5.3.1 De assinalar que, na demonstragio do teorema de Hahn,
foram dadas condicées nos pardmetros fpn,Yn+1, Cn € Pnt1, 7 2 0, para o caso
em que up se tratava de uma forma cldssica de Hermite (caso iii), Laguerre
(caso i1), Bessel ou Jacobi (caso 1).
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Capitulo 6

Uma Extensao do teorema de
Hahn

Coloquemo-nos perante o problema de determinar todas as sucessoes ortogonais
{Pn}n20 para as quais existem dois inteiros k,m 2 1 fixos tais que, fazendo

Qn = P,[lk], n 2 0, a sucessao associada de ordem m > 1, { %m)} 0’ ¢é também

=

ortogonal.

Quando m = 0, estamos no problema de Hahn, j4 tratado no capitulo prece-
dente. Para m > 1, a resposta é dada no teorema seguinte.

Teorema 6.0.1 (da Extensdo) [15] Seja {Pn},5, uma SP ortogonal. Seja
(]

k 2 1 um inteiro fizo e escreva-se Q, := Py, n 2 0. Se existir um inteiro

m > 1, tal que, a sucessdo associada {Q&m)} é ortogonal, entdo {P"}nZO é
. n20

uma SP cldssica.

6.1 Resultados preliminares

Lema 6.1.1 [15] Seja {Qn}, o uma SP qualquer cuja sequéncia dual é {vn},,, -

Entao, para qualquer inteiro m 2> 1, a sucessdo dual {v,(zm)} S0 da sucessdo
nz
associada{ %m) } satisfaz
n20
v&m)vm_l = TUptm, n>0. (6.1.1)

Quando {Qslm)} S0 ¢ ortogonal tem-se ainda que {vy}, 5, satisfaz
nz z

st = QM — QU Dy 1m0, (6.1.2)
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onde \
sm) = <v§,’"), (an)) > n20, m>1 (6.1.3)

Prova: Seja m > 1 inteiro. Comecemos por demonstrar a igualdade (6.1.1).
A proposigao (1.2.5) valida esta igualdade para o caso m = 1, ja que nela
se prova que

vy = TUnt1, 1 20,

fazendo u, = v,.
Suponhamos que

vWu,_1 = zunqy, 1<v<m. (6.1.4)

Para v = m+1, tem-se, ainda pela referida proposicao, fazendo u, = v( ),

que:

v,(lm*'l)v(()m) = xvf{f_)l, n>0.

Multipliquem-se ambos 0s membros por vm,—1

vgm“)v(()m)vm—l = (ﬂwy(zT-)l) Um-—1, n20.

(m)

Considerando v = m e n = 0 na equacdo (6.1.4) segue-se que vy Vm—1 = TUm,

pelo que a expressdo anterior escreve-se
™) (zuy,) = (xv,(ﬁ_)l) Um—1, n > 0. (6.1.5)
Lembrando (1.1.10) tem-se que
(mg:)l) Um-1 = % (vfﬁ)lvm-l) -z (vﬂ)ﬂo() (z) vm—1
z [ ) U1 = ( 7(12)1190() (z) vm—l]

= T (Uslzl.)lvm—l) = Z (TVn4m+1)

2
= TUptm+1, N 20,

ja que

(sh906) = (of3h L) = (1) = (o) =0rn >0

x

Equivalentemente, por (1.1.10) tem-se ainda que
o™ (@om) = o (0" Dom) - & (vmdoC) (2) o5+
=T (U’I('tm+1)vm) ’

dado que (vm¥oC) () = (vm,1) = (vm)y = 0,m = 1. Deste modo, a
equagdo (6.1.5) escreve-se:

T (,01(1m+1)vm) = $2Un+m+1a n

A\
o

(6.1.6)
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1

Consideremos a multiplicagdo por 7" na igualdade anterior, isto é,

z ! [a: (vr(:f_)lvm)] =z! [x2vn+m+1] , n20.

Usando (1.1.13), o primeiro membro escreve-se

z! [a: (v,(lm“)vm_l)] = (v,(lm“)vm) - (vﬁlml)vm)oé, n > 0.

No entanto,

(Uy(lm+1)vm)0 — <v£1m+l)vm, 1> — <'U7(1,m+1)a'um (1)>
= <v£’n+1), (vm, 1)> = <v§bm+1),0> =0, n2>0,
pois, por defini¢do de sucessdo dual,(vy,,1) =0, m > 1. Por conseguinte,
z7! [a: (vflm"’l)vm)} =o™y . nx0.
Recorrendo a (1.1.15),

-17.2

z [71 Un+m+1] = -’m)n+m+1—(vn+m+1,$)5
= TUnim+1l — (Untm+1); 6
= ZUntm+1, 120,

pois n +m + 1 > 2 obriga a que (vpym+1); = 0. Do exposto conclui-se
que

m—+1
o™ Vo = 20pimer, n 0,

o que completa a demonstra¢io da igualdade (6.1.1).

Se supusermos {Q%m)} ortogonal relativamente a v((,m), entdo, pela

n20
alinea (e) do teorema 2.1.1, tem-se

n

S = Q™. n 30,

onde s{™ & dado por (6.1.3). Multipliquemos ambos os membros por

Um—1"

s%m)v,(lm)vm_l = (Qslm)v(()m)) V-1, N 20,

Usando a igualdade (6.1.1) j4 demonstrada, tem-se que

s%m)wvn+m = (ng)v((]m)) Um—1, le.,
28y = (ng)uf,'"’) vme1, T3 0. (6.1.7)

Por (1.1.10), segue que:
(ngm)v(()m)) Um—1

ng) (’U(()m)’vm—1) -z (U(m)ﬂoQ%m)) (z) vm—1
= Q™ (zvm) = 2 (Q"1") (=) Vs

= 2Q™ vy, — Q('"+1 Vm-1, 120
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Deste modo, (6.1.7) escreve-se
ms,(zm)vn+m = :I;Qflm - ’I'Q(m+1 Vm-1, n2=0.

Multipliquem-se ambos os membros da igualdade anterior por z~1. Por
(1.1.15),

g1 (TVp4m) = O (m“lvn+m) + (90Z) Vrtm — (Vntm, Pox) 6

(1) votm — (Vntms 1) 0 = Vnym — (Un+m)0 4
VUptm — 0.0 = Upym, n 20,

i

¢ segue-se ainda que

z7! [:I:Q,(,m)vm] = (ﬂOngm)) Vg, — <vm,190wQ£Lm)> )
= Q%m)vm - <'UmaQ£Lm)> 6, n20,

e de forma analoga obtemos:

z7! [zQ(m+1 ] = (19 wQ m+1 ) <vm,190wQ(m+1)>
- Q(m—{-l ___< maQ m+1 >
= QsLmTI)vm - <'u Vg (m) ﬂoQ(m)> d
<x Yzvm_1), Qm)>
= QU v — ((962) vt = (vm-1,907) 8, QY™ ) &
n

1
(WH- Um— laQn > > 7’7,20

(m+1)

Consequentemente, obtemos

-l [wQﬁ{“ — zQy" Y 'Um——l] = Qv — QU v, nx0.

6.2 Prova do teorema da extensao

[15] Seja m > 1. Para simplificagdo de escrita, tomemos R, = glm) Sp =
%mﬂ), n > 0. Faca-se n +— n + 1 na equagdo (6.1.2), pelo que se tem,

m
3£H_)1'Un+1+m = Rny19m — SnVm-1, n 2 0.

Comecemos por derivar k vezes, k > 1, ambos os membros da equagao anterior.
A equagdo escreve-se agora

35:1)1 ('Un+1+m)(k) = (Rn+1"’m)(k) - (Sn"’m—l)(k) ) n 20,
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logo, pela férmula de Leibniz dada por (1.1.18),

m Ny k. rk B
S Onrim)® = 3 () o) 6m) = 3 (5) (500 00,

v=0 v=0
para n 2 0. Por uma questao de conveniéncia, escreva-se antes

k

> (1) (wes)® om0 - > (5) (50 (o)

v=1 v=1

= 55»?1 (Ont14m)® — Rt (0m)® + Sy (vm-1)®), n > 0.

Usando (1.2.29) do lema 1.2.2, para substituir (vn+1+m)(k) , (vm)(k) e (vm-l)(k)
pelas respectivas expressées:

k
(Un+m+1)(k) = (_l)k H (n+m+1+4+p)unimiitk
p=1
k
('Um)(k) = (“‘l)k H (m + p) Uik
p=1

k
(wm-1)® = D [ (m=1+Wum-rse , n>0.
u=1

pelo que, a equagao anterior escreve-se como

k

3 (5) e 2 3 () 500 )

v=1 v=1

k
= (=1)F l:sf:f_)l (H (n+14+m+up) un+m+1+k) - (6.2.8)
p=1
k k
—Ry 41 H (m + p) Uik + Sn H (m—14+p)umn_14k
u=1 p=1

Notando agora que, pela alinea (e) teorema 2.1.1, tem-se que cada uma das trés
parcelas do membro direito se escreve

k
Sﬁll-)l n+14+m+p) tprmirske = n+1 H

n+l+m+p ntltm+u,
p=1 (w0, P71 pmsk)

n+1+m+kU0

k
= H (n+14+m+p) ((UO» Prf+1+m+u>)_1 353-)1Pn+1+m+kuo
=1

k 2
- ug, P,
= ((uo, P21 4)) ™ [[r+1+m+p (o 2m_l+k> ngnl)lpn+1+m+uuo
pu=1 <u0’Pn+1+m+p>
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usando a respectiva expressao para 35:1)1 dada em (6.1.3),

k
5:1)1 H n+1+m+ p) tnimiitk
p=1

k (w§ (m) . R2 )
H n+l+m+p) 2 At Prti+mtkto, T2 0,
p=1 <“0’ n+1+m+k>
logo
k
Ryt H (m+p) Umsr = Rap ]___[ (m+ p) ((UOa m+lc>) Prtkuo
pu=l1 pu=1
k
Y —1 H = (m + l’l’)
= ({uo, Prot4k))  — . Rpt1Pmykuo, n 2 0;
Ym+k
e finalmente,
k 1 k
S H (m—1+p) umik = T H (m — 1+ p) SpPn—1+kuo, n 2 0.

Assim a equagdo (6.2.8) poder-se-4 escrever de um modo simplificado:

k

v=1

(6.2.9)
onde
-1
Antiimie = (=1 ((uo, Ph_14x)) {LSI"’ (k) Pot1+mtk
- H (m + /1') (7m+k)_1 Rn+1Pm+k (6'2'10)
u=1
+H m—1+p) SpPr_ 1+k} , n>0,
=1
[6{0)041
k < 0’P2 1 k:> (m)
LM ky=J[(n+1+m+p m-1+ < RZ,),  (6211)
=1 {uo, n+1+m+k>

para n > 0. Tomando n =0 em (6.2.9), encontramos

k

v=1 v=1

Z ( ) (Rn+1) U) (vm) (k V) Z ( ) m—1)(k_u) = Ani14mikto, n 2 0,
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Atendendo a que grau (Sp) = 0 e grau (R;) = 1, entdo (So)™ (z) =0,1 < v <k,
(Rl)( )( )=Rj(z) =1 (por R; ser polinémio ménico) e (R)™) (z) = 0,

2< vk Portanto a equacdo anterior simplifica-se em
k (0m)* ™Y = Arimoruo - (6.2.12)

Substituia-se em (6.2.9) (vm)(k_l) pela expressio precedente para ele encontrada

3 (1) (Bns® 0= - > (5) (50 (o)

v=2 v=1

(6.2.13)
= {An+14m+k — By 1 Arymk } Yo
Em particular, para n = 1, a equagdo anterior surge como

kE(k-1)
2
isto &,

k(k—1) (o) =k (0n-1)*D = {Ag1mis — RoArimer} uo,  (6.2.14)

(R2)® (0n)* 2=k (51)V (0n-1)* " = {Ap ik — RyA11mk } uo,

uma vez que, sendo grau (R2) = 2 e Ry moénico, necessariamente (Rg) (x) =2
e (RQ)(") (z)=0,3 < v <k, ecomo grau(S;)=1 e S; monico, tem-se

SV (z) =1e (5)P(z) =0, 2 < v < k. Derivando uma vez ambos os
membros de (6.2.12) e lembrando (1.2.29), encontramos

k
k(-1)* H (m+ ) ik = (Arymeruo) .
p=1

Usando o facto de um+x = ({uo, m+k>) P4 kg, obtemos

k
-1
H m + p) ((uo, m+k>) Prykto = (Arymektio)

Escrevendo de outro modo, para simplificacio de célculos,

(®1u0) + M Prpk)uo =0 , (6.2.15)
com
N1®; (2) = Al+m+k (z), (6.2.16)
M=k (=1 H (m + 1) ((uo, P21i)) ™
u__

onde Nj é uma constante de normaliza¢io. Depois de diferenciar uma vez ambos
os membros de (6.2.14), obtemos:

k(k—1) (o) % =k (0n-1)® = ((A24mtk — RyArymer) wo) - (6.2.17)




80 CAPITULO 6. UMA EXTENSAO DO TEOREMA DE HAHN

Lembrando (6.2.12),
k (vm)(k_l) = A1 1m ik,

e recorrendo a (1.2.29), tem-se ainda que:

k
(m-)® = (D) [[(m—1+p)un-14x
p=1
k
= (-1F H (m—1+p) ((UO,P%—Hk))_l Pr—1+kUo.
p=1

Feitas as substitui¢des em (6.2.17) encontramos

k
(k — 1) Arpmrkuo — k (=1)F TJ (m = 1+ 1) ((uo, P2 141)) " Pmctsktio
u=1

= ((A2+m+k - RI2A1+m+k) Uo)l )

isto &,

((A2+m+k — ByArimk) o)
+ ((_l)k kHZ:l(m -1+ /1‘)

(UO’P%—l—I—k)

P 14k — (k - 1) A1+m+k) u = 0.

Podemos dar um novo aspecto a esta equagdo funcional, visando a simplificacao
da anilise em questao, se escrevermos

(®2u0)’ + (AePm—14k — (k= 1) Ny " Arymyr) uo =0 , (6.2.18)
onde
Ny®y (z) = Azymrk (€) — Ry (%) Arimak (%), (6.2.19)
onde Nj é constante de normalizagao, e

k-1

Xo =k (k= 1) (=D T (0 + ) (Cwo, P2q)) ™ N3
u=1

Observando nas expressoes (6.2.16), (6.2.19) e (6.2.10) dos polinémios @1, ®a,
Apt14m+k (respectivamente), concluimos que ®; e ®; se podem escrever con-
soante o a seguir indicado

01 (z) = E(z)Pnyk(2)+ F(2) Pmo144 (2)
B3 (z) = G(2)Pnsk () + H(z) Pror4k (7)

Determinemos as expressdes para os polinémios E (z), F (z), G (z) e H (z).
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Lembremos que &, = N 'Ai4m+k. Usando a relagio de recorréncia (5.3.9),

A +m+k escreve-se do seguinte modo:

_1\k
Alymik = z—tﬁc—)— {Lgm)(k) (z — Bmik) Pmik (T) — Ym+kPmik—1 (2) —
k
— I (m + 1) (¥m1k) ™" Ba (&) Py (2)
pu=1

+H m— 1+ p) Pn 1+k($)}

=1

ou seja,
~1)k +
Altmsk = (uo,Pml_Hk) { [L(m) (k) ( = Bm+k) — "”‘:,‘;;(‘E—M)Rl (5'3)] Ptk (z)

+ [ b (m—1+p)— LY (k) 7m+k] P14k (x)}

do que se conclui que

k 1 k
B() = %{L‘""(wm—ﬁmm H<m+u)(vm+k)1m<x)}

2
(UO, Pm 1+k) p=1

(uo, Py _144)

k - k
F(z) = (PN {H —1+u)—Lé'">(k>vm+k}.

Determinemos agora as expressoes de G (z) e H (z). Nesse sentido, recordemos
que

@, = N2_1 (A2+m+k - RéAl+m+k) :

Usando duas vezes (5.3.9), tem-se que

Prii+2(z) = (( = Bms14k) (2 — Bmak) — Ym14k) Ptk (T)
— (2 = Bms14k) Ymsk Prsr—1 (2),

pelo que podemos escrever Ayt COMO

(=1)F

A ="
2+m+k <“0’P3z—1+k>

{(LY”) (k) (z = Bmt14k) (x — Bmk)

k
_Lgm) (k) Ymt 14k — H (m+ ) (Ym4) "' Ra (w)) mtk (Z)
=1

k
+ (H (m—1+p) 81 (&) — L™ (k) (& = Bry14k) vm+k) Pk (w)}
n=1
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Deste modo,

- kN_l m ! m
6() = pompr s {(@ = ) [E") () 0= ) = B (@) L6 ()

k
+ [T tm + 1) (Yms) ™" (R1 () Ry (2) — R (2)) — L™ (k) 7m+1+k}

p=1
e
-1 kN—l k
H(z) = «fﬁﬂ%—b{gm—um[&(x)mgwn

Ytk [B (@) L™ (k) = 2 (8) (2 = Bmyr1a)] }

A semelhanca do que foi feito na demonstracdo do teorema de Hahn, conside-
remos
E(z) F(z)

G(z) Hz) |~ F@HE)-F@)EG)

A(.z-):\

Notar que
grau(E) <1; grau(F) <0 ; grau(G) <2 e grau(H)<1,

pelo que
grau (A) < 2.

Além disso, tem-se ainda que
grau (Aps14mek) Sn+l14+m+k , n>0,
donde

grau (®1) = grau (Am414x

)<m+1+k,
grau (®2) = grau (Ami24k) <

m+2+k.
Tomando
U1 (2) = MPryk (2), P2(2) = MoPrmrpk (2) — (k= 1) Nyt Aryms (2),
concluimos que
grau(U1) =m+k e grau(¥)<m+1+k .
Assim as equagdes funcionais (6.2.15) e (6.2.18) escrevem-se:

(q)luO)l+\I’1UQ = 0
(q)z’u,o)l-i-‘l/g’ulo = 0 ,

respectivamente. Mediante escolhas convenientes dos pardmetros em estudo, é
sempre possivel ocorrer uma das trés situagdes a), b) ou c¢), patentes em lema
5.2.3, o qual assegura o facto de ug ser classica, o que conclui a demonstragéo
€m curso. n
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