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Resumo

Este trabalho versa sobre o problema da caracterizagao de uma sucessao de
polinémios ortogonais classicos (Hermite, Laguerre, Bessel e Jacobi). O objec-
tivo principal é mostrar que uma sucessdo ortogonal, cuja m-ésima sucessao
associada & sucessdo dos derivados de ordem k seja ortogonal, é necessariamente
uma sucessao classica. Este resultado é uma generalizacao do teorema de Hahn,
no qual se estabelece que uma sucessdo ortogonal é uma sucessdo cléssica se
a sucessao dos derivados de ordem k for ortogonal. Apresentamos igualmente
uma demonstrac¢iao deste teorema.






Abstract

This work is devoted to the problem of the characterization of classical orthogonal
sequences (Hermite, Laguerre, Bessel and Jacobi). Our main aim is to show
that an orthogonal polynomial sequence, whose m-th associated sequence of
k — th derivative sequence is orthogonal, is necessarily a classical one. This is a
generalization of Hahn’s theorem, which states that an orthogonal polynomial
sequence is classic if its k-th derivative sequence is orthogonal. We present a
new proof for the mentioned theorem.






Résumé

Ce travail est consacré au probléme de la caractérisation des suites orthogonales
classiques (Hermite, Laguerre, Bessel et Jacobi). L’objet principal du mémoire
est de montrer qu'une suite orthogonale dont on suppose que la m-iéme suite
associée & la suite des dérivées d’ordre k soit orthogonale, est nécessairement une
suite classique. Ce résultat est une extension du théoréme de Hahn selon lequel
toute suite orthogonale dont la suite des dérivées d’ordre k soit orthogonale est
une suite classique. On indique également une démonstration de ce théoréme.






11

Aos meus Pais...






Agradecimentos

Em primeiro lugar, pretendo tecer especiais agradecimentos aos meus orienta-
dores, Professor Pascal Maroni e Professora Zélia Rocha, por todo o entusiasmo
que incutiram, por todas as indicacoes que me deram do ponto de vista da
iniciagdo de uma carreira cientifica, por toda a confianca que depositaram em
mim, por toda a disponibilidade prestada.

Em parte, este trabalho é dedicado aos meus amigos e aplaudiveis colegas
de mestrado, Fabiano, Hugo, Ricardo, Rui e Zé Miguel que proporcionaram
excelentes debates, deram 6ptimos conselhos e com quem partilhei um enorme
espirito de entre-ajuda. Um obrigado também ao Manuel pelas dicas no XTEX.

Ao realizar o trabalho de mestrado é essencial que todos aqueles que nos rodeiam
nos encorajem a avancar, nos compreendam e aceitem a nossa auséncia . Nesse
sentido um grande obrigado ao Miguel ¢ também a Ana Ltcia, Ana Helena,
Bernardo, Dourado, Edinho, Helena e Luisa.

Um agradecimento especial a alguns colegas e amigos que comigo trabalham
no Instituto Superior de Engenharia de Coimbra, em especial 4 Céu Marques, a
Didi e a todos aqueles que me apoiaram e compreenderam, por ordem alfabética:
Arménio, Artur, Carla, Céu Barbosa, Céu Amorim, Emilia, Joao Cardoso, Joao
Ricardo, Leonor, Luis, Pascoal, Paulo, Patricia e Rui.

Para terminar, encorajo todos aqueles que pretendam aumentar a sua cultura
matematica a se candidatarem a um mestrado em matemdatica. A sensacao de
alargar os nossos conhecimentos é muito aprazivel, embora traduza ao mesmo
tempo uma certa insatisfa¢io, por sabermos tdo pouco.

13






Prefacio

Este trabalho versa sobre o problema da caracterizagio dos polinémios or-
togonais classicos que sdo habitualmente enumerados como os polinémios de
Hermite, de Laguerre, de Bessel e de Jacobi. Segundo a propriedade de Hahn,
uma sucessao de polindémios ortogonais diz-se classica se a sucessao dos poliné-
mios derivados for ortogonal [5]. Em 1937, Hahn apresentou em [6] uma nova
caracterizagdo destes polinémios, a qual generaliza a propriedade citada: uma
sucessdo de polinémios ortogonais é classica se a sucessao dos derivados de ordem
k 2 1 for ortogonal. Neste trabalho apresenta-se uma nova demonstragao deste
resultado, cuja ideia de base consiste em trabalhar directamente sobre as formas
lineares (ou funcionais) e nao sobre as representagoes integrais dessas formas,
que alias s6 sdo conhecidas nalgumas classes para valores particulares de certos
pardmetros. Nesse sentido, utiliza-se sistematicamente a sucessdo dual associada
a uma sucessdo de polinémios livre. Através de raciocinio anélogo, com as
devidas adaptagoes, foi possivel cumprir o objectivo principal deste trabalho:
fornecer uma extensdo para o teorema de Hahn, na qual se estabelece que uma
sucessdo ortogonal, cuja m-ésima sucessao associada a sucessao dos derivados
de ordem k seja ortogonal, é uma sucessao classica [15).

Na primeira secgao do capitulo 1 sao dadas as definigoes de base e indicadas as
operagoes, obtidas por transposi¢do, que se efectuam naturalmente no espago
dual dos polindémios. A segunda seccao é reservada & introdugao dos conceitos
de sucessao de polinémios e sucessao dual.

A ortogonalidade regular e respectivas nogoes anexas (as relagoes de tipo finito
e a quasi-ortogonalidade) encontram-se desenvolvidas no capitulo 2. A primeira
seccdo deste capitulo é consagrada a caracterizagdo da ortogonalidade regular
(em termos das formas regulares e das sucessoes de polinémios), onde sao
apresentados resultados que serdo usados de forma essencial na caracterizagao
de sucessoes clédssicas e semi-classicas e, principalmente, nas demonstragoes dos
resultados que figuram no final do trabalho: o teorema de Hahn e o teorema
relativo & sua extensfo. A sec¢io seguinte refere-se &s relagoes do tipo finito.
Este & um conceito mais geral que o da ortogonalidade. Todavia, dada a
sua importéincia, este tltimo merece ser estudado por si mesmo. Supondo a
ortogonalidade, as relagoes de tipo finito conduzem as sucessdes semi-classicas,
como poderd ser constatado na secgdo 4.3. Na secgdo 2.3 sao fornecidas as
defini¢oes de quasi-ortogonalidade e de quasi-ortogonalidade estrita de ordem s.
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Aplicam-se estas nogoes ao estudo da multiplicagdo 4 esquerda de uma forma
regular por um polinémio de primeiro ou de segundo grau, construindo assim
uma, forma regular a partir de outra forma regular dada.

O capitulo 3 é reservado & defini¢do e caracterizagdo das sucessoes classicas quer
em termos duma equagao funcional (secgao 3.2), quer em termos duma equagao
diferencial de segunda ordem (secgao 3.3), devida a Bochner [1]. No capitulo 4
introduzimos as formas e sucessoes semi-classicas, sendo as formas classicas um
caso particular destas.

Finalmente, nos capitulos 5 e 6 encontra-se, respectivamente, a nova prova do
teorema de Hahn e o enunciado (assim como a sua demonstragao) da extensao
deste resultado.

Alguns enunciados sao apresentados sem demonstragao, por forma a reduzir a
amplitude do texto. O leitor interessado poderé encontrar todas as demonstra-
¢oes detalhadas em [7].

16



Contetido

3

Resumo 5
Abstract 7
Résumé 9
Agradecimentos 13
Prefacio 15
1 Preliminares 19
1.1 Operadores e propriedades elementares . . . . ... ... ... .. 19
1.1.1 Operacgoes elementares no espago dual dos polinémios . . 20

1.1.2 Propriedades das operagoes elementares . . . . .. .. .. 21

1.2 Sucessoes de polinémios . . .. ... ... ... .......... 22
1.21 Sucessdodual . . . ... .. ... 22

1.2.2 Transformacdes elementares . . . . . .. ... ....... 24

1.2.3 Relagdodeestrutura . . . . . ... .. .. ... ... 27

2 Ortogonalidade Regular e Nogoes Anexas 29
2.1 Ortogonalidade regular . . . . . . .. ... ... .. ........ 29
2.2 Relagoes do tipo finito e aplicagoes. . . . . . . . . ... ... ... 40
2.3 Quasi-ortogonalidade. Aplicagdes. . . . . .. ... ... ... ... 43

17
UNIVERSIDADE DO PORTO

FACULDADE DE CIENCIAS
BIBLIOTECA




2.3.1 A quasi-ortogonalidade deordem s . . . . .. .. ... ..

2.3.2 A quasi-ortogonalidade estrita de ordem s . . . . . . . ..

2.3.3 A multiplicagdo (4 esquerda) de uma forma por um poli-
OO, 5 ¢ s 2% %23 3 % s a S 55 s8N E 8 % sRE®s & 8

3 Sucessoes Ortogonais Classicas e Formas Correspondentes

31 DefmiC86 i s ¢ vamms 5 5 smms 5§ 38 @mE 5 5 Fam s ¢ 3
3.2 Caracterizagdo pela equagdo funcional . . . . . . ... ... ...
3.3 Caracterizacdo pela equagao diferencial . . . . . . . ... ... ..
3.4 Invaridncia do carécter cldssico . . . .. ... ... .. ... ...

3.5 Formas cldssicas: quatro classes de equivaléncia . . . . . . .. ..

Sucessoes Ortogonais Semi-cldssicas
4] Debnigdo w wiv 5 ¢ cwan ¢ ¢ shewon w8 wumwow e § 6 6 e e 8 s
4.2 Classe de uma forma semi-classica . . . .. . .. .. ... ....

4.3 Consequéncias das relagdes do tipo finito . . . . . . .. ... ...

Nova Prova do teorema de Hahn
5.1 Enunciado do teoremadeHahn . . ... ... ... ........
5.2 Resultados preliminares . . . . ... .. ... .. .. ... .. ..

53 NOVADIOVE ¢ s s smms 5 5 s mara 5 & sammn s ¢ % 0o wa s

Uma Extensao do teorema de Hahn
6.1 Resultados preliminares . . . . . ... ... ... .. ... ....

6.2 Provadoteoremadaextensao . . . . . . . . v v v e e e e

Referéncias

18

53
53
54
54
55
55

57
57
57
58

61
61
61
65

73
73
6

82



Capitulo 1

Preliminares

Seja P o espaco vectorial das fung¢des polinomiais com coeficientes em C, natu-
ralmente também caracterizado como P = |J,5¢ Pn, com Pp C Ppy1, n 2 0,
onde P, € o subespaco vectorial das funcoes 1/)01in0miais de grau inferior ou
igual a n. Seja P’ o espago dual de P, isto &, o espaco das aplicacdes lineares
definidas em P e tomando valores em C. Cada elemento u do espago dual de
P designa-se por forma ou funcional. Denote-se por (u, f) a ac¢ao de u € P’
sobre f € P. Naturalmente, (u, f) € C. Em particular, (u,z") := (u), ,n 2 0
representa o momento de ordem n de u € P’ (relativamente a sucessao {z" }n0).
Se f(z) = Y- avz”, temos que (u, f) = 31-au(u),. Acrescente-se que uma
forma u € P’ fica univocamente determinada pela sucessao dos seus momentos.

Antes de prosseguirmos, considere-se a forma de Dirac aplicada no ponto ¢ € C,
denotada 4., a qual se define do seguinte modo:

(0c,p(z)) :=p(c), VD EP.

Visando a simplifica¢ao de escrita, quando ¢ = 0 escreveremos apenas d em vez
de dy. Os momentos desta forma ficam determinados por:

1, n
n

Wl

Em todo o texto o termo polinémio serd considerado como sinénimo de fungao
polinomial.

1.1 Operadores e propriedades elementares

Sejam u € P’ e f,g € P. Entenda-se por Ip e [ a identidade nos espacos P e
P, respectivamente.
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20 CAPITULO 1. PRELIMINARES

1.1.1 Operagoes elementares no espago dual dos polinémios

Consideremos os seguintes operadores elementares definidos em P:

1. Homotetia de razdo o € C aplicada ao polinémio f: h,f onde
hof (@) i= f (az), a € C.

2. Translacdo aplicada ao polinémio f: 7_pf, com 7_pf (z) := f(z +b), b€
C.

3. Diferencas divididas, ¥.f € P, com

Bef () o= 118 =T10) ("”i:f(c), ceC.

Por transposi¢ao definimos as operagdes correspondentes em P’ [13]:

1. Homotetia aplicada a uma forma u € P', hou € P":
(hau, f (z)) == (u, f (az)), a€C.
2. Translacdo de uma forma, 7_yu € P’
(T_bu, f ()} := (u, f (z — b)), be C.
3. Divisdo de uma forma por um polinémio [10]:

<(.’£ - c)"lu,f(:t:)> .= (u,0:f (z)), c€C.

4. Multiplicagdo & esquerda de uma forma por um polinémio, fu € P':
(fu,p) := (u,fp), Vp€P.

5. Multiplicagao & direita de uma forma por um polinémio, uf € P:

zf (z) — £f ()

(uf)(a) = (u L=

> , onde u actua na varidvel £.

6. Produto de duas formas u,v € P’, o qual fica definido por transposi¢ao
do produto & direita de uma forma por um polinémio:

{uv,p) := (u,vp), Vp € P.

7. Derivada de uma forma, Du:

(Du,p) == (u,p'} y Y€ P
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1.1.2 Propriedades das operagoes elementares

Facilmente se demonstram as relagoes seguintes:

6f =f, VfeP;
(w+v)f =uf +vf, Yu,ve?P, VfeP;
v(uf) = (vu)f, Yu,v € P, VfeP;
(fg)u= f(gu), Vf,geP;
| du=u, Yu€eP
| wy = vu, Yu,v € P

(w)w = u(vw), Yu,v,w € P';

(u+v)w = uw+vw, Yu,v,we€ P’

As propriedades que acabamos de apresentar garantem que (P’,+, ), onde as
operagdes + e - denotam, respectivamente, a soma e produto de duas formas,
forme um anel comutativo com elemento unidade, §. Todavia nao constitui um
anel de divisdo dado a existéncia de elementos em P’ que nao possuem elemento
inverso (basta que o momento de ordem zero seja nulo) |11].

\
‘ Os operadores atras definidos satisfazem algumas propriedades, as quais passa-
‘ mos a enunciar.

\

\

ha o hg—1 = Ipi; (
TpoT_p = lpr; (
(15 © ho)u = (hg 0 Ty-1)u, Yu € P'; (
(ha 0 7o) = (rap © ho)u, Yu € P; (
f(mou) = n((7_of)u), Yu € P', Vfe P; {1.1.5
f(hau) = ha((haf)u), Yu € P', YfE P; (
D(myu) = 1pDu, Yu € P'; (
D(hou) = a theDu, Yu € P'. (

Consideremos algumas propriedades, fundamentais neste trabalho.
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Lema 1.1.1 [15] Para quaisquer f,g € P, u,v € P', c € C, temos que:

a) (ufg) (z) = ((fu) 9)(z) + z9(z) (udof) () (1.1.9)
b) f(z)(wv) = (f(z)v) u+ z (viof) (z)u (1.1.10)
¢) (9.D) f = (DY) f + 'ﬂg.f (1.1.11)
d) (z —c) ((m—c)_lu) =i (1.1.12)
e)(z—c)({(z—c)u) =u—(u)yd (1.1.13)
f) (& =) u) = f(o) ((z — &) 'u) + (Fef) w (1:1.14)
9) (z — o) M (fu) = F(O)((z — &)~ u) + (Fef)u — (u, Ve f)dc (1.1.15)
h) (uf) (2) = (&'f) (z) + (uf') (@) + (ubdof) (z) (1.1.16)
i) (fu) = fu' + flu (1.1.17)
) =3, , (ff)f‘“)u““-“), k1 (1.118)

1) (w) =u'v+uw' + 27" (uv)
m) ((z - ¢) ) =(@-c) W - (z-c)%u

(
(

n) (whf) () = (Youf) (z) (1.1.21
(

o) Du=Dv=su=v

1.2 Sucessoes de polin6mios

Definicdo 1.2.1 Designamos por sucessao de polindmios toda a sucessio {Bp}n>0
tal que grau (B,) <n, B, € P, n > 0.

Decorre da defini¢ao que uma sucessao de polinémios { By }n>o € livre se e s6 se
grau (B,) = n, Vn > 0 [11, 13, 7]. Neste caso podemos sempre normalizar cada
polinémio da sucessdo, considerando By (z) = z™ + bp_12™ 1+ ...+ by, n =0,
monico e diremos que a sucessdo é livre e normalizada.

NoTA: Sera designada por SP toda a sucessdo de polinémios nestas condigoes,
isto &, livre e normalizada.

Naturalmente, uma sucessao de polinémios livre gera P. Como consequéncia da,
defini¢do apresentamos o resultado seguinte:

Proposigao 1.2.1 [17] Se {Py}n30 for uma SP e u € P', entio u =0 se e 56
se {(u,Pp) =0, n20.

1.2.1 Sucessao dual

Dada uma SP, {B,,}n>0, pretendemos definir, de um modo tnico, uma sucessao
no dual de P associada a { By, }n>0.
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Definigdo 1.2.2 Dizemos que {un}n>0, onde u, € P', é uma sucessao dual
associada & SP {By}n>0, se for tal que

{4y, Bm) = fgan, nm 20 (1.2:23)

A cada SP {By},>0, est4 sempre associada uma unica sucessao {uy }n>0 do dual
verificando a propriedade (1.2.23) [11, 17]. Além disso, {up }n>0 é linearmente
independente. As duas sucessdes {Bn}nzo € {tn}nz0 dizem-se biortogonais. A
ug daremos o nome de forma canénica associada & sucessao { By }n>o0.

Teorema 1.2.1 [17] Seja u € P', {Bp}nzo uma SP, {un}nz0 @ respectiva
sucessao dual e consideremos

n

Sn(u) =" (u, Be)ug, n > 0.
k=0

Neste caso, teremos
(Sﬂ(u)af) m (u1f)a erpa

ou seja, Sp(u) converge com n para u no sentido da topologia fraca.

Prova: Fixemos n 2 0. Deste modo,

(Sn(u)aBm) = E(u,Bk)(Uk,Bm) . { ((]u B ) , g1<>1'::< n
e yDm) s Usmsn.

Considerando agora n — oo, da igualdade anterior decorre que
(Sn(4), Bm) ———= (u,Bp), Ym 20,

n—+400

logo, dado {By,}n>0 ser uma SP, concluimos o pretendido. [}

Como consequéncia da definigdo 1.2.2, temos o seguinte:

1. |17, 11] Se {@n},,5, for uma SP, tem-se necessariamente que

(Un, @m) =0, 0<m<n. (1.2.24)

2. Em particular, considerando @y, (z) = ™, m > 0, tem-se que:

(¥n)y, =0, 0L m < n.

Exemplo 1.2.1 [11] Consideremos a SP {z"}n>0. Designemos por {tn}n>0
a respectiva sucessao dual. Por indugdo finita sobre n, demonstra-se que u, =

g_—nl!LnD“J, n = 0.
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Dada a unicidede da sucessao dual de uma SP, tem-se que a sucessdo dual

associada a {.'J:“}n20 é dada por {%;ED”J} S0’
n/

Se u for um qualquer elemento de P', entdo temos que
0 ,mzn+1
(Sn(u))y, =

Do teorema anterior decorre que

(Sn(u))yn m (u)m, m 2 0.

Apresentamos a seguir um resultado de suma importincia neste trabalho. Em
muitas dedugdes serd, sem davida, crucial. Alias este é um lema fundamental
na teoria dos polinémios ortogonais.

Lema 1.2.1 [9, 11, 12, 13 Sejam {Bp}n>0 uma SP e seja {tn }nz0 a respectiva
sucessdo dual. Sejam u € P' e p € N. Para que u verifique
(U7BP—1) 71" 0! (us Bﬂ) =0, n2= b,
€ necessdrio e suficiente que existam A\; € C, 0 < i <p—1, Ap—1 # 0, tais que:
p—1
u= Z A,"U.,j.
i=0

Além disso, A; = {u,B;), 0€i<p—1.

1.2.2 Transformacgoes elementares

Seja {Bn}n>o uma SP e {u,}n>0 a respectiva sucessdo dual. Consideremos
certas transformacdes elementares destas sucessdes.

1. Defina-se a SP {En}@g, obtida a partir de {By}n>0 por transformagéo
linear de variavel.

Proposicao 1.2.2 [17, 13] Seja {Bn}n>0 uma SP e {tun}n>0 a respectiva
sucessio dual. Consideremos a SP {By}n>0 definida da sequinte maneira:

En(m) =a "Bplax +b), n 20,

onde a € C— {0} e b € C. Designando por {tn}n>0 @ sucessio dual
associada a {Bp}n>0, entio

Up = a" (hg-1 0 T_p)Upn, n 2 0.
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: 1 s :
2. Consideremos agora a SP {B,I; ]}n;o, a sucessio dos derivados de ordem 1

de {Bn}n20-

Proposigao 1.2.3 (17, 13] Seja {Bp}nzo0 uma SP e {tn}n>0 a sucessao
dual correspondente. Consideremos a SP {B,L1 ]}n;(] definida da sequinte

maneira: .
Bn+1 ()

BLI](m) T Tn+l

, n>0. (1.2.25)

1 . .
Se {fuL]}n;g for a correspondente sucessio dual, entdo

Dulll = —(n + Dupyy, n20. (1.2.26)

Mais geralmente, definimos a sucessao dos derivados (normalizada) de

: k :
ordem superior a um ({B,[,,]}n?g, k > 1), recursivamente, como podera
ser constatado na proposicdo que se segue.

Proposigao 1.2.4 [13] Seja k > 1 e sejam {Bp}nzo uma SP e {un}n>o
a sucessdo dual correspondente. Consideremos a SP {B,[f tnzo definida da
sequinte maneira:

B[k—l](m))
(K] () — (L >
BY(z) =L, 030, (1.227)
entao tem-se que:
Dull = —(n+ 1), nxo0, (1.2.28)

onde {u,['f]}n;g € a sucessao dual associada a {B,Ej]}n;g, 1€£i€k

Nota: Entenda-se que B,[,O] = By, n>=0.

Como consequéncia do exposto, consideremos o seguinte resultado, o qual
serd usado de forma essencial na nova prova do teorema de Hahn no
capitulo 5.

Lema 1.2.2 [15] Se v, = u¥ | entdo a derivada de ordem k de v, ¢ dada
por

k
(va)® = (D] (0 + 1) tngr, n20 € k> 1. (1.2.29)
p=1

Prova: A prova sera feita por indugao finita sobre k > 1.

Para k = 1, (un)(l) = (vp) = — (n+ 1) upy1, donde o resultado é
verdadeiro.
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Suponhamos que o resultado ¢ vélido para k—1, k£ > 1. Deste modo,
(k) (k-1)Y' (k-1)
()Y = ((fun) ) = —(n+1) (vn41) pelo que, usando a
hipétese de inducéo,
k-1
(wn)® = —(n+1)(-1)F? H (n+1+p) Ungi4k—1

=1
k

= (n+1) (=D J] (n + 1) tnk
p=2

k
= () [[ v+ mtnsr, n20 e k21,
p=1

0 que prova o pretendido. |

3. Consideremos a SP {Bﬁl)}nzg, designada por sucessao de polinémios asso-

ciada (de primeira ordem) a {Bj},>0 relativamente a wuq.

Proposicao 1.2.5 [11] Sejam {Bp}n>0 uma SP e {un}nz0 o sucessao

dual correspondente. Consideremos a SP B,(;l)} ” definida do sequinte
nz
modo:
B — Pn
B{(z) = <'u,0, "“(xg): _f +1(5)> ,n>0. (1.2.30)
Representando por {ug,l)}n;() a respectiva sucessao dual, entdo
ull) = (zupg1) (ug) ™, n>0 (1.2.31)

(De salientar que (ug) ™" existe se e s6 se (ug)y # 0).

Naturalmente, podemos escrever B,(Ll)(a:) = (up¥9Bn+1) (z), n 2 0.

Recursivamente, definimos {Bilk)}nzg (com k£ > 1), a SP associada a

{Bﬁf“"l}}n;o (relativamente a uék_l}).

NoTA: A salientar que B,Sf’) =B, n=0.

Proposicao 1.2.6 [11] Seja k > 1 e sejam {Bp}nz0 uma SP e {un}n>o

a sucessdo dual correspondente. Consideremos a SP Bﬁk)} " definida

do seguinte modo:

BP() = (uf V0BY") @), >0,

. k . . ~
e sefa {u$L )}ﬂ;() a respectiva sucessio dual, entdo

uft) = (wu®) (W), nxo0
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Acrescente-se apenas que tais sucessoes serao tratadas com maior detalhe

(m)
no capitulo 6, onde sera explicitada uma relagdo entre (uH‘ 1) (n >

0, k,m > 1) e u, (n > 0), elementos das sucessoes duais associadas a

[k ™) -
(Bn ) e { By }n>0, respectivamente.
nz=0

1.2.3 Relagao de estrutura

Se {Bﬂ}n?,0 representar uma qualquer SP e {'U»n,}n;o a respectiva sucessao dual,
entao necessariamente devera satisfazer a seguinte relagdo de recorréncia |11,
12, 11

Bpya(z) = (z = Bny1)Bpy1(z) - ZE:U Xn,uBu(-T)a n 2 0,

(1.2.32)
By(z) = 1, By(z) =z — f,
onde
Bn = (Un,zBy(z)), n2=0, (1.2.33)
Xnp = (U, 2Bps1(2)), 0w, 520 (1.2.34)

Como consequéncia do que acabamos de expor e do lema 1.2.1, apresentamos
o proximo resultado que nos fornecerd uma relagdo de suma importancia no
decurso deste trabalho.

Lema 1.2.3 [12, p.136] Sejam {Bn},s, uma SP e {un},>, o sucessio dual
correspondente a {Bﬂ}n;o ev 2 0. As condicées xnp = (Uy,zBpy1) = 0,
n > v+ 1 sio equivalentes a

Ty, = Uy—1+ Bty + XUyl (1235)
U-1 = 0.
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Capitulo 2

Ortogonalidade Regular e
Nocoes Anexas

2.1 Ortogonalidade regular

Definicao 2.1.1 A forma u diz-se regular se lhe for possivel associar uma
sucessdo de polindmios {Pp}n>o tal que

(u:Pan) == rna-n,ma (2-1-])
onde v, # 0, n,m>=0 (2.1.2)
Neste caso, a sucessio de polindmios {Pp}n>0 diz-se reqularmente ortogonal

relativamente & forma u. As condigoes de ortogonalidade sdo dadas por (2.1.1),
ao passo que (2.1.2) correspondem s condigoes de regularidade.

Diremos que a forma u é normalizada se (u)o = 1.

Decorre desta defini¢do que cada polinémio P, estd definido a menos de uma
constante arbitraria ndo nula, isto &, {P,},5, € uma sucessao de polinémios
ortogonal relativamente a u se e 86 se {cnPn};>0 é ortogonal relativamente a wu,
onde ¢, € C\{0}, n > 0. i

Observacao 2.1.1 Toda a sucessio {Py}n>0 de polindmios ortogonais relati-
vamente a u € P' € livre, pelo que poderd ser normalizada.

Exemplo 2.1.1 A sucessao {z"}n30 € uma sucessao livre ortogonal relativa-
mente & forma 6, mas nao regularmente ortogonal.

A impossibilidade de determinada forma ser regular poderad ser verificada a
partir da proposicao seguinte.

29
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Proposigao 2.1.1 [17] Seja {Pp}nz0 uma sucessio de polindmios reqularmente

ortogonais relativamente a u e {un }nz0 @ respectiva sucessio dual, entdo (u)o # 0.

Exemplo 2.1.2 Suponhamos {Pp}n>0 (reqularmente) ortogonal relativamente
a ug e seja {un}nzo a sucessio dual associada. A partir da proposi¢do anterior,
podemos concluir que ug, s 2 1, nio pode ser uma forma regular, pois (us)g = 0.
Dito de outro modo, nio existe nenhuma SP ortogonal relativamente a us, s 2 1.

Sem perda de generalidade, podemos sempre considerar que u e {P,},>0 estdao
normalizadas, isto é, (u), = 1 e P, ménico, n > 0.

NOTA: Salvo indicagao do contrario, no prosseguimento deste trabalho iremos
considerar sucessdes de polinémios regularmente ortogonais e nio apenas or-
togonais. Simbolicamente designaremos por SPO uma sucessdo de polinémios
regularmente ortogonais.

Proposigao 2.1.2 [17] Seja u € P'. A SP {P,}n>0 € ortogonal com respeito
au se e sé se para alguma SP {Qn}nzo se verificar (u,QmPp) =0, 0 < m <
'TL-I,TE;]. (annPn>'7éD;n20

Proposicao 2.1.3 [17] Se {Py}n30 € uma SPO com respeito a u e {un}n>o €
a respectiva sucessdo dual, entdo u = (u)ouy.

NOTA IMPORTANTE: Daqui em diante, ir-se-4 sempre supdr u como forma
regular e normalizada e a sucessdo {P,},>0 (regularmente) ortogonal relativa-
mente a u, serd suposta normalizada. Notar que, assim sendo, u = uy.

Recordando a relagao expressa em (1.2.32) aplicada a sucessdo {Py}nx0, apre-
sentamos o resultado seguinte:

Teorema 2.1.1 [13/{12, p.136[[17] Seja {Pn}n>0 uma SP e {u,}>0 @ sua su-
cessdo dual. As sequintes afirmagédes sio equivalentes:

(a) A sucessio {P,}nzo0 € ortogonal relativamente a uo,

(b) Xnk =0, 0S<kg<n-1 nz2l Xun #0, n 20, onde xnx sao
dados por (1.2.34);

(C) TUp = Up—1 + Bntin + XnnlUnil, Xn,n #0, n20, u_ =0

(d) Eziste uma sucessio de polindmios {¢n}nz0 tal que grau(¢p,) = n e
Un = (bnu{]; n 2 O;

(¢) iy = ((uD,P,%))_IPnuo, n>0.
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Apés o teorema anterior, & possivel mostrar que a SPO {Fy }n>0 satisfaz uma
relagdo de recorréncia de ordem 2, bem como obter uma expressao para os
coeficientes xpn € Bp, n 2 0, em termos da funcional ug.

Proposicao 2.1.4 [17] Admitindo verificada uma das alineas do teorema ante-
rior, temos:

P’n+2($) . (35 - ﬁn+1)Pn+1 (-'E) - 'Yn+1Pn(-T)1 n =0,

(2.1.3)
Py(z) = 1, Py(z) =z — B,
onde
(uo,zP; (x))
T @) "0
(2.1.4)

<u03P13+1($)>
n — = ———— 0, n 2 0.
fy +1 Xn,n <U0,Pg($)) '_l.é

Como consequéncia da proposiciao precedente, obtemos o seguinte:

Corolario 2.1.5 [17] Se {Py}nz0 € uma SPO, entdo Py, e Ppy1, n 2 0 nao
tém raizes comuns.

A ortogonalidade regular de uma determinada sucessdo é invariante sob qualquer
transformagao afim [11, p.13].

Lema 2.1.1 [11, p.13] Seja { P, }n>0 uma SPO relativamente a ug satisfazendo
a relagdo de recorréncia (2.1.8) da proposi¢io 2.1.4. Entio a sucessio {Pp}n>0
do proposicao 1.2.2 satisfaz a relagdao de recorréncia:

P2 (x) = (97 - En+1) Poy1 (&) = Fns1Pa(z), n20, (2.15)
Py(g)=1, Pi(z)=z- o,

onde
N ﬁg,mﬁz(m) _
ﬁn=< ~" >=ﬁn b,ﬂ?ﬂ,
<EO?P13(:I:) a

<ﬁﬂvﬁg+1($)> _ Yntl

(W, B3z)) @ e S

Tn+l =

Na realidade, J = s(h,-1 ©7_3), 3 # 0 é o finico isomorfismo que preserva a
ortogonalidade de uma sucessao [11].

Apresentamos agora uma relagio conhecida: a "Identidade de Christoffel-Darboux".
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Lema 2.1.2 (Identidade de Christoffel-Darboux) /2, p.23/

Se {P,}nz0 satisfizer a relagdo de recorréncia de uma sucessao regularmente
ortogonal dada por (2.1.3), entdo

5 P(2)P(c) _ [T Pos1(2)Pa(€) = Pu(2) Pagi(c)
) . (2.16)
,;22;) p:i M ;}—:Il 'Yn &k

Uma questdo de particular interesse serd: quando ¢u =0, parap € P e u € P,
que inferéncias podemos extrair relativamente a ¢ ou u? O lema 2.1.3 e a
proposi¢ao 2.1.6 fornecem-nos a resposta.

Lema 2.1.3 [13, 17] Seja u € P’ regular e seja ¢ um polindmio, tal que:
¢pu = 0.
Entao, necessariamente, ¢ = 0.
Estamos agora interessados em saber que conclusoes extrair relativamente a u

se soubermos que ¢u = 0, para um dado polinémio ¢. Para responder a esta
questdo precisamos de alguns resultados, os quais passamos a apresentar.

Lema 2.1.4 Sejam u,w € P' ndo necessariamente requlares e seja ¢ € C tais
que (z — ¢)u=w . Entao
u=Ab+(z—c) ' w,
para determinado A € C.
Prova: Com efeito, multiplicando ambos os membros da equagao (z — ¢)u = w

por (z — ¢)™!, e usando a propriedade (1.1.13), concluimos o pretendido
se considerarmos A = (u)g. [

Observacao 2.1.2 Pare outras consideragdes acerca da forma u patente no
lema anterior, poder-se-d consultar [10].

Lema 2.1.5 Se c € C, entdo

" -1
(=07 (0 = .= (6, k>0, (2.1.7)

Prova: Seja p € P. Consideremos o caso k = 0.

<(.7; - c)flﬁc,p> = (0, 0cp) = <5c,M> =p'(¢)

r—c

= (e (@) = {0 P (@),
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donde
(z—¢)" 16, =—(d.). (2.1.8)
Para k=1,
(@=a (0) ,p) = = (8 DIep) = = (b, (9:D) p) + (bc, (82) p)
= (@) .p) (@ =97 (&) ,p)
= —((",p) = {(z =)' () p)
logo,

(-7 @) p) = =5 ()" 1),
do que se conclui
(:L‘ - C)ﬂl (6(:)' = _% (Jc)(g) :

Suponhamos que o resultado é valido para k 2 0 e provémo-lo para k + 1.
Assim, determinemos <(:L' ) T (gt ,p):

(@=07" (0)* D, p) = (((ac)“”)',ﬂcp) =—((6)"®, Dcp)
= —((6)® ,ﬂch) (6)® 02 )
=—{(@- ™" (8%, Dp) + ((z =" ()™, 9ep)
=- <k — (6 Dp> + < e MJ)
~ (g @ p) + (g o= a7 64 ),

do que se pode extrair:

k+2 E i R _ 1 (k+2)
(B2 =g @) ) = = (7 @ p).

isto &,
_ 1
{(@=c)™ (8)* D ,p) = - (k — (6)*? ,p> :
pelo que
- -1
(33 - C) 1 (6 )(k-l-l) . m (6 )(k+2) .
(]
Lema 2.1.6 Se c,d € C com ¢ # d, entio
. a
(@—0)" (3a)® = k+1 C+Z "”,’: 6™, k>0, (219)

(d-
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onde by € agq, 0 < 0 <k, sdo constantes complezas que satisfazem a relagdo
de recorréncia:

§ Q41w+l = Qups
Gl = Guu—1+ D gey oo loyps
by = S . duub
g Fl 2 1p=0 o uby , 1€pu<gyr 2. (2.1.10)
agp =a10=a;,1 =bp=b =1
\ Qy,—1 = 0

Prova: Seja p € P. Fagamos para k = 0,

<(:L‘—c)_1(5d,p> 5’P($)—p(6)>:p(d)—p(c)

(6 0er) = 8, 2= fa

dic(p(d)_p(c)) = <ﬁ(6d_6c)1p>s

donde,
1

=E

(x—c)—‘aﬁd (64— 0c) . (2.1.11)

Para k = 1, segue-se
!
(w=0)" (00 = (60— 07 6) +(2— )2

por (1.1.20), e usando (2.1.11) e (2.1.8) tem-se que

-6 = (7 G-8)) +@-aa
= (6 - (6)) +

! ! 1

&= _C((Jd)_((sc))-"(d_c):z

(@ =)™ (da— &)

.
o

—

(0= 80) + T ()

.

d

Conclui-se pois que

(x—0¢)™ () = T (64)" +

1
- T Ba— 8 . (2.1.12)

Tomemos agora k = 2. Assim,

-0 (00" = (-9 () +@—? @)

Calculemos separadamente cada uma das parcelas:

((5'3 —c! (54)')’ = (ﬁ (0a)" + @ j iY (8a — 5.:))'

1 "
= E—_—C(5d) + @—o?
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Usando (2.1.12) e (2.1.8), tem-se:

@-06) = -0 (5

—C

1 1 i 1
= Do (d—c(ad) + (d-—c)2 (6d—5c))

1 1 1 '
+W (m (04 - JC))  u Ao (6¢)

() + 7 003

= 8q)’ 64— 0c) + dc)'
(d_c)z(d) ( _ 3(d c) (d_c)g(c)
Deste modo,
1 2 2
. ! " n !
— dq) = — (9, 9, dq — 6,
(x — )" (0a) d_c(d)+(_c)2(d)+ _C)g(d c)
Por recorréncia, suponhamos que
a
(z— )" (6a)” = . ,,H L+Z "*,5‘ 1 @™, v>0,
p:*l)
cujas condigOes iniciais sdo dadas por:
ago = 1 e b():].;
a0 = 1, a,=1 ¢ b=1
a0 = 2,0.2,1:2,0,2,2:1 e b1=2.

Vejamos entdo que o resultado é valido:

(2= (6" = (6= (6)) + @ -2 (Y.

Para tal calculemos

((:c—c)'l (Jd){u))f _ (( y+15 +Z ﬂ.;f - (0 d)(#))

a ; 1
= U+1 C) + Z V;L #+1 d)(’H_ )a v ?‘ 0&
,u.—O
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(2= @) =(@-0o) ((T_:.;T‘s +3 ﬁm (éd)‘“’)

= o c)u+1 )+ Z auf pt1 ((m = (‘50!)(”))

b
= —y.,+1 (5.:)'

(d—¢)
v
By, _ Opoe (o)
+”Z=0(d—c)”_"+l (( ,u+1 C"'Z c)H —a+1 (64) )

by /
= W (dc)

a ayub
+ Z Qv Z uy 7z ( (8a)") — Z (?_Jéﬁﬁ‘sc
p=0

b,
=(d—),,+1'(c)

v

ay b
+Z u+2 o (Z Gyl o ) (64) (cr) Z i j'i)5+260’
=0

para valores de v 2> 0. Resulta agora que:

14
(@—o) (@) =3 —GC;,,ﬁ:m (8a) Y

e Gl
vV v a b
+ Z (d — v+2 a (Z Gv,puQps,o ) 6d i Z (d _!:,#)f;+26
=0 p=a u=0

v

Fazendo a substitui¢io o + u e g — o, nos termos envolvidos no duplo

somatorio, tem-se:

(=07 (80" = 3 oy (0

p= D(d
(&) i ay b
- Ay oy (04)H — B
Z C)y+2 M OZ‘“ 3 iﬂ'( d) g (d_c)y+2
v+1

= Z . (64)™
V ,u+2

-
+ Z y+2 - Z QpyoQo, (5d)(“) Z (&‘%Jc

n#O o=p u=0

>

0.
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Deste modo, deduzimos que se tem

r+1

E ay
(SE - C) . (5d)(u+1) ( V;-yl+2 e+ Z +,1,’ﬂ#+2 ( d)(“)1 vz,

quando consideramos a relagdo de recorréncia dada por:

Au+lp+1l = Quu, v 20
v

Ayl = Guu-1+ Z Quolopu, 0 p<v; (2.1.13)
o=p
v
byy1 = Zau,ubu, , v 20

comay -1 = 0,

cujas condicbes iniciais sdo dadas por

ao = 1 e by=1; (2.1.14)
aog = 1, al] = le bl = 1. (2.1.15)
2]

Como consequéncia dos Lemas 2.1.5 e 2.1.6, tem-se o resultado que a seguir se
apresenta.

Proposigio 2.1.6 Seja u € P' ndo regular e seja ¢ um polindmio nao nulo tal
que

du = 0. (2.1.16)

Escrevendo ¢ (z) = HZ:l (z - au)t" , com Zi:o ty =T = grau(¢) > 1, tem-se
¢ daed

u=Y"¥" 4, (6,)", (2.1.17)
p=1 v=0

onde os coeficientes A, , EC, com 0< v <t —1,1 < p <t

Prova: Seja 1 <4 < t. Comecemos por calcular
(‘T - ai) U= 01
cuja solugdo é dada considerando w = 0 no lema 2.1.4, ou seja,

U= a,-!léa‘. Y1 € .
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Seja ¢ () o polinémio dado no enunciado. Suponhamos que a solugio da
equacao funcional ¢w = 0 é dada por

t tp—1

v = Z Z Apw (‘5%)(”) )

p=1 v=0

onde Ay, €C, 0 < v <ty —1,1< p <t Determinemos agora a solugio
da equagao funcional dada por (z —¢) ¢ (z)u = 0, a qual é equivalente
a ¢(z) (z —c)u = 0. Faga-se v = (z — ¢) u. A equaglo anterior passa a
escrever-se:

¢(z)v=0.

Ora, por hipétese,
t tu—1

V= Z Z Apy (5ap)(y)=

p=1 v=0
logo, por defini¢gdo da funcional v, tem-se que

t tu—1

(z—cju= Z Z Ay (5{1“)(”).

p=1 r=0
Multiplicando ambos os membros da equagao por (z — c)_l, encontra-se
o seguinte:
t tu—1

u=(Wobe+ .Y Auy(z—0)" (6,)".

p=1 v=0
Se tomarmos (u), = C € C, obtemos:

t tu—1
u=Ch+ 3. 3 Auulz—c) (6,)". (2.1.18)
p=1 v=0
Resta calcular (z —¢)™" (5%)(") . Surgem dois casos distintos:
1. Sec#ay,, 1<p<t.
% Se Jp,1 < p < L, tal que ¢ = ay.

No primeiro caso, pelo lema 2.1.6, segue que

v
(@) (6,,) = CLo+ Y s (8,)17, (2.1.19)

=0
onde os coeficientes complexos o, sdo determinados pela relagio de
recorréncia dada por (2.1.10), dada em lema 2.1.6, ou seja, por:
( Qypy = Qp_1p—1, )
Qur = Qp—1,7-1 T ;;T AXpy—1,00g,75
_ v—1
{ G = Eﬂ:o y—1,4Cp s 1€ pge—Lla2 L (21320

agp=o1p =01, =Cp=C; =1
\ Oy 1= 0
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Assim a solucao da equacgao funcional (z — ¢) ¢ (z) u = 0 é dada por:

t tu—1
u = Cs, +Z“X:A,W(CJ £ e (w)

p=1 v=0 7=0
t tu—l C v
> Z s il B G | B Ay ¥ Ot ()™
p=1v=0 ( L:1 tﬂ) =0

No segundo caso, podemos supér, sem perda de generalidade, que ¢ = a,.
Deste modo, pelos Lemas 2.1.6 e 2.1.5, respectivamente, segue que:

v | O+ Ticour (80,)7 s 1 #1
) = (2.1.21)

=L (0 = 2L (6", n=1,

(x—c)" ©)

Ay

onde os coeficientes a,r e C,,0 < 7 < v, v > 1 respeitam a relacio de
recorréncia (2.1.20).
Analogamente ao caso anterior, encontramos a solugao de (z — ¢) ¢ (z)u =

0 é se substituirmos a expressio obtida para (z — e)~! (53”)(") em (2.1.21)
na expressao (2.1.18), ou seja,

t1—1
1 Vv
v=0
t tu—1
+D D Auw (C‘ 0y +Za,,,,, s (r))
p=2 v=0 =0
t tu—1 f-1
i C+ Z Z A” yC Ja, 6(“ + Z Al " (___ (6u])(V+l))
p=2 v=0
+ZZAI‘-1 Zal/‘r au (T) E
u=2 v=0

Deste modo, concluimos que em qualquer dos dois casos a solugao de
(z —¢) ¢ (z)u = 0 é uma combinagao linear de 4, e (5%)“) OETEY

Osvsty—lelgugt. m

A determinagdo explicita das constantes para as quais foi apresentada uma
relagdo de recorréncia podera figurar num trabalho futuro. Neste trabalho, tal
nao se revela essencial na obtengao das conclusoes que aqui nos propomos.

Retinem-se as condigdes para apresentar a definicdo e consequente discussdo
das sucessoes de polinémios ortogonais classicas e, a posteriori, das sucessoes
ortogonais semi-classicas, sendo as primeiras um caso particular destas tltimas.
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Passemos & analise de nogoes anexas a ortogonalidade. Relacoes do tipo finito
é um conceito mais geral que o da ortogonalidade ou o da quasi-ortogonalidade.
No entanto, dada a importancia destes dois tltimos conceitos, eles carecem de
ser estudados por si mesmos.

2.2 Relagoes do tipo finito e aplicagoes.

Seja ® um polinémio moénico, t = grau(®), {Pp}nx0 uma qualquer SP ¢ {un}nz0
a respectiva sucessdo dual. Geralmente existem valores de n tais que Pu, = 0.
De facto, tal sera possivel apenas para 0 < n < t.

Com efeito, se n > t, tem-se que (Puy,, Poy) = (tUn, ®Pn_y) = (tUn, Pn) = 1,
donde ®u, # 0.

Definigao 2.2.1 Uma SP {P,}n30 diz-se compativel com ® se Pu, # 0,n > 0.

Exemplo 2.2.1 Qualgquer SP ortogonal {Pp}n>0 € compativel com qualquer
polinémio mdnico.

Seja {Qn}nzo uma sucessdo de polinémios ménicos e {F,}nzo uma SP. A

seguinte formula é sempre valida:
n+t

Qn(m E An uP T 2 O

Tal é consequéncia imediata de grau(®Q,) = n+1t e {Pp}n>0 ser livre.

Definicao 2.2.2 Quando existe um inteiro s = 0 tal que

n+t
B(z)Qn(z) = D AnpPu(z), n2s, (2.2.22)
V=n-—s§
W28 M- F 0 (2.2.23)

dizemos que (2.2.22)-(2.2.28) é uma relagao do tipo finito entre {Pp}n>0 e
{Qn}nz0, relativamente a ®.
Se, em vez de (2.2.23), considerarmos

Mn-s 0, n2s, (2.2.24)
entdo dizemos que (2.2.22)-(2.2.24) é uma relagio estritamente do tipo finito.

Observagio 2.2.1 Uma relagio do tipo finito entre {Qn}nz0 € {Pn}nzo, relo-
tivamente a ®, € dada por:

®(z) Pu(z) = Zﬁif,,_, Xn.u pld), 1 28,
(2.2.25)
Ir2s: Apos #0.
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Sejam { P }az0 € {@n}az0 sucessoes de polinémios moénicos e sejam {uy, fnzo €
{vn}nz0 as respectivas sucessoes duais.

Lema 2.2.1 [14, p.298] Para toda a SP { P, }n»0 compativel com @, as sequintes
propriedades sdo equivalentes:

1. Existe um inteiro s 2 0 tal que

n+t
D(5)Qn (%) = Z AigPi(x); B2, (2.2.26)
r=n-—s§
dr28: Xpys #£0. (2.2.27)
2. Existe um inteiro s 2 0 e wma aplicagio de N em N: m —— py que
satisfaz
max(0,m —t) C pp <m+3, m 20, (2.2.28)
Img 20: pmy, =ma+ 3, (2.2.29)
e tal que
Hm
D= ¥ Num¥ie M2 h (2.2.30)
v=m-—1{
M 0, m 2 0. {2231}

Observacao 2.2.2 (14} Quando a relagio entre {Pp}n>0 € {Qn}nzo € do tipo
estritamente finito, {Pn}n>0 ¢ automaticamente compativel com ® e, evidente-
mente, temos que pym =m+ s, m 2 0.

Proposigao 2.2.1 (14, p.300] Suponhamos que a SP {Qun}nxo0 € ortogonal e
{Pn}nzo compativel com ®. As sucessées {Pplnzo ¢ {@Qn}nzo satisfazem a
relagdo do tipo finito (2.2.26)-(2.2.27) se e so se existe um inteiro s 2 0 e
uma aplicagdo de N em N: m — un, que satisfaz (2.2.28) e (2.2.29) e, além
disso, exziste {km}m>0, km # 0, m 2> 0, e uma sucessdo de polindmios mdnicos
{Au,. tmzo com grau(Ay,,) = pim, m 20, tal que

Pup, = kg, v0, m 2 0. (2.2.32)
A semelhanca da proposicdo acima, podemos enunciar o seguinte resultado:

Proposigao 2.2.2 [14, p.301] Suponhamos que a SP {FPp}nzo € ortogonal.
As sucessoes {Pplnzo € {@n}n>o satisfazem a relagdo do tipo finito (2.2.26)-
(2.2.27) se e 30 se existe um inteiro s > 0 e uma aplicagio de N em N: m —
que satisfaz (2.2.28) e (2.2.29) tal que

Hm
®Prug = (uo, PZ) Y Aymty, m 2t (2.2.33)

v=m-—t

Ay # 0, m >0, (2.2.34)
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O resultados anteriores conduzem-nos a afirmar o seguinte:

Proposicao 2.2.3 [14, p.301-302] Para duas quaisquer sucessoes ortogonais
{Palnzo € {@Qn}lnz0 € um qualquer polindmio mdnico ® de grau t > 0, as
sequintes afirmagédes sdo equivalentes:

(a’) Eziste uma relagio do tipo finito entre {Pp}nx0 € {Qn}nz0, relativamente
a ®, isto é, existe um inteiro s = 0 tal que

O(z)Qn(z) = i )\n,uPu(-'L'); n 2z s,

v=n-—s

Ar =2 s: App_g #0.

(a) Eziste uma relagdo estritamente do tipo finito entre {Pp}nz0 € {Qnl}nzo,
relativamente a ®, isto é, existe um inteiro s = 0 tal que

®(z)Qn(z) = M AauPulz), n>s,

v=n—s

(2.2.35)
Miii~a F U; n = s.

(b) Erxiste um nimero ko # 0 e um polindmio mdnico Ay, grau(Ag) = s, tal
que

@UD = koAs’UU. (2236)

(¢c) Eziste um inteiro t > 0 e um polindmio mdnico A4, grau(A,) = s, tal que

As(2)Pr(@) = Tots_ AnpQu(a), m 2t

v=m—i
(2.2.37)
Amm—t 7 0 m = t.
Podemos ainda escrever que
R 2 2
Ko = i'ig.z%ﬁ ';g:gy Aoy O0SvEm+ts,
(2.2.38)
P2 Q55
An’u - EEZILZ Z?),?’., )\“;ﬂ’ Osvsn+tt,
8 2 )\
M) =% (v0, Q) A Q.(z), (2.2.39)

)\s,ﬂ (Uﬁﬂ Q?})

v=0

2
L (2.2.40)

(’UO’ Q?) )\t 0

)
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Introduzamos as relagoes de recorréncia satisfeitas, respectivamente, por { I, }n>0

€ {Qn}n;05
Py(z) =1, Py (z) = z — fo,
(2.2.41)
Pria(z) = (= Bny1) Pos1(z) — g1 Pa(z), n 20,
Qo(z) =1,  Qi(z) =z — (o,
(2.2.42)

\
|
Qn2(2) = (2 = (1) Qnt1(7) — g1 Po(z), n 2> 0.
Sem entrar em detalhes, atendendo a (2.2.35)-(2.2.37), obtemos o seguinte:

A
Oni1+s = %%H, n>0, (2.2.43)
n+s,n
Y Ao
AN . A10=0, (2.2.44)
As,0 As,0

»

Ant1 2 A 1
Crtlps = Pnpr + SEtont2, o COESE 1, 7 2 0. (2.2.45)
An+1-§-s,n+1 )\n+s,n

2.3.1 A quasi-ortogonalidade de ordem s

Defini¢ao 2.3.1 Sejam u € P' e s € N. A sucessio de polindmios {Bp }n>0
diz-se quasi-ortogonal de ordem s relativamente a u, se satisfizer as sequintes
condigoes:

2.3 Quasi-ortogonalidade. Aplicagoes.

(4, BpBp) =0, In —m| = s+ 1, (2.3.46)
3r > s tal que (u, By_;B;} # 0. (2.3.47)

Observagoes 2.3.1

1. Uma sucessio quasi-ortogonal de ordem zero € uma sucessao ortogonal
num sentido mais geral do que o jd visto: toda a sucessdo (reqularmente)
| ortogonal ¢ quasi-ortogonal de ordem 0, mas o reciproco ndo é vdlido.

| 2. Seja {Qn}nz0 uma SP. Desde que a sucessdo de polindmios { By }n>0 seja
} livre, as condigdes abaizo apresentadas sio equivalentes [11]:

(a) {Bn}n>o0 € uma sucessao de polindmios quasi-ortogonais de ordem
s 2 0 relativamente a u (i.e., verifica (2.3.46)-(2.3.47)).
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(b)
(4, QmBn) =0, 0<m<n—s—1,n=2s+1; (2.3.48)

Ir > s tal que (u,Qr_sBy) # 0. (2.3.49)

3. [11] Seja u uma forma regular e {Py}nz0 a SPO correspondente. Todas
as sucessoes de polindmios {Bp}n>o quasi-ortogonais de ordem s > 1
relativamente a u podem-se escrever sob a forma:

:E):an,upu(ﬂ’»'), 0<n<gs—1
v=0

Z biuPy(), n 28 (2.3.50)

v=n-—s

Ar 2 s tal que byr_g # 0.

2.3.2 A quasi-ortogonalidade estrita de ordem s

Definigao 2.3.2 A SP {By}no diz-se estritamente quasi-ortogonal de ordem
s, com s 2 0, relativamente a u se verificar (2.3.46) e

¥m2>at {u,Bn Byl 0. (2.3.51)
Observacoes 2.3.2 [11] Da defini¢io anterior decorre o seguinte:

1. Toda a SP {Bp}n>o estritamente quasi-ortogonal de ordem s, com s > 0,
relativamente a w € livre, pelo que pode ser sempre normalizada.

2. Toda a sucessdo estritamente quasi-ortogonal de ordem s = 0 relativa-
mente a u € quasi-ortogonal de ordem s = 0 relativamente a u,

3. Uma SP {Bp}n30 estritamente quasi-ortogonal de ordem 0 relativamente
a u € uma SP (regularmente) ortogonal e u diz-se regular.

4. [9] Contrariamente, se s > 1, a forma u ndo é necessariamente regular.
Suponhamos, por exemplo que a SP {Bp}n>0 € ortogonal relativamente a
ug, regular. Seja u = ug, 8 2 1, o termo de ordem s da sucessio dual
associada a {Bp}no0. (Lembm -se que ug € ndo regular pois (us)o =01).
Nestas condigoes, tem-se que:

(u: BmBn) = (’F';IBSUO, BmBn> = 7‘;1(“0, BsBmBn)
m+s
= Ts_l Z am+3,v(uﬂaBuB y=0,n>2m+s+1,
v=0

(u, BpBpys) = Tsa_l(“OaBanBn-!-s) =Ts 1(”0=Bn+s) #0,n2

Veja-se exemplo 2.1.2

.



Do que se conclui que {Bp}nzo € estritamente quasi-ortogonal de ordem
s 2 1 relativamente a ug, ndo regular.
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‘ 5. {Bn}nzo € uma sucessio de polindmios estritamente quasi-ortogonais de
ordem s 2 0 relativamente a u se e sd se para alguma sucessao {Qn}n>0
livre se verificar

(4,QmBn) =0, 0<mEn—-9-1, n2s+1; (23.52)
‘ Yr 28, (4,Qr—sBs)#0. (2.3.53)

Lema 2.3.1 [11] Seja u uma forma regular. Sejo {Pp}nz0 o SP ortogonal
| correspondente, entdo todas as sucessées de polindmios {Bp}nzo estritamente
quasi-ortogonais de ordem s 2 1 relativamente a u podem escrever-se na forma:

n
Bn(m)zzbn,upu(m)a 0€Lngs—1
r=0

n

By (z) = Z bnpBu(T), n 2 s (2.3.54)

v=n—s

Vr2zas, br,r—-s # 0.

Uma das utilizagdes da quasi-ortogonalidade faz-se nas condigbes seguintes: scja
{P.}nz0 uma SPO relativamente a u, regular; existe uma forma u tal que a SP
{Pn}n3o0 é quasi-ortogonal de ordem s relativamente a .

Podemos caracterizar uma tal situagdo do seguinte modo:

Proposigao 2.3.1 [8, p.170-171}, [11] Para cada SP {Pp,},>0 normalizada e
reqularmente ortogonal relativamente a u e para cada u € P’, os enunciados
sequintes sdo equivalentes:

1. A SP {Pn}n;g é quasi-ortogonal de ordem s relativamente a u.

2, 3Ar 2520 tal que (G, Py 5) #0, (4, P)=0,n> s+ 1.

3. Erziste um polindmio tunico ¢ de grau s tal que

i = du. (2.3.55)

4. A SP {Pn}n;() é estritamente quasi-ortogonal de ordem s relativamente a
u.

5. 3520 tal que (u, Ps) #0, (U, P,) =0, n > s+ 1.

Podemos aplicar este resultado na construgio de sucessdes ortogonais a partir
de uma sucessio ortogonal dada.
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2.3.3 A multiplicacao (4 esquerda) de uma forma por um poli-
némio

Este é sem duvida um dos problemas mais antigos da teoria dos polinémios
ortogonais classicos, ja tratados por Christoffel em 1858 [3].

Coloquemos o problema geral. Seja u uma forma regular e seja {F,}n>0 a SP
normalizada ortogonal correspondente. Seja, por outro lado,

p

R(z) = [ (@~ z,)™

v=1

um polinémio de grau r > 1 (3°P_, m, =r) e com p raizes distintas (z1, ..., zp).
Faga-se ¢ = (21,...,Zp)-

A proposigao 2.3.1 assegura-nos que a sucessdo { Py }n>o € estritamente quasi-
ortogonal de ordem p relativamente a & = R(z)u, ndo necessariamente regular.
Procuramos agora saber em que condigdes poderemos afirmar que a forma
4 = R(z)u é regular.

Lema 2.3.2 [11, 14/ Seja D(¢;n+ 1), n 2 0 o determinante de ordem r:

Pn+1(5"31) Pn+r($l)
Par))™D(e1) - (Papa)™D(zy)
D(en+1) = : : (2.3.56)
Boilty] ¢ Paaln)
(Pas))™D(zy) -+ (Papa)™ ()

A forma u € reqular se e 56 se D(e;n+1) #0, n = 0.
NOTA: (Pp)#)(2) = £ Py(z).

Prova: As Proposicoes 2.2.1, 2.2.2 ¢ 2.2.3 da secgdo anterior ndo fornecem
condigdes para as quais a sucessdo {@n}nz0 € ortogonal quando {Pp}nz0
¢ ortogonal.

Em todo o caso, suponhamos s = 0 e ¢t > 1 em (2.2.22)-(2.2.23), dito de
outro modo, existe uma relacdo do tipo finito entre {P,}n30 € {@n}nzo0
de ordem 0 relativamente a ®:

‘I)(.’E)Qn(:r) = Z::,t-,_ An,rxpu(-"':)a n 20,
(2.3.57)
In20: Ap #0.

e
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Sejam ¢y, 1 < p < g, 0s zeros de @ e m, a respectiva multiplicidade. A
sucessdo {(Qn }n>o fica bem determinada por (2.3.57) se e s6 se o sistema

n+t
S A (P () =0, 1<p<q 0<T<mu—1,  (2358)
rv=n

possuir uma solugio tnica (,\M,)T, n < v <n+t-— 1, para qualquer
n>=0.

Mais, o sistema (2.3.58) tem uma tinica solugdo para qualquer n 2 0 se e
86 se o seu determinante A, # 0, n 2 0. Além disso, temos que

An/\n,n == (_1)tAn+11 n 2z 0,
logo, quando s = 0, a relagdo (2.2.22)-(2.2.23), a existir, é necessariamente
estrita, o que significa dizer que iy, =m, m 2 0.

Supondo agora a ortogonalidade de {P,},30, tomando m = 0 em (2.2.33)
temos que ®ug = Agovo e de (2.3.57) obtemos:

n-+t
20,0{%0, Pm@n) = (®u0, Pu@n) = Y Anp(uo, PuPy) =0,0 < m < n—1,
V=n
n+t
M00(v0, Q%) = Y Anu(tto, PaPy) = A (tig, PZ) # 0, n 2 0.
v=n

Consequentemente, a sucessio {Qn}n>0 € ortogonal relativamente a
-1
Vo = (/\0,0) <I>u0.

Noutras palavras, quando a forma wy é regular, a forma ®ug é regular se
es6se A, #0,n>0. 3

Depois de Christoffel [3], Dini apresentou em [4] uma (longa) demonstragio
para o resultado que acabamos de provar, na qual usa técnicas distintas das
aqui usadas. A prova aqui apresentada é a mais curta que poderemos encontrar
na literatura: este é, alids, um exemplo da eficicia das relagdes do tipo finito.

Podemos construir a SP {ﬁn }n0 ortogonal relativamente a @ e dar os elementos
Enﬁn_,.l, n 2 0 em funcdo de Bp,n+1, n 2 0. Neste trabalho apenas serd
tratado o caso em que R(z) = (z —c)™ para m = 1,2. (O caso em que m = 3,4
encontra-se desenvolvido em [16]).

Proposicao 2.3.2 [11] Para que a forma t = (z—c)u seja reqular, € necessdrio
e suficiente que Ppy1(c) # 0, n > 0. Nesse caso, temos que:

Pn—i—l(c)

(ﬂf - C)ﬁﬂ,(r) = P'n.+1(m) - Pn(C)

Po(z), n 2 0; (2.3.59)
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Ppya(c)  Poyifc)

1 1
= B + = w0 2.3.60
ﬁn ﬁ?’H—l Pn,+1 (C) Pn (C) ( )
2 Ppia(c)Prlc)
= —_— > 0. s B
Yn+1 Pn2+1(c) Yn+1, N 2 0 (2 3 61)

Prova: Procuramos a sucessao {Fy }n>o0 sob a forma:

n+1
(z — c)Pu(x) = Z OnyFPu(z), n20,
v=0

com Op ny1 =1, n > 0. Deste modo, tem-se que

(8@, Pa(@)P(2)) = Onmlu, Pp(e)), 0Sm<n+l.

Supondo a ortogonalidade de {ﬁn}n;g rclativamente a u, resulta que
(T, PaPr) =0, 0 <K m<n—1,n21e(iPP)#0 n>0o0
que obriga aque @y, =0, 0 EmM<n—-1, n21,ebp, #0, n >0,
donde

Em particular,
0= FPpti1(c) + OpnPnlc), n=0,
o que implica Ppy1(c) #0, n > 0.

Reciprocamente, se {ﬁn}n;() é definida por (2.3.59), € evidente que é or-
togonal relativamente a %, facto que decorre imediatamente da proposicao
2.1.2, pois

(@, PaPy) = (u, Pay1 Pe) — B (u, PP) =0, 0 <k < — 1

(i, PaPa} = (uy Pas1 Pa) — Bt (u, P2) = D5t (u, P2) £ 0, n > 0.

Do exposto, facilmente se verifica que

(z — €)Po(x) = Payr(T) + OpnPu(z), n>0.
\
|

_Pn+1(c)

(i, B) = —5t0s

{u, P,f), n>=0,

donde resulta o seguinte:

Y+l = &, ﬁiﬂ) = P"+2(C)P"(C)’Y i
(u, P7) Plaler T

n=0,

logo encontramos (2.3.61). Para demonstrar (2.3.60), partamos da igual-
dade seguinte:
(i, P2)Bn = (@,aP7), n>0.
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De (2.3.59), temos que

(w, (@~ APa(2)) ) + (i, P2())

2
B (@) )+ o PG

Pn 1(6) . :
—};:—(ET P n20;

(@, 2Py ()

= (o (Pansto) -

n

= (u, Pr(x)) + (C =

consequentemente,

B, o= oo Ppii(c) + (_Pn-i-l(c) (U,Pg))_l (u, P2.)

Py (c) Pu(c)
_ Prti(c) Pu(c)
= R P 20

Recordando o facto de
nPn-1(c) = Ppyi(c) = (¢ — Bn)Pulc), n 20, onde P_; =0,

podemos também escrever

- Pp1(c) _ Pn(c)
Bn = Bn + 'YRT(C) '7’n.+1—1:,n_+_1 (C) 3

n = 0.
Encontramos (2.3.60) se na igualdade anterior atendermos ao facto de

—TYn+1Pn(€) = Paya(c) = (¢ = Bn+1)Prta(c),
YnPr-1(c) = —Pry1(c) + (¢ — Br) Pa(c), n=0.

Através da identidade de Christoffel-Darboux [11], temos facilmente que:

Pn+l($)Pn(C) — Pn-f-l(C)Pn(w) - i PV(C)PU(:‘E)

T—c ry

3 (2.3.62)
r=0
(onde rp = [)_Yw+1, n = 0 ) e, a partir de (2.3.59), obtemos imediatamente

n

~ rn Pu(c J
B} = ZO iPnEC; P,(z), com ry, = H Yogys 2 0. (2.8.53)

v=0

Desta relagao surge trivialmente a seguinte:

P, c) ~ P, (c) = P, c
Purlp o) - DD () = Pl oy,
T+l Tn Tn+1
ou seja,
~ P.(c s
Prii(z) = Popa(z) - —Fﬂ'%l-#-lpn(m): n 0. (2.3.64)
PrH-l(c)
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Considerando o lema 2.3.1, a relagdo (2.3.64) traduz o facto da sucessao { Py }n>0
ser estritamente quasi-ortogonal de ordem 1 relativamente a %, regular.

Tratemos agora o caso 4 = (z — ¢)?u.

2

Proposicao 2.3.3 [11] Para que a forma u = (z — c)*u seja reqular é condigdo

necessdria e suficiente que:
D(e;n) = Phy1()Palc) — Pas1 (P4() #0, n 3 1. (2.3.65)

N@SSC caso teremos
(z — ¢)2Py(z) = {:c P P_%l(%t)ﬂl} Poni (o) + 325 Po(a)  (2:3.66)

B = g1 — Lelglena(@ 4 Zanl fo g 4 RGP (23.67)

a1 = PEA s, n 20, (23.68)

Prova: Podemos construir a sucessao {Pp}n»0 do seguinte modo:

n+2
(z — ¢)2Py(z) = Z OnuPy(z), n >0, (2.3.69)

com Oppni2 =1, n = 0. Atendendo & ortogonalidade de { P, },>¢ relativa-
mente a u, tem-se que

n+2
{81; PpP) = Zen,y(u,Py(m)Pm(x)) Onmu, PL), 0 S m< n+2.

Sob a hipé6tese da ortogonalidade de {ﬁn}nzo relativamente a 4, necessa-
riamente 0, , =0, 0 <m <n—1, n > 1. Mais,

(@, PuP,) = (@5, P2) = Opnlu, P2), n > 0; (2.3.70)
(i, PaPpy1) = Onnir (u, P21), 1320, (2.3.71)

pelo que a relacdo (2.3.69) se passa a escrever como:
(2 — €)?Bo(x) = Poya(z) + bn 1Py (%) + OunPu(z), n > 0. (2.3.72)

Por derivagao da igualdade anterior, obtém-se ainda

(55—0)213:;(5)'*'2(33—6)&(3) = Py 12(2)+0nn41Pp 11 (2)+05,n Pp(z), n > 0.

Avaliando as duas relagdes anteriores em z = ¢, tem-se que

Pn—+—2(c) + 9n,n+1Pn,+1(C) + Bn,nPn(C) =0,
(2.3.73)
P io(€) + Onnt1Ppy(c) +OnnPrlc) =0, n > 0.
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Notando por D(c;n) = P} (c)Palc) — Poyi1(e)Ppy(c), n = 0, tem-se que
D(c;n + 1) = Pay1(e) P a(e) — Phyi(c)Pasa(c), n > 0. Recorrendo as
igualdades (2.3.73), conclui-se que:

D(e;n+1) = 0p nD(c5m),
(2.3.74)
B n+1D(c;n) = Patalc)Pyc) — Py o(c)Palc) = dn(c).
paran 2 0. Por (2.3.70), 6, # 0, n > 0, logo, necessariamente, D(c;n +
1)#0, n > 0.

Reciprocamente, se esta condigio se verificar, a SP {ﬁn}n;o definida por
(2.3.69) e (2.3.74) é ortogonal relativamente a .

De (2.3.62), tem-se que

n
Dcn) =Y :—:”PE(C), n30, (2.3.75)
v=0

e, 4 custa de (2.1.3), quando derivamos, temos facilmente
dn(c) = —{(c = But1)D(c;n) + Po(c) Pryi(c)}, n 2 0. (2.3.76)
Determinemos as sucessoes {En}@o e {Yn+1}nz0. De (2.3.70), temos que

~ Ont1,n+1 D(c;n +2)D(c;n)
oy PRTLAGL - > 0.
Yn+1 Gn,n Yn+1 D(c;n L 1)2 Tn+1, I = 0

Através de (2.3.72), tem-se que:
(ﬁa (fl:""c)ﬁf) = Gn,n(ua (x_c)ﬁn(x)Pn(m))+9n,n+l(uv (I‘--C)ﬁn(ﬂ',‘)Pn_*_l(.’E)),
mas, podemos sempre escrever

(-T = C)ﬁn (33) = en,n (ﬂcpn) (3:) + 9n,n+1 ("9an+1) (-T)gn.n ('19an(.7,‘))
+  (FcPat2) (), nz0.

Facilmente concluimos a seguinte igualdade:
(FcPnt2) (z) = Pay1(z) + (¢ = Bnt1) (FePn+1) (2) — Mt (9eFn) (2),
pelo que
(3, (z = €)Pu(2) Pa(2)) = O i (u, P2) + (¢ = ) (s FR),
logo
@, (& = )P2) = Onn {Bnns1 + ¢ = Busr} (u, P2) + On s (s Pryy).
Deste modo, segue-se que:

(u, Eﬁf) = bOan {an,n+1 + 2¢ — Bpy1} (u, pr) + 9n,n+l(ua Pz.q-[)? n 2 0.
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& ixP?
Como £, = Mﬂ-@l, obtemos que

{,P2)
a Bn n+1
ﬁn = Bn,n+1 +-2¢ ~ ﬁn+1 ot Tn+1
Gn,n
dn(c) dn(c)
D(C, n) +2C ﬁﬂ.+1 + D(C,ﬂ+ 1)7”‘}‘1’

se recorrermos s relagdes patentes em (2.3.74). Através de (2.3.76), segue-
se que

2 Pﬂ(c)Pn.+1 (C) Jn (C)

ﬂn =c D(C; n) + D(C; n + 1)7’""‘1' (2‘3'77)
Facilmente verificamos que

1 Y Pla(e)
- y T 2 01

D(c;n) D(egn+1)  D(gn)D(e;n+1)

pelo que
2
B, = B — ZPn(c)PrHI(C) _ oa(c)  Pyya(c) n> 0.

D(c;n) D(¢;n) D(en+1)" — 7
Encontramos (2.3.67) se verificarmos que

nfe) _
D(n;e)

X ,
e a2 (e~ AP —1uPaa() 120,

onde se devera considerar 9 =0e P_; = 0. [ |



Capitulo 3

Sucessoes Ortogonais Classicas e
Formas Correspondentes

3.1 Definicao

Apresentamos uma caracterizagio das sucessoes de polinémios ortogonais classi-
cos devida a Hahn. O objectivo principal deste trabalho é precisamente mostrar
uma generalizagao da definigdo que se segue.

Definicao 3.1.1 (de Hahn) [5] Seja {Py}nz0 uma SPO com respeito a u €
P'. Dizemos que {Pp}nx0 € uma sucessdo de polindmios ortogonais cldssicos,

. . . 1
ou simplesmente uma sucessdo cldssica, se {P,L~ ]}n;g for uma SPO.

NoTA: Por uma questdo de simplificagdo de notagido usada, a sucessdo de
polinémios {P,[,,ll}n;[; serd aqui notada por {Qn}n>0. A sucessdo dual corres-
pondente a {Qn}ax0 serd notada por {vn},, €, uma vez mais, a sucessdo dual
de {Pn}n;(] por {un}n},o ;

Defini¢do 3.1.2 Uma forma regular u € P’ diz-se cldssica se a sucessio dos
polinémios ortogonais relativamente a u é cldssica.

Se uma sucessao de polinémios {P,},>q € cléssica, a sucessao {()y }nz0 terd ne-
cessariamente de ser regularmente ortogonal (relativamente a vy). Deste modo,
podemos considerar que as referidas sucessodes satisfazem, respectivamente, as
seguintes relagdes de recorréncia:

Poya(z) = (2= Bpt1)Pot1(2) = Ynt1Fn(z), n20,
Pz) = 1, Plz)=z-5

53



CAPITULO 3. SUCESSOES ORTOGONAIS CLASSICAS E FORMAS
54 CORRESPONDENTES

Qn+2(z) = (= (n41)@n+1(2) — pn41@n(z), n 20,
Q(z) = 1, Qi@)=z—po ,
onde os coeficientes (, € py, para n 2 1, sdo dados por

(Uﬂst%(m))

‘= n@@ey) "
(00, Q244 (2))
fuir = @@ ' "2V

3.2 Caracterizagao pela equagao funcional

Poder-se-4 caracterizar uma forma classica u, através de uma equagdo funcional.
Uma tal caracterizacdo, a qual serd expressa no resultado que se segue, é
indubitavelmente um resultado essencial na teoria dos polinémios ortogonais
classicos. A partir dela serd possivel obter conclusdes mais gerais e de uma
forma mais eficiente. A titulo de exemplo, a demonstragao que propomos para
o teorema de Hahn, bem como para a extensdo deste altimo, faz-se no espago
das formas.

Teorema 3.2.1 [13] Seja {Pp}n30 uma sucessio de polinémios ortogonais rela-
tivamente a ug. Para que {Pp}n>0 sejo uma sucessao cldssica € necessdrio e
suficiente que existam dois polindmios ¢ e v, sendo ¢ monico, tais que:

D(¢ug) + pug =0, com (3.2.1) i
grau(¢) <2, grau(@)=1 ¢ PO -7#O)#A0n>1 (322 |
|

Observacao 3.2.1 Se dois polindmios ¢ e 1 estiverem nas condigcdes do teo-
rema anterior, entdo diremos que o par (¢,) é um par admissivel.

3.3 Caracterizacao pela equacao diferencial

Uma sucessao { P, }nz0 de polinémios ortogonais cléssicos relativamente & forma
regular u podera também ser caracterizada através de uma equacao diferencial
linear de segunda ordem, a qual é devida a Bochner. Passamos a enunciar tal
caracterizagao.

Teorema 3.3.1 [1, 13] A sucessdo ortogonal { Py, }n>0 € uma sucessdo cldssica
se e somente se ezistem polindmios ¢ e 1 e uma sucessio {Ap}n>0, An # 0,
n = 0, tais que:

¢(z) Pyy1(z) — (@) Prya(2) = AnPrya(z), n >0, (3.3.3)
onde grau (¢) < 2 e grau (¢) = 1.
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3.4 Invariancia do caracter classico

Lema 3.4.1 [17, 12] Seja {P,}n>0 uma sucessao ortogonal cldssica com res-
peito a ug. A familia {Qn}nzo definida por

(Pot1)' ()
n+1

Qn(m) T

, n20,

é uma familia ortogonal cldssica relativamente & forma vg.
O resultado anterior pode generalizar-se a:

Lema 3.4.2 {17, 13] Se {Pp}nz0 € uma sucessdo ortogonal cldssica relativa-

mente a ug, entio a familia {quk]}n>g (com Pl = P, ) € uma familia ortogonal

cldssica com respeito 4 forma v{{]k] = erd*ug, onde ex ¢ um escalar, verificando
k k 0
D(¢vl) + (v — k')l =0, k>0, v” = ug
e o par (¢, — k¢') € admissivel.
E fundamental mostrar a invariancia do carécter ortogonal classico por uma

transformacao afim da sucessdo {Pn}ngg. Como tal, consideremos o seguinte
resultado:

Teorema 3.4.1 [13] Se {Pp}n>0 ¢ uma sucessio ortogonal cldssica relativa-
mente a ug, entdo também {P,},>0 € ortogonal cldssica relativamente a g
onde

Po(z) = a ™ "Py(az +b), n >0, onde acC\{0} e beC,
g = (hg-1 0 T_p)up. (3.4.4)

3.5 Formas classicas: quatro classes de equivaléncia

As formas cléassicas dividem-se em quatro classes de equivaléncia distintas quando
se considera a relacao de equivaléncia apresentada no seguinte resultado:

Teorema 3.5.1 [11] A seguinte relagdo entre formas
Vu,v€P, u~veJaecC\{0}, IbEC:u=(hy;-1 07_p)v,

é uma relagdo de equivaléncia.
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Os tltimos resultados permitem, através de uma escolha conveniente dos pa-
rametros arbitrarios a e b (@ # 0), colocar em evidéncia as quatro situagoes
canénicas: caso de Hermite, Laguerre, Bessel e Jacobi.

Um estudo mais detalhado sobre esta matéria poder-se-a encontrar em [13],[12]
ou em [11]. Além disso, em [13] encontrar-se-4 um estudo envolvendo represen-
tagoes integrais.

Muito resumidamente, dizemos que uma forma classica u, nas condigdes do
teorema 3.2.1 &

- uma forma cléassica de Hermite se grau(®) = 0;

- uma forma classica de Laguerre se grau(®) = 1;

- uma forma cléssica de Bessel se grau(®) = 2 e ® possui uma raiz dupla;

- uma forma classica de Jacobi se grau(®) = 2 e @ possui duas raizes simples.



Capitulo 4

Sucessoes Ortogonais
Semi-classicas

4.1 Definigao

Defini¢do 4.1.1 Uma forma regular u € P’ diz-se semi-cldssica se existem
polinémios ¢ e i de grau t e p, respectivamente, tais que:

D (¢u) +yu=0, (4.1.1)

onde grau (1) = 1, ¢ mdnico. Sep=1t—1 e ap # 0 for o coeficiente do termo
de mais alto grau de 1), exigir-se-d que a, # n, n > 0. Nestas condigoes o par
(¢,1) diz-se admissivel.

Uma sucessdo de polinémios { P, }n>o (regularmente) ortogonal relativamente a
uma forma semi-classica v diz-se uma sucessio de polinémios ortogonais semi-
classica, ou simplesmente, uma sucessao semi-classica.

4.2 Classe de uma forma semi-classica

Uma forma semi-classica u satisfaz uma infinidade de equagdes do tipo (4.1.1):

Proposicao 4.2.1 [12] Seja u uma forma semicldssica satisfazendo a equagdo
funcional D (¢u)+1pu = 0, onde (¢, ) é um par admissivel. Se x € P ¢ ménico,
ndo nulo e com grau (x) = ¢ = 0, entio u satisfaz winda a equagdao

D (¢ru) +ru =0, onde (4.2.2)

d1 = xP ey = xp — x'¢d. Além disso, (¢1,71) € par admissivel.
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Seja t = grau(¢) e p = grau (). Sob o exposto, consideremos a aplicagiao de
P x P em N que a cada par (¢,1)) associa um namero s = max (p — 1,¢ — 2),
s > 0. Consideremos a imagem de dois elementos de P x P:

PxP = N
(¢,¢) = 3=ma,x(p—1,t-~2)
(¢1,41) + s =max(py —1,t; —2)

Sendo ¢1 = (x¢), ¥1 = (x¥ — X'#), t1 = grau(¢1) e p1 = grau(y1), onde x
é um qualquer elemento de P ménico ¢ ndo nulo, tem-se que: $; = s+ g onde

g = grau(x) .

Com efeito, como

= max(pt+qg+t—1)=g+s+1
L, = gq+t,
entao
51 = max(p — 1,4 —2)
= g+s.

Na proposi¢io precedente, vimos que se uma forma semi-classica u satisfizer a
equagéo funcional D (¢u)+1u = 0, necessariamente terd de satisfazer a equacao
D (¢1u) +tp1u = 0. Além disso, se o par (¢, 1) for admissivel, também (¢1, 11)
o serd. Assim, podemos definir a aplicagio:

{formas semi-classicas} — P (N)

u — hu).

Defini¢ao 4.2.1 O elemento minimo de h(u) serd designado por classe de u.
Quando u € de classe s, a sucessdo {Pp},, ortogonal relativamente a u diz-se
de classe s.

Corolario 4.2.2 As sucessoes ortogonais cldssicas sio semi-cldssicas de classe
zero.

Para mais consideragdes acerca da determinagdo da classe de uma determinada
forma semi-cléssica u, sugerimos ao leitor [12, p.143-145].

4.3 Consequéncias das relagoes do tipo finito

Proposigao 4.3.1 [14, p.309-311] Para qualquer polindmio mdnico ® de grau
t e qualquer SP ortogonal { Py }n>0 as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
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(a) Existe um inteiro s = 0 tal que
n+i
Pl = ¥ JnuPole (4.3.3)
v=n-—s
Ann—s #F0,n 28+ 1 (4.3.4)
(b) Eziste um polinémio ¥, grau(¥) =p > 1, tal que
(Dup)’ + Pug = 0, (4.3.5)
onde o par (®,¥) ¢ admissivel.
(c) Existem um inteiro s > 0 e um polindmio U, grau(V) = p 2 1, tais que
m+$m
‘I)(E)Pr%(m) m(w) z Am VPV+1 m 2 i, (436)
v=m-—t
Xm,m—t # 0, m 2 t, (437)
onde s = max(p — 1,t — 2), o par (®, V) é admissivel ¢
_ p— 1, m=0,
Sm = { . m>1 (4.3.8)
Podemos ainda escrever que
EY ( Up, P2)
Ay = —(+1)20oml s 0y g . 439
mar =~ DI A, 0 <y St s (43.9)

Observacgoes 4.3.1

1. Quandot > s+ 3 em (4.3.3), tal significa que {Pp}n»0 nao é ortogonal.

2. Quando s = 0 encontramos os polindmios ortogonais cldssicos. Neste caso,

temos o resultado a seguir apresentado.

Proposicao 4.3.2 (14, p.811,312] A SP {Py}n>0 ortogonal é cldssica se e s6

se existir um intewro £, 0 € t < 2, tal que
Pr(z) = T—_-m_¢Cm,uP£1]($)a m 21,

Cm,m—-t ?é 0,m=t

(4.3.10)
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Capitulo 5

Nova Prova do teorema de Hahn

5.1 Enunciado do teorema de Hahn

Teorema 5.1.1 (Hahn) [15] Seja {Fy},, 5, uma sucessao ortogonal. Se existir

k21 tal que {P,[;k]} o0 ¢ ortogonal, entio { P}, -, € uma sucessao cldssica.
nz =

Antes de prosseguirmos, por uma questao de simplicidade de escrita, faca-se
@Qn(2)=Fl(2), n>0,

eseja {vn},5  a sucessao dual associada & sucessao de polinémios {@Qn},,5¢ (com

Up = ul{" ]). Esta notagao sera usada até ao final deste trabalho.
Consideremos primeiro alguns resultados.
5.2 Resultados preliminares

Antes de se dar inicio & prova ir-se-do demonstrar alguns resultados que serao
fundamentais para as nossas conclusoes.

Lema 5.2.1 Sejam f , g € P e seja w € P'. Se os polinémios f e g nao
tiverem raizes comuns, e se fw =0 e gw = 0, entdo w = 0.

Prova: Consideremos as factorizacoes de f e g. Deste modo,

f@ = [[@=b)", comgrau(f) =D r, 20,
v=1 rv=1

g(z) = [J(®—c)™, comgrau(g) = 5,20,

=1 =l
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onde b, #er,paral <v<rel<r<s.

Sob a hipotese de que fw = 0, deduzimos, pela proposi¢ao 2.1.6, que

r ry—1

w=> > BY(&,)™,

v=1 u=0
onde os coeficientes B; sao nimeros complexos, com 0 < p <7, — 1 e
t > 1 o namero de raizes distintas.

Analogamente, sob a hipotese gw = 0, deduzimos que

8 sr—1

w=>" 3" Cr(,)” .

7=1 =0
E, portanto,
8 8:—1 r -1
PIDIACHUED BHIF-ACHIE
=1 o=0 v=1 p=0
Sendo ¢, e by, com1 <7 <5 el v < r, todos distintos( resulta,
que b._, 8, sdo linearmente independentes. Além disso, (4. ) 7). com

1 € 0 € 8y — 1, sdo linearmente independentes de d. , para 1 < 7 < s.
De forma inteiramente analoga tem-se que (5.5,,)('“) ,coml € pu<ry—1,
sao linearmente independentes de dp,, para 1 < v < r. Perante o exposto,
necessariamente se tem que O = B =0,paral <7<, 1 <o <5, —1
elgvrlgpugr,—1. E portanto w = 0. 7]

Lema 5.2.2 [12, p.144] Seja u uma forma semi-cldssica, tal que:

D (®u) +¥u = 0, (5.2.1)
D (®yu) + Tou = 0, (5.2.2)
onde grau (®;) =t; e grau(¥;) =p; com i=1,2.
Se ® o mdzimo factor comum entre ®1 e Oy, entdo existe um polindmio U, tal
que:

D(®u)+¥u = 0 com s=max(p—1,t—2) (5.2.3)

onde grau (®) =t e grau (¥) = p.

Além disso, s = max (p— 1,t —2) = s; — t; + t, onde s; = max (p; — 1,¢; — 2),
(=19

Lema 5.2.3 [15] Seja {Pn},5, uma sucessdo ortogonal semi-cldssica com res-
peito o ug. Suponha-se ainda que ugy satisfaz as duas equagdes funcionais
D (®1up) + Piug = 0 com s =max(p; —1,¢ —2), (5.2.4)
D (®ug) + Pouyg = 0 com sy = max(py — 1,2 —2),
onde grau (®:1) = t; egrau(¥;) =p; com 1 =1,2,
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e que existemn um inteiro m = 0 e quatro polindmios E, F,G e H, tais que

®1(z) = E(2)Pm+1(z) + F(z)Pm(z) (5.2.5)
Pa(z) = G (z)Pnyi(z) + H(2)Pn(z)

e seja ainda A (z) o determinante do sistema (5.2.5) dado por

A(“:’:‘ G(z) H(x)

(5.2.6)

A forma ug € cldssica se uma das sequintes trés condicées for verificada:
a) i = 1,2 tal que grau (¥;) < grau (®;) — 1 e grau(A) = 2;

b) d¢ = 1,2 tal que grau (¥;) = grau (®;) e gran (A) = 1;

c) 3¢ = 1,2 tal que grau (¥;) = grau (®;) + 1 e grau(A) = 0.

Prova: Comecemos por notar que, pela regra de Crammer aplicada ao sistema

[ 0y (z) ] _ [E(-'E) F(z) ] [ Py (x) ]

() G(z) H(z) || Pn(z)
tem-se que
A(2) Py (2) = ‘jﬁ;g =@ e - @,
A(m)Pm(-'E):l (zg g E;; Dy (z) E (z) — Py (2) G (z), m = 0.

Lembremos que, pelo corolario 2.1.5, Py, e Py41, m 2 0, nao tém zeros
comuns. Assim, qualquer factor comum de ®; e ®; é-0 também de A.
Em particular, se @ for o maior factor comum entre ®; e ®,, ® é factor
de A. Nesse sentido, tem-se

&, = ®P; comi=1,2

A= ®A. (5.2.7)

Pelo lema (5.2.2), existe um polinémio ¥, tal que, (Pug)’ + Tug = 0.
Trivialmente podemos obter as igualdades seguintes !:

S0 =0; +®d , i=12

Analisando o grau de ambos os membros da equagao anterior, tem-se

grau (@i) + grau (¥) = max {grau (\;), grau (‘5;) + grau ('1))}

10 leitor interessado podera encontrar mais detalhes em [12, p.144]
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Atendendo a expressdo de ®;, entdo grau (@i) = grau (®;) — grau (®), a
igualdade anterior passa a escrever-se como

grau (®;) —grau (®)+grau (¥) = max {grau (¥;) , grau (®;) — 1} . (5.2.8)

Recorde-se ainda que, sendo ug uma forma semi-classica, necessariamente
se tem grau (¥) > 1. Proceda-se agora a uma andlise de cada uma das
hipoteses: (a), (b) e (c¢). Ainda a referir que se grau(A) < 2, entdo
necessariamente grau (@) < 2.
Em (a), supde-se que 37 = 1,2 tal que grau (¥;) < grau (®;) — 1, pelo que
a equacgdo (5.2.8) escreve-se

grau (®;) — grau (®) + grau (¥) = grau (®;) — 1
i.e.

grau (V) = grau (®) — 1

e como grau(¥) > 1 entdo grau(®) > 2. Por outro lado, atendendo a
(5.2.7), grau(A) = grau(®) + grau (5) , pelo que grau (A) = 2 obriga
a grau (®) < 2. Assim, grau (®) = 2, logo grau(¥) = grau(®) -1 = 1.
Resulta por isso que a forma ug é classica. As condigdes de admissibilidade
de uma forma cléssica sdo naturalmente verificadas.

Mais, atentando no grau de ®, concluimos que se trata de uma forma
de Bessel (se @ tiver uma raiz dupla) ou Jacobi (se @ tiver duas raizes
distintas).
Em (b), supomos que 37 = 1,2 tal que grau (¥;) = grau (®;) , pelo que a
equacao (5.2.8) conduz-nos ao seguinte:
grau () = grau (@),

logo grau(®) > 1 pois grau(¥) > 1. Por outro lado, atendendo a
(5.2.7), grau(A) = grau (®)+ grau (3) , pelo que grau (A) = 1 obriga a
grau (@) < 1. Em resultado disso, tem-se grau (®) = 1, logo grau(¥) = grau(®) = 1.
Nestas condicoes, tem-se que a forma ug € classica. Ainda a referir que,
sendo grau (®) = 1, trata-se de uma forma classica de Laguerre.
Em (c), supde-se grau(¥;) = grau(®;) + 1, pelo que a equagio (5.2.8)
obriga a que

grau (¥) = grau (®) + 1
Como grau (¥) > 1, entdo grau(®) > 0. Por outro lado, atendendo a
(5.2.7), grau(A) = grau(®) + grau(A), donde grau(A) = 0 obriga a
grau (®) < 0, do que se conclui que grau (®) = 0.
Logo grau(¥) = grau(®) + 1 = 1. Deste modo, tem-se que a forma ug

& classica, mais concretamente, corresponde A forma classica de Hermite
(pois grau (®) = 0). [

Finalmente retinem-se as condigbes para dar inicio & construcao da nova prova
do teorema de Hahn, o objectivo principal deste trabalho.
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5.3 Nova prova

Apresentamos, agora, a nova prova do teorema de Hahn 5.1.1, [15].

Sob a hipétese de que as sucessdes {Fn},5q € {Qn},5o 880 ortogonais relativa-
mente a ug e a vg, respectivamente, tem-se, pela proposicao (2.1.4),

Pn+‘2(w) = (.’L‘ - ﬁn+1)Pn+1(m) - 7ﬂ+1Pn(m): n 20, (539)
P(z) = 1 e Pi(z)=z—f,

Qn+2(z) = (= Cut1)Qn41(T) — prt1Pu(z), n20, (5.3.10)
Qo(zr) = 1 e GQi(z)=2-Cp,

onde as constantes By, Yn+1, Cn € Pnt+1, n = 0, s@o dadas pelas expressoes
contempladas na Proposigao (2.1.4). Passo a citar:

_ (uO,ﬂIP,%(I)> _ <u03P1% (.’L’))
Bn = o, P2(2)) ‘rn+1—m#0, n =0,
(vo,ng(ﬂ?D (”UaQ?ﬁl(‘T"))

“ = e@@) T ey T M2

Equivalentemente, do teorema (2.1.1), tem-se, pela alinea (e)
un = ((uo, P2)) ™" Paug, 7m0, (5.3.11)
e pela alinea (c) segue que
(z = Cn) vp = Vp—1 + Prt1¥n+1, N 20. (5.3.12)
Seja k > 1. Diferenciando k vezes ambos os membros de (5.3.12), vem que
(@ = ¢) 1) ® = (Wac)® + pogr (var)®, n20. (5.3.13)

Por outro lado, usando a propriedade contemplada em (1.1.18) do lema 1.1.1,
tem-se que

(@=un® = Tb,(5) - e,

k k
= (@—C)on® +k@) * Y, k>1.
Substituindo o obtido na igualdade (5.3.13), obtemos:

k (va) 7Y = (v,1)® + pi1 (1) = (2 =€) () P, 0 20, k> 1.
(5.3.14)
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Introduzindo no segundo membro de (5.3.14) as expressoes de (vn_1)®), (vn)(k)
e ('UTH_l)(k) pelas indicadas em (1.2.29) do lema 1.2.2, conduz-nos ao seguinte:

k
kwa)® D = (=D)* ] [(n = 14 p)un—14x + (n+ 1+ p)pnt1tin 14—
p=1
= (n+ p)(z — Cn)unti]

k
n n+k+1
= (-1 ]](n+n) Un—1+k + ————Pn+1Unt1+k—
n+k n+1
pu=1

_(:E—Cn)un+k]1 n>07 k>17
pelo que se tem:

(~1)" & (vn) 7V

k
n n+k+1
= H (n+ ) [n ¥ kun—1+k + n—_l_l'Pn+lun+1+k — (& =La) vnex |,
p=1

sempre que n == 0, k > 1. Tendo em atencao (5.3.11), o lado direito da equagéo
anterior poder-se-4 escrever a custa de up:

‘ i
‘ P ™D = ] e | Bt
n N n—
| n+k (ug, Pz _y )
n+tk+1 Pn+1 (I”*Cn)
Dtk T =5 Thr#l | %0

ntl {uo,Plag) T {ug, Bl ’

|

paran 2 0, k > 1. Pretendemos agora escrever esta expressao a custa de P4
e Py k1, evitando a dependéncia em P, ;. Usando a relagio de recorréncia
(5.3.9), o primeiro termo da expressao precedente escreve-se como

mn 1

n+k (uo,Pf_Hk)

= = 1+k - _T: k ((UU,P£—1+1¢>)_1 {(.’E — )Bn+k)Pn+k($) — Pn+k:+1($)}

Pn.fl+k

1 n

= T Py n % (@ rtd)Pask(@) = Prsina (@)},

2
paran >0, k> 1 e atendendo a que (o) = (MZLP;? k/ . Deste modo,
W n+k
+k+l Pt
Hk (n+ p) [n""‘l 'Yn+1+1-k - #] Prik+1
AR R L T .
<U0, P‘P’%-}-k) k n i
B [m"’ + Ptk — Cn)] Ptk

paran > 0, k > 1. Podemos escrever de maneira mais sucinta, sob a forma

(Un) (k-1) = N:—:‘bn-d—k-k-luﬂy nz0 (5315)
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onde

n+k+1 n
Nf’:‘pn+k+1(m) = Lﬁ{[“—— .

w1 Prt1Vpt14k — - k] Ppyky1—

= l:nf—km_’_ +kﬂn+k Cn)] n+k}

em que NF representa uma constante de normalizagio (necessariamente dife-
rente de zero!),

Lﬁ:(—l)"k 1(u0, n+k) H(n+u nz0, k=1,

e ¢, 1 x+1€ um polinémio ménico de grau € n+ k + 1. Ora de (5.3.15) segue-se
que
('U )(k} == N (®n+k+lu0) ) n 2 0 ) k 2 1:

mas por outro lado, de (1.2.29) e face a ortogonalidade de { Py },>0 (alinea (e)
do teorema 2.1.1) concluimos que

(va) W = "H n+p) ((uo, P2yi)) ™ Payruo, n20, k> 1L

Deste modo, encontramos a equagao:

NF (@, 4k1u0) + (-1)F7! H (n + ) ({uo, n+k>) Payrug =0, n 2 0.
o
Visando a simplificacido de escrita, tomemos

(Prikt1u0) + MePrygug =0, n20, k> 1, (5.3.16)
onde
k -1 1
/\ﬁ = (—1) =t ((ug,P,f+k)) (N,‘:) H (n+p), n20, k21.
p=1

A equagao funcional (5.3.16) garante que ug ¢ uma forma semi-cléssica. As con-
di¢ées de admissibilidade sdo naturalmente satisfeitas. Analisando a expressiao
de @, k+1, é possivel dar-lhe um novo aspecto. Nesse sentido, escreva-se

Bpipt1 () = AEPoipi (2)— (Brjﬁ-’” + C’,’f) Poyik(z), n20, k21, (53.17)

onde
A= () ok [ et~
By = ()" o[,
¢t = (N,’:)—lL!i- ot cn], n>0, k>1
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Em particular paran=0en =1,

Bpp1(z) = AbPep(z) - (ng + Cg) Py (z), k2 1,

Bz () = APiio(z) — (sz + c'f) Pii (z), k> 1.

De realcar que podemos escrever ®p,o simplesmente & custa de Py e P,
k > 1, se considerarmos que

Py (7) = (z — Biw1) Pea (2) — et P (z), k21,
pelo que
Dps2 (2) = (4% (2 = Bosr) = Bz — CF) Py () - A Pie), k21,

ou seja,
By 41(2) = A§Prta () — (Biz + CF) Pi(2), (5.3.18)

Pp1a(z) = ((A’f — Bf)z — (A Br41 + Cf)) Pit1(z) — Afye1Pe(z). (5.3.19)

Em particular, tem-se que a forma semi-classica ug satisfaz as seguintes equagoes
funcionais

(Pp1u0) + (MPug = 0, k=1,

(®rsouo) + (MPrsr)uo = 0, k31,

obtidas de (5.3.16) tomando n = 0 e n = 1, respectivamente.

Considere-se, agora, o seguinte sistema que permitird escrever ®41 e 42 como
o produto de uma matriz pelo vector formado por Py e Pg, k 2 1:

[ e ] | A Bl ) | [ P
Ppi2(z) (A4f - Bf)e — (Affer1 + CF)  —Afmen Pi(z) |’
Denote-se por Ag (z) o determinante da matriz anterior, isto &,
T ~ (Bko+Ch) ‘
AL(r) = 0 0 0 , k>1.
0= (k- o (ttp o) b

Podemos sempre escrever Ag (z) na forma polinomial, isto é,
Ai(z) = Bf(4f-BY)a?+ [ch(af - BY) - B (45 +CF)| o
- [C[’f (A’fﬁkﬂ + Cf) + AgAIf'Yk:+1] )

para cada k > 1.
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Com base no lema 5.2.3, podemos averiguar em que casos ug ¢ clissica. Para
tal, convém avaliar os graus dos polinémios ®11, @ry2, Yri1 (z) = AP (2) €
Wyya(z) = AEPey1 (z), para cada k > 1. Assim,

grau (®e41) < k+1,

grau (Pri2) < k+2,

grau(Prs1) = grau(FPg) =k ,

grau (Vo) grau(Pe)=k+1, k21

Pelo exposto e atendendo ao lema 5.2.3, temos que ug é uma forma classica se
uma das trés condigtes for verificada:

i) grau(Ag) = 2e {grau(®p4y) =k+lougrau(Ppi2) =k+2}, k2 1;
ii) grau(Ag) = 1le {grau(Pgy1) = k ou grau (Ppi0) =k + 1}, k2 1;
iii) grau(Ag) = Oe {grau(Pry1) =k — 1 ou grau (Pry2) =k}, k> 1.
Analisemos detalhadamente cada um destes casos:
i) grau(Ag) = 2 e {grau (®x4+1) =k + 1 ou grau(Pyi2) =k+2, k> 1}.
Vejamos que condigoes a impdr sobre os coeficientes presentes em qualquer
destes polindmios. Assim,

grau (Ag) = 2 sse (A%Bf);éo ¢ BE£0, k31,

ou seja,
grau (Ag) =2 sse (A'f - B{‘) #0, k21, (5.3.20)

ja que BX > 0, paran > 0 e k > 1 (basta atentar na expressao de BF). Por
outro lado,

grau (Prq1) =k +1 A -BE#£0
ou & < ou -, &l (5.3.21)
grau (Pri2) =k + 2 A¥ - BF+£0
Do exposto, concluimos que se
AF-Bf£0, k21, (5.3.22)

entdo up é uma forma clissica, mais precisamente, correspondera 4 forma cano-
nica de Bessel, caso @ (z) tenha uma unica raiz (dupla) e corresponder4 a forma
canénica de Jacobi caso tenha duas raizes complexas distintas.

Recorrendo as expressdes de Af, A¥, B e de Bf, podemos escrever (5.3.22) a
custa dos coeficientes v, € pm, para m > 0. Nesse sentido, tem-se que:

-1 k+2 _ 1 -1 k
()™ ot [ 2micta g 2 (90) 2k [ ]

isto é,
(k+2) vy, #2, k21
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i) grau(Ag) = 1 e {grau(®x41) =k ou grau(®gyo) =k +1, k > 1}.
Para que grau (Ag) = 1, temos de exigir que

Ak -Bf=0e (B5#0 ou A’fﬂk+1+0{°)7€0, k1,
isto é,
AF_BF=0e A'B1+CF#£0, k21, (5.3.23)

pois, B(’f >0, k > 1, como ja ficou visto. Além disso devemos ainda considerar
as condigdes grau (®y11) = k ou grau (®x40) = k+ 1, k > 1. Para tal, dever-
se-a substituir na expressdo de ®x1, o polinémio Py pela respectiva relagao
de recorréncia dada por (5.3.9). Nesse sentido, escreva-se

Bii1(z) = Ab[(z— ) Pe(a) —WPe-1(2)] - (Blz + CF) Pi(a),
- (A'g = B{;) 2Py (2) — (A"gﬁk 4 c{f) Pe(z) — Ak Py (2),k > 1.

Assim,
grau (®r1) =k A —BF=0AAkB +CE #£0
ou &< ou k2l
grau (®p.0) =k +1 A¥ —BY =0AASBL 1 +CEH#0O

(5.3.24)
Intersectando as condigoes obtidas em (5.3.23) e em (5.3.24), concluimos que ug
é uma forma classica, mais concretamente, corresponderd & forma canénica de

Laguerre, se
{ Af-Bi=o,

Al +CH# 0,

k>1. (5.3.25)

Lembrando as expressoes de A%, B¥ e de Cf, k > 1, tem-se que

- - -1
(V)7 28 (2ot — whr| = (V)" Lk [
(N{C)AI Lt [%-_2927;:2 - 7c41r_1] Br+1 + (N{c)_l Ly [ﬁﬁwk = Cl] #0

ou seja,

(k +2) p2¥jpn = 2
L k=1

(k +2) povipoBe1 # 21
iii) grau(Ag) = 0 e {grau(®xy1) =k —1 ou grau(Prio) =k}, £k = 1.
Exigir que grau (Ag) = 0, k > 1, equivale a exigir que Ay (z) = const. # 0, ou

seja,

(45-Bf) =0 e Aifa+Ch=0 e af(-Abmn)#0, k21,
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isto &,
Af #0,
A% = Bh k>1,
AfBry1 + CF =0,
mas como AF # 0, Vk > 1, impde-se apenas que:
Af= B},
k> 1. (5.3.26)

Alfﬁk+1 +C"f: 0,

Por outro lado, devemos ainda impér que grau (®;1) = k—1 ou gran (®y2) =
k, k = 1. Para fazermos tal anilise, comecemos por notar que, usando as condi-
coes (5.3.26), ®yyq (z) e Ppyo (2) (dados em (5.3.18) e em (5.3.19)) escrevem-se

i1 (z) = AfPyi (o) — (Bbz+Cl) P (@),
®hia(z) = —AfwnPile), k>1,

Como A¥ # 0 e 41 # 0, k > 1, entdo grau (®Pria) = k, k > 1. Assim,
exigir que grau (Ag) = 0 e {grau (Pp41) =k — 1 ou grau(Pri0) =k}, k=1,
equivale a exigir que grau(Ag) = 0. Nesse sentido, ug corresponderd a uma
forma cléssica se as condigdes (5.3.26) forem satisfeitas. Mais concretamente,
ug estard na classe de equivaléncia das formas classicas de Hermite.

Tais condigoes podem ser expressas simplesmente & custa dos coeficientes [y,
Yms Cms Pm, Para m 2= 0, bastando, para tal, atender, mais uma vez, as
expressoes de A¥, Bf e CF, k > 1, pelo que o sistema anterior & equivalente a:

(k+2) 9271;:2 =2,
. k=1

(k+2) Pﬂ{jgﬂkﬂ # 2(1,

Como (5.3.22), (5.3.25) e (5.3.26) sdo condigoes complementares, concluimos
que g satisfard obrigatoriamente um dos trés casos ( i), ii) ou iii) ). Deste
modo, up é uma forma cléssica, 0 que equivale a afirmar que a SP {Pn}n>0 é
uma sucessdo de polindémios ortogonal classica com respeito a ug.

Observacao 5.3.1 De assinalar que, na demonstragio do teorema de Hahn,
foram dadas condigdes nos pardmetros P, Ynt1, Cn € pPny1, n = 0, para o caso
em que ug se tratava de uma forma cldssica de Hermite (caso iti), Laguerre
(caso ii), Bessel ou Jacobi (caso 1).
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Capitulo 6

Uma Extensao do teorema de
Hahn

Coloquemo-nos perante o problema de determinar todas as sucessoes ortogonais
{Pn}n20 para as quais existem dois inteiros k,m > 1 fixos tais que, fazendo

i = P,[,,k], n 2 0, a sucessio associada de ordem m > 1, {ng)} , ¢ também

nz0

ortogonal.

Quando m = 0, estamos no problema de Hahn, ja tratado no capitulo prece-
dente. Para m > 1, a resposta é dada no teorema seguinte.

Teorema 6.0.1 (da Extensdo) [15] Seja {Pp},5, uma SP ortogonal. Seja

k = 1 um inteiro fixo e escreva-se @, = P,L,k], n = 0. Se existir um inteiro

m > 1, tal que, a sucessdao associada {ng)} o5 ¢ ortogonal, entdo {Pp},~, €
nz =

uma SP cldssica.

6.1 Resultados preliminares

Lema 6.1.1 [15] Seja {Qn},>o uma SP qualquer cuja sequéncia dual € {vn}, .

Entao, para qualquer inteiro m = 1, a sucessao dual {v,(lm)} " da sucessao
nz
associada {Q%m)} satisfaz
n=0
v,(,m)vm_l | n > 0. (6.1.1)

Quando {Q;m)} - ¢ ortogonal tem-se ainda que {vy}, -, satisfaz
n =

=

8™y im = QMo — QM y, 1 n>0, (6.1.2)

n—1
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onde

2
Sglm,) _ <’Ugm), (Qq(qm)) > ,n=20,m>1 (6.1.3)

Prova: Seja m > 1 inteiro. Comecemos por demonstrar a igualdade (6.1.1).
A proposigao (1.2.5) valida esta igualdade para o caso m = 1, ja que nela
se prova que

vr(,l)vg = ZUpt1, n 20,
fazendo u, = v,.

Suponhamos que

v, = znyy, 1<y <m. (6.1.4)
Para v = m+1, tem-se, ainda pela referida proposicao, fazendo u, = v,(lm),
que:
v,(lmﬂ)v[(,m) = asvgi)l, n 2 0.

U£m+1)v((]m)vm_1 = (37”:(12)1) Um—1, n20.

Considerando ¥ = m e n = 0 na equagao (6.1.4) segue-se que v((]m)vm_1 =

pelo que a expressdo anterior escreve-se

vflmﬂ) (zvm) = (wvfln_:)l) Up—1 5 n

\%
o

(6.1.5)
Lembrando (1.1.10) tem-se que

(wv,(:_t)l) Vel = @ (’ugg_)lvm_l) -z (v,ﬂ”ﬂﬂng ) () vm—1
T [U-E::)lvm—l - (vgﬂﬁoC) (z) vm_l]

& (”r(g)l”m—l) = T (TUntm+1)

\
\
Multipliquem-se ambos os membros por vy,—1

Il

2
TUntm+1, n 20,

J4 que
zdoC — (Vo
(i) o (ot =) - 1) - (), =00
Equivalentemente, por (1.1.10) tem-se ainda que
'usamﬂ) (V) = @ (Ur(1m+l)vm) — z (vm¥o() (z) ”'Slm-l-l)
= T (us;m_}-l)vm) ’

dado que (vmoC) () = (vm,1) = (vm)y = 0,m = 1. Deste modo, a
equacao (6.1.5) escreve-se:

2 (6™ Vom) = SPvnimpr, 20 (6.1.6)
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Consideremos a multiplicacio por z~! na igualdade anterior, isto é,
sy [m (vf:_t)]vm)] =z ! [:r2vn+m+1] , n=0.
Usando (1.1.13), o primeiro membro escreve-se
z7! [m (U£m+1)vm_1)] = (vflm“}vm) - (vg”"'l)vm)oé, n=0.

No entanto,

(m+1) ca (m+1) — [ o (m+1)
(fun 'um)u = <'vﬂ U, 1> = <vn Ui (1)>
_ <v$‘m+1), (U, 1)) - <U£;m+1}’0> =0, n>0,
pois, por defini¢io de sucessao dual,(vy,,1) =0, m = 1. Por conseguinte,
71 [a: (vﬁ,,m“)vm)] N )
Recorrendo a (1.1.15),

& [Ponpmt1] = Tnpmir — Wnpmers )0
= TUn4m+41 — (Un+m+1)1 ]

= TUpimt1y, N 20,

pois n +m + 1 > 2 obriga a que (vp4m+1); = 0. Do exposto conclui-se
que
o™ Dy, = Zp4me1, 1320,

o que completa a demonstracio da igualdade (6.1.1).

,(,,,"‘) ortogonal relativamente a w(()m), entao, pela
n/

alinea (e) do teorema 2.1.1, tem-se

Se supusermos {Q

sMof™ = QMu™, n>0,
onde .sf(zm) é dado por (6.1.3). Multipliquemos ambos os membros por
Um-—1-
s%m)u,(,m)vm_i = ( Slm)'v((,m)) Bpniy 12 0,

Usando a igualdade (6.1.1) ja demonstrada, tem-se que

s&m)mvn_Fm = (Q,({"‘)v(()m}) Um_1, l.e.,
ms&m)vn_Fm = (ng)v({)m}) V1, n = 0. (6.1.7)

Por (1.1.10), segue que:
(@™ vt = Q™ (v vm-1) = 2 (5™ 90QE™) (2) -
= QS&m) (.’L'Um) ==l ( ,(:f-{-l)) (.’E) Um—1

= 2QMuyy, —2Q My, 1m0
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Deste modo, (6.1.7) escreve-se
xsgzm)vnairm = -TQE.m)'U 26, m+1)'f)m_1, n = 0.

Multipliquem-se ambos os membros da igualdade anterior por z~1. Por
(1.1.15),

£ (@Vptm) = 0(2 '0ntm) + (F02) Vnim — (Vnim, Yoz) 8
= (1)Untm — (Vatm, 1) 6 = Vppm — ('Un+m.)0 4
Vo — 0.6 = Pnym, 20,

¢ segue-se ainda que

=~k [mQ&m)vm] = (190:5625{”)) VU — <vm, 19ng£{’”> )
= Q;m}”m = <"-’m:an)> 4, n=20,

e de forma andloga obtemos:

7! [.'IIQ (503 ] = (ﬂongﬂ-l)) Urn <vm,i90:cQ(m+l)>

Q0 — (v, QYY) 6
QU Vo — (vmf™, 80QY™ ) &

= Q" Vum — (o7 (2vm-1) Q™) 8

= Q"1 vm — {(902) V-1 = V-1, 902) 8, Q™ ) 8
QU o = (om-1,Q) 6, n>0

Consequentemente, obtemos

27 [5Q5um — 2@ m-1 | = Qv = QI om, 20

6.2 Prova do teorema da extensao

[15] Seja m > 1. Para simplificacao de escrita, tomemos R, = Qslm) e S, =

%mﬂ), n > 0. Faga-se n — n + 1 na equagdo (6.1.2), pelo que se tem,

m
S£L+)1Un+1+m = Rpy1Ym — Sp¥m-1, n 2= 0.

Comecemos por derivar k vezes, k > 1, ambos os membros da equagao anterior.
A equagado escreve-se agora

SSLT-)I (Un+1+m)(k) = (Rn+1'Um)(k) = (Snvm—l)(k) ) n 20,
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logo, pela formula de Leibniz dada por (1.1.18),

k k
Sa(*::)l (O 1m) ™ = > (f) (Bn41)® fom)* -3 (f) (Sa)™) (¥m-1)*4),

v=0 v=0

para n = (. Por uma questdo de conveniéncia, escreva-se antes

v
v=1 v=1

1('1, )1 ('”n+1+m)(k) = Rpn (vm)(k) + Sn ('Um—l)(k) ynz0.

Usando (1.2.29) do lema 1.2.2, para substituir (vn+1+m)(k) ; (vm)(k) e (vm_1)®
pelas respectivas expressoes:

k
Wntme)® = (D [[ e+ m+ 1+ 1) unpmirin
n=1
k
('Um)(k) = (_1)’c H (m & N) Um+k
,u—l
(Um—-l)(k) = ( l)k H -1+ p) Un—14k , 1 =0

pelo que, a equacgao anterior escreve-se como

k k

1 > (5) o) o = 35 (5 (5 (omr)
v=1 r=1
k
= (-1)¥ ':55:1)1 (H (n+1+m+p) Un+m+1+k) i (6.2.8)
p=1

k k
—Rn1 H (m + p) Umyk + Sn H (m—1+ p) umHk] ,

p=1 =1

Notando agora que, pela alinea (e) teorema 2.1.1, tem-se que cada uma das trés
parcelas do membro direito se escreve

k
A+ 144

3,{:1)1 (n+1+m+ p)tnymirre = E‘m+)1 '(—P—Pn+1+m+kuu

n=1 u=1 U0, n+1+m+k)

k
o,
= [ v+ 1+m+p) ((uo, P rimin) 353)1Pn+1+m+ku0
p=1

AT (w0, Pr_14) _ (m)
= ({uo, P 1+k)) H "+1+m+p')< p? > Sn+1Fn+1+m+uto
Uo,

p=1 n+l+m+tp
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usando a respectiva expressao para sﬂ}l dada em (6.1.3),

k
(ni)1 (n+14+m+p) Unims1+k

p=1
(™, R2,,)

P2
(”0’ n+14+m-+k

k
ﬂ1_[("‘1‘—'_1'*_Tn—l_lu) )Pn+1+m+ku0ﬁn>03
=1

logo

k
Rpi1 H (m+ p) Umik = Rt H (m + p) ({uo, m+k>) Prntitio

k
T IR LNt

Ry 1Py kug, n 2 05
Ym+k
e finalmente,
k k

1
Sn H (m =1+ p) Umik = P2 ) H (m — 1+ p) SpPry—14ku0, 1 2 0.
p=1 09 m—1+k p=1

Assim a equagdo (6.2.8) poder-se-a escrever de um modo simplificado:

k

Z ( ) (Rrg)® (0m) 7 Z ( ) )Y (0rn-1)*" = Ansismeruo, n 20,

v=1
(6.2.9)
onde
Loiitimse = (=07 o B 1)) {L( Pri14mtk
k
— I (m+ 1) (Ym+k) ™" Bog1 P (6.2.10)
p=1
k
H m—1+4+u)SpPp-14k ¢ , n =0,
u=1
com
k (“0» 1 k) )
LM (k)= [ (n+1+m+p) moLtkl (o Rnﬂ) (6.2.11)
p=1 (uo, n+1+m+k>

para n > 0. Tomando n = 0 em (6.2.9), encontramos

k k

5 (5) @0 ) = 32 (£) (50 00) ) = Arsssto, 3 0.

v=1 v=1
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Atendendo a que grau (Sp) = 0 e grau (R;) = 1, entdo (Sg)(”) =010k
(R)W (z) = R (z) =1 (por R; ser polinémio monico) e (R)™ (z) = 0,

2 < v € k. Portanto, a equagdo anterior simplifica-se em
k(o) &Y = Ay ko - (6.2.12)

Substituia-se em (6.2.9) ('um)““_l) pela expressao precedente para ele encontrada

k k

(- (o

v=2 v=1

(6.2.13)
= {An+1+m+k = R;L+1A1+m+k} Uuyp.
Em particular, para n = 1, a equacio anterior surge como

k(k—1)
2

isto &,

k (k= 1) (0m) 5 — b (0m1)* = {Agpmin — BoAiymix} uo,  (6.2.14)

(R2)@ (wm)* 2=k (51)® (v1)*Y = {Az4mtk — RyA1pmsi } o,

uma vez que, sendo grau (Rz2) = 2 e Ry ménico, necessariamente (Rg)(?‘) {zy=2
e (Rg)(") (z)=0,3 < v <k, ecomo grau(S;)=1 e S; ménico, tem-se

(Sl)(l) (z) =1e (.5'1)(”) () = 0,2 € v € k. Derivando uma vez ambos os
membros de (6.2.12) e lembrando (1.2.29), encontramos

k
k(-1)*F H (m + 1) ik = (Arymakuo) .
p=1

-1
Usando o facto de upqk = ((uu, Pgl " k)) Pt ko, obtemos

k

k(=)* TT (m+ 1) (0, P214)) ™" Proktio = (Aspmsrtio)’
p=1

Escrevendo de outro modo, para simplificagio de calculos,
(®1%0)' + (M1 Prnsg)uo =0 (6.2.15)
com

N1®y (z) = Arymyk (7)), (6.2.16)

k
A=k (=1)F T (m+u) ((uo, P2oi)) ™ N7
p=1

onde V; é uma constante de normalizagao. Depois de diferenciar uma vez ambos
os membros de (6.2.14), obtemos:

k (k= 1) () * = k (0m-1)* = ((A24mik — RyArgmik) wo) . (6.2.17)
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Lembrando (6.2.12),
k (v) Y = Apympiuo,

e recorrendo a (1.2.29), tem-se ainda que:

k
(om-)® = (~DFJ] (m— 1+ p) 1
p=1
k
= (-)* H (m —1+ p) (<u01Pr?a,~l+k>)—’1 Pra—14xu0-
p=1

Feitas as substitui¢des em (6.2.17) encontramos
k

(k — 1) Arymaruo — k (—1)F H — 1+ p) ((uo, P2 1+k>) Pr_14ku0
=1

= ((Az4mir — R2A1+m+k) w)
isto é,
((Az4msk — RyArimer) uo)’

kl_[k—l(m —14p)
+ (—1)k o Pm-—1+k - (k - 1) A1+ +k | W0 — 0.
( (uﬂ’Pri—1+k) "

Podemos dar um novo aspecto a esta equagdo funcional, visando a simplificagao
da andlise em questdo, se escrevermos

(@2”0)’ + ('\2Pm—l+k - (k - 1) N2_1A1+m+k) uy =10 , (6.2.18)

onde
No®; () = Azymik (2) — Ry (2) Armak (2) (6.2.19)

onde Ny é constante de normalizagdo, e

AZEk( ~ 1) k 1]___[('”"1'.“' ug, F; n+k 1)) 'N2_1

Observando nas expressoes (6.2.16), (6.2.19) e (6.2.10) dos polinémios @y, P2,
Apy1+mek (respectivamente), concluimos que ®; e ® se podem escrever con-
soante o a seguir indicado

®(z) = E(z)Ppnyk(z) + F(z) P14k ()
s (z) = G(z)Pnyk(x)+ H (z) Pp_14k (2)

Determinemos as expressoes para os polinémios E (z), F (z), G (z) e H (z).
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Lembremos que ®; = N, 'Ai+m+k. Usando a relagio de recorréncia (5.3.9),
A +m+k escreve-se do seguinte modo:

4T} -
Avimin = = LEE0) (@ — Brss) Povr (@) = ik Prsi 1 2) —
(U‘O’ m,—1-+-k)
k

— I tm+ 1) (min) ™" i () Pros (2)
p=1

+H - 1+ p) m1+k($)}

=

ou seja,
A 2 L™ 8) (@ = B) — 2Ry (0| Py (2)
1+m+k = (w0, PE_ o) 0 m+k Ytk z) | Pmyk

¥ [ ﬁ:] (m — 1+ u) — L™ (k) ’)’m+k] P14k (5)}

do que se conclui que

(—1)F Ny o £ .

E@) = poprt— {Lé (k) (@ = Brse) - £[ (m+ 1) ()™ Ry (z)}
(-1)kN; ! = (i)

& (m) ('U-(), Pfi_:_*_k) {H (m ! + I‘L) - LO (k) Tm+k .

Determinemos agora as expressoes de G (z) e H (z). Nesse sentido, recordemos
que

¢y = Ng_l (A2+m+k = R’2A1+m+k) :
Usando duas vezes (5.3.9), tem-se que

Prikr2(z) = (& — Bmsr4k) (& — Bmak) — Ymt14k) Ptk (7)
— (% — Bm+14k) Tm+kPmsr—1 (2),

pelo que podemos escrever Agqm4k COMO

(et
24+m—+k — (uO,Pf‘i_l_I-k)

{(Lgm) (lc) (SL‘ — ﬁm+1+k) (-’5 - ﬁnt+k)

k
~L™ (k) Y14 — [ (7 + 1) (Yen) ™ B2 (a:)) P (2)
p=1

k
+ (H (m =1+ 1) S1 (&) = L™ (k) (& — Brnr144) vm+k) Pt (m)}

pu=1
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Deste modo,

—NENT
6@ = b L ) [ () @ - Bsrse) - B 026" (W)

(UO’P%—lJrk)

k
+ 11 m+ 1) (Yons) ™ (R1 () B) (2) — Ra () — L™ (k) »ymm}

pu=1

(uﬂ’ m—1+k u=1

—1)kNL .
H) = %{H(m—lw)[sl(m)—ﬂa(w)]

Yt | By @) L0 () = L™ (8) (2 = Bry1a)] }

A semelhanca do que foi feito na demonstracdo do teorema de Hahn, conside-
remos
E(z) F(x)

A("”Zlc(x) H (z)

=E(z)H (z) - F (z) G (z)
Notar que
grau (F) < 1; grau(F) <0 ; grau(G) <2 e grau(H) <1,

pelo que
grau (A) < 2.

Além disso, tem-se ainda que
grau (Api14mik) Sn+l+m+k , n20,
donde

grau (@) = grau (Apm414%) Sm+ 1+ k&,
grau (®2) = grau (Apmya1k) SMm+2+k.

Tomando
Uy (2) = MPrir (2), T2(2) = XaProrsk (2) — (k= 1) Ny ' Arymei (2),
concluimos que
grau(¥;)=m+k e grau(Uy)<m+1+k .
Assim as cquagdes funcionais (6.2.15) e (6.2.18) escrevem-se:

(q)lw])’—i-\pluo = 0
(Paug)’ + Waug = 0

respectivamente. Mediante escolhas convenientes dos parametros em estudo, é
sempre possivel ocorrer uma das trés situagoes a), b) ou c), patentes em lema
5.2.3, o qual assegura o facto de ug ser clssica, o que conclui a demonstracao
€Il Curso. "
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