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REsSumo

O presente trabalho foi desenvolvido tendo como objectivo a determina¢do de armaduras em lajes
analisadas pelo Método dos Elementos Finitos (MEF), e submetidas a campos de momentos com
torsores importantes. Uma especial atengdo ¢ dedicada a lajes cujo dimensionamento de armaduras
ndo pode ser encarado com as praticas mais usuais que recorrem a tabelas e faixas de disposi¢do de
armaduras, nomeadamente as baseadas nas metodologias do Montoya ou na Norma Britanica BS
8110. Sao exemplos destas situagdes, que podem envolver momentos torsores importantes, os casos de

lajes com grandes aberturas, com apoios pontuais em pilares, ou com bordos livres.

Efectuada a analise pelo MEF, que conduz a obteng@o dos esfor¢os actuantes nas lajes que variam de
ponto para ponto, surge a necessidade de uma implementagdo automdtica, que a partir dos
procedimentos preconizados no Anexo F da versdo de 2004 do Eurocodigo 2 (EC2), possibilite a
obten¢do das armaduras nas lajes e correspondente verificagdo das tensdes de compressdo maximas no

betdo.

O presente documento inicia-se com a dedugdo das expressdes gerais que permitem depois deduzir as
equagdes do Anexo F do EC2 para determinagdo das armaduras em lajes envolvendo campos

genéricos de momentos flectores e torsores.

Em seguida é realizada a apresentagdo do programa desenvolvido, o DesignSlab, que realiza
automaticamente o referido dimensionamento de armaduras. Procede-se ainda a referida validagdo
deste com base em 7 exemplos adequadamente seleccionados e abordados em bibliografia da

especialidade.

Diversas aplicagdes sdo apresentadas na parte final do trabalho, no decurso das quais sdo analisadas
lajes em que a existéncia de geometrias complexas, de apoios pontuais, a ocorréncia de grandes
aberturas, a actuacdo de cargas localizadas ou outras singularidades, ndo permite a utilizacdo de
tabelas de calculo, surgindo consequentemente momentos torsores importantes com grande
preponderancia no comportamento estrutural e, consequentemente, no dimensionamento das

armaduras.

PALAVRAS-CHAVE: MEF, lajes, momentos torsores, dimensionamento de armaduras, EC2
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ABSTRACT

The present work was developed with the aim of defining the reinforcement in slabs analyzed by the
Finite Element Method (FEM) and submitted to bending moments mx, my and torsional moments
mxy. A special attention is dedicated to slabs where reinforcement design can not be made following
standard procedures based on tables and bands with predefined percentages of the maximum
reinforcement, namely the ones based on the Montoya or the BS 8110 methodologies. As examples of
these situations, which may involve important torsional moments, one can refer slabs with large
openings, supported in columns, or with free edges.

Once the analysis is concluded, which leads to moments in the slabs varying from point to point, an
automatic implementation of the procedures of Annex F of Eurocode 2 (EC2) is rather convenient,
allowing for computation of the necessary reinforcement as well as the control of the compressive

stresses in the concrete.

The present document starts with derivation of the general expressions that allow thereafter to arrive
to the equations of Annex F of EC2, for determining the reinforcement in slabs submitted to

generalized fields of bending and torsional moments.

After that, the developed program DesignSlab for the automatic design of reinforcemen, is presented.
Validation of this program is also presented, based on 7 examples appropriately selected from
bibliography.

Several applications are presented in the final part of the work, dealing with slabs where occurrence of
complex geometries supports slabs, large openings, concentrated loads or other sigularities do not
allow the use of simplified table based methodologies, with great relevance for the slab structural

behaviour, and accordingly for the reinforcement design.

KEYWORDS: FEM, slabs, torsional moments, reinforcement design, EC2
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1

INTRODUGAO

1.1. CONSIDERAGOES GERAIS

7

As lajes, tal como as paredes, sdo consideradas estruturas laminares, isto é, possuem uma das
dimensdes muito menor que as outras duas, tal como ilustrado na Figura 1.1. Sdo estruturas planas
sujeitas principalmente a esfor¢os perpendiculares ao seu plano médio, desenvolvendo deste modo,
esforgos de flexdo ¢ momentos torsores. As lajes de betdo armado podem classificar-se sob diversos
pontos de vista, nomeadamente quanto ao tipo de apoio (lajes vigadas ou fungiformes), a respectiva
constituicdo (lajes macigas, aligeiradas ou nervuradas, de vigotas pré-esforgcadas, alveolares ou
mistas), ao modo de flexdo dominante (lajes armadas numa ou em duas direc¢des), a caracterizacio do
comportamento (lajes finas ou espessas) e também ao processo construtivo (lajes betonadas in situ ou
com pré-fabricagdo parcial ou total).

Fig. 1.1 — a) Parede; b) Laje

No que aos métodos de andlise de lajes diz respeito, quando a geometria, condi¢des fronteira e
carregamento sdo simples, ¢ possivel encontrar solu¢des analiticas para as deformadas e esforcos
internos. Assim, a analise ¢ dimensionamento de armaduras em lajes com geometria regular, sujeitas a
carregamentos uniformes ou lineares e com condi¢gdes de apoio definidas por bordos encastrados ou
simplesmente apoiados, pode ser efectuada com recurso a tabelas de calculo que fornecem os esforgos
e deslocamentos em determinados pontos ou regides das lajes, uma vez que estas apresentam
normalmente duas zonas bem distintas em termos da natureza dos esforcos internos. Isto ¢, nas
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referidas condigdes estas lajes apresentam zonas com predominancia dos momentos flectores, nas
quais os momentos torsores tém pouca importancia (caso das faixas centrais dos vdos e dos bordos de
continuidade), e zonas com predominancia de momentos torsores e baixos momentos flectores (caso
das regides dos cantos). Estas zonas poder-se-do designar zona dos flectores e zona dos torsores,
respectivamente. Normalmente nas zonas dos torsores estes momentos assumem valores maximos da
ordem de grandeza dos maximos momentos flectores, o que conduz a adopgdo de regras de
dimensionamento e de disposicdo de armaduras bem conhecidas, das quais se destacam as
especificadas no Montoya (2000) ¢ na Norma Britanica BS 8110 (1985).

No entanto, a andlise ¢ dimensionamento de lajes com caracteristicas especiais ndo podem ser
realizados com apoio de tabelas, sendo necessario recorrer a técnicas numéricas para determinagéo dos
esforgos internos. As técnicas numéricas mais correntes para a analise de lajes baseiam-se no Método
dos Elementos Finitos (MEF), no Método dos Elementos Fronteira ¢ no Método das Diferengas
Finitas. Neste trabalho ¢ dada énfase ao MEF, que conheceu um grande desenvolvimento com o
avanco dos computadores, o que permitiu a populariza¢do do uso de programas de elementos finitos
por parte dos projectistas, de tal modo que estes constituem hoje ferramentas de uso generalizado. De
facto, quando devidamente utilizado o MEF torna-se uma ferramenta poderosa de andlise das
estruturas, admitindo quer as hipoteses de elasticidade linear quer de comportamento ndo-linear. Como
exemplos das situacdes de lajes cujo dimensionamento de armaduras ndo pode ser encarado com as
regras praticas acima referenciadas, citam-se 0s casos que envolvem momentos torsores importantes
em zonas desconhecidas a priori, que podem coexistir com momentos flectores elevados, como
sucede em lajes com grandes aberturas, com apoios pontuais em pilares, ou com bordos livres. Nestes
casos a analise com base em programas que utilizam o MEF conduz, num referencial Oxy implantado
no folheto médio da lajes, a momentos flectores M, M, e a momento torsor M,, que variam de ponto
para ponto, sendo entdo necessario um procedimento especial para dimensionar as armaduras
necessarias. No Anexo F da versdo de 2004 do Eurocddigo 2 (EC2), bem como no Anexo A2 da
versdo de 1991 do EC2, é referido um procedimento que atende a simultaneidade de ocorréncia de
momentos flectores e torsores com valores importantes, de grande utilidade para o projecto corrente.
Assim, € objectivo deste trabalho explorar a utilizacdo deste procedimento no dimensionamento de
lajes de diferentes tipos e condi¢des, pretendendo-se a implementagdo num algoritmo que receba como
dados os momentos M,, M, e M,, obtidos na andlise pelo MEF, efectuando a determinagdo das

armaduras necessarias e a correspondente verificacdo das tensdes nas bielas comprimidas de betdo.

1.2. OBJECTIVOS DO PRESENTE TRABALHO

No seguimento das consideragdes anteriores, os objectivos deste trabalho passam essencialmente pelo

desenvolvimento dos seguintes aspectos:

» Estudo e analise das metodologias associadas as expressdes que permitem a determinacgéo das
armaduras nas lajes com momentos flectores e torsores importantes, preconizadas no EC2.
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= Implementacdo de um cdédigo computacional para dimensionamento de lajes submetidas a
campos de momentos flectores ¢ torsores genéricos.

= Validagdo do cédigo computacional desenvolvido (designado por DesignSlab).

=  Aplicacdo do DesignSlab a casos de estudo.

1.3. ORGANIZAGAO EM CAPITULOS

Do ponto de vista do respectivo contetido, o presente trabalho foi organizado em seis capitulos e dois
anexos, Nos quais se procurou cobrir, com algum desenvolvimento, os aspectos mais relevantes
relacionados com a problematica dos momentos torsores em lajes, culminando com a implementacéo

do cédigo computacional DesignSlab.

Assim e, no seguimento a presente introdugfo, no Capitulo 2 ¢ feita um estudo e analise sobre a
metodologia base aplicada ao caso de um elemento de laje sujeito unicamente a esforgos de flexdo e
tor¢do. A partir deste caso, ¢ feita a deducdo das expressdes gerais que permitem a determinagdo de
armaduras em lajes. Neste capitulo, sdo apresentadas também as disposi¢des do Cddigo Modelo 90 —
MC90, bem como os procedimentos referidos no Anexo A2 da versdo de 1991 do EC2, e no Anexo F
da versdo de 2004 do EC2.

Depois de desenvolvido o algoritmo, o Capitulo 3 é reservado para a apresentacdo do DesignSlab,
onde sdo detalhados os passos a executar pelo programa em questfo, sendo exemplificado com a
aplicagio a um caso de estudo. E feita também uma breve referéncia a forma como sdo obtidos os
resultados pelo MEF no programa Robot Millennium.

No Capitulo 4 sio estudados e comparados os resultados obtidos pela metodologia estudada no
Capitulo 2 e os resultados homoélogos obtidos pelo programa DesignSlab, de forma a validar este
codigo computacional. Nesse sentido, sdo também analisados exemplos com o programa DesignSlab,

os quais foram anteriormente alvo de estudo por parte dum investigador da area estrutural.

No Capitulo 5 sdo apresentadas as aplicagdes que constituem o objectivo preferencial do presente
trabalho, relacionadas com a ocorréncia de momentos torsores importantes em lajes com
caracteristicas especiais. Este capitulo € iniciado com a analise de dois casos de estudo, comparando
dimensionamentos e disposi¢des de armadura baseados nas bem conhecidas metodologias do Montoya
e da Norma Britidnica BS 8110, com o intuito de constatar a razoabilidade dos resultados fornecidos
pelo programa DesignSlab, principalmente no que toca aos valores maximos de armadura e as
respectivas faixas de colocagdo. Termina-se este capitulo com a aplicagdo a trés casos de estudo
envolvendo momentos torsores importantes em lajes, ao ponto de condicionarem o comportamento

destas e consequentemente o dimensionamento das correspondentes armaduras.

No Capitulo 6 procede-se a uma apreciacdo global do trabalho desenvolvido, e sintetizam-se as
conclusdes mais relevantes. S3o igualmente apontadas vias para a exploragdo nesta area de
investigacdo consideradas de maior aten¢do, e ainda a introdugdo de melhoramentos no algoritmo
desenvolvido.
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2

METODOLOGIAS PARA
DETERMINAGCAO DE ARMADURAS
EM LAJES COM TORSORES
IMPORTANTES

2.1. INTRODUGAO

O presente capitulo tem como principal objectivo apresentar a metodologia base para determinagdo de
armaduras em lajes de betdo armado apresentado no Anexo F da versdo de 2004 do EC2, bem como
no Anexo A2 da versdo de 1991 do EC2. Essa metodologia foi inicialmente apresentada por Gupta
(1986), o qual apresentou um procedimento recorrendo as equagdes de equilibrio para a determinacéo
de armaduras em paredes e cascas, que sera pormenorizada no presente capitulo de forma a
compreender as expressdes que sdo utilizadas pelo EC2, com maior énfase no que respeita a lajes,
dado ser esse o assunto do trabalho desenvolvido.

Assim sendo, o objectivo deste capitulo passa por, a partir de um elemento de laje sujeito a momentos
de célculo My, M, e My, tal como convencionalmente ilustrado na Figura 2.1, deduzir as expressdes
para determinacdo de armaduras em lajes pelo EC2.

My 4

——

¥ x

Mx
|V|><y 4 Mxy
Mx

“

My vMxy

vy

Fig. 2.1 — Esfor¢os de flexdo num elemento de laje
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Nesta capitulo e, ainda segundo Gupta, demonstrar-se-a que no caso de ndo existirem esforcos de
membrana, determinadas expressdes que tém por base esta metodologia, por exemplo as do EC2, que
ndo incluem os efeitos de interac¢do entre as camadas de armaduras superior e inferior na mesma

direcgdo, poderdo subestimar o dimensionamento, como num exemplo se verificara.

Neste capitulo aproveita-se também para apresentar as disposi¢des do Modelo Codigo 90 — MC90, o
qual sugere a utilizacdo do “Modelo das trés camadas” para resistir aos esforcos presentes em lajes.
Verificar-se-a que este modelo estd em sintonia com a metodologia apresentada por Gupta. Também
no que toca ao EC2, serdo apresentados os procedimentos descritos no Anexo F da versdo de 2004,
bem como os do Anexo A2 da versdo de 1991.

2.2. METODO GERAL RECORRENDO As EQUAGOES DE EQUILIBRIO

O método geral recorrendo as equagdes de equilibrio, sugerido por Gupta (1986), apresenta um
modelo de resolu¢do em que elementos de parede ou cascas sujeitos a esfor¢os de membrana N,, Ny,
N,y € a esfor¢os de flexdo My, M, e My, ilustrados como positivos convencionalmente na Figura 2.2,
sdo resistidos pelas resultantes das forcas de trac¢do nas armaduras superior ¢ inferior nas duas
direccdes, e pelas forcas de compressdo desenvolvidas nos blocos de betdo comprimido, como se
visualizam na Figura 2.5.

Chama-se a atengdo para o facto de que as consideragdes aqui apresentadas se baseiam em equacdes
de equilibrio considerando a ortogonalidade das armaduras, dispostas segundo os eixos cartesianos x e
y, como representados na Figura 2.2.

Mxy 4 My Ny aNy

——b X «-— X
Mx Nxy
Mxy Mxy Ny Nx
Mx Nxy
“- —
My 4 Mxy Ny v Ny
Ty vy

a) b)

Fig. 2.2 — Elemento de casca; a) Momentos aplicados; b) For¢gas de membrana aplicadas

Sendo que esta metodologia se aplica tendo em linha de conta forgas no plano, ha entdo a necessidade
de materializar os momentos em forgas e, segundo Gupta, Baumann sugere um brago de 0,84 entre as



Determinagdo de armaduras em lajes analisadas pelo MEF e submetidas a campos de momentos com torsores importantes

forcas nas camadas superior e inferior, onde % é a espessura do elemento de casca; este valor sera

utilizado no programa desenvolvido no ambito do presente trabalho.

Apesar do procedimento apresentado por Gupta ser aplicavel a elementos de casca, isto ¢, elementos
sujeitos a momentos e forgas, nesta dissertagdo apresentar-se-a o desenvolvimento das expressdes de
equilibrio em elementos de laje sujeitos apenas a esforgos de flexdo e tor¢do, com o intuito de

objectivamente correlacionar com o tema do presente trabalho.

Assim sendo, a Figura 2.3 mostra um elemento de laje com duas camadas de armadura orientadas nas
direcgdes x € y. A capacidade resistente da armadura passard a ser designada por N, N ., N,
e N, em que o indice s estd associado a armadura (steel), os indices x e y estdo associados a direc¢do
e t e b estdo associados a camada superior (top) e inferior (bottom), respectivamente.

Na camada superior desenvolvem-se linhas de rotura num plano vertical cuja normal faz um angulo 0,

com o ¢€ixo x no plano xy, ilustrado na Figura 2.4. Assim, o betdo esta sujeito a uma compressio
paralela a este plano, sendo a espessura da camada superior de betdo comprimido a,, como ilustrado
na Figura 2.5. Do mesmo modo, e para a camada inferior, 6, designa a normal ao plano de rotura, e

a, ¢ a espessura do correspondente bloco de tensdes rectangular no betao.

h

Fig. 2.3 — Elemento de laje com as camadas de armadura

Na Figura 2.3 estio representados também os respectivos bragos das armaduras em relagdo ao eixo
médio do elemento de laje, sendo hy e hy, os bragos das armaduras segundo a direc¢do x nas camadas
superior e inferior, respectivamente, e hy e hy, os bragos das armaduras segundo a direccdo y nas

camadas superior e inferior, respectivamente.

v X

//\Qb

v X

Camada superior Camada inferior

vy vy

Fig. 2.4 — Direcgbes das linhas de rotura



Determinacdo de armaduras em lajes analisadas pelo MEF e submetidas a campos de momentos com torsores importantes

Assim sendo, a partir das forcas a que a armadura resiste em cada direc¢éo x e y, dadas pelas equagdes

2.1)

Nsx = Nsxt + Nsxb Nsy = Nsyt + Nsyb

Q2.1

obtém-se os momentos resistentes das armaduras nas duas direc¢des ortogonais num elemento de laje
(2.2).

M, =-N_h +N

sxtxt sxbhxb MSY = _Nsythyt + Nsybhyb (22)

Sabendo que, de acordo com o EC2 (ver sec¢do 6.5.2), a tensdo de compressdo no betdo tem de ser
limitada a f  =f numa regido em que a escora estd transversalmente comprimida, ou a

f 4, =0,6v'f  no caso de a escora ser fendilhada por trac¢des transversais, entdo as for¢as no betdo

nas camadas superior e na camada inferior sdo dadas por (2.3), para o caso de compress@o maxima no
betdo limitada a £, .

a f

=-af,, o = T

(2.3)

Na Figura 2.5 ilustram-se estas forgas resistentes para o caso de compressdo maxima no betdo limitada
af,,.

- fed2
Nsxt
= f Net
< at <7
77777777777777777 hxt h 2
e —— (h-aty/
4 < ‘ A <7 4
<7
,,,,,,,,,,,,,,,,, has T fed2 (h-av)2
A <7 B ab 4 <7 J\kb
Nsxb
a) b)

Fig. 2.5 — Forgas resistentes num elemento de laje (na direcgdo x); a) Forgas a que a armadura resiste; b) Forgas

que o betao resiste

A partir das forcas apresentadas em (2.3) obtém-se os momentos correspondentes dados por (2.4).
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)th Mcb :__(h_ab)Ncb (24)

As for¢as e momentos resistentes num elemento de laje dados pelas equagdes (2.2) a (2.4), terdo estar
em equilibrio com as forgas e momentos actuantes. Como tal, vem que:

N,=N_ +N_sin’0,+ N, sin’ 6, (2.5)
N, =N_ +N, cos’6, + N, cos’ 6, (2.6)
N,, =-N,,sin6, cos6, — N, sin0, cosO, (2.7)
M, =M_ +M,_sin’ 0, + M, sin’ 0, (2.8)
M, =M, +M, cos’ 6, + M, cos’ B, (2.9)

M, =-M,sin6, cos®, —M, sin0, cosO, (2.10)

Através das equagdes (2.5) a (2.10) obtém-se as expressdes N, e N, em funcdo dos esforgos

aplicados ao elemento de laje. Assim sendo obtém-se:

M, =-M_senb, cos6, — M senB, cos6, (2.11)
1

M, :_E(h—at)th (2.12)
1

M, :—E(h—ab)NCb (2.13)

ny = —thsfbl’let COS et - Ncbseneb COoSs eb (2 14)
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M, =%(h—at)Nasen(9t cos 0, —%(h—ab)NcbsenGb cos 8, (2.15)
N _ —N,, —N,sen6, cos,
° senB, cosO, (2.16)
1 1 —N_.. —N_sen6, cos0
M. =—(h—a, )N _senf cos® ——(h—a s « : sen®, cosO
Xy 2 ( t ) ct t t 2 ( b ) Seneb cos eb b b (217)
1 1 1
M, —E(h—ab)NXy :E(h —a,)N_senb, cos6, +5(h—ab)thsen9t cos 0, (2.18)
1 1 1
M}(Y—E(h—ab)NXy =N_sen6, cos 6, E(h—at)+5(h—ab) (2.19)
onde
1 1 1 1 1 1 1 1 a +a
—(h-a,)+—(h—-a,)=—h-—a, +—h—-—a_=h—-—a ——a, =h———2"%=h
S(h-a)+-(h-a,)="h-Za +-h-—a, AT 5 ‘ (2.20)

Tal como se observa na Figura 2.5, esta expressdo (2.20) é o brago entre as forgas internas
desenvolvidas nas camadas superior ¢ inferior do betdo. Substituindo na expressdo (2.19), resulta:
M (h—a,)N,

_1
L) (2.21)
h_senb, cos 0,

ct

1
Mxy _E(h - ab )ny
N, = I (2.22)
Ehcsen29t

(h—ab)NXy —-2M,,

N, =—
“ h_sen26, (2.23)

10
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Da mesma forma obtém-se

(h—a, )ny +2M,,

N, =—
b h.sen26, (2.24)

As expressoes (2.23) e (2.24) aplicam-se para o caso de cascas, pois estdo em funcdo de esforcos de
membrana, N _, e de flexdo, M . Como o presente trabalho esta focado em lajes, tais expressdes

Xy ?

vém apenas em fun¢do dos esforcos de flexdo.

2M 2M

N = “Tw N, =
“ h,sen26, ®  h,sen26, (2.25)

Pelas expressdes em (2.25), observa-se a influéncia do momento torsor nas forcas N, e N, que se

desenvolvem no betdo, dependendo unicamente desse esfor¢o na auséncia de esforgos de membrana.
Assim, se verifica que o momento torsor determinard a verificagdo das tensdes nas bielas de

compressio no betdo.

Conforme referido no Capitulo 1, este trabalho tem por objectivo o calculo das armaduras em lajes,
Ny » Ny, € N, sendo que

a,,0, e 0, sdo também incognitas. Portanto, existem 8 incdgnitas para as 6 equagdes de

segundo as direc¢des x e y. Assim, 0 objectivo passa por determinar N

sxt 2 syb 2

a,,
equilibrio (2.5) a (2.10), o que significa que 2 incdgnitas terdo de ser inicialmente arbitradas. Nesse

caso serdo os angulos de 6, e 6, , escolhidos de forma a minimizar o consumo total de armadura.

De forma a obter as expressdes que permitirdo o calculo da armadura nas camadas exteriores,
apresenta-se de seguida a dedugdo de N_, . Partindo das seguintes expressoes:

c 2 c 2
N, =N, +N_sin" 6, + N sin” 0,

(2.26)
Nsx = Nsxl + Nsxb

(2.27)
Msx = _Nsxthxt + Nsxbhxb

(2.28)
N, =N_ +N_, +N_sin’0, + N sin’ 6,

(2.29)

M‘x + Nsx hx

N, = e (2.30)

xb

11



Determinacdo de armaduras em lajes analisadas pelo MEF e submetidas a campos de momentos com torsores importantes

M_+N_h . .
m—smm+th sin? et +Ncb sin? eb (2.31)

xb

NX = NSX1 +
h

h M . .
N, (1 +_Xt] =N, ——*-N, sin’ et -Ng sin’ 6b (2.32)

xb xb

Substituindo a expressdo (2.11) na equagdo (2.32) resulta que:

h M 2M . 2M,, .
N |1+ |=N, ——=—— 4jn*Q9, +—>—sin’ O, (2.33)
hy, h, h.sen20, h sen20, '
Sendo que
(B by b _hy+h, b .
hxb hxb hxb hxb hxb ( ) )
logo substituindo na expressdo (2.33) em cima vem que:
h, M, h 2M, . h 2M, . h
N, ,=N -2 ____ ¥ 4pn’gL+— 2 5in’0, 20 (2.35)
h, h, h,_ 2h:senb, cosb, h,  2h_enO, cosO, h, '
hx Msx MX hx MX hx
B T N T 236)

Para que a expressdo (2.36) seja escrita em func¢do dos esforgos aplicados, M_ pode ser deduzido a

partir da expressdo (2.8) da seguinte forma

Msx = Mx _Mct Sin2 et - Mcb Sin2 eb (237)

Tendo em ateng?o as expressdes em (2.4), resulta que:

12
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M, =M, +%(h_at)th sin® @, —%(h—ab)NCb sin® 0,

(2.38)
sendo N, e N expressos pela equagdo (2.25), d4 assim origem a:
1 M 1 M
M_=M_-—(h-a,)—= sin’0,+—(h—a, )] —=—sin’ O
* 2 ( Y h_sen20, 2 ( ) h_sen26, b (2.39)
1 M, 1 M,
MSX:MX+5(h—at) - ytan61+5(h—ab) hytaneb (2.40)

c c

Portanto, estando também M__em fung¢do dos esforgos aplicados, pode-se entdo obter a expressdo para
N

sxt *

M M M
N, =Nx—"b—&—l(h—at) = taneli—l(h—ab) = tanﬂbi— ~ tan O, LN +
hX hX 2 hC hX 2 C X C
. (2.41)
+—tanf, 2
C hx
h M, M 1 1 h M 1 1 h
N, =—2N, ——-——2tan0,| —=(h—-a, )—+-—2 [+—tan0,| ——(h—a, ) —+-2
N 1(2( ‘)hx th . b( 5 b)hx hxj (2.42)
. v M hy, + - (h-a, hxb—%(h—ab)
N, ,=-2N ————"tan6 +—tanf, | —=——
sxt hx X hX hc t hx hc b h (243)

Tal como ja anteriormente mencionado, o presente trabalho estd direccionado para lajes sujeitas

unicamente a esforgos de flexdo e tor¢do, logo a parcela referente ao esfor¢o de membrana é nula,
resultando:

h h n (2.44)

13
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Esta equagdo pode escrever-se da seguinte forma:

M, M, M,
W= *C,, tan6, +h—yCth tan 0, (2.45)
em que:
h,+—(h-a,) hy,—-(h-a,)
an :2— Cxtb =2— (246)
h, h,

Do mesmo modo, podem-se obter as outras expressdes que permitem o calculo dos esfor¢os nas
camadas de armadura superior ¢ inferior. Portanto, as equagdes (2.1) a (2.25) conduzem a:

M, M, M,
= - X _ - ~C,, tan®, +h_yCth tan O, (2.47)
My Mxv M"y
. =_h——h—Cyncotg9t +h_Cy‘b cot g0, (2.48)
y c ¢
M, M, M,
w =T X _ - *C,, tan0, + - ~C,,, tan @, (2.49)
Mo B cotgd, 4 Cpcoted (2.50)
s = 5 Lypcotgh +——0C,cotgo, =
Y hy hC Y hc Y
em que,
h,+—(h-a,) hy+-(h-a,)
C,, R a— Cyon T (2.51)
1 1
hy+ (h-a,) hy+ (h-a,) (2.52)
_ C. =
yit h yob h
y y

sdo designados por coeficientes directos e

14
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hxt+%(h—at) hxb—%(h—ab)
bet :h—x Cxtb =h—x (2.53)
h, +(h-a,) h, - (h-a,)
M t ) b (2.54)
Cybt h Cytb h
y y
por coeficientes cruzados, onde
h =h, +h, h,=h, +hy, (2.55)

As equagdes deduzidas por Gupta (1986), permitem calcular a armadura necessaria na camada

superior, bem como na camada inferior. Assim sendo, esta-se perante as equac¢des que permitem
determinar as armaduras em lajes segundo o “Modelo das trés camadas”™. Os coeficientes C,,,, C,,

C. e Cy[b,

armaduras segundo x e y ndo se localizarem ao mesmo nivel (h, #h ,h, #h ) e a resultante do

b designados por Gupta por coeficientes cruzados, s@o introduzidos devido ao facto de as

bloco de tensdes no betdo se localizar ainda a outro nivel. Se estes coeficientes cruzados forem nulos e
os coeficientes directos C,,, C,, C,,, e C,, forem unitdrios obtém-se exactamente as expressdes de

xtt 0 “ytt o
dimensionamento na camada superior ¢ inferior sujeitas a esfor¢os de membrana. No presente trabalho

tais esforgos sdo devidos a esforcos de flexao, conduzindo a

N.,.,=N_+N 0, = M, M, 0
sxt Xt + xyt tan t hX - hC tan t (256)
My MXY
Ny, =N, + N, cotgb, = 5 —h—cot g0, (2.57)
y c
M, M,
Ng» =N, + N, tan 6, = 0 2 +h—tan 0, (2.58)
Mx MX}'
Nsyb = Nyb + nyb cotgd, = 0 + 5 cotgo, (2.59)

De forma a visualizar a questdo dos coeficientes cruzados serem nulos e os coeficientes directos serem
unitarios, apresenta-se a Figura 2.6. Constata-se que sendo a distancia ao folheto médio das armaduras
e do bloco de tensdes no betdo a mesma, os coeficientes cruzados se anulam e os directos tomam o

valor unitario.

15
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Not Nisxt
at
<
,,,,,,,,,,,,,,,,, (h-a)/2 hut
4 L4 2
<
***************** (h-av)/2 hio
A
ab N
Nob Nsxb

Fig. 2.6 — Posicao das armaduras e da resultante do bloco de tensdes no betdo no mesmo nivel

Repare-se que se nestas expressdes 0, e 0, tomarem o valor de 7/4, surgem as expressdes do EC2

na versdo de 1992. Portanto, chega-se as equag¢des que permitem a determinacdo da armadura
necessaria a colocar no elemento de laje segundo um cédigo internacional — o EC2. Quanto a versdo
de 2004 do EC2, difere apenas no facto de apresentar expressdes envolvendo tensdes em vez de

momentos (tanto no betdo como nas armaduras).

Quanto as for¢as de compressdo no betdo, estas podem ser obtidas através das equagdes (2.25). As

tensdes no betdo podem ser calculadas a partir das equagdes (2.3):

th = _atfch (260)
N, =-a,f, (2.61)
dando origem a
_ th _ Ncb
f, = Ta fy, = T, (2.62)

Apesar desta analise apresentar um aspecto algo delicado, dado o conjunto de equagdes envolvidas, a
sua percep¢do fisica ¢ facilmente interpretada. As expressdes apresentadas de (2.47) a (2.50)
correspondem a distribuicdo dos esforcos de flexdo e tor¢do pelas armaduras nas camadas superior ¢
inferior mediante transformagdes estaticas, tal como no MC90. Isto é: (i) o momento flector em cada
direc¢@o conduz a um binario que sera equivalente a for¢as nas armaduras superior e inferior na
respectiva direc¢do; (ii) o0 momento torsor conduz a um binario que sera equivalente a forcas de corte
na camada superior ¢ inferior de betdo; (iii) as expressdes (2.51) a (2.54) traduzem a influéncia dos
momentos de interac¢@o entre as camadas de betdo e as diferentes camadas de armadura, pelo facto de
todas estas forgas se localizarem em niveis diferentes, levando ao aparecimento de momentos

adicionais, AM , tal como Gupta definiu.
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No que respeita a esta ultima observacédo, achou-se oportuno uma melhor abordagem no que respeita
ao aparecimento de momentos adicionais, AM, pois segundo Gupta, estes sendo negligenciados,
poderdo levar a um sub-dimensionamento da armadura necessaria. No entanto, quando sé existe uma
camada de armadura, superior ou inferior, tal efeito de interac¢do entre camadas no existe, sendo
correcta a pratica corrente.

Assim sendo, passar-se-a de seguida a dedugdo dos momentos de calculo tendo em consideracdo AM ,
a partir das expressdes (2.47) a (2.54):

Mx Mx
sxt == == s xtt tanet + s C
h h h

X C C

o tan 6y (2.63)

b = h - 4bp tan 0, (2.64)
M, M, h,+— (h a ) M hxb_l(h_ab)
N, =——*— tan @, + — 2 tan 0, (2.65)
b h hx h, h.
1 1
h,——(h-a,) h,+—(h-a,)
M xt t M Xt b 2.66
be:&_ Xy 2 tan©, + - 2 tan O, ( )
h, h, h, h, h,
M M
h N, =-M, - h, +— (h a ) |tan®, +—> hxb—l(h—ab) tan @, (2.67)
hc h, 2
M, 1 M,,
h N, =M, —h—y hxt—E(h—at) tan 0, + —= - h, +— (h a,) |tan@, (2.68)

Resolvendo a equago (2.68) em ordem a Mx, e posteriormente substituindo na expressdo (2.67),
resulta que:

h N_, M h,+—(h- tan © M h, +—(h- tan 0
X sxb hC 2( a’) an t hc ( ab) an b
M, 1 M, 1

—hcy[hxb;(h—aaj 5 b =g (ha,) Jane,

(2.69)

M, M,
h Ny =Ny === b, +2(h a,) [tan®, +——=| b+ (h a,) |tan®, —
C ) (2.70)

M M
—h—"y[hxb —%(h -a, )jtan 0, +h—xy(hXb —%(h —a, )jtan 0,
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M, 1
h N, =-h N_, — o h, +— 5 (h a)+hy —E(h—a‘) tan @, +
M. 1 (2.71)
+—2 h, +— (h a,)+h, ——(h—a,) |tanB,
h, 2
M, M,
thsxt = _thsxb - h hx tan et + h hx ta'neb (272)
0,=| N, +N My 0 b,
tan®, =) N, + N, + h tan O, M, (2.73)
Depois de deduzido tan 0, , substitui-se na expressdo (2.67), resultando no seguinte:
M,
h N =-M - - [h += (h a ))tanet +
’ (2.74)
M M
+—= (hxb —l(h—ab)j N, +N,, +—tan8, b,
h, 2 h, M,
1 1
thsxt - hxb _E(h_ab) Nsxl = hxb _E(h _a’b) Nsxb _Mx -
| M. (2.75)
h, +— (h a,) |tan® +| h _E(h_ab) - L tan 0,
(h —hy + (h ab)j (h b _%(h_ab)JNsxb -M, -
2.76)
M (
——tan® (h += (h a)—h, +l(h—ab)j
h, 2
M,
h —h, +— (h a,) |=|hy (h a,) [Ny, —M, — - tan 6 h, (2.77)
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(hxt + %(h - ab )stxt = (hxb _%(h - ab )stxb - Mx - Mxy tan et (278)
M, =AM-M, -M, tan6, (2.79)

Verifica-se com esta ultima equacdo (2.79) o momento a que a camada de armadura superior estara

sujeita no caso de as armaduras e a resultante do bloco de tensdes se localizarem em niveis diferentes.
Apesar de aparentemente tratar-se de uma incongruéncia ao associar-se 0 momento M_, a camada

superior segundo a direccdo x, quando as camadas superior e inferior se associam esfor¢cos N
(deduzidos de um unico momento flector que gera trac¢des numa camada e compressdes na camada

oposta), verifica-se de facto segundo Gupta, que a camada superior segundo a direcgdo x estara sujeita
aum esforco N originado por um momento M_, que ¢ a soma de duas parcelas: (i) uma constituida

pelasomade M, e M, a qual € comum no célculo do esfor¢o N, para a camada inferior; (ii) outra
constituida pelo AM, que materializar-se-a num acréscimo de esforgo axial AN verificado s6 para a
camada superior segundo a direc¢do x. Através das expressdes (2.86) e (2.87), constata-se que para
cada camada superior ¢ inferior em cada direc¢do estd associado um AM diferente um dos outros. Dai

o facto de associar-se 0 momento a propria camada, dado que cada camada da mesma direc¢@o estara
sujeita a momentos diferentes devido ao AM , ndo obstante também da diferenca na soma de M_ e

M, sendo no entanto uma diferenca de sinais. Como se constata na Figura 2.7, as armaduras e a

resultante do bloco de tensdes estdo a niveis diferentes.

? i Nsxt
at o N
J ,,,,,,,,,,,,,,,,, ° } (h-au)/2 h
A e 4 i,
: T
77777777777777777 (h-an)/2 hsb
an Y Neb J
777777777777777 Nsxb

Fig. 2.7 — Posigéo das armaduras e da resultante do bloco de tensdes em niveis diferentes

Assim sendo, e em correspondéncia com a dedugdo em (2.78), verifica-se o seguinte:

(i) no primeiro membro tem-se que h, +1/2(h—a,) ¢ a distdncia correspondente ao brago da

armadura superior em relagdo a resultante do bloco de tensdes na camada inferior no betdo, a qual
multiplicada pelo N_, d4 o momento total resistente da armadura da camada superior (ver (2.79));
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(i1) quanto ao segundo membro, este dd 0 momento total a que a armadura superior estara sujeita e, tal

como se constata, para além do M e do M aparece também outro termo, (hxb -1/2(h-a, ))N

que ¢ o momento adicional devido a localizagdo da camada inferior de armadura estar a um nivel
diferente da resultante do bloco de tensdes na camada inferior no betdo, que Gupta definiu. Assim se a

armadura inferior ndo for necessaria, este momento adicional ndo existe.

Em Gupta (1986), apresenta-se o primeiro membro ¢ o primeiro termo do segundo membro da

equacdo (2.79) de forma a introduzir os coeficientes cruzados e directos, tal como se ilustra a seguir:

| h, +%(h—ab)
Msxt = (hxt +5(h - a'b )stxt :h—thsxt = bethNsxt
1
1 h, _E(h_ a,)
A1\/stt = [hxb _E(h - ab )stxb =—hxj[\lsxb = CxtthNsxb

X

Procedendo-se de igual forma para a obtenc@o dos restantes momentos, resulta que:

M, =AM, +M_ +M_ tanb, M, =AM, + M, + M cotgh,
Msxb = AMsxb + Mx + MXy tan eb Msyb = AMsyb + My + MxyCOtgeb
Onde
Msxt = _bebthsxl MSY‘ = _CybbhyNSYl
Msxb = CxtthXNsxb Msxb = CynhyNsyb
AMSXI = _Cxlbthsxb AMsyt = _CytbhyNsyb
AI\/stb = betthsxt AMsyb = CybthyNsyt

(2.80)

(2.81)

(2.82)

(2.83)

(2.84)

(2.85)

(2.86)

(2.87)

De forma a constatar a influéncia de AM na obten¢do do momento total final, apresenta-se de seguida
um exemplo numérico em que: M, = M, =100 kN.m, M, = 150 kN.m e se admite 8, = —6,= 7/4.
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Obtém-se entdo:

M, =AM, =M, =AM, =-50 (2.88)

Msxb - A1v[sxb = Msyb - Alv[syb = 250 (289)

Através das expressdes (2.82) e (2.83), resulta que:

C,
A1v[sxl = _C_thsxb (290)
xtt
Cx
A1v[sxb == C > Msxt (291)
xbb

Admitindo
h, =hy =0,8h, h,, =hyt =h, =hyb =0,5h, =0,5hy =0,4h e a, =a, =0,4h

de forma a que as resultantes de armadura e do bloco de tensdes nas bielas de betdo para a mesma
camada estejam a niveis diferentes, sendo neste caso essa diferenca de 0,1h, as equagdes (2.90) ¢

(2.91) resultam no seguinte:

h, -1/2(h- 0,4h—1/2(h —0,4h
AMsxt = = / ( ab)Msxb == , / ( , )Msxb == Ojlh Msxb :_lMSXb 2 92
h, +1/2(h-a,) 0,4h +1/2(h—0,4h) 0,7h 7 (2.92)

h, —1/2(h- 0,4h—1/2(h—0,4h
am,, = RaV20Za) o 02 08h) o Odhy Ly
h,+1/2(h-a,) 0,4h+1/2(h-0,4h) 0,7h 7
Logo,
1
A1v[sy1 = _7Msxb (294)
AM., =—1M
syb__7 sxt (2.95)

Substituindo em (2.88) e (2.89) resulta que:
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sxt + %Msxb = _50 (296)
M ! M_, =250
sxb +7 sxt (297)
obtendo-se
M, =M, =-87,5kN.m (2.98)
Msxb = Msyb = 262, 5kN.m (299)

Note-se que desprezando AM os momentos totais de calculo seriam M, =M, =—50kN.m e

M, =M, =250 kN.m. Como se constata nesse exemplo, negligenciando AM tém-se erros

consideraveis na obten¢do dos momentos de calculo, que sdo de 5% para a camada inferior e de cerca
de 43% para a camada superior. Assim, observa-se que este efeito que Gupta evidenciou, poderd em

determinados casos levar a um sub-dimensionamento das lajes.
Repare-se também que no caso de a,=a, =0,2h os momentos AM_, e AM_, seriam nulos,

concluindo-se entdo que quanto mais desniveladas estiverem as forgas das armaduras e a resultante do
bloco de tensdes no betdo maiores serdo os momentos adicionais, pelo que sendo negligenciados
poderdo em determinados casos causar problemas.

Ainda no que respeita a esta questio dos momentos adicionais, ha a tecer algumas apreciagdes que
certamente revelam-se pertinentes: (i) o AM ¢ calculado depois de efectuado o dimensionamento que
se adopta correntemente; (ii) constata-se que o valor de AM, por exemplo da camada superior
segundo a direc¢do x, depende exclusivamente das caracteristicas da camada oposta no que toca ao
valor de armadura N, e a espessura da bielas comprimidas a, , dai cada camada apresentar um valor
de AM diferente uma das outras e, desse modo associar-se os momentos as camadas; (iii) verifica-se
pelas expressdes (2.25) que as espessuras das bielas comprimidas s@o em fun¢do dos momentos
torsores, constatando desta forma que a, e a, serdo aproximadamente iguais, ndo contribuindo assim
para a diferenca entre os AM na mesma direc¢do; (iv) assim os AM serdo diferentes na mesma
direc¢@o consequéncia da diferenca do valor de armadura a colocar nas respectivas camadas e pela

resultante do bloco de tensdes na camada no betdo e de armadura estarem a um niveis diferentes.

Portanto, os efeitos dos momentos adicionais AM resultardo como consequéncia da localizagdo das

resultantes de armadura e do bloco de tensdes nas bielas de betdo para a mesma camada, superior ou
inferior, estarem a niveis diferentes, intervindo também na ordem de grandeza dos AM, o valor de

armadura.

No que toca a esta questdo dos momentos adicionais, ela ndo sera aqui novamente discutida (dado que

a implementagdo baseada no EC2 nio fala desse assunto) face a um dos objectivos da presente
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dissertacdo, que passa pela exploracdo dos procedimentos preconizados pelo EC2 na determinagéo de
armaduras em lajes de betdo armado.

Sendo assim, as equagdes a utilizar para a determinagdo das armaduras em lajes sdo as apresentadas
em (2.14), sendo que o procedimento de calculo ¢ iterativo, para o qual se apresentam o0s passos a
efectuar:

@ Para a primeira iteragdo de calculo assume-se que a, =a, =0,2he 0, = —6,= n/4.
) Calculode N, e N, pelas equagdes (2.25).
(I00) Calculo de f_ e f, segundo (2.62)

(IV)  Compararam-se as tensdes f, ef, com f_,. Se (f,vf,)>f,, recalcula-se a, ou a,
pelas expressoes (2.3) e volta-se ao ponto (II).

V) Calculados a, e a, determinam-se os respectivos bragos das forgas internas,

determinando as armaduras segundo as expressdes (2.56) a (2.59).

Em anexo 1, exemplifica-se com varios exemplos o processo iterativo aqui apresentado, o qual foi

também utilizado no programa desenvolvido neste trabalho, designado DesignSlab.

2.3. DisPOSICOES DO MODELO CODIGO 90 — MC90

Segundo 0 MC90 o modelo aproximado para resistir aos esfor¢os presentes em lajes ¢ o “Modelo das
trés camadas” (“Three-layer Plate Model”), o qual consiste tal como o nome sugere, em dividir o
elemento em trés camadas, a designar — camadas exteriores (camada superior ¢ inferior) ¢ camada
interior. Sendo que as camadas exteriores fornecem resisténcia para os efeitos no plano devido aos
esforcos de membrana e de flexdo. Quanto a camada interior, esta assegura a transmissdo do corte
entre as camadas exteriores e, tem também como papel resistir ao esfor¢o transverso. Como o presente

trabalho trata de lajes, as camadas exteriores fornecem apenas resisténcia aos esforgos de flexao.

Este mesmo codigo sugere que numa primeira analise dum elemento de laje sujeito aos momentos m,
e my, paralelos as direc¢des da armadura, a verificagdo a flexdo deva ser feita segundo o artigo
relacionado com os efeitos da ac¢fo axial (ver MC90, Cap. 6.3.2) e a verificacdo ao esforgo de corte

segundo o artigo relacionado com o corte em lajes (ver MC90, Cap. 6.4.2).

No entanto, na generalidade dos casos, as lajes estdo sujeitas a momentos mx, my ¢ mxy por unidade
de comprimento. Logo, e segundo o MC90, a verificagdo devera ser efectuada baseando-se num
modelo no qual as camadas exteriores resistem aos efeitos do plano devido aos momentos, ou seja,
como se tratasse de um elemento sujeito ao estado plano de tensdo.

De facto, pode-se transformar os esfor¢os de flexdo em esfor¢os de membrana dividindo os primeiros

pelo respectivo brago, como de seguida sera ilustrado na Figura 2.8.
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Pkl
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Camada Superior Camada Inferior
I Nx
—P» +“—— 4 —

i r

vt vy t

Fig. 2.8 - Forgas nas camadas exteriores e interior devido aos momentos my, my € myy

No que diz respeito as forcas de corte originadas pelos momentos torsores, observa-se na Figura 2.9
em elemento de laje, onde se ilustra o modelo de resisténcia a esses esfor¢os.

Camada Superior
Camada Interior

Camada Inferior

i

Fig. 2.9 — Exemplo do modelo de resisténcia aos momentos torsores

Também para os bordos livres das lajes, 0 MC90 preconiza algumas considera¢des a tomar como as de
colocar armadura perpendicularmente ao bordo livre, de forma a haver uma maior area por unidade de
comprimento, a qual devera retornar na camada oposta na mesma direc¢do com o objectivo de prover

também as camadas de resisténcia a tor¢do. Assim, facilmente se percebe que utilizando armaduras em
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U se materializaria esta solugdo evocada pelo MC90, a qual deve ser inserida nas camadas exteriores e
sobreposta com a armadura superior ¢ inferior de flexdo, tal como ilustrado na Figura 2.10.

Fig. 2.10 — Armaduras em U para os bordos livres

Assim sendo, e como ilustrado na Figura 2.8, os efeitos nas camadas exteriores devido as cargas sdo
expressos em momentos por unidade de comprimento, nas direc¢des paralelas a armadura, ou seja, aos
eixos x ¢ y. Admitindo como nota¢do a apresentada no Codigo em estudo (MC90 — Cap. 6.4.1), vem

que:
Mgy = Mgy | 2, (2.100)
gy =Mgy, | Z, (2.101)
Vsax = dexy / ny (2 102)
Onde:

z_ ¢ o brago entre a forga de trac¢do na armadura e for¢a de compressdo no betdo na direc¢ao x

z, é o brago entre a for¢a de trac¢do na armadura e a for¢a de compressdo no betdo na direcgdo y

z,, € o brago entre as forgas de corte das camadas superior e inferior.

Ainda segundo o MC90, “uma aproximagao para z,, pode geralmente ser tomada como 2/4/3, onde / €
a espessura da laje. Deve ser notado que na generalidade dos casos a dimenséo z, € z, € a distancia

entre os centros das resultantes de compressdo no betdo e de tensdo na armadura. A dimensdo z,, €

sempre entre os centros das forgas no betdo.”
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2.4. METODOLOGIA APRESENTADA PELO EUROCODIGO — EC2

O Eurocddigo 2 apresenta na actual versdo expressdes relativas as armaduras de trac¢do para tensdes
no proprio plano, ndo diferenciando o tipo de estrutura em questio. Neste sentido, tais expressdes tem
aplicabilidade tanto para paredes, lajes e cascas, ou seja, para estruturas laminares. No entanto, na
anterior versdo apresentava expressdes simplificadas para lajes envolvendo esfor¢os, que por sua vez

ndo previa critérios de verificagdo das bielas de compressdo desenvolvidas no betdo.

Assim apresenta-se de seguida os dois métodos:

2.4.1. EUROCODIGO 2 — VERSAO 1992

De acordo com esta versdo, o método a seguir baseia-se na escolha de um sistema de eixos x-y, a que

correspondem os momentos por unidade de comprimento my, my e myy, tais que m, = m,. Desta

Xy
forma, armaduras para resistirem aos momentos UltImos mygy, M’u4x, Mygy € M’y deverdo ser
colocadas nas direc¢des X-y, em que mygx € Mygy S40 momentos que produzem trac¢des na face inferior
da laje e m’ 4, € m’ 4y produzem tracgdes na face superior da laje. Assim sendo, os momentos ultimos

deverdo ser obtidos a partir dos valores de m,, m, e m,, como de seguida se apresenta.

m, g =m, + ‘mxy (2 103)
m, 2 —‘mxy =
m udy = my + ‘m Xy
m,, =0
“ , (2.104)
m,_ < —‘mxy = _ + m,
M, =m, |m
X
' —
m g, =—m, + ‘mxy
m, <|m,|= (2.105)
) '
m g, =—m, +‘mxy
l’}’lW2
m'udv _mx 1
m, >|m,|= |m, (2.106)
m' 0

De realgar o facto destas expressdes ndo incluirem os efeitos de interac¢do entre as diferentes camadas

de armadura e as resultantes de compressao no betdo, conforme demonstrado por Gupta (1986).
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2.4.2. EUROCODIGO 2 — VERSAO 2004

Nesta versdo actual, o Eurocodigo no Anexo F, define expressdes segundo tensdes e ndo segundo

esforcos, tal como a anterior versdo apresentava. Na versdo 2004, as armaduras de trac¢do num
elemento sujeito a tensdes ortogonais no proprio plano o, , 0., € Ty, podem ser calculadas

utilizando o método que se indica a seguir:

Considera-se o0,

X

>O'Ed}

)

, em que as tensdes de compressdo sdo consideradas positivas;

2 ~ ~ ;o
* Se 0,,>0 A 04, >0 A 0y Opy >7T 4, 030 s80 necessarias armaduras. No entanto, a

tensdo de compressdo maxima no betdo ndo deve ser superiora f,;

2 ~ Lo
* Se 04 <0 A 0py.Opy T4, s80 necessarias armaduras;

' — —_
f tdx ‘TEdry‘ O-de

' —
" Para O-de < ‘Tdey‘ = f tdy _‘Tdey _O-Edy
O-cd = 2‘Tdey
f ’Idx = 0

2

f, _ T Edxy -
wdy Edy
Edx

= Parao,, >‘Tdey =

2
Tdey
O-Cd = O-de 1+

O-de
f '
ASX — ftdx . h
» Obtidas as tensdes /', ¢ [, determinam-se as armaduras svd
. p
A, =—"h
fsyd

* A tensdo no betdo, 0, , deve ser verificada.

Note-se que segundo o Anexo F da versdo de 2004 do EC2, as resisténcias a trac¢do conferidas pelas

armaduras sdo determinadas a partir de:

f 'tdx = px“fsyd
f 'tdy = py'.fsyd

em que p, € p, sdo as taxas geométricas de armaduras, segundo os eixos x e y. Assim sendo, as

expressdes f', e f', sdo tensdes ficticias que existem nas areas traccionadas, conduzindo a que as
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expressdes que permitem determinar o valor das armaduras A4, e A4, venham afectadas da

correspondente camada traccionada /4.

O procedimento em cima apresentado deve ser efectuado tanto para a camada superior e para a
camada inferior. No que respeita a condi¢do de ndo esmagamento do betdo, segundo o Eurocodigo 2,
existem duas situagdes distintas que determinam o calculo da resisténcia & compressdo do betdo, como
se ilustra de seguida:

= Zonas fendilhadas

O valor de calculo da resisténcia a compressdo do betdo deve ser reduzido em zonas
comprimidas fendilhadas, tal como ilustrado na Figura 2.11.

A A A A GRd,max

v v v v

Fig. 2.11 — Visualizagdo duma regido fendilhada

Jok

Neste caso deve-se verificaro,, <0,6.v'.f,,, com v'= (1 _ﬁ)

= Zonas ndo fendilhadas

O valor de célculo da resisténcia a compressdo do betdo numa regido com tensdes de

compressdo transversal ou sem tensdes transversais, como se observa na Figura 2.12, deve
verificar o, < f,,

Fig. 2.12 — Visualizagdo duma regido nao fendilhada

Realga-se, como ja anteriormente referido, o facto de que o MC90 para zonas ndo fendilhadas
diferir do EC2, sugerindo que o, <0,85v".f,,. O factor 0,85 esta relacionado com a limitag¢do

o

de tensdes elevadas e o factor V'z(l——'j esta directamente relacionado com os betdes de

alta resisténcia, os quais apresentam curvas de resisténcia & compressdo com uma rapida queda
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a partir do ponto onde atingem o seu maximo valor. Com o intuito de precaver esse aspecto, o

MC90 sugere a utilizacdo daqueles factores.

2.5. CONSIDERAGOES FINAIS

No que toca a este capitulo, para o qual se pretendia expor toda a metodologia base das expressdes
apresentadas pelo EC2, dado que o programa desenvolvido DesignSlab ¢ baseado nos procedimentos
recomendados pelo EC2, ha algumas aprecia¢des a considerar.

Em primeiro lugar, constata-se que todo o procedimento desenvolvido inicialmente por Gupta ¢ a base
das metodologias sugeridas por alguns codigos internacionais tais como o MC90 e o EC2, sendo
denominado por “Modelo das Trés Camadas”.

Em segundo, com a dedugdo das expressdes relacionadas com os momentos adicionais
AM, compreendeu-se a origem desses esforgos, os quais existirdio como consequéncia da localizag¢do
das resultantes de armadura e do bloco de tensdes nas bielas de betdo para a mesma camada, superior

ou inferior, estarem a niveis diferentes. Verificou-se também que o valor da armadura intervém na
ordem de grandeza dos AM, tal como previsto pelas expressdes (2.86) e (2.87).

Constatou-se também que as expressdes (2.86) e (2.87) assumem valores diferentes uma das outras,
levando a associar momentos pelas respectivas camadas, superior ou inferior, segundo as direc¢des x
ou y. As razdes para essas diferencas sdo as que se proferiram para a justificagdo do aparecimento dos
momentos adicionais, sendo que apesar das espessuras a, € a,também constarem nas expressoes
(2.86) e (2.87), observou-se que ndo contribuem para essa diferenca, pelo facto de dependerem
exclusivamente dos momentos torsores, ver expressdes (2.25), o que conduzird a valores de a, e

a, muito proximos.

Dado que a implementagdo baseada no EC2 nfo fala desse assunto e, portanto, face a um dos
objectivos da presente dissertacdo, que passa pela exploragdo dos procedimentos preconizados pelo
EC2 na determinacgdo de armaduras em lajes de betdo armado, ndo se desenvolverd mais este assunto

no decorrer da presente dissertagao.

No entanto, seria interessante em futuros trabalhos a aplicagio duma ferramenta que incorporasse os
momentos adicionais que Gupta prevé, de forma a comparar resultados com e sem esse efeito, e

consequentemente alertar, se fosse caso disso, para as situacdes que ndo deveriam ignorar esse efeito.

Constatou-se que as expressdes f', e f', preconizadas no Anexo F da versdo de 2004 do EC2 sdo

tdy
tensoes ficticias que existem nas areas traccionadas, ou seja, nas camadas superior ou inferior, sendo
portanto definidas pela percentagem de armadura multiplicada pela tensdo de calculo de cedéncia da

armadura. Assim, consequentemente, as expressdes que permitem determinar o valor das armaduras
A, e A, vém afectadas da correspondente camada traccionada /.
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3

CODIGO DESENVOLVIDO PARA
DIMENSIONAMENTO DE
ARMADURAS EM LAJES

3.1. INTRODUGAO

O calculo automatico de armaduras em elementos estruturais é hoje em dia uma realidade, devido a
grande proliferacdo dos computadores que possibilitaram o desenvolvimento de programas que
permitem a obtengdo rapida de resultados. Deste modo, o presente trabalho enquadra-se nesta
perspectiva, uma vez que o principal objectivo passa pelo desenvolvimento de um programa que a
partir dos esfor¢os actuantes nas lajes obtidos por um programa de analise pelo MEF, se determinem

automaticamente as armaduras nessas estruturas.

Assim sendo, neste capitulo visa-se a apresentagdo do programa desenvolvido para o
dimensionamento de armaduras em lajes submetidas a campos de momentos genérico. Este programa,
designado DesignSlab foi desenvolvido na linguagem Matlab, no qual se desenvolveu um interface
grafico que permite ao utilizador a introdugdo da geometria da laje e dos materiais betdo e aco.
Posteriormente, essa informacao sera processada juntamente com os resultados da analise pelo MEF,
aplicando-se o0 EC2 como metodologia para a obtengdo das armaduras nas lajes, sendo finalmente
exportadas as distribui¢des de armaduras nas lajes e das tensdes de compressdo nas bielas de betdo.

Quanto a analise pelo MEF, que no presente trabalho foi efectuada pelo programa Robot Millennium,
os resultados a fornecer ao programa DesignSlab sdo os momentos flectores e torsores actuantes nas
lajes, bem como as coordenadas dos nos dos elementos finitos utilizados na discretizagao.

Entre a utilizacdo do programa Robot Millennium e do programa DesignSlab recorre-se ainda ao

programa Excel, para o qual serdo exportadas as tabelas dos esfor¢os anteriormente referidos.

De forma a visualizar o que o programa DesignSlab efectua, apresenta-se na parte final deste capitulo
a aplicagdo a um caso de estudo, para o qual se ilustram as distribui¢des de armaduras e das tensdes de
compressdo nas bielas de betdo.

Por fim, termina-se o presente capitulo com as consideragdes mais pertinentes.
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3.2. UTILIZAGAO DO PROGRAMA DE CALCULO AUTOMATICO DESIGNSLAB

Para a escrita de um codigo computacional existem varios tipos de linguagem e de ferramentas de
programacgdo, dentre os quais se inclui o Matlab — MATrix LABoratory, a partir do qual se
desenvolveu o algoritmo de calculo automatico DesignSlab.

O Matlab ¢ um programa com grandes capacidades para efectuar célculos cientificos com grande
aplicagdo na area da engenharia. Este programa apresenta uma vasta gama de fung¢des predefinidas, a
partir das quais a programacdo pode ser desenvolvida de uma forma mais simplificada, o que torna
este sistema computacional mais flexivel, de facil utilizacdo e vantajoso em relagdo a outras

linguagens de programacao.

O funcionamento do programa DesignSlab passa essencialmente pela utilizacdo do Matlab, mas
previamente ¢ necessario recorrer a uma analise elastica linear de lajes pelo MEF (por exemplo pelo
programa comercial Robot Millennium), de forma a obter os esforcos actuantes na estrutura —
momentos flectores e torsores. Esta informacdo ¢ posteriormente utilizada pelo programa DesignSlab,
a partir da qual se obterdo representacdes graficas com quantidades de armadura a dispor

ortogonalmente nas lajes e as verificagdes das compressdes no betdo.

Os passos a efectuar para a obtencdo destas distribuicdes de armaduras a partir do programa

DesignSlab séo ilustrados de seguida (ver igualmente a Figura 3.1):

I. Analise linear elastica pelo MEF no Robot Millennium;

II. Exportac¢do para folhas de Excel dos momentos My, My, € M,,, dos elementos finitos e das

coordenadas dos nds dos elementos finitos;
III. Leitura das folhas de Excel pela ferramenta apresentada;

IV. Determinacdo das quantidades de armadura Ay, Ag, Age € Agp € verificacdo do

esmagamento do betdo.

V. llustragdo das quantidades de armadura necessaria e das tensdes no betdo em mapas.

No que respeita ao Excel, salienta-se o facto da utilizagdo deste programa consistir simplesmente na
exportacdo dos dados em folhas com o nome que o Matlab estd preparado para ler, sendo depois
unicamente necessario gravar essas folhas em ficheiro “Livro do Microsoft Office Excel”, como mais

adiante sera explicado.
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1. Analise elastica linear de
lajes no Robot Millennium

2. Exportacdo para
folhas Excel

3. Gravar como
ficheiro “Livro

do Microsoft Office
Excel”

4. Leitura das folhas de Excel
por parte do Matlab

5. Determinag@o das
armaduras na laje.

6. Graficos com quantidades
de armadura. k. |

Fig.3.1. — Procedimento da ferramenta DesignSlab

3.3. FLUXOGRAMA DO PROGRAMA DESIGNSLAB

No desenvolvimento do programa DesignSlab foi adoptado um fluxograma de programacao simples,
tendo como base os critérios do EC2. O algoritmo comega pela introducdo das caracteristicas dos
materiais e da geometria da laje em estudo, sendo depois esta informagao utilizada para o calculo das
tensoes, da quantidade de armaduras a dispor na estrutura e verificagdo das tensdes de compressdo nas
bielas de betdo.

O algoritmo desenvolvido, a imagem do procedimento sugerido por Gupta ilustrado no Capitulo 2, foi

baseado num método iterativo, para determinar as espessuras das camadas comprimidas de betdo, por
forma a verificar as condi¢des de esmagamento do betdo descritos no EC2. Calculados deste modo a,

33



Determinacdo de armaduras em lajes analisadas pelo MEF e submetidas a campos de momentos com torsores importantes

e a,, determinam-se as armaduras necessarias. De forma a descrever o método iterativo, apresenta-se

uma breve apresentacdo do funcionamento do algoritmo num fluxograma:

34

Introdu¢do dos dados no interface do programa. Quanto a geometria introduz-se a espessura

da laje e no que respeita aos materiais introduzem-se o tipo de betdo e aco. Ou seja, faz-se a

introdugdo de h,f, e f, .

Leitura por parte do DesignSlab das folhas de Excel referentes aos momentos My, My, € My,

A partir da espessura da laje h admiti-se a, =a, =0,2h ¢ 0, =6, =£m/4.

Faz-se olda, =a, ¢ olda, =a, . Determina-se z=h—(a, +a,)/2

Calculo das tensdes

- Camada superior: 6., , =—— ;0 =— Tedot =
. Edxt > Y Ed; > VEd
Yozxa, " zxa, Y zxa,
M
1 1071 — XX . — v . — Xy
- Camada inferior: Gy =——"=; Opgy =—— 5 Tpgu =—— —
a, zxa, zxa,

Nota: Segundo o EC2, as tensdes de compressido sdo consideradas positivas, logo como os
momentos flectores negativos fornecidos pelo Robot Millennium s3o positivos, para o calculo

das tensdes normais na camada superior trocou-se o respectivo sinal.

Aplicagdo do EC2

Em termos de dimensionamento das armaduras, apresenta-se o tratamento para a camada

superior. Para a camada inferior aplica-se procedimento analogo.
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csEd t .
6.1 : Troca de eixos

S N ]

2 ~ ~ R
6.2 | Oz >0 A Opyy >0 A Opyy "Opgy > T [——=| Nio sdo necessarias armaduras

> GEdyt

\ 4

S
N Y
6.3 | Opy <OV Opy, Oy, STh, »| Sao necessarias O.t = Opuu
V armaduras
6.4 ¢—S | Cran S|TEdn’f ﬁN
] _ 1
f tdx ‘Tdeyl ~ Ogax f tdx 0
2
— T
f'ldy = ‘tdeyl ~ Ogayn £ — _ Bdeyt o
ly
Gde
ch( = 2 ‘tEdet ! )
Tdeyl
Oegt = Okgxt * 1"{
Gdel
— Flx A = ——ftdx A =0
px_f = sxt_px'at px_ = sxt
syd syd
_ ftdy A _ _ tdy A _
y = Ay =Py Py—f = Ay =Py -3y
syd syd

Neste fluxograma as siglas S ¢ N representam “Sim” e “Nao”, respectivamente.

6.5 Exportagdo dos mapas de armaduras e das compressdes no betéo.

Os subscritos ¢ e b estdo associados as camadas superior (top) e inferior (bottom), respectivamente.
O fluxograma acima ilustrado é de facil interpretacdo. Os pontos 1, 2 e 3 sdo de facil compreensio
aquando da sua leitura, ndo sendo por isso necessario proferir explicacdes complementares. No que

toca ao ponto 4, ¢ feita, antes de executar cada iteragdo, uma prévia gravacdo das espessuras das
camadas de compressdo de betdo nas varidveis olda, e olda,, de forma a que caso ndo se verifique os

critérios de ndo esmagamento do betdo, possa-se calcular um novo a, e a, com base nessas variaveis.

No que respeita a esta questdo do ponto 4, é detalhadamente explicada aquando da apresentagdo do

fluxograma da verificag@o das tensdes no betdo a seguir apresentado.

De seguida, o programa para cada né dos elementos finitos 1€ as trés tensdes calculadas no ponto 5.
Depois, dado que a metodologia do EC2 considera que sempre 6., >0y, , €ntdo o programa faz essa
verificag@o para cada nd (ver o ponto 6.1). Se ndo verificar efectua uma troca de eixos, passando G,
aser O, € Oy, aser O, . Considerando o EC2 que as tensdes de compressdo sdo consideradas
positivas, faz-se entdo de seguida a verificagdo preconizada no ponto 6.2. Se se verificar calcula-se a

tensdo no betdo e ndo sdo necessarias armaduras. Se ndo se verificar passa-se para a verificagdo 6.3,
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para a qual sdo necessarias armaduras. A determinag@o das armaduras sera efectuada em funcéo da

verificacdo 6.4, que determina dois caminhos para o calculo das armaduras.

Quanto a verificagdo da condi¢cdo de ndo esmagamento do betfo apresenta-se fluxograma seguinte, o

qual ¢ aplicado nos pontos 6.2 e 6.4 depois de calculadas as tensdes no betéo.

1) No caso de ndo serem necessarias armaduras — Compresséo bi-axial

cht < fcd L a = —GCdt X Oldat
t £ = Voltar ao ponto 3
s ¥

cd
O.K.

ii) No caso de serem necessarias armaduras

G SV, |-N, o =S xolda,
oY t v.f, = Voltar ao ponto 3
O.K.

Nota: Enquanto |oldat - at| >0.0005 = Voltar ao ponto 3

Esta verificagdo das tensdes no betdo esta correlacionada com o ponto 4. Assim, e no seguimento das

consideragdes ja proferidas, exemplifica-se para o caso da camada superior no que toca ao processo
iterativo. Admite-se que inicialmente olda, =a, =0,2h procedendo-se a verificacdo das tensdes no

betdo. Caso as tensdes no betdo ultrapassem o valor limite, ndo verificando-se desta forma o critério de
G, Xolda,

f

cd2

ndo esmagamento do betdo, calcula-se um novo a, = , para o caso do valor limite da

compressdo no betdo ser f_;, . Repare-se que na proxima iteragdo o valor de a, € superior ao anterior,

tornando-se a gravar na varidvel olda, este novo valor de a,, repetindo-se o procedimento até

verificar uma determinada tolerancia, que para o algoritmo desenvolvido adoptou-se o valor 0,05%,
ou seja, enquanto |olda, —at| >0.0005 repete-se o procedimento descrito. Note-se que caso na

primeira iteragdo o valor de a, seja suficiente para se verificar o critério da tensdo no betdo, entra-se

no processo iterativo inverso ao referido no caso de ndo se verificar as tensdes, calculando-se
sucessivos valores inferiores ao admitido para a primeira iteragdo de a,, até se verificar a tolerancia,

optimizando desta forma cada né dos elementos finitos.
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3.4. BREVE ABORDAGEM AOS ELEMENTOS FINITOS

Nao sendo objectivo de estudo prioritario do presente trabalho, é oportuno fazer uma breve referéncia
ao tipo de elemento aqui utilizado ¢ a forma de obteng¢do dos resultados pelo Programa Robot

Millennium.

Como o proprio nome indica, o Método dos Elementos Finitos baseia-se na divisdo da estrutura em
varias estruturas elementares de dimensdes bastante mais reduzidas. Estes elementos finitos sdo
definidos pelos seus nos, nos quais se pretende conhecer explicitamente o campo de deslocamentos,
sendo que para os restantes pontos do elemento finito os deslocamentos se obtém por interpolagéo
daqueles. No entanto, muitos dos integrais que ¢ necessario calcular no ambito da aplicagdo do MEF
ndo sdo triviais, o que leva a recorrer a técnicas de integracdo numérica, sendo a mais utilizada a
Quadratura de Gauss. Para o presente trabalho serdo utilizados elementos finitos de 8 nos, nos quais
com as integracdes completa e reduzida estdo envolvidos 9 e 4 pontos de Gauss, respectivamente,

ilustrados na Figura 3.2.

7 6 5 7 6 5

</\ i
K7 Ks X X3 K4

8D X4 Xs Xe Dy 8 )4

X1 Xa X3 XA X2

G > : G > &

1 2 3 1 2 3

a) b)

Fig. 3.2 — Tipo de elemento finito e visualizagdo dos pontos de Gauss; a) Integracdo completa; b) Integragao
reduzida

A melhor aproximacéo para os esforcos nas lajes séo obtidos nos pontos de Gauss. No entanto o Robot
Millennium fornece os resultados nos 8 ndés do elemento finito, os quais s@o obtidos por extrapolacdo
através dos resultados nos 9 ou 4 pontos de Gauss, dependendo do tipo de integragdo. Por conseguinte,
estes resultados obtidos nos nds apresentam erros superiores aos correspondentes nos pontos de

integragdo.

Realga-se o facto de que no caso do programa Robot Millennium, ndo se conhece que tipo de
integracdo € usada, dificultando dessa forma, uma melhor avaliagdo dos resultados obtidos nos nés dos

elementos finitos.
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3.5. APRESENTAGAO DO PROGAMA DE CALCULO AUTOMATICO — DESIGNSLAB

3.5.1. PROCEDIMENTO NO ROBOT MILLENNIUM

Depois de efectuada a analise elastica linear no Robot Millennium, procede-se a exportagdo das
tabelas referentes aos esforgos actuantes na laje, momentos flectores e torsores, das coordenadas dos
nés dos elementos finitos e dos elementos finitos, para serem posteriormente utilizadas pelo programa
DesignSlab. Assim sendo, no menu “View” na barra de ferramentas do programa Robot Millennium,

selecciona-se “Tables”, como ilustrado na Figura 3.3.
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Fig. 3.3. — Selecgdo na barra de ferramentas da opgéo para obtencéo das tabelas — “View”, “Tables”

De seguida, abre-se uma janela designada por “Tables: Data and Results”, onde se selecciona as
opgoes “Nodes”, “Plates and Shells” e “Results for Plates and Shells”, as quais permitirdo a obtengdo

das tabelas anteriormente mencionadas, como se verifica na Figura 3.4.

*% Tables: Data and Resulis

*% Tables: Daia and Resulis

Go Modes ~
]~ Bars

] B Properties

(NI

[0 &£ Supports

] Wl Rigid Links

] 2 Difsets

Geometrical Imperfections

4
B Reduced Results

%2 Flasti hists
E f Lnads y v %2 Plastic procsss history =

Table opening mode
% Full table (selection highlighted)
(" Table filtered ta cunent selection

Table opening mode
' Full table [selection highlighted)
" Table fitered to cument selection

(1] Cancel ‘ Help | K Cancel | Help

Fig. 3.4. — Opgdes a escolher no “Tables: Data and Results” para visualizar as tabelas pretendidas
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Efectuada a seleccdo daquelas tabelas, verifica-se no canto inferior esquerdo o aparecimento de trés
icones correspondentes a escolha anteriormente efectuada, tal como se ilustra na seguinte Figura 3.5.

Wiew  Modes | FE Results | Pareks
Hin Ha T

Fig. 3.5. — Visualizagao no canto inferior esquerdo das trés tabelas

A partir deste ponto estdo disponiveis as tabelas dos momentos flectores e torsores, das coordenadas
dos elementos finitos e dos elementos finitos, necessarias para exportar para Excel, sendo que para tal,
basta seleccionar a tabela pretendida no canto inferior esquerdo, como ilustrado na Figura 3.5, e clicar
no botao direito do rato seleccionando “Conversion to EXCEL (CSV) format”, tal como se observa na
Figura 3.6.

Bl Robot Millennium - Project: laje_encast - Resulis (FEM): available - [Modes]

§= File Edit VYiew Geometry Loads Analysis Results Format Tools  Windows Help

Dzl S&9a » & =2E D EEG a8 mEY hYd a8 ? |
27 [Tedmedtt <] T e B E it & A E
Hode X {mj) l Y (mj) Z{m} | Support code Support
1 a,0 0,0 a,0 ALK Fixed
2 50000 00 00 wonxx | Fixed
3 50000 6,0000] 00! RAXRHHK | Fixed
4 00 Epooo 00! RAXRHHK | Fixed
9 0,0758 | 00/ 00! RAXRHHK | Fixed
10 01515 00! 00! RAXRHHK | Fixed
11 02273 00! 00! RAXRHHK | Fixed
12 0,3030] 00! 00! RAXRHHK | Fixed
13 0a7e8 00 00 wonxx | Fixed
14 04545 00! 00! RAXRHHK | Fixed
15 0,5303 | 00! 00! RAXRHHK | Fixed
. menca | anl anl KR | Fixed
KR | Fixed
KR | Fixed
KR | Fixed
KR | Fixed
KR | Fixed
R Tables... :xxxx%x: Fixet::l
=, HAHHAHH Fixed
Elters.. :xxxx%x Fixet::l
Special Filter.. RHAARH Fixed
Table Columns. .. RN | Fixed
Units and Formats... S| Fixed
. HAHEAH Fixed
| ROBOT Command Line. .. :xxxx%x: Fixet::l
8 Screen Capture. . CTRLHALTHG L Eee
HAHEAH Fixed
# :xxxx%x: Fixet::l
A Resize Width e F!xet_:l
HAHEAH Fixed
35 20455 00! 0,0/ RAXRHHK | Fixed
16 24212 00! 00! RAXRHHK | Fixed
[T 24870 00! 00! RAXRHHK | Fixed
38 22727 | 00! 00! RAXRHHK | Fixed
1 23485 00! 00! RAXRHHK | Fixed
10 24242 00 00 wonxx | Fixed
4 25000 nn nn occecd Eixed
Id\\lalues AEdit £info f 4

Wiew |[Modes  FE Results | Panels

Fig. 3.6. — Exportagéo da tabela referente as coordenadas dos n6s dos elementos finitos
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Salienta-se o facto de ao efectuar a exportagdo das coordenadas dos nds dos elementos finitos ser
necessario verificar que estd seleccionada a op¢do “Values”, como se constata no canto inferior
esquerdo da Figura 3.6. De seguida, no procedimento de exportagdo de cada uma das tabelas, abre-se
uma janela onde se escolhe o directério onde se pretende gravar o ficheiro, como se observa na Figura

3.7.

Guardar em: |_J LAJE_LOUREMCO_encast_16.5 j & |‘=_*F Ea-

@coordenadas_nos

) elementos

Igmumentos

¥ pay - Cancelar

Fig. 3.7. — Gravagéo da tabela referente as coordenadas dos nés dos elementos finitos

MNome do ficheiro: | e ae e

Guardar com o tipa:

No que toca as outras tabelas aplica-se o mesmo procedimento aqui apresentado para a tabela
“Nodes”, a qual sera guardada com o nome “coordenadas nos” num ficheiro Excel mas com formato
“*.csv”, como se constata na Figura 3.7, acima ilustrada. Quanto a tabela “Finite Elements”, a qual
também devera estar na opg¢do “Values” como se verificou para a tabela “Nodes”, dever-se-4 guardar
como o nome “momentos”. No que respeita a tabela “Panels”, a op¢do a escolher devera ser “Finite

Elements” de forma a se exportar a tabela referente aos nos pertencentes a cada elemento finito.

Realga-se também o facto de que estes ficheiros deverdo ser colocados no mesmo directério que o
programa DesignSlab. Note-se que depois destes ficheiros serem gravados, deverdo ser abertos e
posteriormente guardados como “Livro do Microsoft Office Excel” de forma a poderem ser lidos pelo

programa DesignSlab, tal como ilustrado na Figura 3.8, para o caso da tabela “coordenadas nos”.

Guardar, como @
Guardarem: | 5 Montoya vi @ A @ X =i Bl cerramentas -
:l%]cuurdenadas_nus‘csv
5 |Ek] element os. cev

Osmeus | Bl mamentos.cv

document. ., '@Qreaccoes‘csv
=

Ambiente de

Trabalho

Qs meus
documentos

et
Omeu

computador

0s meus locais )
na rede Guardar cf 0 Hpo: | Csy (Separadn por virgulas) (*

| [ Guardar ]

Cancelar

bome de ficheira: | coordenadas_nos.csv

= <

)

[

Falh. L(*
Dadas =ML (¥l
Pagina Weh de fichero dnico (*,mht; *mhtml)

Pagina Wb (*.htm; *.html)

Modela * k) ¥

Fig. 3.8. — Gravacgéo da tabela referente as coordenadas dos nés dos elementos finitos
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r

Repare-se que para o exemplo da tabela “Nodes” o nome do ficheiro ¢ “coordenadas nos”, pois € o
nome que foi adoptado no programa DesignSlab para a sua leitura. Assim sendo, no que respeita as
outras tabelas as designagdes a adoptar para as tabelas “Panels” e “FE Results” deverdo ser

“elementos” e “momentos”, respectivamente.

3.5.2. APRESENTACAO DO INTERFACE GRAFICO DO PROGRAMA DESIGNSLAB

Apds a andlise elastica linear no Robot Millennium e a respectiva exportacdo das tabelas ja

devidamente analisado anteriormente, esta-se em condigdes de utilizar a programa DesignSlab.

Tal como se ilustra na Figura 3.9, hd uma escolha prévia das caracteristicas da geometria ¢ dos
materiais, o que levara a resultados que podem néo verificar alguns critérios, ou verificando, poderdo
ndo ser os desejados pelo utilizador. Face a uma possivel situacdo deste género, seria de todo oportuno
a utiliza¢do de um interface que permitisse um rapido reajuste das caracteristicas acima mencionadas,
de forma a tentar outras solugdes, caso a inicialmente utilizada néo satisfaca os objectivos pretendidos

pelo utilizador.

Assim sendo, na utilizagdo deste programa o utilizador ¢ deparado com um painel interactivo
destinado a introducdo das caracteristicas da geometria, dos materiais a adoptar e com um botdo de

execugdo do programa, designado por “Calcular Laje”.

Para se obter o painel interactivo, tem-se que correr o ficheiro m-file, com o nome DesignSlab, no

programa Matlab, tal como se constata na Figura 3.9.

% | o35 o3
%3 % [Run DESIGN_SLAB

lfunction vaguiderargout = DESIGN_SLAE (varargin)

DESIGN SLAE M-file for DESIGN SLAE.fig
DE3SIGN _3LAE, by itself, cresates a new DEIIGN 3LAL
singleton®.

A

- T T SR

A e

H = DE3IGH SLAE returns the handle to a new DESIC

Fig. 3.9. — Opcgéo para correr o programa — “Run DesignSlab”

O painel interactivo descrito ilustra-se na Figura 3.10.
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-} DESIGN_SLAB

PORTO

FEUP FACULDADE DE ENGENHARIA
UNIVERSIDACE 0O PORTO

Determinagdo de Armaduras em Lajes

Materiai: Esg a da Laj
£ ————————y h(m, [
Betio |c20025 | ’7 (m} 015

Ago  ganp =

Calcular Laje

Fig. 3.10. — Painel interactivo da ferramenta DesignSlab

Nas opgdes “Materiais” ¢ “Espessura da Laje” escolhem-se os materiais ¢ introduz-se a espessura da
laje previamente estudada no Robot Millennium. No que toca a opcéo “Materiais”, pode-se escolher o

tipo de betdo e ago, ao passo que a outra opgdo destina-se a introducdo da espessura / da laje
analisada.
Realca-se o facto de que caso ndo se verificar a condi¢do (a, +a,) <h, o programa alertara o utilizador

com a mensagem ilustrada na Figura 3.11, tendo deste modo, de reajustar os pardmetros inicialmente
introduzidos no painel interactivo, de forma a verificar a condi¢do acima apresentada ou proceder a
novo pré-dimensionamento da laje.

-} Atengao!

Q [at+ab]>hl Tem de aumentar de espessura da laje

Fig. 3.11 — Caixa de dialogo

Em seguida, para proceder ao calculo e obtengdo da quantidade de armaduras, clica-se em “Calcular
Laje”, que ird executar o programa, ou seja, ler os dados nas folhas de Excel referentes a analise
eléstica linear e, com os dados introduzidos no interface grafico ird proceder ao célculo das tensdes,

aplicar o EC2, fazer verificagdes e exportar mapas com quantidades de armadura na laje em estudo.

De forma a constatar as apreciagdes atras referidas, apresenta-se a aplicagdo a um exemplo, sem entrar
em grandes pormenores dado que este mesmo exemplo sera devidamente analisado no Capitulo 4. Na
Figura 3.12 ilustra-se uma laje encastrada em trés lados com um bordo livre, de dimensdes 5.0x6.0m*,
com uma espessura de 0,15 m, sujeita a uma ac¢do de calculo de 15kN/m’, incluindo o peso proprio,

sendo os materiais utilizados o betdo C20/25 e o0 aco S400.
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psa=15.0 kN/m? o
w
50
! m
¥ ¥ [m]

Fig. 3.12. — Representagao da laje

Na Figura 3.13 (a) e b) pode-se constatar os resultados que o programa DesignSlab permite obter
considerando o caso de estudo da laje apresentada na Figura 3.12, ou seja, podem-se visualizar as
distribuicdes de armaduras necessarias. Nestas figuras constata-se que as zonas com maior
necessidade de armadura sdo os bordos encastrados no que toca a camada superior, como seria de
esperar, ¢ central, principalmente junto ao bordo livre, no que toca a camada inferior. Como no
Capitulo 4 se observara, estas zonas estdo em correspondéncia com as zonas de maior presenca de
momentos flectores, os quais se verificaram como predominantes na andlise estrutural. Por sua vez, os
momentos torsores apresentam com pouca importancia, influenciando um pouco a zona dos cantos na

camada inferior, mas sem relevo no que toca ao dimensionamento.

Também no que respeita as tensdes de compressdo nas bielas de betdo, o programa DesignSlab
permite a visualiza¢do das distribui¢des dessas tensdes, tanto na camada superior como na camada

inferior, tal como se apresentam na Figura 3.13¢) para a laje em estudo.

Armadura Inferior segundo xx - Asxb(cmzfm) Armadura Superiar segundo x3x - Asxi(cmzfm)

Direccdo yy [m]
Direcgdo vy [m]

0 1 2 = 4 £
Direcgdo x¥ [m] Direcgdo xx [m)

a)
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Armadura Inferior sequnda vy - Asyh(cm%’m) Armadura Superior segundo yy - Asyt(cmzfm)
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] ]
0 1 2 3 4 &
Direcgéo xx [m] Direcgén xx [m]
c)

Fig. 3.13 — a) Armaduras segundo a direc¢éo x; b) Armaduras segundo a direcgdo y; c) Tensdes no betao

Analisando a Figura 3.13c), observar-se-4 que as bielas mais comprimidas localizam-se nos bordos
encastrados, para a camada inferior, e na zona central junto ao bordo livre, para a camada superior.
Repare-se que estas zonas estdo em correspondéncia com as mesmas indicadas como as de maior
necessidade de armadura, verificando apenas tratar-se das camadas opostas, o que faz sentido tendo
presente o efeito dos momentos. Outro aspecto a salientar prende-se com o facto de o nivel dos
esforgos constatados ser diferente para a camada inferior e superior, justificado pelo facto de perante
compressdo bi-axial o limite das tensdes no betdo ser f_,, e, nos restantes casos ser f_;, . Sendo assim,
nos bordos encastrados t€m-se o betdo comprimido bi-axialmente na camada inferior e, na zona
central junto ao bordo livre tem-se o betdo comprimido na camada superior segundo uma direc¢do e

provavelmente sujeito a trac¢des transversais na direc¢do normal.
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3.6. CONSIDERAGOES FINAIS

Neste capitulo pretendeu-se apresentar o programa DesignSlab, de forma clara e concisa
demonstrando as suas potencialidades. Deste modo, verificou-se que a utilizagdo do programa
DesignSlab baseia-se na utilizagdo de trés programas — Robot Millennium, Excel e Matlab. Em termos
praticos, o utilizador faz uma analise elastica linear no primeiro, exportando para folhas de Excel as
tabelas dos esfor¢os actuantes na laje, dos elementos finitos e das coordenadas dos nds destes, as
quais tera de regravar noutro tipo de ficheiro, como ja devidamente exposto, e correr o programa
DesignSlab no Matlab, obtendo dessa forma, distribui¢des de armaduras a colocar na laje respectivas
tensodes nas bielas de compressio de beto.

Na utilizacdo do programa DesignSlab, salienta-se a facilidade de reajustar parametros relacionados

com os materiais e geometria da estrutura, de forma a obter-se os resultados pretendidos.

De notar também que todo este procedimento ¢ efectuado tendo como base uma analise elastica linear

das estruturas em causa.
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4

EXEMPLOS DE VALIDAGAO DO
CODIGO DESENVOLVIDO

4.1. INTRODUGAO

No presente capitulo procede-se a analise de varios exemplos devidamente estudados segundo a
metodologia de Gupta, os quais sdo também analisados pelo programa DesignSlab desenvolvido no
presente trabalho, de forma a validar este cddigo. Posteriormente, e ainda neste capitulo, sdo também
alvo de analise dois exemplos estudados por Lourenco (1992), aproveitando-se para confrontar os

resultados numa perspectiva de validacdo do programa desenvolvido.

A analise destes exemplos tem como objecto a determinag¢do da quantidade de armaduras em lajes e
verificagdo das tensdes maximas no betdo pelo programa DesignSlab, e posterior validagdo desses

resultados reportados em Lourengo (1992)

4.2. EXEMPLOS

No Anexo A.l sdo apresentados cinco exemplos analisados segundo a metodologia de Gupta, bem
como pela metodologia aplicada no codigo computacional DesignSlab. No presente subcapitulo
apresentam-se os resultados para o primeiro exemplo, no qual se ilustra um elemento sujeito a um

campo de momentos genérico.

Realga-se o facto de que na aplicagdo do programa DesignSlab o braco entre as for¢cas da armadura e
do betdo, z, é diferente do homdlogo utilizado por Gupta, ¢ posteriormente por Lourengo, pois como
discutido no Capitulo 2 podem ocorrer bragos diferentes entre as armaduras e o betdo, z, ¢ z,,

utilizados para o calculo das tensdes normais segundo as direc¢des x e y, respectivamente e, z

c?

utilizado para o cdalculo das tensdes de corte. No entanto a diferenca entre eles nido se revela

a +a
L bj,oqual

importante, pelo que foi adoptado no codigo computacional um unico z:h—(

coincide com o z,, usado por Gupta para o calculo das tensdes de corte.
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A modelagdo dos exemplos foi realizada no Robot Millennium com recurso ao MEF, utilizando
elementos quadrangulares de oito nés com dimensdes de 0.2x0.2 m>.

4.2.1. EXEMPLO 1 — ELEMENTO SUJEITO A UM CAMPO DE MOMENTOS GENERICO

Na Figura 4.1 apresenta-se um elemento de laje de dimensdes 1x1m” e espessura 0,20 m, realizado
em betdo C20/25 e ago S400. Admitem-se os seguintes esforgos:

> M, =30kN.m/m
> M,=-20 kN/m
» M, =25kN/m

os quais se podem visualizar na Figura 4.1.

20 425

¥ >

30
25 4» h=0.20m 25
30

——

vy

Fig. 4.1 — Esforgos presentes no elemento de laje

= Segundo Gupta

Ao fim de 5 iteragdes obtiveram-se os seguintes resultados:

6, =—49,50°

0, =45°

a, =0,0442m A =0

a, =0,0436m o A,, =261,8/34.8=7,52cm’/m
N, =0 A, =348,32/34.8=10,01cm?/m
N, =261,8kN/m A, =35,15/348=1,0lcm’/m
N, =348,32kN/m

N, =35,15kN/m
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= Segundo o Cédigo Computacional — EC2

No caso do codigo computacional obtiveram-se os seguintes valores, também ao fim de cinco

iteracdes:
0, =—50,18°
eb = 450 Asxt = O
a, =0,0444m SYt:5,90)((),()444:7,53cmz/m
a, =0,0437m 8
: < 8,07 ,
f' s =0MPa Ay =g X0,0437=10,01em /m
f'y, =5,90MPa
’ 0,74 ~ ,
£', =0,74MPa b = g X0,0437=0,93cm /m
f'y, =8,07MPa

Como se pode constatar pelos resultados acima apresentados, os valores das quantidades de armaduras
obtidos segundo a metodologia sugerida por Gupta e os homdlogos segundo o programa DesignSlab

sdo muito proximos, confirmando deste modo, o facto de que a utilizacdo de um tUnico brago

a, +a . . .
z=h —( ! 5 E J , pouco influenciara nos resultados finais.

Em anexo, apresenta-se o presente exemplo desenvolvido iteragdo a iteracdo, e sdo apresentados
também os restantes exemplos, que a semelhanca deste, demonstram a proximidade dos resultados
obtidos pelo programa em estudo com a metodologia estudada por Gupta.

4.2.2. EXEMPLO 2 — LAJE SIMPLESMENTE APOIADA

Na Figura 4.2 apresenta-se uma laje simplesmente apoiada nos quatro bordos, sujeita a uma carga de
calculo de 15 kN/m’ incluindo o peso proprio. A laje em estudo tem uma espessura de 0.15m e
dimensdes em planta 5.0x 6.0m”. Os materiais considerados s3o o betdo C20/25 e o aco S400.

—

—

psd=15.0 KN/m?

6,0

Fig. 4.2 — Geometria e carga para a laje simplesmente apoiada
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4.2.2.1. Analise Estrutural — Robot Millennium

Os momentos principais determinados no Robot Millennium encontram-se ilustrados na Figura 4.3.
Através desta figura, ¢ possivel visualizar a trajectoria dos esforcos condicionantes, e
consequentemente interpretar o comportamento estrutural da laje. Repare-se que na zona central esta
bem evidenciado um comportamento ortogonal da laje sujeita unicamente a momento positivos. Por
sua vez, proximo dos cantos constata-se a presenca de momentos principais positivos e negativos
obliquos em relagdo aos bordos da laje. Compreende-se assim que numa situa¢do de optimizagdo de
armaduras, colocar-se-iam armaduras na camada superior segundo a orientagdo dos momentos
principais negativos e armaduras na camada inferior segundo a orientacdo dos momentos principais

positivos, na zona dos cantos.

AR
o
7 i
i )
e
Ed et Bl B2
B %f’?{» i = 5 £$xx
:: ¥ £ T i ki) 12:%:/(;
T A DD
e er
Pl
i aF
S8 1~
g
Z3ES
oA
REE
" 2(kNm'm)

Fig. 4.3 — Momentos principais negativos (amarelo) e positivos (azul)

Como resultado da andlise elastica linear, apresentam-se de seguida na Figura 4.4 os momentos
existentes na laje em estudo. Nesta figura observa-se na zona central a maior predominancia de
momentos flectores My, € My, e uma menor presenga dos momentos torsores, justificando a
ortogonalidade das orientagdes dos momentos principais evidenciados na Figura 4.4, o que leva a
estrutura a ter um comportamento determinado pelos momentos flectores nas direcgdes x e y, sem
qualquer interferéncia dos momentos torsores. No que respeita as regides dos cantos, observa-se
precisamente o oposto, ou seja, uma predominancia dos momentos torsores € uma menor presenca dos
momentos flectores. Note-se que os valores dos momentos torsores nas zonas dos cantos ¢ da mesma
ordem de grandeza dos valores dos momentos flectores na zona central, o que tendo em linha de conta
a metodologia de determinacdo das armaduras, pressupde-se que tanto para a zona dos cantos como

para a zona central se terdo valores de armadura segundo x e y similares. Assim sendo, poder-se-a
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dizer que o dimensionamento desta estrutura é dividido em duas regides fungdo de dois tipos de
esforgos — na zona central devido aos momentos flectores, € nos cantos devido aos momentos torsores,

pratica que obviamente ¢ usualmente utilizada no dimensionamento de lajes armadas em cruz.
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Fig. 4.4 — Momentos na laje; a) Mxx; b) Myy; ¢) Mxy

Assim sendo, através destas figuras, conseguem-se visualizar quais as zonas com maior concentra¢ao

de esforgos, 0 que consequentemente conduzira a uma maior area de armadura.

4.2.2.2. Resultados do Calculo de Armadura com o Programa DesignSlab

Tal como ja& antes descrito, quando se utiliza o programa DesignSlab ¢ necessario fornecer alguns

dados. Assim, além das caracteristicas dos materiais acima enunciadas, tem-se de introduzir também a
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espessura da laje. Para este primeiro exemplo apresenta-se a janela interactiva para exemplificar, onde

se assinala uma espessura h = 0.15 m na Figura 4.5.

<) DESIGN_SLAB

PORTO

FEU FACULDADE DE ENGENHARIA
IMIVERSIDACE DO PORTO

Determinagao de Armaduras em Lajes

Materigis————— Esj a da Laje
B P — hi{m [
Betio |C20m2s w ’7 () 01s
I v

Calcular Laje

Fig. 4.5 — Janela com os materiais e espessura da laje a dimensionar

Na Figura 4.6 apresentam-se os mapas com as quantidades de armadura superior e inferior segundo x.
Nesta figura pode-se constatar algumas considera¢des anteriormente proferidas, como o facto de o
valor da armadura superior na zona dos cantos ser aproximadamente igual ao valor de armadura
inferior observado na zona central. Nota-se também no que respeita ao mapa de armaduras superiores,
serem estas necessarias apenas nas zonas dos cantos, notabilizando-se na restante estrutura a

inexisténcia de valores para armadura superior (cor azul no grafico).

Arrnadura Superior segundo xx - Asxt(chIm) Armadura Inferior segunda xx - Asxh(cmzfm)
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Fig. 4.6 — Armaduras superior € inferior segundo x

52



Determinagdo de armaduras em lajes analisadas pelo MEF e submetidas a campos de momentos com torsores importantes

Analisando a Figura 4.6 nas zonas dos cantos junto ao contorno, observa-se uma brusca transi¢do de

cores (ver detalhadamente a Figura 4.7), o que significa uma grande variagdo da quantidade de

armadura. No entanto, estas variagdes ndo reflectem a realidade, estando este fendmeno directamente

relacionado com os momentos torsores, que apresentam nesta zona grandes variagdes. Acresce o facto

de que os momentos flectores sdo praticamente nulos, o que faz com que a quantidade de armadura e

as tensdes instaladas no betdo sejam somente devidas aos momentos torsores, passando portanto,

também a revelar essas variagoes.
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Fig. 4.7 — a) Momento M,y no canto e representagéo dos elementos finitos; b) Numeragao dos nés dos elementos

finitos

Assim, observa-se por exemplo no elemento nimero 750, a variacdo brusca do valor de momento

torsor ao passar do nd 5 para o n6 1. Para uma andlise mais pormenorizada, apresenta-se o Quadro 4.1.

Quadro 4.1 — Momentos, armaduras e tensées no betdo para o elemento finito 750

Mo M M, . . Ocab O,

Elemento No kN.m/m kN.rTy:’/m kN.my/mcgszllr)nc:sz/% cgszl;lr)n crﬁs;/,:n Ms; MI;d;
1 -042 -0,39 1980 6,32 6,06 6,31 6,07 7,34 7,34

2 -016 035 14,39 3,558 3,50 3,46 3,63 7,34 7,34

3 007 126 6,21 147 150 1,19 1,79 3,45 345

750 4 097 227 469 089 1,36 0,58 1,67 2,61 2,61
5 213 213 19 0,00 097 0,00 0,97 059 1,06

6 226 097 469 058 166 089 1,36 2,61 2,61

7 125 006 6,21 1,19 1,79 147 150 3,45 345

8 033 -015 14,38 346 3,62 358 350 7,34 7,34
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Observa-se que do nd 1 para o n6 5 do elemento finito 750 ha um aumento do momento torsor de 1,90
kN.m/m para 19,80 kN.m/m. Assim sendo, esta variacdo brusca revela-se na quantidade de armadura e
também ao nivel das tensdes no betdo, tal como se observa no Quadro 4.1. Portanto, as variagdes de
cores nos graficos de armaduras nas zonas dos cantos esta directamente relacionadas com a variagio

apresentada pCIOS momentos torsores.

Disponibilizando o Robot Millennium os resultados de cada elemento finito sem qualquer tipo de
medianizag@o, constata-se também que alguns nos que pertencem a elementos finitos vizinhos
apresentam resultados bastante dispares, como ¢ o caso dos elementos finitos que contém o no 1 do
elemento finito 750 (ver Quadro 4.2), o que indica que nesta zona os elementos finitos apresentam
variacdes bastante grandes para o mesmo no, sabendo-se unicamente que o programa efectua a média
para cada né. No entanto, ndo ha conhecimento de como o programa calcula o valor em cada nd para

cada elemento, o que limita uma possivel actuacéo nesse campo.

Quadro 4.2 — Momentos flectores e torsores no n6 2306 (n6 1 do elemento finito 750)
M M,y M,y

kKN.m/m kN.m/m kN.m/m

2306/719 -0,65 -0,61 14,27

2306/720 -0,25 0,2 19,8

2306/749 0,17 -0,22 19,8

2306/750 -0,95 -0,92 25,32

Né6/Elemento

Pela Figura 4.6 verifica-se que o valor maximo da armadura superior e inferior na direc¢o x sdo cerca
de 6,0 cm*m. Este valor observa-se na zona dos cantos, revelando deste modo a influéncia dos
momentos torsores, como ja referido. Nao obstante a importancia destes torsores, deve-se ter em linha
de conta o facto destes valores mais elevados se apresentarem pontualmente, pelo que ndo devem ser
representativos do valor maximo da armadura nessa zona. Na Figura 4.7 a), constata-se que s3o os
elementos 689, 719 e 718 que apresentam maiores valores de armadura. Verifica-se também pelo
Quadro 4.3 que nestes 3 elementos finitos, que somente poucos os nés apresentam valores acima dos 4

2 . \ . . . .
e 5 cm”/m no que respeita a armadura superior e inferior, respectivamente.

Quadro 4.3 — Momentos, armaduras e tensdes no betdo para o elemento finito 750

Elemento N6 Ilex Mvv Mxv Asxb Asxt As2yb Aszvt

kKN.m kN.m kN.m cm?m cm?/m cm?/mcm?/m

-8,46 -5,54 -7,52 434 2,76 4,33 2,77
-2,82 -2,71 1481 4,39 298 436 3,01
-243 -2,24 1537 4,50 3,27 4,45 3,32
-1,88 -1,74 153 4,33 3,38 4,30 342
-1,28 -1,35 17,39 5,09 4,39 511 4,37
-1,5 -1,69 16,71 4,82 4,03 4,87 3,98
-9,19 575 -5,04 4,69 3,79 4,77 3,70
-8,87 -5,66 -6,28 4,12 2,90 4,14 2,88

689

OIN|O[A|[R|WIN|[=~
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-3,44

-2,93

14,53 4,441

2,74

4,315
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-2,28

14,44 4,241
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4,122
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16 -1,57

16,45 4,884
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-1,38
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-1,41
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4,39
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3,4
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-2,94

-2,58
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-2,43

-2,24

15,37 4,497

3,27

4,449

3,32

-1,87

1,74

15,33 4,341

3,4

4,308

3,43

-1,41

-1,19

17,46 5,159

4,39

5,099

4,45

719

-0,85

-0,8

17,38 4,968

4,5

4,955

4,52

-0,42

-0,39

19,8 6,324

6,06

6,314

6,07

-0,86

-0,79

17,34 4,952

4,48

4,933

4,5

-1,28

-1,35

17,39 5,09

4,39

5,109

4,37
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-1,88

1,74

15,3 4,332

3,38

4,297

3,42

Considerando os elementos que se encontram totalmente dentro da penultima linha de nivel dos

momentos torsores de forma a encontrar um valor médio representativo da armadura a adoptar na zona

dos cantos, tém-se entdo os elementos finitos 688, 689, 718 ¢ 719. Calculando a média do valor de

armadura superior segundo a direc¢do y, sem repetigdes, verifica-se que o valor obtido ¢ de cerca de

3,44 cm’/m, como se constata no Quadro 4.4. Note-se que nesta média entra o elemento finito que

apresenta o valor maximo (n6 5 do elemento 719).

Quadro 4.4 — Média do valor de armadura superior segundo a direcgéo y no canto

Ayt (cm?im)
Elemento

688 689 717 718 719 Total
2,30 2,77 2,46 2,87 3,32 4,76
2,55 3,01 2,61 3,00 3,43 5,16
2,87 3,32 3,41 391 4,45 6,28
3,06 3,42 3,66 4,12 4,52 18,77
3,32 4,37 3,91 445 6,07 22,11
3,01 3,98 3,00 3,43 4,50 17,92
2,77 3,70 2,87 3,32 4,37 6,47
2,50 2,88 2,65 3,06 3,42 8,03

Total 89,50

N° nés 26,00

Média 3,44

No que respeita a média do valor de armadura inferior segundo a direc¢do y, apresenta-se o Quadro

4.5, com o valor de 4,54 cm*/m.
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Quadro 4.5 — Média do valor de armadura inferior segundo a direcg¢éo y no canto

A.yb, (cm’/m)

Elemento

688

4,27

4,25

4,31

4,35

4,45

4,36

4,33

4,26

689 717 718 719 Total
4,33 4,10 4,31 445 8,37
4,36 3,88 4,12 4,31 8,13
4,45 432 473 510 8,63
430 452 485 4,95 2297
511 4,73 510 6,31 25,70
487 412 431 493 22,60
4,77 431 445 511 9,10
4,14 419 435 430 1259

Total 118,10

N°nés 26,00

Média 4,54

Efectuando cortes no meio vao e proximos do apoio paralelos a direccdo y, Figura 4.8, pode-se
constatar para diferentes sec¢des junto ao apoio a variacdo do diagrama da armadura superior na
direccdo x, ilustradas na Figura 4.9. Note-se que nestas imagens os valores negativos de armadura
indicam que se trata de armadura inferior ¢ os correspondentes positivos indicam que se trata de

armadura superior.

-

Fig. 4.8 — Visualizagédo das secgdes para o tragado da armadura

No que respeita a seccdo 1, junto ao apoio, sdo feitos quatro cortes na proximidade do apoio numa

distancia de 0.40 m, tal como ilustrado na Figura 4.9.
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Fig. 4.9 — Diagrama das armaduras superior € inferior para as secgdes 2 e 1

Nestas imagens apresentadas na Figura 4.9, verifica-se junto ao bordo um crescimento brusco no
diagrama de armadura superior, confirmando as observa¢des e consideragcdes anteriormente descritas.

Sendo esta variagdo irrealista e, tomando em linha de conta o valor médio para armadura superior

57



Determinacdo de armaduras em lajes analisadas pelo MEF e submetidas a campos de momentos com torsores importantes

segundo a direc¢do x obtida no Quadro 4.4, seria desejavel anular os picos observados nas imagens da
Figura 4.9. Tendo como referéncia os 5 elementos finitos sobre os quais se calculou a média,
facilmente se chega a conclusdo que o nd representativo ¢ o n6 5 do elemento 688. O corte que
representa o valor da armadura superior na direc¢do y que passa por este nd é o da Figura 4.9 d). Na
Figura 4.10, apresenta-se o diagrama de armadura superior na direc¢cdo x em que o valor méximo ¢ o
constatado no né 5 do elemento 688. Nesta figura procede-se a uma alteragdo ao respectivo diagrama,
tendo em atengdo o valor médio anteriormente referenciado como representativo do canto no que toca

a armadura superior segundo a direccdo x.

Armadura na direcgio x

Armadura na direcgdo x

[rn]
w

Secgan 2
Secigdo 1

Secgao 2
Secigdo 1

De seguida apresenta-se a Figura 4.11 com as respectivas distribui¢des das quantidades de armadura

segundo y.

Armadura Superior segundo yy - Asyt(cm

Dirgcgao yy [m]
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Fig. 4.10 — Reconstrugao do diagrama de armadura superior na direcgao x
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Fig. 4.11 — Armaduras superior e inferior segundo y




Determinagdo de armaduras em lajes analisadas pelo MEF e submetidas a campos de momentos com torsores importantes

No que respeita a direc¢o y, os valores maximos de armaduras inferior e superior sdo também cerca

de 6,0 cm’/m. A semelhanca do que se constatou para a direc¢do x, também a direc¢do y se verificam

as mesmas variacdes nos graficos de cores e também nos diagramas da armadura, pelo que as

observacgdes a efectuar no que diz respeito a estes graficos sdo as mesmas que as preconizadas para os

gréaficos de

armaduras segundo x.

Assim sendo, como os momentos flectores ndo t€m praticamente influéncia nas zonas dos cantos, os

valores de armadura superior e inferior segundo y bem como segundo x pouco diferenciam um do

outro, dado o facto de s6 dependerem dos momentos torsores, como ja anteriormente referenciado.

Apresentam-se na Figura 4.12 os cortes do meio vao e proximos do apoio paralelos a direcgdo x,

podendo-se constatar para diferentes secgdes junto ao apoio a variagdo do diagrama da armadura

superior na direc¢do y.
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Armadura na direcgédo y
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Fig. 4.12 — Diagrama das armaduras superior e inferior para as seccdes 3 e 4

De igual modo, também para a direc¢do y apresenta-se um corte que representa o valor da armadura
superior na direc¢do y na zona do canto, que passa pelo n6 5 do elemento 688, o qual ficou como
sendo o representativo da armadura de canto. Na Figura 4.13 ilustra-se o diagrama d) da Figura 4.12,

bem como a respectiva reconstru¢do do mesmo, dado o pico existente.
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Fig. 4.13 — Reconstrugao do diagrama da armadura superior segundo a direcgéo y

No que respeita as tensdes instaladas no betfo, apresenta-se na Figura 4.14 as distribui¢cdes com os
respectivos valores das tensdes para a camada superior ¢ para a camada inferior. Constata-se que estas
distribui¢des também apresentam varia¢des bruscas tanto junto ao bordo como numa zona também ela
de canto mas mais no interior. No que toca junto ao bordo, a explica¢do ¢ a mesma ja abordada para o
caso dos graficos com quantidades de armadura e, na zona mais interior, decidiu-se estudar um
elemento finito que apresenta essas variagdes de forma a compreender a razdo pela qual apresenta esse

fendmeno.
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Fig. 4.14 — Verificagdo do esmagamento do betédo

Assim sendo, um elemento que apresenta essas caracteristicas é o elemento finito 595 (ver Figura 4.7),

para o qual se obtiveram os esfor¢os e tensdes no betdo nos nos ilustrados no Quadro 4.6.

Note-se que a posi¢do deste elemento finito intercepta uma isolinha de momentos torsores, Figura 4.7,
0 que leva a que os nos 4, 5 e 6 apresentem valores de momento torsor um pouco mais elevados do
que os restantes, verificando-se também uma diminui¢do dos momentos flectores nos trés nos

referidos.

Quadro 4.6 — Momentos e tensdes no elemento finito 595

M, Myy My Ocab Ocat
KN.m/mkN.m/mkN.m/m MPa Mpa

-11,60 -9,89 8,18 4,54 3,22
-11,07 -9,29 8,68 4,82 3,08
-10,65 -8,69 9,18 5,10 2,93
-9,88 -835 9,60 5,33 5,34
-9,22 -8,01 10,02 5,57 5,57
-966 -855 947 5,26 5,26
-10,11 -9,09 8,92 4,96 2,81
-10,85 -9,49 8,55 4,75 3,01

Elemento No

595

OIN|O|O|~]|WIN]|~

Este acréscimo do valor dos momentos torsores ¢ diminui¢do dos momentos flectores nos trés
referidos ndés em relagdo aos outros nés é suficiente para que a condigdo Gy Oy, >T'py, Nd0 se

verifique, o que leva a que a tens@o no betdo seja © . Como a ordem de grandeza dos

od = 2‘FCdey
momentos M,,, My, € M,, é a mesma, ao verificar a condi¢do acima transcrita a tensdo no betdo ¢é
igual @ maxima tensdo normal segundo a direc¢do x ou y e, se ndo verificar é o dobro da tensdo de

corte, ou seja aproximadamente o dobro da tensdo normal. Entdo, do n6 3 para o né 4, como ha uma
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passagem de uma isolinha para outra, o acréscimo de momento torsor e o decréscimo dos flectores sdo
suficientes para que se verifique a condigdo Gy, .Gy, > Ty, , isto para o caso das tensdes Gy, e Gy,

serem de compressao.

Se se tiver em linha de conta um elemento finito que esteja numa tnica isolinha de momentos torsores,
verifica-se igualmente um acréscimo similar de momentos torsores, sendo que no entanto, os flectores
apresentam-se com maior preponderancia de forma a verificar-se a condi¢cdo acima exposta, como ¢

exemplo o elemento finito 564, para o qual se apresenta o Quadro 4.7.

Quadro 4.7 — Momentos e tensdes no elemento finito 564

Ilex ny Mxy Ocab  Ocat
KN.m/mkN.m/mkN.m/m MPa Mpa
-13,90 -11,64 6,39 3,55 3,86
-13,41 -11,09 6,88 3,82 3,73
-12,92 10,53 7,38 4,10 3,59
-12,26 -10,21 7,78 4,32 341
-11,60 -9,89 8,18 4,54 3,22
-12,02 -1041 7,63 4,24 3,34
-12,45 -10,92 7,07 3,93 3,46
-13,17 -11,28 6,73 3,74 3,66

Elemento No

564

OIN|O|N|BR|WIN|=

Assim sendo, as variagdes bruscas de cor nos graficos das tensdes no betdo na zona de canto, mas mais
no interior, revelam-se ao longo da passagem da isolinha que contém o elemento 595 (ver Figura 4.7).
Verificou-se ser uma situagio particular pelo facto de existir simultaneamente um acréscimo suficiente

de momentos torsores com um decréscimo de flectores em alguns nés do mesmo elemento finito que
leva a ndo verificagdo da condi¢do Gy, Oy, > T ki - POTtanto, esta perante um mesmo elemento finito

que contém nds que verificam esta condi¢do e outros que ndo verificam, determinando deste modo,
dois caminhos diferentes para o calculo das tensdes no betdo para o mesmo elemento finito. Sendo a
ordem de grandeza dos momentos flectores e torsores a mesma, a diferenca no calculo das tensdes no
betdo, ao ndo verificar a referida condi¢do, é do dobro em relagdo ao valor obtido no caso de se

verificar. Assim se justifica que alguns elementos finitos apresentem variagdes de cor bruscas.

4.2.2.3. Andlise dos Resultados Obtidos por Lourengo (1992)

Lourengo (1992) implementou uma formulagio para dimensionamento de armaduras em lajes e
cascas, apresentando os seguintes resultados para a laje simplesmente apoiada, apresentada no sub-
capitulo 4.2.2, no que toca a direc¢do x, na Figura 4.15.
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R e e S

s+ Permslora hedse 00 cue ALPscoan X

Fig. 4.15 — a) Armadura superior na direc¢éo x; b) Armadura inferior na direcgdo x (Lourengo)

Os valores maximos de armadura superior e inferior determinados por Lourengo (1992) para a
direccdo x sdo 3,17 ¢ 5,16 cm?/m, respectivamente.

No que toca a direcgdo y, os resultados apresentam-se na Figura 4.16.

| Gmre simiwweente epobadie © frmachins Auber s A A0 eSEe ¥
| .

! __ : i

s
ToLadn nien lasennd e s LedD © REER s IRFRE lar a0 Eeoties Y
F.AFEA04 F

|

Fig. 4.16 — a) Armadura superior na direcgdo y; b) Armadura inferior na direcg¢éo y (Lourenco)

No que toca a direc¢fo y, os valores maximos de armadura superior e inferior calculados por Lourenco
(1992) para a direcgdo y sdo 3,17 e 4,08 cm’/m, respectivamente.

Na Figura 4.17 apresentam-se os diagramas ilustrativos dos resultados obtidos referentes aos cortes
efectuados nas sec¢des junto ao apoio e no meio vao (ver Figura 4.8).
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Fig. 4.17 - Armaduras na direcgéo y

Assim sendo, pela andlise da Figura 4.17 e respectiva comparag¢do com os resultados obtidos pelo
programa DesignSlab, ilustrados na Figura 4.13, constata-se uma boa aproximacdo dos resultados
obtidos. No que ao diagrama de armaduras inferiores diz respeito, a semelhanga dos resultados ¢ muito
boa, constatando-se o maximo de cerca de 4 cm*/m. Por seu turno, no que respeita ao diagrama de
armaduras superiores, os resultados apresentados pelo programa DesignSlab sdo menos bons devido a
variacdo brusca observada nas zonas proximas dos apoios nos cantos, justificada pelos esforgos
fornecidos pelo Robot Millennium como explicado anteriormente. No entanto, esses resultados sdo
facilmente interpretados, levando um utilizador a encontrar um valor que represente da melhor forma a

zona do canto.

4.2.3. EXEMPLO 3 — LAJE ENCASTRADA EM TRES LADOS E LIVRE NO OUTRO LADO

Na Figura 4.18 apresenta-se uma laje encastrada em trés lados e livre no outro lado, sujeita a uma
carga de calculo de 15 kN/m’, incluindo o peso proprio. A laje em estudo tem uma espessura de 0.15
m e dimensdes em planta 5.0X6.0m’ . Os materiais considerados sdo o betdo C20/25 e 0 ago S400.

QT
psd=15.0 KN/m? o
o
QT
L 5.0 . Im]
1 1

Fig. 4.18 — Geometria e carga para a laje simplesmente apoiada
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4.2.3.1. ANALISE ESTRUTURAL — ROBOT MILLENNIUM

Os momentos principais encontram-se ilustrados na Figura 4.19. A imagem das consideragdes
proferidas no exemplo anterior, também para o presente exemplo se pode compreender o
funcionamento estrutural da laje a partir das orientagcdes dos esfor¢os principais. Neste exemplo, ao
contrario do que se verificou no exemplo anterior, na zona dos cantos formados pelos lados
encastrados nfo se constata uma presenca tdo significativa de momentos negativos, principalmente.
Observa-se no que toca a estes momentos trés zonas bem diferenciadas correspondentes aos trés
bordos encastrados, como seria de esperar. Quanto aos momentos positivos constata-se uma maior
predomindncia na zona central junto ao bordo livre. Estas apreciacdes indiciam que a estrutura terd um
funcionamento praticamente devido aos momentos flectores, ndo se revelando neste caso a influéncia
dos momentos torsores (ver a Figura 4.20) tanto no comportamento estrutural, como

consequentemente no dimensionamento.
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Fig. 4.19 — Momentos principais negativos (amarelo) e positivos (azul)

Como resultado da analise elastica linear, apresentam-se de seguida na Figura 4.20 os momentos
existentes na laje em estudo. Nesta figura, as apreciacdes atrds proferidas sdo comprovadas,
constatando-se pelo grafico ¢) que os momentos torsores aparecem em valor reduzido face aos valores
dos momentos flectores. Deste modo, o funcionamento estrutural sera ortogonal segundo as direcgdes

x e y, sendo que na direc¢do y esse comportamento tende a deslocar-se para o bordo livre.
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Fig. 4.20 — Momentos na laje; a) Mxx; b) Myy; c) Mxy

Note-se neste exemplo, ao contrario do verificado no exemplo anterior, que 0os momentos torsores ndo
apresentam variacdes bruscas, prevendo-se deste modo, que os graficos de armaduras ndo apresentem

também tais variagdes.

4.2.3.2. RESULTADOS DO CALCULO DE ARMADURA COM O PROGRAMA DESIGNSLAB

A imagem do exemplo anterior, introduz-se a espessura da laje e das caracteristicas dos materiais
betdo e aco no programa DesignSlab. Na Figura 4.21 pode-se observar as imagens referentes a
obten¢do da quantidade de armaduras superior e inferior segundo a direc¢o x.
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Armadura Superior segundo - Asit{crim] Armadura Inferior segunda xu - Asxb(cm?im)

Direcgéo vy [m]
Direcedao yy [m]

] 1 2 3 4 £
Direcgdo wx [m] Direcgéo xi [m]

Fig. 4.21 — Armaduras superior e inferior segundo x

Pela Figura 4.21, verifica-se que os valores maximos de armadura inferior e superior na direccéo x,
. . ~ 2
determinados pelo DesignSlab, sdo cerca de 2,4 ¢ 7,0 cm”/m.

No que respeita as imagens com as quantidades de armadura superior e inferior segundo y, apresenta-
se a Figura 4.22.

Armadura Superior sequndo yy - Asyticm?/m) Armadura Inferior segunda vy - Asyb(cm2im)
|

Direccio yy [m]
Direcgao yy [m]

[
e | m B
1] 1 2 3 4 5
Direcgao ot [m] Direccéo xx [m]

Fig. 4.22 — Armaduras superior e inferior segundo y

No que respeita a direc¢do y, os valores maximos de armadura inferior e superior, calculados pelo
. ~ 2 .
DesignSlab, sdo cerca de 6,0 e 12,5 cm”/m, respectivamente.
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Tal como ja referido, nos graficos de armaduras apresentados nas Figuras 4.21 e 4.22 nio se
observaram as variagdes bruscas nos tons de cor. Tal deve-se essencialmente ao facto dos momentos
torsores se apresentarem de forma mais homogénea sem grandes variagdes.

No que respeita a verificagdo das tensdes no betdo, apresentam-se na Figura 4.23 duas imagens
ilustrativas do nivel dessas tensoes.

Tensdes no Betdo na Camada Superior - Todt (MPa)
B

(5]

Direcgdo vy [m]
Direcgéo vy [m]

]

i} 1 2 - 4 i
Direcgéo xx [m] Direcgdo = [m]

Fig. 4.23 — Verificagdo do esmagamento do betdo

Como se observa na figura acima apresentada, as zonas criticas no que respeita ao esmagamento do
betdo sdo nos bordos segundo a direc¢do x para a camada inferior, € na zona central junto ao bordo
livre para a camada superior, as quais correspondem as zonas submetidas a um maior campo de
momentos flectores. No mapa das tensdes no betdo na camada superior verificam-se algumas
variagdes de cor, as quais sdo explicadas pelas mesmas razoes apontadas para o exemplo anterior, para
o nd 595.

4.2.3.3. ANALISE DOS RESULTADOS OBTIDOS POR LOURENGO (1992)

Segundo Lourengo (1992), os resultados obtidos para a laje apresentada no sub-capitulo 4.2.3
apresentam-se nas figuras seguintes. Na Figura 4.24 constatam-se os resultados referentes a direcgio x,
onde se verificam os valores méaximos de armadura superior e inferior de 6,85 e 2,17 cm’/m,

respectivamente.
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Fig. 4.24 — a) Armadura superior na direcgdo x; b) Armadura inferior na direcgdo x (Lourengo)

Quanto aos resultados segundo a direcg¢do y sdo apresentados na Figura 4.25, onde se verificam os
valores maximos de armadura superior e inferior de 5,15 e 11,0 cm?/m, respectivamente.

b OEER. A £ LAOMY C ATAIGIRR as T
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ordrnd

a) 4 b)

Fig. 4.25 — a) Armadura superior na direcgdo y; b) Armadura inferior na direcgéo y (Lourenco)

Fizeram-se cortes na laje nas quatro sec¢des representadas na Figura 4.26. Para estas secgdes
apresentam-se os diagramas de armaduras necessarias nas direc¢des x e y obtidos por Lourengo,
visualizados na Figura 4.27.
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Fig. 4.26 — Secgbes para o tragado da armadura

4 : s i | Secgdo 1
Sweqdo {m) ' 3
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Fig. 4.27 — a) Armadura superior na direcgdo y; b) Armadura inferior na direcgdo y

Para aquelas secgdes, tracaram-se os diagramas de armaduras necessarias obtidos pelo programa
DesignSlab, tal como ilustrado na Figura 4.28.

Armadura na direcgdo x g Armadura na direccdo y
B T T T T T T T T T T T T
Secgan 2
Secgdo 1
5F R ar B
4 R 4r B
— =5 Secgao 2
£3 1 £°r Seccdn 1| |
2 i 2r 4
1 i 1t / _
0 . . \ . . \ . . 1} : L L 1 |
3 2 o 1 2 3 4 & & 7 4 2 0 2 4 6 8
As{cm*im) As(cmzi'm)

Fig. 4.28 — a) Armadura superior na direcgdo y; b) Armadura inferior na direcgdo y
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Pela andlise da Figura 4.27, na qual se apresentam os resultados para as sec¢des 1 e 2 obtidos por
Lourenco para o exemplo em estudo e, da Figura 4.28, na qual se apresentam os homdlogos resultados
obtidos pelo programa desenvolvido DesignSlab, verifica-se que esses resultados estdo em total
sintonia. Assim, deste modo, atesta-se a validade do programa DesignSlab.

No que respeita as secgdes 3 e 4, apresentam-se de seguida os resultados obtidos por Lourengo e pelo
programa DesignSlab. Assim, na Figura 4.29, visualizam-se os diagramas de armaduras superior e

inferior na direc¢do y obtidos por Lourengo.
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Fig. 4.29 — a) Armadura superior na direcgdo y; b) Armadura inferior na direcgdo y

Na Figura 4.30, apresentam-se os homologos diagramas fornecidos pelo programa DesignSlab, a partir
dos quais se constata uma vez mais a grande aproximacdo destes resultados com os obtidos por

Lourencgo.
Armadura na direcgio x B Armadura na direcgéo y
g T T T T T T T T T T T T T T T T T T
s Secgao 4 b 10+
Secgdo 3
6r 7 gtk
5r i
E L
4r 7 —
£ T a4t Secgao 4
i o Secgéo 3
[ L 4
< 5l | <
1}
1 L
i L 2t J
1r 4 4 B
2 | | | | | | | L . B | | | I | | | | I
1] 0.8 1 1.8 2 248 3 35 4 45 & 1] 0.5 1 1.5 2 248 3 3.5 4 445 5

[m] [rn]

Fig. 4.30 — a) Armadura superior na direcgéo y; b) Armadura inferior na direcgéo y

Assim sendo, através deste exemplo, constata-se pela grande aproximacéo dos resultados obtidos pelo
programa DesginSlab com os resultados obtidos por Lourenco, que o programa desenvolvido ¢ viavel

para a determinagdo de armaduras em lajes macigas.
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4.3. CONSIDERAGOES FINAIS

Neste capitulo procede-se a comprovacdo do programa DesignSlab, comparando resultados obtidos
num exemplo em que se determinaram as armaduras num elemento de laje, sujeito a um campo de
momentos genérico, pela metodologia sugerida por Gupta e, também pelo programa DesignSlab.
Verificou-se que os resultados sdo praticamente iguais, isto apesar do valor de z adoptado na
metodologia do programa DesignSlab ser tinico, ao passo que segundo a metodologia de Gupta
existem dois valores de z, um para o calculo das tensdes normais e outro para o calculo das tensdes de
corte, tal como referido no inicio do presente capitulo. Nao obstante esta diferenca, verificaram-se,
como acima referido, resultados muito bons tanto no exemplo apresentado neste capitulo como nos

restantes apresentados no Anexo A.1.

Foram ainda estudados dois exemplos de lajes armadas em cruz, sendo o primeiro uma laje
simplesmente apoiada nos quatro bordos e o segundo uma laje encastrada em trés bordos com um
bordo livre, onde se aproveitou a oportunidade para comparar os resultados obtidos pelo programa
DesignSlab com uma implementagdo para a determinago de armaduras em cascas e lajes
desenvolvida por Lourengo (1992). Quanto ao primeiro exemplo os resultados no que toca ao
diagrama de armadura superior segundo a direc¢do y correspondente ao corte efectuado junto ao
bordo, apresentam algumas particularidades devido essencialmente a variagdo brusca de alguns
valores constatados junto aos cantos, diferindo assim um pouco dos resultados apresentados por
Lourengo. No entanto, essas particularidades sdo consequéncia das variagdes também ocorridas nos
momentos torsores, que tratando-se da zona dos cantos, verificou-se que o dimensionamento depende
praticamente apenas desses momentos, sendo que, se iriam forgosamente repercutir nos mapas de
armaduras. Todavia, face a esta situacdo e, tendo em linha de conta que essas variagdes foram
originadas apenas por alguns nés da malha de elementos finitos, considera-se que os resultados sio
viaveis partindo do presuposto que o utilizador fara uma analise critica dos resultados obtidos, o que
para o caso em concreto, seria tomar como referéncia um valor que representasse de forma harmoniosa

a zona do canto, como se procedeu.

Quanto ao segundo exemplo, constatou-se uma plena correlagdo entre os resultados obtidos pelo
programa DesignSlab e os homoélogos obtidos por Lourengo (1992). Note-se que os momentos
torsores para este segundo exemplo ndo apresentam variagdes bruscas, o que consequentemente

também nio se verificaram nos graficos de armaduras e de tensdes de compressao nas bielas de betdo.

Assim sendo, e tendo em linha de conta as consideragdes constatadas, pode-se afirmar que o programa
DesignSlab desenvolvido no presente trabalho € viavel para a determinagdo de armaduras em lajes

macigas analisadas pelo MEF e submetidas a um campo de momentos genérico.

72



Determinagdo de armaduras em lajes analisadas pelo MEF e submetidas a campos de momentos com torsores importantes

5

APLICACAO DO CODIGO
DESENVOLVIDO AO
DIMENSIONAMENTO DE
ARMADURAS EM LAJES

5.1. INTRODUCAO

Apds a validacdio do programa DesignSlab, torna-se entfio oportuno a aplicacdo desta ferramenta a
varios tipos de lajes, de forma a ilustrar a sua aplicabilidade e interesse pratico, uma vez que em casos
de geometrias complexas e ocorréncia de momentos torsores importantes a utilizagdo de tabelas de

calculo torna-se inviavel.

Assim sendo, neste capitulo serdo estudados sete exemplos de lajes, sendo que os 4 primeiros tém
como objectivo a verificagdo das faixas de armaduras e correspondente escalonamento sugeridas por
regras de dimensionamento pratico muito correntes, normalmente as do Montoya (2000) e da Norma
Britanica BS8110 (1985). Quanto a estes dois exemplos serfo primeiramente analisados e
dimensionados segundo estes procedimentos expeditos, e posteriormente pelo programa desenvolvido
DesignSlab, sendo feita a devida comparacdo. No que toca aos restantes 3 exemplos, procurou-se
estudar lajes com caracteristicas especiais, principalmente em termos de geometria € apoios, com
actuagdo de cargas pontuais ¢ com ocorréncia de grandes aberturas, nos quais se constata a ocorréncia

de elevados momentos torsores.

Com o decorrer das aplicagdes ¢ efectuada uma disposi¢do escalonada das armaduras, segundo o
ponto de vista do autor. Esse escalonamento ¢ simplesmente qualitativo, tendo como principal
objectivo mostrar a praticabilidade no uso do programa DesignSlab para o dimensionamento de lajes

macigas.

Por fim, apresentam-se as conclusdes finais a retirar deste capitulo.
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5.2. EXEMPLOS

No que respeita a abordagem de cada exemplo, é efectuada uma analise elastica linear no programa
comercial Robot Millennium, de forma a constatar a presenca e preponderancia dos momentos
flectores e torsores, a partir dos quais se poderd efectuar dimensionamento das correspondentes
armaduras. Para cada exemplo ¢ efectuado um pré-dimensionamento de forma a respeitar as verificar

as condigdes essenciais a0 bom desempenho estrutural de lajes, nomeadamente o estado limite de
deformagdo e a ocorréncia de momentos reduzidos na gama e [0,10—0,15].

Para todos os exemplos ¢ considerado um betdo C20/25, um ago S400 e um coeficiente de Poisson de
v=0.2.

5.2.1. EXEMPLO 1 — LAJE ENCASTRADA NOS 4 BORDOS, SEGUNDO MONTOYA

Este exemplo visa a metodologia de analise e dimensionamento de lajes que recorre as tabelas e regras
do Motoya (2000). Assim considera-se uma laje encastrada nos quatro lados, de dimensdes
5.0x7.0m”, sujeita a uma carga de céalculo de 15.0kN/m’, incluindo o peso préprio, ilustrada na

Figura 5.1.

psd = 15.0 kN/m? =2
47
5.0
m
4 ¥ [m]

Fig. 5.1 — Laje encastrada nos 4 bordos

No dimensionamento das lajes macigas ha trés verificagdes essenciais a efectuar para garantir o bom

desempenho e seguranca estrutural:
1
* Deformagio: rl <k kikA,

* Esfor¢o Transverso: Vi, 2V,

= u=0,10-0,15
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Através do controlo da deformagio, o qual é preconizado no EC2 (ver Cap. 7.4), pré-dimensiona-se a
espessura da laje:

:>é£ k, k. kA, com A, =26 e admitindo k_ =14

d>

500 _, h=0,15m
T 26x1,4

=
d=0,12m

Considerando-se que p,, =15kN/m” e 1,/1, =5/7=0,714, segundo as tabelas do Montoya (2000) os

momentos flectores presentes na laje sdo (ver convengdes na Figura 5.2):

m," =12,48kN.m/m
m_ ' =6,43kN.m/m

m = 27,38kN.m/m
m, =21,70kN.m/m

Donde resultam as seguintes armaduras

12,4
n= 2’ 8 3 =0,065:>(D=0,068:>A: :3,12cm2 /m
1,0x0,12°x13,3%x10 Y
6,43 ) i
u= - -=0,034= ©=0,036= A =1,65cm” /m
1,0x0,12°%x13,3x10
n= 272’375 :=0,15=>0=0,167= A =7,66cm’ / m
1,0x0,12°%x13,3x10 Y
= L0 115 0=0,119= A", =5,46em’ /m
1,0x0,12°%x13,3x10

Ix=7m L

mx+

mx-
ly=5m my+

my-

Fig. 5.2 — Visualizagédo da representagdo dos momentos segundo Montoya (2000)
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O modo como estas armaduras deverfio ser posicionadas, segundo as tabelas do Montoya (2000),

visualiza-se na Figura 5.3. Nesta figura:

= A, ¢aarmadura inferior paralela ao lado /,

* A, ¢aarmadura superior paralela ao lado /,

* A, ¢aarmadura inferior paralela ao lado /,

* A, ¢aarmadura superior paralela ao lado /,

0.2ly 0,11y 0.1y 0.2y
I i —

| 05A l

. |
[
— | I —
I I L]
[ [
] | —
—— ——
[ | L[]
T ]
] —
S e [ —

0.6ly

—

0.2ly

0.1y 0.2ty

02y a1y

C0.2ly

0,5Aby

0,5Aby

Fig. 5.3 — Disposi¢ao da armadura segundo as tabelas do Montoya (2000); a) Disposigdo da armadura inferior;
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Nas zonas dos cantos, segundo as tabelas do Montoya (2000), deve-se complementar as armaduras
principais numa zona quadrada de lado 0,2 ly, sendo lyo menor v3o, com uma malha ortogonal

colocada tanto na camada superior como na inferior, com 75% da maxima armadura principal do véo
A da laje, tal como ilustrado na Figura 5.4.

s, max

0.2ly | © 0,2y
T e

S o2l

0,75As,max

02ly -

Fig. 5.4 — Armaduras de canto (camadas superior e inferior)

Desta forma obtém-se um dimensionamento e respectivo escalonamento das armaduras segundo uma
analise baseada no Método de Montoya (2000).

Com o intuito de determinar a disposicdo das armaduras decorrentes da utilizacdo do programa
desenvolvido e, posterior comparacdo com as decorrentes das disposi¢cdes associadas as tabelas do
Montoya (2000), apresenta-se uma analise efectuada pelo programa DesignSlab.

A partir do Robot Millennium obtiveram-se os esforgos ilustrados na Figura 5.5. Nesta figura constata-
se que os valores dos momentos maximos obtidos segundo a metodologia de Montoya estdo em plena
concordancia com os obtidos no programa Robot Millennium. Segundo este programa comercial, os
valores dos momentos maximos positivo e negativo sdo 12,78kN.m/m e 27,08kN.m/m para direcgio x,
respectivamente e, 6,82kN.m/m e 21,06kN.m/m para a direc¢do y, respectivamente, os quais
correspondem respectivamente a 12,48kN.m/m, 27,38kN.m/m, 6,43kN.m/m ¢ 21,70kN.m/m, segundo
Montoya (2000).

Pelos mapas de momentos ilustrados na Figura 5.5 verificam-se explicitamente as zonas de maior
concentracdo de esforgos, as quais corresponderdo obviamente aquelas com maior necessidade de
armadura e também as zonas que poderdo condicionar o dimensionamento devido a verificagdo das
compressdes nas escoras de betdo. As zonas associadas a estas consideragdes sdo os bordos
encastrados e a zona central da laje em estudo.
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Fig. 5.5 — Momentos na laje; a) Mxx; b) Myy; c) Mxy

Neste tipo de laje sdo os momentos flectores que determinam o comportamento estrutural e,
consequentemente o dimensionamento, sendo que os momentos torsores nfo apresentam grande

relevancia.

Através do programa DesignSlab, obtiveram-se as distribuicdes de armaduras necessarias nas
direccdes x € y e as tensdes maximas instaladas no betdo. Na Figura 5.6 encontram-se os resultados
obtidos no que respeita as armaduras. Nesta figura assinalam-se também as faixas de armaduras e o
respectivo escalonamento segundo as regras de Montoya, sendo que o valor maximo de armaduras a
colocar em cada direc¢éo nas camadas inferior e superior segundo as direcgdes x € y sdo representados
pelas letras A, B, C e D, respectivamente. Neste exemplo, bem como a imagem dos proximos trés, as
faixas de armaduras serdo obtidas em fun¢do do Regulamento em estudo (Montoya ou Norma
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Britanica BS 8110) para constatar até que ponto as regras praticas de dimensionamento e disposicéo

de armaduras desses Regulamentos se enquadram nos resultados obtidos pelo programa DesignSlab.

Armadura Inferior segundo xx - Asxh(cmz.n’m)

I T

Direccan yy [m]
i
Direcgéo yy [m]

0 1 2 3 4 & ]
Direcgao xx [m]

Armadura Inferior segundo yy - Asyh(cmzfm)

Direcgao yy [m]
Direcgdo yy [m]

Direcgao xx [m]

b)

Armadura Superior segundo xx - Asxt(cmzfm)

2 ] 4 5
Direcgao xx [m]

Direccdo wx [m]

Fig. 5.6 — a) Armadura segundo a direcc¢éo x; b) Armadura segundo a direcgdo y

Tal como acima mencionado, verifica-se pela Figura 5.6 que com o DesignSlab as zonas mais armadas

estdo em concordancia com as homdlogas no que toca aos momentos flectores ilustrados na Figura

5.5. Os momentos torsorses estdo mais evidenciados nos cantos, no entanto dado seu baixo valor ndo
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influenciam o dimensionamento, como se constata pela Figura 5.6, onde se verificam baixas

necessidades de armaduras nessas zonas.

Verifica-se pela analise da Figura 5.6 que as faixas de armaduras e o respectivo escalonamento
segundo as regras de Montoya se enquadram perfeitamente nos graficos de armaduras obtidos,
verificando-se que a passagem da totalidade da armadura para metade ocorre de forma adequeda e
segura, segundo o DesignSlab.

Quanto as tensoes instaladas no betdo, apresenta-se na Figura 5.7 duas distribui¢des com as tensdes na
camada superior ¢ inferior. Constata-se uma vez mais a preponderancia dos momentos flectores pela
analise das tensdes do betdo na camada inferior, que estdo em sintonia com as distribui¢des dos
momentos flectores segundo as direc¢des x e y, evidenciando maiores tensdes juntos aos bordos. Na
zona central dos mapas de tensdes na camada superior, verifica-se também maior concentragdo de
tensdes, sendo no entanto de valor mais baixo do que o apresentado na camada inferior. Evidencia-se
também a influéncia dos momentos torsores, constatando-se nas zonas superiores dos cantos uma

concentracio de tensdes, embora de valor reduzido quando comparadas com as da camada inferior.

Tensties no Betdo na Camada Inferior - Tedb (MPa) Tensdes no Betdo na Camada Superior - Todt (MPa)

- B e 7

B E 7

5 i T

-5 | | | |

B 4 : £ 4 L 2
£ -1 o =
o o
T T o
o n —
53 & 3 ] AN
5 -3 5 i

2 2 B +

1 1 B

0 i 0

1] 1 2 3 4 5 ] 1 2 3 4 &
Direcgdon xx [m] Direcgdo xx [m]

Fig. 5.7 — Tensdes no betéo

Neste exemplo, pela analise das Figuras 5.5, 5.6 e 5.7 constata-se uma influéncia determinante dos
momentos flectores no comportamento estrutural e, consequentemente do correspondente
dimensionamento da laje. Na Figura 5.7, no grafico das tensdes no betdo na camada inferior, constata-
se as orientagdes das tensdes principais, a partir da “cruz” existente na zona central da laje, indicando a

trajectoria dessas tensdes, que sdo praticamente originadas pelos momentos flectores.
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5.2.2. EXEMPLO 2 — LAJE ENCASTRADA NOS 4 BORDOS, SEGUNDO A NORMA BRITANICA BS 8110 (1985)

O exemplo analisado pela Norma Britanica BS 8110 (NB) é precisamente o mesmo que o apresentado
na Figura 5.1. A metodologia segundo esta Norma pressupde uma redistribuicio dos momentos
negativos na laje, pelo que de forma a materializar esse aspecto, considerou-se uma laje simplesmente
apoiada onde se introduziu posteriormente nos bordos os momentos obtidos pelas tabelas da NB em
estudo, como se vera mais a frente na analise efectuada pelo programa DesignSlab.

Assim sendo, os momentos obtidos segundo a NB sdo representados na Figura 5.8.

S ] T oksly
! ! Msx = Bsx.Sd.Ix?
| |
! Msy ! Msy = Bsy.Sd.ly?
| |
| | [T9)
| | n
i Msx i x
| |
I I
I I
I I
| |
I I
b J
ly=7

Fig. 5.8 — Representagdo dos momentos segundo a metodologia da Norma Britanica BS 8110

Sendo a relagdo /,/I =7/5=1,4, vem que:

M_* =14,625kN.m / m
M~ =19,125kN.m/m
M,," =9,0kN.m/m
M, =12,0kN.m/m

n= 142’625 -=0,076 > ®=0,080= A} =3,67cm’ /m
1,0x0,12°x13,3x10

n= 192’125 +=0,10= ©=0,108= A} =4,95cm’ /m
1,0x0,12°x13,3%x10

H= 29’0 -=0,047= ®=0,049= A} =2,25cm’ /m
1,0x0,12°x13,3%10 Y

12,0 ) ;

w= - -=0,063 = ®=0,065= A, =3,00cm’ /m

1,0x0,12°x13,3%x10
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A disposi¢do das armaduras inferiores segundo a NB € materializada através das faixas representadas
na Figura 5.9. Segundo a NB, nas faixas centrais coloca-se a armadura para os momentos maximos e
nas faixas laterais coloca-se a armadura minima, que ¢ cerca de 0.15xdxb=0.15xd.

Faixa lateral

T/’

Ix Faixa central

Faixa lateral
3/41x
=<

Faixa lateral

Faixa lateral
Faixa central

g

3/dly y

Fig. 5.9 — Divisdo da armadura inferior em faixas

Segundo a NB também ha necessidade de se ter em atencéo as zonas dos cantos das lajes. Deste modo,

na Figura 5.10 visualiza-se as disposi¢des das armaduras de canto segundo a NB.

Armaduras de canto

e ]
0.3Ix |
N |
I
z 1/2A 580 :
o face superior |
= I
pd |
° !
o Ao |
I
3}{4As,v§n 1 JQAS‘vén | =
ambas as faces face superior [
N :
X = I
“ 2
(=] [=] |
. AT ‘ | . AT
|
gl

L 0.3Ix L 0.3Ix
7 1

|
i 1

Fig. 5.10 — Armaduras de canto

Ainda no que respeita a disposi¢des das armaduras, apresenta-se na Figura 5.11 as regras simplificadas

para a dispensa de armaduras em lajes segundo a Norma em estudo.
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Apoio Interior

Extremidade simplesmente apoiada
100%

|
|
|
}
| 0150 50%
|
\

I
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Ta momentos negativos ‘
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i 0.1/
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100% | 100%
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ko e s i
véo efectivo / véo efectivo [

Fig. 5.11 — Regras simplificadas para dispensa de armaduras em lajes

Como atras citado, a metodologia da Norma Britdnica BS 8110 pressupde uma redistribui¢do de
momentos, sendo deste modo, necessario adoptar um artificio para que se possa analisar esta laje no

programa Robot Millennium. Assim sendo, este artificio passa por introduzir-se no Robot Millennium
a accdo distribuida juntamente com os momentos de bordo M~ =19,125kN.m ¢ M~ =12,0kN.m

numa estrutura simplesmente apoiada, tal como representados na Figura 5.12. Desta forma consegue-
se que os momentos nos bordos encastrados sejam os fornecidos pelas tabelas da NB, fazendo com

que o Robot Millennium calcule a estrutura como estivesse a efectuar uma redistribuicdo de esforgos.
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Fig. 5.12 — Representacdo dos momentos redistribuidos introduzidos na laje

Entdo, para estas acgdes obtiveram-se os momentos ilustrados na Figura 5.13. Nos mapas desta figura
verifica-se um agravamento dos momentos flectores positivos, derivados da redistribuicdo de
momentos. No que toca aos momentos torsores também se constata um agravamento, embora nio

sendo suficiente para determinar o comportamento estrutural da estrutura.
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Através destas distribui¢des de momentos pode-se compreender o funcionamento estrutural da laje,
podendo-se deste modo prever onde a estrutura exigira maior quantidade de armadura. Assim,
analisando os trés graficos, facilmente se verifica que sendo os momentos torsores pouco relevantes, a
estrutura apresentara um comportamento determinado pelos momentos flectores nas direc¢des
ortogonais, x ¢ y, tal como anteriormente se constatou aquando do estudo deste exemplo segundo
Montoya.
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min: -14 46
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Fig. 5.13 — Momentos na laje; a) Mxx; b) Myy; ¢) Mxy

Com a utilizagdo do programa DesignSlab determinaram-se as armaduras necessarias para a laje em
estudo, ilustradas na Figura 5.14. Nesta figura, constata-se um aumento das armaduras na zona dos
momentos positivos, em relagdo as homologas obtidas segundo Montoya, consequéncia da
redistribuicdo dos momentos efectuadas. Por seu turno e, pela mesma razdo, também as armaduras nas
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zonas dos momentos negativos vieram diminuidas. Comparando com os resultados obtidos segundo o

Montoya, verifica-se que nas zonas dos cantos ha uma maior exigéncia de armaduras, fruto do ligeiro

aumento dos momentos torsores. No entanto, as regras de dispensa da NB verificaram-se mais

conservativas, assegurando deste modo, a cobertura daquelas zonas. Realga-se o facto de que se

considerou que as medidas da laje sdo referentes ao vao efectivo /, ou seja, sdo medidas em relacdo aos

eixos dos apoios. Assim, e uma vez que o escalonamento de armaduras apresenta uma dispensa para a

metade a distancia de 0,15/, admitiu-se entdo que a espessura do apoio seria de 0,30m, sendo portanto

a distancia do eixo do apoio até a zona de dispensa de 0,15/+0,15m.

Direcgén vy [m]

Diracgdo yy [m]

Armadura Inferior segundo xx - Asxh(chIm)

A e sss
T T—

Ditecgdo xx [m]

Fig. 5.14 — a) Armadura segundo a direcgdo x; b) Armadura segundo a direcgéo y
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Comparando os resultados obtidos com os correspondentes segundo o Montoya, ha dois aspectos a
realcar. A dispensa da armadura segundo a NB é em func¢do do vao efectivo da direc¢do em questio,
revelando-se para o presente exemplo ser mais indicada, ao passo que o Montoya recomenda que seja
efectuada em fung@o do menor vao. Outro aspecto a reter depara-se com o facto de que segundo a NB
as faixas laterais de armadura inferior serem compostas por uma armadura minima, ao passo que
segundo Montoya s3o metade do valor maximo de armaduras a colocar na zona central. Em casos em
que o valor maximo ¢ baixo nfo se revela importante, no entanto, para casos de estudo em que esse
valor seja superior poderd revelar-se de certa forma um factor economizador. Quanto as tensdes no

betdo, ilustram-se na Figura 5.15.

Tenstes no Betdo na Camada Inferior - Tedb (MP&) Tenzdes no Betdo na Camada Superior - Tedt (MPa)
Tl S | : ?F:gggg _ ﬁ 4
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| | [ ] y
e B € - = =
= 4 ] = : I
= = f
@ I8 i i 2
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z 3P0 2 u u
8 B 8 B H 1.5
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0 1 2 3 4 5
Direcgdo wx [m] Direccéo xx [m]

Fig. 5.15 — Tensdes no betéo

Com os graficos de tensdes no betdo nas camadas superior e inferior, podem-se retirar algumas
dila¢des, tais como constatar onde a estrutura estara mais solicitada. Repare-se que as zonas onde se
constatam maiores tensdes no betdo também sdo as que exigem maior valor de armadura na camada
oposta. Embora as distribui¢des de tensdes no betdo nas zonas dos cantos sejam relativamente
inferiores as verificadas na zona central para a camada superior e nos bordos para a camada inferior,
verifica-se a influéncia dos momentos torsores nas zonas dos cantos, comprovada também pelos
mapas de armaduras superiores constatados na Figura 5.14. Nestes verificam-se uma preocupagio no
dimensionamento das zonas do canto ao efectuar o escalonamento nos bordos para metade a distancia
de 0,15/40,15 m do eixo do apoio, mas sobretudo por se prolongar metade da armadura numa
distancia de 0,3/+0,15 m ao eixo do apoio, como se visualiza nos mapas de armaduras superiores da
Figura 5.14. Note-se que segundo Montoya, essas distancias sdo 0,2/y e 0,3/y, respectivamente, sendo
ly o menor vio, ao passo que na NB / é o vdo referente a direc¢do a dimensionar. Observa-se assim
pela Figura 5.14 que ¢ na direc¢@o do maior véo que se observam uma maior influéncia dos momentos

torsores, verificando-se que as regras de dispensa da NB s3o mais adequadas, em detrimento das
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homologas previstas por Montoya. No entanto, no exemplo onde se aplicaram as regras de dispensa
segundo Montoya ndo se evidenciava tanto a influéncia dos momentos torsores na direc¢do do maior

vao, ou seja, na direcgdo y, como se ilustra na Figura 5.6.

5.2.3. EXEMPLO 3 — LAJE ENCASTRADA E SIMPLESMENTE APOIADA EM 2 BORDOS, SEGUNDO O MONTOYA

Ainda com o objectivo de constatar as regras de dispensa de armaduras em lajes sugeridas pelos
métodos de Montoya e pela NB, considerou-se o estudo de uma laje encastrada em dois lados e
simplesmente apoiada nos outros dois lados, de dimensdes 5.0x7.0m’, sujeita a uma carga de célculo
de 15.0kN /m*, incluindo o peso proprio, ilustrada na Figura 5.16.

6,0

|
|
|
|
|
|
} pPsa=15.0 KN/m?
|
|
|
|
|
|
|

5,0

Fig. 5.16 — Laje encastrada em 2 bordos e simplesmente apoiada nos outros 2 bordos

No que respeita ao pré-dimensionamento, este exemplo encontra-se dentro dos mesmos pardmetros

que no exemplo anterior, tratando-se portanto de uma laje com uma espessura de 0.15m.

Quanto a analise estrutural, na Figura 5.17 visualizam-se os mapas dos momentos flectores e torsores
presentes na laje. Através desta andlise pode-se constatar que também esta laje tera um
comportamento determinado pelos momentos flectores segundo as direc¢des ortogonais x ¢ y. No
entanto, ndo obstante da predominancia dos momentos flectores no comportamento estrutural da laje,
verifica-se que os momentos torsores influenciam decisivamente a zona do canto formado pelos
bordos simplesmente apoiados, uma vez que apresentam-se com valor superior ao verificado pelos
momentos flectores, sendo essa diferenga cerca do dobro. Nos cantos formados pelos bordos
encastrado e simplesmente apoiado, embora assumindo valores superiores aos flectores, os momentos

torsores ndo se revelam tio influentes.

87



Determinagdo de armaduras em lajes analisadas pelo MEF e submetidas a campos de momentos com torsores importantes

0.0 1.0 2,0 3.0 4.0 5.0 Wed: (ki) 0,0 1,0 2.0 3.0 10 5.0 MY (Khmvm)

Direction X Direction X
max: 37 27 max: 29,53
min: -18 83 min: 10,76

09

L oa7ar L 2950

= 3200 = 2920

0¢

= 3000 - 25588

= 2500 = 2180

0t

L 2000 -] L 1825
L 1500 B L 140

= 1000 = 1085

0¢

T
=)
=l

0T

T

w
m
i

= -1000 = -3B5

01

2 5 2 1 5
0,0 10 20 30 40 50 | 00 | 10 20 30 40 50|
a) b)
| | | Lt A ey e
0,0 1,0 2,0 3.0 4.0 5,0 Uil

Direction X

max. 10,37
min; -17.77
=3 L 1037

09

0

c) Mxy
Fig. 5.17 — Momentos na laje; a) Mxx; b) Myy; c) Mxy

Apesar de se constatar que os momentos flectores terdo um efeito preponderante no comportamento
estrutural, verifica-se que os momentos torsores sdo significativos podendo influenciar o
comportamento estrutural e consequentemente o dimensionamento em algumas zonas da laje. Tal
constata-se no aparecimento de zonas de concentracdo de armaduras nos cantos tanto nas camadas
superior como inferior, como se pode visualizar nos mapas da Figura 5.18, onde segundo Montoya, se
deverd prover de uma malha ortogonal de armaduras de lado 0,2/y igual ou superior a 75% do valor
maximo de armadura principal. Nesta constata-se também um deslocamento da necessidade de
armaduras na camada inferior para junto dos lados simplesmente apoiados. Deste modo, ¢ sendo as
regras de dispensa de armaduras segundo Montoya fixadas previamente em fun¢fo do menor vio,
verifica-se a ocorréncia de zonas menos abrangidas pelo dimensionamento proposto por Montoya,
como se observa nos graficos de armaduras inferiores, tanto segundo x como segundo y, onde a

passagem da totalidade das armaduras para a metade se efectua um pouco prematuramente.

No entanto, real¢a-se que este aspecto ndo coloca em causa o bom comportamento estrutural, dada a
grande capacidade deste tipo de estruturas na redistribui¢io de esforgos. O que podera acontecer é uma

plastificacdo das armaduras em algumas sec¢des segundo a direc¢cdo em causa, esgotando assim dessa
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forma a capacidade resistente dessa secc@o, a qual a estrutura respondera com uma redistribuigcdo de
esfor¢os nessa mesma direccdo. Além do mais, caso a estrutura esgota-se a sua capacidade resistente
numa direc¢@o teria ainda capacidade para redistribuir na outra direc¢do, o que imputa a estas
estruturas grande capacidade de resisténcia a rotura. Portanto, a plastificacdo local de algumas

armaduras ndo causa nenhum problema estrutural, nem condiciona o seu comportamento.

Com este exemplo, se constata que a disposi¢do e a dispensa de armaduras segundo Montoya se figura
segura e¢ adequada, apesar de serem fixadas previamente em fungdo do vdo menor, o que em
determinados casos, como o presente, puder apresentar algumas incongruéncias que poderiam ser
colmatadas tendo em ateng@o os resultados apresentados pelo programa DesignSlab desenvolvido no
presente trabalho.
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Fig. 5.18 — a) Armadura segundo a direc¢éo x; b) Armadura segundo a direcgado y
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Repare-se que pelo tom de cor apresentado na zona dos cantos, se observa que se estd perante um
valor de cerca de 3,0-3,5cm’ /m, que por sua vez coincide com o valor sugerido por Montoya, que
diz que nos cantos o valor da malha ortogonal a colocar nas camadas superior e inferior devera ser
igual ou superior a 75% do maximo valor de armadura principal, ou seja,
0,75xA=0,75x4,5=3,4cm* /m. No que toca a malha ortogonal a colocar na camada inferior,
apresenta-se a Figura 5.19 de forma a ndo sobrecarregar os graficos da Figura 5.18, onde se visualiza

claramente a necessidade das armaduras em causa.

Armadura Inferior segundo xx - Asxbicmim) Armadura Inferior sequndo yy - ASYh(szfm)
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Fig. 5.19 — Visualizagdo da malha ortogonal de armaduras na camada inferior

Repare-se que o valor a adoptar devera ser no total de 0,75A segundo Montoya. Como no
dimensionamento das faixas de armaduras inferiores foram dimensionados 0,5A em toda a laje, entdo
no canto formado pelos bordos simplesmente apoiados para a camada inferior, adopta-se uma malha
de armaduras ortogonais de lado 0,2/y de forma a complementar o défice verificado, ou seja, 0,25A,

como se ilustra na Figura 5.19.

5.2.4. EXEMPLO 4 — LAJE ENCASTRADA E SIMPLESMENTE APOIADA EM 2 BORDOS, SEGUNDO A NORMA
BRITANICA BS 8110 (1985)

Este exemplo de estudo segundo a NB é o mesmo analisado anteriormente pelo Método de Montoya
apresentado na Figura 5.16. A semelhan¢a do Exemplo 2, considerou-se uma laje simplesmente
apoiada onde se introduziu posteriormente nos bordos encastrados os momentos obtidos pelas tabelas
da NB em estudo. Assim sendo, em primeiro lugar obtém-se os momentos segundo a NB,
representados na Figura 5.20, a partir dos quais se retirarad o valor daqueles para introduzir no Robot

Millennium de forma a materializar a redistribuigao.
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Fig. 5.20 — Representagdo dos momentos segundo a metodologia da Norma Britanica BS 8110

Sendo a relagdo /, /I, =7/5=1,4, vem que:

M_ " =19,875kN.m/m
M, =26,625kN.m/m
M,," =13,125kN.m / m
M, =17,625kN.m/m

1
n= 92’875 3 :0,104:>60:0,112:>A:X:5,14cm2/m
1,0x0,12°x13,3x10
26,62
u= 62’6 > -=0,139=0=0,154= A} =7,05cm’ /m
1,0x0,12°%13,3x10
n= 132’125 -=0,069 = ®=0,073= A}, =3,35cm’ /m
1,0x0,12°x13,3x10 Y
H: 172,625 ; 20,092:)(02 0,098:>A;X =4,49Cm2 /m
1,0x0,12°x13,3x10

No que toca a disposi¢do das armaduras inferiores e respectiva dispensa segundo a NB, pode-se
analisar o Exemplo 2, no qual se apresentaram as regras sugeridas por essa Norma. Assim, com o0s
valores dos momentos negativos obtidos para os dois bordos encastrados pela NB, calculou-se a laje
pelo Robot Millennium onde se introduziram esses momentos na laje simplesmente apoiada, a imagem
do Exemplo 2, materializando desta forma a redistribui¢io efectuada, ilustrada na Figura 5.21. A
imagem das consideragdes proferidas em relagdo aos mapas dos esfor¢os actuantes do Exemplo 3,
também neste exemplo pode-se constatar pelos respectivos mapas das tensdes no betdo ilustrados na
Figura 5.21, que a laje terda um comportamento determinado pelos momentos flectores segundo as
direcgdes ortogonais x e y. Ainda de forma semelhante ao Exemplo 3, como seria de esperar, verifica-

se que os momentos torsores também influenciam decisivamente a zona do canto formado pelos
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bordos simplesmente apoiados, uma vez que apresentam-se com valor superior ao verificado pelos
momentos flectores, sendo essa diferengca cerca do dobro. Nos cantos formados pelos bordos
encastrado e simplesmente apoiado, embora assumindo valores superiores aos flectores, os momentos
torsores ndo se revelam tdo influentes. A diferenca em relagdo ao exemplo anterior prende-se com a
redistribuicdo dos momentos negativos, verificando-se deste modo valores destes momentos inferiores
aos homologos obtidos no Exemplo 3. Por seu turno, no que aos momentos positivos diz respeito,

verifica-se um ligeiro agravamento comparativamente com os resultados constatados no exemplo

anterior.
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Fig. 5.21 — Momentos na laje; a) Mxx; b) Myy; ¢) Mxy

Com o programa DesignSlab, determinaram-se as armaduras da laje, as quais se podem visualizar na
Figura 5.22. Segundo a NB, as faixas de armaduras e a correspondente dispensa das mesmas ¢
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determinada em fun¢do do vdo da direc¢do em causa. Assim, deste modo, constata-se de certa forma
uma melhor distribui¢do das armaduras, principalmente na passagem da totalidade para a metade no
que respeita as armaduras inferiores. No entanto, também se verificam alguns pequenos desajustes
nessa passagem. No que toca a armadura minima verifica-se também em algumas zonas que o seu

valor é um pouco baixo — As_. =0,15xbxd=0,15x0,12=1,8cm’ / m , justificando até por vezes a

min

metade do valor maximo de armaduras.
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Fig. 5.22 — a) Armaduras segundo a direcc¢éo x; b) Armaduras segundo a direcgdo y
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A semelhan¢a da analise em 5.2.3, também aqui se verifica que o comportamento estrutural ¢
comandado pelos momentos flectores. Contudo, os momentos torsores também aqui se apresentam
com certo significado, influenciando o dimensionamento nas zonas dos cantos, como se visualiza tanto
na Figura 5.22, acima apresentada, como na Figura 5.23, onde se realca esse efeito na camada inferior.
Segundo a NB, deve-se prover essas zonas de uma malha ortogonal de armaduras de lado 0,3/x igual a
75% e 50% do valor maximo de armadura principal positiva, nas zonas dos cantos formados pelos
lados simplesmente apoiados e encastrado e simplesmente apoiado, respectivamente. Sendo
0,75A=0,75x5=3,75cm’ /m e 0,5A =0,5x5=2,5cm> /m , constata-se que os valores exigidos
nos mapas de armaduras obtidos pelo DesignSlab s@o dessa ordem de grandeza, confirmando-se,
obviamente, desta forma a aplicabilidade da Norma Britanica BS 8110 (1985).

Para a camada inferior, na zona do canto formado pelos bordos simplesmente apoiados, deve-se
adoptar uma malha ortogonal de armaduras de lado 0,3/x complementar, de forma que somada com a
armadura minima perfagam o total de 75% do valor maximo da armadura principal positiva, como

observado na Figura 5.23.
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Fig. 5.23 — Visualizagdo das armaduras de canto na camada inferior

Analisando estes exemplo, segundo a NB e, o anterior, segundo Montoya, constata-se que a passagem
da totalidade das armaduras para a metade se efectua de forma mais eficiente segundo a NB, uma vez
que ¢ em fun¢do do vdo da direc¢do a dimensionar, ao passo que Montoya sugere em fun¢do do menor
vao. No entanto, segundo a NB, nas faixas laterais deve-se colocar uma armadura minima, a qual se
veio a verificar ndo ser a mais apropriada dado a necessidade de maior quantidade de armadura. Neste
aspecto, Montoya sugere que as faixas laterais devem ser providas de metade da armadura principal do
vao0, 0 que se evidenciou mais apropriado. No entanto, tratando-se de lajes cujos valores de armadura
principal sejam ndo muito altos, verifica-se que a metade dessa armadura quase se confunde com a

armadura minima, nfo sendo portanto, um aspecto relevante para esse tipo de lajes. Por sua vez, em
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lajes cujo valor de armadura minima difira bastante da metade da armadura principal do vao, essas

consideragdes ganham relevo.

Ainda analisando estes dois ultimos exemplos, constata-se que na zona dos cantos originados pelos
lados encastrado e outro simplesmente apoiado, segundo a NB, devem-se ser providas de metade da
armadura principal do v@o nessa zona de lado 0,3/x. Este aspecto ¢ claramente evidenciado pelos
mapas de armadura acima ilustrados na Figura 5.22 e 5.23. No entanto, este aspecto ndo ¢ muito bem
esclarecido por Montoya, o qual evidencia notavelmente os cantos formados por dois bordos
simplesmente apoiados.

No que toca as distribui¢cdes das tensdes instaladas no betdo, apresenta-se a Figura 5.24 onde se
visualizam. A imagem do que foi anteriormente dito, a partir destas distribui¢des, podem-se conhecer
as zonas mais solicitadas e consequentemente as mais providas em termos de armadura. Repare-se nas
zonas dos cantos, onde se notabilizam uma maior concentracdo de tensdes, fruto da influéncia dos
momentos torsores, que apesar de ndo comandarem o comportamento estrutural, apresentam-se com
valores significativos de forma a condicionar determinadas zonas da estrutura. Na zona central e nos
bordos encastrados, os valores das tensdes sdo comandados pelos momentos flectores, os quais, neste

exemplo, bem como nos anteriores, comandam o comportamento estrutural.
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Fig. 5.24 — Tensbes no betédo

5.2.5. EXEMPLO 5 — LAJE ENCASTRADA EM 2 BORDOS E APOIADA NUM PILAR

Este exemplo materializa um dos objectivos do presente trabalho, que passa pela aplicacdo do
programa desenvolvido a exemplos praticos com caracteristicas especiais, de forma a demonstrar a

aplicabilidade da implementag¢do desenvolvida. Assim sendo, considera-se uma laje encastrada em
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dois lados e apoiada num pilar de dimensdes 5.0x7.0m’, sujeita a uma carga de cilculo de
15.0kN / m?, incluindo o peso préprio, ilustrada na Figura 5.25.

0.6

|-
0,6
L L

ilar

p=a=15.0 kN/m?

7,0

| 50 |
1 1

Fig. 5.25 — Laje encastrada em 2 bordos e apoiada num pilar

Em lajes macigas apoiadas em pilares ha trés verificagdes essenciais a controlar para o bom
desempenho estrutural deste tipo de lajes:

1
* Deformagio: 3 <k,k;kA,

* Pungoamento: vy, < Vg,
u H = O, 1 0 - 0,15

Através do controlo da deformagéo pré-dimensiona-se a laje:
Ay =18—>p=15%

r —26 0.5% e admitindo k_ =14
0= —p=0,57

= é <k.k;kA, com {

d>% (1984
26%1.3  (d=0,17m
< 500 =S4 1 0,20
d>—"_ 01374 =40m
26%1.3

Assim, ap0s este pré-dimensionamento passa-se a verificagdo no que toca ao pungoamento para o qual
se deve efectuar as seguintes verifica¢des:

No perimetro do pilar, ou no perimetro da area carregada, u0, ndo deve ser excedido o valor
maximo da tensdo de puncoamento.

VEd < VRd,max

* na seccdo de controlo, ul (ver a Figura 5.26 a)), a qual dista de 2d da face do pilar onde d
representa a altura 1til da laje, deve-se verificar que

Ved < Vrae
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No caso de v exceder o valor de v, . para a sec¢do de controlo considerada, deve-se adoptar-se uma

armadura de puncoamento de acordo com o EC2 (ver 6.4.5).
Assim sendo vem que:

=  parau0

u, =0,6+0,6=1,20m
y _ BxV  1,5x131,88
B xd  1,20%0,17

=0,97MPa

Ve = 0,5.v.fcd =0,5%0,6x [1 —ﬁ)x 13,3=3,67MPa > v, =0,97MPa = O.K.
’ 250

= paraul

u, =0,6+0,6+nd =3,08m

_BxV,,  1,5x131,88
u,xd 3,08x0,17

Vaae = Creo K (1000, )" =0,12x2x(100x0,003% 20)

=0,035.K** £,"* =0,035x2x~/20 = 0,442MPa

v =0,442MPa > v,, =0,378MPa = O.K.

=0,378MPa

VEg

13

=0,436MPa

Vmin

VRd,c =

Uma vez que se esta perante um pilar de bordo ou de canto, os momentos transferidos para o pilar
devem ser limitados a0 momento resistente de uma secgdo rectangular igual a 0,17b,d’f, , onde b, se

determina como ilustrado na Figura 5.26.
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Fig. 5.26 — a) Secgao de controlo u1; b) Determinagdo de be

Assim, tendo sido feito o pré-dimensionamento a partir do controlo de deformagdo conhece-se d, e
conhecido o b, calcula-se o momento maximo a que o pilar poderd estar sujeito —

0,17x0,90%0,17*x20%x10* =90kN.m . Assim, aquando da andlise estrutural pode-se verificar se o

pré-dimensionamento satisfaz esta condigdo.

Na Figura 5.27, apresentam-se as distribuicdes dos momentos flectores e torsores. Constata-se que o

valor dos momentos flectores na zona do pilar sdo da ordem de grandeza do valor maximo que o pilar
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poderia receber. Verifica-se também que apesar deste exemplo apresentar caracteristicas especiais, 0s
momentos torsores presentes na laje nao condicionam de forma expressiva o dimensionamento da laje.
Na zona do pilar é onde esses esforcos se apresentam de forma mais influente, sendo também a zona
onde os momentos flectores se apresentam em maior valor. Nao obstante destas consideragdes, repare-
se que esses maximos surgem em poucos nds dos elementos finitos e com um gradiente acentuado,
pelo que adoptar o valor maximo podera revelar-se excessivo. Assim sendo, deve-se analisar a zona
subjacente e encontrar um valor que se enquadre numa perspectiva de valor maximo, em

correspondéncia com um gradiente atenuado face a zona envolvente.
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Fig. 5.27 — Momentos na laje; a) Mxx; b) Myy; c) Mxy

Na Figura 5.28 apresenta-se os mapas com o dimensionamento ¢ divisdo das armaduras inferior e
superior em faixas. Note-se que neste caso de aplicagdo, bem como nos restantes, essa divisdo ¢
sugerida pelo autor do presente trabalho.
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No que respeita ao dimensionamento propriamente dito, este exemplo difere dos anteriores pelo facto
de ter-se uma malha ortogonal de armadura na camada superior na zona do pilar de lado b,. Repare-se
que as zonas de maior exigéncia de armadura estdo em correspondéncia com as zonas de maior
solicitacdo por parte dos momentos flectores, sendo que os momentos torsores interferem em algumas
zonas mas com pouca preponderancia. Por isso, apesar de inicialmente se prever que os momentos
torsores tivessem uma maior influéncia, dadas as caracteristicas da laje, principalmente no que respeita
as condigdes de apoio, verifica-se que este caso pratico tem um comportamento estrutural comandado

acima de tudo pelos momentos flectores.

Armadura Inferior segundo i - Asxb{om?/m) Armadura Supetior segundo i - Asxt(cmZim]
[ ]

Direccdo yy [m]
Direccdo yy [m]

Direcgdo xx [m] Direcgdo xx [m]

a)

YArmadura Inferior segundo yy - Asyb(erm?/m) Armadura Supetior segundo vy - Asyt(cm?im)

Direccdo vy [m]

Direccdn vy [m]

1] 1 2 3
Direcgan xx [m] Direccao xx [m]

b)

Fig. 5.28 — a) Armaduras segundo a direcgdo x; b) Armaduras segundo a direcgao y
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No que respeita as tensdes instaladas no betdo, apresentam-se na Figura 5.29 as distribuicdes das
tensdes no betdo nas camadas superior e inferior. Mais uma vez, através das tensdes verificadas no
betdo, deduz-se onde a estrutura ¢ mais solicitada e, consequentemente, onde exigird maiores
quantidades de armadura. Como se observa pela Figura 5.29, essas zonas sdo junto ao pilar de bordo,
junto aos bordos encastrados e também na zona central junto ao lado simplesmente apoiado de maior
vao.

Tensées no Betio na Camada Inferior - Tedb (WP a) Tensdes no Betdo na Camada Superior - Tedt (MPa)
l u 5.5
5
B
4.5
£ A
E E ) ;-:* o
= = E i
= ]} =
@ w |
g 3 128
& s s
2 15
_ 1
1 )
m 0.5
0
] 1 2 = 4 E
Direcgdo xx [m] Direcgdo xx [m]

Fig. 5.29 — Tensdes no betédo

5.2.6. EXEMPLO 6 — LAJE ENCASTRADA EM 2 BORDOS E COM UMA ABERTURA

O presente exemplo enquadra-se numa perspectiva de demonstrar como a aplicacdo do programa
desenvolvido podera ser util. Considerando-se deste modo um caso pratico de um pavimento de um
edificio destinado a comércio, constituido por lajes maci¢as de betdo armado de espessura constante
apoiadas em vigas, pretende-se dimensionar o painel assinalado na planta representada na Figura 5.30,
que tem a particularidade de ter uma grande abertura, sujeito a uma acg¢do de célculo de 15kN /m”.
Tendo em consideracdo a continuidade do painel em estudo com os painéis adjacentes, pode-se
simplificadamente considerar-se para efeitos de andlise, os bordos AB ¢ AC como encastrados e os

bordos CD e BD como simplesmente apoiados, como ilustrado na Figura 5.30.

Com este exemplo pretende-se também constatar de que forma a existéncia de grandes aberturas
interfer na analise estrutural e, no &mbito do objectivo do presente trabalho, se implica a existéncia de
momentos torsores, que predominem no comportamento estrutural, e consequentemente, no

dimensionamento da armadura.
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Fig. 5.30— Caso de estudo de uma laje de um pavimento de um edificio industrial

Neste caso, para um bom desempenho estrutural devem verificar-se as seguintes condigdes:
1
» Deformagio: 1 <k, k:kA,

* Esforgo Transverso: Vi, 2V
= wu=0,10-0,15
Através do controlo da deformagdo pré-dimensiona-se a laje:

:>l <k, k;kA, com A, =26 e admitindo k  =1.4
d

h=0,25
a>390 52 m
26x1.4 d=0,22m

No que respeita ao esfor¢o transverso, essa verificagdo também ¢é efectuada pelo programa
desenvolvido, sendo que, no entanto poderia-se efectuar uma rapida verificagdo considerando uma
faixa de 1m de laje paralela a um dos lados simplesmente apoiados junto a esse mesmo bordo.
Aquando da utilizagdo do programa desenvolvido na determinacdo das armaduras na laje essa
condi¢do foi verificada.

Na Figura 5.31 apresentam-se os esfor¢os presentes na laje, onde se pode constatar as zonas mais
solicitadas da estrutura. Observa-se que 0os momentos torsorses sdo significativos, principalmente no
canto formado pelos bordos simplesmente apoiados, € junto aos cantos da abertura. Nestes também se
concentram esfor¢os dos momentos flectores, o que faz prever que seja uma zona a ter em aten¢do no
dimensionamento. Nos bordos encastrados verificam-se, como seria de esperar, grandes esforcos

devidos aos momentos flectores.
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Fig. 5.31 — Momentos na laje; a) Mxx; b) Myy; c) Mxy
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Em correspondéncia com as consideragdes anteriormente descritas, apresentam-se na Figura 5.32 os
mapas de exigéncia de armaduras e correspondentes faixas e dispensas. Tomando em linha de conta a
influéncia dos momentos torsores no dimensionamento, verifica-se a necessidade de armaduras no
canto formado pelos bordos simplesmente apoiados, para o que se sugere uma malha ortogonal de
armaduras de 2m de lado em ambas as camadas, superior e inferior, de cerca de 75% do valor maximo
verificado na camada e direc¢do correspondentes. Este valor vai de encontro a exigéncia de armadura
constatada nos mapas de armaduras da Figura 5.32 e ao valor sugerido por Montoya (2000). Quanto a
necessidade de armadura nos cantos da abertura, originada tanto pelos momentos torsores como pelos
momentos flectores, sugere-se a aplicacdo do valor maximo verificado da armadura na respectiva
camada e direc¢do numa faixa de 1m. Quanto a esta armadura, chama-se a aten¢fo para o facto de o
valor maximo ser cerca de 12,5cm’ /m, valor este que se verifica apenas num n6 de um elemento
finito. Portanto, também neste exemplo, a aplicagdo do valor maximo deve ser ponderada e ajustada se
se verificar adequado. Para o caso em estudo, sugere-se que essa faixa de 1m seja materializada por
armaduras no valor de cerca de 10cm’ / m . Deste modo, sugere-se também que os valores de 0,75A e
de 0,5A, correspondentes a dispensa de armaduras, sejam calculados tendo ja em conta o valor de
A=10cm’/m. No que toca ao dimensionamento dos bordos encastrados, verifica-se um
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dimensionamento devido aos momentos flectores, ndo se procedendo a nenhuma dispensa pelo facto

de as mesmas armaduras desempenharem a funcdo de armaduras de bordo livre devido a abertura.

No que toca a este exemplo pratico ha a reter a influéncia dos momentos torsores no dimensionamento
de algumas zonas da estrutura, como ja anteriormente referenciado e, também a especial atengéo ao

dimensionamento das faixas junto as bordos livres da abertura.

Armadura Inferior segundo xx - Asxbiem>/m) Arradura Superiar segundo xx - AS){t(szfm)

Direcgdo yy [m]
Direcgdo yy [m]

(57l o ——

. . i 1 2 <) 4 5 7 8
Direcgdo xx [m] Direcgda s [m]
a)
Armadura Inferior segundo yy - Asyb(cmzfm) Armadura Superior segundo yy - Asyt(cm%’m)

Direccdo yy [m]
Direcgdo yy [m]

a 1 3 £ 4 5 5 7 g
Direcgéo xx [m] Direcgédo ux [m]

b)

Fig. 5.32 — a) Armaduras segundo a direcgdo x; b) Armaduras segundo a direc¢éo y

Em sintonia com as apreciagdes efectuadas, apresenta-se na Figura 5.33, as distribui¢des das tensdes
instaladas nas camadas superior ¢ inferior de betdo. Repare-se que para esta laje, o limite de tensdes no
betdo foi estipulado pelo f.4, como se observa nas distribuicdes das tensdes no betio na camada
inferior. Isto revela que a laje esta sujeita a esforcos mais desfavoraveis em toda a estrutura,
verificando que as escoras comprimidas de betdo estarfio sujeitas a trac¢des transversais, pelo que o

EC2 recomenda uma redugao da resisténcia das escoras de betdo estabelecendo o limite das tensdes no
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betdo a f., = 0,6v’f4, que no caso do betdo C20/25 toma o valor de f.q, = 7,34 MPa, valor este que se
observa como madximo no mapa de tensdes instaladas no betdo na camada inferior.

Tensiies no Betdo na Camada Inferiar - Tedb (MPa) Tensties no Betdo na Camada Supetior - Tedt (MPa)
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Fig. 5.33 — Tensdes no betédo
5.2.7. EXEMPLO 7 — LAJE APOIADA EM 2 PILARES

O caso de estudo apresentado na Figura 5.34 revela-se de grande interesse, dado tratar-se de um
exemplo em que se observa que os momentos torsores interferem de forma muito marcada no
dimensionamento. Considerou-se entdo uma laje maciga apoiada em dois pilares, sujeita a uma acg¢éo
uniformemente distribuida de calculo 7,5kN/m’ e a duas forcas concentradas de calculo de 135 kN,
estas ultimas aplicadas nas extremidades da diagonal perpendicular a diagonal que passa pelos 2
pilares. A utilizacdo destas cargas foi considerada com o objectivo de se ter uma carga de calculo
equivalente a 15kN /m’ em toda a laje, sendo que metade seria aplicada como carga uniformemente
distribuida traduzindo o peso proprio, e a outra metade materializou-se em duas forcas pontuais de
forma a retratar as ac¢des transmitidas por 2 pilares apoiados na face superior da laje.

03

08
S *“

. NN
OOI Psd = 135kN |/ ;—i

6,0

ped=7,5 kN/m?

LPsd = 135kN @
==
N ~

3 0,8
A+ 6.0 H‘ [m

Fig. 5.34 — Laje apoiada em dois pilares sujeita a cargas uniformemente distribuidas e pontuais
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Tratando-se duma laje macica apoiada em dois pilares, tém de ser verificadas as seguintes condicdes:
1
* Deformagéo: 1 <k,k;kA,
* Pungoamento: vy < Vg,
= u=0,10-0,15

Através do controlo da deformagdo pré-dimensiona-se a laje:

] {7»0=17—>p=1,5%

:ESkGSkal?\,O com Y e e admitindo k_ =14
0= —=>p=0,57%

600

d2Z=0,25 . d=0,27m
600 =59 1 2 0.30m
d27=0,35 o

Segundo o EC2, ha a possibilidade de controlar a deformag@o para um betdo fortemente solicitado,
p=1,5%, ou para um betdo levemente solicitado, p=0,5% . Para o presente exemplo estudou-se para
ambas as alternativas e decidiu-se optar por um valor intermédio no que toca ao valor de d e 4, como
se observa no pré-dimensionamento acima efectuado. De seguida, passa-se a verificagdo no que toca
ao pungoamento, para o qual se deve efectuar as mesmas verificagdes que se realizaram para o

Exemplo 5. Assim tem-se que para:

= parau0

u, =0,8+0,8=1,60m
o _BxVi _1,5%272,5
Moy xd  1,60x0,27

=0,946MPa

Vg = 0,5.v.fod = 0,5><0,6><(1 —ﬂjxlsg =3,67MPa > v,, =0,946MPa = OK.
~ 250

= paraul

u, =0,840,8+7d = 2,45m
CBx Vi 1,5%x272,5

= =0,618MPa
uxd  2,45x0,27

Vaae = Croo K (10095, )" =0,12x2x(100x0,003% 20)"* = 0,436MPa

Vo = 0,035 K% £,% =0,035%2x~/20 = 0,442MPa
Vede = Vin = 0,442MPa < v, =0,618MPa = K.O. = Dimensionar.Armadura.Pungoamento

VEd
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No que respeita a0 pungoamento, para o perimetro de controlo ul, constata-se que v, €& superior a

Vrae » 0 que significa que terdo de se dimensionar armaduras de pungoamento. Nao sendo objectivo do

presente trabalho o dimensionamento ao pungoamento, ¢ tendo o pilar dimensdes significativas,
considera-se estarem reunidas as condig¢des para prosseguir com o caso de aplicagdo, ressalvando o

facto de que seria necessario dimensionar armaduras para verificar a condi¢cdo de pungoamento.

Uma vez que também neste exemplo se estd perante um pilar de bordo ou de canto, os momentos

transferidos para o pilar devem ser limitados ao momento resistente de uma secc¢éo rectangular igual a
0,17b,d*f, , onde b, se determina como anteriormente ilustrado na Figura 5.26.

Assim, tendo sido feito o pré-dimensionamento a partir do controlo de deformagido conhece-se d, ¢
conhecido o b_, calcula-se 0 momento maximo a que o pilar poderad resistir. Assim o valor ¢

0,17x1,20%0,27° x20x10* =300kN.m .

Na Figura 5.35 apresentam-se as distribuigdes de momentos referentes a analise estrutural do caso em
estudo, a partir das quais podem-se tecer consideracdes pertinentes, de modo a compreender o
comportamento estrutural da estrutura em causa, o qual condicionard obviamente o respectivo
dimensionamento. Assim, neste exemplo € particularmente relevante a distribui¢do dos momentos
torsores, que embora sejam inferiores aos momentos flectores em termos de valor, de acordo com a
Figura 5.35 ¢) tém relevancia face a estes tltimos. De facto os momentos flectores sdo condicionantes
na zona circundante aos pilares, perdendo preponderancia na restante parte da laje, onde por sua vez os
momentos torsores condicionam claramente o comportamento estrutural. Alids, tendo em linha de
conta o facto de que as ac¢des predominantes sdo as cargas pontuais, compreende-se que o caso em
estudo é similar ao caso de tor¢do pura. A comprovar a importdncia ¢ a predominincia no
comportamento estrutural dos momentos torsores, apresenta-se o mapa da Figura 5.35 d), no qual se
podem visualizar as trajectorias e os valores dos momentos principais. Nesse grafico, os momentos
principais negativos estdo representados na cor amarelo e os momentos principais positivos a cor azul.
Note-se a semelhanca entre este e o mapa da Figura 5.35 c), no qual se representam os momentos
torsores, comprovando a influéncia destes momentos no comportamento estrutural. Ainda sobre este
assunto, revela-se pertinente observar o facto de os angulos que as trajectérias dos momentos
principais fazem com os bordos da laje serem aproximadamente 45°, o que tendo em linha de conta o
circulo de Mohr facilmente se compreende, estando perante um caso de grande incidéncia da torg@o.
No que respeita aos momentos flectores, salienta-se o facto de que os valores maximos sdo observados
em poucos nods dos elementos finitos, pelo que € necessario dimensionar ponderadamente essas zonas,
ndo devendo portanto adoptar-se o valor maximo pontual apresentado pela analise do Robot
Millennium, sugerindo-se que se encontre um valor razoavel tendo em atengdo o gradiente de

momentos flectores na zona subjacente.
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Fig. 5.35 — Momentos na laje; a) Mxx; b) Myy; ¢) Mxy d) Momentos principais

Na Figura 5.36 apresentam-se os mapas referentes ao dimensionamento de armaduras para o caso em
estudo. Note-se que dada a simetria da estrutura e do carregamento resulta que o dimensionamento ¢
igual quer para a direc¢do segundo x quer segundo y. Observa-se pela analise dos mapas das
armaduras inferiores uma completa sintonia com o grafico dos momentos torsores, os quais
juntamente com os momentos flectores determinam as armaduras superiores a colocar na zona dos

pilares e na zona central.

Analisando o grafico d) da Figura 5.35, e observando concretamente as trajectorias dos momentos
principais, constata-se duas diagonais que fazem entre si 90°. Isto significa que caso se pretendesse
dimensionar tendo em vista os momentos principais, poder-se-ia orientar a armadura segundo essas
diagonais. Sendo assim, e tendo em linha de conta os momentos principais negativos (a cor amarela)
verifica-se que serd a faixa ortogonal a diagonal que passa pelos 2 pilares a mais solicitada. Ora pelos
mapas de armaduras superiores observa-se que ¢ exactamente essa faixa sujeita a um maior
dimensionamento de armaduras. O mesmo se aplica para a camada inferior, apresentando a faixa mais
solicitada perpendicularmente a homoéloga da camada superior, comprovando-se pelos mapas de

armaduras inferiores.
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Quanto ao dimensionamento propriamente dito, no que toca as armaduras inferiores sugere-se uma
malha ortogonal em toda a laje de cerca de metade do valor mdximo obtido nos mapas de armaduras
inferiores ilustrados na Figura 5.36, ou seja, cerca de 3,5 cm’ / m, complementada pela outra metade
numa malha também ortogonal de armaduras de 4 m de lado na zona dos cantos. Quanto as armaduras
superiores, sugere-se também a colocag@o de uma malha ortogonal de armaduras em toda a laje com
cerca de 10cm’ / m, complementada por uma malha ortogonal de armaduras na zona dos pilares com
cerca de 10cm” / m, perfazendo nesta zona um total de 20 cm” / m. Repare-se que para a zona dos
pilares o resultado obtido aponta para cerca de 25-30 cm’ / m, valor esse que se verifica apenas num

nd, o que a imagem de outros exemplos anteriormente citados, revela-se desajustado.

Armadura Inferior segundo xx - Asxb(cmz.-"m') Armadura Superior segundo xx - Asxt(cmzfm)

e

LR R R RE

L4k}

Direcgdo yy [m]
Direcgao yy [m]

k2

Direcgéﬁ i [m]

Direcgéo xx [m]

a)

Armadura Superior segundo yy - Asyt{cmm)

Armadura Inferior segundo yy - Asyh(cmzfm)

il

Direcgdo yy [m]
Direcgédo yy [m]

0 1 & 3 4 =
Direcgéo xx [m] Direcgéo xx [m]

b)
Fig. 5.36 — a) Armaduras segundo a direcgdo x; b) Armaduras segundo a direc¢éo y
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De forma a constatar a importdncia dos momentos torsores € o modo como influenciam o
comportamento estrutural no presente caso de estudo, apresenta-se a Figura 5.37 com as distribui¢des
referentes as tensdes verificadas no betdo. Deste modo, pode-se observar a correlagdo existente entre
estes mapas e o mapa c) da Figura 5.35, evidenciando que sd3o os momentos torsores que condicionam,

como seria de esperar, as distribui¢des das tensdes no betdo.

Tenséies no Betdo na Camada Inferior - Todh (MPa) Tensdes no Betdo na Camada Superior - Tedt (MF'a)
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Fig. 5.37 — Tensdes no betédo

5.3. CONSIDERAGOES FINAIS

O presente capitulo procurou demonstrar a aplicabilidade do programa desenvolvido DesignSlab,
através da andlise de exemplos praticos de lajes com caracteristicas especiais e, também, com
exemplos que embora ndo apresentassem singularidades, foram pertinentes, dado que foi possivel
comparar resultados obtidos pelas tabelas de calculo numa perspectiva de concluir se os resultados
obtidos pelo programa DesignSlab seriam coerentes tanto ao nivel dos valores como ao nivel das

regras de dispensa de armadura.

Assim sendo e, comegando pelos exemplos em que se pretendeu comparar os valores obtidos por
Montoya e pelo Norma Britdnica BS 8110 e pelo programa DesignSlab, verificou-se que ambos os
resultados obtidos pelos métodos anteriormente citados sdo coerentes com os resultados obtidos pelo
progama desenvolvido, ou seja, os valores obtidos para o dimensionamento das lajes e as respectivas
regras de dispensa sdo verificadas quase de forma escrupulosa pela ferramenta em estudo. No entanto,
foi possivel verificar alguns aspectos relacionados com a dispensa de armaduras que o autor do
presente trabalho acha pertinente realgar. A passagem da totalidade de armaduras para a metade nas
faixas centrais, segundo o Método de Montoya, efectua-se em fungdo do menor vdo, o que no
Exemplo 3 veio a verificar-se que essa passagem ¢ um pouco prematura. Por sua vez, segundo a

Norma Britanica, essa passagem ¢ efectuada em funcdo do vdo na direc¢do que se pretende
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dimensionar, revelando-se mais ajustada. No que toca as faixas laterais, segundo a Norma Britanica
verificou-se que, sendo compostas por uma armadura minima, seria um valor baixo, como se observou
para o mesmo Exemplo 3, ao passo que Montoya sugere metade da armadura, verificando desta forma
mais apropriado. No entanto, nio obstante destas consideracdes, realga-se o facto de que estas
pequenas incongruéncias ndo comprometem o bom comportamento estrutural das lajes. Essas
pequenas nuances serdo um pouco mais significativas na presencga de grandes valores de armadura, o

que para as lajes correntes ndo apresentam nenhum problema.

Nos restantes exemplos, procurou-se estudar lajes em que, devido a singularidades existentes se
verificasse a existéncia de momentos torsores importantes, ao ponto de condicionar o comportamento
estrutural e, consequentemente o dimensionamento, podendo dessa forma verificar a utilidade da
ferramenta desenvolvida, uma vez que nesses casos ndo ¢ possivel a utiliza¢do de tabelas de calculo.
Assim, verificou-se pelos trés casos de estudo que o dimensionamento através do programa

DesignSlab se revela de grande utilidade para lajes macigas.
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6

CONCLUSOES

6.1. CONCLUSOES GERAIS

Neste trabalho efectuou-se uma abordagem ao dimensionamento de lajes ndo contempladas em tabelas
de calculo correntes, as quais fornecem regras praticas de dimensionamento e¢ de disposi¢do das
armaduras. Estas regras s6 s3o adequadas para lajes que respeitem determinadas condi¢des de apoio e
de carregamento, ndo abrangendo casos de lajes com singularidades como grandes aberturas, apoios
pontuais em pilares ou bordos livres. Nestes casos a analise com base em programas que utilizam o
MEF conduz, num referencial Oxy implantado no folheto médio da lajes, a momentos flectores M,,
M, e a momento torsor My, que variam de ponto para ponto, podendo os momentos flectores e torsores
ocorrerem com valores muito elevados nas mesmas regides das lajes, sendo entdo necessario um
procedimento especial para dimensionar as armaduras necessarias. No Anexo F da versdo de 2004 do
EC2, bem como no Anexo A2 da versdo de 1991 do EC2, ¢ referido este procedimento, de grande

utilidade para o projecto corrente.

Assim, neste trabalho explorou-se a utilizagdo deste procedimento no dimensionamento de lajes ndo
contempladas por tabelas de calculo correntes, que culminou na respectiva implementacdo num
algoritmo (o DesignSlab) que recebe como dados os momentos My, M, e M,, obtidos na andlise pelo
MEF, efectuando a determina¢fo das armaduras necessarias e a verificacdo das tensdes nas biclas
comprimidas de beto.

Nesta dissertagdo comegou-se por expor a metodologia desenvolvida por Gupta (1986), no que diz
respeito ao dimensionamento de lajes com momentos flectores e torsores, tendo sido obtidas as
expressodes correspondentes ao Método Geral Recorrendo as Equagdes de Equilibrio. Constatou-se que
essas expressdes, mediante simplificagdes, ddo origem as homdlogas preconizadas para o
dimensionamento de lajes no Anexo F do EC2 (versdo de 2004), bem como as que sdo apresentadas
no Modelo Cdédigo MC90. Neste dominio, e segundo Gupta (1986), verificou-se a existéncia de
momentos adicionais em elementos sujeitos unicamente a esforgos de flexdo e tor¢do, como € o caso
de estudo do presente trabalho. Num simples exemplo verificou-se que esses momentos adicionais,
consequéncia da localizag@o das resultantes de armadura e do bloco de tensdes nas bielas de betdo para
a mesma camada, superior ou inferior, estarem a niveis diferentes, sendo negligenciados poderéo levar

ao subdimensionamento da armadura.
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Constatou-se que as expressdes ', € [, preconizadas no Anexo F da versdo de 2004 do EC2 séo

tensdes ficticias que existem nas areas traccionadas, ou seja, nas camadas superior ou inferior, sendo
portanto definidas pela percentagem de armadura multiplicada pela tensdo de calculo de cedéncia da

armadura. Assim, consequentemente, as expressdes que permitem determinar o valor das armaduras
4, e A, vém afectadas da correspondente camada traccionada /.

Quanto ao codigo DesignSlab desenvolvido no presente trabalho para implementacido da metodologia
do Anexo F do EC2, demonstrou-se que permite ndo sé determinar as armaduras e as tensdes nas
bielas de compressdo de lajes (a partir dos esfor¢os obtidos através de uma analise linear pelo MEF),
como possibilita ainda a visualizagdio destes resultados. A utilizagdo do programa DesignSlab
baseia-se na utiliza¢do encadeada de trés programas: o Robot Millennium, o Excel e o Matlab. Quanto
ao primeiro, realiza a andlise das lajes pelo MEF, permitindo a exportacéo das tabelas com os esfor¢os
actuantes. Quanto ao Excel, destina-se basicamente a proceder a regravacio das tabelas exportadas do
Robot Millennium num formato adequado a utilizagdo pelo Matlab, ferramenta no contexto da qual foi

desenvolvido o DesignSlab propriamente dito.

No decurso do desenvolvimento do DesignSlab este foi validado com os resultados de cinco exemplos
analisados com a metodologia de Gupta (1986), bem como com os resultados de dois exemplos
estudados por Lourenco (1992). Quanto aos cinco primeiros exemplos, verificou-se que os resultados
obtidos pelo DesignSlab s@o praticamente iguais aos de Gupta (1986), apesar do brago z adoptado no
programa desenvolvido ser unico, enquanto que na metodologia de Gupta (1986) existem dois valores

de z (um para o calculo das tensdes normais e outro para o calculo das tensoes de corte).

No que respeita aos dois exemplos finais, no primeiro constataram-se algumas discrepancias nos
diagramas das armaduras superior ¢ inferior segundo a direc¢do y, correspondentes a cortes da laje
paralelos ao eixo x proximo do bordo e no meio vao. Estes desvios deveram-se as variagdes bruscas
verificadas no diagrama da armadura superior junto aos apoios, que se provou estarem directamente
relacionadas com variagdes nas distribuicdes dos momentos torsores, as quais sdo consequéncia dos
resultados obtidos no MEF serem avaliados nos nds e ndo nos pontos de Gauss. No que toca ao
diagrama da armadura inferior, e ainda no que respeita ao primeiro desta segunda série de exemplos,
verificou-se que os resultados obtidos pelo DesignSlab sdo muito parecidos com os homologos obtidos
por Lourenco (1992). No segundo exemplo constatou-se uma plena sintonia entre os resultados
obtidos pelo programa DesignSlab e os reportados por Lourengo (1992), ndo se verificando para este
caso as variagdes ocorridas no primeiro exemplo, dado que o grafico dos momentos torsores néo

apresenta grandes variagoes.

Uma vez validado, e de forma a demonstrar a aplicabilidade do DesignSlab, realizaram-se varias
aplicagdes com este programa. Nos exemplos de lajes com dimensionamentos de armaduras pelos
métodos do Montoya e da Norma Britanica BS 8110, constatou-se que tanto os valores das armaduras
como as regras de dispensa destas estdo, em geral, em consondncia com as indica¢des fornecidas pelo
DesignSlab. No entanto, nas faixas centrais, ¢ segundo o método do Montoya, a passagem da
totalidade da armadura para metade efectua-se em fun¢fo do menor vdo, o que se veio a verificar ser
em determinados casos prematuro. Por sua vez, segundo a Norma Britidnica BS 8110 essa passagem ¢

um fungéo do vao na direc¢do que se pretende dimensionar, revelando-se esta indicagio mais ajustada,
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por comparagdo com as previsdes do DesignSlab. No que toca as faixas laterais, a Norma Britanica BS
8110 sugere a adop¢do da armadura minima, o que se verificou ser insuficiente em determinados
casos. Neste aspecto o método do Montoya, que sugere a adop¢do nessas faixas de metade da

armadura maxima do vao, verificou-se ser mais apropriado.

Quanto as restantes aplicagdes foi possivel demonstrar a aplicabilidade do programa DesignSlab,
tendo-se estudado lajes com singularidades ndo contempladas nas usuais tabelas de célculo, e que
ocasionalmente aparecem na construgdo corrente. Assim verificou-se que essas singularidades podem
levar ao aparecimento de momentos torsores importantes, ao ponto de condicionarem o
comportamento estrutural, e consequentemente, o dimensionamento de armaduras. Assim, a
ferramenta desenvolvida no presente trabalho reveste-se de grande utilidade, dada a facilidade do seu

uso, possibilitando o dimensionamento ¢ a distribuicdo de armaduras.

No que toca a disposicdo das armaduras preconizadas neste trabalho, realga-se o facto de terem sido
efectuadas segundo o ponto de vista do autor. No que toca a este assunto, ¢ oportuno salientar que a
distribuicdo das armaduras deve ser feita ponderadamente, pois resulta de uma analise linear eléstica, a
qual ndo interpreta correctamente a resposta estrutural dos materiais proximo da rotura. Todavia, a
hipotese do comportamento linear elastico para o dimensionamento tem sido aceite, dadas as
dificuldades de aplicacdo de analises ndo-lineares. Salienta-se ainda o facto de as lajes serem
estruturas com uma grande capacidade de redistribui¢@o de esforcos, pelo que os resultados devem ser
avaliados com base numa interpretacéio critica por parte do projectista, tal como exemplificado em

alguns casos de estudo do presente trabalho.

6.2. SUGESTOES PARA FUTURO DESENVOLVIMENTO

Na sequéncia do estudo efectuado no presente trabalho verifica-se que ainda ¢ uma area de trabalho a
aprofundar, sendo destacadas nos paragrafos seguintes algumas das questdes mais importantes a

abordar em desenvolvimentos futuros.

No que respeita a determinacdio de armaduras, salienta-se o facto de que o programa DesignSlab
determinar as distribui¢cdes de armaduras segundo os eixos ortogonais cartesianos x e y. Assim, seria
uma area de trabalho a aprofundar a possibilidade de o dimensionamento das lajes envolver
alinhamentos de armaduras n3o necessariamente coincidentes com aqueles eixos. Este
desenvolvimento seria da maior importancia pelo facto de ser pratica corrente o recurso a lajes com
viés, situacdo tipica em tabuleiros de pontes. Sugere-se a reformulacio das equagdes de equilibrio em
funcdo de um angulo de viés, a partir das quais fosse possivel obter os esforcos em fungdo desse

angulo, com o intuito de generalizar as expressdes do Anexo F do EC2.

No seguimento da observagdo constatada no que refere aos momentos adicionais assinalados por
Gupta (1986) — em virtude de as forgas internas de traccdo na armadura e de compressdo no betdo para
uma mesma camada, superior ou inferior, estarem em niveis diferentes —, assinala-se ser também este

um aspecto a desenvolver em trabalhos futuros. Seria de todo oportuno fazer um conjunto de
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aplicagdes que incorporasse estes momentos adicionais, de forma a constatar até que ponto poderio

condicionar o dimensionamento das armaduras nas lajes.
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Anexo 1

COMPARAGAO ENTRE OS RESULTADOS OBTIDOS POR
GUPTA E PELO PROGRAMA DESIGNSLAB COM BASE NO EC2
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COMPARAGAO ENTRE OS RESULTADOS OBTIDOS POR GUPTA E PELO PROGRAMA

A1:
DESIGNSLAB COM BASE NO EC2

Exemplo 1 — Elemento de laje sujeito a um campo de momentos genérico

Na Figura A.1 apresenta-se um elemento de laje sujeito a um campo de momentos genérico, sendo os

materiais considerados o betdo C20/25 e o ago S400. Admite-se os seguintes esforgos:

» Mx =30kN.m/m
» My =-20 kN.m/m

» Mxy =25 kN.m/m
20 1

k25
“«— X
30
25 «Jx‘» h=0.20m 25
30
—T—>
vy

Fig. A.1. — Esforgos presentes no elemento de laje.

Segundo Gupta

Iteragédo 1:

Admite-se para a 1? iteragdo que:

h, =h, =0,8h=0,16m

a,=a, =0,2h =0,04m

h‘:h—[aﬁ—abj:h —h. =0,16m
2 x =Ty

C

Vem que:
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Nsxt = Nxt + nyttget
Nsxb = Nxb + nyttgeb
N, =N, + N, cotgd,
Nsxb = Nxb + nybCOtgeb

Sendo que:
M
W= x=—ﬂ:—187,5kN/m
h, 0,16
M
Nxb=—"=£=187,5kN/m
h, 0,16
M
Nw=——y=ﬂ=125kN/m
h, 0,16
M
N, =—y=—£=—125kN/m
h, 0,16
M
wa=——w=—£=—156,25kN/m
h, 0,16
M
N, = Xy=£=156,25kN/m
¥ h, 0,16

Logo vem que
N, =-187,5-156,25tgb,
N, =187,5+156,25tg0,
N, =125-156,25cotg8,
N, =-125+156,25cotg6,

N, =-187,5<—|-156,25|

Superior
N, =125>—|-156,25|

Como nas camadas
N,, =187,5>—|-156,25|

N,, =—125>—|-156,25|

Inferior {

~ {N =0=-187,5-156,25tg0, < 0, =-50,19°
Entido

2N _

N, == .2><( 156,25) :317,70kN/m:>at=L703:0,0433m
sin(26,) sin(2x(=50,19%)) 7,34%10
2N

-N,, =— xyb :2X(156’25):312a5kN/m:ab:L’53:O,0426m
sin(20,) sin(2x(45)) 7,34x10
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Iteragao 2:

h,=h, =0,8h=0,16m

+
hC=h—(a‘ 2abj:o,15705m

Sendo a, e a, diferentes de 0,2h ento os coeficientes cruzados tomam os seguintes valores:

0,625x0,0433

C,=L125———"——=0,9897
0,2
2 42

Cn=_0,125+w20,0081
0,2

Cn:_o,125+w20,0103

anl,lzs_wzogglg
0,2

e =_159,18KN /m

0,15705
=B _15918N/m
¥ 0,15705

N,, =—187,5-159,18x0,9897 x tgB, +159,18x0,0081x tg6,
N,, =125-159,18x0,9897 x cotg, +159,18x0,0081x cotgh,
N,, =187,5-159,18%x0,0103x tg6, +159,18%0,9919x tgh,
N,,, =—125-159,18x0,0103x cotgd, +159,18x0,9919x cotgh,

[N =-187,5<—|-159,18|
Superior
N, =125>—|-159,18|
Como nas camadas
N,, =187,5>—|-159,1§
Inferior
N,, =—125>—|-159,18|

sxt

N, =0=-187,5-159,18tg0, & 6, =—49,67°
Entdo
0, =45°

2N -

N, =— % = .2X( 159,18) :322,64kN/m:>a‘=—322’643=0,044m
sin(26,) sin(2x(—49,67°%)) 7,34%10
2N

N, =— b _ 2.><(159,18) ~318,36kN/m=a, = 318,363 —0,0434m
sin(26,) sin(2x(45)) 7,34%10
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Iteracao 3:

h

X

h, :h—(at ;ab]=0,1563m

h, =0,8h=0,16m

Sendo a, e a, diferentes de 0,2h entdo os coeficientes cruzados tomam os seguintes valores:

25%0,044
C, =1,125- 2625x0.084 _ ) o5
25%0,0434

C, =—0,125+ 2025X0.0434 _, )6
C, =—0,125+ 202X0.044 _ ) 155
C,, =1,125—M=O,9894

== 159,95KN /m

0,1563
=2 =159,95KN /m
0,1563

N, =—187,5-159,95x0,9875x tgh, +159,95x0,0106x tgf,
N, =125-159,95x0,9875x cotg8, +159,95x0,0106x cotgd,
N., =187,5-159,95x0,0125x tgf. +159,95%0,9894x tgf,
N, =—125-159,95x0,0125x cotgh, +159,95x0,9894x cotgd,

N, =-187,5<—|-159,95|

Superior
N, =125>—-159,95|

Como nas camadas
N,, =187,5>—|-159,95|

N,, =—125>—|-159,95|

Inferior {

Ny =0=-187,5-159,95tg, & 6, =—49,53°
Entdo
0, =45°

2N -
N, =t '2><( 159,95) =323,94kN/m:>at=&943=0,0442m
sin(20,) sin(2x(—49,53%)) 7,34%10
2N
-N,, =— xyb :2X(159,95) :319a9kN/m:>ab:L’93:0,0436m
sin(20,)  sin(2x(45)) 7,34%10
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Iteracao 4:

h,=h, =0,8h=0,16m

hC=h—(a‘;abj=0,156lm

Sendo a, e a, diferentes de 0,2h ento os coeficientes cruzados tomam os seguintes valores:

2 442
Cn=1,125—M=O,9869
2 4
C, =—0,125+ 202X00436 _ 5 1155
0,2
Cbt:_o,125+wzo,0131
Cy =1,125—W=0,9888
0,2
e 2 160.15kN/m
0,1561
.= 2 160.15kN /m
® 70,1561

N, =-187,5-160,15%x0,9869x tg0, +160,15x0,0113xtg0,
N, =125-160,15x0,9869x cotgh, +160,15x0,0113x cotgh,
N, =187,5-160,15%x0,0131xtg6, +160,15x0,9888x tg0,
N, =—125-160,15%x0,0131x cotgh, +160,15%0,9888 x cotgh,

[N =-187,5<—|-160,15]
Superior
N, =125>—|-160,15|
Como nas camadas
N,, =187,5>—|-160,15|
Inferior
N, =—125>—|-160,15|

5 Nsxt :0:—187,5—160,15%91 = et :—49,500
Entao
0, =45°

2N, 2x(-160,1 24,2
N, = o ZXCEIO0DY ) giN = e, =222 0 0442m = OK.
sin(26,) sin(2x(—49,50%)) 7,34%10
2N
N, =—2 = 2.><(160,15) =320,3kN/m=a, :&’33:0,0436m:>O.K
sin(20,) sin(2x(45)) 7,34%10
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N, =—187,5-160,15x0,9869x tg(—49,5°) +160,15x0,0113x tg(45°)
N,, =125-160,15%0,9869x cotg(~49,5°) +160,15x0,0113x cotg(45°)
N,, =187,5-160,15%0,0131x tg(—49,5°) +160,15x0,9888x tg(45°)

N, =—125-160,15x0,0131x cotg(—49,5°) +160,15x 0,9888 x cotg(45°)

N,, =-187,5+185,06+1,81=0
N, =125+134,99+1,81=261,8kN /m
N_, =187,5+2,46+158,36 =348,32kN /m

N,, =—125+1,79+158,36 =35,15kN / m

ASXt =0

— - 2
A, =261,8/34.8=7,52cm’/m
A, =348,32/34.8=10,0lcm*/m
A, =35,15/34.8=1,01cm’/m

= Segundo Coédigo Computacional — EC2

Iteracio 1:

Admitindo que a, = a, = 0,2h =0,04 ¢ z= 0,16 m, vem que

i) Camada Superior
o = 30 __4 6875MPa(Comp.)
zxa,  0,16x0,04
my 20 x
o, = = =3,125MPa(Tracgio) =
zxa, 0,16x0,04
2
T, =Y D _390625MPa
zxa, 0,16x0,04

Opyy = 4,6875MPa(Comp.)
Oy =—3,125MPa(Tracgéo)
Trany: = 3,90625MPa

Neste caso estamos perante o ponto (4) do EC2 (Anexo F):
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; ~ ~ 2 ~ -
e Nas zonas em que O, ¢ uma fensdo de trac¢do ou em O, -Opy ST Eay, sdo necessdrias

armaduras.

Como se pode ver pela Figura A.1, a G, ¢ uma tensdo de trac¢do, condigdo para que sejam assim

necessarias armaduras.

Nestes casos, as quantidade Optimas de armadura, identificadas pelo indice superior ¢

correspondente tensdo no betdo sdo determinadas por:

(4,6875> 3,90625)

Para o, > "Cdey

%
a = 12370.08 4 hiasm
7,34
i) Camada Inferior
O, = mx_ 30 =4,6875MPa(Tracgdo)
zxa, 0,16x0,04
my 20
C,, = = =-3,125MPa(Comp.) <

7 zxa,  0,16%0,04

=Y 2 _390625MPa
zxa, 0,16x0,04

f 'tdx =
2
' _ T Edx;
f tdy — GEde Edy A
T 2
ch = Gde 1+ [ﬂ]
Gde
f '1dx = O
2
g, =229025 (3 125)=6,38MPa
Y 4,6875
2
2
o, =4,6875| 14] 2290231 | _ 7 043MPa > v.fed = 7,34MPa
4,6875

b

€ a
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Gy, = 3,125MPa(Comp.)
Oy =—4,6875MPa(Trac¢do)
Tias = 3,90625MPa
Repare-se que efectuou-se uma troca de eixos, dado que segundo o ponto (2) no EC2 as tensdes de

compressdo sdo consideradas positivas, com Gy, >0y, . Determinadas as respectivas armaduras,

efectuar-se-a nova troca de eixos para que a armadura esteja segundo a direc¢io correspondente.

Neste caso estamos perante o ponto (4) do EC2 (Anexo F):

; ~ ~ 2 ~ .
e Nas zonas em que O Eqy € Uma ltensdao de tracg¢do ou em O, -O Edy < T7kaw, Sdo necessdrias

armaduras.

Como se pode ver pela figura 3.2.2., a G, ¢ uma tensdo de trac¢do, condigdo para que sejam assim

necessarias armaduras.

13

Nestes casos, as quantidade Optimas de armadura, identificadas pelo indice superior ‘, e a

correspondente tensdo no betdo sdo determinadas por:

Para Gy, <[ty (3,125 <3,90625)
' —
f tdx ‘Tdey - Gde
' —
f tdy — ‘Tdey _GEdy <
ch = 2‘Tdey

f', =3,90625 3,125 =0,78125MPa
f',, =3,90625—(—4,6875) = 8,594MPa
G, =2x3,90625 = 7,8125MPa > v.fed = 7,34MPa

_7,8125%*0,04

=0,0426 m
7,34

ay

Iteracéo 2:

{z —h _[“Tabj = 0,20—[0’0433;’0’0426j =0,015705m
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i) Camada Superior
o, = = 50 =—4,412MPa(Comp.)
zXa, 0,15705x0,0433
20
c, = v =2,941MPa(Tracgio) =
" zxa, 0,15705x0,0433
2
T =) = 2 =3,676MPa
zxa, 0,15705x0,0433

Opgu = 4,412MPa(Comp.)
Opgy = —2,942MPa(Tracgdo)
Tray: = 3,676MPa

Para Gy, >ty |  (4412>3,676)
f'tdx =
2
T
£, =—= =
tdy Gde Edy
T 2
Ot = Ok [1 + [ﬂ] J
Gde

f'tdxzo
3,676°
vo=2""" _(-2,941)=6,00MPa
Y4412 ( )

3,676 )
o, :4,412[1+[4’412J }:7,475MPa>V.de:7,34MPa

*
a = 7,475%0,0433 ~0,0441m
7,34
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i) Camada Inferior
G, == = 30 = 4,484MPa(Tracgio)
zxa, 0,15705x0,0426
20
G, =— my __ =-2,989MPa(Comp.) &
zXa, 0,15705x0,0426
2
Ty =Y = > =3,737MPa
zxa, 0,15705x0,0426

Oray = 2,989MPa(Comp.)
Edyb = —4,484MPa(Tracgdo)
=3,737MPa

9

Tdeyb

Para Gy, <[ty | (2989 <3,737)

' —
f tdx ‘Tdey _Gde

' —
f tdy _‘Tdey _GEdy A4
ch = 2‘Tdey

f', =3,737-2,989=0,75MPa
f', =3,737—(—4,484) =8,22MPa
6., =2%3,737 =7,47MPa > v.fed = 7,34MPa

_7,47*0,0426

=0,0434m
7,34

ay

Iteracio 3:

{z:h—[at ;abJ:0,20—[0’044120’0434)=O,015625m

1) Camada Superior
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0
6, = = 3 = —4,35MPa(Comp.)
zXa, 0,15625x0,0441
20
o, = o =2,90MPa(Traccdo) &
zxa, 0,15625x0,0441
2
T =) = > =3,63MPa
zxa, 0,15625x0,0441
Opgu = 4,35MPa(Comp.)
Opy = —2,90MPa(Tracgdo)
Teaeyt = 3,63MPa
Para Gy, > [Ty, | (435> 3.,63)
f '1dx = 0
2
' T Edx
f Wy — Gdey — Oy =
T 2
ch - Gde 1+ (ﬂJ
Gde
f 'tdx =
3,63’
f', =———(-2,90)=5,93MPa
tdy 4’35 ( )
3,63)
., =435/1+ 235 =7,38MPa > v.fcd =7,34MPa

*0,0441
a, _7,38%0,0441 _ 0,0443 m
7,34
i) Camada Inferior
O, = = - 30 =4,42MPa(Tracg¢2o)
zxa, 0,15625x0,0434
20
G, =— my __ =-2,95MPa(Comp.) <
zXa, 0,15625x0,0434
2
Ty =) = > =3,69MPa
zxa, 0,15625x0,0434
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O, = 2,95MPa(Comp.)
Opyp =—4,42MPa(Tracgdo)
Tiggp = 3,09MPa

Para Gy, <[To| (295 <3,69)
' —
f tdx ‘Tdey ~ Opax
' —
f tdy — ‘Tdey _GEdy At
ch = 2‘Tdey

f', =3,69—-2,95=0,74MPa
f'y =3,69—(—4,42)=8,1 IMPa
6., =2x%3,69="7,38MPa > v.fcd = 7,34MPa

_7,38%0,0434

=0,0436 m
7,34

ay

Iteracéo 4:

{z=h—(a‘ ;abj:0,20—(0’0443;0’0436J=O,0156m

1) Camada Superior
o, =-— mx __ 30 =—-4,34MPa(Comp.)
zXxa, 0,156x0,0443
2
c, = Y 0 =2,89MPa(Traccdo) <&
"ozxa, 0,156x0,0443
Ty =Y = 25 =3,62MPa
zxa, 0,156x0,0443
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Cpy =4,34MPa(Comp.)
=-2,89MPa(Traccdo)
=3,62MPa

GEdyt

T Edxyt

Para Gy, > [Ty, | (434> 3.,62)
f'ldx =
2
' T Edx
f tdy — GEde - Edy f=—1
T 2
ch Gde 1 +[ — J
Gde
f'tdx = 0
. 3,622
f tdy ZH — (—2,89) = 5,91MPa
3,62
o, =4,34| 1+ ) |7 7,36MPa > v.fcd = 7,34MPa

%
2 = 7,36%0,0443 —0,0444m
7,34
i) Camada Inferior
O, = = - 30 =4,41MPa(Tracgdo)
zxa, 0,156x0,0436
20
G, == = —2,94MPa(Comp.) <
zXa, 0,156x0,0436
2
Ty =) = Y _368MPa
zxa, 0,156x0,0436

Opaw = 2,94MPa(Comp.)
Opyy, =—4,41MPa(Tracgdo)
=3,68MPa

T Edxyb

133



Determinacdo de armaduras em lajes analisadas pelo MEF e submetidas a um campo de momentos torsores importantes

Para Gy, <[Tg,| (294 <3,68)
! j—
f tdx ‘Tdey - Gde
' —
f tdy — ‘Tdey _GEdy A4

O :2‘1

Edxy

f', =3,68—2,94=0,74MPa
f'y, =3,68—(—4,41)=8,09MPa
6., =2%3,68=7,36MPa > v.fcd = 7,34MPa

_7,36%0,0436

=0,0437m
7,34

ay

Iteracao 5:

{z=h—(Lzabj:0,20—[0’0444;0’0437j=0,0156m

1) Camada Superior
o = ___ 39 =—4,33MPa(Comp.)
zXa, 0,156x0,0444
20
o, = o =2,89MPa(Trac¢do) <&
zxa, 0,156x0,0444
2
Ty =Y = > =3,6IMPa
zxa, 0,156x0,0444

Opy =4,33MPa(Comp.)
pay = —2,89MPa(Tracgdo)
Teany: = 3,61MPa

)

Para Gy, >[Ty,|  (433>3,612)
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a, =0,0444 m
i) Camada Inferior

O, = mx 30 =4,40MPa(Tracg¢20)

zxa, 0,156x0,0437

20
G, == = —2,93MPa(Comp.) <
zXa, 0,156x0,0437
2

Ty = = > =3,67MPa

zxa, 0,156x0,0437

O = 2,93MPa(Comp.)
Opyyy, = —4,40MPa(Tracgdo)
=3,67MPa

Tdeyb

Para Gy, <|tg,,| (2934 <3,67)

' —
f tdx _‘TEde _Gde
[
f tdy _‘Tdey _GEdy =
ch = 2‘ﬁcdey

f'tdx = 0
2
' T Edx;
f Wy = GEde _GEdy (=4
T 2
ch :Gde 1+(ﬂJ
Gde
f'tdx = 0
. 3617
tdy =m— (—2,89) = 5,90MPa
3,61Y
o, =433|1+ 433 =7,34MPa < v.fcd =7,34MPa = O K.
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f'y =3,67-2,93=0,74MPa
f'y, =3,67—(—4,40)=8,07MPa
6., =2x3,67=7,34MPa < v.fed = 7,34MPa = O.K.

a, =0,0437 m

Determinago da percentagem de armadura:

p, =Lu p, = L
f:vyd f:vyd

Determinacdo das areas de armadura:

Asxt:px 'at:O
_5,

90 )
Ay =P, -8, =22x0,0444=7,53m /m

=
Ay =P, -2, = 0.74 10,0437 =0,93cm’/m
348
8,07
Ay =Py -2, = 8X0,0437=10,01cm2/m
A, =Ocm2/m

A, =7,53cm’/m
A, =10,01cm?/m
A, =0,93cm’/m

Asxt :0

A, =261,8/348=7,52cm’/m
A, =34832/34.8=10,01cm*/m
A, =35,15/34.8=1,0lcm’/m

resultados segundo Gupta.

Repare-se que nesta parte final depois de determinadas as armaduras, € efectuada novamente uma
troca de eixos, a imagem do que foi referido no inicio do processo iterativo para este exemplo segundo
a metodologia do EC2. Assim, tendo presente os resultados obtidos segundo a metodologia de Gupta,
verifica-se que estes sdo muito proximos.

Na Figura A.2, constata-se a visualizacdo dos resultados obtidos pelo programa DesignSlab, atestando
os resultados obtidos pelas iteragdes aqui desenvolvidas, uma vez que € 0 que o programa executa,

tendo como base a metodologia descrita no Anexo F da versdo de 2004 do EC2.
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Armadura Superior segundo xx - Asxt(cmzfmj Armadura Inferior segunda xx - Asxb(cmzi’m)
1 1 1
1
(K] 0.5 03
10.8
08 0.6 0s
10.6
07 0.4 o7
. 10.4
E 05 oz EOB
f= f= 10.2
2 05 0 2 0a
v ¢ 10
= 04 02 5 04
- = a8
03 -0.4 03
96
02 0.6 0z
9.4
01 0.6 01
9.2
il -1 0
0 0.2 04 06 0.8 1 i 02 04 06 0.8 1
Direcgéo xx [m] Direcgdo xx [m]
a)
Armadura Superior segundo yy - Asyt{om?/m) Armadura Inferior segunda yy - Asyb(em®/m)
1 1
5.4 1.8
ns (K]
0.2 5
0s 0a
i 1.4
a7 07
— 8 1.2
E s E 05
= TE = 1
= 0E 2 05
g S-S 08
£ 04 £ 04
= 72 ° 05
03 03
7 0.4
0z 0.2
6.0 0z
01 0.1
6.6 ]
0 0
o 0z 0.4 0g 0.8 1 0 0.2 04 06 0a 1
Direcgdn ux [m] Direcgéo xx [m]
b)

Fig. A.2 — a) Armadura segundo a direcgdo x; b) Armadura segundo a direcgéo y

Exemplo 2 — Compressao bi-axial na camada inferior com torsores

Na Figura A.3 apresenta-se um elemento de laje sujeito a um campo de momentos genérico, sendo os
materiais considerados o betdo C20/25 e o ago S400. Admite-se os seguintes esforgos:

» Mx =40 kN.m/m

» My =20kN.m/m
» Mxy=25kN.m/m
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25%
——»» 20

A o

40
25 i» h=020m 25
40

e

20 305

vy

Fig. A.3 — Esforgos presentes no elemento de laje.

= Segundo Gupta

Ao fim de 3 iteragdes obtiveram-se os seguintes resultados:

0, =-59,09°
0, =45°

a,=0,025m
a, =0,041Im

N,, =-3,39kN/m
N,, =-31,63kN/m
N,, =387,51kN/m

N,,, =270,04kN /m

A, = Ocmz/m
A, = Ocmz/m
A, =387,9/34.8=11,15cm?/m
A, =270,89/34.8=7,78cm’/m

= Segundo Coédigo Computacional — EC2

No caso do cédigo computacional obtiveram-se os seguintes valores, também ao fim de 4 iteragdes:

0, =45°

0, = —45°

a, =0,0175m

a, =0,040m
f' . =0MPa
f' =OMPa
£, =6,57MPa
f'40 =9,49MPa
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A, =0cm’/m
A, =0cm’/m

A, =10,91cm’/m

A, :Ocmz/m
Ay, :Ocmz/m
A, =10,91cm*/m
Ay :7,55cm2/m

Note-se a troca de eixos. Também para este exemplo os resultados obtidos pelo processo iterativo
usado no programa DesignSlab s@o muito proximos dos homologos obtidos por Gupta.

~
A, =7,55cm’/m

Na Figura A.4 ilustram-se os resultados obtidos pelo programa DesignSlab.

Arrnadura Inferior segundo 1 - ASXb(sz.i'm)

09

0.8

07

0.6

05

Direcgéo yy [rm]

0.4

03

02

0.1

0 02

Armadura Inferior segundo yy - Asyb(cmzfm)

0.4 0.6
Direcgéo xx [m]

0.8

08

0.s

07

0B

0s

Direcgdo yy [m]

0.4

03

02

01

0 02

Fig. A.4 — a) Armadura segundo a direcg&o x; b) Armadura segundo a direcg&o y

0.4 06
Direcgén xx [m]

0.8

126

12.4

12.2

11.8

1.6

1.4

11.2

108

0.0

o6

G4

5.2

7.8

7.6

74

7.2

Armadura Superior segundo xx - Asxt(cmzfmj

09

0.8

07

06

04

Direcgéo yy [m]

04

03

02

01

i} 0.2 04 0B 0.8
Direcido xx [m]

Armadura Superior segundo yy - Asyl(cmzfm)

Direcgdo vy [m]
o o o o o
] {51 = (L] o

=

(=]
(=]

0.2 0.4 06 0.3
Direcgdo xx [m]

b)

0.8

06

0.4

0z

0.2

0.4

-08

-0.8

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2

0.4

-0.6

-0.6
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Exemplo 3 — Compressdes e Tracgbes na mesma Camada.

Na Figura A.5 apresenta-se um elemento de laje sujeito a um campo de momentos genérico, sendo os
materiais considerados os betdo C20/25 e o ago S400. Admite-se os seguintes esfor¢os:

» Mx =40 kN.m/m
» My =-20kN.m/m
» Mxy=0kN.m/m

20

w <

40 _
T h=020m 140

20

vy

Fig. A.5 — Esforgos presentes no elemento de laje.

= Segundo Gupta

Ao fim de 3 iteragdes obtiveram-se os seguintes resultados:

0, =45°

0, =—45°

a, =0,0334m
a, =0,0158m

N,, =—244,65kN/m
N,, =116,21kN/m
N,,, =244,95kN /m
N,, =-116,08kN/m
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A, =0cm’/m
A, =116,21/34.8=3,34cm’/m
A, =244,95/34.8=7,04cm*/m

Ay = Ocmz/m

= Segundo Cédigo Computacional — EC2

No caso do cddigo computacional obtiveram-se os seguintes valores, também ao fim de 4 iteracdes:

9, =45°

9, =—45°

a, =0,03Im

a, =0,0155m

f', . =0MPa

f' 4, =0MPa

f',, =3,64MPa

f'4 =14,57MPa

A = Ocmz/m

A, = 3’5; x0,031=3,24cm*/m

= 14’587 x0,0155=6,50cm’/m

sxb

Ay, = Ocmz/m

Para o presente exemplo ndo houve a necessidade da troca de eixos. Embora se note uma ligeira
diferenca entre o valor da armadura inferior segundo a direc¢do x obtido pela metodologia usada no
DesignSlab e pelo Gupta, também para este exemplo os resultados determinados pelas duas

metodologias sdo bastante proximos.

Na Figura A.6 apresentam-se os resultados obtidos pelo programa DesignSlab.
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Armadura Inferior segundo xx - Asxb(cmzfm) Armadura Superior segunda 1x - Asxt(cmzfm)
1 1 1
039 £ 03 0.8
0.8 7.3 08 0B
07 7.6 07 0.4
E 08 74 E 06 02
f f
2 05 72 =08 0
o o'
] o
£ 04 7 £ 04 02
0.3 5.8 0.3 04
0z 5.6 0z 05
0.1 5.4 0.1 -0.8
5.2 1} 1
DD 0z 0.4 0B 08 1 0 02 0.4 0.6 0.8 1
Direcgdio xx [m] Direccéio xx [m]
a)
Armadura Inferior segundo yy - Asyb(cmzfm) Arrnadura Superior segundo vy - Asyl(cmzx‘mj
1 1 1
0.8 0.5 0.3 4.4
0.8 0.6 08 4.2
0.7 0.4 0.7 4
£ 06 02 E 08 Ei
= =
= =
2 05 0 2 05 3.6
e o
o o
5 04 02 =5 04 3.4
0.3 0.4 0.3 3.2
0.2 -0.6 0z 3
0.1 -0.8 0.1 2.8
1] Ll 0 26
1] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 02 0.4 06 0.8 1
Direcgédo xx [m] Direcgéo xx [m]
b)

Fig. A.6 — a) Armadura segundo a direcgdo x; b) Armadura segundo a direcgéo y

Exemplo 4 — Compressao bi-axial na Camada Superior

Na Figura A.7 apresenta-se um elemento de laje sujeito a um campo de momentos genérico, sendo os
materiais considerados o betdo C20/25 e o0 ago S400. Admite-se os seguintes esforgos:

» Mx =40 kN.m/m

» My =20kN.m/m
» Mxy=0kN.m/m

142



Determinacdo de armaduras em lajes analisadas pelo MEF e submetidas a um campo de momentos torsores importantes

20

¥ <

40 _

20

vy

Fig. A.7 — Esforgos presentes no elemento de laje.

Este exemplo ¢ semelhante ao anterior, diferindo apenas no facto que A,y passa a A,y,. Na Figura A.8
constam os resultados obtidos pelo programa Design Slab.

Armadura Inferior segundo xx - Asxb(cmzfm) Armadura Superior segundo xx - Asxl(cmzfm)
1 1 1
0s & 03 08
08 78 05 06
0.7 76 0.7 0.4
E 06 74 E 0B 02
= z
2 05 72 205 i
On On
: LolE
= 0.4 = 0.4 0.2
03 5.8 03 0.4
02 5.6 0.z 06
01 5.4 0.1 -0.8
0 5.2 0 1
1] 02 0.4 06 08 1 1] 0z 0.4 06 0.8 1
Direcgéo xx [m] Direcgén xx [m]
a)
Armadura Inferior segundo yy - Asyb(cmzfm) Armadura Superior segundo yy - Asyl(cmz.fm)
1 1 1
08 4.4 09 0.8
0.8 42 08 0.6
07 4 07 0.4
E 06 38 E 06 02
= =
= =
2 0F 36 g 05 0
i On
5 3
£ 04 34 Eons -0.2
03 82 03 0.4
0z 8 0z -0.6
0.1 28 0.1 -0.8
0 26 o 1
1] 02 0.4 0.6 0.8 1 0 02 0.4 06 08 1
Direcgéio xx [m] Direcgao xx [m)
b)

Fig. A.8 — a) Armadura segundo a direcgdo x; b) Armadura segundo a direc¢éo y
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EXEMPLO 5 — MOMENTO TORSOR PURO

Na Figura A.9 apresenta-se um elemento de laje sujeito a um campo de momentos genérico, sendo os
materiais considerados o betdo C20/25 e o ago S400. Admite-se os seguintes esforgos:

» Mx=0kN.m/m

» My =0kN.m/m
» Mxy=25kN.m/m

25 T
25— h=020m ¢ 25

i25

Fig. A.8 — Esforgos presentes no elemento de laje.

¥ <

vy

= Segundo Gupta

Ao fim de 4 iteragdes obtiveram-se os seguintes resultados:

0, =45°

0, =—45°

a, =0,0435m
a, =0,0435m

=
N,, =—156,25kN/m
N, =156,25kN/m
N,, =156,25kN /m

N,, =-156,25kN/m

A, =156,25/34,8=4,49cm*/m
A, =156,25/34,8=4,49cm’/m
A, =156,25/34.,8=4,49cm’/m
A, =156,25/34,8=4,49cm’ /m
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= Segundo Cédigo Computacional - EC2

No caso do codigo computacional obtiveram-se os seguintes valores, também ao fim de 4 iteracdes:

0, =45°
0, =—45°
a, =0,0435m A, =4,59cm’/m

a,=0,0435m A, =4,59cm’/m
f' 4 =3,67MPa A, =459 cmz/m
f'tdyt =3,67MPa Asyb =4,59 sz/m
f' 40 =3,67MPa

' —
£ =3,67MPa
Armadura Inferior segundo xx - Asxb(chIm) Armadura Superior segundo o - ABXI(Emz.fm)
1 1
09 54 0g 54
0.8 5.2 08 682
07 5 07 5
E 06 48 E 0B 48
= z
2 05 4B =05 46
n o
g 44 B 44
£ w4 AR5 wd
0.3 42 0.3 42
0.2 4 02 4
0.1 38 0.1 38
i} 3B ] 3b
1} 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 06 0.8 1
Direcgdo xx [m] Direccéo xx [m]
a)
Armadura Inferior segundo yy - Asyh(cmzf’m) Armadura Superior segundo yy - Asyt(chFm)
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Fig. A.9 — a) Armadura segundo a direcgdo x; b) Armadura segundo a direc¢éo y
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A imagem dos restantes exemplos, também neste se constatam que os resultados pelas metodologias
de Gupta e pela adoptada no desenvolvimento do programa DesignSlab sdo muito proximos
comprovando a viabilidade do DesignSlab na determinacdo das armaduras e verificagdo das

compressdes nas escoras de betdo em lajes macigas.
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ANEXO A2

DESENVOLVIMENTO DO INTERFACE GRAFICO DO PROGRAMA
DESIGNSLAB
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A2: DESENVOLVIMENTO DO INTERFACE GRAFICO DO PROGRAMA DESIGNSLAB

Nao sendo um dos objectos do presente trabalho o modo como ¢ desenvolvido o interface grafico do

programa analisado, considera-se que ¢ enriquecedor apresentar como se obteve, mesmo que

sinteticamente, o interface grafico.

A construgdio grafica da janela interactiva ¢ feita a partir da ferramenta GUIDE disponivel no Matlab,
tal como se ilustra na Figura A.10.

J MATLAB 7.5.0 (R2007b)

File Edit Debug Distributed Desktop ‘Window Help
A= 1 B =] | @ | Current Directory: ‘C:\Documents and SettingsiJodo Tiago Wianalar
Shortcuts [#] How to Add  [#] What's N GUIDE

Current Directory w [ a x * Editor - C:\Docuny
B s - DAHE| %%
All Files « Type Size | Date Modified = -ﬂ% E% L% - [
3l.eps EPS File 6140 KB 30-09-2000 23:08 |~

It TIF File 2383 KB 30-09-2000 23:08 ; f“g;;g
31_eps_gif_tif.zip ZIP File 247 KB 11-03-2008 2:24 3 i ,
armaduras. bmp EMP File 85 KB 12-04-2008 20:58 N

c Roque.m Wil 14 KB 0204-2008 10:16 < N

Fig. A.10 — icone GUIDE.

Apds seleccionar a opgdo “GUIDE”, abre-se uma janela designada por “GUIDE Quick Star”, a qual
permite desenvolver o interface grafico desejado, como se constata na Figura A.11.

) GUIDE Quick Start

Create New GUI | Open Existing GUI

GLUIDE templates Pravigw
o\ Blank GUI (Default)

o GUIwith Uicontrols

o\ GUIwith Axes and Menu
4\ Modal Guestion Dialog

BLANK

[ 5ave on startup as: |

’ 0] ” Cancel ” Help

Fig. A.11 — Caixa de dialogo da ferramenta GUIDE

A opgad “Blank GUI (Default)” permite desenhar o interface pretendido, tal como se observa na

Figura A.12.
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File Edit View Layout Tools Help

DEE sme o aEbd D0

(=] Push Buttar
= Glifer

@ Radio Button
[ Check Box
5 Edit Text

B Static Tex
== Pop-up Menu
Sl Listaox

[ Toggle Button

i Axes

%] Panal

"% Button Group
=X ActiveX Contral

|

J (1 Push Button

| ® Radio Bution
| |
A [ Edit Text

A [ Static Text
: = Pap-up Menu

#f B Togale Button

& untitled
Fle Edit View Layout Tools Help

DEE 4mmo |2 D~

EIBX

= Siler

EH Listhox

*8 Button Group
=X ActiveX Control

[Current Point; 556, 1271

Fosition: [520, 380, 560, 4201

Edlt Text

Push Button |

ayes!

[Sarvert Poiks (552,511

Fostion: [300, 269, 203, L00]

Fig. A.12 — Area de desenho do interface grafico.

Assim sendo e, tal como se apresenta na figura acima apresentada, é possivel definir a disposicdo dos
varios elementos do interface grafico, como se constata na Figura A.12 do lado direito, onde se definiu

uma caixa de entrada de texto — “Edit Text”, um botdo de execu¢do — “Push Button” e uma caixa de
entrada de uma figura — “Axes1”.

No que respeita a um estudo mais aprofundado da ferramenta GUIDE, a partir da qual de desenvolveu

o interface grafico, o autor sugere o “Manual de Interfaz Grafica de Usuario en Matlab”, manual este
desenvolvido por Diego Guerrero (2007).
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