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REsSumMo

O comportamento dinamico de estruturas e a analise da instabilidade de estruturas sdo dois assuntos
que, em geral, necessitam de ser estudados quando se faz o dimensionamento de uma estrutura. Uma
forma de estudar a resposta dindmica de uma estrutura a uma solicitacdo € através da sobreposi¢do
modal. Este método exige a determinacdo de modos de vibragcdo, que consiste num problema de
valores e vectores proprios. Na analise da instabilidade, ¢ também um problema de valores e vectores
proprios a determinagdo do valor multiplicativo das cargas que conduz a uma situagdo em que pode
haver um aumento de deformagdo sem aumento da carga.

Neste trabalho estudam-se métodos para calcular valores e vectores proprios capazes de responder aos
tipos de problemas indicados. Resulta do estudo destas técnicas um programa de célculo de pares
proprios para problemas de estruturas que serd implementado no programa de método dos elementos
finitos FEMIX.

PALAVRAS-CHAVE: Valores e Vectores Proprios, Método de Lanczos, Método da Poténcia, Métodos
OR e QL, Gradientes Conjugados
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ABSTRACT

The dynamic behaviour of structures and the stability analysis of structures are subjects which, in
general, need to be studied in the context of the design and conception of a structure. The dynamic
response of a structure subjected to a dynamic load can be studied by means of the mode superposition
method. This analysis requires the free vibration modes, whose determination corresponds to a
problem of finding eigenvalues and eigenvectors. In stability analysis problems, eigenvalues and
eigenvectors are important since they correspond to a situation in which the deformation of the
structure can be increased without any modification of its load.

This work is concerned with some techniques for computing eigenvalues and eigenvectors in the
context of structural analysis problems. During the study of those techniques, an eigenpair
computation code was developed and is expected to be soon included in a finite element program
named FEMIX.

KEYWORDS: Eigenvalues and Eigenvectors, Lanczos Method, Power Method, OR and QL methods,
Conjugated Gradients
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INTRODUGAO

1.1. EVOLUCAO DOS PROBLEMAS DE VALORES PROPRIOS

Em diversas areas das engenharias e das ci€éncias surge a necessidade de resolver problemas de valores
proprios: na quimica quantica o problema de valores e vectores proprios surge através da equagdo de
Schrodinger; na analise de reac¢des quimicas, o problema de valores e vectores proprios pode resultar
da simulagdo numérica destas reacgdes;, em macroeconomia, determinar estratégias de preco e de
producao pode também dar origem a problemas de valores e vectores proprios [3].

No ambito da analise de estruturas, o calculo de pares proprios é geralmente util nas seguintes
situacdes: na analise dindmica, permitindo o calculo de modos e frequéncias naturais de vibragdo da
estrutura, passo importante para a sua analise pelo método da sobreposi¢do modal; na analise de
instabilidade, permitindo determinar formas de encurvadura e respectivos factores de carga.

O método dos elementos finitos permite a simulagdo de modelos cada vez mais semelhantes com a
realidade. O rigor dos resultados obtidos na andlise de uma estrutura depende da discretizacdo dos
elementos da estrutura e do refinamento das malhas utilizadas.

Com a evolug@o dos computadores foi possivel melhorar os refinamentos das malhas, obtendo-se
assim matrizes de rigidez e matrizes de massa com dimensdes cada vez maiores. Este aumento de
dimensao das matrizes trouxe a necessidade do aparecimento de novos métodos de calculo de valores
proprios visto os algoritmos mais utilizados e eficientes para matrizes de pequena e média dimensao
(algoritmos QR e QL) ndo se adequarem as novas dimensdes.

Num passado recente, o método das iteracdes por subespacos foi estudado e adaptado a resolugdo
destes problemas de valores proprios para matrizes de grandes dimensdes. Numa fase inicial este foi o
método preferido.

O estudo do método de Lanczos por parte de Paige [1] apresentou este método como uma ferramenta
capaz de competir com o método das iteragdes por subespacos. Desde entdo, foram desenvolvidos
estudos sobre o método, surgindo novas implementag¢oes. Na década de 1990 surgiu a implementagéo
dos reinicios, [2]. Nos dias de hoje, o método de Lanczos é uma das principais ferramentas no calculo
de alguns pares proprios de matrizes de grande dimensao.
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1.2. CALCULO DE PARES PROPRIOS EM ANALISE DINAMICA

Todas as estruturas fisicas, quando sujeitas a carregamentos ou deslocamentos, t€m comportamento
dindmico. As forcas de inércia adicionais, de acordo com a segunda lei de Newton, sdo iguais ao
produto da massa pela aceleragdo. Se os carregamentos ou deslocamentos forem aplicados de modo
muito lento, entdo as forcas de inércia podem ser omitidas e, deste modo, pode-se efectuar uma analise
estatica. Se os carregamentos ou deslocamentos nio forem aplicados de forma lenta, entdo uma anélise
dindmica tem de ser realizada.

A equacao de equilibrio dindmico de uma estrutura &
Mi+Cu+Ku=f, (1.1)

onde M representa a matriz de massa, C a matriz de amortecimento ¢ K a matriz de rigidez. Os
vectores u e f representam os deslocamentos dos noés e as forcas aplicadas aos nds, respectivamente.

Para calcular as solu¢des homogéneas da equagdo (1.1) é frequente desprezar-se as forgas de
amortecimento (considerar a estrutura ndo amortecida). Sabe-se que os modos de vibragdo livre de
uma estrutura ndo amortecida t€ém padrdes periddicos, isto é, tém padrdes sinusoidais, e sobre este
pressuposto,

il = —w?u. (1.2)

O vector u representa um modo de vibragao livre. A estrutura tem tantos modos de vibracdo quantos
os graus de liberdade.

Desprezando entdo o amortecimento, a equacdo homogénea ¢é escrita por
—w*Mu+Ku=0, (1.3)
ou de forma equivalente,
Ku=w?Mu. (1.4)

Encontrar as solugdes para a equagdo (1.4) é um problema de valores e vectores proprios.

1.3. CALCULO DE PARES PROPRIOS EM ANALISE DE INSTABILIDADE

Ao analisar o efeito de uma ac¢do sobre uma estrutura comeca-se por determinar os esforcos e
deslocamentos na estrutura com base na sua posi¢do inicial (analise linear da estrutura). Os
deslocamentos e deformacdes devidos as acc¢des na estrutura alteram os estados de tensdo e
deformagdo ao longo desta e, por sua vez, a alteracdo dos estados de tensao e de deformagao induzem
uma nova modificagdo desses estados.

E possivel interpretar o incremento das deformagdes como uma variagdo de rigidez da estrutura,
escrevendo entéo

(K-—Kg)a=f, (1.5)

em que K¢ representa a matriz de rigidez geométrica [19], a € o vector deslocamento correspondente
ao equilibrio da estrutura e f o vector solicitagdo.

No ambito do estudo das cargas de colapso por instabilidade, admite-se que a matriz K¢ € calculada
com base nos esfor¢os na estrutura devidos aos deslocamentos ag tais que

Kag="f. (1.6)
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Admite-se que a matriz K¢ varia linearmente com ag e portanto com f, pelo que se pode escrever
(K—1Kg) a = Af, 1.7

Existem valores de A que fazem com que a matriz (K — AKg) tenha determinante nulo. Estes valores
correspondem a casos em que a estrutura pode ter um incremento da deformada sem existir variagdo
da solicitagdo. Encontrar os valores de A que satisfazem esta condi¢do implica resolver a equagio

(K—Kg)r=0 (1.8)

onde r representa um modo de encurvadura (deformada que se consegue obter sem qualquer variagdo
da solicitacdo) e A (factor de carga) ¢ o factor multiplicativo da ac¢do f associado ao modo de
encurvadura.

O calculo das solugdes da equagdo (1.8) consiste num problema de valores e vectores proprios.

1.4. OBJECTIVO E ESTRUTURA DO TRABALHO

Neste trabalho sao apresentados diversos algoritmos para o calculo de pares proprios de uma matriz ou
de um sistema de matrizes, incluindo os ja referidos algoritmos QR e QL, método das iteragdes por
subespacos ¢ método de Lanczos. Do estudo dos algoritmos resultou um programa de calculo de
valores e vectores proprios que tem por base o método de Lanczos com reinicio implicito e que tem
em conta as propriedades das matrizes provenientes dos programas de calculo baseado no método dos
elementos finitos. Este programa decide qual o método a usar na etapa da resolugdo dos sistemas
lineares de modo a tentar minimizar o tempo total de execugao do programa.

O trabalho est4 organizado em 7 capitulos. No Capitulo 2 apresenta-se a formulacdo do problema de
valores e vectores proprios e algumas definicdes importantes para o entendimento dos algoritmos
apresentados.

No Capitulo 3 descrevem-se os métodos derivados do método da poténcia. S3o apresentados
algoritmos para cada variante do método e indica-se também qual a zona do espectro que cada variante
encontra. E neste capitulo que estd descrito o método das iteragdes por subespagos.

No Capitulo 4 faz-se uma apresentacdo do algoritmo @R. Nao sdo apresentados detalhes da
implementacdo deste método, apresentando-se apenas o seu modo de funcionamento e a justificagdo
da respectiva convergéncia.

No Capitulo 5 apresenta-se o método de Lanczos. Efectua-se a sua formulagdo matematica e
apresenta-se o seu funcionamento. S3o indicados algoritmos para varias versdes, nomeadamente a
versdo simples e a versdo com reinicio.

No Capitulo 6 apresentam-se alguns detalhes para a implementacao do algoritmo de Lanczos, tendo
em conta as propriedades das matrizes de rigidez e de massa e tendo também em conta o custo relativo
da resolucdo dos sistemas lineares consoante o método escolhido para resolver os sistemas. Sdo
referidos dois métodos para resolver os sistemas lineares e explica-se em que medida é que cada um
deles pode ser vantajoso relativamente ao outro.

No Capitulo 7 apresentam-se os resultados obtidos na analise dindmica de um conjunto de porticos
tridimensionais, sendo obtidas algumas conclusdes. Sdo testadas matrizes de varias dimensdes,
comegando com uma matriz de pequena dimensdo e finalizando com uma matriz de muito grande
dimensdo. E efectuada a comparagdo entre o método de Lanczos e o método das iteragdes por
subespacos.



Algoritmos de Valores e Vectores Préprios no Ambito da Anélise de Estruturas




Algoritmos de Valores e Vectores Préprios no Ambito da Anélise de Estruturas

2

FORMULA(}AO’DO PROBLEMA DE
VECTORES PROPRIOS

2.1. FORMULAGAO ANALITICA DO PROBLEMA DE VALORES E VECTORES PROPRIOS

Um vector v ¢ um vector proprio de uma matriz A (quadrada) se da sua transformagdo linear,
efectuada por essa matriz, ndo resultar uma modificagdo da respectiva direccdo. A tradugdo
matematica desta transformag¢ao consiste na equagao

Av=_2v. (2.1)
Este € um caso particular do sistema genérico
Av=A1Bv, (2.2)
em que B ¢ a matriz identidade.

Neste caso mais genérico (2.2), o significado de vector proprio do sistema € um vector cuja
transformada pela matriz A tem a mesma direc¢do que a transformada do mesmo vector pela matriz B.

Em (2.1), passando o termo do segundo membro para o primeiro, vem

A-2Dv=0, (2.3)
ou entdo no caso geral (2.2)

(A-2B)v=0, (2.4)

A transformacdo de um vector v ndo nulo por uma matriz pode resultar num vector nulo apenas
quando o determinante desta matriz € igual a zero (o que significa que uma ou mais linhas da matriz
sdo linearmente dependentes das restantes). Supondo um vector v nao nulo, as equagdes (2.3) e (2.4)
sdo equivalentes a

det(A—-A11) =0, (2.5)
para o caso particular, e

det(A—-1B) =0 (2.6)
para o caso geral.

Em ambos os casos, o calculo da solucdo das equacdes (2.5) e (2.6) implica encontrar as raizes de um
polindmio de grau n (sendo n a dimensdo das matrizes quadradas A e B). Conhecendo os valores
proprios A (raizes do polindmio), determinam-se os vectores proprios respectivos, arbitrando uma



Algoritmos de Valores e Vectores Préprios no Ambito da Anélise de Estruturas

componente do vector (ou mais se o valor proprio tiver multiplicidade superior a um) e por
substitui¢do resolve-se o sistema (2.3) se se tratar do caso particular e (2.4) se se tratar do caso geral.

Tanto a formulacdo dos polindmios como a determinacdo das suas raizes s80 um processo
extremamente moroso se n apresentar um valor elevado. Este aspecto torna a determinag@o analitica
dos pares proprios inviavel para polindmios de grau superior a 4, sendo necessario recorrer a métodos
numéricos para estes casos.

2.2. ALGUMAS DEFINIGOES

Para a compreensdo dos algoritmos que sdo aqui expostos, ha algumas definigdes que interessa
estabelecer. Nesta seccdo apresentam-se as mais importantes, assim como se definem as notagdes a
usar ao longo do trabalho.

2.2.1.TIPOS DE MATRIZES

As propriedades dos pares proprios das matrizes por vezes dependem das propriedades das matrizes.
Os valores € vectores proprios das seguintes matrizes (pertencentes a C™*™) tém algumas propriedades
especiais.

= Matriz simétrica: tal que AT = A, ou seja, tal que q; =i Vi
» Matriz hermitiana: tal que A" = A, ou seja, tal que a; =i, Yijs
» Matriz ortonormal: matriz Q tal que Q" Q = L.

No ambito da andlise de estruturas, as matrizes pertencem ao subconjunto R™ ™. Neste caso, as
matrizes hermitianas e simétricas tém a mesma defini¢do, pois, para uma qualquer matriz simétrica B
pertencente a R™*", b;; = b;; e entdo BT = BH.

Algumas matrizes tém estruturas especiais que sdo favoraveis a alguns algoritmos de calculo de pares
proprios. Algumas dessas matrizes sao:

* Matriz diagonal: tal que a;; = 0, sei # j;

a 0 O
(Obo)
0 0 ¢

= Matriz triangular superior (ou inferior): tal que a;; = 0,se i > j (oui < j)

a b ¢ g 0 0
(0 d e)ou(h Ji 0)
0.0 f i ko1

= Matriz tridiagonal: tal que a;; = 0,se |[j —i| > 1

S o0 Q
O AT
~Q o o
— SO0 O
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2.2.2.PRODUTO INTERNO, NORMA DE UM VECTOR E PROJECGOES ENTRE VECTORES
O produto interno de dois vectores, X e y pertencentes a ‘R™, é definido por

(x,y) = Xz, (v, (2.7)
ou entdo, usando a forma matricial

xy)=x"y=y"x (2.8)

Com base no produto interno, pode-se definir um valor 6, que pode ser considerado como o dngulo
formado pelos vectores X e y, recorrendo a expressao

— _xy) 2.9
6 = arccos (”X””y”), (2.9)

sendo ||x|| a norma euclidiana do vector x.

O produto interno apresenta algumas das mesmas propriedades que o produto de dois escalares, sendo
elas:

= propriedade comutativa: (X,y) = (y, X);
= propriedade associativa e distributiva: {(a X, (by + c z)) = ab(x,y) + ac(x,z), onde a, b
e ¢ sdo escalares ¢ Z um vector.

Outra propriedade importante € a relagao
Ax,y)=(Ax)Ty=xTATy = (x,ATy). (2.10)
O produto interno pode ser utilizado para determinar normas Euclidianas e projeccoes.

A norma Euclidiana de um vector ¢ definida por

N2 (2.11)

Ixll = [T, x2.

Usando a nogao de produto interno,

Xl = v{x,x). (2.12)

A projec¢ao de um vector v numa dada direcgdo corresponde a componente que esse vector tem na
direcgdo em questdo. Sendo d um vector cuja direc¢do corresponde a direc¢do sobre a qual se pretende
projectar o vector v, a grandeza da projeccao obtém-se através da expressdo

Iprojavil = L. (2.13)

Com base em (2.9), calculando o valor 8 para os vectores v e d, é possivel reescrever (2.13) como

llprojavll = Ivll|cos (8)I. (2.14)

d
lIvlicos (6)]

Figura 1: Representacdo geométrica da projeccdo de um vector numa direc¢ao
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O vector projeccao de v na direc¢do considerada obtém-se multiplicando a grandeza da projec¢do pelo
. ~ d ~ . ~ . ~ . ~
versor da direc¢ao (—) Entdo, a projeccdo de v na direcc¢do d calcula-se através da expressdo

lal
d. (2.15)

projqv =

A nogao de projeccdo ¢ importante para estudar ou provocar a ortogonalidade entre dois vectores.
Assim, dois vectores sdo ortogonais quando a projec¢do de um na direc¢do do outro € um vector nulo.
Subtraindo a um vector a projec¢do deste numa direc¢do, o vector obtido € ortogonal a direccdo em
questao.

\
d
lIvlicos (6)]

Figura 2: Representagdo geométrica da ortogonalizagéo de v em relacéo a d

2.2.3.BASES E SUBESPAGOS

Um subespago de R™ é um subconjunto de vectores de R™ que definem também um espago de
vectores. Sendo G = {vy, V3, V3, ..., Vq} um conjunto de vectores de R™ linearmente independentes, os

vectores obtidos através de todas as combinagdes lineares de vectores do conjunto G formam um
subespaco vectorial. Chama-se ao conjunto G base desse subespaco vectorial.

Qualquer vector X pertencente ao espago formado pela base G admite apenas uma expressao como
combinacao linear dos vectores v;.

Se os vectores que constituem a base G forem ortogonais entre si e de norma unitaria, isto €,
(Vi,Vi) =0,sei -'F]
(Vi,Vi) =1,sei =j’

a base diz-se ortonormal.

Qualquer subespago admite pelo menos uma base ortonormal. Escolhendo uma qualquer base de um
subespaco, uma base ortonormal ¢ obtida fazendo a ortogonalizagdo dos seus vectores. Um dos
processos para se obter a ortogonalidade ¢ a ortogonalizagdo de Gram-Schmidt. Este método
normaliza o primeiro vector e, de seguida, retira a componente dos vectores seguintes na direccdo
deste. Repete o processo para o vector seguinte ¢ assim sucessivamente até chegar ao ultimo vector.

Defina-se X = [X4, X2, ..., Xp] uma matriz cujas colunas sdo os vectores da base a ortonormalizar. De
seguida apresenta-se o algoritmo de Gram Schimdt aplicado a matriz X.
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Algoritmo 2.1: Algoritmo de Gram-Schmidt (X = Q R)

Loory = Ixqll, 91 = X1/7,1;
2. Para j=2,..,p:
a. Parai=1,2,..,j—1
1. (X]'ql>

b. a Zl 1rl]ql5
‘r). .

Este algoritmo obtém uma matriz Q que ¢ ortonormal (QT Q = I) e uma matriz R que é triangular
superior.

2.2.4. MUDANGA DE BASE

Uma matriz quadrada de R™", A, quando multiplica um vector de R™, é um operador linear que faz a
transformagdo desse vector num novo vector de R™.

Essa matriz A pode representar a transformacdo de um vector que se encontra definido na base
canénica quer antes, quer apos a transformacdo. A base candnica ¢ formada pelos vectores
{(1,0,0, ...,0); (0,1,0, ...,0); ...; (0,0, ...,0,1)}.

Considere-se uma matriz X pertencente também a R™ ™ e cujas colunas sdo os vectores de uma
qualquer base de R™. Entdo, como esses vectores sdo linearmente independentes, também o sdo as
colunas de X, logo X ¢ invertivel.

Um vector u na base X tem na base canonica as coordenadas X u. Pelo contrario, um vector v na base
canonica, quando escrito na base X tem de coordenadas X~ v

A matriz B, que opera a mesma transformacao linear que A sé que com base de entrada e base de saida
a base X, é obtida por B = X~1 A X. Neste caso, as matrizes A e B sdo semelhantes.

A Figura 3 representa a mudanga de base de uma matriz A, originalmente na base canoénica, para uma
matriz B na base X. Nesta figura, B = yOx, X! = ;4nTx, A = ¢anOcan> X = xTcqn. As matrizes T
sdo as matrizes que operam as mudangas de base ¢ O sdo os operadores da transformagao linear (base
de entrada a esquerda e de saida a direita).

entrada saida

ﬂﬂﬂ

= canTX can can XTcan

Figura 3: Diagrama de “fluxo” em mudangas de base

Admitindo (Ag, vg) um par proprio da matriz B
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Bvg = (X1 AX) vg; (2.16)
Agvg = (X 1 AX) vp. (2.17)

Pré-multiplicando por X,
AgXvg = AXvg. (2.18)

Trocando a ordem aos membros de (2.18)
A (X VB) = AB (X VB). (219)

Entdo, Ag é também valor proprio de A e X vg é o vector proprio de A associado a Ag. Conclui-se
entdo que a mudancga de base nao altera os valores proprios de um operador.

2.2.5.PROJECCOES ORTOGONAIS EM SUBESPACOS

Considere-se K um subespago de R™ de dimensdo m. Considere-se uma base ortonormal de K
composta pelos vectores {qq, 2, **, qm} € uma matriz Q cujas colunas sdo os vectores q;.

A projecgdo de um qualquer vector u de R™ em K segundo a base Q ¢ um outro vector y € K definido
por

y=QQ"u (2.20)
Pré-multiplicando o vector (u — y) por QT tem-se
Q'u-y)=Q"u-Q"QQ"u. (2.21)
Como as colunas de Q sdo formadas pelos vectores de uma base ortonormal, QT Q = I,, e entio
Q"(u-y)=Q"Tu-QTu=0. (2.22)

O vector (u —y) ¢é entdo ortogonal a todos os vectores da base Q e logo ortogonal ao subespago K. A
norma de (u — y) é a menor norma de todos os vectores da forma (u — w), para w € K [20].

—

v y

Figura 4: Representagéo geométrica da projecgédo de u sobre K (para um K bidimensional)

Considere-se agora a matriz simétrica A € R™ ™. Considere-se um par de vectores de R" veu = Av.
Substituindo em (2.20),

y=QQTAv. (2.23)

Se em vez de um tnico vector v se tiver um conjunto de vectores que formam as colunas de V, as
projeccoes das transformagoes de V em K segundo a base Q sdo

Y=QQTAV. (2.24)
Caso V seja coincidente com Q, (2.24) reescreve-se
Y=QQTAQ. (2.25)

Nestas condicdes, Y representa a projec¢do da transformagao de Q em K segundo a base Q.
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Defina-se B como
B=QTAQ. (2.26)
Como a matriz A é simétrica, a matriz B é também simétrica.

A diferenca entre a transformacio de Q pela matriz A e a projeccio de A Q segundo Q (i.e., Q QT A Q)
é

R=AQ-QB. (2.27)

A matriz R tem nas suas colunas um conjunto de vectores ortogonais a K e cada um desses vectores
representa a diferenca entre a transformacao de q; pela matriz A e a projeccdo da transformacao em Q.

Reescrevendo (2.27) de forma equivalente, tem-se
AQ=QB+R (2.28)

Definindo W como sendo a matriz cujas colunas sdo constituidas pelos vectores proprios de B
normalizados ¢ D uma matriz diagonal com os valores proprios, tem-se

AQ=Q(WDWT) +R. (2.29)
Pés-multiplicando por W, chega-se a
AQW)=(QW)D+RW. (2.30)

As colunas de R W indicam a aproximag¢ao das colunas de Q W a um vector proprio. Quanto maior for
anorma da coluna i de R W, pior ¢ a aproximagdo da coluna respectiva de Q W a um vector préprio.

Quando K ¢ invariante em relagdo a A, isto ¢, Av € K Vyck, R é uma matriz nula, e deste modo,
A Q = Q B. Nestas condigdes, os valores proprios de B sdo também valores préprios de A, pois sendo
R uma matriz nula, (2.30) € reescrito como

A(QW) = (QW)D. (2.31)

2.3. PROPRIEDADES DE MATRIZES SIMETRICAS REAIS

Em geral, a formulagdo das matrizes de rigidez, de massa e de rigidez geométrica implica que estas
sejam reais e simétricas. As matrizes simétricas tém algumas propriedades importantes para o calculo
dos pares proprios.

2.3.1.VALORES PROPRIOS
Os valores proprios de uma matriz simétrica real sdo reais [18].

No caso de um sistema proprio, Av = A B v, ndo basta A e B serem matrizes simétricas para que os
valores proprios sejam reais. E preciso que exista um par de valores de a ¢ 6 tais que (a A + 6 B) seja
uma matriz definida positiva (ver sec¢do 2.4.). Contudo, os valores de a ¢ 6 sao dificeis de encontrar
explicitamente.

A formulagdo da matriz de rigidez pelo método dos elementos finitos, atendendo as ligacdes ao
exterior, implica que esta seja uma matriz positiva definida, pelo que o problema anterior ¢
ultrapassado, bastando considerar, por exemplo, a =1 e¢ 8 =0, tendo entdo o sistema proprio
A v = 1 B v todos os seus valores proprios reais.

11
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2.3.2.VECTORES PROPRIOS

Considere-se que (4;,v;) € (4;,Vv;) sdo dois pares proprios de uma matriz simétrica A. Entdo, por
(2.10)

(vi, Avj) = (vj, Avy). (2.32)
Trocando o segundo termo de membro vem
<Vi,AV]'> — <Vi,A Vi) = 0. (233)

Sendo v; e vj vectores proprios de A associados aos pares proprios A; € 4;, respectivamente, pode-se
reescrever a equacao anterior do seguinte modo

(vi, 4; vj) — (v, 4; vj) = 0. (2.34)
Aj(Vi, V]) - Ai("i'vi) = 0. (235)

A equagdo anterior ¢ verificada quando A; = A; ou (v;,v;) = 0. Assim, a valores proprios distintos
correspondem vectores proprios ortogonais entre si.

Consequéncia desta propriedade é o facto de os vectores proprios de uma matriz simétrica formarem
uma base ortogonal de R"™. Considere-se Q uma matriz cujas colunas sdo os vectores proprios da
matriz A com norma unitaria. Assim, a matriz Q ¢ ortonormal. Ao efectuar-se em A a mudanca de
base da canonica para a propria, obtém-se uma matriz diagonal, isto ¢, QT A Q = D (ver anexo A). Os
elementos de D s3o os valores proprios da matriz A. Desta relacdo conclui-se que uma matriz
simétrica ¢ diagonalizavel.

Considere-se agora o sistema proprio (simétrico) A v = A B v, com os pares proprios (4;, v;) € (4;, vj).

{A vi=4;By; (2.37)
Av; =4 By (2.38)
Pré-multiplique-se (2.38) por v{. Tem-se
vi Av; = 4v{ By, (2.39)
vi ATv; = 2;v{ By, (2.40)
(Av)Tv; =4 v{ By (2.41)
Considerando a igualdade (2.37) e substituindo-a em (2.41), obtém-se
2i(Bv)Tv; =2 v{ By, (2.42)
2iviT Bvj = 4; v{f B;. (2.43)
(A4 =) viT By; = 0. (2.44)

A igualdade (2.44) so6 se verifica se 4; = 4; ou se vl B vj = 0. Uma dedugdo andloga pode ser feita
com a matriz A no lugar da matriz B.

Entdo, no caso de um sistema proprio Av=ABv, com A ¢ B matrizes simétricas, os vectores
proprios sdo ortogonais entre si em relagdo as matrizes A e B, isto é,

<Vi,AVj> = (Vi,BVj> = 0.

12
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Se as normas dos vectores proprios forem fixadas de modo que (v,Bv) =1, e considerando Q a
matriz cujas colunas sdo os vectores proprios do sistema, a matriz QT B Q ¢ a matriz identidade e a
matriz QT A Q é uma matriz diagonal cujos elementos da diagonal sdo os valores proprios do sistema
(ver anexo B).

2.4. PASSAGEM DO PROBLEMA GERAL PARA O CASO PARTICULAR MANTENDO A SIMETRIA

Na sec¢do 2.3.1 ¢ referido que o facto de as matrizes A e B serem simétricas nao € condi¢do suficiente
para que o espectro do sistema seja real. E também referido que se existirem dois escalares a e f tais
que

C = (aA + $B) (2.45)

seja uma matriz definida positiva, o sistema tem o espectro real. Apresenta-se em seguida a respectiva
demonstragéo.

Suponha-se que se conhecem dois valores a e £ tais que C é uma matriz definida positiva.

Faca-se uma translagdo (shif, ver seccdo 3.2.2) do problema, somando em ambos os termos de (2.2)

gB v. Assim, a equagdo ¢

(A+ZB)v=(2+5)BvV. (2.46)
Multipliquem-se agora ambos os termos por a, resultando
(eA+ B)v = (ar + B)Bv. (2.47)
Devido a (2.45) e considerando
(@h+p) =+ (2.48)
tem-se
Bv=0Cv. (2.49)

Como C ¢ uma matriz positiva definida, a factoriza¢do de Cholesky desta matriz é possivel.

A factorizagdo de Cholesky consiste em decompor uma matriz simétrica no produto de duas matrizes,
triangulares, uma triangular inferior L e uma triangular superior U, tais que U = LT. Assim,

cC=LL". (2.50)
Entrando com (2.50) em (2.49), resulta
Bv=6LLv. (2.51)
Pré-multiplicando ambos os membros por L1, resulta
L 1Bv=06LTv. (2.52)
Uma vez que L™TLT = I, a expressdo (2.52) ¢ equivalente a
(L1BL MLTv=0LTv. (2.53)
Definindo
D=(L'BLT) (2.54)
e
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y=LTy, (2.55)
a equacdo (2.53) reescreve-se da seguinte forma
Dy=20y. (2.56)

O sistema representado em (2.56) € um problema particular proprio simétrico, e todos os problemas
particulares proprios simétricos t€ém o espectro real.

Com os valores de 8 e de y ¢ possivel determinar os valores de 1 e v que respeitam (2.2). Tendo em
conta (2.48) e (2.55) as rela¢Ges entre os parametros sdo

1= é — g, (2.57)
v=LTy. (2.58)

No ambito da analise de estruturas e tendo em conta as condi¢des de apoio, a matriz de rigidez K ¢
definida positiva. Assim, é possivel passar do problema geral simétrico para o problema particular
simétrico, aplicando a factorizacdo de Cholesky a K e utilizando o procedimento que ¢ em seguida
exposto.

Kv=w?Myv, (2.59)
Mv=—Kv, (2.60)

0 = % (2.61)
Mv=0Kv, (2.62)
K=LLT, (2.63)
Mv=0LL"v, (2.64)
(LML T)LTv=0LTv, (2.65)
LTMLT=M, (2.66)
LTv=y, (2.67)
MvV=0vV. (2.68)

No caso da analise de instabilidade, o procedimento ¢ semelhante.

As formulas de recorréncia para determinar os valores de [; ; da matriz L resultantes da decomposigdo
de Cholesky de uma matriz A simétrica definida positiva sdo

lij = \/ a;; - 2I21(1%).

lij = i(ai,j - Z{;ll(li,klj,k)), i>].
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3

METODO DA POTENCIA E
METODOS DERIVADOS

3.1. INTRODUGAO

Nao sendo possivel determinar analiticamente os pares proprios de uma matriz ou sistema, ha que
recorrer a métodos iterativos.

Neste capitulo descrevem-se alguns dos métodos mais expeditos para o céalculo de pares proprios,
explicando a razdo da sua convergéncia.

Uma vez que os casos a resolver no ambito da andlise de estruturas apresentam em geral matrizes
simétricas, também as demonstragdes e algoritmos presentes neste capitulo sdo referentes a casos
simétricos, apesar de nalguns casos o que € exposto ser valido para casos nao simétricos.

Define-se neste capitulo o(A) = {1,45,-,4,} e o(A,B) ={A;,4,,--,1,} os espectros dos
problemas A v = A v (particular) e A v = A B v (generalizado), respectivamente, com A; > 4, >+ >
An.

3.2. DETERMINAGAO DE UM PAR PROPRIO

Uma das técnicas mais antigas para a determinagdo de um grupo de pares proprios consiste em
multiplicar sucessivamente uma matriz por um vector até este ndo mudar a sua direc¢do (torna-se
invariante). Quando tal suceder, estd-se perante um vector proprio. Chama-se a esta técnica método da
poténcia. Existem varias variantes do método, que em vez de trabalharem com a matriz original (ou
sistema original), trabalham com uma outra que se calcula com base na matriz original. A escolha do
método a usar relaciona-se com a zona do espectro da qual se pretende extrair o par proprio.

3.2.1. METODO DA POTENCIA

Como método mais simples dos métodos iterativos para determinar um par préprio, consiste em
multiplicar sucessivamente um vector pela matriz A (se se tratar do caso particular), gerando uma
sequéncia de vectores do tipo v, = A¥ vy , onde v é um vector nio nulo.

Apos efectuar algumas operagdes algébricas, constata-se que o vector vy € V4 tendem para a mesma
direc¢do para um k suficientemente grande. Tender para a mesma direccdo significa que os vectores
tendem a ficar colineares, isto €,
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(vklvk—1> ~ 1 (31)

Ivillllvie-1ll

Nestas condigdes, Vi € Vi_1 sdo aproximagodes de um vector proprio de A.

De seguida, mostra-se que a recorréncia usada na geracdo dos vectores tende a tornar os vectores de
iteracdes consecutivas colineares.

Admita-se que a matriz A tem como valores e vectores proprios (de norma unitdria) os pares
{(11,uq), (A, up), -, (A4, up)}. O vector inicial vy pode ser obtido como combinagdo linear dos n
vectores proprios u de A, ou seja,

Vo = CiUg + Uy + -+ cpuy = D1 ;. 3.2)
Para k = 1, vy = A vy, resultando
Vi=cAug +cAuy + -+ cpAu, = i Aug + o duy + o+ e dpu, = Y, A, (3.3)
e para k = p genérico,
vy = 2 . (3.4)
Substituindo em (3.1) k por p, tem-se

I R D MG (3.5)
= (cial ™ w) [ IS, (carfw)ll

(Vprvp—1>
Ivpllllve-1ll

Pela defini¢ao de norma em (2.11),

”2? 1(Cllp 1u,)||||21 1clApul|| = \/(Z? 1(C Ap 1“1) i 1(C Ap 1“1))(21 1CL/1p“i' i=1 CM?“i)-
Substituindo em (3.5),

|<Zl (el ) S (ciafw)| (3.6)
J(Z” 2™ ) T (Al T N et w ST i)

(szvp—l)
Ivpllllve-1ll

Na equagdo (2.9) é definido um angulo 8 entre dois vectores. Com base nessa defini¢do e supondo
dois vectores de norma unitéria designados w e z, tem-se cos(6y,,) = (W, z). Definindo 6;; como
sendo o angulo entre dois vectores proprios de A,

_ _ =1, sei=j (3.7)
cos(@ij) = (ui,uj) = {E -11[, sei

Entrando com (3.7) no segundo membro de (3.6), fica

(VpVp-1) [ (cit? ™ B (¢4 c0s83y))| (38)
”Vp””Vp—l” \/Zn ﬂ.p L n (le?_ cos Gij)) Z?zl(ciﬂ? Z;-l:l(cj'l? cos Gij))
-~ . 1 11
Multiplicando o numerador e o denominador por T = P
1 1
st (@) wa(e(3) sy (3:9)
Wpvp-) | _ alciliy)  Zialelay) o0
Ieplllve-al

\/Z?:](Ci(%)p_l ?=1<Cj(%)p_1 cos 9ij>> E?:1<Ci(;—i)p E?=1<Cf<%)p cos 9ij>>
14
() =o.

Sendo

Entdo, o limite de (3.9) é
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<vpvvp—1)
[vpllllvp-

SR S—
cict

limy 00

Estd entdo provado que o método da poténcia converge. De seguida mostra-se que, se Vg tiver
componente em U4, ou seja, ¢; # 0, o método converge para o vector associado ao valor proprio de
maior modulo.

Admita-se 1 como sendo uma aproximagio de um valor préprio. A cada iteragio do método da
poténcia, o valor de 4 pode ser calculado através do chamado quociente de Rayleigh:

7 = Vevp-1) (3.10)

5
[lop-1l

Aplicando as mesmas operagdes efectuadas para se chegar de (3.5) a (3.9), a igualdade (3.10) pode
ser reescrita como

1= ' : : . (3.11)

Quando p = oo,

g (3.12)

Provada a convergéncia do método, note-se que este converge tanto mais rapidamente quanto menor

X A . A 22\P . .
for a razéo /1—2 pois a convergéncia ocorre quando (f) estiver proximo de zero.
1 1

Antes de apresentar o algoritmo, ¢ ainda importante referir que, devido a precisdo finita das maquinas
de calculo, é necessario fazer uma normalizacdo do vector corrente, para que ndo haja o perigo de
overflow (caso |1;| > 1) ou underflow (caso|A;]| < 1). Nestes casos, a norma dos vectores gerados
tenderia a crescer para o no caso de |A;| > 1 ou decrescer para 0 no caso de caso|4,| < 1.

A normalizagdo pode ser obtida dividindo o vector pela sua norma ou entdo pelo valor da componente
de maior valor absoluto. Esta divisdo do vector corrente por um escalar ndo altera o que esta escrito
acima relativamente a convergéncia para o par associado ao valor proprio de maior valor absoluto.

De seguida expdem-se os algoritmos do método da poténciapara Av =AveparaAv=A1Bv.

Algoritmo 3.1: Método da Poténcia para Av =Av

1. Escolher vy ndo nulo e de norma unitaria;
2. Parak = 1,2,... até convergéncia:
a. z=A Vk-1

b. ay = |1|z||
C. Vy = a—Z
k
3. /11 = (Vk,AVk)
4. uy = vy
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Algoritmo 3.2: Método da PoténciaparaAv=ABv
1. Escolher vy ndo nulo e de norma unitaria;
2. Parak = 1,2, ... até convergéncia:

a. wW=Av_4
b. resolverosistemaBz=w — z =B lw
c. ag= |zl
1
d w= a—kz
(A Vk,B Vk)
3. N =——~
LT IB vkl
4. Uy = Vg

3.2.2. METODO DA ITERAGAO INVERSA

E um método analogo ao método da poténcia, operando com a matriz A~! em vez da matriz
original A.

Na igualdade (2.1) mude-se A e A de membro, ficando o problema invertido e da forma

%v =A1ly. (3.13)

Constata-se entdo que se (A, V) é par proprio de A, G, v) é par proprio de A~1.
O mesmo ¢ verificado para o problema generalizado descrito em (2.3). Mudando A de termo vem
%Av: Bv. (3.14)

Como o que esta escrito para o método da poténcia em relagdo a matriz A é também verificado para a
matriz A=, 0 método da iteragio inversa converge para o maior valor proprio de A=1, ou seja, o valor
proprio de A de menor valor absoluto.

Algoritmo 3.3: Iteracdo Inversapara Av =A1v

1. Escolher vy ndo nulo e de norma unitaria;

2. Parak = 1,2, ... até convergéncia:
a. ResolverosistemaAz=vy_; >z=A"1v_,
b, ay = ||zl

1
C. vk—a—kz

3. /1=(Vk,AVk)
4, u=vg
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Algoritmo 3.4: Iteracao InversaparaAv=A1Bv

1. Escolher vy ndo nulo e de norma unitaria;
2. Parak = 1,2, ... até convergéncia:
w=Bv,_4
resolver o sistema Az =w - z = A"lw
ay = ||zl
1
Vg = a—kz
_ (AvgBvg)
RN
4. u=vy

IS

a o

3.2.3. METODO DA ITERAGAO INVERSA COM “SHIFTS”

O método da poténcia converge para o par associado ao valor proprio de maior valor absoluto
enquanto que o método da iteragdo inversa converge para o par associado ao valor proprio de menor
valor absoluto.

Caso se necessite de um par que ndo esteja num dos extremos do espectro do problema, nenhum destes
métodos fornece o resultado pretendido.

No caso de se pretender obter um par proprio associado a um valor proprio proximo de um
determinado valor pré-definido, pode-se efectuar uma operagdo designada shifi que precede a
aplicagdo do método da iteragdo inversa.

A iteragdo inversa com “shiffs” provoca uma translagdo no espectro do problema de modo a tornar
proximo de zero o valor proprio mais proximo do valor pré-definido. De seguida, inverte-se o novo
espectro, passando assim o valor proprio desejado do meio para o limite superior do espectro.

De seguida mostra-se a influéncia de uma translagdo de o e posterior inversdao nos problemas proprios
particular e geral, come¢ando por expor o caso particular.

A igualdade escrita em (2.1) subtrai-se ov em cada um dos membros. A igualdade fica entdio

Av—ov=Av—-ov. (3.15)
Pondo em ambos os membro v em evidéncia, tem-se
A-ocDv=_QA—-o0)V. (3.16)
Designando (A — ¢ I) por A e (1 — o) por 4, a igualdade (3.16) pode ser rescrita como
Av=1v. (3.17)
Operando sobre o problema inverso de (3.17), A~lv = %v, e definindo 6 = % = ﬁ eA=A1=
(A—o1)71, chega-se a
Av=20v. (3.18)

Verifica-se entdo que se (6, V) é par proprio de A = (A — a1)~1, e sabendo que (4, V) é par proprio de
A, entdo (O’ + %, V) ¢ também par proprio de A. O maior valor de 6 corresponde ao valor de A mais

proximo de o.

Atente-se agora no caso geral definido em (2.2) e subtraia-se a cada membro gBv. A equagdo é
reescrita como
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Av—-ocBv=1Bv—-0oBv. (3.19)
Pondo v em evidéncia, resulta
(A—oB)v=(A1—-0)Bv. (3.20)
Dividindo ambos os membros por (A — ¢) vem
1
=— (A — 21
Bv (A_J)(A oB)v. (3.21)

1
A-0)

Bv=20Av, (3.22)

Definindo A como sendo (A — ¢ B) e 8 como sendo (3.21) ¢é escrito como

constatando-se que o problema original (2.2) e o problema (3.22) possuem 0s mesmos vectores
proprios. Também aqui, sendo 6 valor proprio de (3.22), entdo o + % ¢ valor propriode Av=ABv.

Aplicando o método da poténcia a (3.18) e a (3.22), ¢ encontrado o par proprio associado ao maior
valor de 6, ou seja, o par associado ao valor mais proéximo de o.

Algoritmo 3.5: Iteracdo Inversa com shifts paraAv = Av

1. Escolher vy ndo nulo e de norma unitaria; escolher ¢ (aproximacao do valor A desejado)
2. Parak = 1,2, ... até convergéncia:

a. Resolverosistema(A—ocDz=v_;>z=A—-0cD7ly_,

b, a = |zl

1
C. Vk:a—kZ

3. /1:<Vk,AVk>
4. u=v

Algoritmo 3.6: Iteragdo Inversa com shifts paraAv=A1Bv

1. Escolher vy ndo nulo e de norma unitaria; escolher ¢ (aproximacdo do valor de A desejado)
2. Parak = 1,2,... até convergéncia:
w=Bv_4
Resolver o sistema (A—ocB)z=w —» z= (A— o B) lw
a = ||zl
Ve =—1z
k=g,

(A Vk,B Vk)

3. l=—"—7~
1B vil|2

4. u=v

/o o

Quando, na secgdo 3.2.1 se refere a convergéncia do método da poténcia, conclui-se que ela sera tanto

mais rapida quanto menor for a razao jt—i Considere-se A; o valor proprio de A mais proximo de o e A,
o segundo mais proximo. A estes dois valores correspondem os valores de 6; e 6, do problema
(3.18). Este problema converge tanto mais rapidamente quanto menor for Z—j. Desenvolvendo este
quociente obtém-se
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2

1,
62 _ /Az—cr_ -0

-1

_a"
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A razdo anterior ¢ tanto menor quanto mais proximo de zero for A; — g, ou seja, quanto mais préximo
de 4, for o. Assim, se de iteragdo para iteracdo se ajustar o valor de o para um valor mais proximo de
A4, menos iteragdes sdo necessarias para ser alcancada a convergéncia.

3.3. DETERMINAGAO DE OUTROS PARES PROPRIOS

Na secgdo 3.2 descreve-se os métodos baseados no método da poténcia para determinar um par
proprio. Em teoria, se o vector inicial vy ndo tiver componente em uy, isto é, na expressdao (3.2)
c; = 0, o método da poténcia deveria convergir para o par proprio associado a 1,. Contudo, devido a
precisdo finita dos computadores, as sucessivas operagdes sobre os vectores tendem a tornar a
componente do vector segundo u, diferente de zero e o método poderad convergir para o vector uy.

Sendo necesséario determinar mais do que um par proprio, o inconveniente referido no paragrafo
anterior tem de ser contornado.

Os métodos de deflagdo sdo uma solucdo para o problema. A deflagdo consiste em alterar um (ou
alguns) dos valores proprios do sistema, mantendo os restantes inalterados. Assim, é possivel tornar
proximo de zero o maior valor proprio (primeiro obtido), obtendo-se em seguida o segundo maior
valor, e assim sucessivamente.

3.3.1. DEFLAGAO NO CASO PARTICULAR SIMETRICOAV = AV
No Capitulo 2 ¢é referido que os vectores proprios de uma matriz simétrica sdo ortogonais entre si.

Suponha-se que é conhecido o par (4;,u4) e atribua-se a ¢ um valor proximo de A,. Considere-se
agora a matriz A; = A — o uy uj. O problema proprio relativo a esta matriz é

Ajv=2Ave(A—ouyuj)v=1v. (3.23)

Substitua-se no primeiro termo da equagdo (3.23) v por u; (vector proprio desconhecido), com j # 1.
Tem-se entdo

(A— o uq u}) u=Au —ouy u}uj =Ajuj—ouy qui. (3.24)
Devido a ortogonalidade entre vectores proprios, u'{ u; = 0, resultando
Aju;=(A- ougui)u; = Lu; (3.25)
Entdo, conclui-se que para j # 1, a matriz A, tem os mesmos pares proprios (Aj, ui) de A.
Observe-se agora o caso j = 1.
(A— o uq u}) u;=Au;—ouyuju; =4, u; —ouy uj uy. (3.26)
Como u4 tem norma unitaria, uj u; = 1, e entdo
Ajuy=(A—ouyui)u; =4 — o) uy. (3.27)

Assim, constata-se que o vector proprio uq de A é também vector proprio de A4 e o seu valor proprio
associado vale (4; — o).
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Algoritmo 3.7: Algoritmo da deflagdo para determinar p pares propriosde Av=Av

1. A, =4
2. Paraj=12,..,p
a. Usar o método da poténcia para determinar a aproximagdo do par (4;,u;) de A;
(par associado ao maior valor proprio de A;j)
b. Definir H] = ﬂ.] ll]' uir
C. A]'+1 = A] - H]

Uma vez que a matriz Hj ¢ uma matriz cheia, a matriz A, também ¢ cheia, ndo sendo possivel tirar

partido de uma eventual esparsidade de A. Assim, além de ser preciso mais espaco na memoria para
armazenar A,, cada produto A, v consome mais tempo. Para se contornar estes contratempos, €
possivel evitar o calculo da matriz H;.

Considere-se a matriz Ag. Esta matriz ¢ obtida da seguinte forma.
A=A -3 (4 uyuf). (3.28)
O produto de Ay por v é
Agkv=Av— Zf;ll(/ljuj uiT V). (3.29)
Designando 6; como sendo o produto u}r v, resulta
Agv=Av—Y51(Au6). (3.30)

Assim, ¢ suficiente determinar os valores de 8; em cada iteracdo do método da poténcia para se poder
evitar a formagao da matriz H.

Algoritmo 3.8: Algoritmo da deflacdo para determinar p pares proprios de A v = 1 v pelo método da
poténcia, sem calculo explicito de H

1. Parai=1,2,..,p
a. Escolher vy ndo nulo e de norma unitaria
b. Parak = 1,2, ... até convergéncia
. ZzZ=Avg4
ii. Paraj=1,2,..,i—1
L 6 =u v
I1. z=z—lju]9]

. ay = |Z|z||

1v. Vg = a_k
C. /‘ll’ = <Vk,AVk)
d. u; = Vi

3.3.2. DEFLAGAO NO CASO GERAL SIMETRICOAV = ABv

Ao contrario do caso particular, no caso geral os vectores proprios ndo sdo ortogonais entre si.
Contudo, sabe-se, de acordo com o Capitulo 2, que eles sdo ortogonais em relagdo a A e a B.

Considere-se o problema geral simétrico descrito em (2.2) e proceda-se a sua transformacdo num
problema particular ndo simétrico, invertendo B. Tem-se entdo
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B lAv=2Av. (3.31)
Considere-se que ¢ conhecido o par proprio (44,u4) e considere-se wq = %, com f; = (uy,Auy).
1

Nestas condi¢des,

A 1
(wy,ug) = (%:Uﬂ = E<“1,AU1> = % =1

e,paraj *# 1,
1
(wy,uy) = E<Au1.ui) =0,
pois uy e u; (vector proprio do sistema geral associado a 4;) sdo ortogonais em relagdo a A.

Considere-se agora a matriz C; = B"1A — ¢ u;wj, sendo ¢ um escalar. Multiplique-se C; por u;
comj # 1.

Uma vez que wj u; ¢ nulo, tem-se
Ciu; = B'Au; — o uywiy; = Au;. (3.32)
Assim se verifica que se (/1]-, uj) ¢ par proprio de Av = A Bv, entdo ()lj, “i) ¢ também par proprio de
Civ=41v.
Multiplicando C4 por uq, resulta
Ciu; =B 'Au; —ocuywfu; = Lju; —ouy = (4 — o)uy. (3.33)

Atendendo a (3.33) constata-se que sendo (14, uy) um par proprio de Av =A1Bv, entdo (1; —o,uyq)
¢ par proprio de C4v = A v.

Tal como no caso particular, a matriz H; = AjuiwiT ndo tem de ser formada, sendo suficiente calcular

os valores 8; = (wj, v) em cada iteragdo do método da poténcia.

Algoritmo 3.9: Algoritmo da deflacdo para determinar p pares proprios de A v = 4 B v pelo método
da poténcia, sem calculo explicito de H

1. Parai=1,2,..,p
a. Escolher vy ndo nulo e de norma unitéria
b. Parak = 1,2, ... até convergéncia
1. y= A Vk-1
ii. ResolverosistemaBz=y—>z=B7ly
iii. Paraj=12,..,i—1
L 6= w]-Tvk_l
I z=z-2y6;
iv. @ =zl
z

. Vg =—
v k oy
_ (A Vk,B Vk)
’ : 1B vy |2
d. B ={(u;Auy)
1
c. Wi = —A u;
Bi
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3.4. DETERMINAGAO DE MULTIPLOS PARES PROPRIOS

Na seccao 3.1. estdo descritos métodos baseados no método da poténcia para calcular um par proprio
dos problemas particular simétrico e generalizado simétrico. Em vez de aplicar este método a um
unico vector, € possivel aplicd-lo a um bloco de vectores. Este procedimento designa-se por iteracao
por subespagos. Existem duas variantes deste método, sendo uma sem projeccdo e outra com
projeccgdo. Apresenta-se em primeiro lugar a variante sem projecgao.

3.4.1. ITERAGAO POR SUBESPAGOS SIMPLES

Considere-se um conjunto de k vectores lincarmente independentes. Considere-se também uma matriz
V, cujas colunas sdo compostas pelos k vectores. E possivel gerar uma série de matrizes da forma
V; = AlV,,.

Se o computador tiver precisio infinita, quando j for suficientemente grande, as colunas da matriz V;
sdo constituidas por k vectores que formam uma base do subespaco que contém aproximagdes dos
vectores associados aos k maiores valores proprios. Contudo, a precisdao dos computadores ndo ¢
infinita, logo os vectores de V; tendem a perder a independéncia linear e por isso as colunas da matriz
V; tendem todas para uma aproximag@o do vector proprio associado ao maior valor proprio.

Assim, ¢ fundamental implementar um processo que restaure a independéncia linear das colunas de V.

Esse processo pode ser efectuado com base na ortogonalizacdo de Gram-Schmidt, descrita no
Capitulo 2.

3.4.1.1. lteracao por subespacgos simples para o caso particular Av=A71v

Para o caso particular simétrico, sabe-se que os vectores proprios sdo ortogonais entre si, € assim,
quando for atingida a convergéncia, os vectores obtidos correspondem aos vectores proprios
associados aos k maiores valores proprios.

Algoritmo 3.10: Algoritmo da iterag@o por subespagos simples paraAv =Av

1. Escolher Vy com colunas linearmente independentes
2. Paraj = 1,2, ... até convergéncia (R diagonal)

a. Z=AVj_4
b. (QR) = QR(Z)*
c. Vj=Q

3. R matriz diagonal cujos elementos sdo aproximacdes dos valores proprios de
A (a menos de sinal)

*Nota: a linha 2.b. significa que o resultado da factoriza¢do QR de Z (Gram Schmidt) ¢ atribuido as
matrizes Q e R.

3.4.1.2. Iteragao por subespagos simples para o caso geral Av=A1Bv

Para o problema geral simétrico, as condigdes de ortogonalidade entre vectores proprios ndo se
verificam. Se for aplicado o método da iteragdo por subespagos simples, descrita em 3.4.1.1, a matriz
C = B! A, a solugio ndo corresponde aos vectores proprios de C (os pares proprios de C sdo também
pares proprios do sistema). Contudo, as colunas de V; formam a base de um espago aos quais

pertencem os vectores proprios de Av=ABv.
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Considere-se C=B~1 A e admita-se que na iteragio j o método ja convergiu. Nesta situagdo,
V; = Vj,q, ou seja,

CV;=VR. (3.34)

Os vectores coluna de V; que verificam a condigdo (3.34) designam-se por vectores de Schur [3],
sendo R uma matriz triangular superior. A primeira coluna de V; corresponde a um vector proprio. Os
valores da diagonal de R correspondem a valores proprios de C (ver sec¢do 2.2.5.).

Sabendo os vectores de Schur ¢ necessario determinar os vectores proprios u de C.

Considere-se o vector de Schur vy, com p < k (k — niimero colunas de V;), e multiplique-se por C.
Atendendo a (3.34), tem-se

Cvp, =30 ViTy. (3.35)

Para transformar v, (vector de Schur) num vector proprio (associado ao valor proprio 1;,,), € preciso

fazer com que a sua transformada por C seja colinear consigo mesmo. Como os vectores V; sdo
ortogonais, € necessario adicionar componentes destes a v, em (3.35). Assim, tem-se

C(v + Z’:l kipvi) = X0, (kip Z§-=177iv-),sendo kpp = 1. (3.36)
Resta determinar os valores de k;;, de modo que 7, (v + Zl 1 klpv,) Z 1(klp i i=1Tji ])

Estando determinados os valores de k;,,

u, = v, +30 1klpv,, (3.37)

P

sendo uy, o vector proprio associado ao valor proprio 7;p,.

Escreva-se (3.36) sobre a forma de um sistema. Como os vectores de Schur v; sdo ortogonais entre si,
tem-se

( TopkipV1 = ? ((kipr1i)va
| TopKapVa = z t=a(kipTai)v2
: . (3.38)
rpp p-1pVp-1 = Zi=p—1(kiprzo—1,1')"1)—1
_yP
TopkppVp = Zi—p(kipTpi ) Vp
Escrevendo (3.38) na forma matricial, resulta
11 Tz - Tip-1 "1p kap TopKip
[0 T2 o Tzp-1 T2p ] kap TopK2p
[+ =+ = e P = : ) (3.39)
[ 8 0 N rp‘”’J kp-1p TopKp-1p
0 0 o | Kpp TopKpp
ou de forma equivalente,
1 T'pp T2 rl,p—l rlp klp ro_l
[ 0 T22-1p, T2,p-1 T2p ] kap 0
| : . e ol o =) (3.40)
[ 0 0 T Tp-1p-1 T Top To-tp Jkp—l,p 0
0 0 0 Tow ~ Topd | Kpp 1 Lo
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Resolver o sistema indeterminado em (3.39) implica arbitrar um dos valores de k. Fixando k,, = 1,
os outros valores de k podem ser obtidos por substituigdo. A expressdo geral para k;;, €

. 2?:_1'11("1'17”1')‘”73

kip = — . (3.41)
Substituindo k;;, em (3.37), resulta
- 2 (kjpri) -3
up = v, + 30, Vi < = +1rip]frij) p)' (3.42)

Algoritmo 3.11: Algoritmo da iteragdo por subespagos simples paraAv =A1Bv

1. Escolher Vy com colunas linearmente independentes
2. Paraj = 1,2, ... até convergéncia — Determinar os vectores de Schur
a. W=AV; 4
b. Resolver os k sistemas BZ = W & Z = B"1W
c. (QR)=0QR(Z)
d. Vj=Q
3. Determinar os vectores proprios u; com base nos vectores de Schur v;

3.4.2. ITERAGAO POR SUBESPAGOS COM PROJECGAO
3.4.2.1. lteragao por subespagos com projecgéo para o caso particular Av=A71v

Numa iterag@o j do método da iteragdo por subespacos simples, considerando uma qualquer coluna p
de Vj (com p < k), tem-se para i # p

(vi,Avp) # 0. (3.43)

Entao, a matriz
P=V'AV, (3.44)

nao ¢ diagonal.

Considere-se o erro de aproximagdo a um vector proprio da coluna p de V; como sendo o vector
r = A vy, —(vp,Av,) vp. Definindo K como o subespago gerado pelas colunas de Vj, por (3.43), r
ndo ¢ ortogonal a K.

Considere-se agora a matriz P e determine-se os seus vectores proprios. Considere-se Y a matriz cujas
colunas sdo os vectores proprios de P. Nestas condigdes, verifica-se

P=YDY" (3.45)
Atendendo a (3.44) e a (3.45), tem-se
YDYT =VAy, (3.46)
ou de forma equivalente,
D=Y"V'AVY. (3.47)
Definindo Q = V;Y, (3.47) passa a
D =QTAQ. (3.48)
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Note-se que, uma vez que as colunas de Q sdo combinagdes lineares das colunas de V, a base formada
por estas duas matrizes ¢ a mesma, isto €, a base K. Adicionalmente, como QT A Q ¢ uma matriz
diagonal, (q;, A q,) = 0, para i # p.

Assim, o erro de aproximagdo a um vector proprio da coluna p da matriz Q, é o vector
r= qu - <qp'qu) qp = qu - dii qpa
que € ortogonal a K.

As colunas da matriz Q sdo designadas por vectores de Ritz e os valores da diagonal de D sdo
designados por valores de Ritz. O procedimento em que se projecta a transformacdo de uma base
ortonormal V na mesma base V, determinando posteriormente os vectores proprios Y da projeccao e
calculando de seguida uma nova base Q = V'Y, denomina-se procedimento de Rayleigh-Ritz [3].

Em termos genéricos, este procedimento encontra a melhor aproximagdo dos vectores proprios de A
contida no subespaco expandido pela base formada pelas colunas de V.

Algoritmo 3.12: Algoritmo da iteragdo por subespagos com projec¢do paraAv = Av

1. Escolher Vy com colunas linearmente independentes
2. Paraj = 1,2, ... até convergéncia

a. Z=AV;_4

b. (V,R) = QR(Z) (ortonormaliza Z, sendo Z = VR)

c. B=VTAV

d. Determinar Y e D tais que B =Y D YT (valores e vectores proprios de B)
e. j=VY

3. D ¢é uma matriz diagonal (k X k) cujos elementos sdo os valores proprios
aproximados de A

3.4.2.2. Iteragao por subespagos com projecgéo para o caso geralAv=ABv

Como a matriz C = B~1A ndo é simétrica, os seus vectores proprios nio sio ortogonais entre si.
Contudo, os vectores de Schur sdo ortogonais entre si. Entdo, em vez de se determinar inicialmente os
vectores proprios, determinam-se os vectores de Schur e através destes determinam-se os vectores
proprios.

Algoritmo 3.13: Algoritmo da iteragdo por subespagos com projec¢do paraAv =A1Bv

1. Escolher Vy com colunas linearmente independentes
2. Paraj = 1,2, ... até convergéncia
a. W=AV_4

b. Resolver os sistemas BZ = W —» Z = B~1W

c. (V,R) = QR(Z) (ortonormaliza Z, sendo Z = VR)

d W=AV

e. Resolver os sistemas BZ = W » Z = B~1W

f. C=VTZ

g. Determinar Y e R tais que C = Y R YT (vectores de Schur)
h. V;= VY

3. Determinar os vectores proprios u; através dos vectores de Schur vj. Os
valores da diagonal de R s8o aproximagdes dos valores proprios.

27



Algoritmos de Valores e Vectores Préprios no Ambito da Anélise de Estruturas

28



Algoritmos de Valores e Vectores Préprios no Ambito da Anélise de Estruturas

4

O METODO QR NO CALCULO DO
ESPECTRO DE UMA MATRIZ
SIMETRICA

4.1. INTRODUGAO

Apesar de os algoritmos QR e QL terem sido concebidos ha mais de 50 anos, estes sdo ainda hoje dos
métodos mais usados para encontrar o espectro completo de uma matriz simétrica de pequena ou
média dimensao.

Neste capitulo, comega-se por descreve o algoritmo basico (sem shifts) e demonstra-se a sua
convergéncia. De seguida, descreve-se o método QR na sua forma mais comum, com shifts, ndo sendo
abordada uma forma concreta de se determinar a translagdo a efectuar.

Por fim, aplica-se o algoritmo QR a uma matriz tridiagonal simétrica, mostrando que de iteragdo para
iteracdo a forma da matriz é mantida.

No estudo deste método foram consultadas essencialmente as referéncias [4] e [5].

4.2. FUNDAMENTOS DO METODO QR

No Capitulo 2 ¢é referida a ortogonalizagio de Gram-Schmidt como sendo um algoritmo que
ortonormaliza os vectores de uma base.

Considere-se uma matriz A4 simétrica. Faca-se a ortonormalizagdo das colunas de A4, obtendo
A; = Q4Ry, (4.1)
sendo Q; uma matriz ortonormal ¢ R4 uma matriz triangular superior.
Pré-multiplicando A4 por Q] e poés-multiplicado por Q;, tem-se
Q1 A;Q; =Q]Q; R;Q; =R; Q; = A;. (4.2)

As matrizes A, ¢ A; operam a mesma transformacdo, s6 que relativamente a bases diferentes
(ver Capitulo 2), mantendo a matriz A, a simetria.

Considere-se agora as matrizes de ordem s e s — 1 obtidas por
As = Qg—l As-1Qs-1, (4.3)
As1=Qi2 A2 Qs 2 (44)
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Substituindo (4.3) em (4.4), tem-se

As = Q'sr—l Q'sr—z As2 Q52 Qs-1, (4.5)
e continuando até o indice 1, chega-se a
A = Q§—1 Qz—z Q} QI A1 Q1 Q2 Q52 Qs-1. (4.6)
Sendo Py definido por
Ps = Q1 Q2+ Qs—2 Qs-1, (4.7)
arelacdo entre Ag e A4 escrita em (4.6) pode ser reescrita como
A, =Pl AP, (4.8)

sendo assim Ag semelhante a A;. Py é uma matriz ortonormal, pois resulta do produto de s matrizes
ortonormais.

As sucessivas matrizes Ag tendem geralmente para uma matriz diagonal cujos elementos sdo os
valores proprios de A;. A matriz Pg tende para uma matriz cujas colunas sdo os vectores proprios de
A4 (com norma unitaria).

E nesta sucessdo de matrizes que consiste o método QR para o calculo de pares proprios. Apresenta-se
de seguida o correspondente algoritmo.

Algoritmo 4.1: Algoritmo bésico do método QR
I. Ais=AP =1
2. Paras = 1,2,... até convergéncia:
a. Calculo de Qg e Ry (factorizacdo QR da matriz Ay)
b. Agy1 = Q;r As Qs = R Qs
c. Psi1 =P Qs

4.3. CONVERGENCIA

Nesta seccao demonstra-se a convergéncia do método QR. Comega-se por demonstrar a convergéncia
para um caso geral, apresentando-se em seguida a ordem dos valores proprios na matriz Ag (para o
valor de s que conduz a convergéncia do algoritmo) e por fim refere-se a influéncia de valores
proprios multiplos.

4.3.1. CONVERGENCIA
Considere-se a matriz Uy tal que
Us=RgRg_1:"Ry. (4.9

Como a matriz Ug resulta do produto de s matrizes triangulares superiores, ela ¢ também uma matriz
triangular superior.

Multiplicando Uy por Py definido em (4.7) obtém-se,

PsUs=Q1 - Qs—1 Qs RgRg_1 - Ry. (4.10)
Por (4.1), Qs Rg = Ag, e entdo (4.10) vem
P Us = (Q1 - Qs-1As) Rg_1 - Ry. (4.11)
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A equagdo (4.6) pode ser reescrita como

Q1 Qs—2 Q-1 As = A1 Q1 Q52 Q1. (4.12)
Usando a igualdade (4.12) em (4.11),
PsUs=A1Q1Qs—1 Rs_1"Ry = A1 Ps_1 Ug_4. (4.13)

Pela recorréncia definida em (4.13) chega-se a igualdade
P, Ug = AS. (4.14)

A igualdade (4.14) corresponde a decomposi¢do QR da matriz AY. Sendo A ndo singular, esta
decomposicao ¢ unica supondo que os elementos das diagonais dos sucessivos R; sdo obrigados a ser
positivos. Neste caso a matriz Ug € Unica e tem elementos positivos na sua diagonal.

Considere-se agora a matriz AS. E possivel fazer-se a diagonalizagdo desta matriz, ou seja,
A5 = XDsXT, (4.15)

onde as colunas de X sdo compostas pelos vectores proprios de A; com norma unitaria ¢ D é uma
matriz diagonal com os valores proprios de A; ordenados, ou seja,

| | M
X=|x; -~ Xp[:D=
I | An

com |A4| > |A,] > - > Ayl
Decomponha-se XT de modo que
XT=LuU, (4.16)

com L uma matriz triangular inferior com elementos da diagonal unitarios, e U uma matriz triangular
superior.

Substituindo (4.16) em (4.15), tem-se
5 = XDSLU. (4.17)
Manipulando (4.17), pode-se chegar a
$ = X (D*LD™%)DsU. (4.18)
A matriz DS L D™% ¢ triangular inferior, com o valor unitario na diagonal e restantes valores iguais a
Lij %, onde [;; ¢ a entrada de L para i > j. Uma vez que [4;| < |Aj|, entdo o quociente ;—% tende para
zero com o aumento de s ¢ a matriz DS L D™° tende para a matriz identidade. Verifica-se entdo que
limg_,, A5 = XDSU. (4.19)

A matriz X ¢ ortonormal, uma vez que representa uma base de vectores proprios normalizados. A
matriz DS U ¢ uma matriz triangular superior cujos elementos da diagonal podem ser ndo positivos.

Seja D uma matriz diagonal com valores 1 e —1 tal que D D% U tenha todos os elementos da diagonal
positivos. Note-se que D = D1,

Entrando com a matriz D em (4.19), pode-se escrever

limg_,0, A = (X D)(D DS U). (4.20)
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A matriz X = (XD) ¢ também uma matriz ortonormal e as suas colunas, tal como em X, sdo
compostas pelos vectores proprios de Ay, eventualmente com o sentido invertido, ou seja, se na coluna
i de D o elemento da diagonal for igual a —1, X; = —X;.

A matriz U = (D DS U) ¢ triangular superior e tem na sua diagonal todos os elementos positivos. A
matriz Ug ¢ tUnica e, tal como U, é triangular superior e todos os elementos da sua diagonal sdo
positivos. Comparando as equacdes (4.14) e (4.20) conclui-se que a igualdade da equacdo (4.14)
tende para a igualdade (4.20), e entdo U tende para U. Assim, Pg tende para X, ou seja, as colunas de
P, tendem para os vectores proprios de A;. Deste modo a matriz A = PY A; P tende para uma
matriz diagonal cujos elementos sdo os valores proprios (ver anexo A).

4.3.2. ORDEM DOS VALORES PROPRIOS
Nesta sec¢@o ¢ estudada a posicao relativa dos pares proprios de A4 nas matrizes Pg e Ag.

Na seccdo 4.3.1. os valores proprios na matriz D encontram-se ordenados por ordem decrescente do
seu valor absoluto. A convergéncia do método depende da viabilidade da decomposi¢do de XT no
produto de duas matrizes triangulares, L e U. Esta decomposi¢@o ndo ¢ explicitamente realizada.

Definindo-se Y = X7, as expressdes de recorréncia para determinar as entradas de L e U sdo:

bi=1 = yjj — Dkeq Lkl (4.21)
y-i—2i= LjkUki , . 4.22

lj = F—"1— ’;: Ll (>0 (4.22)
Uij = Yij — Ykt ligwej (G >10). (4.23)

Observando (4.22), constata-se que a decomposicao falha se surgir um valor de u;; nulo. Nestas
circunstancias, a expressdo (4.16) deixa de ser valida e, consequentemente, 0 que se apresenta apos
esta expressdo também ndo ¢ valido. E exemplo disso o caso em que x;4 ¢ nulo.

Considere-se o exemplo de uma matriz Y (9 X 9) da qual ja se conhecem as primeiras trés colunas e
linhas de L e U, respectivamente, e da qual se pretende calcular as seguintes. Nestas circunstancias, L e
U sdo:

1 r X X
X

X X X
N X X X
2 X X X
o X X X
N X X X
o X X X
o X X X

X XX X Xp

X X XX X XX#m
N N N Y

X

[l
I
X X X X X XX X

Considere-se os valores ¢, para k = 4,5, ..., 9, definidos por
Ck = Vi — Die1 Liillia- (4.24)
Se ¢4 = 0, uy 4 ¢ também nulo e entdo a decomposigdo LU falha.

Admita-se que cg = 0 mas que ¢4 # 0. Troque-se na matriz Y a ordem das linhas 4, 5 ¢ 6 para a
ordem 6, 4 ¢ 5. Na parte da matriz U ja determinada estas trocas ndo provocam alteragdes, enquanto
na matriz L se verificam as mesmas trocas de linhas que em Y. Contudo, estas trocas ndo fazem L
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perder a triangularidade imposta até ao momento. L e U, ap6s a permuta das linhas e construg¢do das
linha e coluna 4, ficam com as seguintes formas:

- X X
X

X
Ce

X
X

X X X
XX X X
x X X X
Xx X X
X X X X
x X X X

,
1
X X X X X XX X

X X X X X XX P
X X X X X XpR
X X X O omr

Neste exemplo, as trocas de linhas em Y sdo efectuadas pré-multiplicando Y por uma matriz de
permutagdo C que tem a forma

')

1]
cococoocococokR
cocomrRr oo oo
corRrocococ oo
oORrocoocococ oo
R oo ocoo oo
cocoocococooo

(=N eNeloNolNoNoll ]
OO OO OO OO
SO OoOOoO O RO OO

o
o
o
o
o
—_

Deste modo, em vez de ser efectuada a decomposicdo da matriz Y é efectuada a decomposicido da
matriz CY:

CY=LU. (4.25)

No ambito da decomposi¢dao LU, sempre que na constru¢do da linha e da coluna i ocorrer ¢; = 0,
deve-se fazer uma pivotagem, trocando a ordem das linhas de Y e tornando assim a decomposi¢ao
possivel. A matriz C deve ser actualizada sempre que a pivotagem € necessaria. Definindo C; como a
matriz que opera a troca de linhas durante a construg¢@o da linha e da coluna i (sendo igual a matriz
identidade se nenhuma troca for necessaria), C é obtida por

C=II,C. (4.26)

As matrizes de permutacdo C; sdo matrizes ortonormais, sendo portanto a matriz C também uma
matriz ortonormal, e entdo C™1 = CT.

Reescreva-se (4.15) da seguinte forma
1 = (XcT)(cbpsch(cx™). (4.27)
Note-se que (X CT) = (CXT)T. Assim, as permutagdes de linha que se efectuam em XT devido a

pré-multiplicagdo por C correspondem as permutacdes de colunas efectuadas em X devido a
poés-multiplicagio por CT. Deste modo, as colunas de X = (X CT) sdo ainda vectores proprios de A;.

A matriz D = (C DS CT) é também uma matriz diagonal contendo os valores proprios de AY, so que
em vez de estarem por ordem crescente estdo de acordo com as permutacdes feitas pela matriz C. De
acordo com o exemplo apresentado, supondo que s6 ocorrem permutagdes na formagdo da linha e da
coluna quatro, D% é
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Ds

Il
N
Lo

S
- 9_
Recordando que Y = XT, X = (X CT), D% = (CD® CT) e utilizando a igualdade (4.25) em (4.27),
obtém-se

$=XDSLU. (4.28)
Tal como em (4.18), verifica-se
A =X(DSLD%)Ds U. (4.29)

Defina-se 6 como sendo os valores da diagonal de DS. A matriz (DSLD™) tem como entradas
S S

li (Z—;) (com i > j). Quando |6;| < |9j|, lij (Z—;) tende para zero a medida que s cresce. Quando

N

6; e . . o
tenda para infinito, devido ao esquema de pivotagem utilizado

16;] > |6 ]_

, embora o valor de

S
tem-se [;; = 0, pelo que [;; (%) ¢ sempre nulo independentemente do valor de s. Assim, a matriz
J
(D® L D) tende para a matriz identidade 4 medida que s cresce. Deste modo, pode-se escrever
limg_,o, A = X (D% U). (4.30)

Tal como em (4.20), ao aplicar multiplicacdes por D de modo a tornar D DS U uma matriz triangular
superior com todos os valores da diagonal positivos, vem

limg_, A = (XD)(D D* U). (4.31)

Demonstra-se assim que Pg converge para (X 5), matriz cujas colunas s@o os vectores proprios de A
e que Ag =PI A; P, tende para uma matriz diagonal com os valores proprios de A; ndo
obrigatoriamente ordenados.

4.3.3. VALORES PROPRIOS DE IGUAL VALOR ABSOLUTO

De acordo com o exposto na sec¢do anterior, suponha-se que a decomposi¢do LU da matriz Y ¢
possivel sem efectuar qualquer permutagao. Neste caso a expressao (4.18) ¢ valida.

S

. : E
Considere-se a matriz (D® L D™®), sendo o valor das suas entradas dado por l;; A—; Este valor tende
j

para zero a medida que s aumenta, desde que se verifique |4;| < |Aj |
. A7 . .
No caso de |4;] = |Aj| com i # j, lif/l_;. = (£1)°l;;, consoante 4; e 4; tenham igual valor ou igual
J
valor absoluto mas sinais contrarios.

Considere-se |1;| = [A1;41] = -+ = | A, isto é, os valores proprios de i a k apresentam o mesmo valor
absoluto.
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Sendo s suficientemente grande, a matriz Lg definida por (DS L D~%) tem a forma

1
0 1
0 0 1
_ 0 0  Elis 1
Ls = 0 0 ili+2,i ili+2,i+1 1
: : : : 1
0 0 +l  Elgivr 77 k- 1
0 0 0 0 0 0 0 1
[0 0 0 0 0 0 0 0 1 |

Como se constata, a matriz Lg ndo tende para uma matriz diagonal mas sim para uma matriz com um
bloco triangular limitado pela diagonal principal, pela coluna i e pela linha k.

Se A; = Ajyq = -+ = Ay, os valores de lj, paraj =i+ 1,..,k e m=1i,..,j — 1 ndo alteram o seu
sinal 2 medida que s aumenta. Caso contrario, o sinal alternara entre positivo e negativo conforme s
seja par ou impar.

4.3.3.1. Valores proéprios iguais

Como os valores de [, ndo variam com s, pode-se dizer que a matriz L tem um limite. Defina-se
esse limite por L. Pode entdo escrever-se

limg_,, Ay = (XL)(D® U). (4.32)
Com excepgio das colunas i a k de (X L), todas as outras sdo ortogonais entre si. As colunas i a k de
(X L) sdo combinagdes lineares das colunas i a k de X, que sdo vectores proprios associados ao

mesmo valor proprio. Deste modo, as colunas i a k de (X L) sdo também vectores proprios associados
ao valor proprio em questdo, mas nao se encontram ortonormalizados.

Fazendo a ortonormalizacio de (X L), isto &,
(XL) = QR, (4.33)

obtém-se Q como uma matriz ortonormal. As colunas 1...i —1 e k 4+ 1...n sdo coincidentes com as
colunas de X e as colunas i a k correspondem a ortonormalizac¢do das respectivas colunas de X. Assim,
as colunas de Q sdo também constituidas por vectores proprios.

Substituindo (4.33) em (4.32), obtém-se
limg_,, A5 = Q(R DS U). (4.34)

Sabendo que DD =1 (ver seccdo 4.3.1.) e inserindo DD em (4.34) de modo a tornar a matriz
D(R D* U) triangular superior com os valores da diagonal todos positivos, resulta

lims_,,, A} = (Q D)(DRDS U). (4.35)

Entdo, analogamente ao que se encontra descrito na secc¢do 4.3.1., conclui-se que o método QR conduz
a uma convergéncia de Pg para (Q D), ndo havendo portanto problemas de convergéncia devido a
multiplicidade dos valores proprios.
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4.3.3.2. Valores proprios com o0 mesmo valor absoluto mas sinais distintos

Apresentando os valores proprios sinais distintos, a matriz Lg ndo tem limite, uma vez que existe um
bloco triangular dentro da matriz que alterna sucessivamente de sinal. Consequentemente, a equagao
(4.32) ndo ¢ valida. Contudo, uma parte da matriz Q resultante da ortonormaliza¢do de (X Lg) tem
limite. Todas as colunas com excepcdo das compreendidas entre i e k convergem para vectores
proprios.

O problema da convergéncia das colunas i a k pode ser ultrapassado aplicando shifis, de acordo com o
que € exposto na sec¢ao seguinte.

4.4. SHIFT QR

Se em vez da ortonormalizagdo da matriz Ag se fizer a decomposi¢do QR desta matriz depois de
sujeita a uma translagdo oy, a equagdo (4.1) ¢é substituida por

Ag— o, 1=Q4Ry. (4.36)
De um modo semelhante ao procedimento (4.3), a matriz Ag, 4 € obtida por
Asi1=Qf As Qs = Qf (QsRs +0;D)Qs = R Qs + 0, L. (4.37)
Assim, as igualdades (4.6), (4.8) e (4.12) continuam a ser validas.

Defina-se Ps e Ug de acordo com (4.7) e (4.9), respectivamente. O produto destas matrizes resulta em

l:)s Us = Ql QZ Qs—l(Qs Rs)Rs—l RZRl' (4-38)
Substituindo em (4.38) a igualdade (4.36), obtém-se
P, Us=Q; Q2 Qs—l(As — Oy I)Rs—l - RaRy, (4-39)
P Us = (Q1 Q2+ Qs—1 A)Rg_1 -*RaR; — 05(Q1Q2 - Qs—1Rs_1 - R2Ry). (4.40)
Atendendo a (4.12), tem-se
P Ug = (A1Q1Qz - Qs-1)Rs_1 " R2Ry — 05(Q1Q2 - Qs—1Rs-1 - R2Ry), (441)
Ps Us = (Al — Og I)(Ql QZ Qs—le—l RZRI) = (Al — Og I) Ps—l Us—l: (4-42)
resultando entdo
P,Ui=(A1—a, DAy —05_1D...(A1 — 0, DAy — gy D). (4.43)

Defina-se Ag como sendo o produto PgUg. O desenvolvimento do segundo membro de (4.43)
corresponde a um polinémio grau s da matriz A4, ou seja,

[_\s = Zf:o ki,sAi1~ (4-44)
A mantém os vectores proprios de Aq € se A for valor proprio de Aq, Yi_, ki,sli é valor proprio de Ag
(anexo C).

Definam-se os valores proprios de Ag como sendo 8 5, 0,5, ... .05, cOm |91_S| > |92,S| > e > |9n_s|.

Escolhendo adequadamente as translagdes o a efectuar em cada iteragdo, é possivel chegar a uma
0; C
9%‘ < e para i >j.

,S
1S

relacdo
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Considerando a relagdo

A, =XDXT, (4.45)
em que D é a matriz diagonal que contém os valores proprios (ordenados) de Ag e X uma matriz com
os correspondentes vectores proprios, a matriz (D5 L D™5) que resulta das operagdes analogas as
descritas de (4.15) a (4.18) tende para a matriz identidade, podendo-se escrever

A, =P, U, =XR. (4.46)
Atendendo a (4.46), P; = X, sendo Py uma matriz composta pelos vectores proprios de A;. Assim,

A1 € uma matriz diagonal que contém os valores proprios de Aq. Estd entdo demonstrado que o
processo converge.

Existem vérios critérios para a escolha do valor de oy, encontrando-se em [4] algumas sugestoes,
sendo indicadas as suas vantagens e inconvenientes.

Algoritmo 4.2: Algoritmo método QR com shifts

2. Paras = 1,2,... até convergéncia:
Escolher a; [4]

Calculo de Qg ¢ Ry (factorizagdo QR da matriz Ag — o, I)
Asi1 = Q;FAS Qs =Rs Qs + 051
Ps+1 = Ps Qs

/o o

4.5. METODO QR APLICADO A UMA MATRIZ TRIDIAGONAL

As matrizes Qg e Rg resultantes da decomposicdo QR de uma matriz tridiagonal Ty tém os seguintes
padrdes.

X x i

X X X X X X Xq[X X X )
X X X X X X X X X X X X X
X X x X X X X X X X X x
X X X _ X X X X X X X X
X X X - X X X X X X X
X X X X X X % X
I X x| x xd | v
T Qs Rs
A matriz Tg, 4 € dada por
Tsy1 = Q'sr Ts Qs = Rs Qs, (447)

e considerando (4.47), Tg,1 tem a seguinte estrutura:

37



Algoritmos de Valores e Vectores Préprios no Ambito da Anélise de Estruturas

S X X X X X X X171 [X X X Tr X X X X X X X

X X X X X X X X X X X X X X X X X

X X X X X X X X X X X X X X X

X X X X X X x X X X X X X

X x x x|~ x X X X X X X

X X X % X X X X

. x x| st X x
Ts+1 Rg Qs

Sendo Tg uma matriz simétrica, Ts, 1 € também simétrica. Deste modo, os valores abaixo da diagonal
de Ts,q e os valores acima da diagonal desta matriz tém de ser coincidentes. Assim, todos os termos
acima da primeira sub-diagonal superior de Ts,q t€m de ser nulos, visto que os termos abaixo da
primeira sub-diagonal inferior sdo obrigatoriamente nulos. Entdo, o padrao de Tg,q €

% x _
X X X
X X X
X X x B
X X X
X X X
B X X 4

ou seja, Ty, 1 ¢ também tridiagonal.

Como o algoritmo converge para uma matriz diagonal, os valores das sub-diagonais de Tg vao
diminuindo, chegando alguns deles a adoptar um valor muito pequeno (&), abaixo do qual se considera

o seu valor nulo. Deste modo, é possivel dividir a matriz em blocos e operar separadamente com cada
um deles, reduzindo-se assim a dimensao do problema a resolver.

_|
X X
X X X
m X X
X X ™

—
—_—

X X X

4.6. NOTAS FINAIS

A aplicacdo do método QR a uma matriz tridiagonal tem a vantagem de cada factorizacdo QR
necessitar de menos operagoes do que para o caso de uma matriz cheia. Assim, antes de usar o método

QR para o calculo de pares proprios, ¢ vantajoso fazer-se uma tridiagonalizagdo da matriz em causa,
mudando as bases de entrada e de saida dos vectores.

A decomposi¢do de uma matriz no produto de uma matriz ortonormal com uma matriz triangular
superior pode ser efectuada através do processo de Gram-Schmidt (ver seccdo 4.2.). Este processo

pode levar a perda progressiva de ortogonalidade nas colunas de Qg [5]. Na pratica, em vez de Qg
determina-se uma matriz Q7 tal que
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A matriz QY ndo ¢ explicitamente calculada. Em vez disso, através das rotacdes de Givens ou de
Householder [6] determina-se um conjunto de matrizes H; ortogonais tais que

H,..H,H; = Q. (4.49)
A matriz Ag,1 = RsQg (ver secg@o 4.2.) ¢é calculada por sucessivas pos-multiplicagdes por HiT, isto &,
Ag.1 = RHTHT . HT. (4.50)

Em analogia com o método QR, existe o método QL. Os dois métodos sdo semelhantes, variando de
um para o outro a ordem pela qual ¢ feita a ortonormalizacdo de A. Assim, ortonormalizando as
colunas de A da tltima para a primeira, obtém-se uma relagcdo

A=QL, (4.51)

onde L € uma matriz triangular inferior.
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METODO DE LANCZOS

5.1. INTRODUGAO

No capitulo anterior faz-se a introdugdo ao método QR como sendo o método mais eficaz no calculo
do espectro completo de uma matriz de pequena ou média dimensdo. Para matrizes de grande
dimensao, devido a limitagdo de memoria dos computadores e devido ao nimero de operagdes que
cada decomposi¢io Ag = Q4Rg necessita, na ordem de n3 (n? se a matriz estiver na forma
tridiagonal), a aplicacdo directa do método QR para o calculo de pares proprios torna-se inviavel.

No Capitulo 3 sio apresentados métodos baseados na geragdo de uma série de vectores da forma A¥vy,
para k = 1,2, .... De iteracdo para iteracdo, os vectores vao sendo rodados para uma direc¢do mais
proxima da direcgdo dos vectores proprios. Contudo, da direc¢do dos vectores das iteragcdes anteriores
ndo ¢ guardada qualquer informacao.

O método de Lanczos para o calculo de valores e vectores proprios de uma matriz baseia-se na
expansio sucessiva de uma base ortogonal do subespago gerado pelos vectores AKvy, para k = 1,2, ...,
que € designado subespago de Krylov. Contrariamente aos métodos descritos no Capitulo 3, a
informacao relativa as direcgOes das iteracdes anteriores passam a ser utilizadas para aproximar
valores e vectores proprios, pelo que tém de ser guardadas.

5.2. METODO DE LANCZOS PARAAX = 1X

O método de Lanczos foi considerado inicialmente como um método destinado a tridiagonalizar uma
matriz. Mais tarde, constatou-se que juntamente com o procedimento de Rayleigh-Ritz, este método ¢
um excelente método iterativo para o calculo de aproximacgdes de pares proprios.

Nesta sec¢do expde-se a tridiagonalizagdo de Lanczos e em que medida € que, juntamente com o
procedimento de Rayleigh-Ritz, o método de Lanczos aproxima pares proprios.

5.2.1. TRIDIAGONALIZAGAO

Tridiagonalizar uma matriz A consiste em calcular uma matriz ortonormal Q e uma matriz tridiagonal
T que verificam A = Q T Q.

A tridiagonalizacdo de Lanczos parte de um vector inicial qq ¢ constrdi iterativamente uma base
ortonormal de projecgdo definida pelas colunas de uma matriz Qy (n X k) tal que

Qf A Qy = Ty, (5.1)
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sendo Ty (k X k) uma matriz tridiagonal simétrica e k uma das iteragdes da tridiagonalizacdo de
Lanczos.

Sendo n a dimensdao da matriz A e efectuando as n iteragcdes da tridiagonalizacdo, obtém-se uma
matriz T,, que é semelhante a A em relacao a base formada pelos vectores das colunas de Q,,.

Considere-se a tridiagonalizagdo completa de A, sendo A Q = Q T. Em forma matricial vem

a, B

[[ﬁ a, B l
[ A ](h d2| " [dn- _ d1| (92| " [dn-1 B,

[ " Apq ﬁn—lj

ﬂn—l a
Desenvolvendo esta equagdo resulta

(AQy = a;q1 + B192
Aqz = f1q1 + azqz + 293

=
K=

. (5.2)
lA n-1 = Bn-24n-2 + @n—1Gn-1 + Bn-14n
Aq, = fn-19n-1+ nQn

Como os vectores q; sdo ortonormais, os valores de @ e S podem ser calculados usando projecgoes
ortogonais, ou seja, produtos internos. Assim, para a linha 1,

a; =(q1,Aqs) =41 Aqy, (5.3)
P1={(a2Aq1) =q;Aqy, (5.4
e paraalinhai > 1,
Bi-1 = (qi-1, A Qi) = qi_1 A q;, (5:5)
a; =(q,Aq) =qf Ag;, (5.6)
Bi = (Qi+1, A Qi) = Qi1 A Q. (5.7)

Relativamente a linha 1 de (5.2), sendo o vector q4 arbitrado, resta determinar @, 51 € qz.

O valor de a4 pode ser determinado por (5.3). O valor de f;, de acordo com (5.4), depende de q5. O
vector q, nesta fase ainda ndo ¢ conhecido. Contudo, sabe-se que a sua norma ¢ unitaria.

Reescrevendo a linha 1 de (5.2), pode-se definir r; como sendo

ry=p1qz; =Aqq — a1qs. (5.8)
Tendo ja sido calculado a4, € possivel calcular o vector ry definido em (5.8). A norma deste vector é
Iirell = 181921l (5.9)
Como |lgz|l = 1,
el = 1841, (5.10)
e impondo sinal positivo para 31, tem-se
B1 = lIrqll. (5.11)
Conhecido o valor de 1, o vector q, obtém-se por
qz = % (5.12)
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Considerando agora a linha 2 de (5.2), conhece-se q1, 1 € q2, restando conhecer a5, 3, € q3.

Um procedimento idéntico ao efectuado para a equagdo 1 pode ser repetido para a equacédo 2 de (5.2).
Usando a equagdo (5.6) determina-se a,. Em seguida define-se r, como sendo

r; = fq3 = Aqz — f1q1 — a2q; (5.13)
e entao
B2 = Il (5.14)
r2
=-= 1
a5 = 22 (515)

Para a linha genérica i, conhece-se o vector q;_1, 0 escalar §5;_; e o vector q;. Resta saber os valores
dos escalares a; e f5;, bem como o vector q;,1. O valor de @; determina-se por (5.6). O valor de §; ¢ o
vector (41 determinam-se por

N = BiQi+1 = Aqi — Bi-19i-1 — @ q; (5.16)
Bi = lIxill (5.17)
Qiv1 = % (5.18)

Seguindo este procedimento linha a linha, define-se o seguinte algoritmo que se destina a
tridiagonalizar uma matriz:

Algoritmo 5.1 — Tridiagonalizagdo de Lanczos

1. Arbitrar qq

2. qO = 09 ﬁO =0

3. Parai=1,2,..
a. a;=qf Ag;
b. ri=Aq; —Bi-14Qi-1 — %q;
c. Bi=lin

i

d. giy1= B

5.2.2. PARES PROPRIOS DE Ty,

Considere-se que a tridiagonalizac¢do definida no Algoritmo 5.1 ¢ interrompida para i = k. Nessa fase,
tem-se a seguinte igualdade.

[ ﬁl
f f ] :81 a; ﬁz
A d1| [A2}--Ak| = | 1| 2}k [Dk+1 ) /3;;_2 a;;;l Bi_1] . (5.19)
ﬁk—l ay
L ﬁk .
Anxn) Qu(nxk) = Qg (nx(k+1) ((k+1) xk)

Esta igualdade ¢ equivalente a
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[%1 B 1 (5.20)
|'81 a; ,82 | ,_kflq
A Qx = Qx : +dx+1[0 0 - 0 1] By.
l .Bk zak 1Bk 1| e
l k 1 A J
T (kxK)

Usando a notacdo indicada, (5.20) passa a ser

A Qg = Qg Ty + Bk qk+1 €k- (5.21)

A matriz linha e, tem k colunas, com todos os elementos nulos excepto o correspondente a ultima
coluna que tem valor unitario.

Diagonalize-se Ty com
T, =SDST. (5.22)
Substituindo (5.22) em (5.21) e poés-multiplicando por S, resulta
AQKS=QxSDSTS+ B qis1 €S (5.23)

Devido ao facto de a matriz Ty ser real e simétrica, a matriz S é ortonormal, e entio STS =1,
verificando-se

AQxS=0QkSD+ P qys+1 €k S. (5.24)

Note-se que as operacOes efectuadas de (5.21) a (5.24) correspondem ao procedimento de
Rayleigh-Ritz [3] (ver seccdo 3.4.2.1.) para o célculo de pares proprios de uma matriz.

Pré-multiplique-se a equacdo (5.21) por Qﬁ. Como qy41 ¢ ortogonal a todos os vectores q;, com
1<i<k, Qf qgi1 ¢ um vector nulo, obtendo-se entdo a equagdo (5.1). Na equagdo (5.24), as
colunas da matriz QS sdo vectores de Ritz e representam aproximacgdes aos vectores proprios de A.
Designando por 8; o valor proprio de ordem j da matriz Ty, estes representam os valores de Ritz, que

aproximam os valores proprios de A.

Reformulando (5.24), resulta
AQkS—QxSD =By qk+1 €k S. (5.25)

De acordo com (5.22), a matriz S é uma matriz quadrada que contém nas suas colunas os k vectores

proprios de Ty,.

Considerando a coluna j da igualdade (5.25), com 1 < j < k, tem-se
A Qi sj — 0;Qx Sj = Bk Qk+1 €k Sj- (5.26)

O escalar eys; corresponde a ultima componente do vector s;j, que se designa s; . Assim, pode-se

n

escrever (5.26) da seguinte forma
A Qi sj — 0;Qx Sj = B Sjk dk+1- (5.27)

O vector A Qysj — 6;Qys; corresponde a diferenga entre a transformagdo pela matriz A do vector de
Ritz Qsj € o produto desse vector pelo correspondente valor de Ritz. Quanto menor for a norma dessa
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diferenga, melhor ¢ a aproximagdo do vector de Ritz a um vector proprio de A. A norma dessa
diferenca é

|AQys; — 6,Qus|| = |Bk sjxe| llakall- (5.28)
Como o vector Qi1 tem norma unitaria, a equagdo (5.28) é equivalente a
IA Qi sj = 6;Que sj| = |Brc sy (5.29)

5.2.3. METODO DE LANCZOS

O método de Lanczos para o calculo de valores e vectores proprios consiste na construcao iterativa de
uma base ortonormal de projeccio, Qy, que resulta da ortonormalizacdo dos vectores da forma Alqy,
comi=0,1,..,k— 1. Com esta base, recorre-se ao procedimento de Rayleigh-Ritz e determinam-se
os pares proprios de Ty = Qﬁ A Qi ¢ correspondentes pares de Ritz, testando-se depois a sua
convergéncia. A matriz Ty ndo ¢ calculada com o produto matricial indicado em (5.1), sendo
construida e actualizada em cada itera¢do de Lanczos.

De seguida apresenta-se uma versao simplificada do método de Lanczos.

Algoritmo 5.2 — Algoritmo do Método de Lanczos — versdo base

1. Arbitrar qq
2. qo = 09 ﬁO =0

3. Parai=1,2,..
a. a;=qf Aq;
b. 1 =Aqi—Bi-1Qi-1 — A
c. B =1l
d. Qi1 = %
e. Calcular os vectores proprios s e os valores proprios 8 de T;

el

Paraj=1,2,..,i
i. Testar a convergéncia do par de Ritz (6, Q;s;): |sj,l- ﬁi| < tol?
ii. Determinar pares de Ritz associados aos pares convergidos: vj = Q;s;

g. Se o numero de pares convergidos for suficiente, parar. Sendo, continuar.

5.3. CONVERGENCIA

Esta sec¢do ndo tem por objectivo explicar a convergéncia dos pares proprios pelo método de Lanczos.
Esse assunto pode ser estudado em [7] [8]. Contudo, ha trés aspectos relativos a convergéncia que
devem ser referidos.

5.3.1. CONVERGENCIA DO METODO DE LANCZOS PARA OS EXTREMOS DO ESPECTRO

O método de Lanczos converge em geral para valores situados em ambos os extremos do espectro da
matriz. Este pormenor, no ambito da analise de estruturas, ¢ de extrema importancia, pois os pares
proprios que interessa determinar sdo os que correspondem ao limite inferior do espectro. Assim, apds
a determinagdo dos pares de Ritz numa iteragdo i, basta testar a convergéncia dos pares situados nos
extremos do espectro, podendo-se parar este teste quando um par de Ritz (do limite superior ou do
limite inferior) ndo convergir.
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5.3.2. PARES PROPRIOS SEM REPRESENTAGAO EM q4

Em teoria, se um vector proprio tiver componente nula no vector inicial q4, ndo € possivel obter esse
vector proprio pelo método de Lanczos. Apareceria um valor de 8; nulo, para i igual ao numero de
vectores proprios com componente em (q nao nula e o subespago formado pelos vectores i para
k =1,2,...,i seriainvariante.

Para se determinar os restantes pares proprios (sem componente em ), teria que se fixar um novo
vector inicial (se perpendicular aos vectores ja obtidos, estes ndo voltariam a ser encontrados, o que
tornaria o processo mais rapido) e em seguida reiniciar o método de Lanczos.

Contudo, os sucessivos erros de arredondamento introduzem nos vectores de Lanczos (q;)
componentes dos vectores proprios nao representados em (q, 0 que faz com que, em geral, haja
convergéncia também para esses vectores.

5.3.3. VALORES PROPRIOS MULTIPLOS

Uma matriz tridiagonal da forma (Ty — o I) tem, se o for valor proprio de Ty, determinante nulo e
caracteristica (nimero de linhas ou colunas linearmente independentes) menor do que k. Devido a
configurag¢do da matriz (Ty — o I), a sua caracteristica ndo pode ser inferior a k — 1 (as subdiagonais
nunca se anulam). Assim, pode-se afirmar que uma matriz tridiagonal Ty (cujos elementos das
subdiagonais s@o ndo nulos) tem k valores proprios distintos. Entdo, em cada iteracdo do método de
Lanczos, todos os pares de Ritz estdo associados a valores de Ritz distintos. Assim se conclui que o
método de Lanczos, na forma que esta indicada no algoritmo 5.2, apenas encontra um dos vectores
proprios associados a um valor proprio de multiplicidade superior a um. Esta questdo pode ser
contornada reiniciando o método de Lanczos com um vector inicial ortogonal aos vectores
convergidos, ou entdo usando a versdo do método de Lanczos por blocos (Block Lanczos) [9].

A versao Block Lanczos opera com um bloco Q4 de p vectores em vez de o fazer com um unico
vector. Iterativamente, forma uma matriz Ty de dimensdes ((k X p) X (k X p)) que tem uma
configuragdo tridiagonal por blocos, em que cada bloco tem dimensdo (p X p). Tal matriz, admite
valores proprios com multiplicidade superior a um.

5.4. REORTOGONALIZAGCAO

O método de Lanczos constroi iterativamente uma base ortogonal desde que todos os célculos sejam
efectuados com precisdo infinita. Na pratica, os erros de arredondamento referidos em 5.3.2. vao-se
acumulando e a medida que o processo iterativo avanga os vectores de Lanczos vao perdendo a
ortogonalidade, podendo mesmo chegar ao extremo de se tornarem linearmente dependentes.

Apds a convergéncia de um par proprio, continuando com a hipétese de que nada é feito para evitar os
efeitos dos erros de arredondamento, a introdugdo de componentes de um vector ja convergido nos
vectores de Lanczos a determinar faz com que o par ja convergido venha a ser duplicado. Estes
aspectos foram estudados por Paige [1].

Pela construgdo de Lanczos, cada vector q; ¢ ortogonal aos vectores (j_1 € gj+1, dentro da precisao do
computador. E em relagio aos restantes vectores de Lanczos que se dé a perda de ortogonalidade. Um
método Obvio para suprimir esta perda de ortogonalidade é a sua restauragdo. Esta restauragdo pode
ser total (reortogonalizagcdo completa) ou selectiva.
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5.4.1. REORTOGONALIZAGAO COMPLETA

A reortogonalizagdo completa ¢ o modo mais seguro de controlar os erros de arredondamento,
conduzindo a um melhor controlo dos erros de aproximacao dos vectores de Ritz a vectores proprios.
A matriz Q; € sempre mantida ortonormal relativamente a precisdo da maquina. Obtém-se retirando do
vector r; = f;qi41 as projecgdes dos qj, para j = 1,2, ..., L.

Como a construcdo de Lanczos implica ja ortogonalidade até a precisdo da maquina entre qj,1 € (; €
entre Q41 € qj_1, basta retirar a rj as componentes de qj, paraj = 1,2, ...,i — 2.

Algoritmo 5.3 — Algoritmo de Lanczos com reortogonalizacdo completa

1. Arbitrar q4
2. q0=0,B8=0
3. Parai=1,2,..
a. @ =4q; Ag;
b. 1;=Aq;—Bi-1Qi-1 — %q;

c. Paraj=1,2,..,i— 2 (reortogonalizacdo)
L n=r-q(q'r)
d. Bi=lnll
€ Qi+1 = Ell
f. Calcular os vectores proprios s e valores proprios 8 de T;
g Paraj=1,2,..,i

i. Testar convergéncia do par de Ritz (6}, Q; s;j): |5j,i,3i| < tol?
ii. Determinar pares de Ritz associados aos pares convergidos: v; = Q; Sj
h. Se o niimero de pares convergidos for suficiente, parar. Sendo, continuar.

A reortogonalizagdo completa tem a desvantagem de implicar um elevado custo computacional
quando i assume valores elevados. Esta operagdo requer, em cada iteragdo i, i — 2 produtos escalares
com vectores de dimensdo n, i — 2 produtos de um vector por um escalar e i — 2 subtrac¢des de
vectores.

5.4.2. REORTOGONALIZAGAO SELECTIVA

Na matriz Q; os vectores de Lanczos sdo ortogonais entre si (dentro da precisdo do computador) se a
seguinte relacdo se verificar

Qf Qi =1+E [E|<e. (5.30)

Na equagdo anterior, € representa a precisdo do computador, ou seja, o valor abaixo do qual qualquer
numero da forma 1 + ¢ ¢ arredondado para 1.

Os mesmos vectores sdo ditos semi-ortogonais quando [21]
Qf Qi =I+E, |E|<e. (5.31)

O objectivo desta reortogonalizagdo ¢ reduzir o custo relativamente a reortogonaliza¢do completa,
mantendo os resultados com uma precisdo aceitavel. Assim, os vectores de Lanczos ndo sdo formados
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de modo a serem ortogonais, sendo tolerada uma certa falta de ortogonalidade entre eles. Em geral,
estes sdo construidos de modo a serem semi-ortogonais.

Foram estudadas e desenvolvidas diferentes técnicas para controlar o angulo entre os vectores de
Lanczos, sendo estabelecidos critérios para decidir se € ou ndo efectuada uma reortogonalizagdo entre
dois vectores. Em [10] encontra-se uma aplicacdo destinada a efectuar a reortogonalizacdo selectiva.

5.5. LANCZOS COM REINICIO

Nao € possivel prever o nimero de iteracdes de Lanczos que sdo necessarias para determinar um certo
numero de pares proprios de uma determinada regido do espectro. O niimero de iteragdes depende da
distribuicdo dos valores proprios de A e da escolha do vector inicial qy.

Quando o numero de iteracdes comeca a ser muito elevado, ndo s6 o custo para manter a
ortogonalidade entre vectores de Lanczos se torna incomportavel, como também o espaco necessario
para armazenar esses vectores em memdria se torna limitador da dimensao do problema a tratar.

Fixando a dimensdo méaxima da base Q; e reiniciando o método sempre que a base atingir a dimensao
maxima fixada, passa a ser possivel resolver problemas de maiores dimensdes, mantendo a
ortogonalidade entre vectores. Reiniciar significa comecar de novo a constru¢do de Lanczos com um
vector inicial qq (escolhido a partir dos resultados obtidos da anterior constru¢do de Lanczos)
diferente do anterior.

5.5.1. REINICIO EXPLICITO

O novo vector qq € determinado por combinacdo linear dos k vectores de Ritz associados a zona do
espectro que se pretende calcular, sendo k o numero de pares proprios pretendidos.

Apo6s a determinagdo do novo vector inicial, é necessario efectuar a reconstru¢ao de Lanczos para se
obter uma nova base. Como a base tem de ser reconstruida na totalidade, esta-se perante uma técnica
de reinicios explicitos. Através deste processo, procura-se iterativamente escolher um novo vector qq
que é uma combinagdo dos k vectores de Ritz de maior interesse resultantes da ultima construgdo de
Lanczos, até se obter na nova constru¢ao de Lanczos um valor de f}, inferior a uma tolerancia fixada.
Nestas circunstancias, os k vectores de Qi formam uma base de um subespago muito proximo de ser
invariante, sendo os vectores de Ritz obtidos uma boa aproximacao dos vectores proprios de A.
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Algoritmo 5.4 — Algoritmo de Lanczos com reinicio explicito e com reortogonalizacao

1. Arbitrar q4
2. q9=0,5=0
3. Fixar k (quantidade de pares proprios desejados) e m (dimensdo maxima da base)
4., Paral=1,2,..
a. Parai=1,2,...,m
i a;=q] Ag;

. 1 =Aq;— Bi-1Gi-1 — @i
iii. Paraj=1,2,..,i — 2 (reortogonalizago)
I 1=r1-q;(q r)
iv. B; =IIxll (Sei =k e By < tol, parar ciclo em L. Ir para 5. )
Vo Qi1 = %
Calcular os vectores proprios s ¢ os valores proprios 8 de Ty,
c. Escolher os k pares proprios de maior interesse e determinar os respectivos
pares de Ritz
d. Definir q; como uma combinagao linear dos k vectores de Ritz
5. Determinar os pares proprios de Ty e os respectivos vectores de Ritz

Nao € aqui tratado o modo de combinagdo dos vectores de Ritz seleccionados. De facto, nao € facil
determinar a combinagdo Optima. Um método simples para fazer a combinagdo ¢ somar todos os k
vectores de Ritz e depois normalizar o vector resultante. Outra forma de proceder ¢ considerar apenas
o vector de Ritz associado ao valor proprio de maior interesse [11].

5.5.2. REINICIO IMPLICITO

No caso da técnica dos reinicios implicitos, o vector qq ndo ¢ determinado explicitamente. Por sua
vez, determina-se uma base Qi ortogonal em que cada vector é combinacdo linear dos k vectores de
Ritz escolhidos. A construg¢do de Lanczos ¢ reiniciada na itera¢do k + 1 em vez de recomegar toda de
inicio.

Considere-se a matriz T, onde m ¢ a dimensdo méaxima admitida para a base. Considere-se que esta
matriz tem como pares proprios (64,81), (62, 52), -, (Bk, Sk), --» (Om, Sm)- Suponha-se que os valores
de Ritz escolhidos sdo 64, 6,, ..., 0.

Faca-se a ortogonalizagdo da matriz (T, — 6, I), resultando
P R=(Ty — 0 D. (5.32)

A matriz (Ty, — 6,, I) tem caracteristica m — 1. Entdo, a tltima coluna da matriz P, ¢ composta por
um vector de zeros. Todos os outros vectores de P, sdo ortogonais ao vector u,, (vector proprio de
T, associado ao valor 8,,, isto é, u, = s,,). Defina-se a tltima coluna de P, como sendo o vector
u,, (substitui a coluna de zeros).

A configuragdo de Py, esta a seguir indicada.
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X

XX X X

X XX X X

X X XX X X

XX X XX X X

X XX X XX X X

X X XX X XX X X
g

Considere-se agora a matriz Ty, _1 tal que

Tm—1 = Py Ty P (5.33)

A matriz Ty,_1 mantém a forma tridiagonal, com a particularidade de o ultimo elemento da
subdiagonal ser nulo (pois a ultima coluna de Py, ¢ um vector proprio). Os valores proprios de Tp,_1
sdo os mesmos de Ty,. A matriz Tp,_4 tem a seguinte configuracao.

(X X
X X X
X X X
X X X
Tm_1 = X X X
X x X
X X X
X X
O]
Recorde-se a equagdo (5.21) com k = m.
A Qm = Qme + ,Bm dm+1 €m- (5-34)
Pos-multiplique-se por Py,. Vem
A (Qm Pn) = Qm Ty Py + B Am+1 €m P (5.35)
P,, ¢ uma matriz ortonormal, logo PX P, = P, P = I, podendo-se reescrever (5.35) como
A (Qm Pm) = (Qm Pm)(PlTl T Pm) + Bm Am+1 €m Pm- (5-36)
Atendendo a (5.33) e substituindo-a em (5.36), resulta
A (Qm Pm) = (Qm Pm) Tm-1+ ﬁm Am+1 €m Pm- (5-37)

Repita-se o processo indicado a partir de (5.32) para Ty,_1 € 1.
Pn-1R=(Tyn-1 =01 D
(atribuir a coluna m — 1 de P,,_1 o vector proprio de T,,,_1 associado a 8,,,_1. Nota: Uy,_1 # Spm—1)
Tm-2 = Piy—1 Tm-1 Pm-1
A(QumPn Py-1) = (Qm P Pm-1) T-2 + B Am+1 €m (Pm Pm-1)-

As matrizes Py, 1 e T,_1 t€m as estruturas abaixo indicadas:
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X X
X X
X
l:’m—l =
[ X X
X X
X
Tm1 =

Repetindo o processo até k + 1, obtém-se

A (Qm l:’m l:'m—l l:’k+1) = (Qm l)m l:'m—l

com
[X X
X X X
X

A matriz (Py, Ppy_1 ... Pgy1) tem a forma

X

X XX X

(P Pm1 - Piy1) =

XX X X

X X XX X X

X XX X X

XX X XX X X

X X XX X X

XX X XX X X

Ok+1

X XX X XX X X

X X XX X XX X X

X
X
X
X
X Um—q
X
X
X
0

X
X

Om-1

Sk+1

l)k+1) Tk + ﬁm Am+1 em(Pm Pm—1 Pk+1),

(3.38)

Designe-se a matriz que corresponde as primeiras k colunas de (Pp Ppy—1 .- Pry1) por Pg e
redefina-se Ty como sendo a submatriz tridiagonal de dimenséo k X k nela contida.

X

|

X
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Atendendo a (5.38), pode-se escrever

AQny Py = Qp Py Tk + B Am+1 €m Py (5.39)

Do produto e, Py resulta uma matriz linha com k elementos. A matriz linha resultante corresponde a
ultima linha de Py, constatando-se que apenas o k ésimo elemento € ndo nulo, sendo também menor
do que 1 em valor absoluto. Deste modo pode-se reescrever (5.39) da seguinte forma

AQn Py =Qp Py Ty + 6 B Am+1 ks (5.40)
sendo § o valor da linha m da coluna k de Py.
Definindo Qi = Q, Pk ¢ Br = 66, tem-se
A Qx = Qk T + Bk Am+1 €x- (5.41)

A equagdo (5.41) é o ponto de partida para a reconstrugdo dos m — k vectores de Lanczos e para a
obtencdo de uma nova base de dimensao m. Em seguida efectua-se de novo o reinicio.

Apresenta-se em seguida o algoritmo correspondente ao método de Lanczos com reinicio implicito.

Algoritmo 5.5 — Algoritmo de Lanczos com reinicio implicito e com reortogonalizagao

Arbitrar qq
Qo = 07 )80 =0
Fixar k (quantidade de pares desejados) e m (dimensdo maxima da base)
Parai=1,2,..k
a. a;=qf Ag;
i =Aq; — fi-19i-1 — ®;4;
c. Paraj=1,2,..,i — 2 (reortogonalizagao)
L Ij=1—qj (‘I,T ri)
Bi = IInll
di+1 = B_lz
5. Enquanto |B;| > tol

a. Parai=k+1,k+ 2,..m

i a;=q{ Ag;

ii. 1=Aq;—Bi—19i-1 — 24;

iii. Paraj =1,2,..,i — 2 (reortogonalizagao)
l. ry=r-q;(qf ;)

iv. £ = I

bl o

Vo Qit1 = B,
b. Calcular os valores proprios 6 de T, e escolher os k valores proprios mais
interessantes
c. P=I,

d. Parai=mm-—1,...k+1
1. PleTl—HLI
ii. T_;=PIT;P
iii. P=PP;
e. Qx = Qu, P (apenas as k primeiras linhas de P)
£ Bk = Pmik Bm
6. Determinar os pares proprios de Ty e respectivos vectores de Ritz

52



Algoritmos de Valores e Vectores Préprios no Ambito da Anélise de Estruturas

As propriedades de convergéncia do método de Lanczos com reinicio podem ser encontradas em [12].

5.5.3. DEFLACAO

Antes de a base de projeccao alcancar a dimensdo maxima m, € possivel que alguns vectores de Ritz ja
tenham atingido a convergéncia. Quando tal acontece, é possivel retirar cada um desses vectores da
base de projeccdo e obrigar os vectores da base a serem ortogonais aos que foram retirados,
continuando T a ser uma matriz tridiagonal. Este procedimento chama-se deflagao.

Com a aplicagdo da técnica da deflagdo torna-se possivel determinar valores proprios multiplos.

Em [12] ¢ apresentada uma estratégia de deflacdo e o respectivo algoritmo. Quando numa iteragao de
Lanczos mais do que um vector de Ritz convergir, a deflagdo tem que ser aplicada separadamente a
cada um dos vectores.

Algoritmo 5.6 — Algoritmo para deflacdo de mais do que um vector

Conhece-se a matriz T; e o valor de S;
1. Determinar os valores 8 e os vectores proprios s de T;
2. Testar a convergéncia dos pares de Ritz
3. Se algum par de Ritz tiver convergido, aplicar a deflagdo [12]

a. Actualizar Tj para Tj_4

b. Actualizar §; para ;_1

c. Actualizar Q; para Q;_1

(retirar um vector da base implica reduzir uma dimensao a base)

4. Determinar valores proprios 6 e vectores proprios s de Tj_q
5. Se algum par de Ritz convergir, voltar a 3

5.6. METODO DE LANCZOS PARAAX = ABx

Tudo o que esta referido nas secgdes anteriores corresponde ao caso particular em que B € a matriz
identidade. Descreve-se em seguida o modo de aplicagdo do método de Lanczos ao caso genérico
Ax=1Bx.

A transformag¢do de um problema genérico para o caso particular Ax = AX, por intermédio da
factorizagao de Cholesky, € descrita no Capitulo 2.

Considere-se o caso em que B ¢ uma matriz definida positiva, e deste modo a factorizagdo de
Cholesky de B ¢ possivel (B = L LT). Assim, o problema genérico passa a ser escrito do seguinte
modo

LTAL AT x) = A(LT x). (5.42)
Definindo A = (L' AL™T) ey = (LT x), passa-se a ter
Ay=21y. (5.43)

Depois de determinar os pares proprios do sistema (5.43), obtém-se os vectores proprios do caso
genérico através de

x=L"Ty. (5.44)
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A matriz A ndo necessita ser explicitamente calculada. Apresenta-se em seguida um algoritmo para
efectuar uma iteragdo de Lanczos sem o calculo explicito da matriz A.

Algoritmo 5.7 — Iteragdo de Lanczos com o caso genérico reduzido ao caso particular

Conhece-se da iteragdo anterior (i — 1) o valor de 8;_4 e o vector q;

1. z=LTg;

2. Z=Az

3. =L1Z-B;_ 1G4

4. a;=1'q;

5. =T —a;q;

6. Paraj=1,2,..,i — 2 (reortogonalizagdo)
a. r=r-q(q r)

7. Bi=ln

8. Qi1 = Ell

A matriz L que resulta da factorizagio de Cholesky ndo tem necessariamente de ser calculada. E em

seguida descrito o modo de aplicagdo do método de Lanczos sem o calculo explicito de L.

Considere-se a linha i do sistema representado em (5.2) para A = (L"' AL™T) e para q = LTq, sendo

(LPAL M)A q4) = Bi—1 (LT qi—1) + o (LT q;) + Bi (LT qivq).

O valor de f;_ ¢ calculado através de

Bi-1=(Gi-1,AQ))=q; 1AGi=q{ ; L(L''ALT)L"q; =¢q{ ;Aq;

Analogamente,

a;=(,Aq) =q] Aq;

B: = (Gi+1,AT;) = qfy1 A q;.

Pré-multiplicando (5.45) por L, resulta

Aq;=pi-1 LLT q_q + o LLT q; + B LLT gy 4.

Como LLT = B,

Aq; = fi-1Bqgi-1 + @;B q; + ;B qj1.

Sabe-se que os vectores q; sdo ortogonais entre si e tém norma unitaria, verificando-se

T 1, i=j
—=Ta — oaTT [Ty, — T _
(9i, q;) = qj Qj—QiLLqi_quqi_{(), i#j

(5.45)

(5.46)

(5.47)

(5.48)

(5.49)

(5.50)

(5.51)

Assim, os vectores (; sdo ortogonais em rela¢do a B e t€m norma unitaria em relagdo a B. E necessario
ter em conta estes aspectos quando se procede a reortogonalizagdo.

Analogamente a (5.20) pode-se escrever para a iteragao k
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[%1 By 1
|ﬁ1 a, B, | k-1
AQr=BQy +Bqui1[00 - 0 1] 8.
Biea =11 | — (5.52)
l ﬁk—l (247 J
Ty (kxk)

Os valores proprios de Ty sdo uma aproximagao aos valores proprios do problema geral.

O erro relativo de um vector de Ritz Qys; € calculado de forma andaloga a (5.28), sendo quantificado
através de

|A Qi sj — 6;B Qi 8j|| = |Br sjk| 1B Qi ll. (5.53)

Em seguida apresenta-se um algoritmo para o método de Lanczos, aplicado ao caso geral, sem a
factorizacdo explicita da matriz B, com reinicio implicito e deflagdo.
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Algoritmo 5.8 — Algoritmo de Lanczos (com reortogonalizagdo) para Ax =A1BX (sem
factorizacdo de B) com reinicio implicito e deflagdo

A

Arbitrar qq

qo=0,8,=0
Fixar k (nimero de pares desejados) e m (dimensdo maxima da base)

q1

= v{q1,B q1)
Parai=1,2,..

ao o

o

e o

—

N = A;li —PBi-1B a1

a; =T qj

=n—-aBgq;

Paraj =1,2,...,i — 2 (reortogonalizacao)
: — T
i. =r-Bgqj(qf )

Paraj = 1,2, .., n° de pares convergidos até 0 momento (deflagdo)
1. rp=1rI — BX] (X;r ri)

Resolver o sistema B g1 =1; = Qi34 = B~1

Bi = V{4di+1, B Qit1)

_ Qi+1

qQi+1 = B

I

Determinar os pares proprios (6, s;) de T;
Se algum par de Ritz convergir (|f; sj,i| [IB qi+1ll < tol?)
i. Aplicar a deflagdo ao vector sj que convergiu
ii. Se o vector convergido s; interessar
1. x = Q; sj (guardar o vector)
2. k=k—1(sek =0, parar)
iii. Actualizar T para Tj_1, ; para §;_1 ¢ Q; para Q;_4
iv. i=i-1
v. Determinar os pares proprios da nova matriz T;
vi. Se algum par de Ritz convergir, voltar a 5.j.i.
Se i = m (reiniciar)

i. P=1I,
ii. Determinar os pares proprios de Ty, e escolher os k pares mais
interessantes

iii. Paraj=mm-—1,..,k+1
_ pT
2. Tj.a=P TjP
3. P=PP
iv. Qg = Qp, P (apenas as k primeiras linhas de P)

V. Bk = Pmk ﬁm
vi. Voltara5.a.comi=k+1
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6

UTILIZAGCAO DE UM ALGORITMO DE
LANCZOS NA  ANALISE DE
ESTRUTURAS

O estudo dos algoritmos apresentados nesta dissertagdo culminou na programacao de um algoritmo de
Lanczos com reinicio e deflagdo, que pode ser facilmente adaptado a um programa de elementos
finitos. Neste capitulo ¢ apresentado o modo de funcionamento deste algoritmo. Explica-se também
como se pode tirar vantagem da estrutura das matrizes geradas pelo método dos elementos finitos.

6.1. FORMA E ARMAZENAMENTO DAS MATRIZES RELATIVAS A ANALISE DE ESTRUTURAS

As matrizes provenientes do método dos elementos finitos, quando resultam de estruturas com malhas
refinadas, atingem facilmente dimensdes muito elevadas, ndo sendo possivel armazenar na memoria
todos os seus elementos. Contudo, pela sua formulagdo, sabe-se que estas sdo simétricas. Deste modo,
apenas a parte triangular inferior ou superior da matriz necessita de ser armazenada.

Sabe-se também que, numa estrutura com muitos nods, cada n6 encontra-se ligado a um numero
reduzido de outros nds. Entdo as matrizes tém forma esparsa, ou seja, cont€ém muitos zeros.
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Figura 5: Estrutura porticada tri-dimensional
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Figura 6: Padrao de esparsidade da matriz de rigidez K associada ao portico da Figura 5

A matriz representada na Figura 6 tem dimensdes 144 X 144 e apenas 1224 elementos diferentes de
zero. Acima da diagonal (com esta incluida) h4 apenas 684 elementos diferentes de zero. Guardar
apenas os valores nao nulos permite poupar memoria, poupanga essa que se torna mais significativa a
medida que as dimensdes do problema aumentam.

Ha varios métodos de armazenamento dos termos ndo nulos de matrizes esparsas [3]. Neste programa
optou-se por um armazenamento idéntico ao designado nesse livro por Compressed Sparse Row
(CSR). Os elementos diferentes de zero sdo guardados num vector a, ordenados por linhas e depois
por colunas. A acompanhar esse vector existem outros dois: o vector col, com a mesma dimensao do
vector a e que contém o indice da coluna a que cada um dos elementos do vector a corresponde na
matriz original A; o vector nel, com dimensdo n, onde (n X n) ¢ a dimensdo da matriz A, contendo o
numero de elementos diferentes de zero em cada linha de A (acima da diagonal porque apenas este
triangulo € armazenado devido ao facto de a matriz ser simétrica).

Considere-se a seguinte matriz:

[1 2 0 3 0 0 1
2 4 0 0 5 0
A= 0 0 6 0 7 8
300 9 00
0 5 7 0 10 11
0 0 8 0 11 12

Usando o esquema mencionado, esta matriz € guardada nos seguintes vectores:
a =[1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12];
col=[1 2 4 2 5 3 56 4 5 6 6l
nel=[3 2 3 1 2 1].

6.2. PROBLEMAS A RESOLVER
6.2.1. ANALISE DINAMICA

A matriz de rigidez de uma estrutura, tendo em conta as condigdes de apoio, ¢ uma matriz simétrica
definida positiva.
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No ambito da analise dindmica, a matriz de massa pode ndo ser invertivel no caso de se considerar
massa nula nalguns elementos. Embora esta possa ter formas mais simples que facilitam a resolucdo
de um sistema linear associado a esta matriz, como por exemplo a forma diagonal, o facto de ela ndo
ser sempre invertivel pode dificultar a determina¢do dos pares proprios quando ¢ considerado o
sistema na forma

K®=w?MO. (6.1)
Para evitar estas dificuldades, neste trabalho opta-se por resolver o problema inverso, ou seja,
MO=0K® (6.2)
com 8 = %

Na Figura 7 representa-se a dispersdo dos valores proprios do sistema (6.1) para matrizes de rigidez e
de massa de dimensdo 288 X 288 correspondentes a um portico tridimensional semelhante ao da
Figura 5.

a 0.4 1 1.4 2 24 3 3.5 4 =10

Figura 7: Disperséo dos valores proprios w? do sistema (6.1)

Os valores mais baixos (que na pratica sdo os mais importantes) encontram-se muito agregados,
fazendo com que o método necessite de mais iteracdes para convergir para oS pares proprios
associados aos menores valores proprios [7].

Usando um algoritmo simples de Lanczos (sem reinicio nem deflagdo), encontra-se o valor proprio
mais pequeno apenas na iteracdo 254. Nessa iteracdo, ja 216 dos maiores valores proprios tinham
convergido.

A dispersao dos valores proprios 8 do problema inverso (6.2) esta representada na Figura 8.

-* * * -

1 1 | 1 1
a 0.005 0.0 0015 0.02 0.025 0.03

Figura 8: Disperséo dos valores proprios 6 do sistema (6.2)

Os valores proprios 8 de maior valor (que correspondem aos valores mais baixos de w?) estdo bem
separados, sendo de esperar uma convergéncia mais rapida para estes valores do que no caso anterior.
Utilizando o mesmo algoritmo de Lanczos utilizado no caso anterior, verifica-se que na iteragdo 96 ja
tinham convergido 30 pares proprios dos procurados, ndo tendo convergido nenhum dos restantes.
Assim se conclui que, neste exemplo, o0 método de Lanczos converge mais rapidamente no caso do
problema inverso.
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6.2.2. ANALISE DE INSTABILIDADE

A matriz de rigidez geométrica K utilizada na analise da instabilidade de estruturas depende dos
esforcos a que os elementos estdo sujeitos. Estes esfor¢os resultam de uma analise estatica prévia,
sendo conveniente proceder a sucessivas actualizagdes dos seus valores.

Devido ao facto de os esfor¢os poderem apresentar sinal positivo ou sinal negativo, a matriz de rigidez
geométrica pode ndo ser definida positiva podendo até ndo ser invertivel, o que implica dificuldades
na resolu¢do de sistemas do tipo

K¢ x = b. (6.3)

Assim, para a analise de instabilidade, em vez de resolver o problema original

K®=1Kg® (6.4)
opta-se por resolver o problema inverso, ou seja,

Ke® =3 KO, (6.5)

6.3. PROGRAMA DE CALCULO DE PARES PROPRIOS PELO METODO DE LANCZOS

Ler K, M (ou K¢) e n (dimenséo)

v

Definir a preciséo (tol)
Definir o n° pares desejados (k)
Calcular a dimens&o maxima da base (m = 2k + 1)

v

Guardar espago na memoria para matrizes e vectores

PARAR ¢
'y Definir v
sim r=Kv

ndo wO (vector nulo)
k=07 '—b i=0
d—

Incrementari [« y

Guardar par

k =‘li -1 Iteracdo de Lanczos

sim ¢

| Par interessa? nao Calcular pares proprios de T;
* Testar a converaéncia dos vectores de Ritz
Deflectir par sim ¢
convergido Alaum par de Ritz converaiu?
i=i—-1
y Néo )
nao
i=m?
¢ sim
Reinicializar >

Figura 9: Método de Lanczos: diagrama de sequéncia de operagdes
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O fluxograma da Figura 9 representa as principais etapas do algoritmo de Lanczos utilizado neste
trabalho. Segue-se uma breve descri¢do de cada uma das principais etapas.

6.3.1. LERK, M (OU K)

As matrizes devem ser introduzidas no formato CSR, tal como indicado na sec¢do 6.1. Caso as
matrizes geradas pelo programa de elementos finitos ndo estejam nesse formato, deve-se criar uma
subrotina de conversao entre os dois formatos.

6.3.2 MEMORIA NECESSARIA PARA ARMAZENAMENTO DE MATRIZES E VECTORES

Apbs a leitura das matrizes K e M (ou Kg) e respectivas dimensdes, do nimero de pares desejados e
da dimensdo méaxima da base, o programa guarda na memoria espago para as matrizes e vectores
necessarios para a fase de execucao.

Quadro 1 — Variaveis usadas pelo programa

Nome Matriz/Vector Dimensao Descricao
1 Vector k Contém valores proprios convergidos
U Matriz nxk Contém vectores proprios convergidos
X Matriz nxk X=KU
T Matriz mxm Matriz T
A" Matriz nxm Vectores de Lanczos
w Matriz nxm W =KV
S Vector m Valores proprios de T
R Matriz mxm Vectores proprios de T
Qj Matriz mxm Matriz de transformagao interm~édia num reinicio ou
numa deflagdo
Matriz de transformacao resultante de todas as
Q Matriz mxm transformagdes aplicadas num reinicio:
Q=11Q.
AUXILIAR1 Matriz mxm Auxiliar para o produto entre matrizes Q e Qj
AUXILIAR2 Matriz nxk Auxiliar para o produto entre Ve Q e entre We Q
v Vector n Vector de Lanczos relativo a iteragdo i
r Vector n Residuo da iteragdo de Lanczos i
w0 Vector n Transformagao por K do .Vector de Lanczos da iteragdo
i—1
w Vector n Transformagao por K do vector de Lanczos da iteracao i
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6.3.3. ITERACOES DE LANCZOS

O algoritmo seguido em cada iteragdo de Lanczos ¢ idéntico ao descrito nas alineas ‘a.” a ‘g.” do ponto
‘3. do algoritmo 5.8 ¢ é em seguida indicado.

Algoritmo 6.1 — Iteracao i de Lanczos

Conhecem-se, da iteragdo i — 1 de Lanczos, os vectores v, r, w0.

1. B=(rv)=+rTy
2. Guardar f em T(i,i — 1) e T(i — 1,1) (esta operagao sé ¢é efectuadasei > 1)
\'A
3. v= Er
5. Guardar v na coluna i de V e w na mesma coluna de W
6. r=Mv—w0 (M no caso de analise dindmica e Kg no caso de analise de
instabilidade)
7. a={(r,v)=rTv
8. Guardar @ em T(i, )
9. r=r—aw

10. Paraj = 1,2, ...,i — 2 (reortogonalizagao)
a. r=r—WC(,)(V(E,j),r)
11. Paraj =1, 2, .., até ao nimero de vectores convergidos (deflagdo)
a. r=r—X(,j) (UG, j),r)
12. Resolverosistema Kv=r ->v =K
13. w0 =w

_1r

Os vectores w, w0 ¢ as matrizes W e X sdo formados para evitar sucessivos produtos de vectores pela
matriz K.

Substituindo em (5.49) Bq; por w;, pode-se escrever

A q; = fi—1Wi_1 + a@; Wj + B; Wiyq, (6.6)

evitando-se assim os produtos pela matriz B.

6.3.4. RESOLVERO SISTEMAK vV =Tr

A resolucdo do sistema indicado no ponto 12 do algoritmo 6.1 é o ponto critico de todo o processo.
Cerca de 90% do tempo, para problemas de grande dimensao, est4 relacionado com a resolugdo destes
sistemas lineares.

Existem varios métodos para resolver sistemas lineares. Neste programa foram implementados dois
procedimentos distintos: método dos gradientes conjugados pré-condicionado e método de Cholesky
(resolucdo de dois sistemas triangulares obtidos pela factorizagdo de Cholesky).

6.3.4.1. Método dos Gradientes Conjugados Pré-Condicionado

O método dos gradientes conjugados pré-condicionado (PCG — Pre-Conditionated Conjugated
Gradient) ¢ um método iterativo destinado a resolugdo de sistemas de equacdes lineares cuja matriz
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dos coeficientes ¢ simétrica e definida positiva. A ideia do método € percorrer uma série de direcgdes
de pesquisa ortogonais entre si até chegar a um vector cuja proximidade a solucao seja aceitavel.

Em cada iteracdo, este método efectua um produto de uma matriz por um vector € uma pequena
quantidade de produtos internos, somas de vectores e produtos de vectores por constantes. A operagao
mais exigente a nivel de tempo € o produto da matriz pelo vector (uma por iteragao).

A versao pré-condicionada do método resolve um sistema equivalente ao sistema pretendido, mas com
melhores propriedades de convergéncia. O sistema equivalente a resolver €

T1Kv=T"1r, (6.7)
onde T ¢ a matriz pré-condicionadora. Esta matriz deve ser simétrica definida positiva e ser uma
matriz proxima de K mas mais facil de inverter.

O pré-condicionador utilizado neste programa ¢ baseado na factorizagdo incompleta de Cholesky. Este
pré-condicionador consiste numa matriz T tal que

T=LLT, (6.8)

onde L é uma matriz triangular inferior com a mesma estrutura esparsa de K.

Figura 10: Padrao de esparsidade da matriz L associada a matriz representada na Figura 5.
A matriz L ¢ obtida de tal modo que

para k;; # 0, podendo ndo se verificar a igualdade nos restantes casos.
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%S‘*x{’;’&
RN

5% Ty, .
"‘%%%W%*

Figura 11: Padr&o de esparsidade da matriz K — T = K — L LT associada as matrizes das Figuras 5 e 10.

A construcio de L nem sempre é possivel, mesmo sendo K uma matriz definida positiva. Para
ultrapassar este problema, em [13] ¢ aconselhado fazer a factoriza¢do incompleta de Cholesky da
matriz K — o I em vez da matriz K, para um valor de ¢ que garanta a existéncia de L. Contudo, é
dificil saber a priori qual o valor de o que garante as melhores propriedades de convergéncia do PCG.

Em [14] pode-se encontrar uma descrigdo do método PCG, transcrevendo-se em seguida o respectivo
algoritmo.

Algoritmo 6.2 — Gradientes Conjugados Pré-Condicionado

Pretende-se resolver Kx =b com pré-condicionador T com
precisao relativa €;
1. Escolher estimativa inicial x.
i=0
r=b-Kx
d=T7'r
Onew = r'd
80 = Onew
Enquanto 8¢,y > €26,
a. q=Kd
b. a= i’;—e:
c. X=x+ad;
d. Sei ¢ multiplo de 50

A

i. r=b—-Kx
e. Sendo
L. r=r—aq
f. s=T!r
g2 Gota = Onew
h. 6new—r s
1. ﬁ——
old
j. d=s+pd
k. i=i+1
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Observando o algoritmo constata-se a existéncia, em cada iteracdo, de um produto matriz-vector, dois
produtos internos, trés produtos vector-constante, trés somas de vectores e a resolugdo de dois sistemas
triangulares para o pré-condicionamento (alinea f.).

Sendo n a dimensdo do problema, um produto matriz-vector, com a matriz cheia, necessita de
(2n — 1)n operagdes. Contudo, tendo em conta que a matriz K é esparsa e que esta esta armazenada
no formato CSR, como indicado na secgdo 6.1, cada produto matriz-vector necessita de (2b — 1)n
operagdes, sendo b o nimero médio de elementos ndo nulos por linha da matriz K.

Como a matriz L tem o mesmo padrido de esparsidade de K, a resolucdo dos dois problemas
triangulares necessita também de cerca de (2b — 1)n operagoes.

Um produto escalar necessita de (2n — 1) operagdes. O produto de um vector por uma constante ¢ a
soma de vectores precisam de n operagdes.

No total, tem-se entdo cerca de (4bn + 8n) operagdes por iteragao.

E intuitivo pensar que quanto maior for a dimensdo do problema, maior é o numero de iteragdes que a
partida sdo necessarias. Contudo, ¢ dificil prever quantas iteracdes sdo necessarias para atingir
determinada precisao.

Na Figura 12 representa-se o nimero médio de iteracdes que foram necessarias para resolver alguns
sistemas lineares relativos a matrizes de rigidez de varias dimensdes com precisdo relativa &; = 1078
€& = 10_16.

250 T T T T T

200

150

Iteragdes

100

50

Dimensao (n)

Figura 12: Numero médio de iteracbes para sistemas com varias dimensoes.

Multiplicando o niimero de operagdes por iteragdo pelo ntimero de iteragdes efectuadas, pode-se obter
o ntimero de operagdes que foram necessarias para a resolu¢do de um sistema linear.

Foram calculadas 30 aproximacgdes de pares proprios correspondentes a modos de vibragao do portico
da Figura 5, usando o PCG com uma precisio relativa &; de 1078,

Os maiores erros de aproximagdo dos pares proprios calculados por

IKv; —4; M|, (6.10)
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sdo da ordem de 107° e os maiores erros relativos de aproximacio, calculados por

IK vi—2; M| 6.11
1K vl ( )

sdo da ordem de 1078,

Aproximaram-se também 30 pares proprios de um portico tridimensional com 52920 graus de
liberdade, usando o PCG com uma precisdo relativa &; = 1078, Os erros de aproximagdo maximos
sdo da ordem de 107°, enquanto os erros relativos de aproximagio maximos sio ordem de 1077,

A tolerancia de aproximagio dos vectores de Ritz foi fixada em 1078, Como a solugio dos sistemas
lineares ndo foi exacta, a relacdo (5.50) deixa de ser valida, escrevendo-se por sua vez

A Qg =B Qg Ty + Bk B Qg1 €k + E, (6.12)

onde E ¢ uma matriz n X i cheia, cujos elementos sdo da ordem da precisao pedida para os gradientes
conjugados. A igualdade (5.52) é agora reescrita como

|A Qi sj — 6,B Qi si|| = || (B Sjx) B a1 + E 5. (6.13)

Continuando a estimar o erro de aproximagao segundo (5.53), é natural que o erro de aproximagao
estimado seja inferior ao erro real. Contudo, o erro relativo de aproximag¢do mantém-se aceitavel. Foi
entdo fixada como precisio relativa do PCG o valor 1078,

Assim, quando os sistemas lineares forem resolvidos pelo PCG, ndo se justifica exigir uma tolerancia
de aproximacdo dos vectores de Ritz inferior a 1078, No ambito da analise de estruturas, esta
tolerancia ¢ perfeitamente aceitavel.

6.3.4.2. Método de Cholesky

Contrariamente ao PCG, o método de Cholesky ¢ directo, significando que conduz a solucdo exacta do
sistema no caso de se utilizar aritmética de precisdo infinita. Este método consiste em decompor a
matriz K no produto de duas matrizes triangulares, L (triangular inferior) e U (triangular superior) com
U = LT, e em seguida resolver por substituicio os dois sistemas triangulares resultantes das seguintes
equacoes

Kv=r, (6.14)
LAL"v)=r, (6.15)
Ly=r, (6.16)
LTv=y. (6.17)

A matriz L obtém-se mediante a factorizagdo de Cholesky, cujas expressdes de recorréncia estdo
indicadas na sec¢ao 4 do Capitulo 2.

A matriz L ndo mantém a esparsidade caracteristica de K. Contudo, a estrutura final da matriz L ¢ em
banda de largura variavel (ver Figura 13).
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Figura 13: Estrutura da matriz L relativa a matriz da Figura 6 (elementos ndo nulos — 5583).

Tal como se pode observar na Figura 13, a matriz L contém um maior ntimero de elementos nao nulos
do que matriz K (ver Figura 6), sendo este fenomeno de enchimento designado por fill in.

Devido a sua estrutura, ndo faz sentido armazenar a matriz L de um modo semelhante ao efectuado no
caso da matriz K. Uma forma mais econdmica ¢ ter em conta a dimensao (largura) da banda em cada
linha e guardar todos os elementos dentro da banda, sendo armazenados alguns zeros. Este formato ¢
conhecido por Variable Bandwidth Storage (VBS).

Para armazenar uma matriz no formato VBS sdo necessarios dois vectores: um vector 1 com os
elementos da matriz L; um outro vector nel, de dimensao n, sendo (n X n) a dimensao de L, onde se
guarda o nimero de elementos que cada linha contém.

Considere-se a matriz seguinte matriz A.

[52 0 3 00]
28 00 50|
A-[0 0 10 0 7 8
13 0 0 13 0 o !
lo 5 7 o 14 11|
lo o 8 0o 11 16

A matriz L obtida pela factorizacdo de Cholesky ¢ (elementos arredondados a segunda casa decimal)

224 0 0 0 0 0
089 268 0 0 0 0 |
|0 0o 3160 0 o0 |
134 —045 0 332 0 0 |
|0 186 221025236 0 |
lo 0 253 0 229209]

O modo de armazenamento de L é o seguinte:

1=1[2,24 0,89 2,68 3,16 1,34 —045 0 3,32 1,86 2,21 0,25 2,36 2,53 0 2,29 2,09];
nel=[121 4 4 4].

Para resolver o sistema (6.16) determina-se a primeira componente de y por

Y= (6.18)

l1,1
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€ as restantes COII]pOIlCIltCS por ordem crescente, recorrendo a

o ri-2i2i (L v)) (6.19)
L lig '

A resolucdo do sistema (6.17) inicia-se pela determinacdo da Gltima componente de v através de

v, =2 (6.20)

ln,n
e as restantes componentes por ordem decrescente através de

_ YimEiea(bi v)) (6.21)
! lii '

Tal como se observa na Figura 13, a matriz L é composta por bandas de largura variavel. As
expressdes de recorréncia indicadas em (6.19) e (6.21) contém um somatdrio que ndo tem em conta a

largura da banda.

Pela forma indicada de armazenar a matriz L, pode-se definir dois algoritmos para a resolugdo dos
sistemas triangulares. O algoritmo 6.3, que resolve o sistema (6.16) percorrendo o vector 1 de tras
para a frente, e o algoritmo 6.4, que resolve o sistema (6.17) percorrendo o vector 1 da frente para tras.

Algoritmo 6.3 — Resolucdode Ly =r

I. y=r

2. p = 0 (indicador da posigdo no vector 1)

3. Parai=1..n
a. q =i — nel; (indicador da linha de y ja determinada)
b. Paraj=1..nel; -1

. gq=q+1
ii. p=p+1
11i. yi:yi—lpyq
c. p=p+1
d y =%
14

Algoritmo 6.4 — Resolugio de LT v=1y

1. v=y
2. p =1 (indicador da posigdo no vector )
3. Parai=1..n
a. p = p + nel; (correr o vector [ da frente para tras)
4. Parai=n..1

a. p=p-—1
Vi
171':;
c. Paraj=2..nel;
. p=p-—1

e Vijy1 = Vijer — Loy
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Em cada passo dos ciclos j, nos algoritmos 6.3 e 6.4, sdo realizadas duas operagdes com escalares:
uma adicao e uma multiplicacdo. Tendo a matriz L uma largura de banda média igual a c, a resolucao
dos dois sistemas triagulares necessita de aproximadamente (4cn) operagdes.

O custo da factorizacdo de Cholesky é em seguida avaliado. Este processo faz-se por colunas, isto &,
determina-se a primeira coluna de L, depois a segunda e assim sucessivamente até se chegar a ultima
Se uma coluna de L contiver d elementos ndo nulos, sdo necessarias d operagdes para obter esses
elementos. Estes elementos entram também em 2(d? — d) operagdes para se determinar as colunas
seguintes. No total, uma linha com d elementos est4 envolvida em (2d? — d) operagdes.

O numero total de operagdes para a factorizagdo de Cholesky ¢ entdo
— 2
Opc = X1-1(2d7 - d;), (6.22)
em que d; € o numero de elementos pertencentes a coluna j e contidos na banda.

Tendo em conta que a matriz L e o tridngulo inferior da matriz K mantém as mesmas bandas
horizontais, ¢ possivel estimar os valores de d; a partir da estrutura da matriz K.

6.3.4.3. Escolha do método

Do ponto de vista de resultados, estes sdo muito mais exactos quando se usa o método de Cholesky,
pois trata-se de um método directo (a menos de erros de arredondamento internos devido & precisao
finita do computador, a solugdo ¢ exacta).

Embora a resoluc@o dos sistemas triangulares seja rapida, a factorizagcdo de Cholesky necessita de uma
quantidade de tempo consideravel, principalmente para matrizes de grande dimensdo. Existe ainda um
possivel condicionamento devido aos recursos de memoria disponivel, podendo esta ndo ser suficiente
para armazenar a matriz L.

O PCG encontra uma solugdo aproximada dos sistemas lineares. A resolucdo de um sistema pelo PCG
demora mais tempo do que a resolucdo dos dois sistemas triangulares resultantes da factorizacdo de
Cholesky. No entanto, o PCG tem a vantagem de ndo contabilizar os custos associados a factorizagdo
da matriz K e de armazenamento em memoria da matriz L. Estes dois aspectos podem tornar vantajoso
o uso do PCG, sobretudo no caso de matrizes de grande dimensao.

Na seccdo 6.3.4.1. é referido que usando uma precisio relativa de 1078 no PCG, as aproximacgdes dos
vectores de Ritz aos vectores proprios sdo aceitaveis. Entdo, o critério de decisdo baseia-se no nimero
de operacdes que se estima que cada procedimento necessite para estar concluido. Quanto menos
operagdes forem necessarias, menor ¢ o tempo necessario.

No caso do PCG, considera-se apenas a resolugdo de 3k sistemas lineares, onde k é o nimero de pares
proprios desejados. Se 3k for inferior a 20, considera-se a resolucdo de 20 sistemas lineares.
Escolheu-se 3k pois, nos testes efectuados, 3k iteracdes de Lanczos foram suficientes para se atingir
as k aproximagdes dos pares proprios com a precisio relativa proxima de 1078,

Nao sendo possivel determinar quantas iteragdes sdo necessarias para resolver um sistema linear pelo
PCG, gera-se aleatoriamente um vector q, resolve-se o sistema Kx = q pelo PCG e avalia-se o
numero de iteragdes (iter) necessarios para obter a convergéncia. Admite-se que o parametro iter ¢
igual ao nimero médio de iteragdes necessarias para resolver os sistemas em cada iteragdo de Lanczos.

Nao ¢ aqui contabilizada a decomposi¢do incompleta de Cholesky pois esta s6 é efectua uma vez em
todo o processo de Lanczos e o seu custo € bem inferior ao da resolugdo de um sistema linear.
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O ntimero total de operacgdes para resolver os 3k sistemas lineares pelo PCG estima-se através de
Opce = 3k X iter X (4bn + 8n). (6.23)

Na resolugdo dos sistemas triangulares, considera-se apenas o custo da factorizagdo de Cholesky
(6.22). Esta ¢ a grande condicionante a nivel de tempo do processo.

Assim, opta-se pela factorizacdo de Cholesky quando
OFC < 1,2 Opcc;. (624)

Incrementa-se 20% ao custo operacional do PCG por trés motivos: quando os dois custos sdo
préximos € preferivel usar a factorizacdo de Cholesky, pois permite obter resultados mais exactos; o
parametro iter calculado com um vector q aleatério pode eventualmente ser um pouco inferior a
média das iteracdes necessdrias para a resolucdo dos sistemas lineares; eventualmente pode ser
necessario mais do que 3k itera¢des de Lanczos.

6.3.5. CALCULO DOS PARES PROPRIOS DE T; E CONVERGENCIA DOS VECTORES DE RITZ

A matriz T;j tem dimens&o maxima (m X m), sendo m a dimensdo maxima da base de projeccdo. No
ambito da analise de estruturas, os pares proprios que interessa conhecer sdo os associados aos valores
mais baixos, sendo em geral suficiente calcular 30 pares. Assim, m ¢ um numero relativamente
reduzido, sendo o método mais indicado para determinar os pares proprios de T; o método QR
(ou QL), exposto no capitulo 4.

No programa desenvolvido no ambito deste trabalho foi implementado o método QL, cujo algoritmo e
codigo se podem encontrar em [15].

A convergéncia dos vectores Ritz ¢ obtida quando

|sj,i|||r|| < tol. (6.25)
Veja-se que

r = BB g1, (6.26)
estando entdo (6.25) de acordo com (5.53).

Se o método usado para a resolucdo dos sistemas lineares for baseado na factorizagdo de Cholesky, a
condi¢do (6.25) implica que os erros de aproximacdo definidos em (6.10) sejam inferiores a
tolerancia imposta.

Como ja foi visto, o mesmo ndo se verifica se o sistema for resolvido pelo PCG. Contudo, os erros
relativos de aproximacgao definidos em (6.11) mantém-se proximos do valor da tolerancia desejada.

6.3.6. DEFLACAO DE UM VECTOR CONVERGIDO

Quando um vector de Ritz atinge a convergéncia, este é retirado da base de projec¢do, decrescendo
obviamente a dimensdo da base uma unidade. O vector é guardado se o valor associado estiver no
extremo inferior do espectro. Caso contrario, o vector nao ¢ guardado.

A deflagdo esta implementada de acordo com o algoritmo apresentado em [12]. Deste procedimento
resulta uma matriz de transformacdo Q de dimensdes (i X (i — 1)).
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A deflagdo requer a actualizacdo das matrizes T, V e W, e dos vectores r e v. As actualizagdes
obtém-se através de

Ti-1=Q'T; Q, (6.27)
Viii =ViQ, (6.28)
Wi_1 =W, Q, (6.29)
Tio1 =71 Qii—1, (6.30)
Vi1 = Vi Q-1 (6.31)

6.3.7. REINiCIO

Quando a base de projec¢do atinge a dimensdo maxima fixada, m, o processo ¢ reiniciado, sendo
implicitamente gerada uma base de projeccdo de dimensdo igual ao nimero de pares proprios que falta
calcular.

Ha casos em que o reinicio ndo ¢ efectuado pois os k pares proprios convergem antes da base atingir a
dimensao maxima previamente fixada, m.

A implementagdo do reinicio esta de acordo com as alineas ‘b’ a ‘f” do ponto 5 do algoritmo 5.5.
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ENSAIOS NUMERICOS

Neste capitulo apresentam-se os resultados de algumas aplicagdes do algoritmo de Lanczos a analise
dindmica de estruturas. Comega-se por apresentar um conjunto de estruturas com poucos graus de
liberdade, aumentando-se sucessivamente o seu numero até alcancar um problema de muito grande
dimensao.

Para alguns dos exemplos faz-se a comparagao do algoritmo de Lanczos com um algoritmo de iteragdo
por subespagos com projec¢io. E apresentada a evolugio do processo de convergéncia e sdo apontados
os erros de aproximagdo. Recorrendo aos exemplos de menor dimensao, € efectuada uma comparagéo
entre o algoritmo de Lanczos com resolugdo dos sistemas lineares pelo método de Cholesky e o
mesmo algoritmo com resolugdo dos sistemas lineares pelo método PCG (ver Capitulo 6).

Os exemplos sdo relativos a porticos tridimensionais, com barras de 2 nds, em que as vigas t€m todas
a mesma dimensao e os pilares sdo de sec¢do quadrada, aumentando-se a sua dimensdo a medida que
se avanca de cima para baixo. E adoptada a formulagdo matricial do método dos deslocamentos para o
calculo das matrizes de massa ¢ de rigidez destes porticos. As matrizes de massa sdo matrizes
consistentes, onde ndo se despreza a massa dos pilares. Todas as matrizes sdo geradas
automaticamente por uma subrotina auxiliar criada com esse objectivo. No anexo D apresentam-se as
matrizes de rigidez e de massa correspondentes ao elemento de barra utilizado, bem como a
correspondente matriz de transformagao.

Os algoritmos programados encontram-se na linguagem ANSI-C. O computador de teste ¢ um “Intel®
Core™2 Duo CPU T7500 @ 2.20GHz, 2.00GB de RAM”

7.1. EXEMPLO 1

Neste exemplo considera-se um portico com um andar, um vao numa direc¢do € um vao na outra.
Tem-se quatro nos livres e portanto 24 graus de liberdade (assume-se que os pilares do rés-do-chao
estdo encastrados).

Os pilares tém de secgdo 40 cm por 40 cm e as vigas t€ém 60 cm de altura por 40 cm de largura. O
comprimento de cada viga ¢ de 7m e sobre cada viga actua uma sobrecarga uniformemente
distribuida com o valor 10,25 kN /m. Os pilares tém 3 m de comprimento. Considerou-se um material
com modulo de elasticidade E = 30 GPa e coeficiente de Poisson v = 0,2.
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C 7m —I’
I 1

Figura 14: Esquema do poértico correspondente ao exemplo 1

Pretende-se determinar cinco pares proprios do sistema dindmico. A tolerancia de aproximagao
pretendida, de acordo com (6.9), é de 1078, No anexo E apresentam-se os modos de vibragdo
determinados para este exemplo.

7.1.1. METODO DE LANCZOS (CHOLESKY)

Aplicou-se o algoritmo programado (com resolucdo de sistemas lineares pelo método de Cholesky) as
matrizes de rigidez ¢ de massa da estrutura descrita. A dimensdo maxima da base de projeccao é, por
defeito, fixada em 2p + 1. Neste exemplo, em que se pretendem cinco pares proprios, a dimensao da
base de projecgdo ¢ 11. Os resultados obtidos indicam-se no quadro 2.

Quadro 2 — Resultados do exemplo 1 (Lanczos — Cholesky)

Frequéncia (Hz)

E lati 5

Valor Proprio Erro absoluto o relative lteragdo
(?) _Vo Ko — w?M IKv — w?Mv|| de

= I IKv — w“Mv|| TRVl Lanczos
1156,12126272 5,411552 1,951 x 10~° 1,161 x 1011 14
1158,08651240 5,416149 1,993 x 1072 1,190 x 10~11 14
1865,18988072 6,873559 2,949 x 107° 1,838 x 10~11 15
2059,25240955 7,222290 2,164 x 10710 8,063 x 1013 19
2189,34754328 7,446934 2,109 x 10711 1,245 x 10713 19

Todos os pares proprios foram encontrados apos a décima primeira iterago, facto que indica que nesta

iteracdo ocorreu um reinicio.

7.1.2. METODO DE LANCZOS (PCG)

As mesmas matrizes foram usadas na aplicacdo do método de Lanczos, desta vez com recurso ao

método PCG para resolver os sistemas lineares. Os resultados estdo indicados no quadro 3.
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Quadro 3 — Resultados do exemplo 1 (Lanczos — PCG)

Frequéncia (Hz)

Erro relativo

Valor Préprio Erro absoluto Iteragao
(@?) Vo 5 IKv — w?*Mv|| de

f= o IKv — w*Mv|| TRV Lanczos
1156,12126287 5,411552 1,611 x 1077 9,595 x 10~1° 14
1158,08651227 5,416149 1,931 x 1077 1,153 x 107° 14
1865,18988061 6,873559 2,176 x 1077 1,357 x 107° 15
2059,25240973 7,222290 6,482 x 10~7 2,415 x 107° 19
2189,34754319 7,446934 2,179 x 1077 1,285 x 10~° 19

A historia de convergéncia foi a mesma que no caso da utilizacdo do método de Cholesky, tendo-se
reiniciado a processo a décima primeira iteragao.

A decomposi¢do de Cholesky foi possivel sem a aplicacdo de qualquer skift o a matriz K. Em média
foram necessarias 12 iteragcdes do PCG para a resolucao dos sistemas lineares em cada iteracdo de

Lanczos.

7.1.3. ITERACAO POR SUBESPACOS

Foi também aplicada a iteracdo por subespacos (com blocos de cinco vectores) as matrizes em
questdo. Reduziu-se explicitamente o problema geral ao caso particular simétrico (ver seccdo 4 do
capitulo 2) e calcularam-se os pares proprios deste, encontrando posteriormente os vectores proprios
do sistema original de acordo com a expressdo (2.47).

Os resultados obtidos estdo indicados no quadro 4.

Quadro 4 — Resultados do exemplo 1 (lteragdes por subespagos)

Valor Proprio

Frequéncia (Hz)

Erro relativo

Erro absoluto

(w?) <f = 2—@) IKv — w?My|| W
1156,12126272 5,411552 7,632 x 1077 4,545 x 107°
1158,08651240 5,416149 7,696 x 1077 4,595 x 107°
1865,18988072 6,873559 1,702 x 107 1,061 x 1078
2059,25240955 7,222290 1,749 x 107 6,518 x 10°
2189,34754328 7,446934 1,479 x 107 8,726 x 107°

Foram necessarias 19 iteracdes por subespacos para os vectores convergirem com a tolerancia

imposta.
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7.1.4. CONCLUSOES

Em ambos os métodos usados os resultados sdo idénticos. A pequena discrepancia de valores proprios
que existe entre 0 método de Lanczos com factorizagdo de Cholesky e o método de Lanczos com o
PCG deve-se ao facto de, no segundo caso, os erros resultantes da resolucdo dos sistemas lineares
serem mais significativos.

Os erros que se encontram na terceira coluna dos quadros 2, 3 e 4 respeitam a tolerdncia imposta
apenas no caso em que se usa o método de Lanczos com o método de Cholesky. O motivo para tal ndo
se verificar no caso de Lanczos com o PCG ¢ o indicado no paragrafo anterior. Quanto as iteracdes por
subespacos, esse erro € respeitado mas em relag@o ao sistema reduzido ao caso particular, fazendo com
que o erro mude quando se passa para a solu¢do do problema geral. Contudo, em ambos os casos, 0s
erros relativos sdo suficientemente pequenos.

Ao nivel de iteragdes necessarias, observa-se que foram necessdrias 19 iteragdes de Lanczos para os
dois métodos (Cholesky e PCG) e 19 iteracdes por subespagos para este método. Nestes casos, o
numero de iteracdes coincidiu, mas enquanto no método de Lanczos apenas se tém de resolver 19
sistemas lineares (um em cada iteracdo), nas iteracdes por subespacos cada iteracdo exige a resolucdo
de 10 sistemas lineares (10 triangulares superiores e 10 triangulares inferiores). A resolugcdo do
problema foi praticamente instantanea em ambos os casos devido a reduzida dimensdo das matrizes.

7.2. EXEMPLO 2

Neste exemplo considera-se um portico com cinco andares, cinco vaos numa direcg@o e cinco vaos na
outra, totalizando 1080 graus de liberdade. As secc¢des dos pilares e das vigas sdo as mesmas que no
primeiro exemplo e tém também os mesmos comprimentos. O material tem também as mesmas
propriedades e a sobrecarga o mesmo valor. Pretendem-se 5 pares proprios com uma tolerancia
de 1078. No anexo F apresentam-se os modos de vibragio determinados para este exemplo.

7.2.1. METODO DE LANCZOS (CHOLESKY)

Voltou-se a aplicar este método para determinar os pares proprios, com base de projec¢do de dimensao
maxima fixada em 11, observando-se os resultados indicados no quadro 5.

Quadro 5 — Resultados do exemplo 2 (Lanczos — Cholesky)

Frequéncia (Hz) Erro relativo
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Valor Préprio Erro absoluto lteragdo

2 N [IKv — w?My|| de
(w%) = K 2M - — 7

f= o IKv — w*Mv]| KV Lanczos
45,44299537 1,072886 6,189 x 10~10 1,623 x 1011 19
45,44461835 1,072905 6,206 x 10710 1,628 x 10711 19
53,03656693 1,159065 8,872 x 1011 2,227 x 10~12 19
75,96940349 1,387201 7,064 x 10~° 1,456 x 10710 21
121,43712433 1,753864 1,157 x 107° 1,943 x 10711 30
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A base de projec¢do atingiu a dimensdo maxima por duas vezes antes de terem convergido os
primeiros quatro pares proprios e uma outra vez antes de convergir o quinto par proprio. Este nimero
elevado de reinicios é devido ao reduzido limite imposto para a base de projeccdo. A titulo de
exemplo, se fossem pretendidos 20 pares proprios, a base de projeccao teria dimensdo méaxima 41 e os
vectores teriam convergido ao fim de 53 itera¢des, ndo sendo necessario reiniciar o processo.

7.2.2. METODO DE LANCZOS (PCG)

A historia de convergéncia mantém-se relativamente ao caso anterior. Novamente 0s erros nao
respeitam a tolerancia indicada, tendo contudo os erros relativos de aproximagao valores muito baixos
(na ordem de 10~%). Em média foram necessarias 45 iteragdes do PCG para resolver cada um dos 30
sistemas lineares. Os correspondentes resultados apresentam-se no quadro 6.

Quadro 6 — Resultados do exemplo 2 (Lanczos — PCG)

Frequéncia (Hz E lati =

Valor Préprio 1 2 Erro absoluto o relative lteragdo
(w?) f= @ IKv — w?Mv|| —”KV Y| de

2T IKv|| Lanczos
45,44299538 1,072886 7,987 x 1077 2,095 x 1078 19
45,44461835 1,072905 8,818 x 1077 1,940 x 1078 19
53,03656692 1,159065 1,810 x 107° 2,226 X 1078 19
75,96940348 1,387201 7,807 x 1077 1,027 x 1078 21
121,43712438 1,753864 1,418 x 10~° 1,167 x 1078 30

7.2.3. ITERACOES POR SUBESPACOS

Ao aplicar a iteragdo por subespacos com um bloco de 5 vectores, constata-se que o ultimo vector
demora a convergir. Ao todo foram necessarias 9444 iteracdes para os cinco vectores convergirem,
sendo portanto o processo muito moroso. Tal demora deve-se ao facto de o par proprio seguinte estar
associado a um valor proprio muito proximo do quinto. De facto, o quinto e o sexto valores proprios
estdo muito proximos entre si.

Aplicou-se de seguida as iteragdes por subespacos a um bloco de seis vectores, tendo o processo
convergido muito mais rapidamente, em apenas 42 iteracdes. Apresentam-se no quadro 7 os
resultados respectivos.
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Quadro 7 — Resultados do exemplo 2 (iteragdes por subespagos)

Valor Préprio

Frequéncia (Hz)

Erro absoluto

Erro relativo

Kv — w?Mv]|
(@?) _Yo Ky — WM IIKv — w?Mvl|
f o IKv — w*Mv|| KV

45,44299537 1,072886 5017 x 1077 1,316 x 1078
45,44461835 1,072905 5,037 x 1077 1,321 x 1078
53,03656693 1,159065 5,824 x 1077 1,462 x 1078
75,96940349 1,387201 2,926 x 1077 6,032 x 107°
121,43712433 1,753864 6,254 x 1077 1,050 x 1078
121,58811407 1,754954 6,547 x 1077 1,101 x 1078

7.2.4. CONCLUSOES

Mais uma vez se constata que os erros, para o caso do método de Lanczos com o PCG, nao respeitam
a tolerancia mas mantém-se reduzidos.

As historias de convergéncia dos dois métodos de Lanczos testados sdo coincidentes, podendo-se
assim concluir que os erros introduzidos na resolugdo do sistema sdo de tal modo reduzidos que ndo
trazem alteragdes ao método de Lanczos.

Para as iteragdes por subespagos, constata-se neste exemplo que a convergéncia depende da relacdo
entre o valor proprio do par associado ao ultimo vector do bloco, 4;, e o valor proprio do par seguinte,

., . Y P A
Ai+1. Quanto mais proximo da unidade se encontrar a relagédo ﬁ, pior € a convergéncia.

i+

Para se evitar estes possiveis problemas de convergéncia convém utilizar blocos de vectores com mais
dois ou trés vectores que o numero de pares proprios que se desejam, parando o processo quando esse
numero de vectores tiver convergido. Existe ainda a possibilidade de alargar o bloco de vectores de
forma dindmica ao logo das iteragdes por subespacos, tal como implementado em [16].

O numero de iteragdes necessarias no caso das iteragdes por subespagos excede as iteracoes
necessarias para o método de Lanczos. Uma vez que cada iteracdo por subespacos exige mais
operagdes que uma iteracdo de Lanczos e sendo necessarias mais iteragdes por subespagos para o
método convergir, constata-se que este ¢ mais moroso que o método de Lanczos.

O tempo necessario para se obter os 5 primeiros pares do sistema pelo método de Lanczos € inferior a
um segundo (no computador de teste), sendo superior a dois segundos para o caso das iteragdes por
subespacos. Para determinar 20 pares proprios, o0 método de Lanczos necessitou de pouco mais de um
segundo enquanto as iteragdes por subespagos demoraram cerca de sete segundos.

7.3. EXEMPLO 3

Considera-se neste exemplo a estrutura do exemplo anterior mudando apenas a seccao transversal dos
pilares para sec¢des quadradas com 100 cm de lado. Apesar de este caso ndo ser muito real,
pretende-se apenas mostrar o comportamento dos algoritmos programados. E apenas testado o método
de Lanczos com o PCG. O nimero de graus de liberdade da estrutura mantém-se.
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7.3.1. METODO DE LANCZOS (PCG)

Nesta seccdo ndo sdo discutidos os erros de aproximacgdo, tendo este assunto sido ja discutido
anteriormente. E apenas discutida a convergéncia do método PCG.

Os resultados apresentam-se no quadro 8.

Quadro 8 — Resultados do exemplo 3 (Lanczos — PCG)

Frequéncia (Hz)

Valor Proprio lteragdo

) N de
(%) f=— L

o anczos
156,90730016 1,993617 25
156,92260468 1,993714 25
178,38535149 2,125689 26
191,18886784 2,200652 30
243,76268428 2,484870 38

Foram necessarias mais algumas iteracdes de Lanczos para os 5 pares proprios convergirem. Em
relacdo a resolugdo dos sistemas lineares, as iteragdes do PCG aumentaram em média de 45 para 89
iteracdes. Este aumento do numero de iteragdes implica quase o dobro do tempo gasto na resolugdo
destes sistemas lineares. O incremento de iteracdes deve-se ao facto de a nova matriz de rigidez ter um
pior condicionamento que a matriz de rigidez do exemplo anterior.

7.3.2. CONCLUSOES

O condicionamento da matriz de rigidez faz variar o nimero de iteracdes necessarias para a
convergéncia do PCG. Quanto pior for o condicionamento, pior ¢ a convergéncia. Este aspecto faz
com que 0s tempos necessarios para a resolucao de sistemas lineares relativos a duas matrizes com as
mesmas dimensoes sejam diferentes.

O gréfico representado na Figura 12 do Capitulo 6 mostra o nimero médio de iteragdes necessarias
para resolver um sistema linear em funcdo da dimensdo da matriz. As matrizes testadas sdo todas do
mesmo tipo, dai a variagdo ser bastante regular (as sec¢des e comprimentos das barras sdo sempre 0s
mesmos, variando apenas o niimero de vaos e de andares).

Para matrizes que ndo verifiquem esta regularidade, ¢ possivel acontecer que um sistema de maiores
dimensodes exija menos iteracdes do PCG que um sistema com menores dimensdes, dependendo o
numero de iteragdes do condicionamento das matrizes. Este aspecto € importante pois a resolugdo dos
sistemas lineares consome a maior parte do tempo necessario para encontrar os pares proprios.

7.4. EXEMPLO 4

Considera-se agora o poértico tridimensional com dez vdos numa direc¢do, dez vdos na outra e dez
andares, ao qual correspondem 7260 graus de liberdade.
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Sdo considerados dois casos: no primeiro os pilares t€m de seccdo 40 cm por 40 cm; no segundo tém
100 cm por 100 cm. Em ambos os casos, as vigas t€ém 60 cm de altura por 40 cm de largura. Os
pilares tém 3 m de comprimento e as vigas 7 m. Os materiais sdo os mesmos dos exemplos anteriores,
assim como as sobrecargas.

Neste exemplo ndo ¢ imposto o método de resolucao de sistemas lineares, sendo a escolha feita pelo
proprio programa, de acordo com (6.24).

Nao se volta a testar o método das iteragdes por subespacgos para determinar os pares proprios uma vez
que ja se concluiu que este método tem pior desempenho que o método de Lanczos.

De cada caso pretendem-se 30 pares proprios.

7.4.1.Caso 1

A resolugdo do sistema Kx = q, com q um vector aleatério, pelo PCG necessitou de 89 iteracdes.
Com a média de 10,4 elementos ndo nulos por coluna de K, o ntimero estimado de operacdes na
resolugdo de 90 sistemas lineares é cerca de 2,877 X 10° operagdes. O custo da factorizacio de
Cholesky foi avaliado em 6,735 X 10° operacdes. O método escolhido pelo programa para resolver
sistemas lineares ¢ entdo o PCG.

Nao se apresentam aqui os valores proprios encontrados, indicando apenas os erros maximos obtidos.
O erro de aproximagio maximo obtido ¢ 6,715 X 107° e o erro relativo de aproximagio maximo ¢
8,818 x 1078, No total, para se obter as 30 aproximacdes dos pares proprios foram necessarias 90
iteragdes de Lanczos, ndo sendo necessario qualquer reinicio.

Em média, foram necessarias 85 iteragdes do PCG para resolver cada um dos 90 sistemas lineares
efectuados, com um tempo total de 7 segundos. O procedimento de Lanczos demorou 8 segundos.

7.4.2.CAs02

As estruturas das matrizes de rigidez e de massa para o caso 2 tém a mesma estrutura que as matrizes
relativas ao caso 1. Contudo os seus condicionamentos mudam.

Para resolver o sistema Kx =q, sendo q um vector aleatério, pelo PCG foram necessarias
223 iteragoes. Este nimero € cerca de 2,5 vezes maior que o nimero de iteragdes do caso anterior, e
como as matrizes mantém a mesma estrutura, o nimero de operagdes estimadas para resolver os 90
sistemas lineares pelo PCG ¢ também cerca de 2,5 vezes maior que no caso anterior. S0 entdo
estimadas 7,209 x 10° operagoes.

O custo da factorizagdo de Cholesky é o mesmo do caso anterior (matriz de rigidez com a mesma
estrutura). Assim, o programa escolhe o método de Cholesky para resolver os sistemas lineares.

A factoriza¢do de Cholesky demorou 17 segundos. Encontrar os 30 pares proprios necessitou de
76 iteragoes de Lanczos (sem reinicios). A resolu¢do dos dois sistemas lineares existentes em cada
iteracdo de Lanczos demorou 2 segundos. Assim, a resolugdo dos sistemas lineares implicou um
tempo total de 19 segundos. O procedimento de Lanczos no seu total demorou 21 segundos. Os erros
de aproximagio maximos sdo todos inferiores a 10~2 (tolerancia imposta).
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7.4.3. CONCLUSOES

Embora as duas matrizes tenham as mesmas dimensoes e estruturas, o facto de os condicionamentos
serem bem diferentes implica que a convergéncia do PCG seja também diferente, influenciando deste
modo a decisdo na escolha do método para resolver os sistemas lineares.

Se no caso 2 se tivesse optado pela resolucdao dos sistemas lineares pelo PCG, o procedimento de
Lanczos teria sido mais rapido. Necessitaria das mesmas 76 iteracdes mas apenas 18 segundos para
estar concluido, dos quais 15 segundos estdo associados a resolugdo de sistemas lineares (nimero
médio de iteragdes do PCG igual a 270).

Embora necessitasse de um maior niimero de iteracdes do PCG do que o estimado (223), seriam
apenas necessarias 76 iteragdes de Lanczos e ndo as 90 que se estimam (3 X 30), dai este método ser
mais rapido. Contudo a diferenca de tempos ndo € muito significativa.

Assim, ndo se pode concluir que seja sempre seleccionado o método mais econdémico a nivel de
tempo. Contudo, quando tal ndo acontece, ¢ porque o tempo necessdrio pelos dois métodos sdo
proximos um do outro.

7.5. EXEMPLO 5

Neste exemplo ¢ considerado o portico com 20 vdos em ambas as direc¢des e 20 andares. Os
materiais mantém as mesmas propriedades que nos exemplos anteriores e as sobrecargas os mesmos
valores. As vigas ttm 7 m de comprimento e seccao com 40 cm de largura e 60 cm de altura. Os
pilares, com 3m de comprimento, tém sec¢do quadrada com 40 cm de lado no ultimo andar,
incrementando-se 10 ¢m a seccdo de dois em dois andares. A estrutura tem 52920 graus de liberdade.

7.5.1. RESULTADOS

A decomposi¢do incompleta de Cholesky nao ¢ possivel para a matriz K. Deste modo, foi necessario
aplicar uma translacdo o de modo a obter o pré-condicionador (ver capitulo 6). O valor escolhido pelo
programa para a translacio foi ¢ = 7,76847 x 10°.

A resolugdo do sistema Kx = b necessitou de 841 iteragdes do PCG. Com uma média de 11
elementos ndo nulos por coluna da matriz K, o nimero estimado de operagdes para resolver os 90
sistemas lineares pelo PCG ¢é proximo de 2,079 X 10! operagdes. Para a factorizagio de Cholesky
estima-se um total de 6,943 x 10! operagdes. O método que o programa escolhe é entdo método do
PCG.

Os 30 pares proprios foram encontrados em 82 iteracdes de Lanczos, ndo tendo sido necessario
qualquer reinicio. O niimero médio de iteragdes do PCG foi 1017 e o tempo necessario para a
resolugdo de sistemas lineares foi 541 segundos. No total, o tempo de execugdo para encontrar os 30
pares proprios foi 565 segundos. O maior erro de aproximagio obtido foi 5,780 X 107, enquanto o
maior erro relativo foi 1,748 x 10~7.

7.5.2. DISCUSSAO DE RESULTADOS

Em média foram necessarias 1017 iteracdes do PCG para a resolugdo dos sistemas lineares. Uma
escolha diferente da translagdo o a aplicar a matriz K na decomposigdo incompleta de Cholesky traria
um namero médio de iteragdes diferente € portanto um tempo de execugdo também diferente.
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Foi testada uma série de valores o para obter o pré-condicionador, resolvendo de seguida o sistema
Kx = b, com b igual a um vector com todos os elementos unitarios, e registando o niimero de
iteracdes necessarias para 0 PCG convergir. Na Figura 15 é apresentada a variacdo do numero de
iteracOes necessarias com o valor de a.

o =7,76847 x 10°

Iteracdes do PCG

g

Figura 15: Variacéo das iteragdes do PCG com ¢.

Resolveu-se o problema impondo uma translagio ¢ = 5,433 x 10° (proximo do minimo da
Figura 15) da matriz K para a factorizacdo incompleta de Cholesky. Foram necessarias, em média,
549 iteragoes do PCG para resolver os 82 sistemas lineares.

O numero de iteragdes do PCG passou para aproximadamente metade das iteragdes do caso anterior,
resultando consequentemente na reducdo do tempo necessario para encontrar os 30 pares proprios:
313 segundos, dos quais 289 segundos sdo usados na resolucdo dos sistemas lineares.

Uma boa escolha da translagdo o permite obter melhores tempos de execug@o. Contudo, encontrar o
valor de ¢ associado ao melhor tempo de execucdo ¢ uma tarefa dispendiosa, pois exige resolver
varios sistemas lineares de modo a testar cada valor o. Assim, o programa encontra uma translag¢ao o
que permita a decomposi¢ao incompleta de Cholesky, usando essa translagdo independentemente do
numero de iteragdes necessarias para se obter a convergéncia no PCG.

7.6. EXEMPLO 6

Neste tltimo caso considera-se um problema de muito grande dimensdo. E feita a analise dindmica de
um portico com 55 vdos em ambas as direc¢des e 55 andares, totalizando 1034880 de graus de
liberdade. As vigas mantém as secgdes dos casos anteriores e os pilares sdo todos quadrados, com
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40 cm de lado no ultimo andar, incrementando-se 5 cm ao lado do pilar de dois em dois andares. O
material e as sobrecargas mantém o mesmo valor dos casos anteriores.

Nao se apresenta qualquer discussdo de resultados, sendo apenas apresentada a evolugdo do processo,
indicando pares proprios, erros, iteragdo a qual o par proprio convergiu e tempo decorrido até ao

momento.

O PCG necessitou em média de 82475 iteragdes para convergir ¢ 11h: 52m: 37s para resolver todos
os sistemas lineares. No total o procedimento demorou 11h: 56m: 50s.

Quadro 9 — Resultados do exemplo 6

Frequéncia (Hz)

Erro relativo

Valor Pzr()prio /o Erro absoluto T — Ite?eg:io Tempo
(w%) ( f= Z) IKV — w?Mv|| W Lanczos decorrido

0,96461520 0,1563138 2,227 x107% 3,628 x 1077 25 3h:25m: 14s
0,96461803 0,1563140 2,753 x 1077 4,483 x 1078 25 3h:25m: 18s
0,98047673 0,1575937 6,196 x 10~7 1,004 x 1077 25 3h:25m: 20s
1,19540861 0,1740116 9,571x1077 1,401 x 1077 25 3h:25m: 23s
1,51371464 0,1958133 1,641x107% 2,136 x 1077 27 3h:51m:15s
1,51373574 0,1958146 1,471 x107®  1,914x 1077 27 3h:51m:18s
2,08988452 0,2300813 9,891 x 1077 1,096 x 1077 27 3h:51m: 20s
2,30918019 0,2418516 2,442 %107 2,571 x 1077 29 4h: 07m: 40s
3,16104013 0,2829666 1,417 x107®  1,275x 1077 34 4h: 50m: 06s
3,16120656 0,2829740 1,365x107® 1,228 x 1077 34 4h: 50m: 09s
4,29304292 0,3297636 1,517 x107® 1,170 x 1077 35 4h: 58m: 59s
4,51599981 0,3382183 1,799 x 107  1,352x 1077 39 5h:33m: 46s
5,92410438 0,3873749 3275x 107  2,145x 1077 49 7h:00m: 15s
5,92479090 0,3873973 3,329x 107 2,181 x 1077 49 7h:00m: 20s
7,62058651 0,4393537 3,360x 107 1,937 x 1077 72 10h: 13m: 14s
7,70392112 0,4417495 3,444x 107 1,907 x 1077 82 11h: 47m:58s
7,70393965 0,4417500 1,397 x 10°® 7,738 x 1078 82 11h: 48m: 02s
7,80654077 0,4446819 3,629x 107 2,002 x 1077 83 11h: 56m: 40s
7,84631550 0,4458133 2,802x 107 1,592 x 1077 83 11h:56m: 44s
7,93881566 0,4484334 2,392x 107 1,306 x 1077 83 11h: 56m: 49s
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NOTAS FINAIS

A observagao dos resultados do Capitulo 7 permite observar que o método de Lanczos tem um melhor
desempenho que o método das iteracdes por subespacos. Embora para problemas de pequena
dimensao essa diferenca nao seja muito relevante, quando a dimensao do problema comeca a crescer a
diferenga de performance entre os dois métodos comega a ser notada. Veja-se o exemplo 2 do
Capitulo 7 em que para determinar 30 pares proprios pelo método de Lanczos sdo necessarios cerca de
um segundo e pelo método das iteracdes por subespagos sdo necessarios sete segundos.

A grande condicionante a nivel de tempo dos algoritmos de valores e vectores proprios € a resolugao
de sistemas lineares. Cerca de 90% dos custos operacionais estdo relacionados com esta etapa dos
algoritmos. Melhorar os tempos de execucdo de um programa de calculo de pares proprios implica
obrigatoriamente melhorar o tempo de resolugdo dos sistemas lineares.

No Capitulo 7 refere-se que a escolha do shift ¢ na decomposi¢do incompleta de Cholesky faz variar o
numero de iteragdes e o tempo necessario para a resolugdo de sistemas lineares. E também dito que
encontrar o valor de o que proporciona o numero de iteragdes optimo € uma tarefa dispendiosa. Um
possivel assunto para trabalho futuro e de modo a proporcionar melhores tempos para resolver
sistemas lineares ¢ estudar um método econdmico que encontre o valor de ¢ 6ptimo.

Uma das principais desvantagens do método de Cholesky na resolug@o de sistemas lineares ¢ o custo
que a respectiva factorizagdo tem. A resolug@o dos sistemas triangulares resultantes da factorizacao de
Cholesky ¢ um processo bastante rapido. Se durante a assemblagem da matriz de rigidez K, o
programa de elementos finitos proceder a factorizacdo de K, actualizando em cada assemblagem de
cada elemento a matriz L (que resulta da factorizagdo de Cholesky), € possivel que haja poupanga de
tempo na resolucdo de sistemas lineares, o que pode trazer vantagens tanto a nivel da determinacgao de
vectores proprios como a nivel da analise estatica de estruturas. Este € um assunto também susceptivel
de um estudo futuro.

Mais recentemente tém sido estudadas técnicas de pré-condicionamento no calculo de valores
proprios. Knyazev [17] apresentou o método LOBPCG (Locally Optimal Block Preconditioned
Conjugate Gradient Method) como um método eficiente para o calculo de pares proprios. A aplicacdo
deste método a analise de estruturas constitui um possivel trabalho futuro.

O aparecimento da programacdo paralela permitiu dividir tarefas de um algoritmo por diferentes
processadores que, ao trabalharem em simultaneo, permitem tempos de execugdo menores que um
unico processador. Existem ja algoritmos implementados em programacgdo paralela e tém-se
desenvolvido estudos de modo a tirar o maximo partido deste tipo de programagao.
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ANEXO A

Apresentam-se em seguida as equagdes que definem os n valores e vectores proprios de uma matriz A
simétrica (n X n).
Avi=4v
AV2::12V2. a.1)
Av,=1,v,

Escrevendo o sistema (A. 1) em forma matricial tem-se

II @ ] _ [ All Azl A,H ] 42

Pode-se ainda factorizar o segundo membro de (4. 2) no produto de duas matrizes.

oI 12 A B

Designando por D a matriz diagonal que contém os valores proprios e por Q a matriz cujas colunas sdo
0s vectores proprios, pode escrever-se

A

A

AQ=QD. (A.4)

Sabe-se do Capitulo 2 que os vectores proprios de uma matriz simétrica sdo ortogonais entre si. Se se
impuser que os vectores proprios tenham norma unitiria, entdo Q ¢ uma matriz ortonormal.
Pré-multiplicando ambos os membros de (A. 4) por QT obtém-se

QTAQ=Q"QD. (A4.5)
QTAQ=D. (A.6)

Entdo, para uma matriz A simétrica, se for definida uma matriz Q cujas colunas sdo vectores proprios
com norma unitaria da matriz A, a matriz QT A Q é uma matriz diagonal cujos elementos sdo os
valores proprios da matriz.
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ANEXO B

Apresentam-se em seguida as equagdes que definem os n valores e vectores proprios de um sistema
proprio com as matrizes A e B simétricas (n X n).

AV1 :AIBVI
AVZ :Az BVZ' (B 1)
Av,=1,Bv,

Escrevendo o sistema (B. 1) em forma matricial tem-se

“ @ All AZQ A,H ] 5.2

Pode-se escrever (B. 2) da seguinte forma, que é equivalente a anterior.

A
Az
1| V2| - V1| V2| *** [Vn . (BB)

Al
Designando por D a matriz diagonal que contém os valores proprios e por Q a matriz cujas colunas sio
os vectores proprios do sistema, pode escrever-se

AQ=BQD. (B.4)

A =B

A =B

Sabe-se do Capitulo 2 que os vectores proprios de um sistema simétrico sdo ortogonais entre si em
relacdo a B. Se se impuser que os vectores proprios tenham norma unitaria em relagdo a B, verifica-se
a condigdo QT B Q = I. Pré-multiplicando ambos os membros de (B.4) por QT obtém-se

QTAQ=Q"BQD. (B.5)
QTAQ=D. (B.6)

Entdo, para um sistema proprio simétrico, se for definida uma matriz Q cujas colunas sdo vectores
proprios do sistema e tal que QT B Q = I, a matriz QT A Q ¢ uma matriz diagonal cujos elementos sio
os valores proprios do sistema.
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ANEXO C

Considere-se a equacdo correspondente ao problema de valores e vectores proprios
Av=271v,

onde A é uma matriz real e simétrica (n X n).

Considere-se a matriz B definida por

B=7Y_,kAl,

onde k; sdo escalares. A matriz B corresponde a um polindmio de grau s da matriz A.

Multiplique-se a matriz B pelo vector v, que é um vector proprio de A. Tem-se

Bv =Y5_,(k; Alv).
O produto Al v pode ser substituido por

Aly= (H§-=1A) 4

Alv = ([I5Z1A)Av

Alv = ([TZ1A) Av =215 A) v
Alv =1y

Substituindo (C.7) em (C.3), tem-se

Bv =Y5_,(k;A v).
Colocando v em evidéncia, resulta

Bv =vYi_,(k1).

Assim, se (1, V) ¢ par proprio de A, entdo o par (X5_, k; A", v) é par proprio de B.

(€.1)

(€.2)

(€.3)

(€. 4)
(€.5)
(€.6)
(€.7)

(C.8)

(€.9)
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ANEXO D

Apresenta-se neste anexo a matriz de rigidez e a matriz de massa para os graus de liberdade indicados
bem como a matriz de transformacao de referencial para os eixos indicados.

E — Médulo de elasticidade; A — Area da secgdo; I; — Momento de inércia da secgdo transversal em

i

2_75
194

12

§_7

37—>10

Figura D1: Elemento de barra e respectivos graus de liberdade

0 0
EA
— 0
!
12E1,
l3
6El,
0 -
0 0
0 0
0 0
EA
—— 0
12E1,
l3
6El,
lz
0 0
0 0

GI,

0

l

6EI, 12E1,
ER
0 0
0 0
0 0
0 0
4El, 6EI,
l 12
6EI, 12E1,
12 I3
0 0
0 0
0 0
0
2E, 6EI,

l 12

0

0 0
0 0
12El,  6EIl,

INE 12
6EI,  2EI,
1 l
0
0 0
0 0
0 0
12E1, 6El,
I3 e
6EI,  4EI,
1 l
0 0
0 0

relacdo ao eixo 1; I3 — Momento de inércia da secgdo transversal em relagdo ao eixo 3; I; — Momento

de inércia de tor¢do da secgdo transversal [22]; G — Modulo de distorgdo: G =

94

de Poisson; | — Comprimento do elemento de barra

Figura D2: Matriz de rigidez K do elemento representado na Figura D1

E .
2(1+v)’

v — Coeficiente
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ANEXO D (CONTINUAGAO)

r156 0 0 0 0 —221 54 0 0 0 0 131 7
0 140 0 0 0 0 0 70 0 0 0 0
0 0 156 221 0 0 0 0 54 —131 0 0
0 0 221 4P 0 0 0 0 131 -3 0 0
1401, 701,
0 0 0 0 — 0 0 0 0 0 — 0
_ m m
ml|-221 o0 0 0 0 4> -131 0 0 0 0 -3
420| 54 0 0 0 0 —-13l 156 0 0 0 0 221
0 70 0 0 0 0 0 140 0 0 0 0
0 0 54 13l 0 0 0 0 156 —22I 0 0
0 0 -—131 3 0 0 0 0 —221 42 0 0
701, 1401,
0 0 0 0o — 0 0 0 0 0 — 0
m m
L 131 0 0 0 0 -312 221 0 0 0 0 4?1

m — Massa por unidade de comprimento do elemento; [,;, — Momento de inércia polar de massa da
seccdo transversal [23]; [ — Comprimento do elemento de barra

Figura D3: Matriz de massa consistente M do elemento representado na Figura D1

13 g3
g2

1 g1

Figura D4: Referéncial local [ e referencial geral g (I; e g; representam versores)

(L, 91) (L2 91) (L5,91) 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(l1,92) (L, g2) (l3,92) 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(l1,93) (L, gs3) (l3,93) 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 (l,91) (L, g1) (l3,91) 0 0 0 0 0 0

0 0 0 (l1,92) (L, 92) (l3,92) 0 0 0 0 0 0

0 0 0 (l,93) (L, g3) (l3,93) 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 (l,g1) (Lyg) (g0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 (l1,92) (L, 92) (l3,92) 0 0 0

0 0 0 0 0 0 (L, g3) (L gs) (l5,95) 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 (I, 91) (L g1) (l591)

0 0 0 0 0 0 0 0 0 (l1,92) (2 g2) (l3,92)

0 0 0 0 0 0 0 0 0 (l1,93) (Ll g3) (I3 93)

Figura D4: Matriz T,_,; de transformag&o de coordenadas do referencial local [ para o referencial geral g
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ANEXO E

Apresentam-se neste anexo os cinco modos de vibragao determinados no exemplo 1 do Capitulo 7.

Figura E1: Geometria inicial da estrutura

e T

Figura E2: 1° modo de vibracao

T >

Figura E3: 2° modo de vibragao

e

Figura E4: 3° modo de vibragao
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ANEXO E (CONTINUAGCAO)

Figura E5: 4° modo de vibragao

Figura E6: 5° modo de vibragéo
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ANEXO F

Apresentam-se neste anexo os cinco modos de vibragao determinados no exemplo 2 do Capitulo 7.

VWY

VY

Figura F1: Geometria inicial da estrutura

Figura F2: 1° modo de vibragéo

Figura F3: 2° modo de vibragéo
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ANEXO F (CONTINUAGAO)

v

A

‘

/\

W

I
i

YT
VY

Figura F4: 3° modo de vibragédo

Figura F5: 4° modo de vibragéo

Figura F6: 5° modo de vibragéo
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