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CAP. 2 Alteragdes ao Programa

2, ALTERACOES AO PROGRAMA

2.1 CALCULO DAS MATRIZES

De acordo com Owen[1] ¢ Lekhnitskii. [2], para o caso da anisotropia transversal a matriz de rigidez
[D] € uma particularisagdo do caso geral. Para a completa defini¢do desta matriz ¢ necessario conhecer quatro
propriedades independentes, uma vez que as propriedades variam com a direcgdo no material.

No caso de um material composito, com uma mistura de resina e fibras, essa anisotropia verifica-se. A
figura 2.1 ilustra essa situagdo, onde se mostra um referencialorientado com a direcgdo das fibras. E com base
neste referencial que normalmente as propriedades sdo referidas.

Quzndo o material € solicitado para diferentes angulos de orientagdo de fibras. reage de forma diferente. ¢
pois necessario conhecer as propriedades em diferentes situagdes com base no sistema de eixos de referéncia.
Com tal objectivo foi desenvolvido um método de transformagdo que a seguir se expoe.

YO0

Y1

X0

fig. 2.1

2.1.1 MATRIZ DE TRANSFORMACAQO

Tendo-se determinado tensor (sejam as deformagdes) expresso em (x0,v0). a obtengdo do mesmo tensor
em (x1.v1), é obtida da seguinte forma:

Tt
g =T¢,

A matriz de transformagdo[T] com a qual se podem obter as propriedades em (x1.v1) a partir de
(x0,v0) € a seguinte:

cos” 3 sen’ -sen (2B)
T= sen”f3 cos’ 3 sen (2B)
senf.cosfl  -senfi.cosp  cos’ f—sen’ 3

Para maior comodidade de calculo e de programagdo efectuam-se as seguintes atribuigdes:
A= cos’

B= sen’f3
C=sen (2B)
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CAP. 2 Alteragdes ao Programa

A matriz de transformagdo[T] e a sua transposta [Tt], resultam as seguintes:

A B -C A B C2
T= B A C Tt= B A -C/2
C2 -C/l2  (A-B) -C C (A-B)
2.1.2 MATRIZ PARA UM ESTADO PLANO DE TENSAO

Considerando » = E\/E, , de acordo com Owen [1] a matriz de rigidez para o caso do estado plano de
tensdo [ D,t] ¢ definida do seguinte modo:(ref. [2])

n nv, 0
D= E,/[(1-m3) nv, 1 0
0 0 m(1-nvs)

Efectuando-se as substituigdes seguintes.

G, = E,/(2-2v,) m=G,/E,
H =(1-nv3) L =E/H
I, = nv,) L, =mH

obtém-se uma matriz mais condensada ¢ apropriada para a programagao.

n TL 0
Dt=TO*| TI 1 0
0 0 T2

A matniz de rigidez para um referencial fixo pode se obtida a partir de um referencial associado as fibras
do seguinte modo:

A B C2 n TI 0 A B -C
D, =TDuT"'= B A -C2 *Tox| T1I 1 0O % B A C
-C C (A-B) 0 0 T2 C2 -C/2 (A-B)

KIl  KI2 KI3
D,=TDyT'=| K21 K22 K23
K3l K32 K33

KI11=ZI11*A +ZI12*B +Z13*(C/2)
KI2=ZI11*B +Z12*A +Z13*(-C/2)
K13 =Z11*-C +Z12*C +ZI13*(A-B)
K21 =2Z21*A +Z2*B +Z23%(C/2)
K22 =Z21*B +Z22*A +Z23*(-C/2)
K23 =Z21*-C +Z22*C +23*(A-B)

K31 =Z31*A +Z32*B +Z33*(C/2)
K32 =Z31*B +Z32*A +Z33*(-C/2)
K33 =Z31*-C +Z32*C +Z33*(A-B)
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CAP. 2 Alteragdes ao Programa

2.1.3 A MATRIZ PARA O ESTADO PLANO DE DEFORMACAO :

Para o caso de estado plano de deformagdo, tem-se:

mw.(1+v,)  mv(1+v) 0
Dd = E/J(1+v)(1-v, - 2v), o (1+v)  (1-mvd) 0
0 0 m(1+v,)(1-v, —2nvi)
H =(1-nv3) J=(1+nv,) L =(1-nv, =2nv3)
D, =E,/JL D, =nH D, =nv,J
D, =(1-mv}) D, =mJL
DI D2 0
D,d= Do* D2 D3 0
o 0 D4
[ A B Cn DI D2 0 A B <
Dd=TDdT= B A -C2 |[*N| D2D3o0 |*| B A C
.C C (A-B) 0 0 D4 cr -C2 (A-B)
[ K1l K12 KI3
Dd=TDdT'= K21 K22 K23
K3l K32 K33

Os elementos d matriz final ficardo :

Kll=Z11*A +Z12*B +Z13%(C/2)
K12=Z11*B +ZI12*A +Z13*(-C/2)
K13 =Z11*-C +Z12*C +Z13*(A-B)
K21 =Z21*A +Z2*B +Z23*(C/2)
K22 =2721*B +Z22*A +Z23%*(-C/2)
K23 = Z21*-C +Z22*C +23*(A-B)

K31 =2Z31*A +Z32*B +Z33*(C/2)
K32=2Z31*B +Z32*A +Z33*(-C/2)
K33 =Z31*-C +Z32*C +Z33*(A-B)

2.2  ALTERACOES NAS ROTINAS DO PROGRAMA "FEMPLANO"

Com vista a poder-se adicionar este novo modulo que permute o calculo de matenais com anisotropia
transversal, foi necessario fazer-se algumas alteragdes no programa. So essas alteragSes que se mostram de
seguida por ordem de execugdo do programa.

1* ALTERACAO ROTINA "PREPLAST.FOR"

la)  (linha60)
Identificar se o problema envolve ou ndo anisotropia. através da leitura da vanavel
"niso''. (linha 60)
NISO =0 ndo ha anisotropia.
NISO = 1 ha anisotropia transversal

1b) ( linha 90)
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CAP. 2 Alteragdes ao Programa

2.1.3 A MATRIZ PARA O ESTADO PLANO DE DEFORMACAO :

Para o caso de estado plano de deformagdo, tem-se:

my(1+v))  avy(1+v) 0
D0d=E:/1(1+v1)(1—v] -2v)) nv,(1+v,) (1-nv3) 0
0 0 m(1+v)(1=v, =2nvs)
H =(1-nv3) J=(1+nv,) L=(1-nv, —2nv)
D,=E,/lJL D, =nH D, =nv,J
D, =(1-mv)) D, =mJL
[ DI D2 0
D,d=DO* D2 D3 0
. 0 0 D4
A B (CR2 DI D2 0 A B -C
Dd=TDdT'= B A -C2 *N D2 D3 0 * B A C
-C C (A-B) 0 0 D4 cr2 -C/2 (A-B)
[ KIl  KI2  KI3
Dd=TDdT'= K21 K22 K23
| K31 K32 K33

Os elementos d matriz final ficardo :

K1l1=Z11*A +Z12*B
K12=Z11*B +ZI12*A
K13 =ZI11*-C +Z12*C
K21 =7Z21*A +Z2*B

K22 =Z21*B +Z22*A
K23 =Z21*-C +Z22*C
K31 =Z31*A +Z32*B
K32 =Z31*B +Z32*A

+Z13%(C/2)
+Z13*(-C/2)
+Z13*(A-B)
+Z23*(C/2)
+Z23%(-C/2)
+23%(A-B)
+Z33%(C/2)
+Z33*(-C/2)

K33 =Z31*-C +Z32*C +Z33*(A-B)

2.2 ALTERAC()ES NAS ROTINAS DO PROGRAMA "FEMPLANO"

Com vista a poder-se adicionar este novo modulo que permite o calculo de materiais com anisotropia
transversal, foi necessario fazer-se algumas alteragdes no programa. Sdo essas alteragdes que se¢ mostram de
seguida por ordem de execugdo do programa.

1* ALTERACAO ROTINA "PREPLAST.FOR"

la) (linha 60 )

Identificar sc o problema envolve ou ndo anisotropia. através da leitura da vanavel
"niso". (linha 60)

NISO =0 ndo ha anisotropia.

NISO = 1 ha anisotropia transversal

1b) (linha 90)
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CAP. 2 Alteragdes ao Programa

"npro" ¢éa variavel que regista o numero de propriedades a serem futuramente
lidas. Automaticamente é feita a atribuigdo do numero correcto consoante a situagao.

NPRO =5 se NISO =0
NPRO =8 se NISO =1

1c) (linha 125)
Adigdo na instrugdo de escrita da variavel "NISO"

1d) ( linha 1050)
Adigio nos parametros de chamada a rotina "SUBPRE.FOR" da variavel "NISO"

2* ALTERACAO SUBPRE.FOR

2a) (linha 16)
Adigdo nos parametros do cabegalho da rotina da vanavel "NISO".

2b) ( linha 140)
Se o problema a tratar for anisotropico ha que ler mais trés propriedades adicionalis,
concretamente os modulos de Young em cada uma das direcgdes ¢ omodulo de resistencia ao corte.

3* ALTERACAO FEMPLANO.COM

3a) ( linha 25)
Adicao de niso como variavel global.

3b) (linha 27)
Redimensionar a matriz "NPROPS" de 5 propriedades para as 8 maximas
necessarias.

4*ALTERACAO  ANINPUT.FOR

4a) ( linha 900 )
Adigdo na instrugdo de leitura e no respectivo formato, de "NISO".

4b) ( linha 970)
Alteragio da instrugdo de formatagio de escrita de "SE14.6"" para "8E14.6" .

5* ALTERACAO STIFFPS.FOR

5a) ( linha 25)

De acordo com o problema a tratar faz-se uma chamada a rotina "MODPS" ou
"ANMODPS" consoante se¢ trate de um caso 1Sotropico ou anisotropico
respectivamente.

6" ALTERACAO ANMODPS.FOR

Esta rotina ¢ totalmente nova. Tal como a "MODPS". tem por fungdo o calculo da "DMATX"
que ¢ utilizada posteriormente na "STIFFPS" para o calculo da matriz de rigidez.

7* ALTERACAO CHECKI1.FOR

4a) ( linha 900)
Admitir que "nprop" possa tomar o valor de 8 (oito) propriedades diferentes.

Pag. 2.4



CAP. 3 Estudo Teorico da viga

3. ESTUDO TEORICO DA VIGA

3.1 LEIDE HOOK

YO

Yl

XO

fig. 3.1

A lei de Hook generalizada para o caso de uma viga transversalmente isotropica, referente ao sistema de
eixos (x0,y0) é:

£,=a,0,—Q,0,+a,T,, 3.1] & TG, [3.4]
. 12 12+ 16 * [ E, : [‘,: ;
vV, 1
£, =—0,,0,+0,,0, +0T,, [3.2] &= =g i [3.5]
’ T T T ' E1 *‘E‘: '
1
Vi =60, T A0, T g Ty (3.3] Vo =G T [3-6]

Na primeira coluna a lei apresenta-se com coeficientes generalizados. Na segunda os coeficientes sao
expressos em termos das constantes de engenharia, ou propriedades dos materiais, sendo:

El Moédulo de Young na direcgdo das fibras

E2 Modulo de Young na direcgdo perpendicular a direcgdo das fibras
vl Cocficiente de Poisson na direcgdo das fibras

G Moédulo de Resisténcia ao corte transversal

As equagdes acima apresentadas aplicam-se quando a placa tiver a direcgdo das fibras coincidente com a
do sistema de eixos, ou seja (x0,y0) coincidente com (x1.y1). Para o caso em que o angulo [ seja diferente de 0
(zero) as deformagdes no referencial (x0.y0) serdo obtidas da seguinte forma:(figura 3.1)

: C e S ST .
€, =0, 0, —ap0, AT, [3.7] &, =70, ——F-0, +i]' To (3. 10]
- - E * E " E
. e {5 v i v; i | q; !
£, =—0,,0,+0,0, +0yT, (3.8] R = e o I e 8 [3.11]
- EE E "
; - B i . v, n |
Vo = _alﬁo-x +a260-v +aﬁ6 Ty [39] :/rr =T Jx ey T r.u' [312]
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CAP. 3 Estudo Teorico da viga

3.2 COEFICIENTES DE TRANSFORMACAO

A obtengio dos novos coeﬁcientes aij ¢ feita através das seguintes equagdes:

1 cos'p v, sen'f
l=—= H= e + %13
a Ex E G )s n*fB.cos’ B L, (3.13]
v, v, 1 1+v 1+ Vs 2
12=— = 1-!-——‘—— (2 3.14
a E-E 4( E £ G)sen (25 (3.14]
1 sen'p . » , cos'f ’
22=—r= +~———' sen”f.cos” f+ 3.1
a E = E ( G E ).sen”f.cos” 8 E, [3.15]
et _semB_cos B (L= 2% cos(2B). sen(2p) (3.16]

11
E E, E 2G E
I -1

a26=—> = ———~——(——2‘Vl Ycos(2f3).sen(23) (3.17]
1

E E__E 26

L1 d+v 1+v. 1. .
66=— = —+ L 2 Nsen 3.18
¥~ =G¢'"E el 3.18]
v, v,
.S — Y 3.19
E E B3.19]

Assim, conhecidas as propriedades do material para uma dada orientagdo das fibras. ¢ possivel
determinar as deformagdes em qualquer sistema de eixos.

E com base nas equagdes apresentadas que se irdo obter para cada exemplo. as propriedades para os
varios angulos B estudados
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CAP. 4 Viga encastrada a Flexdo

4. EXEMPLOI VIGA ENCASTRADA A FLEXAO

4.1 INTRODUCAO

O capitulo subdivide-se em duas partes principais.
Na primeira parte (dois primeiros sub-capitulos) faz-se a exposi¢gdo do problema a ser tratado,
apresentando-se as solugdes analitica e teorica. Apresenta-se também a organizagdo dos dados a ser apresentados

¢ as razoes dessas escolhas.
Na segunda (restantes 4 sub-capitulos) expde-se os resultados para as varias tensdes ¢ para 0s

deslocamentos concluindo-se com as observagdes que resultam da analise desses mesmos resultados.

4.2 EXPOSICAO DO PROBLEMA

4.2.1 SOLUCAO ANALITICA

A
YO0
todas as unidades em milimetros
q=1000 N/m
b=10 e \\Y >

R 4 Xy
% < \

N\ B N
}—' L=450 X0
h=1

v Yl
fig. 4.1

De acordo com [1], uma viga nas condigdes da figura 4.1, as equagdes analiticas que descrevem o seu
comportamento, a nivel de tensdes e deslocamentos, sdo as seguintes:

cn=%}‘:+%*%*%*(l—li'f:)JrZ*(%—z—%)*(“;—%) [4.1]
a,:%*(_n%_%y [42]
= Eehoy) (Lt 22 (431
i =—gj—‘}*(x4 —4Px +31") - gg;*(m,: +4a,, —g*gf—j)*(x‘—l)z (4.4]

As variaveis x e y das equagdes, sdo referidas ao sistema de eixos (x1,y1), sendo o referencial (x0,y0)
usado para a solugdo numérica. Os factores aij sdo os apresentados nas equagdes 3.13 a 3.19.

As equagdes dependem apenas dos pardmetros geométricos (altura, comprimento ¢ espessura),do
valor da carga, e dos coeficientes aij. Estes por sua vez sdo obtidos a partir das apenas as propriedades dos
materiais e o angulo () da orientagdo das fibras.
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CAP. 4 Viga encastrada a Flexdo

4.2.2 SOLUCAO NUMERICA

Apos as alteragdes efectuadas no programa de elementos finitos, descritas anteriormente no capitulo 1,
fez-se a introdugdo dos dados obedecendo as condigdes geométricas. de carga e de equilibrio da figura 4.1. A
malha escolhida esta representada na da figura 4.2.

1.2 3 16 17 18 34 3538
| | |
100
3 3 3 3 2 2 2 2 1 1 1 1
450
1=(125* 25) R=(12.5"375) 3=(125"°56.25)
fig. 4.2

Uma vez que o referencial para a equagdo analitica ¢ diferente do referencial utilizado na solugao
numérica houve o cuidado de fazer as alteragdes necessarias de forma a calcular os valores das tensdes e
deslocamentos para os pontos de Gauss obtidos na solugdo numérica. A viga foi dividida em 96 elementos,
considerando-se oito ao longo da altura e 3 pontos de Gauss. No total obteve-se 36 secgdes e. em cada uma destas
24 pontos com o valor das tensdes. Na figura 4.2, indicam-se algumas das secgdes. omitindo-se as restantes para
ndo a sobrecarregar .

4.2.3 PROPRIEDADES DOS MATERIAIS

A viga em estudo apresenta, para uma orientagdo das fibras com o eixo "x0", as seguintes caracteristicas:

El =22.4 [Ga]
E2 = 2.82 [GA]
G = 1.06 [GA]
G = 1.06 [GA]

43 APRESENTACAO DA ESTRUTURA DOS RESULTADOS

Apos se terem calculado as tensdes em cada um dos pontos das secgdes para os quais foram obtidos
os valores numéricos , fez-se o calculo do erro relativo ( em percentagem ) da seguinte forma:

Erro relativo = 100 * ( valor analitico - valore numérico ) / valor analitico [%]

De forma a orientar a exposi¢do dos resultados, foi feito um estudo prévio. O grafico da figura 4.3
mostra os valores dos erros superiores a 10% em cada secgdo, para as varias secgdes da viga, com um angulo de
45 graus. Como se confirma para os restantes angulos, existem trés zonas distintas ao longo da viga. Proximo do
extremo livre (sec¢do 1), zona do meio da viga (secgdo 18) e extremo encastrado (secgdo 36).
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CAP. 4 Viga encastrada a Flexdo

° Erros > 10%

1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34

fig. 5

Assim. os resultados serdo apresentados separadamente, para cada uma das tensdes (Gx. Gy ¢ Txy) ¢

para os deslocamentos.
Em cada uma das tensdes faz-se a analise nos diferentes angulos de orientagdo das fibras, nomeadamente

0,15,30,45,60,75 e 90 graus.
Para cada angulo serdo apresentados os seguintes graficos:

- Dois graficos junto a extremidade livre (secgdes 1 € 5)
- Dois graficos da zona do meio da viga (secgdes 10 ¢ 18)
- Dois graficos junto a zona do encastramento (30 ¢ 36)

Serdo apresentados ainda. trés graficos com os valores dos erros relativos. tentando quantificar a
aproximagdo entre os resultados numéricos e analiticos. Mais uma vez se mostram 0s €rTos nas secgoes que se

julga ser as mais representativas.
No final da exposi¢io de cada uma das tensdes, apresentam-se algumas observagdes relevantes para as

conclusdes finais .
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CAP. 4.4 Tensoes Gx

4.4 TENSOES GX

4.4.1 ANALISE DA EQUACAO ANALITICA

Para um melhor entendimento do andamento das tensdes, ao longo da viga e com a variagdo do angulo, ¢

importante analisar as vdrias parcelas da equagdo analftica. Rescrever-se a equagdo 4.1 subdividida nas seguintes
parcelas:

o =iﬁl+£* ﬁ.*ﬁ*(l_ 122’2)4-2*{2013 * dgs _i)*(iyi_él [4.1]
* 2j hila, b b 4a, a, b 5b
2 2
p1=£2 py=ti Xy 12V
2j a, b b
P3=(2an+a66 _ﬁ) P4=4_yf’__i)i)
4a, a’ b* 5b

Utilizando os dados para o caso do dngulo de 45°, os graficos abaixo representam o andamento de cada uma das

parcelas da equagdo, para vérias secgoes.
As parcelas P1 e P2 variam apenas ao longo da viga e sdo independentes do &ngulo. H4 um aumento dos

valores proporcional com o aumento da coordenada "x", em ambos os casos. (figuras 44¢e4)5)

I‘;g"‘ﬁ] —_— Parcela P1 Parcela P2

60

40

20

0

-20

-40

48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48

fig. 4.4 fig. 4.5

P3 ¢ um valor constate para cada 4ngulo e o seu andamento ¢ representado na figura 4.6. A parcela P4 ¢
constante para todas as secgdes da viga e ndo varia com o dngulo. (figura 4.7)

Sendo a equagdo 4.1 uma composi¢do das quatros parcelas, as variagOes destas vdo fazer-se sentir para 0s
vérios pontos da viga e para os vérios dngulos, como a seguir se apresenta.
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CAP.4.4 Tensdes Gx

P3 vs.angulo 0.2 - Paracela P4

\\_ . TN
G = o |

iso 0 15 30 45 60 75 90 -0.2
48 40 32 16 0 -16 -32  -40  -48

fig. 4.6 fig. 4.7

4.4.2 APRESENTACAO DE RESULTADOS

Seguem-se os resultados para os virios 4ngulos. Para cada valor do Angulo apresentam-se seis graficos
representando as tensdes analfticas € numéricas em comparagdo. Apresentam-se trés graficos com os erros relativos
entre as duas solugdes, paras algumas secgdes que se julgam serem as mais representativas.

B=0 GRAUS

O andamento da tensdo comega por seguir uma equagio cdbica para a secgdo 1 linearizando-se a medida que se
caminha para a secgo 36.

A tensio numérica difere bastante para as secges iniciais, aproximando-se progressivamente do valor analftico,
sendo contudo sempre inferior. A partir da secgdo 10 até a 30 os resultados sdo quase coincidentes, voltando novamente
a divergir perto do extremo encastrado.

WzPa] Seagio 1 {h:’a] Seoco 5 ﬂ‘:i] Secgio 10
2 3 6
11 2 4
L 1 2
04 0 0

3
2! 4
8 4 B 16 0 -16 2 40 48| 48 4 2 16 0 -16 32 40 48| 48 40 32 16 0 -6 -2 40 48
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CAP. 4.4 Tensoes Gx

48 40 32

Seccio 18

16 0

-16

R 40 48

[MPa
60—

48 4 32 16 0 -16 -32 40 48

Secgio 36

484032160-16-3240-48'

Uma forma de contabilizar essa convergéncia ¢ através dos erros relativos entre as duas solugdes que se
apresentam nos grificos a seguir. Inicialmente tém-se erros elevados (ji esperados apds a analise dos gréficos
anteriores). Nas secgdes centrais os erros ndo ultrapassam os 10% .

Relativamente ao extremo livre, teoricamente para X igual a zero o valor ¢ nulo e o resultado numérico
aproxima-se mais da realidade.

Os erros na zona central da viga sdo mais elevados perto do eixo neutro devido ao valor da tensdo nula ou
préxima. Assim um pequeno erro comparado com zero (ou um valor muito préximo) é sempre elevado.

+
201
48 40 32

16 0

-16

-2 40 48

% Brs
| ——10—0—18 ——2xn

16 0

16 R 40 48

B8 &R

-50
48 40 32

16 0

16 R 4 48
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CAP.4.4 Tensdes Gx

B =15 GRAUS

Os resultados tedricos reflectem, de forma acentuada, a contribui¢do da parcela P2 da equagdo, deixando de
haver simetria relativamente ao eixo neutro da seccio.

Os resultados numéricos conseguem acompanhar essa variagdo em termos de andamento, mas em termos de
valores sdo bastante diferentes. Na extremidade as diferengas sdo mais acentuadas do que para =0°.

De salientar a inversdo da curvatura da solugdo teérica na secgio 1.

[MPa] Secciio 1 [MPa] Secgdo 5 B Secgio 10

4

-10 -14
48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48 48 40 32 16 0 -16 -32 40 -48

-1

(WP Secgio 18 [MPa Secgiio 30
20 - 60
10 4 40+
0. 20
0 4
.10 +
204
20 4
-40 |
304 P
-40 -80
48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48 4 4 32 16 0 -16 -32 40 <45

No extremo livre € onde os erros sdo maiores, especialmente em alguns casos pontuais da sec¢io. Na zona
central e no extremo encastrado, perto do eixo neutro da secgdo, verificam-se erros elevados. Para isso contribui o facto
da passagem de negativa a positiva de Gx ocorrer em secgdes diferentes, originando erros elevados pois os valores em
comparagdo tem sinais diferentes. Esse facto é bem not6rio no grifico central (abaixo). Na secgdo 10 a inversdo € feita
antes do meio da viga. Para a 18, a inversdo ¢ mais proxima. O pico elevado do erro acompanha essa progressio. Os
restantes valores sobem de valor também.

Fxs - Exs
——0—0— 18 ——2 |

48 40 RN 16 0 -16 -2 40 48 B8 0RO -6 -0 B 48 40 32 16 0 16 32 40 48




CAP.4.4 Tensoes Gx

B =30 GRAUS
Para este ingulo, o andamento ¢ semelhante ao caso anterior de 15 graus, notando-se apenas que tendem para a
linearidade
[MPa] [MPa] [MPa] 10
5 Seccio 1 =i Seccdo 5 e Secgio
0
0
0
0 "y
0
0 L
0
0 —=a—N
0
0 0—T 12 =T
0 -14
48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 48
[MPa] Secgiio 18 [MPa] Secgio 30 [MPa]
20 - 60 200 -
150 {
100 {
50 4
04
[
-50 4 O—T
-100
48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48

Os erros seguem, também, o mesmo andamento ¢ explicam-se da mesma forma. H4 a salientar que, apesar dos
erros méximos serem mais elevados, no geral, nota-se uma diminuig3o do seu valor.

% Exg
1400
—_ | — 3 ——5

1200
j(100]

an

60

400

20

0
.mi
400

48 40 2 16 0 -16 -2 0 8

%
20
a0t
150

8 0 R

6 0 -16 - 40 48

48 0 R

6 0

R 40 48

-16
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CAP. 4.4 Tensoes Gx

B = 45 GRAUS

Para a secgdo 1 existe uma inversdo no andamento (volta a ser o mesmo para 0 graus) dos valores analfticos,
mantendo-se a mesma variagio dos valores numéricos, o que ird implicar erros elevados para esta zona.
Como se observa na sec¢do 18, volta a existir a linearidade da tensdo.

e Secgio 1 [MPs) Seogdo S [MPs) Seocdo 10

48 40 32 16 0 -16 -32 40 48 48 40 32 16 0 -16 -32 40 -48 48 40 32 16 0 -16 -32 40 -48

[MPa) Secgio 18 (MPa] Secgio %
B 200
20 4 150
104 100
0 50
-10 4 0 ...-"
et i
220 -50
e -100 =1
48 40 32 16 0 -16 -32 40 48 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48 48 40 32 16 0 -16 -32 40 -48

Para a extremidade livre e para a encastrada, pioram os valores dos erros, especialmente, 0 seu valor maximo,
como se depreendia do gréficos anteriores. No entanto, para a zona central, comega a notar-se um melhoramento geral
quer nos valores maximos dos erros quer no seus valores médios

% 4

200, s 10
—0—3 —+—35
10004
10}

am}
&om by
400 o
20

03 h----.-...-._l‘-‘ »
-0 -1 L

8 40 2 160 -6 -2 4 48 8O IO -6V 0 48 8 0O R 6O -6 -R D 48

Pag. 4.9



CAF. 4.4 lensoes UX

B = 60 GRAUS

Os andamentos tormam-se cada vez mais lineares com maior aproximagao das duas solugdes.

(MPa) Secgio 5 gl Secgio 10

014
014
024
024
48 40 32 16 0 -16 -32 40 -48 48 40 2 16 0 -16 -32 -40 -48 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48
(MPa) (MPa] 30 30 [MPa] %
il Secciio 18 Secgio bl Secgio
100 4
01 804

=10 4

—8—N

-20 4 -40 4
0 ——T

.30 -80

48 40 32 16 0 -16 -32 40 -48 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 48

A analise dos erros demonstra a maior convergencia dos resultados especialmente nas extremidades da viga.

% 7 %
Bxs B Bxs
200+ 20 A0
——] —0—3 —+—5§
0 w
20
1%
100
10 0
L) -100
20
1)
i)
[ ——3%
1 -100 ;
8 40 R 16 0 -16 32 40 48 B8OV W0 -6 0B 48 40 R 16 0 -6 - 40 48
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CAP. 4.4 Tensoes Gx

B =75 GRAUS

Para as extremidades volta-se a acentuar uma maior aproximac¢do das curvas, apesar dos valores ndo
coincidirem. Consequentemente a zona do meio da viga, onde os resultados sdo quase coincidentes, cresce em extensdo.

16 0 -16 -32 40 -48

[MPa
o f

48

Seogo

40 32 16 0 -16 -32 40 -48

[MPa]
15+

Seogao 10

10 +

-10

48 40 32 32 40 48

16 0 -l6

104

-20 ¢

30

48 40 32 16 0 -6 -2 -40 48

40 32 16 0 -16 -32 -40 -48

/

-16 -32 40 48

48 40 32 16 0O

Os erros mostram exactamente essa melhoria, passando na zona central de um erro maximo de 5% para -18%.

%
400
20}
0% Y
2wl
400 4
600 4+
-800 ¢
00: f —e— ) —0—3 ——5
1201
4 40 32 16 0 16 -2 40 48

48

Brs
—— 0 —0— 18 ——21

0 3216 0 -16 -2 40 B8

Fo
100 +

-100 4

B ——3

—— 3

-1504

48 40 32 16 0 -16 -32 40 48
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CAP. 4.4 Tensoes Gx

B = 90 GRAUS

Para 90° seria de esperar algo semelhante ao verificado para zero graus.

lineares.

Neste caso, as curvas s3o mais

[MPa]
03

0.2
02
0.1
0.1
0.0
0.1
0.1
0.2
0.2

0.3
48 40 32

Secgio 1

—8s—N

_Q_T

16 0 -16 -32 40 -4

48 40 32

16 0 -16 -32 40 -48

40 32 16 0 -16 -32 40 48

48 40 32 16 0 -16 -32 40 48

40 32 16 0 -16 -32 -40 -48

388 83

I

58

6 0 -16 -32

40 32

A comparagio dos erros esclarece essa melhoria, existindo uma maior regularidade nos erros.

%
iy Hios

——] —0—3 —+—5
3501

150 4
100 4
Np--p-a-1 r..m-l-.’
0 L3
O OO SO 00000
* & “e-e
S0l
48 40 1 16 0 -16 -32 40 48

%
0

/

48 40 2

Brs

L B o e e

—— 10 —O0— 18 ——t—0

6 0 -16 -2 40 <48

%
10+

5L
48

Hios
e M\

L

—_—— 3y —0—33 ——3

40 32 16 0 -16 32 40 -48
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CAP. 4.4 Tensodes Gx

4.4.3 OBSERVACOES

Ap6s a exposicdo anterior, ressaltam algumas observagdes relevantes:

e A evolugio da solugdo teérica ao longo da viga, para todos os ngulos, comega por obedecer a uma
equagdo ctbica ou quadrdtica, passando a tomar uma forma mais linear para a zona do meio da viga.
Perto da extremidade encastrada volta a tender para um andamento parabélica. A solugdo analftica,
embora siga 0os mesmos andamentos, tem valores geralmente inferiores.

e Com 0 incremento do angulo, nota-se um aumento acentuado dos erros, culminando no angulo de 15°,
diminuindo a partir deste valor.

H4 pois uma parte da viga onde as solugdes sdo convergentes. Essa zona diminui ao caminhar-se para os 15°
voltando aumentar a partir dai até aos 90°
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CAP. 4.5 Tensoes Gy

4.5 TENSOES GY

4.5.1 ANALISE DA SOLUCAO ANALITICA

No caso da tensdo Gy, a equagdo tem apenas uma parcela. Como se observa na equagio 4.2, o valor de Gy ¢
constante ao longo de toda a viga e também ¢ independente do dngulo, variando apenas na sec¢do. Toma valores nulos
no bordo nio carregado, atingindo o seu valor maximo para o bordo carregado (carga por unidade de comprimento a
dividir pela espessura da viga).

3
=i* _].;.ﬂ_‘t_y 4.2
o, Zh( p 1,}3) [4.2]

4.5.1 APRESENTACAO DE RESULTADOS

Ao contrario da solugdo teérica, os valores numéricos diferem com o dngulo de orientagdo das fibras, pelo que

se apresenta os andamentos e 0s erros para 0s vérios dngulos.
Mostram-se as progressdes da tensdo, tal como anteriormente em Gx, sendo os extremos da viga e a zona

central, as mais relevantes.

B=0 GRAUS

As primeiras secgdes do extremo livre, divergem da solugdo tedrica. A partir da sec¢do 5 até a secgdo 30 os
resultados sdo praticamente coincidentes. Novamente, no extremo encastrado e secgOes proximas, os resultados
numéricos ndo sdo representativos. H4 um completo afastamento dos andamentos e dos valores nesta zona. Tal facto,
explica-se pelas reac¢Ges obtidas numericamente, na secgdo de encastramento ndo serem correctas. Verificam-se em
algumas delas valores negativos, quando deveriam ser todas positivas, uma vez que o Unico carregamento € no sentido
descendente. Verifica-se 0 mesmo, ao executar-se 0 programa para o caso da viga isotropica.

[Mpglq ; , Tensdes Gy = (MEal Tensdes Gy

—t—t—t———— +——t——t———t—t—t—t— 16

A analise dos erros define melhor a zona onde os desvios se verificam. Comparando os valores obtidos nas
seceoes 1, 3 e 5 (grdfico abaixo, da esquerda) verifica-se que rapidamente convergem para a solu¢do numérica.

No gréfico do centro os erros sdo pequenos comegando a crescer a partir da sec¢do 23. No outro extremo o0s
erros sdo bastante elevados praticamente em toda a secgdo.

E de salientar ainda que para o bordo inferior (y = 48 mm), os erros sdo altos devido ao facto dos valores
tedricos serem muito préximos de zero.
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CAP. 4.5 Tensoes Gy

%
;g» Eiros 400 —
10 + 300 4
0 200 4
-10 4+ 100 1+
220 4 0
-30 + -100 +
40 + =200 +
-50 4+ =300 +
w1 1 1V ——23 400 5
704a|* -500 +
. -80 L 600 L
48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48
B =15 GRAUS

Os resultados sdo bastante semelhantes ao caso anterior em termos gréficos, sendo as divergéncias maiores,
especialmente, junto da sec¢do de encastramento. A zona de erros elevados € mais extensa.

[MPa]

Tensdes Gy

Os erros sdo maiores em todas as secgdes, notando-se bastante bem, o efeito do bordo livre acima explicado.

500 +

-500 18
48 40

wllV

32

6 0

-16

32

40 48

%
700 -
600 -

16 0 -16 -32 -40 -48

40 32

%
1000 +

800 +
600 4
400 4
200 4
0
-200 4
-400 |
-600 4
-800 4

-1000 L
48 40 32 16 0 -16 -32 -40 .451
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CAP. 4.5 Tensoes Gy

B= 30 GRAUS

Existe uma maior dispersdo dos resultados ao longo de toda a viga, sendo apenas significativa a aproximagdo
em poucas secgdes do meio da viga.

[MPa] Tensdes Gy — T [Mﬁ?l Tensdes Gy

48 40 32 16 0 -16 -32 -40  -48

% Erc %

500 - 800 1

400 | 700 1

300 ] 600 |

5 500

2004 400 4

100 + 300 +

0 4 ; 200 +

e N L
-100 4 \ :.,..rr"' 100 4
| |

g 4

. -100 4
e -200 4
-400 4 -300 4
5001 400 L J
48 40 32 16 O -16 -32 -0 -48 48 40 32 16 O -16 -32 -40 -48 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -431
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CAP.4.5 Tensoes Gy

B= 60 GRAUS

Nio se mostram os resultados para 45° pois continuam a divergir, como mostram os gréficos abaixo. Para um

angulo de 75 graus, a divergéncia ainda ¢ maior.

(MPa] Tensodes Gy

S,

——T —0O0—1 . 3

[MPa]
120

100 4

80 4

60 4

Tensoes Gy

400 -

200 4

=200 4

400 L

-800 L
48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48 48

—{}—18

—e—23

-16 -32 -40 -48

-10000 1 b
48 40 32 16 0 -16 -32 -40 48
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CAP.4.5 Tensoes Gy

B =90 GRAUS

Quando o 4ngulo se aproxima dos 90° comegam a aproximar-se os resultados.

[MPa] Tensdes Cb; [-\"12?03] Tensoes @

—_—s—T —0O0—1 . 5 e 10

Os erros t8m um andamento semelhante ao registado para 0° mas oS seus valores sdo superiores. A
convergéncia dos dois resultados ¢ jé aceitdvel. para a zona do meio da viga.

Fo
100 +

80 ¢+
60 1
40 +
204

0
-20 +
.40
-60 +
-80 ¢+ -80 ¢+ —_— 23

-100 L -100 L4 .
48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 48

4.5.3 OBSERVACOES

« Ao contrério da solugio analitica, a solugdo numérica difere para as vdrias secgdes da viga.

e Quanto maior for o 4ngulo B, maior sdo as diferengas entre as duas solugoes.

« Os erros para 0 bordo inferior ndo carregado sdo sempre elevados, devido a comparagio de
valores muito proximos de zero.

« As duas solugdes sdo convergentes para o bordo superior carregado, excepto na zona do
encastramento.
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CAP. 4.6 Tensoes Txy

4.6 TENSOES TXY

4.6.1 ANALISE DA SOLUCAO ANALITICA

Rescrevendo a equagdo 4.3, considere-se as seguintes parcelas:

gx b o qagy 4’
b e N LAY 4.3
xy —{2;' 2 y) (—(ha“ b b3) (4.3]
gx b> qa,,y 4y’
Pl=-—H—- P2 = (5L ——
2j 4 7 (ha“b b’)

Da parcela "P1" verifica-se que varia ao longo da secgdo, sendo independente do 4ngulo de orientagdo das
fibras. O gréfico da esquerda mostra que o valor méximo tensio € maior no meio da viga diminuindo até aos bordos
livres .

Inversamente, "P2" é constante para as vérias secgdes, variando com o angulo devido ao guocieme "al6/all” de
acordo com o gréfico central. Com o aumento do dngulo as tensoes méaximas vdo diminuindo. E ainda de notar que 0
contributo dessa parcela, para 0 caso isotropico,, zero ¢ noventa graus, ¢ nulo.

[MPa] Parcela P1 (Pa) Paroela P2 vs. angul
- 400000 T —— |5 ...-l—l\.
300000 T 0— 45 / \\
4
200000 + —_—5 /. l\
100000 T
/ \
0 ',",""“_""""".‘ v

A TR S i A LI P fum S |
uuuuuu Ml B T yev " T g

13 16 19 2

-100000
200000

v
300000 7

8 40 216 0 16 2 0 B

Variagdo de (al6/all) com beta

Pag.4.19



CAP. 4.6 Tensoes Txy

4.6.2 APRESENTACAO DE RESULTADOS

B=0 GRAUS

Os resultados teéricas sdo idénticos para o caso isotropico, pois a segunda parcela continua a ser nula ¢ a
primeira ¢ independente do 4ngulo. As solugdes convergem para a zona central da viga, divergindo nos extremos(
especialmente no extremo encastrado).

[MPa] Secgio 1 [MPa] Seccio § [MPa] Secgdo 10
03 - l,l-l‘ 1 i
" -5

024 ). u .
021 1
0.1
|

0.1

. |
0.0 . N
011 0

|

\ 0 —_{T
0.1 “'\/ —0—T /'/
024 0 Fei————

48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48| 48 40 32 16 O -16 -32 -40 -48 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48

l*‘s’“ffl Seccio 18 H‘;ﬂ_’fl Seogiio 30 l*;ﬂjfl Secgdo 36

W ﬁ

41

34

31

24

74

48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48 48 40 32 16 0 -6 -32 40 -48 48 40 32 16 0O -16 -32 -40 -48

Os trés gréficos seguintes mostram os erros relativos, para as respectivas secgdes. Para os extremos da viga os
erros sdo elevados, especialmente nos bordos de cada secgdo. Na zona central da viga os erros sio inferiores a 15%..

% Hros
5.
04
54
——10
104
—0— 33
-15 ; 3
j =8 s 1200 § T
20l 1400 1 *
48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48 48 40 32 16 0 -16 -32 40 -48
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CAP. 4.6 Tensoes Txy

B = 15 GRAUS

Os resultados tedricos reflectem, de forma acentuada, a contribui¢do da segunda parcela da equagdo. Deixa de
haver simetria relativamente ao eixo neutro para todas as secgdes.

Os resultados numéricos conseguem acompanhar essa variagio em termos de andamento até a secgdo 30, a
partir da qual existe uma profunda divergéncia das solugdes.

[N[IJP;] Secgiio | b Secgdo 10

0.4
0.3
0.2
0.1
0.0
-0.1
-0.2
-0.3

0.4
48

[MPa] Secgio 18 (MPa] Secgio 30 (MPa] Secgdo 36

2 -5
48 40 32 16 0 -16 -32 40 -48 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48

Para a zona central o valor dos erros aumenta relativamente ao caso de 3=0°

% % %
Bros Bros
200 80; —8— 10 —0— 18 —+—23 2000
Jt+1 —0—3 —+—5 .
lmh /I—I—I-I-l-l-l g 60«-\.\ 0 RS
0 ¥ MRl e e il e -0 2000 4
' 404 \
-100 4000 1 ——130
-200 6000 +
—0— 33
-300 -8000 4
— 36
-400 -10000 4
-
-500 40l -12000 L
48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -ml 48 40 32 16 0 -16 -32 40 48 48 40 32 16 0 -16 -32 40 -48
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CAP.4.6 Tensdes Txy

B = 45 GRAUS

A medida que o 4ngulo aumenta, a contribui¢do da segunda parcela diminui, tomando tomando o grifico das
tensdes a forma de uma pardbola. De salientar que a pesar dos andamentos das duas solugdes serem semelhantes hd um

desfasamento de valores

O andamento dos resultados numéricos mantém-se, mas com uma certa irregularidade.

[MPa]
03+

Seccio 1

[MPa]
1+

Seogdo 5

(MPa]

Secgdo 10

48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48
[MPa] [MPa] Secgdo 36
14 - 120
—a— N
124 100
10 1 —_——
80 ¥
84
6 - 60 4
4 - 40
2
20
0
-.’ D ‘-'
."-'I'.-I-'
4 20
48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 .48

Como consequéncia do desfasamento os erros aumentam significativamente, mesmo para a zona central da viga.
Para as sec¢des préximas do encastramento os erros sdo tdo elevados que ndo se pode considerar a solugdo numérica

representativa da solucdo analftica.

Bros

232 40 48

-16

48 40 32 16 O

%

Bros
300T —8s— |0 —0— 18 ——23

48 40 32

16 0 -16 -32 40 -48

-20000
. 36
-25000
1 .
-30000 L
48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48
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CAP. 4.6 Tensoes Txy

B = 60 GRAUS

Uma vez que o coeficiente al6/all ¢é praticamente nulo, todas as secgbes tém formas de pardbolas e sdo
simétricas relativamente ao eixo neutro da viga. As solugdes para este ingulo sdo praticamente idénticas ao caso
anterior, sendo apenas o desfasamento menor.

[1;{13’3] Seccio 1 [hlaﬂ’a] Secgio S [N:P_a.] Secgao 10
. T N T

024 ) i T

) “

0.1 4

48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48

[MPa] Secgdo 36

— 0 Tttt PR T e T T T Al
1 = -

48 | 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48

% Fros % Bos X Eros
300 - 200 2000
—a— ] —0—3 —e—5 o
200 1
100 § R A e

04 00000 0-0-0-o—b-a-b-0-4-4--9

=100 4+
\l,.-."'-—l—.-",._.-'-'__'_.‘._.,l"'.
-200 4
-300 —_—
-400 23 16000 |
-400 -500 18000
48 40 32 16 0 -16 -32 40 -48 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 48 48 40 32 16 0 -16 -32 40 -48
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CAP. 4.6 Tensoes Txy

B =90 GRAUS

A solugdo analftica ¢ idéntica ao caso de p=0°. Os resultados numéricos diferem ligeiramente.

[MPa] Seccio 1

0.3 -

48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48

Ly a]
fiss

Secgio S [1;“'31 Secgio 10
-a.

48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48

Seccio 30 [MPa] Secgio 36

T

(o |

0:‘&:

48

0 2

31 L
™ i

32 40 -48

dd
™rTrTri

16 0 -16

LB

Comparando com os angulos de 45 e 60 graus hd uma profunda melhoria, no entanto sdo ligeiramente piores do

que no caso do dngulo de zero graus.

48 40 32 16 0 -16 -32 40 -48

-1400 L *
16 0 -16 -32 40 48 48 40 32 16 0 -16 -32 40 -48

4.6.3 OBSERVACOES

Dos dados anteriormente expostos, duas observagdes principais podem ser feitas:

* As duas solugdes diferem bastante no extremo livre, aproximando-se na zona central da viga. Essa
zona onde os resultados convergem ocupa quase a totalidade da viga para o dngulo de 0° diminuindo
até ao 15 graus, voltando novamente a crescer até aos 90°.

« Na extremidade encastrada a divergéncia ¢ total, concretamente a partir da secgdo 30.
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4.7 DESLOCAMENTOS

4.7.1 INTRODUCAO

De seguida expde-se os resultados obtidos para os deslocamentos verticais da viga. Sdo apresentados trés
grificos com para 0, 45 e 75°, exibindo cada um as duas solugdes. com 0 objectivo de mostrar a evolugdo desses
deslocamentos com o 4ngulo mostra-se um grafico com a solu¢do numérica para cada dngulo. O ultimo gréfico
quantifica a convergéncia das solugdes para os vérios dngulos.

No final apresentam-se algumas conclusdes que se consideram relevantes.

4.7.2 DEFORMADA

A solugo analftica ¢ obtida através da equagdo 4.4, que se reescreve abaixo. O andamento da deformada é
semelhante ao caso da viga isotr6pica. na secgdo encastrada o deslocamento é nulo aumentando progressivamente
sendo m4ximo na extremidade livre. No caso isotrépico essa variagdo ¢ linear. No caso em estudo essa variagdo
obedece a um polinémio de quarta ordem.

S8y Py 30 - 32 3, + a0 26 B8 ye (x- 1)
T] 24.( X ) 80.(511 Qg 3 )¥(x=1)

J J a, (4.4]

Os gréficos abaixo representam os vérios deslocamentos (dos pontos correspondentes ao eixo da viga) nas
ordenadas para os vérios valores dos "xx", gerando no seu conjunto a deformada. Apresentam-se apenas para trés
Angulos, onde se registam a pior, tipica e melhor convergéncia de resultados. No caso de 0% a maior divergéncia de
resultados, especialmente para os valores do meio da viga. O grifico correspondente aos 45° representam 0 €aso
geral. A maior convergéncia de resultados regista-se para o dngulo de 60°.

De salientar ainda que os valores te6ricos sdo superiores ao numéricos para O e 15 graus. Para 30 e 45
graus sdo 0s tedricos superiores. para os restantes angulos a situagdo volta-se a inverter, tendos os ingulos de 75 ¢
90 maior divergéncia do que 60°

[mm] Deslocamentos 0 [mm] Deslocamentos ~ 45° [mm] Deslocamentos 607
1 . B LA o o T
0 0 W 0 Hijaiean
) 54 e 54 fii‘.
10 + o 104 ¥
2k .,_..’”. ._"
SEE N o 15 4 o
-3 4 .5-|
20 4 g —0—T 20 + —g—T
-4 1 ) .25 f-‘ a N -25 + —a—N
L
S1 -30 -30 !-'r
1 357 91113151719212325 1 357 91113151719212325 1 357 91113151719212325
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O grifico seguinte relaciona a deformagdo com os vdrios angulos, utilizando os valores numéricos. Quanto
maior ¢ o Angulo maior é a deformagfo da viga excepto para os 90 graus cuja a deformada quase coincide com 0s
60°. sendo inferior a 75°. Esse aumento ndo é proporcional ao aumento do éngulo, registando-se a maior variagio
entre 30 e 45 graus.

[mm] Solugdes numéricas

K=X=X

—O— 45

—— 50

—ry— T 5

—X—90

4.7.3 ANALISE DOS ERROS

Com o objectivo de se proporcionar uma melhor leitura do grifico ndo se apresenta 0s €Iros para 30e75
graus, eliminando-se também o erro para o dngulo de 0° (-1060%).

Relativamente 2 distribui¢io dos erros explica-se os elevados erros na extremidade encastrada devido ao
facto de os valores envolvidos serem muito pequenos. Para todos os graus verifica-se um erro de 100% na secgio de
encastramento devido ao valores numéricos diferirem do zero absoluto.

Todas as solugdes tem erros inferiores a 10% para o extremo livre onde se verifica a méxima deformagdo.

De referir ainda que para 30° os valores quase coincidem com os 45° ¢ os erros de 75° sdo inferiores aos de
90°.

[%] Erros dos desl. vs. dngulos
100

-100

-200

-300

-400

-500 L
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4.7.4 OBSERVACOES

A exposi¢do acima permite concluir que as duas solugdes sdo convergentes, com algumas reservas para um

fngulo de orientagdo das fibras de zeros graus.
As solucdes apresentadas coincidem para a flecha mdxima, factor que é normalmente 0 mais relevante no

dimensionamento.
De registar também que 0 Angulo de zero graus € 0 que permite menores deformagdes.

4.8 CONCLUSOES FINAIS DO EXEMPLO

Com base nas observagdes feitas no final de cada sub-capitulo anterior, podem-se tirar as seguintes
conclusdes:

« Para os extremos da registam-se as maiores divergéncias das duas solugoes.

« A zona central da viga onde se faz sentir a convergéncia, varia de extensdo com 0 angulo, sendo
menor para 45 graus aumentando a partir dai at€ aos 90 graus.

« Os erros detectados sdo explicados em parte, nomeadamente:

e Na solugdo numérica obtém-se valores das reacgGes nos pontos nodais negativas, quando
deveriam ser todas positivas. Tal facto regista-se mesmo que se faz a analise de uma
viga isotropica.

e Quando s3o comparado valores muito proximos de zero, 0s erros aumentam ndo sendo
quantitativamente elevada a diferenga dos resultados

« O calculo das tensdes faz-se a partir dos deslocamentos quando estes jd estdo afectados
de erros

Finalmente conclui-se que os resultados obtidos, para este exemplo, sdo aceitdveis, sendo contudo
necess4rio, o uso de um factor de seguranca devido aos valores dos erros encontrados.
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5. EXEMPLOII VIGA SIMPLESMENTE APOIADA

5.1 INTRODUCAO

A apresentagdo dos resultados deste exemplo seguird 0 mesmo estrutura do exemplo anterior. E por isso

aconselhével analisar primeiro o exemplo anterior, pois omite-se algumas explicacdes apresentadas antes.
Para este exemplo apresenta-se apenas as solugdes para as tensoes Gx e para os deslocamentos por serem as

tinicas solugdes analfticas dispon{veis.

5.2 EXPOSICAO DO PROBLEMA
52.1 SOLUCAO ANALITICA
As solugdes sugeridas por Lekhnitskii. [2], estdo de acordo com a figura 5.1. Optou-se por manter a

geometria e o carregamento, de forma a simplificar o estudo numérico. O referencial (x0,y0) € utilizado
para a solugdo numérica e o referencial (x1,y1,) para a solugdo analftica.

Yo/\
todas as unidades em milimetros
q=1000 N/m
b=10 e >
X1
BNy %
7
X0
=1 L=450
[ 1
AL
fig. 5.1

As solugdes analfticas disponfveis sdo apresentadas abaixo e como se nota sdo semelhantes ao exemplo
anterior. Mais uma vez os coeficientes aij sdo obtidos pelas equagdes 3.13 a 3.19 para os vérios dngulos de orientagdo
das fibras. As coordenadas x e y das equagdes 5.1 e 5.2 sdo referidas ao referencial (x1,y1).

=i.*(;2_x1)+i* i X 1_12),2 2% 2a, +a‘5-‘5-—a—‘25*£-—-3—y- 5.1

G.=3%; h | a, b( Ea 4a, a,ﬁ)(w 5b B

= ﬂ*(x" —60°x’ +5f4)+‘i'_b23(3a“ +4a +&12£)*(;2 -x%) [5.2]
24J 80J 3a,
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5.2.2 SOLUCAO NUMERICA

A solugdo numérica foi obtida com o programa alterado ¢ para as mesmas condigdes anteriores. A malha foi
modificada com o objectivo de se obter solugdes mais exactas. Como se observa na figura 5.2 , a malha apresenta
simetria relativamente ao meio da viga. Utilizaram-se os mesmos elementos mas agora com uma ordenagdo diferente. Os
elementos menores colocam-se nos extremos, aumentando-se o seu tamanho ao caminhar-se para o centro da viga.

Como se manteve a mesma geometria da viga igualmente se utilizou as mesmas propriedades do material
anteriormente expostas em 4.2.3.

123 16 17 18 34 35 238
L] [ L1l
100
1 1 2 2 3 3 3 3 2 2 1 1
450
|
|
1=(125"25) 2=(125"375) 3=(12.5"56.25)
fig. 5.2
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53 TENSOES GX

53.1 ANALISE DA SOLUCAO ANALITICA

Ao comegar-se a fazer a analise comparativa das duas solugdes, uma andlise prévia das parcelas da equagio
analftica , quer ao longo da viga, quer com 0S angulos, ajuda a entender melhor os andamentos ¢ (sobretudo) as
variagdes nesses andamentos. Reescrevendo a equagio 5.1 e dividindo-a nas seguintes parcelas, tem-se:

2 2 3
Dty Ll By Xy 125, 200 Y0 Gy, AV ) 51
G 3¢ My T b Saa. @5 % 2]
pl=—Lx(? - x) p2=-tas(l 12y,
2j ' a, b b
p3=2*(2a,2+a%_gfa_) =4__yi_3_y
4a, aj b> 5b

As figuras 5.3 e 5.4 representam as parcelas Pl e P2, utilizando os s valores apenas para as secgdes 1, 9 e 18,
para melhor leitura dos gréificos. uma vez que h4 simetria relativamente ao meio da viga.

A parcela P1 representa uma recta cujo declive aumenta ao caminhar-s¢ para o meio da viga., voltando a
aumentar depois até 2 outra extremidade. A sua varia¢do com 0 ingulo ¢ praticamente nula, uma vez que variagdo all
tem pouca influencia.

Para P2 variagdio com o 4ngulo jd € acentuada devido ao quociente (al6/all)., reflectindo-se numa maior ou
menor varia¢io da curvatura da pardbola.

P4 ¢ uma equagdo ctibica que ndo varia nem ao longo da viga nem com o ingulo .

Pacela P2 i Paceh P4
02 4+
/.,',r""*l\.\.
N\ 014
e
\- -
\ o1 4 / 1
............ /A
00 :z/’.;::::H.'-;:f:',::::wa
\ [
0.1 4 .\. /
—— \'\-n—'
0l
—{—9
02
——18 L
m#] | 92l [mm]
16 0 16 N 4 48 48 4 32 6 0 16 32 40 48
fig. 5.4 fig. 5.5
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CAP. 5.3 Tensdes Gx

A parcela P3 é constante para cada Angulo, tendo a sua variagdo sido representada no grafico 5.6. Ao observa-
se p gréfico 5.7, onde se mostra 0s andamentos dos v4rios aij, notas-se que o andamento de P3 sofre maior influencia de
all.

all, al2. alb e dbb

P3 vs. Angulo 100

30 45 60 75 90

fig. 5.6 fig. 5.7

532 APRESENTACAO DOS RESULTADOS

Para cada valor do 4ngulo B apresenta-se seis gréficos com as tensoes, sendo cada um referente a uma secgaio,
e dois graficos com os erros relativos.

Os primeiros grificos mostram as solugoes analitica e numérica com as tensoes nas ordenadas (em MPa) e nas
abcissas os vérios pontos da secgdo de acordo com o sistema de eixos (x1,y1) da figura 5.1

Os erros sdo para os védrios pontos da secgdo (abcissas) e para trés secgdes proximas do extremo de apoio,
onde se verificam , para os vdrios dngulos as maiores divergéncias das duas solugdes. O segundo grafico mostra as
secgoes mais proximas do meio da viga, onde a convergéncia é maior. Uma vez que hd simetria apenas € mostra os

valores correspondentes a meia viga.

B=0 GRAUS

Analisando os gréficos seguintes ¢ imediato verificar que o valor da tensdo aumenta ao caminhar-se para o
meio da viga.

Nas primeiras secgdes verificam-se divergéncias acentuadas especialmente para a abcissa "48" que corresponde
a0 bordo inferior da viga ndo carregado. Uma vez que 0 apoio da viga na solugdo numérica ¢ pontual € natural que haja
uma elevada concentragio de tensdes nessa zona de apoio, explicando-se a divergéncia entre os dois resultados.

Nas secgdes mais internas 0 andamento da tensdo caminha para o linear e as duas solugdes aproxima-se.
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MPa i

{ﬂ?l 'ﬁz% Secgio 5

20

15

10

5

0

-5

-10

-15

48 40 32 16 0 -16 -32 40 48 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48
[&ﬁa].\ Secgio 10 [MPa] Secciio 14 [MPa] Secgdo 18

-154 -15 |- -204

48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 48

No grifico da esquerda, os erros s3o bastante elevados como se pode depreender dos gréficos das tensoes.
Existem alguns picos especialmente para a sec¢io 5.

No gréfico da direita o andamento do erros € semelhante com valores baixos para os extremos da sec¢do . Perto
do eixo da viga, onde existe a mudanga das tensoes de positiva a negativa os erros sdo elevados por duas razoes.
Primeiro para o mesmo ponto da secgdo acontece a comparagdo de valores positivos de uma solugdo com valores
negativos da outra solugdo. Por outro lado como 0s valores sdo muito préximos de zero a base do erro ¢ muito pequena
elevando o erros.

Erros —a— |

20000

15000 —0—3
10000 . s

5000

0 . . -5-@
25000 v
-10000
-15000
.20000
48 40 32 16 O :
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B=15 GRAUS

A influencia da parcela P2 na solugdo final ¢ preponderante modificando bastante a solugdo tedrica. Os
andamentos da solu¢io numérica praticamente mantém-se, provocando assim uma divergéncia acentuada.

[MPa] Seccio 1 [MPa] Seccio [MPa] Seogio 5
20 , 35 - 3 207
15 ] 30 15
——N —0—T | —a—N —O0—T —s— N —0—T
10 - 10
20
5 15 5
0- 10 0
5 g saa e aay
54 5
9 ke
a8
210 o i -10
-15 -10 \f .15
48 40 32 16 0 -16 -32 -40 48| 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48| 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48

L Secgio 10 (MPa) Secgio 14 i Secgio 18

154

-154 204
48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48

Os erros sdo obviamente maiores, os maiores de todos os angulos. De salientar que quando mais proximo do
meio da viga menores s30 0S €IToS.

2;%00 Erros Zboo
2000 400
1500
1000 0
500 0
0 -200
~500 -400
-1000
-1500 -5
-2000 -800
-2500 -1000
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B=45 GRAUS

Os resultados para o 4ngulo de 30 graus sdo melh
muito semelhantes aos anteriormente apresentados. Essa me

partir da sec¢do 10.

ores do que 0 caso anterior. nO entanto omitem-se por serem
lhoria nota-se neste caso onde a convergéncia se faz sentir a

Secgiio 1

5 5
=
4 ot
-10
64
-15 81l
48 40 32 16 0 -16 -32 40 48 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48
i Secgio 10 s Seogio 14 (MPa] Secgio 18

-10 -10 4
451 asd a5l
48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48| 48 40 32 16 0 -6 -32 40 48| 48 40 32 16 O -6 32 .40 -48
Continuando com picos bastante elevados 0s erros diminuem para todas as secgdes em especial para as secgoes
centrais.
) Erros —a | iod Emos — = |0
5000 400
4000 300
3000
2000 -
1000 100
0 0
-1000 .10
2000
-3000 1200
-4000 -300
-5000 -400
48 40 i2 16 0 -16 2 -40
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B=75 GRAUS
Pelas apresentadas anteriormente, razdes omitem-se as solugdes do dngulo de 60. A convergéncia continua a
aumentar.
[MPa] [MPa] [MPa] 5
Secgiio | % Secgio 3 5 Seccio
6
8 —s—N —0—T
4
6
2
4
0 LY
2
-2 ‘1‘11. 1_.‘.'.'.
0 4
2 6
-4 -8
48 40 32 16 0 -16 -32 -40 48 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 48
[MPa] Secgiio [MPa) Secgiio [MPa] Seccdo 18
10 v 8 15
10 —s—N —0—T
5
0
-5
-10
A -15
48 40 32 16 0 -16 -32 -40 48| 48 40 32 16 0 -16 -32 40 48| 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48

Continuando a ser elevados os erros na extremidade a sua faixa é bastante reduzida. Na grafico da direita
observa-se que quase todos os erros encontram-se numa faixa dos 15% excepto os do meio da sec¢do que permanecem

elevados.
% % E —_——
4000 80 i 10
3500 60 —DO— 14
3000 N
2500 — 18
2000 20 ]
1500 0 W
1000 20 -/
500
40
0
-500 60
-1000 -80
48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48
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B=90 GRAUS

E para este ingulo que a convergéncia das duas solugdes é méxima

48 40

32

16 0 -16 -32 -40 -48

[N;Pa] Seogio 1 [N;Pa] Secgdo 3

4T —8—N —O0—T

3

2

1

0 o

)

48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48 48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48
B Secgio 10

40 32 16 0 -16 -32 -40 -48

-20 1

48 40 32 16 0 -16 -32 -40 -48

Os resultados da sec¢do 1 sdo bastante divergente, mas logo a partir da sec¢do 3 a coincidéncia € grande. Os
erros na zona central estio na faixa dos 5 %.

%
30000

20000

10000

-10000

-20000

-30000

Erros

-10
-15
-20

Erros
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5.3.3 OBSERVACOES

Da exposi¢io anteriormente algumas observagdes podem feitas. Uma relativamente ao andamento das tensdes
a0 longo da viga e outra relativamente a variagdo do dngulo.

« No extremo da viga a tensdo ¢ teoricamente nula (x0=0) como se depreende da equagdo. Nesse
sentido os resultados numéricos conseguem ser mais representativos, excepto para o bordo inferior
onde se faz sentir a concentragdo das tensdes devido ao ponto de apoio.

e Ao variar o ingulo regista-se a maior divergéncia para um dngulo de 15° aproximando-se a partir dai
até aos 90°.

«Os erros para 0 meio da sec¢do nas secgdes centrais apesar de elevados ndo sdo de grande
importincia, pois sdo pontuais e na zona central, 0 que para efeito de dimensionamento geralmente

ndo € relevante.

Ap6s a analise das solugdes obtidas, da quantificagio dos erros e explicagio dos mesmos, julga-se que 0S
resultados numéricos obtidos estdo correctos.
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54 DESLOCAMENTOS

5.4.1 INTRODUCAO

A apresentagdo dos deslocamentos é semelhante ao exemplo anterior. Apresentam-se trés graficos com ambas
as solugdes cada um deles. Segue-se um gréfico com as solugdes numéricas para oS vdrios dngulos, de forma a mostrar
0 andamento com a variagio do 4ngulo. No final faz-se a analise dos erros, registando-se as conclusoes.

54.2 DEFORMADA

Os grificos seguintes representam os deslocamentos nas ordenadas (milfmetros) ao longo da viga (abcissas)
para as duas solugdes. Os deslocamentos numéricos sdo obtidos nos nds de cada elemento e por isso apenas aparecem
25 pontos de informagdo ao longo da viga, sendo ponto correspondente a secgdo 1 e o0 ponto 25 a secgdo 36.

Para o 4ngulo de zero graus as duas solu¢des tem 0 mesmo andamento mas aparecem com um desfasamento. ¢
este 0 caso de maior divergéncia de resultados.

Com o aumento do 4ngulo esse desfasamento desaparece convergindo as duas solugdes quer em andamento quer
em valores. O gréfico central representa 0 que se passa para os dngulos em geral. Para 90° obtém-se a maior
aproximagdo entre as duas solugoes.

Inicialmente obtém-se maiores deformagdes para os resultados numéricos invertendo-se essa situagdo a partir
dos 30 graus.

[mm] Deformada (F [mm]

0.0 ¥ 4 “ b . 9 0.0
=T / 054
('] — '\J /. -1.04
-0.5 + \ # 154

n s
. ;
\.‘ ,l{ 2‘0 T
n, L
B ',l 2514
'\l‘-l-l"

-1.01 3041
1 5 9 13 17 21 25 1

A variagdo dos deslocamentos com o ingulo estd representada abaixo. Omitem-se alguns dngulos de forma a
permitir uma maior legibilidade.

E imediato verificar que quanto maior for o angulo maior sdo as deformagdes. Essa varia¢do ndo ¢ proporcional
com o aumento do angulo, registando-se a maior variagdo entre 0s 30 e 45 graus.

0 andamento mantém a mesma forma para os vérios 4ngulos com simetria relativamente ao eixo da viga.
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Solugées Numéricas

5.4.3 ANALISE DOS ERROS

Observando-se o gréfico seguinte confirma-se 0 que anteriormente se disse. Quanto maior o dngulo maior a
convergéncia das duas solugdes. Os erros sdo maiores para as extremidades de cada sec¢do. Mais uma vez explicam-se
por os valores em comparag¢do serem muito proximos de zero. Sendo a base de comparag¢do um valor muito proximo de
zero, o erro € maior.

A solugdo para o dngulo de zero graus destaca-se com 0s piores resultados.

No geral as solugdes sdo suficientemente proximas de forma a se poder considerar os resultados numéricos
obtidos como correctos.

[%] Erros da deformada
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5.5 CONCLUSOES FINAIS DO EXEMPLO

As conclusdes sdo o resultado das observagoes feitas no final de cada subcapitulo.

« Para as tensdes Gx, apesar dos erros serem elevados para alguns dngulos e, para cada um
destes, nos extremos,os resultados numéricos seguem no geral os analiticos. Os andamentos
aproxima-se bastante na zona de maior deformagdo. Os maiores erros encontrados
conseguem ser explicados. Os erros das tensdes sdo necessariamente maiores que no caso dos
deslocamentos pois, 0 seu calculo pela utiliza os deslocamentos que j4 estdo afectados de
erToS.

 Os deslocamentos tém (excepto para o dngulo de zero graus ) valores baixos e 0s andamentos
das duas solugdes sdo bastante semelhantes

Para este exemplo apesar de se dispor apenas de duas solugdes analfticas para confrontaa¢do dos resultados,
Jjulga-se fidvel as solugdes numéricas obtidas com a alteragio do programa.
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6 EXEMPLO III VIGA ENCASTRADA A TRACCAO

6.1 INTRODUCAO

Neste exemplo estuda-se uma viga encastrada num dos extremos e tracionada no outro e a analise feita, é mais
simples do que nos casos anteriores.
Comparam-se as solugdes analiticas e numéricas das tens6es e dos deslocamentos.

6.2 ANALISE DAS TENSOES

As solugOes analfticas sdo retiradas da referéncia [1] e sdo as seguintes:

G, =p [6.1] G,=T,=0 [6.2]
€, =a,p [6.3] €, =a,p [6.4]

Com a aplicagdo da carga orientada com o eixo dos "xx" da viga (fig. 4.1), tem-se que a tensdo segundo esse
eixo € igual ao valor da carga aplicada por unidade de comprimento.(equagdo 6.1). As restantes tensdes sdo nulas

(equagdo 6.2)
Os deslocamentos obtem-se recorrendo aos coeficientes aij apresentados nas equagdes 3.13 e 3.14.

Na obtenc¢do da solugdo numérica usou-se as mesmas propriedades geométricas e do material dos exemplos
anteriores. A malha usada € a mesma do exemplo 1 (ver figura 4.1), assim como o referencial. O encastramento ¢ feito
na secgdo 1 e a tracgdo € feita na secgdo 36, com o valor de 1000 (N/m).

6.3 ANALISE DOS RESULTADOS

As tensOes Gx obtidas numéricamente ,para os virios angulos e para as vérias secgdes, sio realmente
constantes € atingindo o valor teorico previsto.
Registam-se pequenos erros, que facilmente se explicam devida  flutuagdo numérica.

Gy desvia-se consideravelmente de zero, o seu valor teorico previsto. A figura 6.1 apresenta os valores de Gy ao
longo da viga, para os vérios dngulos. Nas ordenadas estfo as tensdes em Pascais e nas abcissas os vérios valores de
"x" sendo a sec¢do 1a encastrada (figura 4.1).

Para 0 e 90 graus os valores sdo quase coincidentes e muito proximos de zero.O valor da tensdo aumenta de 0
até 60° diminuindo a paertir daf.

Comparando estes valores com o valor de Gx (10 mil Pascais), continuam a ser baixos.
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Cap. 6 Viga a Traccdo

(Pa]
Valores de Gy
500 +
400 - 5
——
39 F | —o—30
< O
200 v v —— 45
. O —_——
100 + ” %0
decit a 50
0 PO = O s e e e = OO OO
1 6 11 16 21 26 31 36
fig. 6.1

Na figura 6.2 encontam-se os valores de Txy. Os valores sdo superiores aos obtidos para Gy. Igualmente

O valor méximo registado, € no entanto ainda inferior a 10 % de Gx.

verifica-se uma subida acentuada no angulo de 60 graus, para o qual se atingem os valores m4ximos.

[Pa] Valores de Txy

fig. 6.2

Nas figuras seguintes apresentam-se a comparagdo entre os valores analiticos(all) e os valores numéricos(Ex)

dos deslocamentos. Nas ordenadas Tem-se sos deslocamentos em milimetros na abcisas os vérios angulos.Os dados
utilizados foramos deslocamentos na secgfo de tracgdo, que s30 0s m4ximos.

A figura 6.3 mostra os deslocamentos ao longo dos "xx" (Ex) e a figura 6.5 os deslocamentos Ey, ao longo do

eixo dos "yy". ( ver referencial da figura 4.21).

Para Ex os erros s30 minimos, notando-s¢ uma convergéncia das duas solugdes. Para Ey as duas solugdes

apresentam diferencas acentuadas.

Pag. 6.2



Cap. 6 Vigaa Traccdo

Def. vs. ngulo

fig. 6.3

Def. vs. dngulo

——Ey

0 15 30 45

fig. 6.5

6.4 CONCLUOES DO EXEMPLO

No geral as duas solugdes aproximam-se, existindo algumas divergencias para Txy e para os deslocamentos Ey.
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7 CONCLUSOES FINAIS DO TRABALHO

Ap6s a exposi¢do dos dados e observagdes dos trés exemplos analisados, conclui-se que, apesar da
divergéncia das duas solugdes em algums casos, os resultados obtidos numéricamente sao fidveis.
Conclui-se, finalmente, que as alteragdes efectuadas no programa "femplano” estao correctas.

Em termos did4ticos o enriquecimento teve duas vertentes principais.

Na primeira parte permitiu adquirir o conhecimento da estrutura de um programa de elementos finitos,
seu funcionamento e ainda alguma experiéncia na elaboragio de malhas.

Na segunda parte permitiu a aprendizagem da manipulagdo dos resultados, e a confrontagdo com alguns
problemas subjacentes nas solugdes numéricas, ganhando-se uma maior sensibilidade na procura das solugdes.

Sendo este trabalho iterativo, certamente muito resta por fazer.
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