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1. CONSIDERACOES GERAIS

1.1. Introdugao

Em cada fase de desenvolvimento de um algoritmo ka um conjunto de opera-
coes e de estruturas de informagao que sao consideradas basicas, isto e executa
veis directamente por uma maquina imaginaria correspondente a esse nivel. Este
nodo de encarar a estrutura e o desenvolvimento dos programas ({203, [24]), embora
nao unico ([21,[13]) corresponde ao binomio instrugoes~objectos em que & basea-
da a grande maioria daé linguagens de programaqﬁo. Neste trabalho considerare-
mos alguns esquemas de representagao com vista a realizagao de forma eficiente
de operagoes com conjuntos. A questao de definir se a estrutura de conjunto de-
ve aparecer ao nivel do desenvolvimento do algoritmo oﬁ ao nivel da linguagen

de programagao (como em([18) ) & secundaria relativamente aos objectivos deste

trabalho,

Dado o seu caracter fundamental pode parecer surpreendente que o conjun-
to nao esteja incluido como estrutura primitiva da grande maioria das linguagens
de programagao; as causas deste facto poden talvez dividir;se em duas partes:
(1) e relativamente dificil escolher um metodo eficiente de representagao dos
conjuntos que esteja razoavelmente proximo da linguagem maquina; (2) as lingua-
gens de programagao tradicionais foram concebidas de "baixo para cima" isto &
pretendian ser uma evolugao no sentido linguagem maquina—— facilidade de uti-
lizagao, refletindo rmuitas vezes as particularidades do "hardware'.subjacente

(um exemplo desta situagao e a linguagem FORTRAN).

E dificil dar uma ideia das aplicagoes possiveis da fornulagao dos algo-

ritmos em termos de conjuntos; na realidcde, a utilizacao de conjnntos como es—



truturas de informagao depende muitas vezes mais da metodologia do programador
do que das caracteristicas proprias dos algoritmos. Referimos apenas algumas

aplicagoes tipicas: ;
—- tabelas de identificadores dos compiladores de linguagems de progra-
magao ( [6] ); -
— representacoes dos grafos (dirigidos ou nao);

-~ operacgoes com bases de dados, nomeadamente tho modelo relacional ([4]);
por exemplo,a resposta a uma pergunta ''quais os livros de Analise Numerica es-
critos em Ingles ou Frances e que usam o PASCAL como linguagem de programagao?"

envolve operagoes de reuniao e intersecgao de conjuntos.

1.2. Operacoes com conjuntos

Distinguimos dois tipos de operagoes com conjuntos:

—— operacgoes basicas que envolvem um conjunto S e um elemento x

~—— operagoes derivadas que envolvem dois conjuntos S1 e S2,
Consideramos as seguintes operagoes basicas:

pesquisa (x,S): pesquisa de um elemento x num conjunto S, isto e "x€ S?";

. insercao (x,S): insercao de um elemento x num conjunto S, isto e

"S < SU {x}n;
eliminagzo (x,S): o elemento x e retirado do conjunto S, isto € "S<«S—-{x}";

processamento sequencial: a operagao x <« FIRST(S) fornece o primeiro

elemento de S e a operaqﬁo X 4 NEXT(S) fornece o elemento seguinte de S (numa



ordem arbitraria, sem repeticoes ou omissoes); quando nao houver mais elementos

em S, x toma o valor especial/\.

A uma estrutura que suporte as operagoes de pesquisa, insercao e elimina-
¢ao chama-se dicionario ([1]); estas operagoes sao muitas vezes combinadas no

esguema seguinte:

FOUND < pesquisa (x,S);

CASE operagao OF
pesquisa:;
insergao: IF NOT FOUND THEN insira x em 53
eliminagao: IF FOURD THEN elimire x de S#

END

A operagao de processamento sequencial e importante em certas aplicagoes

e pode ser utilizada na inplementacao das operagoes derivadas.

Consideramos os seguintes operagoes derivadas:

reuniao de dois conjuntos: S3 e S1 U $2;

interseccao de dois conjuntos: S3 < S1 () S2;

diferenca de dois conjuntos: S3 «-S1 - §2;

Varias outras operagoes poderiam ser consideradas, em particular quando

se introduz uma relagao de ordem total nos elementos do conjunto.

1.3. Caracterizacao da eficiencia dos algoritmos

Al

Designaremos por U o universo em consideragao e por q=|Ul o numero de



elementos do universo; a dimensao de um conjunto particular, S sera representa-

da por N ={S},

A andlise de um algoritmo para a implementagao de uma operagao op envoive

dois aspectos importantes:

(1) a escolha de um modelo estatistico apropriado que traduza na medida
do possivel a situacao nas aplicagoes concretas; por exemplo,ao inserir N ele-
mentos numa estrutura S e habitual supor que qualquer das N| permutagoes possi-
veis e igualmente provavel; como um exemplo da importancia do modelo estatIisti~
co utilizado consideremos a interseccao de S1 e S2 (subconjuntos de U) cem, res—
pectivamente N1 e N2 elementos; ocomo em geral Nl<<q, N2<<q a intersecgao
S1f S2 &, com grande probabilidade, vazia se S1 e S2 forem considerados subcon-
juntos aleatorios de U; como se observa, este modelo pode nao reflectir a situa-

cao real ([16]);

(2) a escolha de parametros que traduzam a eficiencia do algoritmo em tex
mos de tempo de execquo e de memoria ocupada; seguiremos a pratica comum de in-
dicar a complexidade temporal (tempo de execugao) em termos de ordens de grande-
za ([10]); este metodo fornece uma informagao incompleta que tem a vantagem de
ser largamente independente do computador particular utilizado (maquina de aces-

so aleatario, RAM) e dos detalhes da programagao.

Os parametros que utiliaaremos com mais frequencia para descrever a com=
plexidade temporal da operacgao Op sao: o tempo néedio de execugao e 0 tempo maxi

mo de execugao.

. ' - s . - 2y .
Como exemplo, se dissermos que o tempo maximo da pesqulsa e 0O(N®) isto
significa que a pesquisa de um elemento x no cenjunto 5 com N elementos demora

no maximo 0(N2) tempo (isto e, e majorada por sz para um certo k fixo).



1.4, Ocupacao da memoria

Quando realizamos uma operagao com conjuntos, S3 < S1 ® S2 pode aconte-
cer que os operandos S1 e S2 nao sejam mais necessarios apos a operagao; neste
caso pode ser possivel construir S3 a partir das estruturas S1 e S2 por forma
a que tanto a eficiencia temporal como espacial do algoritmo sejam melhoradas
(um caso particular sao os algoritmos de "UNION-MEMBER" para conjuntos disjun~
tos ({1]) ou nao ((15))). Poderemos indicar da seguinte forwa‘os conjuntes que

nao sao mals necessarios na continuagao:

hY

S3 < S1 ® S2, PREE(S1,S2).

1.5, Operacoes simholicas

Algumas vezes e mais eficiente nao executar as operagoes entre conjuntos,
deixando—-as no conjunto resultado numa forma simbolica; consideremos por exemplo

0 seguinte programa:

1: S1 «~S2 U 53;
2: S4 <« 51 N S5;
3: B pesquisa (x,54);
4: S7 <S4V S6;

5: L1 « pesquisa (x',S7);

se os conjuntos S2, $3, S5, S6 nao forem muito pequenos e preferivel, na opera-

¢ao de pesquisa na linha 3, representar S4 na forma simbolica (arvore AND-OR)

da figura 1l.a,



AND :
L.a oR
S5
OR
TN
l;h ///AND
OR

Fig. 1 Representacoes simbolicas de conjuntos resul-

tantes de reunioes e interseccoes,

e, na linha 5 representar S7 na forma da figura 1l.b.

A reuniao e a interseccao de conjuntos representados em arvores AND-OR
e trivial e a pesquisa de um elemento pode implementar—se usando algoritmos re-
cursivos apropriados.

E un problema interessante determinar numa sequencia de reunioes, inter-
secgoes e pesquisas dadas a priori (OFF-LULIL) quais as reunioces e interseccoes

que devem ser executadas e quais as que devem ser representadas em forma simbo-



1'6.

lica,

~ . -_ . ~ . ~ - .
A representagao simbolica das operagoes entre conjuntos nao sera nais

. - 3
considerada na sequencia deste trabalho.

Quando o unjverso & pedueno

Alpumas vezes o universo U e relativamente pequano (por excmpls se U for
. - 3 . - -
o conjunto das idades em anos de pessoas ou o conjuntc dus palses europeus);
nestes casos e nuitas vezes mails simples ¢ eficiente repvesentar cada conjunto

S € U por unma sequencia de q = |U] hits indicando a presenga ou ausencia dos ele

mentos correspondentes de S; este mctodo tem as seguintes vantagens principais:

~— a eficiencia dos algoritmos nao depende da esparsidade do conjunto S

mas apenas de q;

—— e possivel aproveitar a capacidade de processamento paralelo dos va-
rios bits de uma palavra ou byte usando as instrucoes logicas (e, ou, not, ou

exclusivo)

-— a implementagao e muito simples estando ja incorporada na linguagen
de programaqﬁo PASCAL (por exemplo na implementacac da U.C.S.D. do PASCAL e pos

- . - . - . . ~
sivel usar universos com q € 4096 o que ¢ suficiente para muitas aplicagoes).

A inplementacao das operacoes de reuniao, intersecgao, complementagao
e diferenca de conjuntos € trivial a partir das operagoes logicas de, respec~

tivamente, ou, e, nepacao, neggggo do segundo operando seguida de e entre os

operandos (diferenca logica).

As cperacocs de pesquisa, insergao e eliminacao podem ser implementadas

determinando primeiro a palavra (ou byte) contende o bit associado ao elerento



1.7,

X en questao, e, em seguida, operando~a com a '"mascara" m representativa do
bit associado a x nessa palavra (utilizando as operagoes de e e comparagao
com zero para a pesquisa, ou para a insercao, e com a negacgao de m_ para,a eli

minagao).

Para representar subconjuntos de um universo com q bits necessitanos de
fq/ng]»palavras ou bytes em que ny ¢ o numero de bits por palavra ou byte; ca~
da operagao de reuniao, intersecgao, complementacao ou diferenca traduz-se em
[q/ng] operagoes logicas; desta forma tanto a complexidade temﬁ ral coro espa-

cial sao 0(q) (nota:|x] representa o maior inteiro nao superior a x e [x] o me

nor inteiro nao inferior a x).

Quando 0 universo e crande

A maior parte das vezes q e demasiado grande para que se possa usar o
metodo que acabamos de descrever; por exemplo, se o universo for o conjunto
dos identificadores de nao mais de 8 simbolos (letras ou digitos) em que o pri
. - 2 7 . .
meiro e uma letra temos que q = 26 (1 + 36 + 36 + ,,. + 36 ) = 209.6 E+10 bits
necessarios para representar um conjunto o que excede a memoria central de qual
quer computador actual; mesno que haja memoria suficiente, o metodo descrito

torna-se muito ineficiente quando q e eclevado.

Todos os metodos que referiremos na sequencia deste trabalho pressupoen
que o numero N de elementos de cada conjunto representado e relativamente peque
no por forma a caberem na memoria central e que a dimensao do universo e muito

maior que N,

Descreveremos sumariamente o3 seguintes tipos de estruturas para repre-

sentagao de conjuntos:



—— @struturas elenentares

arvores bhinarias

- - 3 .
— arvores arvores equilibradas

arvores de pesquisa digital

— esquemas de "hashing"

As estruturas para representagao de conjuntos que consideraremos sac ge-
ralmente derivadas de estruturas utilizadas em algoritnos de pesquisa, insercao

e elinminagao; a referencia [11] contem una analise bastante completa e cuidada

deste tipo de estruturas.

Descrevereros dois metodos particulares de implementacao da estrutura de

conjunto baseados respectivanente nas arvores 3-2 e num esquema de hashing.

2. ESTRUTURAS ELEMENTARES

A naior parte dos programadores perante um probleria de reuniao ou inter~
prog D P

secgao utilizaria provavelmente uns dois esquemas gerais descritos em seguida.

2.1, Sequencia arbitraria

Cada conjunto e representado por uma tabela em que os seus elementos apa

recen sequencialmente sem repetigoes; por exemnlo os conjuntos:

S1 = {Rui, Francisco, Teresa, Joao, José}

$2 = {Teresa, Ana, Joﬁo}



2.2,

poden ser representados na forma indicada na figura 2.

S1:

RUL
FRANCISCO
TERLSA TERELSA
JOAO S2: ANA
JOSE JOAO

Fig. 2 Represcntaqao dos conjuntos Sl e S2

como sequencias arhitrarias,

Os seguintes factos sao de verificacao elementar:

— a pesquisa (sequencial) e de complexidade 0(N)
— a insercao (apos a pesquisa) e de complexidade 0(1)

~—— a eliminagao (apos a pesquisa) e de complexidade 0(1l) (colocando o ul-

timo elemento no espago deixado livre)

: .~ . ~ -~ . 2 .
— a reuniao e interseccao sao de complexidade O0(N") pois podem ser ob-

tidas (por exemplo) com, respectivamente, |S1l + |S2| pesquisas no conjunto

em formagao S1 U S2, e {S1| pesquisas em S2,

Sequencia ordenada

Cada conjunto ¢ representado pela sequancia ordenada dos seus elementos

usando uma relagao de ordem total apropriada; por exemplo, com a ordem alfabe-
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tica, a representacao dos conjuntos S1 e $2 esta indicada na figura 3.

FRANCISCO
1
JGAO ANA
S1: JOSE S2: JOEO
RUI WERECA
TERESA

Fig. 3 Representacao ordenada dos conjuntos Sl

e S2 como sequencias ordenadas.,

Quanto a eficiencia desta representagao e facil estabelecer o seguinte:

— a pesquisa e de complexidade 0(ln N) se utilizarmos o algoritmo de

pesquisa binaria

— a insergao e a eliminagao sao de complexidade O(N) pois exigem a trans-

laqgo de O() elementos na tabela

~— a reuniao e intersecqﬁo sao muito eficientes (complexidade O(N)) usan-
do um algoritmo que faz o varrimento sequencial de ambos os conjuntos; por exem=
plo, para a interseccao (quais os nomes comuns as listas telefonicas do Porto e

de Lisboa?) podemos usar o seguinte algoritno:
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Lo

s3< {};
X1 < FIRST(S1);
X2 < FIRST(S2);

WHILE (XL# /) AND (X2# A ) DO

IF X1 < X2 THEN X1 <= NEXT(S1) ELSE
IF X2 < X1 THEN X2 < NEXT(S2) ELSE
BEGIN
S3<« S3U {X1};
X1 *;NEXT(Sl); X2<= NEXT(S2)
END

END;

observe~se que a insercao S3< S3 U {X1} & de complexidade 0(1) dado que a se-
quencia dos elementos inseridos e crescente (adnitindo que o processanento se-

L4 - - el
quencial e correspondente a relacao de ordem).

Os dois metodos referidos (sequencia arbitraria e sequencia ordenada) es-—
tao comparados na tabela 1 (os terpos medios e mais desfavoraveis sao da mesma

orden de grandeza neste caso).

A scquéncia ordenada e preferivel ([21}) quando a operagao predoninante
¢ a pesquisa; um metodo nuito usado consiste emn combinar uma pequena sequencia
arbitraria S1 onde se fazem as insercoes com uma sequencia ordenada $2; de tem-
pos a tempos Sl e ordenada (se o algoritmo for eficiente en tempo 0@l 1n N1),

{4l = |S1] ) e reunida a S2.

- - had « .
E possivel operar com representagoes Mistas; por exerplo para intersectar
S1 (com H! elementos) representado como sequencia arbitraria e 52 (com N2 ele-

-~ . -
mentos) representado ccmo sequencia ordenada poderos fazer N1 pesquisas en 52,



resultando uma complexidade temporal de O(H1 In N2).

TABELA 1

Comparacao das ordens de grandeza dos tempos de execucgao

para as estruturas elementares

Sequencia arbitraria Sequencia ordenada
pesquisa o) 0(1ln IU~-~
pesquisa + insercao O(N) ~ (N ¢D)
iuserqﬁo (1) o O(NSW~
pesquisa + eliminaqﬁo oGhH ' O(K;w'
elininagao (1) o 0(;5 o
reuniao e intersecgao IGES) o)

3, METODOS BASEADOS 1M ARVORES

3.1, Introducao

[ - i » - . . . 4
0s dois nmatodos elementares referidos sao ineficientes no sentido em que
requeren tempo O(N) para a realizagao de pelo menos uma operagao dos dicionari-
os; consideraremos agora a utilizagao de arvores para representar conjuntos de
13 . 13 - . - - » » ’ . -~
uma forma mais eficiente. As arvores binarias simples permitem a realizagao das
operacoes da estrutura de dicionario em tempo medio O(ln X) mas no caso nais

desfavoravel esse tempo pode ser O(H); nas arvores equilibradas os tempos sao



3‘ ?-.
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0(ln N) mesmo no caso mais desfavoravel; nas arvores de pesquisa digital cada
- ~ . Ld
elemento e representado como uni sequencra de simbolos elementares (letras ou
> . » - . -~ .
digitos, por exemplo) o que permite wum grau de ramificacao malor e consequente-=

nente una naior eficiencia,

Dado que existem algunas variantes nas definigoes dadas na literatura
relacionadas com arvores, indicamos en seguida o significado de alguns concei-

tos que utilizarenos:

- - . - . R
— uma arvore ou o nula ou ceonsiste nun no r (ralz) ¢ k2 0 arvores (tan-
hem chamnadas de subdrvores ou arvores descendentesy; 1 e 0 Antecessor irediato

3

'izen

~

. - ~ - - ~ .
(ou pa1) dos nos que sao ralzes das k's k subarvores nao nulas, os quals se
filhos de r; a k' (nunero de subarvores nao nulas) chama-se ranificagao de rj os

- 3 . -~ - . . -
nos com ramificagao zero chamam-se folhas ou nos terminais; cada arvore nula po-

- . ) 3 .
de ser representada por.A ou por un no ficticio dito externo.

- - - - - -
— o0 nivel da raiz @ 1 e o nivel da qualquer outro no e 1 + ¢ nivel do

. . - - - - -
seu antecessor imediato; a altura de uma arvore e O naximo nivel dos seus nos

. - . - . - -
(o comprinento do maior caminho de um no terminal da arvore ate a ralz + 1).

Ervores binarias

S3o arvores em que cada ndo tem duas subarvores (e portanto cuja ramifica-
930 pode ser O, 1 ou 2). Podemos usar a seguinte estrutura para a representaqao
das arvores binarias:
TYPE ABINARIA = RECORD
CONT: OBJECTO;
AESQ, ADIR: 4 ARITARIA

END
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~ . . . - . .. . .
Na representagao habitual dos conjuntos como arvores binarias utiliza-se
una relacao de ordem total no universo U por forma que, sendo ¢ conjunto S re-

presentado numa arvore binaria, tenos:

al - . -
—- cada xe § esta representado (directamente ou atraves de um apontador)

-

no camnpo CONT de um no

— se X esta num no da AESQ (subarvore esquerda) de una subarvore cuja

- - - - - ~ v
ralz e y e se z esta num no da ADIR dessa arvore entao x< y < 7.

. . lad " - . - . -~
A definicac recursiva de arvore bin presta~se a inplarentageo de al-
goritrnos recursivos para diversas operagoes; por outro lado en certas linguvagens

e dificil ou ineficiente utilizar os necruis os de recursividade coio ¢ae e na~

cessarioc modificar os algoritmos para que nan haja chamadas recursivis,

N3o descreveremos as versoes recursivas e nzo recursivas dos algoritmos

de pesquisa, insergao e eliminagao; nencionarmos apenas o seguinte resultado:

— em arvores binarias construldas por insergao de uma sequencia aleato-
ria de N elementcs (todas as H! sequencias igualmente provaveis) as operagoes
de pesquisa, insergao e eliminagao requerem um tempo medio de ordem O{ln N) e,

no caso mais desfavoravel, de 0(CI).

0 caso mais desfavoravel ocorre, por exemplo, quando os elementos sao in-
seridos por ordem crescente, resultando una arvore de altura N em que todas os

nos (excepto o terminal) tem apenas a subarvore direita nao nula.

As operacoes com conjuntos (reuniao, intersecgao) requerem o processamen—
to sequencial para o qual consideraremos tres metodos distintos, todos eles res-

peitando a relacao de orden definida entre os elementos do conjunto.



1) Visita em ordem simetrica por um algoritmo recursivo

0 processanento sequencial crescente corresponde a vista da arvore por

. - . * - . k) . . .
orden simetrica, isto ¢, utilizando o seguinte algoritmo recursivo a que chama=

mos VISITA:

a) visita da sub=arvore esquerda (se cxistir)
. . »
b) visita da raiz

¢) visita da sub-arvore direita (se existir)

Ao visitar um no particular u sao c¢xecutadss &z ogogs corvespondentes;
con esta estrutura o algoritmo de processemente sequencis=l e exteyno ao algori-

two "principal',

Outra alternativa sera definir as funcoes FIRST e NEXT (por forma a que o
processanento sequencial seja interno ao algoritmo principal) com base em chama-
das a um "procedure" do tipo visita que permitisse, iogo apos uma visita a um no
X, uma suspensao de cxecugao e retorno ao algoritmo principal; quando a fungao
REXT fosse novamente invocada a visita prosseguia a partir do estado (definido
pelo mecanismo de recursividade) na altura da suspensao (tal "procedure" podia

ser designado por co-rotina recursiva),

E facil verificar que o nimero total de entradas e saldas recursivas de
VISITA & o dobro do nimero de ramos na arvore, ou seja 2(N-1) sendo W o numero
de elementos do conjunto representado. Assim o tempo madio de acesso ao no se-
guinte no processamento sequencial € para qualquer arvore de 0(1), podendo ser

O(N) para certos nos en arvores degeneradas,

Para arvores binarias equilibradas (ver 3.3) o caso mais desfavoravel e

de complexidade 0(1n NJ.

2) Em [10] descreve-se un método que permite o processamento sequencial
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sem utilizagao de recursividade ou de "stacks'" auxiliares; basicamente em cada
no x da arvore:

i

- - - iad I3 . i .
(i) se 2 arvore esquerda e nula, entao utiliza~se o apontador respectivo

. . - * - »
(AESQ) para indicar o no predecessor de x em ordem simetrica

(ii) se a arvore direita e nula, entao o apontador respectivo (ADIR) in-

dica o no sucessor de x em ordem sinctrica

E necessario um bit adicionnl de infownrgao enm cada apontador para indi-

-

car se ele define uma subarvore (+) ou um o6 sucassor ou prodecessor (),

Ma figura 4 os apontadores que definsn subarvores son indicades a chelo

e os outros a tracejado.

Fig. 4 Un metodo de implementaqao do processamento

sequencial

A eficiencia deste motodo o semelhante a do anterior mas a memoria neces-

saria e nenor,
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-

Nas operagoes de insergao e eliminacac nac & dificil manipular este tipo
de apontadores.
3) Com a utilizagao de dois apontadores adicionais por no ¢ possivel de-
. - . . . - ,
finir uma lista duplamente ligada dos elementos do conjunto com a qual e elcmen
tar realizar o processamento sequencial em tempo maximo 0(1l), sem degradar os

tempos das operagoes de insercao e eliminagao.

~ - - . - - . - - <
I'ste e o metodo mais eficiente e geral (aplicavel a outros metodos de re-

presentacan) tendo a desvantagem de requerer alguma meroria adicional,

Ervores equilibradas

Lxistem varios metodos de evitar que as arvores construidas por insercoes
e eliminagdes de elementos degenerem (isto & que tenham uma altura de ordem
0(N)); na naior parte desses metodos garante~se que a altura da arvore e sempre
de ordem O(ln N) (mesmo no caso nais desfavoravel); os principais esquemas uti-

lizados para manter as arvores equilibradas quandc ha operagoes arbitrarias de

insergao e eliminacao baseiam-se nos seguintes tipos de arvores ([9],[15],[221):

— arvores AV, (denominadas com base nos seus autores, Adel'son Vel'skii
e Landis): sao arvores binarias em que, para nenhum no,a altura da sub-arvore

esquerda (he) difere da altura da sub-arvore direita de mais de uma unidade, is-

-

to e

[n, = hyl<1

— arvores 1B [k] : trata-se de una generalizacao das arvores AVL para
as quais a diferencga de alturas das duas sub-arvores de qualquer nd nao excede

ks
Ihe = Byl s ko k=1



1y

ibrio unilateral designadas por 0SHB: sao arvores AVL

Bod

- kl
— arvores de equl

en que a sub-arvore esquerda nunca tem altura supcrior a sub-arvore direita (pa

ra qualquer no): ;

0< h, - h
d

]
IN
—

[

- .~ ] ~ - .-
~— arvores de irmaos, designadas por BrT: saC arvores binarlias em que to

- - - . .
das as folhas estao ao mesmo nivel e em que todo o no so cont um filho tem um ir

mao con dois filhos

- . ~ ~ . . vy r -~ - . P
— arvores de 111405 a direita (I'-«Brr): sao arvores de irnaos en que todo

- - . . -~ - A . . .
0 no so cont um filho tem um irnao a direrta con dois filhos

- ~ - -~
~ arvores 3-2 (3-2 T): sao arvores em que todas as folhas estao ao mes-

- - o~ -
mo nivel e, emn que cada no que nao e uma folha pode conter ou

- unm valor k e duas sub-arvores nao nulas (com elementos menores ou
iguais a k e superiores a k) ou

- dois valores kl < k2 e tres sub=arvores nao nulas (com elementos res
pectivamente menores ou iguais a kl, maiores que k1l e menores ou iguais a k2, e

superiores a k2)

-— arvores do tipo B de ordem m (BTm): sao arvores que satisfazem as se-

guintes condigoes:

todos os nos tem <mn sub=arvores nao nulas

- - - -~
todos os nos excepto as ralzes e as folhas tem » n/2 sub-arvores nao

nulas
~ todas as folhas estao ao mesmo nivel
- a raiz tem pelo menos duas sub-arvores
- todo 0 no que nzo e folha e tem k sub-arvores centem k-1 valores
Voy Vo, ceey Vk-l que definem a particao correspondente as sub-arvores(definindo

1’ "2
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Vo = =0 , V. = +00 | a sub-arvore i conton valores satisfazende Vi 1<zgVes
Lad -e A '!-

G

para i = 1, 2, ..., k). Na figura 5 estao repiesentados exemplos de arvores

equilibradas de varios tipos.

G .

Fig. 5 ZIxenplos de Arvores equilibradas: A: AVL, B slz]),

B
.
(o)
i
A
-1

-
e
3

C: OSML, s BT, Er RS T, F



™
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f claro que estes tipos de arvores nao sao disjuntos; e muito facil esta-
belecer as seguintes relacoes a partir das definigoes:

C(OSHB) € C(AVL) € c(1B L k1)

C(RB T) ¢ C(B_T)

C(3-2T) = C(BT3)

onde C(T ) representa o conjunto de todas as arvores do tipo T,

0 interesse destes tipos de arvores rvesulta das sepuintes propricdades

fundanentais:

1) Qualquer dog tines rveferidos tor wen altura do owdan Soen L (o0 que
- - - Lad I3 i 1 . .
e o0 nuniero de NOs nNa arvore) o que peynite (ue aooperacan de nezouiio se iy Ues

ro caso nais desfavoravel de conplevidade O(In 1),
2) As operagoes de insercao ¢ elininaceo poden ser efcctuadas ¢ terpo

O(ln ) nantendo a invariancia do tipo de arvores; estes algoeritmos podem ser

.

esquenatizados segundo a figura 63 a operagao op (de insercao ou elininagao) po-

)
de alterar a classe T a que pertencia a arvore; se isso acontecer sao necessarios

una ou nais operacoes de correcgao ¢ para manter o tipo de arvore original,

op

Fig. 6 FEsquena geral das operacoes de inscrgao ¢ eliminagao

erm arvores equilibradas



3.4,

to

Todos os tipos de arvores apresentados permitem algoritmos de complexi-
dade 0(In N) para as tres operagoes hasicas: pesquisa, insercao e elininacao;
so recenteriente ([25]) foi descoberto um algoritmo para a inscrczo de nos ém
arvores de equilibrio unilateral con eficiencia 0(In N). As operacoes de reu-
niao e interseccao implementadas a partir das operagoes basicas sao de comple=
xidade O(1 In 3); neste trabalho apresentaremos dois sistemzs de manipulacao
de conjuritos ¢m que as operacoes derivadas sao realizadas de foima mais efici-

ente (OQ)).

Arvores de pesquisa d

iia
Y
o
—~
)]
v
=

Quando os elementos do universo podem seyr codificados por uma sequencia
PN . . ~ . . - - . .
de simbolos definidora da relacao de ordem respectiva, @ possivel utilizar os
métodes de pesquisa digital para implementar as operacgoes basicas e derivadas;

como exemplo de sequencias de simbolos termos:
(1) representaqao alfahetica dos elementos
(2) representacao, numa certa base, dos valores associados aos objectes.
As arvores de pesquisa digital tem um grau de ramificacao k igual ao ng-

~ - -« .
mero de simbolos do alfabeto; mudando a base de representagao e possivel ajustar

o grau de ramificagao.

. -~ . I3 -~ - - - -
Devido as limitagoes de espaco nao nos & possivel desenvolver estes meto

dos, remetendo o leitor para (11], capitulo 6.
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4, MITODOS DI MHASHING!

0s metodos de "hashing" sao muito utilizados na implementagao eficiente
de estruturas suportando as operagoes de pesquisa e insercao de elementos, no-

' e compiladores, em es-—

meadamente en tabelas de identificadores de "assemblers'
quemas de acesso a ficheiros, etc.. Comegaremos por resumir os principios destes

- . -, - . -~ .
metodos e depois faremos alguns comentarios a sua aplicagao aos conjuntos.

A cada elemento x do universo U a funcao de "hashing" h(x) associa um en-

derego entre, digamos, O e d-1 do espago de hashing H:

U-—H

x —» h{(x)

A fungao h deve procurar distribuir as imagens dos elementos xeU de uma
forna uniforme no espago H mesmo quando (tal como acontece com frequEncia) os ob
jectos x estao distribuidos de uma forma altamente nao uniforme em U; as fungoes
de "hashing" mais utilizadas sao baseadas em metodos de divisdo, multiplicagao e
(para identificadores) de soma binaria sem transporte (22 exclusivo) dos codigos
dos caracteres ([11),[141), O valor d = |11} deve ser escolhido por forma a que o
espaco H seja representavel na memoria central (ou na memoria total nos metodos
externos) e tenha dimensao suficiente para conter o maior numero de elementos de

U previstos.,

Dado um elemento xeU a inserir na tabela l, determina-se a sua imagem
h(x) e examina-se essa posicao de H; se estd livre ent3o x nao pertence ao sub-
conjunto representado podendo ser inserido nessa posicgao; se a posiqzo esta ocu-
pada por x, entao x ja estd na tabela; se a posigao ja estd ocupada por y#x a pes

quisa de x na tabela prossepue segundo o metodo adoptado de resolucao de colisoes.
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P, . .
Uma colisao e um par de elementos Xy, X, COm 4 MCSMA JMAGEN, h(xl)mh(x?);
se a imagem do elemento x a inserir na tabela, h(x) esta ocupada pelo elemento y

- - . L . . .
ha varios processos possiveis de resolver a dificuldade:

(1) formaqao de d listas externas a H contendo todos os elementes com a

correspondente imagem de H;

(2) apos percorrer a lista interna a partir de h(x) e verificar que X nac

- . ~ . .
esta na tabela, procura=-se uma posigao livre de H onde se insere % que passa a

1 had TS 33 L.
ser apontada pelo ultimo elemento de cadein pesquisado

(3) enderecanento ehcrtod procuratse wia posicao livre regundo uma sequen™

cia determinada que abranja todo o espago i h(x), hl(x), hp(z), cos onde s oin-

sere x%; nos casos mais simples h, (x) = W(x) + i (wod d) ou hi(x) = h(w)+p.1 (med d)

i

onde p e d sao primos entre si,
Nos casos (1) e (2) cada no de H deve incluir um apontador para definir o
elemento seguinte da lista, Existem variagoes cm torno destes metodos ([371,[71).

. . . . - " . " ~
As principais caracteristicas dos metodos de hashing saos

(1) o tempo médio de pesquisa ou insergao embora dependente do metodo de
resoluqao de colisces adoptado & de ordem 0(l); trata-se pois de mctodos extre—

o e - .
manente eficientes em termos nedios

(2) os tempos maximos de pesquisa ou insercao sao muito maus ((3(N)), ocor-

rendo quando todos os elementos inseridos tem a mesma imagem

(3) as tabelas de "hashing" nao sao facilmente expansiveis; quando ha

overflow e necessario aumentar d e reestruturar toda a tabela (ver contudo [51)

(4) a eliminacao de um elemento e o processamnento scquencial dos elemzn-

tos representados (em particular segundo uma relagac de ordem) causam problemas



a
{
.,

relativamente delicados nos metodos de "hashing'.

-
n

Quando se aplicam os mctodos de hashing a representagao de conjuntos, alen

. - - . 3 . . H
dos problemas referidos em (4) & necessario fazer coexistir todos os conjuntos re
presentados no mesmo espago de "hashing" (a fixagao de um espago H para cada con-
* - 14 L4 » . . I3
junto e muito ineflclente em espago devido ao facto referido em (3)).
- - . .
Neste trabalho (capitulo 7) descreveros um sistema particular de manipula-
-~ . - I/ . 7] .
30 de coniuntos baseado nun metodo de hashing onde se explica o modo como foran
B s 1

resolvidos os varios problemas rcferidos.

5. QUTRNS PROBLEMAS

- - . -
Neste trabalho além de apenas abordarmos os varios metodos de representa=
¢ao dos conjuntos de uma forma resunida, somnos forcados a nao incluir o desenvol

vimento de virias questoes importantes, em especial:

1) representaqzo de conjuntos associados a relaqaes entre os seus elemen-—
tos, em particular relagoes de ordem parcialj

2) representacao de multiconjuntos ({23)) e de conjuntos estruturados

3) aplicagao dos metodos E'representaqgo dos conjuntos em memorias exter=

nas (discos); neste caso os criterios de opgao entre algoritmos tem mais a ver

- -~ -, ) - ~
com o nimero de acessos a memoria externa do que com o numero de operagoes ele-
mentares

) estudos de optimizacao da sequencia de operagoes entre conjuntos numa

eXpressao ou programa.
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6. SISTLMA DE MANIPULACRD Dii CONJILITOS BASEANO M ARVORNS 3~2

6.1. Introduczo

Foi implementado un conjunto de algoritmos para manipulag:so eficiente de

conjuntos com bases nas arvores 3-2. Basicamente, para as operacoes de pesquisa,

3 -~ . . o~ . - . ' «
insercao e eliminagao a cemplexidade temporal ¢ O(lr 1) e para as cperagees de

I orepresenta a diren

reuniao, interseccao e diferenga 2 eficienciz e 0(H, onde

sao dos conjuntos. Estas ordens de grandazs soo validas mesno ao ciso meis on
- i ~ - - - I3

voravel, situagao erm quc¢ o0 metodo aprasortiss o VAnLajoso relauive onne a ouvlyos

- - * - . - N [
metodos (arvores binarias e metodos de "hastiag'),

6.2. Descricao das estruturas de informacao

A base para a construgao das arvores 3-2 e o N032 que podemos esquematizar

da seguinte forma:

NO32 = RECORD
TIPO: (NO3, HO2, TERMINAL, BASE);
K1, K2: CONTEUDO;
P1, P2, P3: ¢N03§

END

’ Nos nos dos tipos NO3 e TERMINAL apenas utilizaremos um conteudo (E2) e
dois apoatadores (P2 ¢ P3) e nos nos do tipo BASE apenas utilizaremos cs aponta-

dores (Y1, P2 e P3),



Ne
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0Os tipos de nos utilizados sao:

TERMINAL ~ sao os nos da arvore 3~2 sem descendentes onde estao represen-

tados (em K2) os elementos do conjunto respcctivo; P2 e V3 sao usados para fornmar
uma lista de nos terminais duplamente ligada onde os elementos do conjunto apare=—
cen por orden crescente no sentido definido por P2; o nd BASE faz tambem perte

desta lista.

HO2 = sao nos da arvore 3-2 nao terrinais com dois descendantec apontados

——

.-

- - . . » . . 1 -
por P2 (a esquerda) e P3 (a direita); K2 o malor elermento terminal da sub=e

=

re apontada por P2,

HO3 = sao nos da arvore 3=2 nan teoryoole cony Loon Tancen. L ragnata oo
por P1 (& esquerda), P2 (oo centro) o P53 (0 0 aien)s 0L 8 o To entoe tore

rninal da sub-arvore apontada por V1 (esquerda) ¢ K2 @ o mailor elomento terminsi

da sub-arvore apontada por P2 (ao centro).

BASE - ha un no deste tipo por conjunteo; P2 aponta para o primeiro e P3
[ . > !

- - . - . - -
para o ultimo no da cadeia de nes terminais; P1 aponta para a raiz da arvore; to-
das as referencias ao conjunto sao feitas por apontadores para o no de base res-—

pectivo ;3 K2 do no de base podera conter o nome do conjunto representado,

Na figura 7 esta representada uma arvore 3-2 (que nao é unica) correspon-

dente ac conjunto:
$1 = { JOSE, ANA, JOAO, RUI, SUSAYA }

- . . ~ -
Observe~se que todos os nos terminais estao ao mesro nivel, ordenados por

ordem crescente,

£ claro que os contelidos dns nos (K1 e K2) poden ser apontadores para des-—

cricoes dos elementeos o que perrite em ruites casos (principalmente quando 0s ele
< P i €
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PAA R

mentos §ao0 COMUNS a mais que un conjunte) poupar memoria; por outro lado a estru-
. ] t ’
tura de NO32 podia ser representada num "RECORD cem variantes de nodo a so re-

servar espaco para os componentes usades por cada tipo de no.

Y
SUSANALL RUI

¥

Fig. 7 Representacao do conjunto S1 em arvore 3-2.

6.3. Descricao das operacoes basicas

A operagao de pesquisa e simples; seja x o elemento a pegzquisar no con—

junto representado pelo nd base S; podemos usar o seguinte algoritmo:



~
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-

T < S.P1;
IF T =/ THEN FOUND €~ FALSE ELSI BLGIN
WHILE T4, TIPO#TERMINAL DO CASE T4.TIPO OF:
N02: IF X <= TA.X2 THEN T < T4 .P2 ELSE T < TT.P3;
NO3: IF X <= TH.K1 THEN T < T% .P1 ELSE

IF X <= T%.K2 THEN T < T4 ,P2 ELSE T=<=T ¢ .P3

END;
I conveniente durante a pesqulisa v des s vicitados
- I3 N b - . « Lo
da arvore (caminho da ralz a um nd tormdnor) aon reprosenteroros e STH 000

estes nos serao utilizados nas operagons de 1MECIGRO Se X nao per-
- » - - . 8 - . "
tence a S o no terminal encontrade & que chanamos P e o menor no imeciatanente a

seguir a X (excepg ao: quando X ¢ malor que qualquer elemento de 3).

Consideramos agora o problema da insercgao (que € um pouco mais complexo);
inicialmente o no X e inserido na p0°1guo apropriada de dupla cadeia de nos ter=
minais; em seguida o objectivo & substituir o no P da arvore (encontrado na fase
de pesquisa) pelos nos P e X; seja N o antecessor de Pj se N e do tipo NO2 pode-~
mos ter os casos das figuras 8.,a e 8.b e 0 caso simetrico de &.b (X a direita);
o no N passa a ser do tipo 3 e o algoritmo termina. Se o no N & do tipo NO3 en-
tao construimos dois nos do tipo NO02 (figura 8.c); estes novos nos que designa-
mos por P' e X' estdo na mesma situagao para o antecessor X' de N em que esta-
vam P e X para N; assim o algoritmo prossegue ate que N seja do tipo 102 ou atée
que N seja a raiz; neste ultimo casc N ¢ desdobrado em dois nos do tipo HO2 e a
altura da arvore aumenta de uma unidade. Por exemplo se no-conjunto SI represen—

tado atras inserirmos o nome "LUIS" obtemos a arvore representada na figura 9.



Fig. 8 Casos na insercao do no x.

G ATA

ANA

JOAD

Fig. 9

(desdo

r:':"""?’

hra)

JOAD
7

LUIS

8 JOSE

¥

SUSAN

H03

JOSE

Luis

SUSANA

Arvore 3-2 apds a insercao do nome "LUIS",
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Consideremos agora o problema da eliminacao de um no P de uma arvore 3-23

- . - . - . . . -
apos retirar o no P da dupla cade ja de nos terminais, consideremos ¢ no N, ante-
cessor de P na arvore 3-2; se N & do tipo NO3 entac passa a sex do tipo N02, co-

mo no caso representado na figura 10.a, e o algoritmo termina depois de actuali-

~
)
t

zar, se necessario (se X era o no direito de %) o conteudo ce um antccessor de I

L]

se N & do tipo W02, retiramos P de N e consideramos N e o scu tnico descendente

na aplicacao do resto de algoritmo (figura 10.h)

10.a

10,b

Fig. 10 Casos iniciais de aplicagao do algoritmo de eliminagao

do no P,

. - . - - »
Seia N' o antecessor de N na arvore 3-2; temos a distinguir cos seguintes
J H 3

Caso 1: N' @ do tipo HOZ ou NO3 e tem um filho Fcontipuc a N do tipo N0O3;

a transformacao e do tipo indicado na figura 1ll.a; ¢ algoritmo termina (actuali-

R oAy crtart y . Anr NMTHY
zando se necessiric o couteudo J¢ wa antecessor de N').
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Caso 2: N' & do tipo 103 e tem un filho ! (irmao de R) do tipo 1N02; a

trans formacao e do tipe representado wna figura ll.b; o algovicmo termina (ac—
!

tualizando se necessario o conteudo de um antecessor de N'); o no N' passa &

ser do tipo NO2 e o no N e libertado,

—
(DISTRIBUI)
1ll.a
{
(PLDUZ)
010
= >
7
(CONTINUA)

TN OO
© G

R

e

N
\)/
L

(RATZ) b

Fig. 11 Casos gerais na elininacao de um no numa arvore 3-2,



to em 2,2); considerando as oper

acoes de reuniao,

[
o~

do X; e X, 05 nos correntes de respectivamente S1 e 82, temos:
~ F A o -1 ar ey . . '
reuniao: criado um novo no Xy = min {xl, x2}
interseccgao: e criado um novo no Xq ® Ky oSe X %X,
diferenga: ¢ criade um novo no ¥y = o3y se X i )

As condigoes

reuniao: nao ha wmais nos d

na

diferenga: nao

(2) Construcao

o ha mais nes de S1

de terminacao para estos tres opericoes sand

e 51 newm doe 82

~yde

ha mais nos de S1.

da arvere 3-~2

A arvore 3-2 & coenstruida
: ~ - -
sociando grupos de 2 ou 3 nos de

- -
mos un metoedo aleatorio de optar

. -+ -
ver caminhos da raiz para os nos

por niveis a partir da cadeia de terninais, as-
3 . - 3 3 -

nivel inferior ateée se atingir a ralz. Escolhe-

entre nos do tipo HO2 ou HO3 uma vez que se hou

terminais em que todos os nos sao do tipo HO2

(103) a operacao de eliminacao (insercao) de w1 no pode ser relativamente inefi-

ciente.

Como exemplo considerenos

a reuniao do conjunto S1 referido atras com o

conjunto §2 = {CARLOS, JOAO, MARIA, SUSANA, RITA, RUI} : obtemos inicialmente

a cadeia representada na figura 12,

JOSE

SUSAUA

7] MARLA

[Psase" P anal2 carLes 2 gono)
L

rraline 1L:_T

>4
<

Fig., 12 Cadeia de nos temminais vesultance da reuniao de 51 e S2,
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Constroi-se encao uma arvore 3-2 com cstes nns terminais, obtendo—se, por
exemplo (sem especificar os apontadores nos nos terninais) a arvore representada

na figura 13.

JOAD HARTA

y
ANA o CARLOS

SUSANA © RITA

UL

]
[
3
>

ANA-’ CARLOQS JOAO |iJosE HARTIA SUSANA

Fig. 13 Arvore 3-2 resultante da reunizo de S1 e S2.

- - . . . . . « -~ - .
E possivel utilizar algoritnos directamente derivados das operagoes basi-
- ~ 3 . [l » -
cas para implementar as operagoes derivadas; contudo a sua eficiencia e menor do

que a dos algoritrmos apresentados (O(N 1n M) em vez de oay)) .

-

6.5. Analise da eficiencia do metodo

Se atendermos aos seguintes factos faceis de estabelecer:

—— a altura de uma arvore 3=2 com ! nGs termianis estd seopre compreendi=

\ . - , " AD . - ]
da entre 1+1n3J (todos os nos do tipo 3, =3 ) e 1+Ln?J (todos os nos do tipo



— a insercao ou eliminacgao de um no na cadela duplamente ligada de ncs

. . - .
terminais e realizada en tenpo 0(1),

-+ o~ - - -~ . .
concluimos que as operagoes basicas sao realizadas, mesrmo no caso mals

desfavoravel em tempo 0(1n N)

Quanto as opecragoes derivadas obscrvenos que (sendo Nl = {S}‘, az = 82},

N3 = |s3]):

. - . - - -~ o .
(1) 2 cadeia de nos terminais e coansuruida e tempo O(L+NZ)

- Lol - . - -~ . oy 7 . -
(2) o numero de nos nzo terninais eavs comprecadido entve N3/3 4 NE/ET 4o

e N3/2 + N3/22 +... sendo portanto de ordemn J{N3)

Cono N3 & N1 + N2 as operacoes derivadas sao realizadas em tempo O(NI+R2Z);
a eficiencia e pois nuito grande no caso geral, podendo ainda ser melhorada en

casos especiais; como exemplo consideremos a operagao:
83 <51 U S2, FREE(S1)

sendo |S1{>>|S2| ; construimos $3 inserindo os elementos de S2 em 51, donde resulta

um algoritmo com uma complexidade temporal O(N2 1n N1).

Quanto a memoria ocupada observarios que o numero NT de nds nao terminais
- . - . w2
numa arvore representativa de S, com [S] = N esta compreendido entre H/3+N/37+...
1 T 2 v 7 "' - : :
e N/2+N/27+..,.3 logo X, < N; cada no nao terminal pode conter dois valores e 3

apontadores ou um valor e dois apontadores.

Em resumo, 0 sistema que descrevemos garante (mesmo no caso mais desfavora-
vel) tempo 0(ln N) para as operacoes basicas e 0(!) para as operagoes derivadas;
a ocupacao de memoria & reduzida emhora as estruturas representativas das arvores

- kg . . T . . . - -
3-2 nac tenham sido conccehidas no sentido de minimizar a memoria ocupada.



37

Lste sistema foi implementado em linguapei PASCAL, encontrando-se a lista-—
cen do prograna a disposicao dos interessados; nao foram feitos quailsquer testes

significativos de tempos de execugao.

7. SISTEMA DB MANTIPULACAO DI CONJUNTOS BASLADO NUM HiSFopn D MEASHIIG!

7.1, Introdugao
Pt e PSS
Tremos descrever um sistema particular de manipulacao de conjuntos basea—
do na utilizacao de um metodo de "hashing" cujo processo de resolucao de colisoces
. - . - . 3
conbina certas caracteristicas dos wetodos designados por "listas externas" e
"{istas internas"., O tempo de execugao das operacoes de pesquisa, inscrcao e eli-
. ~ - - N . - . ~
minagao e 0(1) en media e 0(Xl) no caso mais desfavoravel, sendo a dinensao dos
conjuntos O(¥). Dado que o sistema permite o processamento sequencial em 0(1)
(por elemento) as operagoes derivadas poden ser realizadas em tempo medio O(N) e
- . 2 - . em . - T -
em tempo MARXLMoO 0(N7). A analise da eficiencia do metodo mostra que ele e bastan-

te vantajoso para a manipulacao de conjuntos.

7.2. Descricao dos_estruturas de informacao

f conveniente dividir a estrutura do sistema em duas partes (uma divisao
deste tipo poderia ter sido claborada para o metodo das arvores 3-2 estudado

anteriornente:

— o espaco dos conjuntos S onde, por cada conjunto representado, existe

- -t . . . . .
um no que centem as svas princirails caracteristicas, entre as quals um apontador
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para a cadeia de nos do espago H (descrito seguidanente) correspondente aos ele-

mentos desse conjunto; podenos representar o espago S da seguinte forma:
S: ARRAY [ 0 .. SMAX ] OF SHO; em que SNO & a estrutura:

SNO = RECORD
NOME: PALAVRA;
PRIM: 4 HNO;
DIM: INTEGLR
END;

Tt A

— o espaco de "hashing" H contendo nos indexados de 0 a iAX, sendo cada

- - - .
elemento X de um conjunto S1 representado por um desses nos; utilizamos a seguin

te representaqio para o espaco H:

li: ARRAYL O .. IMAX ] OF HNO; em que MO tem a seguinte estrutura:

HNO = RECORD
K: CONTEUDO;
CONJ: 4SNO;
SU, PR: 4HNO;
L: $HNO

END;

onde
K - representa o elemento correspondente ao no (pode ser um nome, um va=

lor real, uma posicao de memoria, etc.)
CONJ - aponta para o conjunto a que pertence o elemento

SU, PR - sao dois apontadores que definen respestiva ente O NO SUCCESOT €

o no predecessor da dupla cadeiz de nos representativa dos elementos do conjunto



a que pertence o elemento em consideragao

- I3 - . . »
L - e unm apontador que define o no seguinte na lista de "hashing'

0 nd corrente esta inserido.

t

em que

Na figura 14 esta esquematizada uma representagZo possIvel dos conjuntos

A={a, b, c},B={d},c={d,p},

sendo a estrutura de cada no de H a seguinte:

< CONJ SU PR

1J

FREE

ESPAGO S

Fig. 14

alAlf o > A b
dls //
,dC? o biA b
3 J
5
> | s ol | ?
* ] et
ESPAGO H

Possivel representacao dos conjuntos A, B, e C; os pares (A,a),

(A, ¢) e (C, b) bem como os pares (C, d) e (A, b) tem o mesno

valor de "hashing",
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0 conjunto "FREE" cxiste sempre e conteénm uma dupla cadeia de tedos o8 nos

nao utilizados,

7.3. Descricao dos alporitnos

-~ . . . - »
A fungao de "hashing", h, associa a cada par (conjunte, elemento) o indi-~

ce de um no de H (entre 0 e HIAX); no sistema que foi implementade os conjuntos
¢ os elementos sao designados por palavras de nao mais de 10 letras e a funceco h

d7 como resultado o valor madulo IMAX+1 de um nimero obtido pelos cédigos das le

tras dessas palavras.

As operacoes de pesquisa, insergao e clininagao efectuamse de forma que

os seguintes factos se mantem invariantes:

(1) cada conjunto (incluindo FREE) existe na forma de uma cadeia de nos
de H duplamente ligada cujo primeiro elemento ¢ apontado pelo no de S correspon-

dente a esse conjunto

(2) cada no I, 0 < I < IMAX, de H pertence a um e a um so conjunto (in-
cluindo FREE)

(3) cada par (Si,x) com xe Sl e Sl # FRLE encontra~se numa iista de
"hashing" formada atraves dos apontadores L e cujo primeiro no e h1=h(Sl,x); as—
sim, se o0 no hl nao estiver ocupado ou nao for o primeiro da sua lista de "hashing",

nao existe nenhurt par (S1, x) tal que h1 = h (S1,x).

Seja h, = h(Sl,x) e, se ll [h1] estiver ocupado, h? = h(S82, x') onde (S1,x)

1

¢ o par en consideragao e (S2,x') o par contido crx}{[k”]; toros a considerar os

seguintes casos:
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a) se H[hlj estad vazio conclui-se que x ¢ S1 e (S1,x) podera ser colocado

en H[hi] depois de retirar este no de FREE;

b) se h2 # hl e se H[hi] estiver ocupado por (S2,x') # (51,x) conclui-seg
que ¥ ¢ S1 e a insercao de (Sl,x) efectua-se em duzs fases:
(1) o par (S2,%') e colocado num novo no (retirado de FREE) e imserido
na lista de "hashing" original;

. -

(2) (S1,x) e colocado en H[hl}, ficardo a ser o unico elemento da sua
lista de hashing.

ey !

¢) se h, = h1 e se H[hi] estiver ocupado por (S2,x7) # (S1,%), (S1,x) e

2 .
pesquisado na lista de "hashing" que comega em h]; se noo Lor encontrade pode ser

inserido num novo no (retirado de FRFE) como tltimo elemeuto dessa lista; se for

encontrado pode ser retirado da lista, sendo o no respectivo inserido em FREE;

d) finalmente se (S2,x') = (S1,x) (e h,=h,) entao & claro que x & S1; se
3 1 2 q

a lista de "hashing" que se inicia em h1 $6 contém este no, X pode ser retirado

colocando H Ihi]em FREE; se nao, rctira-se x colocando em Hth] 0o no que se lhe

segue na lista e coloca-se este em FREE,

Ha varios detallhes dos algoritmos que nao foram referidos; em particular
& importante modificar correctamente a dupla cadeia dos conjuntos (apontadores
SU e PR) e ajustar, se necessario, qualquer referencia externa aos pares que mu-

dem de posigao.

0 processamento scquencial ¢ trivial utilizando o apontador SU e os algo-~
ritnos para as operacoes derivadas resultam imediatamente da combinagao do proces
samento sequencial com os algoritmos descritos (tendo em atencao que o indice do
no corrente do processamento sequencial pode ser modificado por uma operacao de

insergao ou de eliminagao).
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0 esquema descrito manten as propriedades essencials das stas de "hashing”

externas usando un espago de 'hashing" interno.

7.4. Analise da eficiencia do mctodo

0 esquena que descrevemnos permite manter as listas de "hashing' bastante

. - T e - .
curtas evitando fenomenos de acumulacao local de nos ("clustering') quendo a ta-

bela esta bastante cheia, A analise do terno <o execuqao des algoriteoy pode oy

baseada no numero nedio de nos exaninados durante wra pesquisn,

Designenmos por:

n 2 IMAY + 1, o ninero de nos do espagoe U

N A al Ty - -
2]51‘ , Si # FREE, o numero de nos ocupados

o}
1]

Lad - - - . 3 .
C = o numero medio de nos examinados numa pesquilsa de um par existente

- - . -t 3 . -~ .
C'nE= o nimero medio de nos examinados numa pesquisa de um par nao exis=

tente na tahela.

- . -~ -, - - .
‘Apos uma insergao aleatoria de n pares e possivel estabelecer os seguln=

tes resultados:

C'n =1 +n/m=14+

n-1

2]l + /2
2m

onde &=n/m & o factor de enchimento da tabela; estes resultados foram obtidos

pelo estudo do numero madio e do comprinento medio das listas de "hashing'.
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A estrutura dos algoritmos é tal que, se numa sequencia de instrugoes de
insercao ¢ eliminagao juntarmos en qualquer posicao Ik (insercao do par k) e, de

pois, (mas nao necessariamente a seguir) Dk (eliminacao do mesme par), a configu

racao final das listas de "hashing" nao se alteraj assim o método descrito e in-

- ] . -~ 3 ~ . -~ . . o~
sensivel a efcitos de destruigao da aleatoriedade por instrugoes de eliminagao
(fi21).

Dado que as operagoes basicas podem ser realizadas em tempo médio O(1l) €
facil definir algoritmos de complexidade temporal media 0(I) para as operacoes

de reuniao, intersccgac e diferenga,

0 sistema descrito foi implementado nas iinguagens BASIC (numa versac has-

tante poderosa) e PASCAL.

8, COMPARAGAO DOS DOIS SISTEMAS DE MANTPULACAO DE CONJUNTOS

Os dois sistemas de manipulacao de conjuntos que foram descritos podem
ser comparados segundo diversos aspectos; consideremos inicialmente os tempos de

execcugan,cujas ordens de grandeza sao resumidas na tabela 2,

Em valores madios o método de "hashing" e vantajoso para as operacoes ba-
sicas; no caso mais desfavoravel o meétodo das arvores 3-2 e mais eficiente tanto
para as operagoes basicas como para as derivades, sendo portanto preferivel para
sistenas de "tenpo real" en que o tempo de resposta deve ser garantido. E inte-

ressante corparar estes resultados com os metodos elementares (tabela 1),

Quanto a menoria ocupada pode=se afirmar que nao ha grande diferenca no



TABELA 2

Comparagao das ordens de grandeza dos tempos de execugao

dos dois sistemas implegentados

Operacoes

basicas

Operacoes derivadas

Metodo

Tempo medio

Termpo maxino

Tempo medio

Tampo maxino

L4

arvores 3=2 0(1n N) 0(1ln M 0(x) 0(N)
"hashing" 0(1) o) ocn 0(:@2)
espago ocupado por cada elermento de um ¢onjusnto representade {cor alguma vancagem

para o matodo de "hashing'); todavia o mitedo das arvores 3-1 e nuito mais flexi~
vel en termos de memdria pois em cada instante ocupa apenas os nos que estao uti-
lizados; deve contudo dizer-se que o espago ll fixado antecipadamente para o me to-
do de "hashing'" pode ser compartilhado com outras estruturas ligadas (arvores bi-

narias, por exemplo).

Foi efectuado um estudo um pouco mais detalhado da ocupacgao de memoria pe-
los dois métodos referidos; nas arvores 3-2 a percentagem de nos do tipo 2 depen-
de da histdria de formacao das arvores; admitindo por exemplo que ha 2/3 de nds
do tipo 2 (independentemente do nivel), que os nds terminais sao representados
por um "conteiido" e dois apontadores e que 0s nds nao terminais utilizam dois

Yconteldos" e tres apontadorcs obtemos para o numero de bits ocupados por cada

par arnazenado:

arvores 3-2: 2.5k + 4,25p

"hashing": 2k + 3p
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enn que k @ o numero de bits usado por cada "conteudo™ (conjunto ou elemento) e

po numero de bits usado por cada apontador.

Finalmente deve referir-se que a qualidade de implementagao pode influir!
. .~ » . .~ . . « e -
bastante na eficiencia final; pela experiencia adquirida parece-nos que o meto-

- - . . - . - . -~ .
do das arvores 3-2 e relativamente dificil de implementar com eficlencia.

.



BIBLIOGRAFIA

[1] AHO, HOPCROFT, ULLMAN - The Design and Analysis of Computer Algorithms;

Addison-Wesley, 1974

[2] BACKUS - Can Programming Be Liberated from the Von = Neumann Style? A

Functional Style and its Algebra of Programs; CACM, Agosto 1978, pag. 613=641

Iﬂ BRENT -~ Reducing the Retrieval time of Scatter Storace Techniques; CACM
& q s

Fevereiro 1973, pag. 105-109

[4] CUDD - A Relational Model of Bata for Large Shared Data Banks; CACM, Junho

1970, pag. 377-387

[5] rAGIN, NIEVLRGELT, PIPPENGER, STRONG - Lxtendible Hashing - A Fast Access
Method for Dynamic Files; ACM Transactions on Database Systems, Setembro 1979,

pag. 315-=344
[Q] GRIES - Compiler Construction for Digital Computers; Wiley, 1970

[7] HALATSIS, PHILOKYPROU - Pseudochaining in llash Tables; CACH, Julho 1978,

pag. 554-557
[8] HARADY - Graph Thecry; Addison-Wesley, 1969

[Q] HIRSCHBERG - An Insertion Technique for One-Sided Height Balanced-Trees;

CACM, Agosto 1976, pag. 471-473

ﬁiﬂ KNUTH - The Art of Computer Programming, Vol. 1: Fundamental Algorithms;

Addison-Wesley, 1968

ﬁl] KNUTH - The Art of Computer Programming, Vol. 3: Sorting and Searching;

Addison-Yesley, 1973



47

[12) KNUTH - Deletions That Preserve Randomness; IFEE Transactions on Software

Engineering; Setembro 1977, pag. 351-359
[13) KOWALSKY = Algorithms = Logic + Control; CACM, Julho 1979, pag. 424~436
!

[14] MAURER, LEWIS - Hash Table Methods; Computing Surveys, Margo 1975, pag. 5-19

{151 SHILOACH - Union Members Algorithms for non-disjoint Sets; Stanford Computer

Science Department Report STAN-CS-79-728

[16] PARDO - Set Representation and Set Intersection; Stanford Computer Science

Department Report STAN-CS-78-681

{173 TARJAN - Storing a Sparse Table; Stanford Corputer Sciznce Department Report

STAN-CS-78-683

[18] WARREN - SETL Implementation: Data Structures, Primitives and Storages

Menagement; I.J.C.M., 1974, pag. 77-94
{19] OTTMANN, SIX =~ Right Brother Trees; CACM, Setembro 1978, pag. 769-776
[20] WIRTH - Algorithms + Data Structures = Programs; Prentice-Hall, 1976

[21] YAO - Should Tables be Sorted?; 19th Symposium on Foundation of Computer

Science, IEEE, 1978

[22] ZWEBEN, McDONALD - An Optimal Mcthod for Deletion of One-Sided Height Balance

Trees, CACHM, Junho 1978, pag. 441-445

[23] DERSHOWITZ AND MANNA - Proving Termination with Multiset Ordering; CACM,
Agosto 1979, pag 465= 475 -

[24] GRIES - An Illustration of Current Ideas on the Derivation of Correcteness
Proofs and Correct Programs = ILEE TSE, Dezembro 1976, pag. 238-243

[25) RAIHA e ZWEBEN =~ An Optimal Insertion Algorithm for One-Sided Height-Balanced

Binary Search Trees - CACH, Setembro 1979, pag. 508-512



¢, FACULDADE DE ENGENHARIA
,  FACULDADE DE ENGENHAR!
g UNIVERSIDADE DO PORTO

)

BIBLIOTECA

T

0000087112



