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Resumo

Devido ao elevado tempo de computagido que normalmente exige, a resolucdo de sistemas
de equacdes algébricas lineares tem uma importancia vital em muitos problemas de compu-
tacdo cientifica. A escolha adequada do método de resolugdo pode traduzir-se numa grande
melhoria do desempenho global de programas de calculo.

Neste trabalho testa-se o desempenho computacional de diversos métodos iterativos
para resolucio de sistemas de equagdes provenientes de um problema de CFD (Compu-
tational Fluid Dynamics). Para esse efeito, utilizaram-se as matrizes produzidas por um
algoritmo de resolucdo das equagdes do escoamento (viz SIMPLE), na simulagao do escoa-
mento de um fluido, em regime laminar, no interior de uma caixa com tampa deslizante.
Estas matrizes tém dimensdes de acordo com o nimero de pontos utilizados para discretizar
o dominio (40 x 40, 80 x 80, 120 x 80 e 120 x 120) e diziam respeito & resolugao do campo
de pressdo e velocidade. Os sistemas derivados do célculo das pressdes tem caracteristicas
diferentes dos sistemas derivados da velocidade que tornam a sua resolugdo mais dificil.

O estudo abrangeu 10 métodos iterativos diferentes, dos quais 1 é um método esta-
ciondrio (TDMA) e os restantes 9 sdo métodos nao-estaciondrios, 3 dos quais de projecgdo
obliqua (BICG, BICGSTAB e TFQMR) e 6 de projecgdo ortogonal (CG, CGNR, FOM,
GMRES, PGMRES e DQGMRES). Os pré-condicionadores utilizados para os sistemas das
pressdes foram o ILU(¢) e o ILUDP(tol,).

Na escolha do melhor método convém distinguir entre métodos com e sem pré-condicio-
namento. Os nossos resultados mostram que, no caso de nio se utilizar pré-condicionamento,
o método mais adequado ¢ DQGMRES(2). Este método foi o tnico que conseguiu resolver
todos os sistemas de teste sem pré-condicionamento, no limite méximo de iteragdes estab-
elecido. Caso se opte pela utilizagdo de um pré-condicionador, a nossa escolha recai sobre
o TFQMR associado ao pré-condicionador ILU(6) ou, em alternativa, sobre o BICGSTAB
associado ao pré-condicionador ILUDP(0.01,0.75). Estes dois métodos com os respectivos
pré-condicionadores convergiram em todas as situagdes analisadas, em tempos préximos
ou iguais aos melhores.



Abstract

The solution of systems of linear equations is a time consuming task of vital importance in
scientific computing. The right choice of solver may lead to drastic reductions of computing
time.

- In this thesis the computational performance of a variety of iterative solvers were tested
for solving the system of linear algebraic equations originated by a computer code for Com-
putational Fluid Dynamics. Matrices from an algorithm for solving the fluid flow equations
governing the laminar flow inside a cavity with a sliding lid, provided the framework for
a series of tests. These matrices for solution of the pressure and velocity field varied in
dimension between 40 x 40, 80 x 80, 120 x 80 and 120x120. The matrices for solving the
pressure field required longer computing times compared with the matrices for solving the
velocity field.

The study covered 10 different iterative methods, among which 1 was a stationary
method (TDMA) and the remaining 9 were non-stationary, 3 of oblique projection (BICG,
BICGSTAB e TFQMR) and 6 of orthogonal projection (CG, CGNR, FOM, GMRES,
PGMRES e DQGMRES). ILU(¢) and ILUDP(tol,a) were the preconditioners used.

When choosing the most appropriate method one must distinguish betheen methods
with and without pré-condicioner. Ours results showed that in case of methods without pre-
conditioner, DQGMRES(2) appeared as the most suitable because it was the only one that
converged in all the cases being tested. In case of methods with preconditioner, TFQMR
with ILU(6) preconditioner or BICGSTAB with ILUDP(0.01,0.75) preconditioner appeared
to be superior. These two methods always reached convergence and with computing times
close or identical to the best in each of the test cases.
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Résumé

La solution des systémes d’équations lineaires dans le calcule scientifique est trés importante
3 cause du temps élevé nécessairement utilisé. Un choix correct de la méthode a utiliser
peut se traduire par une meilleur vitesse d’exécution de Palgorithme géneral.

" Les testes éffectués dans ce travail ont pour objectif de comparer les résultats obtenus
par différentes méthodes itératives, dans la résolution de systeme d’équations provenant
d’un probleme de CFD (Computational Fluid Dynamics). Les matrices utilisées sont géne-
rées par um algorithme qui résout les équations de I’écoulement (viz SIMPLE), dans la
simulation d’un fluide, en régime laminaire, & P'intérieur d’une caisse avec un couvercle
glissant. Ces matrices ont une dimension d’accord avec la quantité de points utilisés pour
diviser le domaine en volumes finis (40 x 40, 80 x 80, 120 x 80 et 120 x 120 éléments) et
sont en relation avec le champs de vitesse et de pression. Les systémes provenant du calcul
de champs de pression ont des propriétées, opposées & des systémes provenant du calcul
de champs de vitesse, qui sont responsables des grandes difficultées de résolution.

L'étude a abordé 10 méthodes itératives différentes. L’une d’entre est stationnaire et les
neufs autres sont non-stationnaires. Ces dernitres se divisent en deux groupes: les méthodes
de projection oblique (BICG, BICGSTAB e TFQMR) et les méthodes de projection or-
thogonale (CG, CGNR, FOM, GMRES, PGMRES e DQGMRES). Les pré-conditionneurs
utilisés pour les systemes en pression sont: ILU(£) et ILUDP(tol,).

Le choix de la méthode & utiliser dépend de I'utilisation ou pas d’un pré-conditcionneur.
Dans le cas ot le pré-condicioneur n’est pas utilisé, notre choix va &tre le DQGMRES(2).
Cette méthode est la seule qui resout tous les systémes sans pré-conditionneur, dans la
limite maximum d’itérations permit. Dans le cas ou le pré-condicioneur est utilisé notre
choix est le TFQMR avec le pré-condicioneur ILU(6) ou alors le BICGSTAB avec le pré-
condicioneur ILUDP(0.01,0.75). Ces deux méthodes avec les respectifs pré-condicioneurs
ont résolus tout les systémes analysés dans des temps tres prés ou egaux au meilleurs
méthodes de résolutions.
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Capitulo 1

Introducgao

Grande parte dos sistemas de equagGes algébricas, resolvidos em computagao cientifica,
decorrem da resolugio numérica de equagdes diferenciais as diferencas parciais (PDEs),
(Dongarra and Eijkhout, 1999). As técnicas utilizadas, que consistem em discretizar o
dominio através do método das diferencas finitas, elementos finitos, etc, originam um con-
junto de equagbes que relacionam os pontos pertencentes ao dominio. No caso de um
dominio bidimensional, a resolucio da equagdo diferencial que descreve o comportamento
de uma variavel fisica, através do método das diferencas finitas centrais, conduz a uma
equacdo para cada ponto, interior ao dominio, que relaciona este com os quatro pontos
vizinhos (figura 1.1).

)
i——(—H
()

Figura 1.1: Pontos vizinhos de um dominio plano

A equagdo para o ponto genérico de coordenadas ¢, J ilustrado na figura 1.1, é
Qi jTij + Qiy1,jTit1j T Gic1,jTi-1,j T Gij1Tig+1 T Gij-1Tij-1 = Sij- (1.1)

Em que por exemplo z; ;4 representa a varidvel (pressdo, velocidade, etc.) no ponto de
coordenadas 4,§ + 1 e a; ;41 0 coeficiente relativo a contribuicdo desse ponto em relagdo
ao ponto de coordenadas i,j; o termo s;; € 0 termo independente ou termo fonte. Os
pontos do dominio resultantes da discretizagio sao também designados por nés da malha.

1



Capitulo 1 Introdugéo 9

As condicoes de fronteira sao definidas sobre os pontos situados no limite com o exterior
do dominio.

Quanto mais densa for a malha mais informacdes serdo obtidas sobre a distribuigdo da
varigvel no interior do dominio. No caso tridimensional sdo incluidos dois novos termos na
equagdo (1.1); um relativo & contribuicdo do né superior e outro relativo ao né inferior.

Escrevendo o conjunto das equagdes relativas a todos os nés do dominio obtemos um
sistema de equacdes algébricas lineares

Az =b. (1.2)

A matriz dos coeficientes A possui apenas um pequeno ndmero de termos nio nulos (es-
parsa), situados sobre algumas diagonais. Por este motivo é também designada por matriz
banda. No caso de um dominio uni-dimensional existem apenas trés diagonais com termos
nao-nulos, no caso bidimensional, como o aqui abordado e ilustrado na figura 1.2, existem
cinco e no caso tridimensional existem sete diagonais.

Figura 1.2: Distribui¢do padrao dos termos ndo-nulos de matrizes provenientes da dis-
cretizacdo de PDEs num dominio plano, através de uma malha regular.

A necessidade de resolver sistemas de grande dimensao e esparsos, associada aos grandes
avancos tecnolégicos, é responsével pela explosao verificada no campo dos métodos itera-
tivos, nos dltimos cinquenta anos (Saad and Vorst, 1999). A opgéo por métodos iterativos,
na resoluciio de sistema esparsos, em detrimento dos métodos directos prende-se com 0s
requisitos de meméria necessérios. Os métodos directos requerem que todos os coeficientes
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da matriz A sejam guardados, enquanto que os iterativos podem ser aplicados guardando
apenas os termos ndo nulos. Por este motivo as dimensdes do problema impossibilitam por
vezes a utilizacdo de métodos directos (Dongarra and Eijkhout, 1999). Os métodos iter-
ativos dividem-se ainda em duas grandes classes: estacionarios e nio-estaciondrios, sendo
geralmente os ndo-estaciondrios mais potentes do que os estacionrios (ver capitulo 2).

1.1 Objectivos e contribuigao do presente trabalho

A resolucdo de sistemas de equagdes algébricas lineares tem uma importancia vital em
muitos problemas de computagdo cientifica, porque consome grande parte do tempo de
execucdo dos algoritmos. A escolha adequada do método de resolugdo pode melhorar sub-
stancialmente o desempenho global do programa de célculo.

Pretende-se com este trabalho testar o desempenho computacional de diversos métodos
iterativos nio-estacionarios na resolucdo de sistemas de equagoes provenientes de um pro-
blema de CFD (Computational Fluid Dynamics). Para este efeito, usou-se como caso teste
a simulacio do escoamento de um fluido, em regime laminar, no interior de uma caixa
com tampa deslizante, utilizando o algoritmo SIMPLE (Semi Implicit Pressure Linked
Equation) (Patankar and Spalding, 197 2). O médulo relativo a resolucdo de sistemas de
equagdes (solver), utilizado por este programa, consiste numa implementacdo sequencial
do método iterativo designado por TDMA (ver seccdo 2.2). Neste trabalho testamos o
desempenho de outros métodos iterativos alternativos para a resolucdo destas equagoes,
com o objectivo de identificar qual ou quais aqueles com menor tempo de execugao. Essa
tarefa é de particular importéncia, se tivermos em conta que no mesmo problema o solver

(TDMA) ocupou 60% do tempo de execugéo do algoritmo SIMPLE (Areal, 1999, pég. 2).

A escolha do método iterativo mais adequado para utilizagdo em programas de sim-
ulagio de CFD é uma tarefa dificultada por factores diversos. Por exemplo, alguns dos
métodos foram concebidos e funcionam apenas para matrizes cujo formato ¢ diferente
daquele que se encontra nos programas de CFD. Acresce a isto ainda, o facto das matrizes
de um determinado programa de CFD dependerem da geometria e das condigoes de fron-
teira do problema que se pretende simular. Por estas razoes, a escolha do método iterativo
mais adequado passa pela experimentagdo numérica: a via seguida neste trabalho.

1.2 Origem dos sistemas estudados

Os sistemas lineares que servem de teste para o estudo dos solvers, efectuado neste tra-
balho, foram retirados & décima iteracdo de um programa de célculo baseado no algoritmo
SIMPLE. Em cada iteracio deste algoritmo sao resolvidos trés sistemas de equagdes li-
neares distintos. Um relativo ao campo da pressdo e dois outros relativos aos campos da
velocidade horizontal e vertical, dum fluido no interior do dominio (caixa). Neste trabalho
consideramos apenas os sistemas da pressao e da velocidade horizontal.



B

1.3 Breve revisdo bibliografica

A geometria do dominio consiste num quadrado cujos lados medem 1 metro de compri-
mento. Utilizaram-se malhas regulares com os seguintes nimeros de nés: 40 x 40, 80 x 80,
120 x 80 e 120 x 120. O programa de simulagdo efectua a discretizagdo do dominio em
todos os nés da malha, utilizando um esquema hibrido: a montante se Re,, > 2 e a jusante
se Re,, < 2. O parAmetro Re representa o nimero de Reynolds da malha e é dado por
Re,, = oumh/ i, sendo ¢ a massa especifica (¢ = 1), p a viscosidade dinamica (= 0.01),
u, a velocidade horizontal na malha e h o afastamento entre nés da malha. O niimero de
Reynolds do dominio, considerado na simulagdo, ¢ Re = 100. As condigoes iniciais con-
sideram a velocidade vertical v e a pressdo p nulas em todo o dominio, enquanto que a
velocidade horizontal u é dada por u = Ugmpa = 1M/S.

Com o objectivo de facilitar a designagdo destes sistemas serd utilizada a seguinte
nomenclatura, daqui para a frente: niznj, em que ni designa o numero de pontos na
direccdo horizontal e nj na direcgdo vertical e z designa a varidvel fisica. Utilizaremos a
letra p para a pressdo e u para a velocidade horizontal. Por exemplo o sistema das pressoes
num dominio discretizado em 80 x 80 pontos serd designado por 80p80.

1.3 Breve revisao bibliografica

Os métodos iterativos sio em grande ntimero e muito deles foram desenvolvidos nos dltimos
XX anos. Uma perspectiva da evolucdo dos métodos iterativos ao longo do século vinte
poder ser encontrada em (Saad and Vorst, 1999). Em lingua portuguesa, dos poucos
manuais que abordam este tema, destacamos (Pina, 1995) onde séo abordados alguns
métodos iterativos nio-estaciondrios da familia do Gradiente Conjugado, ndo incluindo
contudo métodos como por exemplo 0 GMRES ou o BICG (ver secgdo 2.3). '

Efectuou-se uma pesquisa bibliografica as principais bases de dados disponibilizadas
pela FEUP. Estas sdo em grande ntimero e abrangem vérios ramos do conhecimento rela-
cionados com as ciéncias e engenharias (Dialog, Ei Compendez, Pascal, INSPEC, etc.). Os
resultados apresentados na tabela 1.1 foram obtidos na base de dados INSPEC.

Palavra Chave Registos
Parallel Computation 3372
Iterative Methods 26868
Iterative Methods and Parallel Computation 117
Iterative Methods and Parallel Solvers 29
Sparse Algebra 28
Tterative Stationary Methods 2
Pre-Conditioner 6
Iterative Non-Stationary Methods 1
Iterative Stationary Methods 17

Tabela 1.1: Resultados da pesquisa bibliografica efectuada na base de dados INSPECC



1.3 Breve revisio bibliogréfica ‘ 5

A tabela 1.1 mostra o ndmero de registos encontrados em fungéo de 9 palavras-chave
relacionadas com o presente trabalho. As trés, especialmente as duas primeiras, por serem
demasiado gerais conduzem a um nimero exageradamente elevado de registos, tornando
impossivel a sua consulta. O agrupamento das palavras-chave Iterative Methods e Parallel
Computation permitiu concluir que dos 26868 registos sob a palavra Iterative Methods, ape-
nas 117 estéo relacionados com computacio paralela. Contudo, como no dmbito do presente
trabalho apenas os métodos de resolugdio de sistemas de equagoes algébricas interessam,
especificou-se ainda mais a procura com as palavras-chaves Iterative Methods e Parallel
Solvers. Os vinte e nove artigos registados abrangem todos eles a resolu¢ao de sistemas em
véarios contextos. O método dos elementos finitos é referido em quatro artigos, a andlise
e descricdo de software standard sdo referidas em sete artigos, os pré-condicionadores em
quatro, sendo os restantes artigos relacionados com a andlise de métodos na resolugdo de
problemas especificos.

. Destacamos o artigo (Amodio and Mazzia, 1997) que se refere & aplicagao do método
iterativo designado por SOR (ver secgdo 2.2), paralelizado através da técnica de decom-
posicido do dominio. Noutro artigo (Cela et al., 1995) ¢ efectuado um estudo comparativo
de solvers, paralelizados através da mesma técnica, na resolugao de sistemas bandeados
por blocos.

A pesquisa realizada com a palavra chave Sparse Algebra resultou essencialmente em
artigos relacionados com software destinado a problemas com matrizes esparsas, inclusive
a resolucdo de sistemas. Destes destacamos o artigo (Krommer et al., 1997), onde ¢ apre-
sentada a biblioteca NAG, constituida por solvers paralelizados, destinados & resolugao de
sistemas densos e esparsos, e o artigo (Eijkhout, 1998) onde se efectua uma descricao e
uma anélise das principais bibliotecas de solvers sequenciais e paralelos.

Para a elaboracio desta tese foram utilizados essencialmente quatro livros. Todos eles
abordam o tema dos métodos iterativos na resolucio de sistemas de equagdes algébricas,
derivados de problemas de engenharia ou computacio cientifica. Em Iterative Methods
for Sparse Linear Systems (Saad, 1996) é efectuada uma descrigao muito completa dos
métodos iterativos principais sob o ponto de vista matematico, incluindo também capitulos
com temas directamente relacionados, como a discretizagdo de equagdes diferenciais e o
pré-condicionamento. O livro Numerical Linear Algebra for High-Performance Computers
(Dongarra et al., 1998) aborda as varias questoes relacionadas com a resolugdo de sistemas
lineares em computadores vectorizados e paralelos. O livro Templates for the Solution of
Linear Systems: Building Blocks for Iterative Methods (Barrett et al., 1994) faz uma de-
scricio dos principais métodos iterativos e dos aspectos relacionados com a sua implemen-
tacdo na biblioteca Templates. Finalmente, Matriz Computation (Golub and Loan, 1989)
é um manual de computacio cientifica com matrizes que contém as bases matematicas e
os algoritmos necessarios para o desenvolvimento de software numérico.

A utilizagdo destes 4 livros como as fontes de conhecimento essenciais para a realizagdo
do nosso trabalho resultou da analise de um conjunto alargado de outras obras (incluindo
também artigos cientificos) de cuja listagem nos dispensamos aqui. Uma obra fundamental
que seria de juntar as quatro identificadas acima seria o livro de (Greenbaum, 1997),
intitulado Iterative Methods for Solving Linear Systems; no entanto, s6 tivemos acesso a
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esta obra depois de concluido o trabalho e a redaccdo da presente tese.

1.4 Consideracoes gerais sobre a resolugao de sistemas
esparsos em CFD

1.4.1 Estruturas de dados para sistemas esparsos

A estrutura particular da matriz A, figura 1.2, pode ser aproveitada de forma a tornar
a resolucdo mais eficiente, guardando em memoria apenas os termos nao nulos. Existem
vérios esquemas de armazenamento de dados para matrizes esparsas. Todos eles consistem
em guardar apenas os termos ndo nulos juntamente com alguma informagao adicional que
permita localizar as suas posi¢des na matriz A. No problema em estudo o método utilizado é
designado por Regular Grid Stencil storage (RGS) (Eijkhout, 1998) que consiste em guardar
cada diagonal de A, com termos ndo nulos, numa matriz diferente. Para um dominio
bidimensional, os dados da matriz A sdo guardados em cinco matrizes com as dimensoes
do dominio, onde a indexagdo utilizada corresponde & posido do né no dominio fisico.
Este esquema é adequado para sistemas em que 0s termos nao nulos estdo situados apenas
em algumas diagonais bem definidas como o exemplo ilustrado na figura 1.2. Contudo
para problemas de outras dreas como por exemplo a Engenharia Quimica, Simulagéo de
Circuitos, etc., em que o padrdo de distribui¢do dos termos nao nulos é completamente
diferente, a sua utilizagdo é invidvel.

Existem vérios esquemas alternativos. Um dos mais conhecidos é o Compressed Sparse
Row Format (CSR), consiste em guardar os dados em trés vectores. O primeiro contém os
termos a; ; ndo nulos, o segundo os indices das colunas dos a;; € 0 terceiro vector contém
apontadores para o inicio de cada linha no primeiro vector. Qutro esquema de estrutura
de dados, também muito utilizado, é o Banded format (BND), em que todos os termos
situados sobre uma banda compreendida entre duas diagonais sdo guardados. Para além
destes dois esquemas existem outros que nao sio utilizados neste trabalho e cuja descri¢ao
poder4 ser encontrada em (Barrett et al., 1994). Todos estes formatos tém a vantagem
de exigirem menos esforco computacional do que o formato denso (DNS), em que todas
as entradas de A sio memorizadas, mas também implicam que os métodos de resolucdo
sejam implementados de acordo com essa estrutura de dados. Este aspecto dificulta o
desenvolvimento de solvers standard para todos os problemas esparsos.

1.4.2 Bibliotecas de software para sistemas esparsos

Existe um conjunto de bibliotecas ou packages de rotinas implementadas em linguagens de
programacao como o FORTRAN ou C, para a resolugdo de sistemas de equagdes algébricas.
Neste trabalho optdmos por nio escrever as rotinas com os solvers, mas sim utilizar bibli-
otecas do dominio piblico e adapté-las ao nosso problema. Pretende-se desta forma que
o estudo comparativo dependa o minimo possivel da implementa¢ao numa determinada
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linguagem de programagao, uma vez que estas rotinas j4 foram testadas e optimizadas. A
descri¢do e a comparagao de algumas das principais bibliotecas de solvers, baseados em
métodos iterativos, podem ser encontradas em (Eijkhout, 1998).

A biblioteca de solvers utilizada para este trabalho foi a Sparskit (Saad, 1990). Es-
ta disponibiliza rotinas de dlgebra linear implementadas em FORTRANT7 para sistemas
esparsos, incluindo um conjunto de solvers implementéveis de acordo com o Reverse Co-
munication Interface (Dongarra et al., 1995), cuja definigao é apresentada abaixo. A razao
principal para a utilizagdo desta biblioteca prende-se com o facto de ser complementada por
uma outra chamada Psparslib (Saad and Malevsky, 1995) que contém 0s mesmos solvers
implementados em paralelo. Esta segunda biblioteca podera ser utilizada em trabalhos
futuros de forma a comparar os resultados com os deste trabalho. A Sparskit contém igual-
mente algumas rotinas de anélise, utilizadas neste trabalho para caracterizar os sistemas, e
pré-condicionadores derivados da factorizacdo incompleta LU (ver secgdo 2.5). Todas estas
rotinas estdo desenvolvidas para aceitar os dados estruturados na forma CSR. A Psparslib
contém apenas solvers e pré-condicionadores para plataformas paralelas.

Para além da Sparskit utilizamos também algumas rotinas da biblioteca Lapack (Ander-
son et al., 1992) para andlise dos sistemas com estimativa dos valores proprios das matrizes.
A biblioteca Lapack contém uma colecgdo completa de programas de 4lgebra linear escritos
em FORTRANT7 mas que apenas aceitam dados na forma densa (matriz completa, inclui
os zeros) e BND. Embora a estrutura BND permita uma grande economia de memoria em
relacdo & densa, obriga a guardar todos os elementos nulos situados entre as duas diagonais
mais afastadas da principal. Este aspecto penaliza os solvers da Lapack relativamente a
outras bibliotecas que utilizam estruturas de dados mais compactas e consequentemente
mais eficientes na resolugdo de sistemas esparsos. :

No sentido de ultrapassar as dificuldades inerentes as vérias estruturas de dados possiveis,
na implementacio dos métodos de resolugao em FORTRAN, foi criado um estilo de progra-
magcéio designado por Reverse Comunication Interface, (Saad, 1996, pag. 333). Os solvers
implementados de acordo com este estilo ndo dependem da estrutura de dados. Sempre
que o programa principal necessita de efectuar uma operacdo que implica ordenagao dos
dados, como por exemplo o produto interno, multiplicacio matriz-vector, etc., ¢ chamada
uma rotina externa para o efeito. Essas rotinas sdo fornecidas pelo utilizador e podem ser
desenvolvidas de acordo com qualquer estrutura de dados.

1.5 Parametros caracterizadores de sistemas esparsos

Descreve-se de seguida alguns dos pardmetros e propriedades mais importantes utilizados
na caracterizacio de sistemas de equagGes algébricas esparsos. Estas caracteristicas sao
utilizadas na descri¢do sumdria dos principais métodos iterativos, efectuada no Capitulo 2,
e na caracterizacio dos sistemas de teste apresentada na secgdo 3.2.
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1.5.1 Dimens3o, elementos nao nulos e simetria

A dimensao do sistema depende das dimensdes da malha utilizada. Por exemplo, se esta for
constituida por ni X nj pontos, a dimensao do sistema serd N = (ni-2) x (nj-2), porque
os pontos extremos contém as condigdes de fronteira. O nimero de elementos nao-nulos
na matriz A é definido neste trabalho pelo parametro NNZ. A simetria refere-se ao facto de
A = AT. As rotinas utilizadas para obter os valores destes parametros foram retiradas da
biblioteca SparsKit.

1.5.2 Normas e nimero de condi¢ao

As normas mais utilizadas para a caracterizagio de matrizes sao as seguintes:

' 1. Norma-1: .
A= 7% 3 Jayl. (1.3)

j=1,eym i=1

9. Norma infinita: ~
4l = "™ Plasl. (14)

=1 =

3. Norma Frobenius:

. 1/2
2
a;; . (1.5)
—
O ntmero de condicdo é definido em fungdo de uma das normas. Por exemplo o nimero
de condicio baseado na norma infinita é definido pela expressao

oo (A) = [|Alleo | A7 loo- (1.6)

Este pardmetro é uma medida da sensibilidade aos calculos em aritmética discreta. Se k(A)
estiver préximo de 1 significa que o sistema estd bem condicionado e que pouco ou nada
serd afectado por pequenas perturbagdes em A. Caso contrario, se k(A) for muito elevado,
o sistema é mal-condicionado e é muito sensivel a pequenas perturbagoes nos coeficientes de
A (Golub and Loan, 1989, pag. 79). Na prética o calculo de A~! é demasiado dispendioso,
i.e., implica demasiadas operagdes, pelo que é apenas feita uma estimativa do ntimero de
condicdo. A rotina que utilizimos, extraida da biblioteca Lapack, baseia-se na exploragdo
da relagao: '

4]l = (i

Ay=d = [[A7 oo Z [[Ylloo/lldlleo-

A ideia consiste em escolher d de forma a que a solugdo y seja elevada em norma, fazendo
com que ||y]loo/||d]|oo esteja préximo do seu valor méximo ||A7!||. O estimador para o
nimero de condicdo é entdo dado por

froo(A) = | Alloollylloo/ [l lloo- (L.7)

Uma descrigdo completa desta técnica encontra-se em (Golub and Loan, 1989, pg. 128).
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1.5.3 Colunas e linhas diagonalmente dominantes

Uma linha é diagonalmente dominante se

J:

|aii| > Z aij| . (1.8)

n
J=
i

N

Por sua vez, uma coluna é diagonalmente dominante se

i=n

lagil = > laij] - (1.9)
i=1
i

Os pardmetros LRD e LCD, utilizados na sec¢do 3.2, referem-se, respectivamente, a per-
centagem de linhas e de colunas diagonalmente dominantes. Quando LCD = 100% a
matriz A é diagonalmente dominante (Saad, 1996, pag. 108). Esta propriedade é muito im-
portante pois em operagdes como a factorizagdo LU, as matrizes diagonalmente dominantes
nao necessitam de pivotagem.

As matrizes definidas positivas, embora nao sejam diagonalmente dominantes, admitem
factorizacdo LU sem necessidade de recorrer & pivotagem (Golub and Loan, 1989, pag. 139).
Uma matriz é definida positiva se 7 Az > 0 para todo o z ndo nulo. Em termos préticos
significa que a maior entrada de A estd sobre a diagonal principal e é positiva, i.e., a
diagonal principal tem um peso superior as restantes. Esta propriedade garante também
que a matriz A n3o é singular, i.e., det(A4) # 0. Quando 27 Az > 0, para todo o 2 néo nulo,
a matriz A é definida semi-positiva.

1.5.4 Maior elemento de A e norma-2 do vector b

A titulo comparativo incluimos na secgdo 3.2 dois pardmetros adicionais, para caracte-
rizagio dos sistemas de teste. O maior elemento de A em valor absoluto (max|a;;|) é
utilizado como um indicador da ordem de grandeza das entradas da matriz A. A norma-2

de b
[1bl]2 = «‘Zb?, | (1.10)
i=1

ou norma euclidiana, indica o residuo inicial, i.e., a distancia entre a primeira aproximacao
a solucio z(9 e a solucdo exacta z, considerando o vector nulo £(© = 0 como a aproximagéo
inicial & solugao (ver sec¢io 3.1.3).

1.5.5 Anadlise espectral

O conjunto dos valores préprios de uma matriz A é designado por espectro de A e é
denotado por o(A). O maior dos valores préprios de A, em valor absoluto, é designado por
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raio espectral, sendo representado por p(A):
p(A) = max{|\|: A € 0(4)}. (1.11)

Os valores préprios de uma matriz real sdo todos reais se essa matriz for simétrica. Se a
matriz ndo for simétrica os valores préprios poderdo ser complexos, ocorrendo entao aos
pares conjugados (Pina, 1995, pag. 139).

O espectro da matriz dos coeficientes de um sistema de equagdes lineares revela algumas
propriedades tteis para o estudo da facilidade com que o sistema poder4 ser resolvido. Um
dos aspectos consiste na relagio existente entre normas e a distribui¢ao dos valores proprios
no plano complexo. O raio espectral é limitado superiormente por qualquer norma:

p(A) < |IA].

Em particular se A for simétrica ||A|l2 = p(A). A norma Frobenius por sua vez também
est4 relacionada com os valores préprios através da seguinte relagéo:

IAIE = Dl + el + -+ (1.12)

Outro aspecto importante revelado pelos valores préprios refere-se ao nimero de con-
dicdo k2, designado também por nimero de condi¢do espectral, calculado através da relagao

g1 (A)

a(4) = 14147 e = T,

(1.13)

sendo o1(A) = p(A) e 0,(A) o menor dos valores préprios em valor absoluto (Golub and
Loan, 1989, pag. 80). Esta expressdo mostra que o condicionamento da matriz depende da
dispersdo dos valores préprios. Quanto menor for a dispersao no plano complexo, menor sera
o afastamento entre o1 (A) e 0,(A) e consequentemente a razdo entre estes dois parametros
se aproximaré de 1. Outro aspecto importante evidenciado pela equagao (1.13) consite no
facto do nimero de condi¢io k2(A) ser também um indicador da singularidade da matriz
A. Este poder4 ser muito elevado se o, (A) for muito pequeno, i.e., muito préximo de 0. No
caso de tal se verificar o determinante da matriz, calculado pelo produto de todos os valores
proprios de A, aproximar-se-4 também de 0. Quanto mais préxima da singularidade estiver
a matriz A mais dificil serd a resolucdo do sistema correspondente por este se aproximar
da indeterminacao ou da inexisténcia de solugao. '

Os valores préprios indicam também se uma matriz é definida positiva ou ndo. Uma
matriz simétrica A é definida semi-positiva se todos os seus valores préprios forem nao-
negativos e é definida positiva se todos os seus valores préprios forem positivos (Pina,
1995, p4g. 293). Também para as matrizes ndo-simétricas é importante que o conjunto dos
valores préprios estejam distribuidos sobre a parte do plano complexo correspondente ao
eixo real positivo. Se tal acontecer havera uma maior facilidade de resolugdo através de
métodos iterativos (Dongarra et al., 1998, pag. 191).

Na seccdo 3.2 sido apresentados os resultados do célculo dos valores proprios de todos
os sistemas de teste. Os valores préprios foram calculados através de rotinas da biblioteca
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Lapack. Estas rotinas fazem estimativas dos valores préprios através de métodos iterativos.
A ideia geral subjacente a estes métodos consiste em reduzir a matriz dos coeficientes A a
uma matriz triangular por blocos através de transformagdes semelhantes (Golub and Loan,

1989, pag. 334).



Capitulo 2

Métodos Iterativos Principais

Neste capitulo descrevem-se de forma breve os métodos iterativos mais utilizados na re-
solucdo de sistemas de equagdes algébricas lineares e faz-se também uma pequena descrigao
das principais técnicas de pré-condicionamento utilizadas na resolugéo desses sistemas. Este
capitulo baseia-se essencialmente em (Saad, 1996) e (Dongarra et al., 1998). A traducdo
para a lingua portuguesa do nome da maior parte dos métodos é da nossa responsabilidade.
A razdo prende-se com o facto da literatura sobre o assunto, publicada em Portugal, referir
apenas um pequeno nimero de métodos iterativos.

O capitulo estd dividido em seis secgdes. Na sec¢do 2.1 incluem-se as ideias principais
sobre as quais se baseiam os métodos iterativos, na secgdo 2.2 apresentam-se alguns dos
métodos estaciondrios, na secgdo 2.3 os ndo-estaciondrios derivados de processos de pro-
jeccao ortogonal, na secgdo 2.4 os métodos derivados de projecgdes obliquas e na sec¢ao 2.5
faz-se uma descrigdo das técnicas principais de pré-condicionamento baseadas na facto-
rizacdo incompleta LU. O capitulo é concluido na sec¢do 2.5, com um resumo das ideias
principais apresentadas.

2.1 Principios basicos

Os métodos iterativos para resolucao de sistemas de equagdes lineares
Az =b

podem ser divididos em dois grupos: estaciondrios e ndo-estaciondrios. Esta designagao
deriva do método utilizar ou ndo uma matriz de iteracdo constante.

Nos métodos estaciondrios, a aproximagdo & solugdo é efectuada através da férmula

recorrente
2® = M7INz®D 4 M1, | (2.1)

onde M~IN é a matriz de iteracio e M~1b um vector. As matrizes M e N sio constantes
e resultam da decomposicio A = M — N. Os métodos deste tipo (Jacobi, Gauss-Seidel,

12
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SOR., etc.) diferem entre eles pela maneira como é efectuada a decomposigao A = M — N.
Em (Saad, 1996, pig. 104-108) s@o apresentadas as seguintes consideracoes gerais sobre a
_convergéncia dos métodos deste tipo:

e Sempre que o raio espectral da matriz de iteracdo G = (M ~!N) for menor do que
um, p(G) < 1, e que a matriz I — G néo seja singular, a equagdo (2.1) converge
para a solucdo, qualquer que seja a aproximagdo inicial z(®. Como p(G) < |G|}, para
qualquer norma ||.||., uma condi¢do suficiente para a convergéncia é que ||G|| < 1,
com I — G nao-singular.

e Se M e N resultarem de uma decomposigio regular de A, entdo p(M~'N) < 1lsece
s6 se A néo for singular e A~! ndo for negativa. Entende-se por matriz ndo-negativa
uma matriz cujas entradas sdo todas maiores ou iguais a zero. Uma decomposigio
regular de uma matriz A é da forma A = M — N, com A ndo singular e M “leN
matrizes nao-negativas.

Os métodos estaciondrios sio de implementagdo simples, contudo sdo limitados em
termos de eficiéncia. Os métodos ndo-estacionérios procuram melhorar a aproximagao a
solucdo de forma dinimica, em cada iteragdo. Muitos dos métodos nio-estacionarios uti-
lizam técnicas de projecgio para aproximar a solugio, onde a aproximagao z®) é extraida
de um sub-espaco K € R", designado por sub-espago de procura. Se este for de dimensio
m, sdo normalmente impostas m restrigées, independentes, de ortogonalidade ao residuo
r®) = p — Az(® . Pelo que os m vectores restricdo, linearmente independentes, definem
um outro sub-espaco, designado por sub-espago das restrigdes £ € R". Este esquema é
conhecido por condigdes de Petrov-Galerkin (Saad, 1996).

Os métodos nao-estaciondrios baseados nesta aproximacao sdo designados métodos do
sub-espaco de Krylov e dividem-se em duas classes: métodos baseados em projecgGes or-
togonais (K = L) e métodos baseados em projecgdes obliquas (K # £). O sub-espago de
procura é

Km(A,7O) = {rO 4O 42O AP1p0Y, (2.2)

Em que K,,(A4, r(®) representa o sub-espago de Krylov de dimensdo m, gerado por Ae
(0. Estes métodos consistem em definir uma aproximagcao & solugdo da forma z®) =Wy,
Sendo V} a matriz cujos vectores coluna constituem a base do sub-espago de Krylove y o
vector dos coeficientes da combinacao linear dessa base.

Se W, for a matriz que contém a base do sub-espago L, a restri¢ao rk) 1L Ly é
equivalente a WT (b~ AVyy) =0 ou a

WkTAka = Wka. (2.3)

A equagdo (2.3) representa o sistema auxiliar, resolvido pelos métodos do sub-espago de
Krylov, baseados na aproximacao de Petrov-Galerkin. Os métodos deste tipo como o BICG,
CGS ou TFQMR possibilitam a resolugdo de sistemas nao-simétricos.

Quando W = V estamos na situacdo da projecgdo ortogonal, também designada por
aproximacdo de Ritz-Galerkin. Os métodos deste género, como o Lanczos ou CG foram
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desenvolvidos para resolver Vil AViy = ViTh, tirando partido da estrutura simétrica da
- matriz A.

% Uma variante destes métodos baseia-se na ideia de procura z*) = V,y, de forma a
minimizar o residuo ||b — AViyl|o. Este processo conduz & determinacio de y no senti-
‘Ido dos minimos quadrados, pelo que também é conhecido por aproximagao dos minimos
quadrados. Sdo métodos deste tipo o GMRES e o MINRES.

AT, T

: Os métodos iterativos apesar de poderosos nem sempre conseguem resolver o sistema
* |pretendido. As razdes principais sdo a exigéncia de recursos computacionais, que podem néao
- estar disponiveis, ou o sistema de equagdes ser muito mal condicionado, exigindo demasi-
adas iteracgoes. A solugdo passa por transformar o sistema num outro, com a mesma solugéo,
“|mas melhor condicionado, i.e., mais facilmente resolivel. O sistema pré-condicionado serd

M™Az = M~ 'b. (2.4)

TR ot e i

"IA matriz pré-condicionadora M deveri ser, num determinado sentido, uma boa apro-
ximac&o de A, ter um custo de constru¢do ndo impeditivo e, finalmente, conduzir a um
sistema My = c que seja mais facilmente resolvido do que o original (Dongarra et al.,
;1998, pag. 195). Para além do pré-condicionamento & esquerda, ilustrado na equagéo (2.4),
0 sistema pode ser condicionado & direita AM ™'y = b, com £ = M !y, ou de ambos os
lados My YAM, 'z = M7, com M = MMy ez = My 'z

I ’, . s, ®
2.2 Metodos estacionarios
j Estes métodos caracterizam-se pela recorréncia (2.1) que se mantém constante ao longo

: ' de todo o processo iterativo. A sua eficiéncia é inferior & dos métodos nao-estaciondrios
‘é ! (secgdo seguinte) e condicionada pela decomposicdo da matriz A =M — N.

s
g
£
B!
E

| 2.2.1 Jacobi

|

|

*v No método de Jacobi a actualizagido das varidveis é efectuada em todos os pontos em

’ simultaneo, a partir dos valores obtidos na iteragio anterior z(*-). Na forma matricial, as
aproximagoes sao geradas pela recorréncia

z® = DY L+ )z Y + Db (2.5)

onde D, —L e ~U representém as partes diagonal, estritamente, inferior e superior de A,
respectivamente. A decomposicao efectuada neste métodoé M =D e N =L+ U.

2.2.2 Gauss Seidel

O método de Gauss-Seidel difere do de Jacobi apenas no facto de, em cada equagio, se
utilizar os valores actualizados, logo que estes estejam disponiveis. A actualizacdo das
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varisveis em z*) ndo é efectuada em simulténeo e as aproximacdes dependem da ordem
pela qual séo efectuadas as actualizacGes. A versdo forward, na forma matricial, é definida

por
2® = (D — L) (Uz*D +b), (2.6)

onde a decomposicdo é M = D — L. Na versao backward temos M =D —U.

A convergéncia dos métodos de Jacobi e Gauss-Seidel, como j4 foi referido na secgao
anterior, depende do raio espectral das matrizes de iteracdo. Este é da ordem de 1 — O(h?),
sendo h o espacamento da malha, ie., h = n—% onde n é o nimero de varidveis e d a
dimenséo do espago associado (d = 2 num dominio plano) (Barrett et al., 1994, pég. 9).

Em termos matriciais, exige-se que A seja diagonalmente dominante para que os métodos
de Jacobi e Gauss-Seidel convirjam para qualquer valor inicial £ (Saad, 1996, pag. 111).

2.2.3 Sobre-Relaxacdes Sucessivas (Successive Over-Relaxation,
SOR)

Em cada iteracdo deste método é efectuada uma média, ponderada para cada varidvel,
entre o valor obtido pela iteragio anterior, ponderado com (1 — w), e o valor obtido pela
iteracdo de Gauss-Seidel, ponderado com w. O pardmetro w é designado por factor de
extrapolacio e uma das dificuldades deste método é a escolha do valor éptimo de w. Na
sua forma matricial a recorréncia é da forma

t®) = (D —wL)MwU + (1 - w)D]z®Y 4+ w(D — wL)™'b (2.7)

Neste método a decomposicio caracteriza-se por M = 1/w(D — wL). Quando w =1
o método simplifica-se no Gauss-Seidel (forward neste caso). Em (Barrett et al., 1994,
pag. 13) sdo apresentadas algumas conclusées sobre a convergéncia deste método, directa-
mente relacionada com w. Se w ndo estiver no intervalo [0,2] a convergéncia deixa de se
verificar. Se a matriz dos coeficientes A for simétrica definida positiva, a convergéncia é
garantida para qualquer w € [0,2]. Para uma classe especial de matrizes dos coeficientes
designadas por consistentemente ordenadas com propriedade-A, ver defini¢do completa em
(Saad, 1996, pag. 112), é possivel efectuar uma aproximacao tedrica ao valor éptimo de w:

2__ (2.8)

wcpt=1+ 1_p

sendo p o maior valor préprio da matriz de iteragdo do Jacobi. Na prética, o calculo de
um valor éptimo para w é demasiado dispendioso para ser efectuado, pelo que é muitas
vezes utilizada uma estimativa heuristica da forma w = 2 — O(h), que depende de h, o
espacamento da malha utilizada para discretizar o dominio (Barrett et al., 1994, pég. 11).
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2.2.4 Sobre-Relaxagoes Sucessivas Simétricas (Symmetric Suc-
cessive Over-Relaxation, SSOR)

Consiste em duas etapas do SOR, uma que utiliza o Gauss-Seidel forward, seguida de outra

em backward. O facto da matriz de iteracao ser parecida com A, quando esta é simétrica, faz

com que a matriz M do SSOR seja utilizada como pré-condicionador de sistemas simétricos,

quando resolvidos por métodos nao-estaciondrios. Este método é sobretudo utilizado para

esse efeito, uma vez que em termos de convergéncia apresenta um pior desempenho que o
' SOR (Barrett et al., 1994, pag. 12). Na forma matricial a iteracdo é definida por

z®) = BFz®1 4 (2 — w)(D — wU)'D(D — wL)™'b, (2.9)
onde

B = (Dw-U)"YwL+(1-w)D),
F = (D-wL) Y wU+(1-w)D).

As matrizes B e F sdo as matrizes das versdes (bakward) e (forward) do SOR, respectiva-
mente. A decomposigao efectuada neste método consiste em
1
M =———(D—-wL)D™}D —wl). 2.10
Sy~ wnDT(D ~wD) (210)
A matriz M é utilizada como pré-condicionador de métodos como o Gradiente Conjugado

aplicado & equagdo normal, originando esquemas iterativos como o CGNE/SSOR ou o
CGNR/SSOR (Saad, 1996, pag. 312).

2.2.5 Algoritmo para Matrizes Tridiagonais (Tridiagonal Matrix
Algorithm, TDMA)

Na discretizacdo de equacoes elipticas num dominio rectangular, sujeito a determinadas
condicGes de fronteira, o sistema resultante pode ser expresso como

Hz+Vu=b, (2.11)

em que H (de horizontal) contém os termos resultantes da discretizagao do operador §°/0x?
e V (de vertical) contém os termos resultantes da discretizagdo do operador §2/9z2. O
método TDMA consiste em resolver o sistema (2.11) sucessivamente na direc¢do z; e na
direccdo ;. Um algoritmo possivel consiste em resolver alternadamente, até se verificar a
convergéncia, as equagoes

(H + D)z = (o] = V)z® +b,
(V + pDNz®) = (oI — H)z®+2 4 b, | (2.12)

O nome deste método prende-se com a estrutura tridiagonal das matrizes H e V. Contudo
também aparece na literatura designado por Alternating Direction Implicit (ADI).
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Apresentam-se de seguida algumas consideracdes sobre a convergéncia deste método,
retiradas de (Saad, 1996, pdg. 118). Sdo conhecidos alguns resultados sobre a convergéncia,
no caso de sistemas definidos positivos. Nesta situagdo H e V sdo simétricas definidas
positivas e a iteracio estaciondria (p; = p > 0, para todo o k) converge. Verifica-se também
que a taxa de convergéncia, utilizando o p éptimo, é préxima da obtida pelo SSOR, com o w
optimo. Contudo as iteragdes do TDMA sdo mais dispendiosas do que as do SSOR. Um dos
resultados mais importantes consiste na possibilidade dum aumento considersvel da taxa
de convergéncia, conseguido através da utilizacio de uma sequéncia ciclica de parametros

Pk

Em (Ferziger, 1998, pdg. 266) sdo apresentados também alguns resultados sobre a forma
de acelerar este método. Para uma gretha uniforme com o mesmo nimero de pontos n em
ambas as direcgdes, o valor éptimo é p ~ n/2. No caso de uma sequéncia ciclica, uma boa

escolha é
4!
pi=d|—
Pn
€m que p; e p, representam, respectivamente, o menor e o maior valor préprio das matrizes
H eV, k é o nimero da iteracéo e j a dimensio do sequéncia ciclica. Utilizando um ciclo

com j parametros definidos por esta sequéncia, a taxa de convergéncia poderd ser superior
a do SOR.

(i=1)/(k-1)
) , i=1,2,...,j (2.13)

2.3 Meétodos nao-estaciondrios: métodos de projeccao
ortogonal |

Os métodos apresentados nesta sec¢ao utilizam o processo de ortogonalizacgio de Arnoldi,
ou derivam de métodos que o utilizam. Este processo é utilizado para determinar uma base
ortonormal, comum ao sub-espago de procura K,, e das restricoes L,,. Efectivamente a
base ébvia do sub-espago de Krylov

{7-(0), AT(O), AZT(O), . ’Am-l,r(o)}’

nao apresenta boas caracteristicas do ponto de vista numérico (Dongarra et al., 1998,

pag. 153). Partindo do principio de que temos uma base ortonormal UL, V2, ...,v; de
Km(A,v1), esta é expandida calculando ¢t = Av; e ortonormalizando-o relativamente a
U1, V2, ..., 5. O processo é iniciado com vy = r®/||Ir®)|l,. A ortonormalizacio pode ser

obtida de vérias maneiras, como seja pelos processos de Gram-Shmidt, Gram-Shmidt mo-
dificados ou Householder. Contudo 0 Gram-Shmidt modificado é o mais utilizado (Golub
and Loan, 1989, p4g. 218). O processo de Arnoldi pode ser descrito sob a seguinte forma
matricial

AV = VmHm,m—ly . (214)

onde H,,,,_; é uma matriz de Hessenberg superior (h;; = 0se i > j + 1).
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2.3.1 Ortogonalizagdo Completa (Full Ortogonalization Method,
FOM)

Procuramos z(™ = z(® 4 K, de forma a termos ™ L £,,. Supondo que z(® = 0, i.e.,
b =, e que os vectores coluna de V;, sdo gerados pelo processo de Arnoldi, podemos
reescrever a equacdo (2.3) como

Vil AV = ||r©||2€1. (2.15)

A ortogonalidade de Vi, reduz a matriz Hp, ,, = Vi, T AV,, numa matriz de Hessemberg
superior (Golub and Loan, 1989, pég. 501). O FOM consiste em resolver Hy, my = ||r(®]2e1
e posteriormente determinar z = V,,y. A eliminacido dos termos ndo nulos, inferiores a
diagonal de H, ., pode ser efectuada pela rotacio de Givens (Golub and Loan, 1989,
pag. 202).

Este método é muito oneroso tanto em niimero de operagdes, 2NNZ+2mn em média por
iteraciio, como em meméria, (m + 3)n + m?/n por iteracdo (Saad, 1996, pdg. 153). Estes
numeros aumentam linearmente com o niimero de iteragdes, tornando-o impraticdvel. Ex-
istem duas alternativas para contornar este aspecto: reiniciar ou truncar a ortogonalizacio
no processo de Arnoldi. A primeira deu origem ao FOM Reiniciado, que consiste em fazer
V] = v, a0 fim de um periodo m de iteragdes, ajustdvel em fungdo do problema. A segun-
da deu origem ao IOM (Incomplet Ortogonalisation Method), que consiste em limitar as
direcgdes, as quais v; € ortogonal, a um conjunto de k vectores, cuja extensdo depende da
capacidade de meméria disponivel.

2.3.2 Residuo Minimo Generalizado (Generalized Minimal Resid-
ual, GMRES)

A aproximacdo deste método consiste em determinar z = z(® + V,,y,, através da mini-
mizagdo de ||b — Az|]2. Utilizando a relagdo (2.14)

16— Azmlls = 116 — A + Viuym) Il2
= [Ir'Y — AVoymll2
= [IrY = Va1 Hmir,m¥mll2
= ”Vm+1(|lr(0)”261 - Hm+1,mym)”2

Como V;;41 € ortogonal,
16— Azmllz = [lIrOllzer = Hos1mymll2.
A determinagio de y,, no sentido dos minimos quadrados conduz ao sistema
Hp 1 m¥m = |70 264 ' (2.16)

Tal como no FOM, Hpy1m € reduzida & forma triangular superior através da rotacio
de Givens. Contudo, existe aqui mais uma linha de termos ndo nulos que é necessério
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2.3.1 Ortogonalizagao Completa (Full Ortogonalization Method,
FOM)

Procuramos z(™ = z(® 4+ K,, de forma a termos 7™ 1 £,,. Supondo que z(¥ = 0, i.e.,
b = r®, e que os vectores coluna de V;, sdo gerados pelo processo de Arnoldi, podemos
reescrever a equagio (2.3) como

Vi L AVy = HT(O)||261. (2.15)

A ortogonalidade de Vi, reduz a matriz Hp,,, = V.,T AV,, numa matriz de Hessemberg
superior (Golub and Loan, 1989, pag. 501). O FOM consiste em resolver H,, ny = ||[r(®]|2e;
e posteriormente determinar £ = V,,y. A eliminacdo dos termos nao nulos, inferiores a
diagonal de Hpm, pode ser efectuada pela rotagdo de Givens (Golub and Loan, 1989,
péag. 202).

Este método é muito oneroso tanto em nimero de operagées, 2NNZ+2mn em média por
iteragdo, como em memdria, (m + 3)n + m?/n por iteragdo (Saad, 1996, pag. 153). Estes
nimeros aumentam linearmente com o nimero de iteragoes, tornando-o impraticdvel. Ex-
istem duas alternativas para contornar este aspecto: reiniciar ou truncar a ortogonalizagao
no processo de Arnoldi. A primeira deu origem ao FOM Reiniciado, que consiste em fazer
V) = U, a0 fim de um periodo m de iteracoes, ajustavel em fungdo do problema. A segun-
da deu origem ao IOM (Incomplet Ortogonalisation Method), que consiste em limitar as
direcgdes, as quais v; é ortogonal, a um conjunto de k vectores, cuja extensao depende da
capacidade de memdria disponivel.

2.3.2 Residuo Minimo Generalizado (Generalized Minimal Resid-
ual, GMRES)

A aproximacdo deste método consiste em determinar z = z© + V,,ym através da mini-
mizagdo de ||b — Az||». Utilizando a relagdo (2.14)

b= Aznlls = [1b = A + Vingm)ll
= [Ir9 — AVinymll2

= |Vasr(IrOllze1 = Hp1,mYm) 2
Como V;;41 € ortogonal,
16— Azl = [I[Ir]l2e1 ~ Hm1,mYrml2-
A determinagio de y,, no sentido dos minimos quadrados conduz ao sistema
Hpni1m¥m = |Ir® 261 ' (2.16)

Tal como no FOM, H,, ;1 é reduzida & forma triangular superior através da rotacio
de Givens. Contudo, existe aqui mais uma linha de termos nio nulos que é necessirio
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eliminar. O armazenamento em memdria de todos os vectores v;, previamente calculados, ¢,
a semelhanca do FOM, muito penalizador em termos de eficiéncia. Pelo que as alternativas
existentes, foram desenvolvidas no mesmo sentido do que as do FOM: reinicializagdo ou
truncatura.

No GMRES Reiniciado ou GMRES(m) o processo ¢ reiniciado ao fim de m iteragdes,
definindo z(® = z{™). Um dos problemas que pode surgir com o reinicio periédico, de m
em m iteragdes, é o da estagnacao, i.e., quando a convergéncia do GMRES sé6 se verifica
para valores de m muito grandes. Este fenémeno surge nas matrizes que nédo sao definidas
positivas (Saad, 1996, pdg. 167), e a solucdo passa pela utilizagdo de um pré-condicionador.

A alternativa ao reinicio é a truncatura no processo de Arnoldi. O QGMRES (Quasi-
GMRES) consiste, tal como o IOM, em fazer uma ortogonalizagdo incompleta. O novo v; é
ortogonalizado apenas em relacdo aos ultimos & vectores calculados. Embora esta solugao
poupe numerosos cdlculos, ndo evita a necessidade de guardar todos os v; para poder
calcular z = z(® + V,,ym.

2.3.3 Residuo Minimo Generalizado Pré-condicionado (Precon-
ditioned Generalized Minimal Residual, PGMRES)

O método do Residuo Minimo Generalizado Pré-condicionado (PGMRES) é uma versdo
do GMRES em que o sistema original é pré-condicionado. O pré-condicionamento pode ser
realizado a esquerda ou & direita. No entanto quando aplicado & direita tem a vantagem
de, em cada iteragdo, fornecer uma aproximacao do residuo em relagdo ao sistema original,
enquanto que o pré-condicionamento & esquerda d4d uma estimativa do residuo em relagao
ao sistema pré-condicionado (Saad, 1996, pag. 252).

O GMRES pré-condicionado a direita consiste em resolver o sistema
AM™ 'y =, u= Mz. (2.17)

A varidvel u ndo precisa de ser calculada explicitamente, pois os vectores da base do sub-
espaco de Krylov sdo obtidos a partir do residuo inicial 7(%. O algoritmo do PGMRES
(Saad, 1996, pag. 252) difere do algoritmo do GMRES em dois aspectos. O primeiro deriva
do facto da base calculada pelo ciclo de Arnoldi ser igual a

{r®@ AM~1r O, (AMHm 10}

em vez de
{r(o), Ar@ Am_lr(o)}.

O segundo consiste na aproximagio & solugio ser obtida através de z(™ = z(O 4 M1V, .y,
em vez de (™ =z + V,_y,..
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2.3.4 Quase GMRES Directo (Direct Quasi-GMRES, DQGM-
RES)

O Direct Quasi-GMRES (DQGMRES) é uma alternativa ao GMRES obtida a partir do
QGMRES. Num processo de ortogonalizagio incompleta, como o utilizado no QGMRES,
a estrutura da matriz H,, 11, € bandeada. Os termos ndo nulos estao situados sobre &+ 1
diagonais (k é o nimero de vectores da base). Multiplicando os dois membros do sis-
tema (2.16), pelas matrizes de rotagdo de Givens €;, de forma a anular os termos situados
abaixo da diagonal principal de Hp,11,,, obtém-se o sistema Rpi1.mYm = gm. Desprezando
a ultima linha de Ry41m, obtém-se y, = R 'gm e consequentemente

zm = 20 4 Vin R L gm.

Definindo P, = V. R},
' 2™ =20 1 Pgpn.

Esta aproximagao dé origem a seguinte férmula de recorréncia
2™ = gm0 4 p o~ (2.18)

onde 7v,, é a componente m de g,, € p, é 0 vector coluna m de F,. Este método tem a
vantagem de fazer a aproximacio de z(™ através de 2™V e de um pequeno mimero de
actualizagOes de vectores.

Existe uma relagdo entre a norma residual deste método e a do GMRES,

Irm?llz < 6(Vans)lrmC 2, (2.19)

onde V;,, ;1 é a base ortonormal associada com o0 DQGMRES, rm® e 7,,C sdo os residuos do
DQGMRES e do GMRES, respectivamente. A demonstracao deste resultado assim como
outros aspectos deste método encontram-se em (Saad, 1996, pdg. 168).

2.3.5 Lanczos

No caso da matriz dos coeficientes de um sistema ser real e simétrica, a matriz de Hessem-
berg H,,, resultante do processo de Arnoldi é tridiagonal e simétrica: T,,,. O algoritmo de
Lanczos, uma variante do Arnoldi para estes tipo de sistemas, tem como diferenca prin-
cipal a geragdo de uma base ortonormal através de uma recorréncia de trés termos, i.e.,
cada novo vector da base é calculado com o auxilio dos dois anteriores apenas. Na prética,
verifica-se a perda de ortogonalidade entre os vectores da base a partir de um certo nimero
de iteragdes (Saad, 1996, pag. 173).

A utilizacdo deste processo para resolver um sistema de equagdes lineares d4 origem
ao método de Lanczos, que tal como os restantes métodos de projecgdo ortogonal em K,
procura uma aproximagao a solugao

$(m) = iL‘(O) + mem; Ym = TT;I(’BGI)'
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A resolugdo do sistema Trym = Bei, com B = ||[r®|l,, é conseguida através da decom-
posicdo LU do sistema (T, = LinUp). Um dos problemas que podem surgir neste ponto ¢
a instabilidade numérica relacionada com a eliminagio gaussiana. Nao havendo pivotagem
parcial, é essencial que T, seja definida positiva, para garantir a decomposigao. Isto acon-
tecers se A for também simétrica definida positiva, (Golub and Loan, 1989, pig. 495). A
aproximagdo da solugdo serd entdo dada por

2™ = O 4V, UL (Bey).

Definindo P, = VpUs! e zm = L;}(Bei) obtemos z(™ = z(® + P,2,. Tal como no
DQGMRES esta igualdade pode ser reduzida a uma simples férmula de actualizagao

2™ = (™= 4 ¢ op. (2.20)

Em termos de meméria, no algoritmo deste método, cada actualizacdo implica que se
guarde, para além da matriz A, os 4 vectores, Uy, Um—1, P, T € um vector auxiliar de trabalho
w. Tendo em conta as necessidades de memdrias doutros métodos, como o GMRES, este
aspecto € vantajoso.

2.3.6 Gradiente Conjugado (Conjugate Gradient, CG)

Em (Saad, 1996, pag. 173) sdo apresentados dois resultados importantes, relativamente ao
método de Lanczos:

o Os residuos 7@ = b — Az® produzidos pelo método de Lanczos, sdo ortogonais.

e Os vectores auxiliares p; formam um conjunto A-conjugado, i.e., o produto interno
(Api,pj) = 0se i # J.

O método do Gradiente Conjugado pode ser visto como uma versdo do método de Lanczos,
derivado de forma a impor os dois resultados anteriores. Neste sentido 2™+ pode ser
' eXpresso como
M+ =z L o p

Consequentemente os residuos devem estar de acordo com a recorréncia
rm+D) — (M) _ o Ap,,.
Da condi¢do de ortogonalidade dos residuos resulta

(r(m), r(m))

Como a préxima direccio de procura pm4; é uma combinagdo linear de r™*1) e de p,,
segue-se
Pm+1 = rim+1) 4 BmPm- (2.22)
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Da ortogonalidade de Ap,, em relacdo a Ap,,—1 resulta

(D) p(mt1))

= ] (2.23)

Tal como no Lanczos, este método recorre implicitamente a uma decomposicao LU de T,,.
Para garantir a sua existéncia é necessirio que A seja definida positiva, para além de ser
simétrica. Esta é uma condicdo suficiente para garantir o funcionamento deste método,
contudo ele poderd também funcionar sem que ela se verifique, desde que T, admita
decomposicio LU. Em termos de meméria, o algoritmo pode ser implementado, guardando
em cada iteracdo, para além da matriz A, 4 vectores z,p, Ap e 7, em vez dos 5 vectores, no
caso do método de Lanczos.

Relativamente & convergéncia, se A = I — B for simétrica definida positiva e se B tiver
r vectores coluna linearmente independentes, entdo o Gradiente Conjugado converge, no
méximo, em r + 1 iteracdes. Outro resultado importante, também apresentado em (Golub
and Loan, 1989, pag. 525), relativamente ao majorante do erro da aproximacao é o seguinte

-1\"
™, < 2z — 5O (V2 2.24
o —5™a < 2 =20l { Va7 ) (224
onde z é a solucdo exacta, k o nimero de condigdo baseado na norma-2 ka(A), sendo a
norma-A de um vector w definida como ||w||4 = VwT Aw. Este resultado mostra que o CG
converge rapidamente se k,(A) estiver préximo de 1.

2.3.7 Gradiente Conjugado para Residuos Normais (Conjugate
Gradient Normal Residual, CGNR) |

Uma técnica particularmente ttil na resolucdo de sistema sobre-determinados (A de di-
mensdes n X m com n > m) consiste em transformar o sistema num outro equivalente,
representado pela equacdo ATAz = ATb. Esta equagdo é designada por equagdo normal.
A resolucio deste sistema conduz & minimizagdo de [|b — Azl|,. Por esta razao, os métodos
- iterativos, quando aplicados a esta equagdo, sdo completados por NR (Normal Residu-
al). Por exemplo CGNR designa o Gradiente Conjugado aplicado & equagdo Normal que
minimiza o Residuo.

No caso de sistemas indeterminados (n < m), recorre-se a outra versdo da equagao
normal: AATu = b, com z = ATu. A resolugdo desta equagao conduz a minimizagdo de
lz — ATuljy, i.e., do erro ||z — z*)||z, onde z é a solugdo exacta de Az =b . A designagao
dos métodos iterativos, quando estes sdo aplicados a esta equagao, é completada por NE
(Normal Error).

As equagdes normais podem também ser utilizadas para converter um sistema nao-
simétrico num sistema simétrico definido positivo. Efectivamente AT A é uma matriz simé-
trica positiva definida se A for quadrada e niio singular. Esta técnica possibilita a aplicagao
de métodos iterativos que necessitem desta premissa, como € 0 caso do CG. Em contra-
partida a nova matriz dos coeficientes AT A tem um niimero de condigao igual ao quadrado
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do nimero de condicio da matriz dos coeficientes original, i.e., ka(ATA) = [K2(A)]? (Saad,
1996, pag. 231). Este aspecto torna-se particularmente desvantajoso quando a matriz A é
mal condicionada.

2.3.8 Residuos Conjugados (Conjugate Residuals, CR)

O método dos Residuos Conjugados (CR) é deduzido do GMRES, no caso particular de A
ser Hermitiana. O algoritmo deste método (Saad, 1996, pag. 182) é muito semelhante ao
do CG mas exige mais actualizagdes de vectores. Para além da matriz A, cada actualizagdo
necessita de 5 vectores z,p, Ap,r e Ar.

No caso nio-simétrico, métodos como o CG ou CR, baseados em diferentes conceitos de
ortogonalidade, também podem ser derivados do GMRES. Contudo, os métodos resultantes
exigem grande quantidade meméria. No GCR. (Generalized CR) é necessério guardar ambos
os conjuntos p; e Ap;, duplicando a memdria e o niimero de cdlculos exigidos, relativamente
a0 GMRES. As alternativas habituais estdo patentes em métodos como o GCG(m), versao
reiniciada, ou ORTHODIR(k), vers@o truncada.

2.4 Meétodos nao-estaciondrios: métodos de projeccao
obliqua

Os métodos abordados nesta seccdo sao métodos de projecgdo em Kp = (4,v1), ortogo-
nalmente a L,,, com ‘

Lo = Kn(AT,wy) = {w1, ATwy, ..., (AT)™ ). (2.25)

O processo de determinacdo das duas bases consiste numa extensdo do algoritmo de Lanc-
z0s, designado por bi-ortogonalizagio. As duas bases geradas {v}i=1,.,m € {wi}ti=1,...m,
formam um sistema bi-ortogonal, i.e., (v;, w;) = d;;. Neste processo nao é imposta qualquer
condiciio de ortogonalidade entre vectores da mesma base. A particularidade deste processo
estd no facto da matriz definida por Wy, T AV;, ser tridiagonal (Saad, 1996, pg. 205).

O facto de W,,TAV,, = T, ser tridiagonal sem que A seja simétrica, possibilita a
resolugdo do sitema em duas etapas

Ty = Pei, com z™ =V,y (2.26)

por métodos que nédo exigem grandes recursos de memdria, tal como os métodos derivados
do Lanczos normal.

2.4.1 Gradiente BiConjugado (BiConjugate Gradient, BICG)

O método do Gradiente BiConjugado (BICG) é deduzido de (2.26), tal como o CG ¢é
deduzido do Lanczos. O algoritmo define v; = 7(O/||[r®]|5, w; é arbitrério desde que
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(v, w;) # 0. Efectua a decomposic¢io Ty, = L, Uy, e determina
2™ =@ + P L."'Be;, com Pn=Vy,Un" (2.27)

Implicitamente, este algoritmo resolve outro sistema ATz, = b,, designado por sistema
dual. No caso em que se pretende também a solucdo do sistema dual comega-se por definir
wy; = by — ATZO Ao todo utiliza 8 vectores p, P«, T, T, T, T, AD, Ap, € 2 matrizes A AT,
No caso de nio se pretender resolver o sistema dual, este aspecto é desvantajoso pois €
efectuado um grande niimero de operagdes desnecessarias, em particular uma multiplicacao
matriz-vector adicional em cada iteracio. Outro aspecto que pode ser penalizante ¢ a
necessidade da matriz AT, que pode ndo estar disponivel explicitamente.

2.4.2 Residuo Quase Minimo (Quasi-Minimal Residual, QMR)

O método Quasi-Minimal Residual (QMR) baseia-se na aproximagéo dos residuos minimos,
tal como o GMRES. Partindo da relacio de recorréncia na forma matricial para vy,

AV, = Vi Ty,
e efectuando um desenvolvimento semelhante ao utilizado para obter (2.16) resulta

16 — Azmll2 = || Vi1 (Ber = Trnr1mYm) |l2-

Como Vjn41 ndo é ortogonal nio é permitida a simplificagdo ||Vint1llz = 1, utilizada para a
dedugdo do GMRES, da qual resulta:

”b - AmeQ = ”ﬁel - Tm+1,mym“2

A aproximacio do QMR consiste em pressupor que os vectores v; mantém apesar de
tudo algum tipo de ortogonalidade e admitir a validade da simplificagio ||[Vini1ll2 = 1,
determinando (™ = z©® + V,,y a partir da minimizacdo de ||fe; — Tm+1,mYmll2- Devido &
estrutura de 7T}, o algoritmo para este método (Saad, 1996, pag. 212) é semelhante ao do
DQGMRES.

O QMR tem menos possibilidades de falhar do que o BICG, por ndo recorrer & fac-
torizagio LU, além de convergir de forma mais regular. Por estas razdes ¢ mais robusto
que o BICG. Apesar de nio minimizar o residuo, converge por vezes tao rapidamente
como GMRES (Dongarra et al., 1998, pag. 182) em relagdo ao qual tem a vantagem, de
actualizar os vectores das bases com poucos calculos e exigir menos espago de memdria.
Em cor%trapartida, precisa de dojs produtos matriz-vector por iteragdo, um com A e outro
com A",

2.4.3 Gradiente Conjugado Qﬁadrado (Conjugate Gradient-Squa-
red, CGS)

O método do Gradiente Conjugado Quadrado (CGS) deriva do BICG, no sentido de evitar
a utilizagio da transposta de A e obter uma convergéncia mais rdpida, mantendo os mesmos
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sustos computacionais. No algoritmo do BICG, os coeficientes utilizados em cada iteragao
y; e fi, sdo calculados através dos residuos gerados pelas duas sequéncias bi-ortogonais
) ¢ . Estes podem ser expressos como r¥) = $:(A)r©@ e ) = m(A)r®, com ¢; e
r; dois polindémios de grau . Fazendo uso de relacdes de ortogonalidade verifica-se que a
actualizacdo pode ser efectuada através do quadrado de um tunico polinémio ¢i2(A)r(").
Definindo uma forma recorrente para determinar

r® = ¢,2(A)r® (2.28)

é possivel calcular todos os pardmetros necessarios do BICG, sem utilizar os vectores rela-
cionados com o sistema dual r® e pSf). Esta é a ideia na qual assenta o CGS, cuja derivagao
completa e o algoritmo podem ser encontrados em (Saad, 1996, pag. 214).

Comparativamente ao BICG, o CGS converge mais rapidamente e necessita de menos
memoria. No necessita também da matriz AT. Contudo porque deriva do BICG, todas as
irregularidades de convergéncia do BICG, aparecem no CGS elevadas ao quadrado. Este as-
pecto pode conduzir a comportamentos muito irregulares. No caso do sistema ser simétrico
definido positivo o0 BICG d4 a mesma solugao que o CG e, obviamente, o CGS também
converge. Relativamente ao caso ndo-simétrico, quando correctamente pré-condicionado,
parece convergir sem problemas (Saad, 1996).

2.4.4 Gradiente BiConjugado Estabilizado (BiConjugate Gradi-
ent Stabilized, BICGSTAB)

Devido ao facto de potenciar as irregularidades da convergéncia do BICG, tais como erros
de arredondamento, o CGS apresenta por vezes grandes irregularidades na convergéncia.
O BICGSTAB foi desenvolvido no sentido de corrigir este aspecto (Saad, 1996, pag. 216).
A ideia consiste em actualizar os parametros da iteragdo através do produto de dois
polinémios em vez do quadrado de um sé

r® = 4, (A)di(A)r?, (2.29)

O polinémio ;{(A), novo relativamente ao BICG, ¢ definido recursivamente em cada it-
eracdo com o objectivo de estabilizar ou regularizar a convergéncia do algoritmo original

() = (1 — wit)di(). (2.30)

O pardmetro w; é determinado em cada iteragao de forma a minimizar os residuos 7.

O algoritmo do BICGSTAB comporta dois produtos internos a mais do que o CGS.
Converge mais regularmente do que o CGS e em certos casos converge mesmo mais rapido;
contudo, existe a possibilidade do algoritmo falhar se w; for nulo ou aproximadamente nulo
(Dongarra et al., 1998, pig. 186).
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9.4.5 Residuo Quase Minimo Sem Transposta (Tanspose-Free
Quasi-Minimal Residual, TFQMR)

O Tanspose-Free QMR (TFQMR), tal como o CGS e o BICGSTAB, sio variantes do
'BICG desenvolvidas para evitar a utilizagdo da matriz AT. O TFQMR pode ser deduzido
%do algoritmo do CGS, actualizando o vector ) em duas etapas, i.e., desdobrando cada
‘iteracdo do CGS. O desdobramento sé é possivel porque a actualizacdo de z(*) no algoritmo
do CGS envolve duas multiplicagbes matriz-vector.

A redefinicdo do algoritmo do CGS conduz a uma nova determinagao de z¥), baseada na
' minimizagdo dos residuos ) no sentido dos minimos quadrados. Esta aproximagio baseia-
se num artificialismo semelhante ao utilizado no algoritmo do QMR, de forma a ultrapassar
a falta de ortogonalidade entre os vectores da base do sub-espago de Krylov (Saad, 1996,
pég. 221). O TFQMR pode também ser visto como uma versdo quadrada do QMR, tal
como 0 CGS em relagdo ao BICG (Dongarra et al., 1998, pag. 183).

|
!

O TFQMR e 0 BICGSTAB convergem em geral no mesmo nimero de iteragdes. Com-

parativamente com o BICG, o TFQMR e o BICGSTAB tém a vantagem de exigir apenas

- uma multiplicacdo matriz-vector por iteragdo. O GMRES converge em menos iteragoes

~ do que estes dois métodos se o sistema estiver bem condicionado. No caso contrario, se

forem necessirias muitas iteracdes para que se verifique a convergéncia, o TFQMR e o
BICGSTAB sdo mais eficientes (Saad, 1996, pag. 225).

2.5 Pré-condicionamento

Como ja foi referido o pré-condicionador desempenha um papel muito importante nos
métodos iterativos. A sua utilizacdo pode levar a uma redugio dréstica do niimero de
iteracoes. Por outro lado a sua construgdo pode prejudicar o desempenho global se o nimero
de iteracdes ndo for suficiente para amortizar este custo adicional. Quanto mais préximo
estiver o pré-condicionador M de A, mais eficiente se torna o pré-condicionamento, mas
em contrapartida, maiores sdo os recursos computacionais necessdrios a sua elaboragéo.

Sdo utilizadas vérias técnicas para a obtencdo do pré-condicionador. Uma destas, ja
referida, consiste em utilizar as matrizes resultantes da decomposi¢do subjacente aos mé-
todos estacionarios, tais como o SSOR. Um outro tipo de processos baseiam-se em facto-
rizagGes incompletas de A, tais como a factorizagdo LU ou de Cholesky, ver (Golub and
Loan, 1989, pag. 141). Nesta secgdo abordaremos apenas as técnicas derivadas da facto-
rizacdo LU.

2.,5.1 Factorizagao Incompleta LU: ILU

A Factorizagio Incompleta LU é uma técnica simples que consiste em decompor a matriz
esparsa A da seguinte forma A = LU — R, onde L é uma matriz triangular inferior, U uma
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matriz triangular superior e R a matriz residuo ou erro da factorizagao. A decomposicao
¢ efectuada impondo determinadas restricdes & matriz R, tais como a existéncia de zeros
fem determinadas posi¢des. O algoritmo utilizado para a obtengao de LU baseia-se na
‘eliminagdo gaussiana seguida da substitui¢do por zero de certos termos, nao pertencentes
'3 diagonal principal, de acordo com determinadas regras. A existéncia da factorizagio
‘incompleta LU é garantida para M-matrizes, qualquer que seja a estrutura esparsa de A
' (Dongarra et al., 1998, pag. 200).

52.5.2 Enchimento com zeros: ILU(0)

Nesta versio da factorizagdo ILU, a matriz L tem a mesma estrutura da parte triangular
inferior de A e U tem a mesma estrutura da parte triangular superior de A. Em conse-
quéncia, a matriz R = A — LU tem termos nulos nas posicdes correspondentes a termos
nio-nulos de A. Na eliminacdo gaussiana, os termos nio-nulos, fora do padrdo definido
por A, sdo substituidos por zeros. Se A for uma matriz com cinco diagonais ndo-nulas, a
matriz LU resultante de ILU(0) terd uma diagonal adicional situada imediatamente apos
cada uma das diagonais mais afastadas.

2.5.3 Nivel de enchimento £: ILU(¥)

A imprecisdo da factorizagdo ILU(0) pode conduzir a taxas de convergéncia insuficientes.
Factorizacbes com mais precisdo poderdo conduzir a melhores resultados. A factorizagao
ILU(¢) ndo descarta tantos elementos como a ILU(0). Esta estratégia consiste em definir
um nivel de enchimento 1£i1(ij) associado a cada elemento processado pela eliminagao
gaussiana. Sempre que 1£i1(ij)> £ o elemento l;; ou u;; é substituido por zero. Os niveis
de enchimento iniciais sdo 1£il(ij)= 0 se a;; # 0 e 1£il(ij)= oo se a;; = 0. Ao longo
da eliminagdo gaussiana os elementos sdo actualizados da seguinte forma

1£i1(ij) = min{1fil(ij),1£i1(ik) + 1fil(kj) +1}. (2.31)

A situagdo £ = 0 corresponde & factorizagao ILU(0). Se A for uma matriz com cinco dia-
gonais nio nulas, a matriz L;U; resultante de ILU(1) corresponde a matriz LoUp resultante
de ILU(0), acrescida de uma diagonal a seguir a cada uma das diagonais mais afastadas.

2.5.4 Factorizacao ILU Modificada: MILU"

Nas estratégias anteriores, os termos eliminados na factorizagéo, sao simplesmente descar-
tados. A factorizacdo MILU compensa esse efeito através da correcgao dos termos situados
na diagonal. A cada um dos termos situados sobre a diagonal é subtraida a soma dos ter-
mos eliminados na linha ou coluna correspondente. Esta estratégia pode ser combinada com
qualquer uma das anteriores. Por exemplo MILU(0) consiste na ILU(0) com compensagao.
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Existem variantes, como a ILUD, que consistem em compensar apenas uma fraccao o
da soma dos termos eliminados em cada linha. Nesta abordagem um termo é apagado se
for inferior & média da linha, multiplicada por tol, tudo em valores absolutos. Este pré-
condicionamento depende de dois parametros previamente definidos pelo que é designado

por ILUD(tol,a).

2.5.5 Estratégias limitadoras: ILUT

Esta estratégia visa determinar, de uma forma dinamica, os termos que deverdo ser eli-
minados. Os dois pardmetros utilizados, tol e 1fil, determinam a eliminagdo dos termos

' mais pequenos. Em cada linha sao mantidos, no méximo, os 1fil maiores termos nao

nulos, ndo incluindo o termo sobre a diagonal. O pardmetro tol tem 0 mesmo significado
que anteriormente. Neste pré-condicionador nao é feita qualquer compensacao.

2.5.6 ILU com Pivotagem parcial: ILUP

As aproximagoes ILU podem falhar em matrizes derivadas de aplicagoes reais por vdrias
razdes, como por exemplo na presenga de zeros na posigdo do pivot, overflow ou underflow
devido ao crescimento exponencial das entradas de L ou U. Para além destas razdes, pode
suceder que o pré-condicionador seja instdvel, ie., M-! = L7'U~! tenha uma norma
elevada, conduzindo a uma convergéncia lenta ou mesmo divergéncia.

Alguns destes problemas podem ser ultrapassados através da pivotagem parcial. As
colunas sdo preferencialmente pivotadas devido a estrutura de dados utilizada (CSR). Neste
processo, existem dois pardmetros, permtol e nbloc, que definem em que circunstancias
se deve efectuar a pivotagem. A permutagio das colunas i e j deverd ocorrer sempre que
permtolX|a;;| > la;;|. O pardmetro nbloc visa limitar o ndmero de colunas entre as quais
é possivel permutar. Se nbloc> n ndo ha restricoes de permutagao.

O pré-condicionador ILUD com pivotagem parcial é designado por ILUDP. Da mesma
forma o ILUTP resulta do ILUT com pivotagem parcial das colunas.

2.6 Resumo

Embora a descri¢io sumdria, exposta nas secgoes anteriores, mencione apenas alguns
métodos iterativos, é possivel verificar que estes existem em grande ndmero, dificultando
a escolha. O primeiro aspecto a ter em conta na escolha de um método iterativo prende-se
com as caracteristicas do sistema a resolver. A figura 2.1 apresenta uma drvore de decisao,
baseada em (Barrett et al., 1994, pag. 11), que poderd servir de ponto de partida. Se a
matriz A for simétrica definida positiva a escolha recaird naturalmente sobre o CG. E
um método que tem a vantagem de exigir menos recursos de meméria e menos operagoes
por iteragdo do que os restantes. Contudo em termos de convergéncia depende muito do
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Matriz Simétrica Sim
Definida Positiva? CG
J]NED
Memébria Sim GFQMS
abundante? DQGMRES
J]Nio
Transposta Sim BICG
disponivel? QMR
ngo
BICGSTAB
TFOMR
CGS

Figura 2.1: Critérios na escolha de um método iterativo

condicionamento da matriz A. Tal como o Lanczos este método estd também sujeito a
progressiva perda de ortogonalidade dos residuos em relagio aos previamente calculados.

No caso da matriz A ndo ser simétrica definida positiva, deverd analisar-se os recursos
computacionais disponiveis. O FOM e o GMRES sdo métodos robustos mas que exigem
meméria ilimitada. Na pratica estes poderdo ser utilizados nas suas versoes reiniciadas,
utilizando um periodo & (dimensdo do sub-espago de Krylov) o mais elevado possivel. O
DQGMRES ¢ um alternativa a estes dois métodos, que, em vez de reiniciar o processo de
ortonormalizacdo, limita-o aos ltimos k vectores calculados.

No caso de nio se dispor de recursos computacionais suficientes, a escolha deverd ter
em conta a utilizagdo da matriz AT. A sua utilizaco implica operagdes adicionais que
tornam o processo iterativo mais demorado. Os métodos BICG e QMR sao por isso penal-
izados relativamente a métodos como o BICGSTAB, CGS ou TFQMR, que nédo requerem

a existéncia da matriz transposta.

As premissas relativas aos métodos iterativos atrds expostas poderao ser alteradas
se 0 sistema for pré-condicionado. A sua utilizagdo transforma o sistema original noutro
equivalente, mas com caracteristicas diferentes. Quando o novo sistema é mais facilmente
resoltvel, i.e., sdo necessirias menos iteragdes, a acgdo do pré-condicionador € eficiente.
Contudo quanto mais eficiente este for mais dispendiosa se torna a sua construgao. E
necessirio analisar a eficiéncia do pré-condicionamento em termos globais. O parametro a
ter em conta, na anélise, deve incluir o tempo de pré-condicionamento juntamente com o
tempo de convergéncia utilizado pelo método iterativo.
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Na elaboracdo dos pré-condicionadores derivados da factorizagio incompleta LU sao
atilizadas vérias estratégias. Estas consistem em descartar termos ao longo do processo
' de eliminacdo gaussiana. Em alguns pré-condicionadores como o ILUT, estes termos sao
"simplesmente descartados. Noutros como o ILUD, ¢ feita uma compensagao na diagonal
pelos termos apagados em cada linha. Todas elas visam obter uma aproximagao da matriz
' A, com o nimero minimo de entradas, de forma a que (LU)™'A seja mais préxima da
' matriz identidade. Outro aspecto que se reverte de particular importancia é a pivotagem
| parcial das colunas. A existéncia da factorizagao incompleta LU é garantida apenas para
M-matrizes (Dongarra et al., 1998, pig. 204). Caso a matriz A néo tenha esta propriedade,
" o processo de elaboragdo do pré-condicionador poderd sofrer de instabilidade numérica ou
- conduzir a uma convergéncia deficiente. Utilizando a pivotagem parcial é possivel remediar
' este aspecto.




Capitulo 3

Analise dos resultados

Neste capitulo sdo apresentados os resultados da resoluciio dos sistemas de teste, obtidos
a partir da discretizacdo da equagdo de correcgio da pressdo e da equacdo de transporte
da quantidade de movimento na direc¢do z (velocidade horizontal), conforme descrito na,
subsecgBo 1.2. Para cada varidvel usaram-se matrizes com dimensdes: 40 x 40, 80 x 80,
120 x 80 e 120 x 120.

Este capitulo estd dividido em trés partes. Na primeira faz-se uma descricio da metodolo-
gia seguida nos testes. Na segunda parte (secgio 3.2) efectua-se a anélise das caracteristicas
dos sistemas, incluindo uma anilise baseada na estimativa dos valores préprios das ma-
trizes dos coeficientes. Na terceira parte (secgdes 3.3 a 3.6) sdo apresentados os resultados
da resolugdo destes sistemas por dez métodos iterativos descritos no capitulo anterior.
Os resultados estdo agrupados de acordo com as dimensdes das matrizes, ocupando cada
matriz uma secgdo diferente. :

3.1 Especificagdo dos testes

A anteceder a apresentagdo dos resultados, nesta secgdo apresentamos as condicdes em que
0s diferentes métodos iterativos foram testados.

3.1.1 Métodos utilizados

O estudo incidiu sobre 10 métodos iterativos diferentes, dos quais 1 é um método esta-
ciondrio (TDMA) e os restantes 9 sdo nio-estaciondrios, 3 de projeccdo obliqua (BICG,
BICGSTAB e TFQMR) e 6 de projeccdo ortogonal (CG, CGNR, FOM, GMRES, PGM-
RES e DQGMRES). O TDMA foi utilizado neste trabalho a titulo de comparagio com os
Métodos nao-estaciondrios. A versdo utilizada foi retirada do mesmo programa de simu-
lagdo de fluidos baseado no algoritmo SIMPLE, utilizado para produzir as matrizes usadas
leste trabalho. Esta versio do TDMA trata-se de uma implementacdo ndo optimizada,

31
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com p = 0 em todas as iteragdes da equagio (2.12).

Utilizaram-se versdes do FOM, GMRES e PGMRES reiniciados de k em k iteragoes.
Da mesma maneira limitou-se o nimero de direcgdes, em relagdo as quais o DQGMRES
efectua a ortogonalizagio dos residuos, ao mesmo nimero k. O valor de &, dimensao da base
do sub-espaco de Krylov, é sempre comum a estes quatro métodos. Nos sistemas derivados
do campo da pressao testou-se o efeito da variagdo de k desde k = 1 até k = 50. Utilizou-se
apenas k = 10, para efeito de comparagdo com os restantes métodos pré-condicionados,
com excepc¢do do DQGMRES em que se utilizou também k = 2.

Os pré-condicionadores utilizados para os sistemas das pressdes foram o ILU({) e o
ILUDP(tol,a). Para além destes recorreu-se por vezes a outros de forma a comparar os
resultados. Em todos os testes com os sistemas da velocidade utilizou-se o pré-condicionador
ILU(0), recorrendo-se pontualmente a outros de forma a comparar os resultados.

3.1.2 Parametros analisados

Os resultados da resolucao dos vérios sistemas pelos métodos atras referidos foram sempre
registados através dos mesmos parametros. O pardmetro Iteracdes refere-se ao nimero de
multiplicacdes matriz-vector efectuadas até se verificar a convergéncia. Para a generalidade
dos métodos estes termos sdo equivalentes, i.e., em cada iteracdo é efectuada apenas uma
multiplicacdo matriz-vector. Dos métodos aqui utilizados a dnica excepgdo é o BICG que
efectua duas multiplicagbes por iteragdo. O parametro It/Itp, quando apresentado, consiste
na razdo entre o nimero de iteragdes, sem pré-condicionador (It), e o nimero de iteragoes
com pré-condicionador (Itp). O pardmetro Tempo refere-se ao tempo de execucao do solver,
em segundos medidos pelo CPU. Este tempo adicionado do tempo de pré-condicionamento
¢ designado pelo pardmetro Tempo Total. Finalmente o pardmetro Residuo representa o
valor de ||Az(™ — b||; correspondente & Iteragdo m.

3.1.3 Critério de paragem

O critério de paragem é sempre definido da mesma forma, de acordo com a expressdo
™| < rtolx|[r®| + atol. (3.1)

Sempre que o método nio consegue cumprir este critério, sio registados o Tempo e 0
Resfduo relativos ao nimero méximo de iteracdes permitidas; i.e., 1000 iteragdes.

Em todos os testes a aproximacéo inicial & solucdo é z(© = 0. Em consequéncia o
vector residuo inicial 7(® = b — Az(® pode ser simplificado como 7® = b. O pardmetro
rtol, tolerancia relativa, é definido para todos os sistema como rtol= 107%. Da mesma
Maneira, a tolerancia absoluta é definida por atol= 107!°. A opc¢do por este critério tem
a vantagem de exigir o mesmo esfor¢o aos solvers, qualquer que seja o sistema a resolver.
Nos casos em que se opta por um critério de paragem fixo, corre-se o risco de exigir um
esforgo demasiado grande ou demasiado pequeno, de acordo com o valor de b.
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3.1.4 Computador utilizado

Os testes apresentados neste capitulo foram todos realizados num computador pessoal com
processador Intel MMX Pentium (400 MHz) com 128 Mbytes de RAM. O sistema operativo
utilizado foi o0 Red Hat LINUX 6.2. O compilador FORTRAN é o GNU FORTRAN versao
0.2.24. Os tempos apresentados foram medidos pelo processador, através da funcao: ETIME.

3.2 Caracterizacao dos sistemas de teste

A caracterizacdo dos sistemas de teste aqui apresentada é efectuada de acordo com alguns
dos pardmetros descritos na secgao 1.5.

3.2.1 Andlise directa dos sistemas de teste

Apresentam-se os valores de alguns pardmetros calculados directamente a partir dos coe-
ficientes e dos termos independentes dos sistemas resultantes da discretizacdo da equagéo
da pressdo (tabela 3.1) e da velocidade (tabela 3.2).

Sistema 40p40 80p80 120p80 120p120
N 1444 6084 9204 13924
NNZ 7068 30108 45628 69148
NNZ/(NxN) | 3.390E-03 8.134E-04 5.386E-04 3.335E-04
Simetria Sim Sim Sim Sim
LCD(%) 58.5 73.1 29.7 89.5
LRD(%) 58.5 73.1 29.7 89.5
max|a;;| 0.485E-01 0.115E-01 0.761E-02  0.503E-02
IAl| o 0.970E-01 0.230E-01 0.152E-01 0.101E-01
4|l 7 0.199E+01 0.987E+00 0.818E+00 0.656E+00
Koo(A) 0.812E+01 0.793E+01 0.876E+01 0.790E+01
116]|2 1.441E-03 1.358E-03 1.050E-03  9.110E-04

Tabela 3.1: Caracterizagio dos sistemas do campo da pressao

Nos sistemas do campo da pressdo (tabela 3.1) verifica-se a tendéncia para que o nimero
de linhas e colunas diagonalmente dominantes (LCD e LRD) aumente proporcionalmente
a N. Esta tendéncia é no entanto quebrada pelo sistema 120p80 que resulta de uma malha
ndo-simétrica com 120 x 80 pontos.

Os resultados apresentados nas tabelas 3.1 e 3.2 mostram que os sistemas da veloci-
dade possuem normas mais elevadas e menores niimeros de condigdo do que os sistema da
Pressio. Além disso, todas as matrizes dos coeficientes sdo diagonalmente dominantes, con-
trariamente aos sistemas da pressdo onde tal nunca ocorre. De acordo com estes resultados
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Sistema 40u40 80u80 120u80 1201120
N 1444 6084 9204 13924
NNZ 7041 30108 45628 69148
NNZ/(NxN) | 3.377E-03 8.134E-04 5.386E-04 3.335E-04
Simetria Nao Sim Sim Sim
LCD(%) 100 100 100 100
LRD(%) 100 100 100 100
max|a;;| 0.857E-01 0.857E-01 0.932E-01  0.857E-01
| Allco 0.106E+00 0.106E+00 0.115E+400 0.106E+00
Al F 0.236E+01 0.478E+01 0.642E+01 0.720E+01
Koo(A) 0.344E+01 0.319E4+01 0.314E+01 0.312E+01
I161|2 6.040E-02 1.015E-01 1.076E-01 1.336E-01

Tabela 3.2: Caracterizacio dos sistemas do campo da velocidade

e com a definicio apresentada em 1.5.3 constatamos que todos os sistemas do campo da
velocidade sdo definidos positivos. Verifica-se também que no conjunto de todos os sistemas
apenas o sistema 40u40 nao é simétrico.

Como se pode observar pela diminuigio do pardmetro NNZ/(NxN) & medida que a di-
mensdo das matrizes aumenta (tabelas 3.1 e 3.2), as maiores matrizes sao mais esparsas,
tornando ainda mais vantajoso a utilizagdo de métodos iterativos no contexto de problemas
de CFD.

3.2.2 Andlise espectral dos sistemas de teste

Apresentamos aqui uma andlise dos sistemas de teste baseada nos valores préprios das
matrizes dos coeficientes. Apresentam-se os graficos de dispersdo dos valores proprios para
0 tinico sistema que ndo é simétrico (40ud0) e as curvas de distribuigdo caracteristicas de
cada um dos conjuntos de sistemas.

Todos os valores préprios dos sistemas da pressao se localizam sobre o eixo real porque
as matrizes dos coeficientes destes sistemas s3o simétricas. A dispersdo ndo varia muito de
sistema para sistema pelo que incluimos apenas a curva representativa da distribuigao dess-
es valores para o sistema 120p120 (figura 3.1) e incluem-se os pardmetros principais para
cada matriz na tabela 3.3. Como é possivel observar a curva de distribuicao encontra-se en-
costada & origem devido ao facto de muitos dos valores préprios serem de pequena dimensao
(tabela 3.3). Por exemplo no sistema 120p120, o valor minimo é Apin = —6.965E — 12.

Da anjlise dos resultados da tabela 3.3 observa-se que os valores da norma Frobenius
calculados através dos valores préprios estdo de acordo com os valores desta norma calcula-
dos através dos coeficientes da matriz (tabela 3.1). Verifica-se também que Apq; € inferior a
Qualquer uma das normas calculadas. Estes aspectos sdo indiciadores da boa aproximagéao
entre os valores préprios reais e os valores préprios estimados pelas rotinas da biblioteca
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Distribuico dos Valores Froprios do Sistemaa 120p120
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Figura 3.1: Densidade de probabilidade dos valores préprios do sistema 120p120

Sistema 40p40 80p80 120p80  120p120
A= | 1.991E+00 9.871E-01 &.181E-01 6.561E-01
Amaz 9.679E-02  2.300E-02 1.521E-02  1.005E-02
Amin 3.220E-11 -5.434E-12 -1.237E-11 -6.965E-12
k2(A) | 3.006E4+09 4.233E+09 1.230E+09 1.443E409

Tabela 3.3: Caracterizacdo espectral dos sistemas do campo da pressao

Lapack.

Verifica-se igualmente que os valores de Ap;, em todos os sistemas da pressdo estdo
muito préximo de 0. Pela definicio enunciada em 1.5.5, apenas o sistema 40p40 podera
ser considerado definido positivo. Contudo como os valores préprios aqui apresentados sao
estimativas e ndo valores exactos, dado que A, = 0 consideramos que todos estes sistemas
sao aproximadamente definidos semi-positivos.

O facto de muitos dos valores préprios dos sistemas derivados da pressdo estarem
préximos de 0 implica que as matrizes dos coeficientes apresentem um elevado grau de
singularidade. Este aspecto traduz-se nos elevados valores dos niimeros de condigdo o (A).
Comparando estes valores com os obtidos a partir da norma infinita (tabela 3.1) verifica-se
que K5(A) > Kkoo(A) para todos os sistemas.

Os valores préprios do sistema 40u40 tém componente' imagindria porque A ndo é
simétrica e distribuem-se de forma simétrica em relacio ao eixo real porque ocorrem aos
pares conjugados (figura 3.2). E possivel verificar igualmente que a distribui¢ao da compo-
Dente real se encontra afastada da origem, ao contrario do que acontecia com as matrizes
da pressio.

Os valores préprios dos sistemas da velocidade, com excepgdo do sistema 40u40 tém
apenas componente real, uma vez que sdo simétricos. A curva de distribuicao destes va-
lores varia pouco de sistema para sistema. Apresentamos a titulo representativo a curva
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Disperséio dos Valores Préprios do Sistema 40u40
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Figura 3.2: Dipersio dos valores préprios do sistema 40u40

Distribuicio dos Valores Préprios do Sistema 120u120
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Figura 3.3: Densidade de probabilidade dos valores préprios do sistema 120120

relativa ao sistema 1201120 na figura 3.3. E notério que a dispersao dos valores préprios se
encontra mais afastada em relacdo & origem comparativamente com os sistemas da pressao
(figura 3. 1). O valor de M\, para o sistema 120u120 é superior ao valor de A, para o
sistema 120p120, o que ilustra bem as diferencas entre as matrizes dos coeficientes dos dois
conjuntos de sistemas.

Sistema 40140 80u80 120u80. 1201120
lAllr | 2.357E+00 4.777E+00 6.420E+00 7.199E-+00
[ Amaz] 9.973E-02 1.015E-01 1.093E-01 1.006E-01
[Amin] 1.732E-02  1.518E-02 1.742E-02 1.618E-02
Ka(A) 5.772E-00 6.686E+00 6.274E+00 6.218E+00

Tabela 3.4: Caracterizagdo espectral dos sistemas do campo da velocidade

Todos os parametros apresentados na tabela 3.4 estio de acordo com os parametros da
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tabela 3.2, tal como se tinha verificado para os sistemas da varidvel pressdo. As normas
Frobenius calculadas a partir dos coeficientes da matriz A e dos seus valores préprios sdo
iguais. Os valores de Apq; sdo todos inferiores &s normas Frobenius e infinita. A razéo
pela qual apresentamos na tabela 3.4 os valores mdximos e minimos dos valores préprios
em valor absoluto, estd relacionado com o sistema 40u40 onde existe uma componente
imaginaria. Assim para este sistema |A;q;| refere-se & distincia méxima entre a origem e
um valor préprio ao longo do plano complexo € |Apmin| & distdncia minima. Para os restantes
sistemas, dado que os valores préprios sdo todos positivos, o médulo nao altera o significado
destes parametros.

Da analise da tabela 3.4 verifica-se que todas as matrizes dos coeficientes dos sistemas
das velocidades possuem unicamente valores préprios positivos e consequentemente sao
definidas positivas. Os valores de A, sdo muito mais elevados do que para os sistemas
da pressdo (tabela 3.3). Este aspecto significa que as matrizes dos coeficientes destes sis-
temas sdo muito menos singulares do que as matrizes pertencentes aos sistemas da varidvel
pressdo. Em consequéncia os ntimeros de condi¢do sdo também muito menores.

Desta andlise sumdria das caracteristicas dos sistemas de equagoes é de prever a maior
dificuldade de resolucdao dos sistemas de equagbes de pressdo, do que na resolugao dos
sistemas de equagbes da velocidade.

3.3 Sistemas resultantes da discretizacao do dominio
em 40x40 pontos

Apresentam-se de seguida os resultados obtidos na resoluciio dos sistemas da pressdo
(40p40) e da velocidade horizontal (40u40) provenientes da discretizacio do dominio em
40 x 40 pontos.

3.3.1 Resolugao do sistema 40p40

Da discretizagdo homogénea do dominio em 40 x 40 pontos de que resultaram 38 x 38
€quacoes. Esta foi de todas as malhas utilizadas aquela com menor nimero de pontos. A
Sua pequena dimensao é revelada pela rapidez com que o sistema é resolvido (tempo inferior
2 1 segundo na maior parte dos casos, tabela 3.5), impossibilitando uma avaliagio rigorosa
do desempenho dos métodos utilizados. No entanto este mesmo motivo facilitou o conhe-
cimento e familiarizacio mais rdpida com a biblioteca Sparskit. Este sistema foi resolvido
Por todos os solvers, j4 referidos (subsecgdo 3.1.1), com e sem pré-condicionamento. Os pré-

Condicionadores utilizados foram: ILUD(0.01,0.75), ILUDP(0.01,0.75), ILUTP(0.001,0.15)
e ILU(4).

’Os resultados sdo agrupados em tabelas onde se ilustra o desempenho de todos os
Metodos iterativos utilizados e a influéncia da dimensdo do sub-espaco de Krylov no caso
dos métodos FOM, GMRES e DQGMRES (tabela 3.6), e o efeito dos pré-condicionadores
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ILUD, ILUDP, ILUTP e ILU(4), nas tabelas 3.7, 3.8, 3.9 e 3.10 respectivamente.

Método Iterages Tempo (s) Residuo

TDMA 1000 4.13 9.698E-09
CG 152 0.09 1.349E-09
BICG 303 0.17 1.349E-09
CGNR 1000 0.52 3.638E-04
BICGSTAB 203 0.11 1.366E-09
TFQMR 236 0.15 3.471E-10
FOM(10) 893 0.84  1.545E-09
GMRES(10) 827 0.77 1.569E-09
DQGMRES(10) 133 0.32 1.566E-09

Tabela 3.5: Resolugdo do sistema 40p40 sem pré-condicionamento

O TDMA nao converge em menos de 1000 iteragdes, apesar de apresentar um residuo
préximo do desejado, mas com tempo elevado (tabela 3.5). O TDMA tem um desempenho
pior do que os restantes métodos ndo pré-condicionados, com excepgdo do CGNR. Como
jé foi referido no capitulo anterior (sec¢do 2.3), o nimero de condi¢do da matriz dos coe-
ficientes da equacdo normal AT Az = ATb, é igual ao quadrado do niimero de condigéo da
matriz original A. Quando A ¢ mal condicionada, a matriz AT A é ainda pior condicionada.
Esta é a razdo pela qual o CGNR néo converge na resolucdo do sistema 40p40 sem pré-
condicionamento. Utilizando um pré-condicionador, o CGNR converge em relativamente
poucas iteracdes. Os tempos e o nimero de iteragdes obtidos pelo CGNR para os varios
pré-condicionadores estdo préximos dos conseguidos pelo BICG nas mesma condigdes (ver
tabelas 3.7 a 3.10), apesar do BICG convergir sem pré-condicionamento.

Verifica-se também que o BICG efectua o dobro das multiplica¢oes matriz-vector (Ite-
ragdes) efectuadas pelo CG, sempre que ambos convergem. Como ja foi referido na secgao
24, isto deve-se ao facto do BICG efectuar em cada iteragdo uma multiplicacdo com A
e outra com AT. Tendo em conta o tempo, o CG é obviamente 2 vezes mais rapido.
Em contrapartida 0. BICG é menos sensivel ao método de pré-condicionamento, pois con-
verge em todas as situagdes analisadas. O CG néo converge quando sdo aplicados os pré-
condicionadores ILUD(0.01,0.75) (ver tabela 3.7) e ILUTP(0.0001,15)(ver tabela 3.9). Mas
se utilizarmos o mesmo pré-condicionador ILUD, mas com pivotagem parcial (tabela 3.8),
0 CG converge novamente. Como a convergéncia deste método depende muito do condi-
cionamento do sistema e de este ser ou ndo simétrico definido positivo, observamos que
estes dois pré-condicionadores ndo garantem a permanéncia destas caracteristicas quando
aplicados ao sistema 40p40. A pivotagem parcial na construgdo do ILUD consegue reverter
asituagio (tabela 3.8), enquanto que para o ILUT esta ndo tem efeito nenhum (tabela 3.9).
Sem pré-condicionamento, o CG é o método que converge mais rapidamente (tabela 3.5).

O BICGSTAB converge em todas as situagdes. E sempre mais rdpido do que o BICG.
Quando pré-condicionado é ligeiramente mais rapido do que o CG. E também um pouco
Mais répido do que o TFQMR, com excepcio do pré-condicionamento ILU(4) (tabela 3.10),
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Método k Iteracoes Tempo Residuo
FOM 1 596 0.70 1.551E-09
2 1000 0.59 4.991E-05

3 1000 0.63 1.634E-05

5 1000 0.69 6.243E-07

10 893 0.84 1.545E-09

15 596 0.71 1.551E-09

20 485 0.77 1.521E-09

30 343 0.68 1.541E-09

GMRES 1 573 0.67 1.539E-09
2 1000 0.58 3.963E-05

3 1000 0.62 7.789E-06

5 1000 0.70 2.815E-07

10 827 0.77 1.569E-09

15 573 0.78 1.539E-09

20 452 0.69 1.562E-09

30 357 0.79 1.565E-09

DQGMRES 1 133 0.47 1.566E-09
2 133 0.13 1.566E-09

3 133 0.14 1.566E-09

5 133 0.17 1.566E-09

10 133 0.32 1.566E-09

15 133 0.47 1.566E-09

20 133 0.61 1.566E-09

30 133 0.91 1.566E-09

Tabela 3.6: Efeito da dimensdo do sub-espaco de Krylov k na resolugdo do sistema 40p40
pelos métodos FOM, GMRES e DQGMRES sem pré-condicionamento.

onde este 1iltimo utiliza menos duas iteragoes e menos 0.01 segundos. O TFQMR tem assim
um desempenho semelhante ao do BICGSTAB, sendo também mais rapido do que o CG,
quando pré-condicionado.

Analisando o efeito da dimensdo do sub-espago de Krylov sobre o FOM(k) e GMRES(k)
ndo pré-condicionados (tabela 3.6) verifica-se que estes tém um comportamento semelhante.
Nio convergem para valores de k baixos, com excepgio de k£ = 1, melhorando o seu
desempenho para & > 10. Quanto maior for o valor de k menos iteracdes sio necessarias
Para convergir, mas a partir de determinada ordem de grandeza, o elevado nimero de
vectores, em relagio aos quais é feita a ortogonalizacédo, faz com que o tempo necessirio a
Cada iteracdo seja também ele elevado. Nesta situacio a reduciio do nimero de iteragdes
Provocada pelo aumento de k¥ ndo compensa o aumento de tempo necessirio a cada uma
destas iteragGes. Por exemplo na tabela 3.6 pode observar-se que o niimero de itera¢des do
GrMRES(lc) baixa de 827 para 573 ao aumentar de k¥ = 10 para k = 15, contudo o tempo de
€xecugdo aumenta de 0.77 para 0.78 segundos. O mesmo se passa com o FOM(k) quando
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Método Iteracdes It/Itp Tempo Tempo Total Residuo

CG 1000 0 201 2.03 1.888E-06
BICG 54 6 0.11 0.13 9.120E-10
CGNR 55 18 0.11 0.13 6.536E-10
BICGSTAB 21 10 0.04 0.06 1.710E-10
TFQMR 21 11 0.05 0.07 4.909E-10
FOM(10) 19 47 0.05 0.07 8.036E-10
GMRES(10) 19 4  0.04 0.06 6.505E-10
DQGMRES(10) 16 8 0.05 0.07 6.881E-10
PGMRES(10) 17 - 0.06 0.08 6.505E-10

Tabela 3.7: Resolugdo do sistema 40p40 pré-condicionado com ILUD(0.01,0.75). O tempo
de construcao do pré-condicionador foi 0.02 segundos.

se varia de k = 10 para k = 15. Outra consequéncia importante é a quantidade de recursos
de memoria adicional exigida & medida que & aumenta.

O FOM(k) e o GMRES(k) melhoram os seus desempenhos quando o sistema é pré-
condicionado. Nesses casos convergem em tempos e iteragles iguais, ou mesmo inferiores,
aos obtidos pelo BICGSTAB (tabela 3.9). Os resultados mostram que o pré-condicionamen-
to € um aspecto essencial para o bom funcionamento destes dois métodos.

Método Iteragoes It/Itp Tempo Tempo Total Residuo

CG 20 8 0.06 0.09 1.425E-09
BICG 42 7 012 0.15 2.549E-10
CGNR 37 27 0.11 0.14 1.011E-09
BICGSTAB 13 16 0.04 0.07 1.092E-09
TFQMR 17 14 0.05 0.08 1.958E-10
FOM(10) 13 69 0.04 0.07 5.145E-10
GMRES(10) 13 64 0.05 0.08 5.009E-10
DQGMRES(10) 12 11 0.05 0.08 3.308E-10
PGMRES(10) 11 - 0.05 0.08 0.501E-09

Tabela 3.8: Resolugio do sistema 40p40 pré-condicionado com ILUDP(0.01,0.75). O tempo
de construgdo do pré-condicionador foi 0.03 segundos.

Contrariamente ao FOM(k) e a0 GMRE(k), o DQGMRES(k) converge sempre no mes-
Mo nimero de iteragdes, qualquer que seja o valor de k (tabela 3.6). Em termos de tempo
utilizado, o melhor resultado surge para k = 2, onde converge em 0.13 segundos. Estes resul-
tados obtidos sem pré-condicionador colocam o DQGMRES(2) na posigio imediatamente
3 seguir a0 CG que converge em 0.09 segundos (tabela 3.5). Contudo o DQGMRES(2)
Converge em menos iteragdes do que o CG. Quando pré-condicionado, o DQGMRES(10)
obtém resultados semelhantes aos obtidos pelo GMRES(10), convergindo também qualquer
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que seja o pré-condicionador utilizado.

Método Iteragoes It/Itp Tempo Tempo Total Residuo

CG 1000 0 438 4.44 2.030E-04
BICG 32 9 0.12 0.18 2.635E-10
CGNR 29 34  0.11 0.17 3.950E-10
BICGSTAB 11 18  0.05 0.11 2.109E-10
TFQMR 13 18 0.07 0.13 2.267E-10
FOM(10) 9 99 0.05 0.11 1.456E-09
GMRES(10) 9 92  0.04 0.10 1.412E-09
DQGMRES(10) 9 15  0.05 0.11 1.412E-09
PGMRES(10) 8 - 0.06 0.11 1.412E-09

Tabela 3.9: Resolugdo do sistema 40p40 pré-condicionado com ILUTP(0.0001,15). O tempo
de construgéo do pré-condicionador foi 0.06 segundos.

Nos casos analisados 0 PGMRES(10) tem um comportamento semelhante ao do GM-
RES(10). Utiliza uma ou duas iteragdes a menos do que o GMRES(10) com excepgdo do
pré-condicionador ILU(4), em que utiliza mais uma (tabela 3.10). E, no entanto, ligeira-
mente mais lento. ‘

Método Iteragbes It/Itp Tempo Tempo Total Residuo

CG 28 5 0.06 0.08 1.489E-09
BICG 50 6 0.12 0.14 8.704E-10
CGNR 95 18  0.12 0.14 1.530E-09
BICGSTAB 23 9 0.06 0.08 4.162E-10
TFQMR 21 11 0.05 0.07 9.995E-10
FOM(10) 15 60 0.05 0.07 1.460E-09
GMRES(10) 15 55 0.05 0.07 1.405E-09
DQGMRES(10) 15 9 0.06 0.08 1.405E-09
PGMRES(10) 16 - 0.07 0.09 0.735E-09

Tabela 3.10: Resolucdo do sistema 40p40 pré-condicionado com ILU(4). O tempo de con-
strugio do pré-condicionador foi 0.02 segundos. ’

Todos os pré-condicionadores aqui utilizados tém o efeito de reduzir o nimero de ite-
Tagdes dos métodos iterativos, com excepcio do CG. O ILUTP(0.0001,15) consegue uma
fedugio generalizada (tabela 3.9), fazendo com que o FOM(k) e GMRES (k) realizem aprox-
Madamente 100 vezes menos iterages do que sem pré-condicionador. Contudo o tempo
% de construgdo deste pré-condicionador (0.06 segundos) é superior ao dos restantes. Este
- 3Specto penaliza o rendimento global do método iterativo como BICG e BICGSTAB que
dixam os tempos de convergéncia que apresentam um maior tempo total.
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O tempo total mais baixo (0.06 segundo) obtido na resolugdo do sistema 40p40 € devido
20 BICGSTAB e GMRES(10) associados ao ILUD(0.01,75) (tabela 3.7). Utilizando a pivo-
tagem parcial na elaborago deste pré-condicionador, consegue-se a convergéncia do CG,
em detrimento dum ligeiro aumento do tempo total dos restantes métodos (tabela 3.8). O
pré-condicionador ILU(4) ¢ responsével pela convergéncia de todos os métodos, em tempos
totais muito préximos dos melhores (tabela 3.10).

3.3.2 Resolucao do sistema 40u40

Apresentam-se nesta secgdo os resultados relativos & resolugdo do sistema proveniente do
campo da velocidade, num dominio com 40 x 40 pontos. Este sistema é resolvido pelos
mesmos métodos iterativos do que o sistema anterior, com e sem pré-condicionamento.
Os pré-condicionadores utilizados sdo o ILUD(0.01,0.75), ILU(4) e ILU(0). O critério de
paragem, definido de acordo com os pardmetros previamente estipulados, consiste em
Ir®l2 < 1.126 x 1077.

Método Iteragdes Tempo (s) Residuo

TDMA 7 0.03 3.923E-08
CG 1000 0.61 5.097E-04
BICG 40 0.02 8.173E-08
CGNR 81 0.04 8.276E-08
BICGSTAB 21 0.01 8.619E-08
TFQMR 27 0.01 7.338E-08
FOM(10) 21 0.02 6.342E-08
GMRES(10) 21 0.02 5.582E-08
DQGMRES(10) 19 0.03  1.029E-07

Tabela 3.11: Resolucdo do sistema 40u40 sem pré-condicionamento.

Da anélise da globalidade dos resultados obtidos na resolugéo deste sistema e em par-

ticular dos obtidos sem pré-condicionamento (tabela 3.11), verifica-se que este sistema ¢é de
Muito mais f4cil resolugdo do que o anterior. Todos os métodos que permitem a resolugéo
de sistemas n#o-simétricos, convergem com um nuimero reduzido de iteragdes, inclusive o
TDMA cujos tempos de execugdo variam entre 0.01 e 0.04 segundos. A razdo deve-se ao
bom condicionamento deste sistema, analisado na secgdo 3.2. Q seu pré-condicionamento
tem o efeito de reduzir a matriz dos coeficientes a uma matriz préxima da identidade.
Em consequéncia dos tempos de resolucdo sem pré-condicionador serem muito baixos 0s
Tesultados com pré-condicionamento nem sempre conseguem tempos totais mais baixos
(tabelas 3.12 a 3.14).
0 CG nao converge sem pré-condicionamento porque o sistema 40u40 néo é simétrico. Mas
Converge quando associado a qualquer um dos trés pré-condicionadores utilizados na reso-
lugio deste sistema. O melhor resultado deste método ocorre quando aplicado em conjunto
tom o ILU(4) (tabelas 3.13).
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Método Iteragbes It/Itp Tempo (s) Residuo

CG 5 200 0.01 2.790E-09
BICG 8 ) 0.01 3.135E-09
CGNR 9 9 0.01 3.234E-08
BICGSTAB 5 4 0.01 2.347E-09
TFQMR ) ) 0.01 1.750E-08
FOM(10) 5 4 0.01 2.280E-09
GMRES(10) ) 4 0.01 2.280E-09
DQGMRES(10) ) 4 0.01 2.280E-09
PGMRES(10) 4 - 0.01 0.228E-08

Tabela 3.12: Resolugdo do sistema 40u40 pré-condicionado com ILUD(0.01,0.75). O tempo
de construcdo do pré-condicionador foi inferior a 0.001 segundos.

O BCGSTAB e o TFQMR apresentam tempos muito préximos, diferindo apenas no
nimero de Iteragdes quando néo é utilizado um pré-condicionador (tabelas 3.11).

Método Iteracbes It/Itp Tempo Tmp Total Residuo

CG 3 333 0.00 0.02 1.583E-08
BICG 4 10  0.01 0.03 2.194E-08
CGNR 5 16  0.01 0.03 5.614E-08
BICGSTAB 3 7 0.01 0.03 1.519E-08
TFQMR 3 9 0.01 0.03 1.860E-08
FOM(10) 3 7 0.01 0.03 1.503E-08
GMRES(10) 3 7 0.01 0.03 1.503E-08
DQGMRES(10) 3 6 0.01 0.03 1.503E-08
PGMRES(10) 2 - 0.01 0.03 1.503E-08

Tabela 3.13: Resolugdo do sistema 40u40 pré-condicionado com ILU(4). O tempo de cons-
trugio do pré-condicionador foi 0.02 segundos.

O FOM(10) e 0 GMRES(10) apresentam os mesmos valores para todas as situacdes e
fazem parte dos métodos mais rapidos, tanto em Iteracdes como em Tempo.

) Todos os métodos convergem em tempos inferiores & centésima de segundos, quando
¢ utilizado o pré-condicionador ILU(4) (tabela 3.13). No entanto o tempo de construcio
deste ¢ superior aos tempos utilizados pelos solvers (0.02 s), pelo que a sua aplicagio nédo
S¢ justifica. Baixando o nivel de enchimento deste pré-condicionador para o seu nivel mais
PaiXO (I =0), o tempo de construgio deste pré-condicionador baixa para valores inferiores
4 centésimas de segundos. Apesar da sua simplicidade o pré-condicionador ILU(0) é muito
eficiente pois baixa os Tempos Totais do CG e do BICG para 0.02 segundos e os dos
Testantes métodos para 0.01 segundos (tabela 3.14).
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Método Iteragbes It/Itp Tempo (s) Residuo

CG ) 200 0.02 2.790E-09
BICG 8 4 0.02 - 3.135E-09
CGNR 9 9 0.01 3.234E-08
BICGSTAB ) 4 0.01 2.347E-09
TFQMR 5 5 0.01 1.750E-08
FOM(10) 5 4 0.01 2.280E-09
GMRES(10) 5 4 0.01 2.280E-09
DQGMRES(10) 5 4 001  2.280E-09
PGMRES(10) 4 - 0.01 2.280E-09

Tabela 3.14: Resolucdo do sistema 40u40 pré-condicionado com ILU(0). O tempo de con-
strugdo do pré-condicionador foi 0.00 segundos.

3.4 Sistemas resultantes da discretizacao do dominio
em 80x80 pontos

Apresentamos nesta secgio (subseccdes 3.4.1 e 3.4.2) os resultados obtidos na resolucio
dos sistemas da pressdo (80p80) e da velocidade horizontal (80u80) provenientes da dis-
cretizagdo do dominio em 80 x 80 pontos.

3.4.1 Resolugao do sistema 80p80

Os pré-condicionadores utilizados foram ILU(4), ILU(6) e ILUDP(0.01,0.75). E também
feita uma andlise da variagdo do pardmetro ¢ no pré-condicionador ILU({) e do pardmetro
@ no pré-condicionador ILUDP(0.01,a). O critério de paragem é ||r(®||, < 1.37 x 1079, de
acordo com o procedimento habitual.

Para além dos solvers utilizados na resolugéo dos sistemas anteriores, 0o DQGMRES(2)
¢ também utilizado para resolver este sistema com pré-condicionador, devido ao seu bom
desempenho na resolucdo do sistema 40p40 (ver tabela 3.6), confirmado na resolugdo do
Sistema 80p80 (tabela 3.15). Verifica-se novamente que o nimero de iteracOes necessarias
Para convergir (263), se mantém constante qualquer que seja o valor de k£ e que o tempo
minimo é conseguido para k = 2 (1.48 segundos).

Da andlise dos resultados obtidos sem pré-condicionador (tabela 3.16) verifica-se que a
Tesolugdo deste sistema apresenta um grau de dificuldade maior do que o anterior sistema
das pressges (tabela 3.5). Efectivamente o TDMA, CGNR, FOM(10) e GMRES(10) nio

tonvergem dentro do limite permitido e os métodos que convergem fazem-no em mais
lteraces.

O método mais rapido sem pré-condicionador é novamente o CG que converge em
0.97 segundos (tabela 3.16). Este é também o menor de todos os tempos registados na
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Método k Iteragbes Tempo  Residuo
FOM 1 1000 6.79 8.392E-06
2
3

1000 3.49 0.694E-03

1000 3.71 0.697E-03

5 1000 4.18 0.286E-03
10 1000 9.38 4.154E-05

15 1000 6.79 8.392E-06
20 1000 7.92 8.935E-07
30 1000 10.22 2.263E-08
50 855  12.59 1.448E-09
GMRES 1 1000 6.79 3.099E-06

2 1000 3.49 0.547E-03
3 1000 3.70 0.351E-03

9 1000 424 0.127E-03
10 1000 9.37 1.771E-05
15 1000 6.71 3.098E-06
20 1000 7.93 3.803E-07
30 1000 10.12 1.807E-08
50 784  11.42 1.462E-09

DQGMRES 1 263 4.72 1.407E-09

2 263 1.48 1.407E-09

3 263 1.75 1.407E-09

5 263 2.30 1.407E-09
10 263 3.46 1.407E-09
15 263 471 1.407E-09
20 263 9.84 1.407E-09
30 263 8.08 1.407E-09
50 263 1216 1.407E-09

Tabela 3.15: Efeito da dimensio do sub-espago de Krylov k na resolucdo do sistema 80p80
Pelos métodos FOM, GMRES e DQGMRES sem pré-condicionamento.

Tesolugdo do sistema 80p80 com e sem pré-condicionador. Os resultados obtidos por este
método pioram com a utilizac@o de pré-condicionadores. Em todas as situagdes analisadas,
3 utilizacdo de pré-condicionador reduziu o ndmero de iteracGes, mas aumentou o tempo
de convergéncia do CG. Por esta razio o pré-condicionamento deste sistema nio se justifica
Quando resolvido pelo CG. A reducdo do ntimero de iteracbes ndo é suficiente para com-
Pensar os tempos adicionais devidos & construgdo do pré-condicionador e &s multiplicacSes
de A por este.

O BICG, tal como para o sistema 40p40, converge utilizando aproximadamente o dobro
das iteragdes e do tempo do que o CG. O BICGSTAB em todas as situagdes analisadas
- Converge mais rapidamente do que o BICG. Comparativamente com o CG, o BICGSTAB
® Mais r4pido apenas quando associado ao pré-condicionador ILUDP(0.01,0.75) em que
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Método Iteragoes Tempo  Residuo
TDMA 1000  17.75 3.069E-05
CG 271 0.97 1.412E-09
BICG 540 2.11 1.412E-09
CGNR 1000  33.33 1.101E-03
BICGSTAB 413 1.57 7.821E-10
TFQMR 517 2.38 3.071E-10
FOM(10) 1000 5.38 4.154E-05
GMRES(10) 1000 5.37 L1.771E-05
DQGMRES(10) 263 3.46 1.407E-09
DQGMRES(2) 263 1.61 1.407E-09

Tabela 3.16: Resolucdo do sistema 80p80 sem pré-condicionamento

Método Iteragdes It/Itp Tempo Tmp Total Residuo

CG 40 7 1.10 1.41 1.015E-09
BICG 94 5 2.72 3.04 1.146E-09
CGNR 159 6 5.45 5.76 8.512E-10
BICGSTAB 43 10 1.19 1.50 1.404E-09
TFQMR 41 13  1.16 1.47 6.340E-10
FOM(10) 42 24 1.22 1.53 1.051E-09
GMRES(10) 47 21 1.37 1.68 1.138E-09
DQGMRES(10) 31 8 1.06 1.37 1.385E-09
DQGMRES(2) 40 7 113 1.34 1.278E-09
PGMRES(10) 42 - 140 1.71 1.138E-09

Tabela 3.17: Resolucéo do sistema 80p80 pré-condicionado com ILU(4). O tempo de con-
stru¢do do pré-condicionador foi 0.31 segundos.

converge em 1.27 segundos e 0 CG em 1.45 (tabela 3.20). Este é também o tempo minimo
apresentado pelo BICGSTAB de todas as situagdes analisadas para os sistema 80p80.

O TFQMR demora mais tempo para convergir do que o BICGSTAB se néo for utilizado
um pré-condicionador, 2.38 segundos para 1.57 segundos (tabela 3.16), caso contrério é
mais ripido. O melhor resultado obtido pelo TFQMR (1.22 segundos) acontece quando
associado ao ILUDP(0.01,0.75) (tabela 3.20).

O DQGMRES(10) converge em menos tempo do que DQGMRES(2) se for utilizado
um pré-condicionador. Sem pré-condicionador o DQGMRES(2) demora menos de metade
do tempo que o DQGMRES(10), convergindo, respectivamente, em 1.61 segundos e 3.46
segundos (tabela 3.16). O melhor resultado de ambos é conseguido com ILUDP(0.01,0.75),
em que 0 DQGMRES(2) converge em 1.21 segundos e 0 DQGMRES(10) em 1.19 segundos
(tabela 3.20).
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Mais uma vez o desempenho do FOM(10) e do GMRES(k) melhora consideravelmente
com a utilizagdo de pré-condicionadores. Como se pode observar na tabela 3.15, apenas
convergem para k = 50, contrariamente ao que sucedia no sistema 40p40 em que convergiam
para k = 10. Conjugando a ac¢dao do FOM(10) e do GMRES(10) com um pré-condicionador
obtém-se resultados préximos dos melhores. O pré-condicionador com o qual estes dois
métodos apresentam menores tempos e menor nimero de iterages é o ILUDP(0.01,0.75).
Nesta situagdo convergem em menos iteragoes do que os outros métodos, respectivamente,
24 e 22, sendo o tempo do GMRES(10) (1.15 segundos) o menor de todos (tabela 3.20).

O PGMRES(10) apresenta também o mesmo comportamento j& evidenciado na re-
solucdo do sistema 40p40. Exige menos iteragdes do que o GMRES(10) mas o tempo de
célculo é superior, sendo contudo estas diferencas pouco significativas. Por exemplo quando
¢ utilizado o pré-condicionador ILU(4), o GMRES(10) converge em 47 iteracdes e 1.68
segundos, enquanto o PGMRES(10) converge em 42 iteragdes e 1.71 segundos (tabela 3.17).
Verifica-se assim que as iteragdes do PGMRES(10) sdo mais demoradas do que as do
GMRES(10).

Método Iteragdes It/Itp Tempo Tmp Total Residuo

CG 32 8§ 1.10 1.67 8.188E-10
BICG 66 8 240 2.97 3.406E-10
CGNR 89 11 3.18 3.37 6.650E-10
BICGSTAB 33 13 1.13 1.70 3.661E-10
TFQMR 27 19  0.96 1.53 1.619E-09
FOM(10) 22 45  0.80 1.37 1.230E-09
GMRES(10) 24 42 087 144  1.171E-09
DQGMRES(10) 21 13  0.84 1.41 4.616E-10
DQGMRES(2) 28 9 096 1.53 1.481E-09
PGMRES(10) 21 - 0.89 146  1.171E-09

Tabela 3.18: Resolugio do sistema 80p80 pré-condicionado com ILU(6). O tempo de con-
strucdo do pré-condicionador foi 0.57 segundos.

O pré-condicionamento do sistema 80p80 com ILU(4) revela-se muito eficiente, como
S¢ pode observar na tabela 3.17, com redugdo do nimero de iteragdes de 5 a 24 vezes em
relagdo ao caso sem pré-condicionador (tabela 3.16). Mas como o tempo de construgio do
Pré-condicionador permanece inferior aos tempos de execucdo dos. solvers, ainda é possivel
baixar os tempos totais aumentando a precisdo do pré-condicionador ILU(¢). A figura 3.4,
Com os tempos de execugdo dos vérios métodos em fungdo do nivel de enchimento £ utilizado
Por este pré-condicionador, mostra que o0 CGNR converge mais rapidamente para £ = 7
€ que para valores superiores a este, todos os métodos convergem mais lentamente. Isto
acontece & medida que o tempo de pré-condicionamento se torna superior ao tempo de
€xecugdo do solver, dominando o processo iterativo. Verifica-se também que o CG e o BICG
obtém melhores resultados sem pré-condicionador. Para estes dois métodos, a reducio
do nimero de iteragdes nao é suficiente para justificar este pré-condicionamento. Outro
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aspecto que se verifica com o aumento de £ é a alteracdo do desempenho relativo dos
métodos. Por exemplo com o ILU(4) o método mais répido 6 o DQGMRES(10) mas com
o ILU(6) (tabela 3.18) é o FOM(10). Em consequéncia destes resultados verifica-se que a
optimizagdo do pré-condicionador ILU(4) ndo pode ser efectuada em conjunto para todos
os métodos pois o valor do nivel de enchimento £ éptimo depende do método utilizado.

10

—&-CGNR
-=-BICG

—i— GMRES
—e—FOM
~o—DAGMRES
—— BICGSTAB
5 | —CG

~x— QMR

I(Tempe total)

o 4

Figura 3.4: Efeito do nivel de enchimento do pré-condicionador ILU(#) na resolugio do
sistema 80p80.

A andlise efectuada para o ILU({) foi repetida para o caso do ILUDP(0.01,c) relati-
vamente ao pardmetro, . A tabela 3.19 apresenta os tempos totais obtidos pelos varios
solvers, quando pré-condicionados pelo ILUDP(0.01,a), fazendo variar o coeficiente de com-
pensagdo « e mantendo ato1=0.01. Verifica-se que 8 dos 10 métodos analisados convergem
em menos tempo ocorrem quando o ~ 0.75. As excepgdes sao o BICG, que melhora &
medida que o aumenta, e 0 BICGSTAB que apresenta um tempo ligeiramente mais baixo
para o = 0.5 (tabela 3.19).

O tempo de pré-condicionamento ILUDP(0.01,0.75), 0.42 segundos, é maior do que
o ILU(4), 0.31 segundos, e menor do que o ILU(6), 0.57 segundos. Todos eles possibili-
tam a convergéncia de todos os métodos. Mas comparando os tempos totais, verifica-se
que os resultados obtidos com o ILUDP(0.01,0.75) sdo melhores do que os obtidos com o
ILU(6). Portanto, apesar do tempo adicional de pré-condicionamento do ILUDP(0.01,0.75)
0s solvers sdo mais eficazes e o tempo total de todos os métodos (tabela 3.20) é in-
ferior ao obtido com com o ILU(4), na tabela 3.18. A utilizagdo do pré-condicionador
ILUDP(0.01,0.75) conduz a redugdes do nimero de iteragdes entre 8 a 45 vezes (tabela 3.20)
em relagdo ao caso sem pré-condicionador. Em relagdo ao ILU(4) também sdo melhores,
apesar de ndo existir tanta diferenca e de se verificar uma excepcao com o CG. Este apre-
senta um tempo total de convergéncia com ILUDP(0.01,0.75) maior do que o obtido com
ILU(4).
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2 0 05 075 1
CG 171 1.51 1.45 3.77
BICG 2.97 262 245 2.15
CGNR 475 3.75 2.97 6.01
BICGSTAB 1.44 1.26 1.27 1.54
TFQMR 153 123 1.22 151
FOM(10) 157 1.22 1.21 1.56

GMRES(10) 159 1.29 1.15 1.57
DQGMRES(10) 1.37 1.22 1.19 1.56
DQGMRES(2) 143 1.32 121 184
PGMRES(10) 3.54 276 2.42 3.39

Tabela 3.19: Efeito do factor de compensacio a sobre o tempo total de resolugdo do sistema
80p80 pré-condicionado com ILUDP(0.01,a).

Método Iteracoes It/Itp Tempo Tmp Total Residuo

CG 33 8§ 1.03 1.45 1.249E-09
BICG 62 9 2.03 2.45 1.075E-09
CGNR 79 13 2.55 2.97 1.330E-09
BICGSTAB 27 15  0.85 1.27 2.519E-10
TFQMR 25 21 0.80 1.22 1.254E-09
FOM(10) 24 42  0.79 1.21 1.211E-09
GMRES(10) 22 45 0.73 1.15 1.381E-09
DQGMRES(10) 21 13 0.77 1.19 1.037E-09
DQGMRES(2) 25 11 0.78 1.21 6.954E-10
PGMRES(10) 20 - 074 1.16 1.382E-09

Tabela 3.20: Resolugao do sistema 80p80 pré-condicionado com ILUDP(0.01,0.75). O tempo
de construgdo do pré-condicionador foi 0.42 segundos.

3.4.2 Resolugao do sistema 80u80

O sistema 80u80 foi resolvido utilizando os métodos habituais juntamente com o pré-
condicionador ILU(0). O critério de paragem utilizado por todos os métodos na resolugao
deste sistema é ||r®)||]; < 1.812 x 1077,

Tal como no sistema 40u40 (seccdo 3.3.2), este sistema é rapidamente resolvido por
todos os métodos. Sem pré-condicionamento (tabela 3.21), o0 CG e o BICGSTAB sédo os
métodos mais rapidos, convergindo ambos em 19 iteracdes e 0.07 segundos. O mais lento é
o CGNR que converge em 79 iteragdes e 0.70 segundos. O TDMA converge em menos de
metade do nimero de iteragdes utilizadas pelos CG e BICGSTAB mas demora mais tempo
(0.11 segundos).

A aplicacdo do pré-condicionador ILU(0) a este sistema reduz o nimero de iteragdes
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Método Iteragbes Tempo (s) Residuo

TDMA 7 0.11 3.277E-08
CG 19 0.07 1.663E-07
BICG 34 0.13 1.191E-07
CGNR 79 0.70 1.197E-07
BICGSTAB 19 0.07 1.197E-07
TFQMR 23 0.10 2.370E-08
FOM(10) 19 010  8.771E-08
GMRES(10) 18 010  1.744E-07
DQGMRES(10) 17 0.18 1.370E-07
DQGMRES(2) 18 012  1.050E-07

Tabela 3.21: Resolugio do sistema 80u80 sem pré-condicionamento

Método Iteragoes It/Itp Tempo Tmp Total Residuo

CG 7 271 0.08 0.14 7.588E-08
BICG 12 283 0.14 0.20 2.502E-08
CGNR 15 5.27  0.17 0.23 1.166E-07
BICGSTAB 7 2.71  0.08 0.14 7.871E-08
TFQMR 7 329 0.09 0.15 4.788E-08
FOM(10) 7 271 0.09 0.15 2.247E-08
GMRES(10) 7 257  0.09 0.15 2.242E-08
DQGMRES(10) 7 443 0.10 0.16 2.242E-08
DQGMRES(2) 7 257 0.08 0.14  2.381E-08
PGMRES(10) 6 - 0.09 0.15 2.242E-08

Tabela 3.22: Resolugdo do sistema 80u80 pré-condicionado com ILU(0). O tempo de con-
strugdo do pré-condicionador foi 0.06 segundos.

(tabela 3.22), contudo o tempo total baixa apenas para 2 métodos: CGNR e DQGM-
RES(2). Se analisarmos apenas os tempos de resolugdo, ndo incluindo o tempo de pré-
condicionamento, verifica-se que 3 dos métodos aumentam os tempos de convergéncia (CG,
BICG e BICGSTAB) e que os restantes baixam, mas sio penalizados pelo tempo necessério
a resolugdo do ILU(0). O sistema 80u80 é bem condicionado com caracteristicas que o tor-
nam facilmente resolivel por todos os métodos iterativos aqui testados. Dos 9 métodos

testados com e sem pré-condicionador, o seu pré-condicionamento apenas se justifica para
2: CGNR e DQGMRES(10).

O aumento de dificuldade na resolugao do sistema 40u40 para o 80u80 reflecte-se apenas
no aumento do tempo de convergéncia (tabelas 3.11 e 3.22). O niimero de iteragdes baixa
para todos os métodos com excep¢ao do CG que nado convergia na resolugio do sistema
40u40. O aumento do tempo de convergéncia é devido unicamente ao aumento da dimensao
do sistema e consequente maior nimero de operagoes. A diminui¢do do nimero de iteracoes
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ser4d porque o sistema 80u80 ¢é ligeiramente melhor condicionado do que o sistema 40u40.
Este aspecto estd de acordo com os ntimeros de condicio o apresentados na secgao3.2.1,
onde Ko, = 0.344F + 01 para o sistema 40u40 e Koo =0.319E+01 para o sistema 80u80.

3.5 Sistemas resultantes da discretizagao do dominio
em 120x80 pontos

Nesta seccio incluem-se os resultados obtidos na resolugdo dos sistemas da pressao (120p80)
e da velocidade (120u80), obtidos a partir da discretizagao do dominio em 120 x 80 pontos.

3.5.1 Resolucao do sistema 120p80

Utilizaram-se os métodos habituais sem pré-condicionador e com 0s pré-condicionadores
ILU(4), ILU(6) e ILUDP(0.01,0.75). Analisou-se igualmente o efeito do aumento de £ para
os métodos FOM(k), GMRE(k)S e DQGMRES(k). O critério de paragem utilizado foi
|r®)] < 1.155 x 107°.

Este sistema ¢ resolvido com maior grau de dificuldade, como é possivel observar pelos
dados da tabela 3.24. Métodos como o FOM(10), GMRES(10), BICG e CGNR néo con-
vergem em menos de 1000 iteragdes, e os restantes métodos convergem em tempos maiores
do que os obtidos para os sistemas anteriores.

O DQGMRES(k), tal como nos anteriores sistemas da pressdo, converge mais rapi-
damente para k = 2. Para todos os valores testados de £k o DQGMRES converge sem-
pre em 342 iteragOes, mas em tempos mais elevados do que aquele verificado para k =
2 (tabela 3.23). O DQGMRES(2) é o método que converge em menos iteracoes e em
menos tempo (3.11 segundos) quando ndo é utilizado pré-condicionador (tabela 3.24). Os
menores tempos de convergéncia conseguidos por DQGMRES(2) e DQGMRES(10) foram
respectivamente 1.88 e 1.82 segundos, obtidos quando associados ao pré-condicionador
ILUDP(0.01,0.75) (tabela 3.27).

A razdo pela qual o DQGMRES(2) é mais répido sem pré-condicionador, contrariamente
a todos os sistemas simétricos anteriores em que era o CG, deve-se ao pior condicionamen-
to do sistema 120p80 (ver secgdo 3.2), facto ao qual o CG ¢ muito sensivel, como estd
evidenciado na equagao (2.24).

O CG nio converge também quando associado ao ILU(4) ¢'ILUDP(0.01,0.75). Quando
associado ao ILU(6) converge em 20 vezes menos iteragdes (2.56 segundos) do que sem
pré-condicionador (tabela 3.26). O ILU(6) é igualmente responsavel pela convergéncia de
todos os restantes métodos.

O BICG e 0 CGNR convergem apenas quando o sistema ¢ pré-condicionado. Os menores
tempos obtidos por estes métodos verificam-se quando associados ao ILUDP(0.01,0.75),
respectivamente, 3.77 e 5.30 (tabela 3.27).
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Método k Iteragbes Tempo Residuo
FOM 1 1000  10.40 5.707E-05
2
3

1000 6.30 6.898E-04
1000 6.39 8.471E-04

5 1000 7.54 4.435E-04
10 1000 8.86 1.350E-04
15 1000  10.62 5.707E-05
20 1000 12.40 1.662E-05
30 1000  15.50 1.048E-06
50 1000  22.01 4.972E-08

GMRES 1 1000  10.41 1.910E-05

2 1000 6.28 5.330E-04

3 1000 6.33 3.930E-04

5 1000 7.41 2.109E-04
10 1000 8.77 5.331E-05
15 1000  10.55 1.910E-05
20 1000  12.31 5.218E-06
30 1000  15.52 5.505E-07
50 1000  22.00 1.458E-08

DQGMRES 1 342 9.28 1.129E-09

2 342 3.16 1.129E-09

3 342 3.65 1.129E-09

5 342 4.74 1.129E-09
10 342 7.02 1.129E-09
15 342 9.32 1.129E-09
20 342 11.60 1.129E-09
30 342  16.00 1.129E-09
50 342 2441 1.129E-09

Tabela 3.23: Efeito da dimensdo do sub-espago de Krylov k na resolugao do sistema 120p80
pelos métodos FOM, GMRES e DQGMRES sem pré-condicionamento.

Para além do DQGMRES(2), também o BICGSTAB é mais rdpido do que o CG sem
pré-condicionamento, convergindo em 3.46 segundos e 0 CG em 3.70 segundos (tabela 3.24).
O tempo de convergéncia minimo obtido pelo BICGSTAB é de 1.95 segundos e surge
quando associado ao ILUDP(0.01,0.75) (tabela 3.27). O TFQMR converge mais rapido do
que o BICGSTAB quando séo utilizados os pré-condicionadores ILU(4) e ILU(6), mas o
seu tempo minimo (2.00 segundos) ¢é obtido quando associado ao ILUDP(0.01,0.75).

Os métodos FOM(k) ¢ GMRES(k) ndo convergem novamente sem pré-condicionador
para qualquer dos valores de k testados (ver tabela 3.23). Para k = 10 convergem sempre
que o sistema é pré-condicionado. O comportamento destes dois métodos difere do ve-
rificado anteriormente, em que apresentaram sempre desempenhos muito semelhantes. O
GMRES(10) associado ao ILUDP(0.01,0.75) é o método que converge em menos tempo
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Método Iteracoes Tempo Residuo

TDMA 1000 25.58 5.614E-05
CG 640 3.70 1.118E-09
BICG 1000 6.74  3.731E-07
CGNR 1000 5.57  8.813E-04
BICGSTAB 541 3.46  1.013E-09
TFQMR 665 5.18 5.562E-10
FOM(10) 1000 8.86 1.351E-04
GMRES(10) 1000 8.86 5.331E-05
DQGMRES(10) 342  7.04 1.129E-09
DQGMRES(2) 342 3.11  1.129E-09

Tabela 3.24: Resolucdo do sistema 120p80 sem pré-condicionamento

Método Iteracdes It/Itp Tempo Tmp total Residuo

CG 1000 0.64 42.02 42.50 1.368E-02
BICG 92 10.87 4.12 4.60 5.922E-10
CGNR 165 6.06 7.22 7.70 1.061E-09
BICGSTAB 45 10.02 1.90 2.38 9.367E-10
TFQMR 39 17.06 1.70 2.18 6.854E-10
FOM(10) 43 23.26 193 2.41 1.140E-09
GMRES(10) 53 1887 2.38 2.86 9.445E-10
DQGMRES(10) 33 1036 1.72 2.20 1.103E-09
DQGMRES(2) 42 814 1.84 2.32 1.148E-09
PGMRES(10) 48 - 243 2.91 9.445E-10

Tabela 3.25: Resolucdo do sistema 120p80 pré-condicionado com ILU(4). O tempo de con-
strucdo do pré-condicionador foi 0.48 segundos.

(1.77 segundos) enquanto que o FOM(10), nessa mesma situagao, demora mais do dobro
do tempo (3.91 segundos) para convergir (tabela 3.27). O FOM(10) e o CG sao os unicos
métodos que apresentam melhores resultados quando associados ao ILU(6).

O PGMRES(10) néo apresenta novidades em relagdo ao comportamento evidenciado
anteriormente. Converge num ndmero de iteragdes menor ou igual ao GMRES(10), mas
demora mais tempo.

Dos pré-condicionadores utilizados para este sistema apenas o ILU(6) consegue que
todos os métodos convirjam dentro do limite de iteragdes fixado (tabela 3.26). Mas é com
o ILUDP(0.01,0.75) que 80% dos métodos convergem em tempo minimo (tabela 3.27).
Verifica-se assim que embora o ILU(6) seja um pré-condicionador com maior precisdo, pois
demora 0.88 segundos a ser construido enquanto que o ILUDP(0.01,0.75) demora 0.49
segundos, a sua eficiéncia nao é superior em 80% dos métodos. Este aspecto j4 evidenciado
anteriormente deve-se ao facto de uma maior precisio se traduzir num pré-condicionador
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Método Iterages It/Itp Tempo Tmp total Residuo

CG 32 20.00 1.68 2.56 9.372E-10
BICG 64 15.63 3.56 4.44 4.531E-10
CGNR 93 10.75 5.18 6.06 8.523E-10
BICGSTAB 31 17.54 1.62 2.54 5.996E-10
TFQMR 27 24.39 1.46 2.34 1.215E-09
FOM(10) 26 38.46  1.42 2.30 1.039E-09
GMRES(10) 26 38.46 142 230 7.903E-10
DQGMRES(10) 23 1493 1.40 2.28 8.150E-10
DQGMRES(2) 29 11.76 1.53 2.41 1.116E-09
PGMRES(10) 23 - 1.53 2.41 0.790E-09

Tabela 3.26: Resolucio do sistema 120p80 pré-condicionado com ILU(6). O tempo de con-
strucao do pré-condicionador foi 0.88 segundos.

Método Iteragdes It/Itp Tempo Tmp total Residuo

CG 1000 0.64 41.67 42.16 3.228E-05
BICG 74 13.51  3.28 3.77 4.032E-10
CGNR 111 90.09 4.81 5.30 9.267E-10
BICGSTAB 35 1538 146 1.95 6.667E-10
TFQMR 35 18.87 1.51 2.00 5.796E-10
FOM(10) 77 1299 342 3.91 9.971E-10
GMRES(10) 29 3448 1.28 1.77 1.077E-09
DQGMRES(10) 26 13.16 1.33 1.82 9.735E-10
DQGMRES(2) 31 10.99 1.39 1.88 1.030E-09
PGMRES(10) 26 - 140 1.89 0.104E-08

Tabela 3.27: Resolugdo do sistema 120p80 pré-condicionado com ILUDP(0.01,0.75). O tem-
po de construgio do pré-condicionador foi 0.49 segundos.

menos esparso e consequentemente obrigar a mais operagdes, para além de um maior tempo
de construcao.

3.5.2 Resolucao do sistema 120u80

Os resultados aqui apresentados referem-se & resolugdo do sistema da velocidade 120 x 80.
Foram utilizados os métodos habituais juntamente com o pré-condicionador ILU(0). O
critério de paragem utilizado por todos os métodos foi ||[r® ||, < 2.078 x 1077,

Este sistema é muito melhor condicionado do que o 120p80, apesar de resultar da mesma
discretizagdo ndo homogénea. Os resultados obtidos sem pré-condicionador (tabela 3.28)
demonstram-no claramente. Comparativamente ao sistema 120p80, todos os métodos con-
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Método Iteragdes Tempo (s) Residuo
TDMA 6 0.15 1.619E-07
CG 19 0.11 1.584E-07
BICG 34 0.24 9.028E-08
CGNR 79 0.46 1.694E-07
BICGSTAB 19 0.13 1.784E-07
TFQMR 21 0.18 4.916E-08
FOM(10) 18 0.15 1.736E-07
GMRES(10) 18 0.16 1.484E-07
DQGMRES(10) 17 0.28 1.177E-07
DQGMRES(2) 17 0.18 1.709E-07

Tabela 3.28: Resolugdo do sistema 120u80 sem pré-condicionamento

vergem em numero de iteragdes e tempos muito reduzidos.

O niimero de iterages utilizadas pelos vérios métodos é igual ou inferior ao obtido pelos
mesmos métodos na resolugdo do sistema 80u80 (tabela 3.21). O aumento de dimensio
provocou apenas um ligeiro aumento do tempo de convergéncia de 9 dos 10 métodos e
uma diminui¢do no CGNR. Estes resultados demonstram que o sistema 120u80 é melhor
condicionado do que o sistema 80u80.

O método mais rapido sem pré-condicionador é o CG, que converge em 0.11 segundos,
seguido pelo BICGSTAB, com 0.13 segundos. O TDMA converge em 6 iteragles enquanto
que o CG e BICGSTAB convergem ambos em 19. Como o TDMA converge em mais
tempo (15 segundos) verificamos que as iteracdes deste método sio mais demoradas do
que as iteragoes da maior parte dos métodos néo-estacionarios (tabela 3.28).

Método Iteragbes It/Itp. Tempo Tmp total Residuo

CG 7 3.16 0.13 0.22 1.857E-08
BICG 12 283 0.24 0.33 1.466E-08
CGNR 15 9.27  0.28 0.37 9.214E-08
BICGSTAB 7 271 0.14 0.23 5.703E-08
TFQMR 7 3.00 0.15 0.24 3.329E-08
FOM(10) 7 257 015 0.24  1.436E-08
GMRES(10) 7 257 0.14 0.23 1.433E-08
DQGMRES(10) 7 242  0.15 0.24 1.433E-08
DQGMRES(2) 7 242  0.13 0.22 1.453E-08
PGMRES(10) 6 - 015 0.24  1.433E-08

Tabela 3.29: Resolugdo do sistema 120u80 pré-condicionado com ILU(0). O tempo de con-
strugdo do pré-condicionador foi 0.09 segundos.

O pré-condicionamento deste sistema com ILU(0) (ver tabela 3.29) reduz o nimero de
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iteragdes para todos os métodos. Em contrapartida os tempos totais aumentam também
para a generalidade dos métodos, com excepcio de CGNR e do DQGMRES(10). Mais
uma vez, dada a ordem de grandeza dos tempos de convergéncia, o pré-condicionamento
do sistema 120u80 ¢ ineficiente, qualquer que seja o pré-condicionador.

3.6 Sistemas resultantes da discretizacao do dominio
em 120x120 pontos

Os maiores sistemas testados resultaram da discretizacdo do dominio com uma malha
regular de 120 x 120 pontos. Os resultados da resolucio dos sistemas da pressio (120p120)
e da velocidade horizontal (120u120) provenientes da discretizacio desse dominio sio o
motivo desta seccdo.

Os testes com matrizes desta dimensdo representam uma exigéncia maior sobre os
métodos iterativos utilizados, porque para além das suas caracteristicas de convergéncia
trata-se de analisar a sua capacidade para atingir elevados niveis de preciso, i.e., a sua
capacidade para ndo propagar erros de arredondamento, resultantes das operacdes aritmé-
ticas com precisdo finita (Chaitin-Chatelin and Frayssé, 1996). Por esta razio e para ilustrar
o comportamento de cada um dos métodos, representa-se na figura 3.5 a evolugdo dos
residuos.

3.6.1 Resolugao do sistema 120p120

O sistema da pressdo 120p120 foi resolvido pelos métodos habituais juntamente com os
pré-condicionador ILU(6) e ILUDP(0.01,0.75) e ILUDP(0.001,0.75). Efectuou-se, tal como
nos anteriores sistemas da pressdo uma anélise do desempenho dos métodos FOM(k),
GMRES(k) e DQGMRES(k) em fungdo do valor de k. O critério de paragem utilizado por
todos os métodos na resolugio deste sistema foi ||r(®)]|; < 1.015 x 1079,

A resolugdo deste sistema apresenta um grau de dificuldade superior a todos os ante-
riores, como se pode verificar a partir da comparagéo dos resultados na tabela 3.30, com
tabelas analogas referentes a sistemas de menor dimensdo. Apenas 2 métodos convergem
sem pré-condicionamento: o CG e 0 DQGMRES(k). O mais répido é o CG que converge
em 6.98 segundos. O BICGSTAB e o TFQMR apesar de ndo convergirem em menos de
1000 iteragOes encontram-se muito préximos, como é possivel observar pelos valores dos
respectivos residuos (tabela 3.30).

O FOM(k) e GMRES(k) ndo convergem sem pré-condicionador para nenhum dos va-
lores de & analisados (tabela 3.31), sendo os residuos ligeiramente superiores aos verifi-
cados para o sistema 120p80 (tabela 3.23). Das quatro situagdes analisadas para o sis-
tema 120p120, FOM(10) e GMRES(10) convergem apenas quando associados ao pré-
condicionador ILUDP(0.001,0.75), com tempos muito superiores aos melhores (tabela 3.34).
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Método Iteragdes Tempo (s) Residuo
TDMA 1000 41.74 1.128E-04
CG 750 6.98 8.738E-10
BICG 1000 10.1 1.802E-06
CGNR 1000 9.11 7.646E-04
BICGSTAB 1000 9.74 1.821E-09
TFQMR 1000 11.75  2.144E-09
FOM(10) 1000 14.50 2.183E-04
GMRES(10) 1000 14.42 8.521E-05
DQGMRES(10) 723 92.73  9.756E-10
DQGMRES(2) 723 10.35 9.749E-10

Tabela 3.30: Resolucao do sistema 120p120 sem pré-condicionamento

O DQGMRES(k) sem pré-condicionamento converge novamente no mesmo numero de
iteragoes, qualquer que seja o valor de k, sendo o tempo minimo de 10.35 segundos, obtido
para k = 2 (tabela 3.31). O menor tempo obtido pelo DQGMRES(k), para k = 2 e
k = 10, é respectivamente, 6.36 e 8.22 segundos, quando associado ao ILUDP(0.01,0.75)
(tabela 3.33).

O BICG e o CGNR convergem nas trés situagoes analisadas em que foi utilizado um
pré-condicionador. O menor tempo total de convergéncia destes dois métodos é, respec-
tivamente, 7.45 e 18.38 segundos, sendo obtido quando associados ao pré-condicionador
ILUDP(0.01,0.75) (tabela 3.33).

O pré-condicionamento do sistema 120p120 com ILU(6) melhora sobretudo a eficiéncia
do TFQMR, BICGSTAB e BICG que passam a convergir em, respectivamente, 4.74, 6.91
e 9.23 segundos (tabela 3.32). O tempo obtido pelo TFQMR é inferior a todos os outros,
obtidos na resolucdo do sistema 120p120. O tempo mais préximo (5.50 segundos) é obtido
pelo BICGSTAB associado ao ILUDP(0.01,0.75) (tabela 3.33).

Apesar do TFQMR. apresentar, com o pré-condicionador ILU(6), o tempo total mais
baixo das situagbes analisadas, a eficiéncia deste pré-condicionador ndo atinge todos os
métodos. Os métodos CG, FOM(10), GMRES(10) e PGMRES(10) néo atingem o residuo
minimo pretendido (tabela 3.33). O CG tem uma primeira fase em que os residuos dimin-
uem rapidamente aproximando-se do residuo minimo, sem no entanto o atingir. Numa se-
gunda fase, que comega a partir de um nimero de iteragdes préximo daquele em que deveria
convergir, o residuo aumenta de forma muito acentuada (figura 3.5). O pré-condicionador
ILU(6) associado ao CG, eficiente na resolugdo do sistema 120p80 (tabela 3.26), deixa de
ser eficiente na resolugdo do sistema 120p120. Concluimos que este sistema é pior condi-
cionado e que o pré-condicionamento com ILU(6) tem um efeito contririo ao desejado,
piorando ainda mais o condicionamento.

O CG, apesar de ser um dos 3 em 10 métodos que convergiu sem pré-condicionamento
(tabela 3.30), apds o pré-condicionamento com qualquer dos pré-condicionadores utilizados
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Método k Iteragées Tempo Residuo
FOM 1 1000  15.92 1.212E-04
2 1000  10.11 6.639E-04

3 1000  10.33 8.204E-04

5 1000 11.58 5.013E-04

10 1000  14.50 2.183E-04

15 1000  16.55 1.212E-04

20 1000  18.84 4.199E-05

30 1000  23.83 8.561E-06

50 1000  33.69 5.494E-07

GMRES 1 1000  15.97 3.782E-05
2 1000  10.01 4.984E-04

3 1000  10.30 3.894E-04

5 1000 1141 2.258E-04

10 1000 14.42 8.521E-05

15 1000  16.43 3.782E-05

20 1000  18.80 1.338E-05

30 1000  23.75 3.130E-06

50 1000  33.62 1.726E-07

DQGMRES 1 723  30.05 9.749E-10
2 723  10.66 9.749E-10

3 723  11.98 9.755E-10

5 723  15.44 9.751E-10

10 723  23.59 9.756E-10

15 723 30.49 9.749E-10

20 723  37.77 9.761E-10

30 723  52.33 9.766E-10

50 723  81.37 9.758E-10

Tabela 3.31: Efeito da dimensdo do sub-espago de Krylov & na resoluc¢ao do sistema 120p120
pelos métodos FOM, GMRES e DQGMRES sem pré-condicionamento.

nao convergiu.

A figura 3.5 mostra que o0 DQGMRES constitui uma melhoria do GMRES, porque
aumenta a taxa de convergencia e permite reduzir o erro para valores inferiores ao do critério
de convergéncia; ao contrario do GMRES(10) que apesar de ter boa taxa de convergéncia
mostra-se incapaz de reduzir o erro para valores inferiores a 1.077E-09, atingido apés cerca
de 55 iteragoes.

A figura 3.5 mostra igualmente as caracteristicas superiores do BICG em relagdo ao
CG. Ambos os métodos depois de atingirem um valor minimo do erro apds cerca de 40
iteracdes, invertem a tendéncia de redugio do erro; o qual se mantém para o CG, que
ap6s 1000 iteragdes indica um residuo de 8.9E+01, ao contrario do BICG que retoma a
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Método Iteragoes It/Itp Tempo Tmp total Residuo

CG 1000 0.75 80.00 8137 8.900E+01
BICG 92 10.87 7.86 9.23 9.636E-10
CGNR 245 3.94 20.59 21.96 1.003E-09
BICGSTAB 69 1449 5.54 6.91 2.206E-10
TFQMR 41 2439 3.37 4.74 1.953E-09
FOM(10) 1000 1.00 84.00 85.37 4.210E-09
GMRES(10) 1000 1.00 84.08 85.45 1.883E-09
DQGMRES(10) 83 8.70  8.10 9.47 1.913E-09
DQGMRES(2) 70 10.31 5.87 7.24 1.921E-09
PGMRES(10) 1000 - 94.38 95.75 1.883E-09

Tabela 3.32: Resolucdo do sistema 120p120 pré-condicionado com ILU(6). O tempo de
construgao do pré-condicionador foi 1.37 segundos.
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Figura 3.5: Evolugdo dos residuos na resolucdo do sistema 120p120 pré-condicionado com
ILU(6)

tendéncia de reducdo do erro apés a iteragdo 70 e vem a satisfazer o critério de paragem a
iteragao 92. :

O FOM(10), GMRES(10) e PGMRES(10) associados ao ILU(6), apés uma primeira
fase de diminuicdo dos residuos, acabam por estabilizar num patamar préximo do minimo
desejado (figura 3.5). Este fendmeno é designado por estagnacao e pode ser ultrapassado
com recurso a uma maior dimensdao da base do sub-espago de Krylov ou utilizando um
pré-condicionador mais eficiente do que o ILU(6).
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Método Iteragbes It/Itp Tempo Tmp total Residuo

CG 1000  0.75 73.47 74.47 6.366E+08
BICG 82 1220 6.45 7.45 9.325E-10
CGNR 225 444 17.38 18.38 5.528E-10
BICGSTAB 61 16.39 4.50 5.50 4.323E-10
TFQMR 77 1298 5.83 6.83 2.797E-10
FOM(10) 1000 1.00 77.28 78.28 1.426E-08
GMRES(10) 1000 1.00 77.34 78.28 1.894E-09
DQGMRES(10) 79 915 7.22 8.22 1.915E-09
DQGMRES(2) 70 10.33 5.36 6.36 1.939E-09
PGMRES(10) 1000 - 86.00 87.00 1.894E-09

Tabela 3.33: Resolucdo do sistema 120p120 pré-condicionado com ILUDP(0.01,0.75). O
tempo de construgdo do pré-condicionador foi 1.00 segundos.

Utilizando o pré-condicionador ILUDP(0.01,0.75) (tabela 3.33) verifica-se que os méto-
dos que convergiam com o ILU(6), fazem-no em tempos inferiores aos obtidos com ILU(6),
com excepcao do TFQMR. Este aumenta o nimero de iteragdes para 77 e o tempo total
para 6.83 segundos. O método mais rdpido com este pré-condicionador é o BICGSTAB
que converge em 5.50 segundos. Os métodos que ndo convergem com o pré-condicionador
ILU(6) também ndo convergem com o ILUDP(0.01,0.75).

Método Iteragoes It/Itp Tempo Tmp total Residuo

CG 1000 0.75 147.35 151.45 1.024E+05
BICG 44 22.73  6.96 11.06 9.151E-10
CGNR 93 10.75 14.49 18.59 3.454E-10
BICGSTAB 31 3226 4.56 8.66 3.199E-10
TFQMR 21 4762 3.14 7.24 2.053E-09
FOM(10) 162 6.17 2444 28.54 8.464E-10
GMRES(10) 35 28.57  5.27 9.37 7.883E-10
DQGMRES(10) 26 38.46 4.13 8.23 1.084E-09
DQGMRES(2) 37 1954 541 9.51 2.007E-09
PGMRES(10) 31 - 533 9.43  7.882E-10

Tabela 3.34: Resolugio do sistema 120p120 pré-condicionado com ILUDP(0.001,0.75). O
tempo de construgio do pré-condicionador foi 4.10 segundos.

Utilizando o pré-condicionador ILUDP(t01,0.75) com tol = 0.001, FOM(10), GM-
RES(10) e PGMRES(10) conseguem finalmente ultrapassar o patamar de estagnagao dos
residuos e convergir (tabela 3.34). O FOM(10) necessita 3 vezes mais tempo do que o GM-
RES(10) para convergir. O PGMRES(10) converge num tempo préximo do GMRES(10),
respectivamente, 9.43 e 9.37 segundos. O método mais rapido é novamente o TFQMR com
menos iteracdes do que com o ILU(4). O tempo de convergéncia deste método (3.14 segun-
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dos) é também inferior, contudo em termos de tempo total (7.24 segundos) tem um pior
desempenho. Os restantes métodos, com excepgdo do CGNR, apresentam piores resultados
com este pré-condicionador.

A maior precisao do pré-condicionador traduz-se numa diminui¢do do tempo de con-
vergéncia do método e num aumento do tempo de construgio do pré-condicionador. Pode-
mos considerar que o tempo total, soma dos dois, diminui enquanto o segundo for infe-
rior ao primeiro. Para o TFQMR esse ponto ji estd ultrapassado, i.e., o tempo de pré-
condicionamento é superior ao tempo de convergéncia, respectivamente 4.10 e 3.14 segun-
dos (tabela 3.34). Por esta razdo nio se espera um melhor rendimento do TFQMR com o
aumento da precisdao do pré-condicionador ILUDP(t01,0.75).

Em relacdo ao GMRES(10) ainda existe um pequena margem de progressao dado que
o tempo de convergéncia (5.27 segundos) é superior aos 4.10 segundos necessdrios para a
construcdo do ILUDP(0.001,0.75) (tabela 3.34). Mas também é necessario ter em conta que
um pré-condicionador menos esparso conduz a mais operagbes em cada iteracdo e a um
aumento dos recursos de memdria necessirios. Estes dois aspectos aumentam o tempo de
convergéncia, e consequentemente a diminuicdo da margem de progresséo. Por esta razao
o aumento da precisdo do pré-condicionador faz sentido sobretudo para os métodos que
apresentam tempos de convergéncia muito superiores ao tempo de pré-condicionamento.

3.6.2 Resolucgao do sistema 1201120

Para a resolucdo do sistema 1201120, foram utilizados os métodos habituais juntamente
com o pré-condicionado ILU(0). O critério de paragem utilizado por todos os métodos foi
|7, < 2.326 x 1077,

Método Iteragcdes Tempo (s) Residuo

TDMA 7 0.29 4.813E-08
CG 17 0.17 2.283E-07
BICG 31 0.35 2.272E-07
CGNR 79 0.74 2.158E-07
BICGSTAB 21 0.22 7.560E-08
TFQMR 21 0.26 7.263E-08
FOM(10) 18 0.24 1.920E-07
GMRES(10) 18 0.25 1.810E-07
DQGMRES(10) 17 0.44 1.354E-07
DQGMRES(2) 17 0.22 1.663E-07

Tabela 3.35: Resolucdo do sistema 120u120 sem pré-condicionamento

Apesar do elevado nidmero de incégnitas deste sistema, a sua resolugdo nao apresenta
qualquer dificuldade aos métodos utilizados, inclusive o0 TDMA. Todos os métodos con-
vergem num nimero reduzido de itera¢des e em tempos inferiores a 1 s.
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Comparando estes resultados com os obtidos na resolugio do sistema 120u80 (tabela 3.28),
verifica-se apenas um pequeno aumento do tempo de convergéncia de todos os métodos. O
nimero de iteracdes aumenta apenas para um método, mantém-se igual para 6, e diminui
para os restantes.

O método que converge em menos tempo (0.17 segundos) é o CG sem pré-condiciona-
mento (tabela 3.35). O método que converge em mais tempo é o CGNR (0.74 segundos),
também sem pré-condicionamento.

Método Iteracoes It/Itp Tempo Tmp total Residuo

CG 7 243 021 0.34 4.130E-08
BICG 12 2.58 0.37 0.50 2.628E-08
CGNR 15 5.26 0.44 0.57 1.556E-07
BICGSTAB 9 233 021 0.34 9.413E-08
TFQMR 7 3.00 0.22 0.35 5.161E-08
FOM(10) 7 257 0.23 0.36 2.525E-08
GMRES(10) 7 257 023 0.36  2.519E-08
DQGMRES(10) 7 243  0.24 0.37  2.519E-08
DQGMRES(2) 7 243 021 0.3¢  2.586E-08
PGMRES(10) 6 - 0.26 0.39 0.501E-07

Tabela 3.36: Resolucdo do sistema 120u120 pré-condicionado com ILU(0). O tempo de
construgéo do pré-condicionador foi 0.13 segundos.

Como j4 foi observado para outros sistemas das velocidades, a aplicacdo de um pré-
condicionador a este sistema é desnecessaria. Contudo para ilustrar o seu bom condiciona-
mento apresenta-se na tabela 3.36 os resultados da aplicacdo do ILU(0). Verifica-se aqui
também que embora o nimero de iteragdes seja menor, para todos os métodos, o tempo
total apenas baixa para o CGNR, aumentando para os restantes.



Capitulo 4

Conclusoes e sugestoes de trabalho
futuro

Neste capitulo retinem-se as conclusdes principais e algumas sugestoes possiveis para tra-
balho futuro. Cada um destes pontos ocupa uma secgdo diferente no capitulo.

4.1 Conclusoes

No sentido de procurar alternativas ao solver TDMA, muito utilizado em programas de
CFD, estudou-se a convergéncia de 10 métodos iterativos ndo-estaciondrios na resolugao de
dois conjuntos de sistemas de equagdes algébricas. Um relativo & varidvel pressao e outro
relativo & varidvel velocidade horizontal. Para cada um destes casos foram analisados 4
matrizes resultantes da discretizagio do dominio com os seguintes nimeros de nds: 40 x 40,
80 x 80, 120 x 80 e 120 x 120.

4.1.1 As dificuldades de resolugao dos sistemas da pressao e dos
sistemas da velocidade

Os sistemas derivados do cdlculo das pressdes sao de resolugio mais dificil do que os deriva-
dos do célculo da velocidade. Todos os sistemas do campo da velocidade sdo resolvidos em
tempos reduzidos e num pequeno niimero de iteracdes por todos os métodos iterativos testa-
dos, contrariamente aos sistemas do campo da pressdo. As diferengas de dificuldade podem
ser compreendidas através da andlise da distribuigdo dos valores préprios. Os sistemas da
velocidade tém todos os seus valores préprios situados claramente do lado direito do plano
complexo, enquanto que os valores préprios dos sistemas da pressdo situam-se préximos da
origem, havendo mesmo alguns do lado esquerdo (sec¢do 3.2.2). Em consequéncia as quatro
matrizes A, para a varidvel velocidade, sdo todas definidas positivas e ndo-singulares. Para
a variavel pressdo todas as quatro matrizes estdo préximas da singularidade, sendo apenas

63
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uma delas definida positiva.

4.1.2 O desempenho relativo de cada um dos métodos

Em todos os sistemas da pressio o TDMA ndo cumpre o critério de convergéncia, em
menos de 1000 iteragdes. Nos sistemas de maior dimensdo (malha 120 x 120) apenas al-
guns métodos ndo-estaciondrios, como o CG e DQGMRES(k), o conseguem fazer sem
pré-condicionamento. Nos sistemas do campo da velocidade, o grau de dificuldade aumen-
ta ligeiramente com o aumento da dimensdo. Em todos eles, os métodos testados con-
vergem num niimero reduzido de iteragdes, inclusive o TDMA. Estes resultados mostram
que o TDMA tem um desempenho préximo ao dos métodos néo-estaciondrios na resolugao
de sistemas definidos positivos e nao-singulares, i.e., bem condicionados. Por exemplo na
resolucdo do sistema da velocidade com maior dimensdo (120u120) o TDMA converge
num tempo igual a 0.29 segundos, muito préximo do melhor tempo 0.17 segundos, re-
alizado pelo CG, e inferior aos tempos realizados pelos CGNR, BICG e DQGMRES(10)
(tabela 3.35). Contudo nos sistemas de resolugdo mais dificil como os da pressao, os métodos
nio-estacionarios sio muito mais eficientes. Para ilustrar este facto tomamos como exemplo
a resolucdo do sistema da pressdo com menor dimensdo (40p40). Ao fim de 4.13 segundos o
TDMA nio cumpre o critério de convergéncia enquanto que o método mais rdpido cumpre-o
ao fim de 0.09 segundos (tabela 3.5).

O CG converge sem pré-condicionamento em todos os sistemas simétricos. Em todos
esses casos, o CG é o método mais rdpido, com a excepgdo do sistema das pressoes 120p80,
em que o método mais rdpido sem pré-condicionamento ¢ o DQGMRES(2)(tabela 3.24).
Verifica-se assim que embora faga parte das suas premissas que o sistema seja simétrico
e definido positivo, o CG também converge em situagGes onde esta propriedade ndo se
verifica. Por exemplo, resolve o sistema 120p80 que nao é definido positivo, pois tem uma
pequena percentagem de linhas e colunas diagonalmente dominantes (29.7%), assim como
um valor préprio negativo (tabela 3.24). Como foi referido na secgdo 2.3, o método do
CG faz implicitamente um factorizagdo LU de uma matriz tridiagonal. A existéncia dessa
factorizacdo é garantida se A for definida positiva. Verifica-se neste trabalho que essa
factorizacdo também é possivel em certas matrizes apesar de ndo serem definidas positivas.

O CG tem a desvantagem de ndo se poder aplicar aos sistemas nio-simétricos. Esta
situacdo pode ser no entanto remediada com a utilizacdo de um pré-condicionador que
aproxime razoavelmente a matriz A. Por exemplo o sistema n&o-simétrico 40u40 é resolvido
pelo CG quando associado ao pré-condicionador ILUD(0.01, 0.75) (tabela 3.12). Contudo o
pré-condicionamento pode ter um efeito contrério e fazer com que o CG deixe de convergir.
Esta situagio sucede na resolugdo do sistema 120p120 (sec¢do 3.6.1) em que o CG converge
em 750 iteracdes sem pré-condicionamento, mas diverge se o sistema for pré-condicionado.
Isto foi atribuido ao facto do pré-condicionador ser instdvel e piorar o condicionamento do
sistema.

O CGNR nado é um método iterativo auténomo mas sim uma técnica que consiste
em aplicar o CG & equacgio normal do sistema. Esta abordagem permite aplicar o CG
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a sistemas que ndo sejam simétricos definidos positivos. Como exemplo pode observar-se
que o sistema nao-simétrico 40u40 nao é resolvido pelo CG mas é resolvido pelo CGNR
(tabela 3.11). O facto de multiplicar A pela sua transposta obriga a um maior nimero de
operagdes por iteracao, fazendo do CGNR um método de convergéncia lenta. Por exemplo,
apesar de convergir em todos os sistemas da velocidade é sempre o método mais lento.
Por outro lado, o CGNR tem a desvantagem de fazer aumentar o niimero de condi¢ao da
matriz dos coeficientes para o seu quadrado, fazendo com que os sistemas, originalmente
mal condicionados, aumentem de forma pronunciada as suas dificuldades de resolugdo. Este
aspecto estd bem patente na resolugao dos sistemas da pressdo sem pré-condicionamento
em que o CGNR ndo converge em nenhum deles. A aplicacio de um pré-condicionador
melhora muito o desempenho deste método. Como se pode observar na resolucgdo do sistema
120p120 pré-condicionado com ILU(0.001,0.75), o CGNR. converge em cerca de 11 vezes
menos iteragdes do que sem pré-condicionador (tabela 3.34).

O BICG tem um comportamento semelhante ao CG quando o sistema é simétrico
mas convergindo duas vezes mais lentamente do que este, devido ao facto de efectuar
duas multiplicagdes matriz-vector por iteracdo. Em relacdo ao CG tem a vantagem de
solucionar sistemas nao-simétricos e de ser menos sensivel ao pré-condicionamento co-
mo se pode observar na resolugdo do sistema 120p120 em que o CG nao converge com
pré-condicionamento e o BICG converge sempre (secgdo 3.6.1). Comparativamente com o
CGNR, o BICG converge em menos tempo para todos os sistemas com excepgao do 40u40
e do 40p40 pré-condicionados.

O BICGSTAB e o TFQMR tém comportamentos semelhantes, alternando ligeiramente
os seus desempenhos relativos. De todas as situagOes analisadas sem pré-condicionador
sé ndo convergiram na resolucdo do sistema 120p120. Convergem sempre mais rapida-
mente do que o BICG e do que o CGNR. Nos sistemas sem pré-condicionamento utilizam
mais iteracdes e demoram mais tempo do que o CG. As excepgbes acontecem para o Sis-
tema nao simétrico 40u40 em que o CG ndo converge e para o sistema 120p80. Nesta
situacdo o BICGSTAB converge em 3.46 segundos, o CG em 3.70 e o TFQMR em 5.18
(tabela 3.24). O pré-condicionamento destes dois métodos tem sempre o efeito de diminuir
os seus tempos de convergéncia. Por exemplo na resolucio do sistema 120p120 o tempo
de convergéncia mais baixo (4.74 segundos) é obtido pelo TFQMR, associado ao pré-
condicionador ILU(6), e o tempo imediatamente a seguir é conseguido pelo BICGSTAB
associado ao ILUDP(0.01,0.75) (tabelas 3.32 e 3.33).

O FOM(10) e o GMRES(10) tém desempenhos muito préximos para os sistemas de
menor dimensdo. Para os sistemas de maior dimensao estes dois métodos ndo convergem
sem pré-condicionador, verificando-se entdo que o GMRES apresenta melhores resultados.
O caso mais significativo ocorre na resolu¢ao do sistema 120p120 pré-condicionado por
ILUDP(0.001,0.75) o GMRES(10) converge em 9.37 segundos enquanto que o FOM(10)
converge em 28.95 segundos (tabela 3.34). O sucesso destes métodos depende muito do
pré-condicionamento do sistema. Quando este é efectuado apresentam uma melhoria con-
siderdavel do seu desempenho, convergindo para todos os sistemas estudados. Por exemplo
o GMRES(10) associado ao ILUDP(0.01,0.75) é o método que converge em menos tem-
po na resolucdo do sistema 120p80 (tabela 3.27). O desempenho do GMRES(k) associado
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a um pré-condicionador pode ainda ser melhorado com o aumento do valor de k. O au-
mento deste pardmetro tem por consequéncia diminuir o numero de iteracdes necessarias
para se verificar a convergéncia (ver por exemplo a tabela 3.15). Mas, em contrapartida
é responsavel pelo aumento do tempo de cilculo. Este aspecto pode ser compensado pela
utilizagdo de um pré-condicionador adequado.

O PGMRES(10) ndo apresenta vantagens relativamente ao GMRES(10) com pré-con-
dicionamento convencional. Em todos os casos analisados o PGMRES(10) néo converge
em menos tempo do que o GMRES(10).

O DQGMRES(k) converge sempre no mesmo nimero de iteragdes, qualquer que seja a
dimensio da base do sub-espago de Krylov k, contrariamente ao FOM(k) e ao GMRES(k).
Converge em 133 iteracoes para a resolucdo do sistema 40p40, 263 para o sistema 80p80,
342 para o sistema 120p80 e 723 iteracoes para o sistema 120p120. Em todos eles verifica-
se também que os tempos minimos conseguidos pelo DQGMRES(%) sio conseguidos para
k= 2. O DQGMRES(k), com k = 10 ou k = 2 é o tinico método que converge sem pré-
condicionamento em todos os casos analisados. Sem pré-condicionamento o DQGMRES(2)
utiliza menos iteragoes mas demora mais tempo do que o CG quando este converge. A
tnica excepc¢ao verifica-se para o sistema das pressdes 120p80, em que o DQGMRES(2)
demora 3.11 segundos e utiliza 342 iteracoes e 0 CG demora 3.70 segundos e utiliza 640
iteragdes (tabela 3.24).

O DQGMRES(k) é uma alternativa mais eficiente ao GMRES(k). Ndo depende tanto
do pré-condicionamento e da capacidade de meméria como 0 GMRES(%), pois converge em
todas as situacOes analisadas sem pré-condicionamento, obtendo o tempo mais baixo para
k = 2. Além disso ndo estd sujeito aos fendmenos de estagnacdo do residuo, evidenciado
pelo GMRES(10) na resolucdo do sistema 120p120 (ver figura 3.5).

4.1.3 A eficiéncia dos pré-condicionadores

De todos os pré-condicionadores utilizados o ILU(¢) e o ILUDP(tol,a) sdo os que con-
seguem melhorar mais a eficiéncia dos métodos iterativos testados. Todos os pardmetros
destes pré-condicionadores necessitam de uma optimizagao prévia em funcio do método a
utilizar e do sistema a resolver. Devido ao elevado nimero de calculos que seria necessirio
realizar para o efeito, testaram-se apenas alguns destes pardmetros em situagdes pontuais.
Os resultados obtidos mostram que o pré-condicionador ILU(#), aplicado ao sistema das
pressoes 80p80, deixa de ser eficiente sobre todos os métodos para ¢ > 7, i.e., a partir
de valores de £ superiores a 7 o tempo de convergéncia aumenta para todos os métodos
(figura 3.4). Para valores de £ inferiores a 7, a eficiéncia deste pré-condicionador varia de
método para método.

No caso do pré-condicionador ILUDP(0.01,c), na resolugdo do mesmo sistema 80p80
e para tol= 0.01, verifica-se que 8 dos 10 métodos testados obtém melhores resultados
para a = 0.75 (tabela 3.19). Em relagdo ao pardmetro tol, cuja diminui¢do corresponde a
uma melhor aproximacao do pré-condicionador & matriz dos coeficientes, verifica-se que ao
baixar de 0.01 para 0.001, na resolucao do sistema 120p120, o tempo total de convergéncia
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de 3 métodos diminui enquanto que para 7 métodos esse tempo aumenta (tabela 3.34). Os
métodos que melhoram os seus desempenhos (FOM, GMRES e PGMRES) sao métodos
que ndo convergem dentro do limite fixado sem a utilizacdo de pré-condicionador. Este
resultado mostra que a utilizacdo do pré-condicionador ILUDP(tol,x) com maior precisdo
apenas se justifica para métodos que necessitem de muitas iteragdes para convergir sem
pré-condicionamento, de forma a amortizar o tempo suplementar necessario & elaboragéao
de um pré-condicionador com maior precisao.

4.1.4 Qual o método escolhido

A opc¢éo por um dos métodos em detrimento de outros com base nos resultados obtidos terd
que ter em conta a utiliza¢ao ou ndo de um pré-condicionador. No caso de néo se utilizar pré-
condicionamento, o método mais adequado é 0o DQGMRES(2). O DQGMRES(k) é o tnico
método que converge em todas as situacoes, dentro do limite de iteragoes pré-definido. A
op¢ao por k£ = 2 minimiza os tempos de convergéncia. Por exemplo na resolucdo do sistema
120p120 sem pré-condicionamento os dnicos métodos a convergir sdo CG, DQGMRES(2)
e DQGMRES(10), verificando-se os seguintes tempos de convergéncia, respectivamente:
6.98, 10.35 e 22.73 segundos (tabela 3.30). Se nio existissem sistemas nao-simétricos para
solucionar, a nossa escolha recairia obviamente no CG.

No caso de se utilizar pré-condicionamento, a nossa escolha recai sobre o TFQMR
associado ao pré-condicionador ILU(6) ou, em alternativa, sobre 0 BICGSTAB associa-
do ao pré-condicionador ILUDP(0.01,0.75). Estes dois métodos com os respectivos pré-
condicionadores convergem em todas as situagdes analisadas, em tempos proximos ou
iguais aos melhores. Na resolucdo do sistema 120p120 o melhor tempo de convergéncia
é conseguido pelo TFQMR com pré-condicionamento ILU(6), seguido do BICGSTAB com
pré-condicionamento ILUDP(0.01,0.75): 4.74 e 5.50 segundos (tabelas 3.32 e 3.33).

O ganho resultante da substituicio do TDMA por um dos métodos escolhidos néo é
directamente quantificavel pois este método ndo convergiu em qualquer um dos sistemas
da pressdo, em menos de 1000 iteragdes. No entanto, comparando o tempo de convergéncia
destes métodos com o tempo utilizado pelo TDMA para realizar 1000 iteracdes verifica-se
uma diferenca considerdvel. Por exemplo na resolucao do sistema 120p120 o TFQMR asso-
ciado ao ILU(6) converge num tempo 10 vezes inferior ao utilizado pelo TDMA para realizar
1000 iteracoes, sendo o residuo correspondente & milésima iteragdo: 1.128E-04 (tabelas 3.30
e 3.32). Na resolugdo do mesmo sistema o DQGMRES(2), sem pré-condicionador, con-
verge em cerca de 4 vezes menos tempo do que o TDMA demora a realizar 1000 iteracoes
(tabela 3.30). Todos estes resultados mostram que a utilizagdo de um dos métodos esco-
lhidos em vez do TDMA, no programa de CFD, se traduz numa grande reducdo do tempo
de resolugao dos sistemas derivados do campo da pressio.
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4.2 Trabalhos futuros

Com uma ordem que nos parece ser também a mais correcta para a sua implementacao
inclui-se uma lista de tarefas que poderao dar continuidade a esta tese.

1. O trabalho de resolugao dos sistemas aqui apresentado, foi realizado de forma in-
dependente, pelo que serd necessdrio incluir o solver seleccionado no programa de
CFD. Para tal, serd necessario estudar a melhor forma de compatibilizar a estrutura
de dados entre os dois médulos. Uma possibilidade poderd consistir em incluir uma
unidade adicional de transferéncia de dados da forma RGS para a forma CSR. Neste
caso serd necessario analisar o efeito dos tempos adicionais, devidos a esta unidade,
sobre o desempenho global do solver.

2. Osresultados aqui apresentados assentam na resoluc¢io de sistemas com caracteristicas
 especificas. Estas poder&o variar em funcio da geometria do dominio ou do niimero
de iteracoes do programa de CFD. Por estas razdes sera necessario estudar as carac-
teristicas das matrizes em fun¢do destas duas condicionantes e verificar se os resul-
tados aqui estabelecidos se podem generalizar.

3. A resolucdo de sistemas com grandes dimensdes passa pela utilizacio de plataformas
com multiplos processadores e métodos iterativos paralelizados. Os testes efectuados
neste trabalho deverao também ser efectuados em paralelo de maneira a confrontar
os resultados. Para o efeito poderd ser utilizada a biblioteca Psparslib que contém os
métodos iterativos, utilizados neste trabalho, implementados em paralelo.
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