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Resumo

A instabilidade de Rayleigh-Bénard é um tema bastante frequente em estudos tedricos,
experimentais e numéricos. Estes fenomenos sdao caracterizados pela ocorréncia de células de
conveccao no escoamento de um fluido em espacos confinados, quando sujeitos a um
gradiente de temperaturas suficientemente elevado. Nesta tese foi realizado um estudo de
“penchmark”, em cavidades bidimensionais de diversas razoes de forma, de modo a obter
com elevada precisao o numero de Rayleigh critico, tanto para um caso de um fluido
newtoniano como para um fluido nao-newtoniano representado pelo modelo constitutivo
reolégico de Phan-Thien-Tanner. Foram obtidos resultados para cavidades com razbes de
forma AR =1, 2, 5, 8, 16 e 20. Para cada cavidade foram também efectuadas simulacdes para
malhas com diferentes niveis de refinamento. Por fim, apresentam-se resultados dos valores
do nimero de Rayleigh critico obtidos através da técnica da extrapolacdo para o limite de

Richardson.

Palavras Chave (Tema): Reologia computacional, conveccao Rayleigh-Bénard,

método dos volumes finitos, fluido Phan-Thien-Tanner.
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Abstract

There are many studies of the Rayleigh-Bénard convection instability due to its wide technical
application in science and engineering. When a fluid contained in a enclosure is heated from
below, above a certain critical value of the temperature gradient imposed the formation of
convection cells occurs. This flow instability depends on the Rayleigh number and on the
aspect ratio of the enclusure, for a two dimensional cavity filled with a Newtonian fluid. In
this work several aspect ratio enclosures were investigated, with the goal of obtaining
benchmark values of the critical Rayleigh number. Both Newtonian and non-Newtonian fluids
were simulated, with the non-newtonian fluid being described by a Phan-Thien-Tanner
rheological constitutive equation. Results were obtained for aspect ratios AR =1, 2, 5, 8, 16
and 20, and for each aspect ratio mesh refinement studies were done. Finnaly, results for the
critical values of the Rayleigh number obtained by the Richardson extrapolation are

presented.

Keywords: Computational Rheology, Rayleigh-Bénard convection,

finite volume method, Phan-Thien-Tanner fluid.
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Notacao e Glossario
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razao de forma
calor especifico

meia altura da geometria

caudal massico

aceleracao gravitica

componente do vector aceleracao da gravidade na direccao i

altura da cavidade
condutividade térmica
numero adimensional de Prandtl

numero adimensional de Rayleigh
numero adimensional de Rayleigh critico

numero adimensional de Rayleigh obtido por extrapolacao
taxa de deformacao do tensor nas coordenadas ij

tempo
temperatura
temperatura da parede superior

temperatura da parede inferior

temperatura no ponto (x,y) da cavidade
temperatura na célula i

temperatura esperada em condicdes de conducao pura na célula i

temperatura média das paredes da cavidade
componente do vector velocidade na direccao i
volume da célula i

comprimento da cavidade
coordenada cartesiana segundo a direccao i
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parametro da equacao da energia
coeficiente de expansao térmica
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m/s’

X XXX X XXw
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3 3

K

parametro adimensional usado na quantificacdo da instabilidade de-

Rayleigh-Bénard
parametro do modelo PTT
erro de discretizacao

viscosidade polimérica

viscosidade newtoniana (do solvente)

tempo de relaxacao
viscosidade
parametro do modelo PTT

massa volumica
Componente ij da tensao extra

erro de truncatura

representacao simboélica da solucdo de uma equacao discretizada

Pa.s

Pa.s
Pa.s

kg/m’
Pa

*

*

representacao simboélica da solucao exacta de uma equacao diferencial *

* - a dimensdo depende da varidvel em estudo.
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1 Introducao e Estado da Arte

1.1 Enquadramento e Apresentacao do Projecto

Sao frequentes os sistemas de engenharia onde um fluido estd contido num espaco
confinado através do qual existe transmissao de calor. Algumas aplicacdes relevantes sao, por
exemplo, aquecimento e arrefecimento de edificios, processos de drenagem de energia,
colectores de energia solar, ou mesmo em técnicas de controlo de qualidade na indUstria
alimentar, nas indUstrias farmacéuticas e de cosméticos, e também na indlstria de polimeros.
Nestas condicées pode ocorrer o aparecimento de instabilidades que originam padrdes de
escoamento bem definidos e uma consequente variacao dos coeficientes de transferéncia de
calor. Os escoamentos que resultam desta instabilidade, conhecida como convecgcao de
Rayleigh-Bénard, sao também importantes do ponto de vista tedrico e cientifico, dai que
tenham sido alvo de varios estudos teoricos, experimentais e numéricos. Neste trabalho
realizou-se um estudo numérico de precisao e referéncia (benchmark) a conveccao de

Rayleigh-Bénard numa cavidade horizontal 2D com varias razdes de forma, AR=W/H (ver

figura 1(a) onde estao representadas a geometria e o sistema de coordenadas a usar neste
trabalho), tanto para fluidos newtonianos, como para fluidos ndo newtonianos representados
pelo modelo constitutivo reolégico de Phan-Thien-Tanner (PTT) para fluidos viscoelasticos,
considerando viscosidade do solvente nula. O estudo de instabilidades com estes fluidos com
comportamentos nao-lineares constitui alids o objectivo Gltimo da linha de investigacdao em

que se insere esta tese.

Considere-se uma cavidade horizontal aquecida na parede inferior, e arrefecida na
parede superior. Este gradiente de temperaturas imposto vai causar a expansao térmica do
fluido mais proximo da parede inferior, tornado este menos denso que o fluido no topo da
cavidade. Enquanto o gradiente de temperatura for pequeno, as forcas viscosas inibem
qualquer movimento do fluido (Chandrasekhar, 1961) e a transferéncia de calor da-se apenas
por conducao. Contudo, este arranjo € potencialmente instavel e o potencial gravitico tenta
forcar a redistribuicdo do fluido, que vai ocorrer a partir de uma condicdo critica. Em
condicdes subcriticas, teremos a situacao da figura 1(b) onde se representa o campo de
temperaturas numa situacado em que nao ha movimento de fluido e a transferéncia de calor

ocorre exclusivamente por conducao.

Introducao e Estado da Arte 1
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Figura 1 - (a) Esquema de uma cavidade e sistema de coordenadas; (b) Campo de
temperaturas de uma cavidade aquecida na parede inferior e arrefecida na parede superior

em condicdes subcriticas, quando a transferéncia de calor é promovida apenas por conducao.

Os primeiros estudos experimentais sobre as instabilidades térmicas de fluidos
newtonianos foram realizados por Bénard em 1900. Bénard basicamente concluiu que para
que ocorra a instabilidade de um fluido, primeiro é necessario atingir um certo gradiente de
temperaturas critico. Bénard também observou que o movimento do fluido criado pela
ocorréncia da instabilidade originava o aparecimento de um padrao periédico de células de
conveccao onde o fluido se deslocava de forma bem definida (Drazin, 2002). Posteriormente,
Rayleigh mostrou que numa camada de fluido aquecida por baixo o parametro quantitativo

que permite verificar a ocorréncia de instabilidade é dado por:

o gPATd’p°C,

i (1)

em que g representa a aceleracao gravitica, 8 o coeficiente de expansao térmica, AT a

diferenca de temperaturas imposta (A7 =7,-T,), d o comprimento caracteristico da
geometria, que no caso vertente € a altura H, p a massa volumica, C, o calor especifico, u

a viscosidade, e k a condutividade térmica; R é entdao uma quantidade fisica adimensional,
denominado numero de Rayleigh. De notar que neste trabalho, usou-se como dimensao
caracteristica da geometria a sua meia altura. O valor para o qual ocorre instabilidade e

consequentemente movimento de fluido € chamado de numero de Rayleigh critico, R.. Na

Figura 2 pode ser observado um esquema de uma cavidade no interior da qual o movimento

de fluido induzido por accao de um gradiente de temperatura, formou cinco células de

Introducao e Estado da Arte 2
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conveccao de Rayleigh-Bénard. Note-se que ao longo deste trabalho sempre que se

média

representarem mapas de temperatura, a temperatura apresentada é T =T —T em que

média

T € atemperatura nesse ponto, e T' a temperatura media das duas paredes.

Figura 2 - Células de Conveccao de Rayleigh Bénard.

A medida que se vai aumentando o nimero de Rayleigh, logo apés a formacdo das
primeiras células de conveccao de Rayleigh-Bénard, o escoamento vai adoptando diferentes
configuracdes no seu movimento, acabando por gerar um escoamento cada vez mais
complexo e dependente do tempo, resultando posteriormente em turbuléncia. Ao longo
destas transicées podem ocorrer bifurcacdées no comportamento do fluido, e o caminho que o

seu escoamento adopta desde a estabilidade até a turbuléncia pode variar.

Gollub e Benson (1980) mostraram no seu trabalho diferentes trajectérias de
instabilidade que um fluido pode adoptar até a turbuléncia na conveccao de Rayleigh-Bénard.
Mukutmoni e Yang (1993a, 1993b, 1995) também estudaram este fendmeno das bifurcacoes,
verificando diferentes transicdes no escoamento a medica que variavam o nUmero de
Rayleigh. Para cavidades de razdo de forma superiores a 5, verifica-se que aumentando R
para valores pouco superiores ao valor critico o escoamento torna-se imediatamente
turbulento, como foi demonstrado experimentalmente por Behringer (1985). O nimero de
células de conveccao numa cavidade depende da razado de forma e de R, e é inversamente
proporcional ao nimero adimensional de comprimento de onda. O nUmero de comprimento de
onda é proporcional a razao entre o diametro da célula de conveccdo e a altura da cavidade
(H), ou seja, é um parametro quantitativo da caracteristico da célula de conveccao. O estudo
numérico de Schlutter et al. (1965) prevé para uma determinada razao de forma, a
diminuicdo do numero de comprimento de onda (aumento do ndmero de células de
conveccao), com o aumento de R em condicbes supercriticas, contudo, resultados
experimentais contraditorios a estes resultados numéricos foram obtidos por Koschmieder
(1969). Motivado por estas diferencas, e tendo em conta os resultados de Mukutmoni e Yang
(1992), Hernandez (1995) realizou um estudo em regime transiente que verificasse a
influéncia do aumento do gradiente de temperaturas imposto na evolucdao do escoamento.

Gelfgat (1999) apresenta no seu trabalho um estudo paramétrico de “benchmark” 2D e 3D ao

Introducao e Estado da Arte 3



Fabrice A. V. Moreira Instabilidades térmicas de fluidos nao-newtonianos

problema da conveccao de Rayleigh-Bénard em que sao representadas curvas que mostram a
variacao do nimero de Rayleigh critico em funcao da razao de forma da cavidade. Dentro dos
estudos numéricos também se pode citar o trabalho de Getling (2003) que numa geometria 3D
estudou a evolucdo dos movimentos de fluido nas células de conveccao num plano horizontal,
verificando que ao longo do tempo as células de conveccdao iam adoptando varias formas
procurando evoluir para o estado de equilibrio. Lir e Lin (2001) também procuraram observar
experimentalmente num plano horizontal, a formacao das células de conveccao e os padroes
geométricos por elas formados numa cavidade. Devido a vasta gama de aplicacdes técnicas
sao varios os estudos de transferéncia de calor em cavidades. Por exemplo, Bairi (2008)
apresenta resultados experimentais e numéricos para diferentes configuracées de uma
cavidade com o objectivo de apresentar correlacées que permitam o projecto de situacdes
reais da industria. Embora na sua maioria estes trabalhos explorem cavidades cuja face de
maiores dimensdes esta orientada horizontalmente, existem outros que exploram cavidades
“verticais” como por exemplo o estudo de D’Orazio et al. (2004). Podem ainda ser
enumerados outros exemplos de estudos numéricos de transferéncia de calor em cavidades,

como por exemplo Kao e Yang (2007), Ouertatani et al. (2008) e Brito et al. (2009).

Mais recentemente estas investigacbes comecaram a ser efectuadas em sistemas
operando com fluidos nao-newtonianos, embora estes nao sejam tao frequentes como para
fluidos newtonianos. Park et al. (2001a, 2001b, 2002, 2004) estudaram numericamente o
problema da conveccao de Rayleigh-Bénard numa cavidade horizontal 2D para um fluido nao-
newtoniano representado por uma equacdo constitutiva geral, que engloba os modelos
convectivo superior de Maxwell, Oldroyd-B e Phan-Thien-Tanner. Nos seus trabalhos foram
analisados os efeitos da razao de forma, do gradiente de temperaturas imposto, do nimero
de Débora, e do tempo de retardacdao adimensional no valor critico do nimero de Rayleigh e
no tamanho das células de conveccdo. Infelizmente estes trabalhos nao sdo totalmente
explicitos em relacao a alguns parametros e definicbes de nUmeros adimensionais, tornando a
sua compreensao bastante complexa. Outro exemplo € o trabalho de Demir (2003), em que se
estudou numericamente o escoamento de um fluido viscoelastico descrito pelo modelo de

Criminale-Erikson-Filbey (CEF) numa cavidade quadrada.

Neste trabalho procurou-se validar e comparar os resultados obtidos com os trabalhos
de Park et al. (2001a, 2001b, 2002, 2004) e de Gelfgat (1999). Gelfgat (1999) compara os seus
resultados com os de Luijkx e Platten (1981), como tal também iremos incluir estes resultados
nas comparacoes efectuadas. As simulacdes numéricas foram realizadas num codigo de
simulacao de escoamento de fluidos viscoelasticos descrito pelo modelo constitutivo de Phan-
Thien-Tanner (Oliveira et al. 1998; Alves et al. 2003).
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1.2 Organizacao da Tese

No capitulo 2, é feita a descricdo das equacbes principais inerentes a simulacao de
escoamentos de fluidos. Apds a apresentacao das equacgdes principais € feita uma descricao
do método numérico utilizado na resolucao destas equacdes que ai figuram na sua forma

discretizada.

No capitulo 3, é descrito um estudo de validacdo da implementacdo da equacdo da
conservacao da energia térmica no codigo de simulacdo. Esta validacao é feita através da
simulacao do escoamento de um fluido por conveccao natural no interior de uma cavidade
vertical. Estes resultados sdo validados através da comparacdao com os resultados de

referéncia de Guo e Bathe (2002).

No capitulo 4, é feita a descricdo do processo de obtencdo de resultados bem como os
valores obtidos para cada situacao estudada. Sao ainda referidos dois estudos adicionais que

apenas servem de referéncia a eventuais futuros aprofundamentos no tema.

Finalmente nos capitulos 5 e 6 descrevem-se as conclusdes e resultados finais obtidos, e

tecem-se as consideracgoes finais relativas a este trabalho.
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2 Teoria e Método Numeérico

2.1 Equacdes Principais

As equacdes principais necessarias a simulacdo numérica do escoamento e da

transferéncia de calor do fluido PTT sdo a equacao da conservacao de massa,

ou,
—i_0 2
ax,. @)

a equacao da quantidade de movimento,

a(Pu,) a(pujui) ap azu- aT,“
—_ i i ) 3
ot " ox. ox. 1, ox 0% " ox, T Ps 3)

J t J

e a equacao da conservacao de energia térmica,

d(pc,r) a(pCuT) 3 ( ar u, ou\du, A, 7,
’ = | k= B ROE A P 3 (1= a)= 4
% ey o e )My Tan Jan, T8, TUm A ) @

J

em que u, representa o vector velocidade no sistema cartesiano x;, p a pressao, ¢ o tempo,
T a temperatura do fluido, g, o vector aceleracdo da gravidade. O fluido é representado
pela soma da contribuicao de um solvente newtoniano de viscosidade 7, com uma
contribuicdo polimérica cujo tensor extra das tensdes é 7,, que é descrito pela equacao

constitutiva reologica. A equacdo da conservacao de energia térmica inclui o efeito da
dissipacao viscosa do solvente newtoniano, bem como os dois ultimos termos do ramo direito

da equacao que representam a energia mecanica do fluido de PTT.

A equacao constitutiva reoldgica adoptada € a do modelo de Phan-Thien-Tanner,

oT, orT.. , , . du,
¢(T)f(7kk)+l{§+” b T o _Tik%-’-g(f.ikski +8,Ty :|_}’THT (T@f"'%&/]:np(au’ +ij )

em que A representa o tempo de relaxacao do fluido, n, o coeficiente da viscosidade do

polimero, S, =(du,/dx, +du,/dx, })2 é o tensor taxa de deformacdao e & é um parametro
Y i J J i 5

adimensional que contabiliza o deslizamento entre a rede molecular e o meio continuo. Este
modelo caracteriza-se pelo facto de prever o aparecimento de tensdées normais na direccao

transversal num escoamento de corte, de que resulta uma segunda diferenca de tensdes
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normais (V,) nao-nula. E possivel obter o modelo simplificado de PTT fazendo E=0 (neste

caso N, =0). A funcao f(Tkk) € uma funcado exponencial do traco do tensor das tensoes,

A
f(Tkk) =ceXp Z_Tkk (6)

p
que aqui é utilizada numa forma linearizada alternativa,

A
f(Tkk)z 1+8_T/<k (7)

p

em que nesta funcdo & é um parametro que limita a viscosidade elongacional (esta é

inversamente proporcional a € para valores baixos de ¢).

Em simulacdes com conveccao natural o termo gravitico do lado direito da equacao (3), tem
de ser contabilizado e a variacdo da massa volimica com a temperatura é descrita segundo a

aproximacao de Boussinesq,

P8 = Po8; + ﬂ(T - T, )gi (8)

em que o indice 0, é utilizado de forma a indicar um estado de referéncia.

2.1.1 Método Numérico

Existem trés métodos principais para discretizar as equacgdes diferenciais usadas no
calculo de escoamentos: o método das diferencas finitas, o método dos elementos finitos, e o
método dos volumes finitos. A vantagem deste Ultimo reside por um lado na conservacao de
quantidades fisicas inerente a integracao que é feita inicialmente e nos menores recursos
computacionais necessarios, um aspecto de grande relevancia especialmente quando se trata
de fluidos viscoelasticos devido ao aumento de equacdes a resolver. No entanto, os métodos
de elementos e volumes finitos hoje ja nao sao sempre utilizados na sua forma original, mas

incorporam aspectos especificos dos seus concorrentes.

No método dos volumes finitos as equacdes sao integradas em cada volume de
controlo da malha onde o escoamento é processado garantindo a conservacao das
propriedades fisicas. As equacdes integrais sao entao discretizadas com diferencas finitas a
substituir as derivadas, transformando-se num conjunto de equacdes algébricas em que as
incognitas sdao os valores nodais de cada uma das propriedades do escoamento (velocidades,
pressao, tensdes e temperaturas) em cada volume de controlo. As equacdes (2) a (5) estao

escritas para um sistema de coordenadas ortogonais. A sua discretizacdo numa malha geral
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em volumes finitos, em células de 6 faces nao ortogonais, requer que sejam reescritas para
um sistema mais geral de coordenadas ndo-ortogonal, apos o que é feita a sua integracao e
posterior discretizacao como esta descrito em Oliveira et al. (1998) e no anexo 1 desta tese.

Desse conjunto de procedimentos resultam as seguintes equacoes algébricas.

e equacao da conservacao de massa,

Y F=0 ©)
f=1

e equacao da quantidade de movimento,

Vi
AplU;p — ZaFui,F = Sui + %”‘?P (10)
F
e aequacao da conservacao de energia térmica,
CcV
apTy, — ZGFTF =S+ %TPO (11)
F

e aequacao constitutiva reologica do modelo PTT,

)’PVP 4

St Tijp (12)

6
T T —
apT;p — ZaFTU’F = Sr,-,- +
F=1

De notar que Oliveira et al. (1998) nao inclui a resolucdo da equacao da energia
térmica, mas a sua inclusao no processo foi feita por Nobrega (2004), e a sua validacdao pode
ser encontrada em Nobrega et al (2004). Este conjunto de equacbes € entdo resolvido
sequencialmente de acordo com o algoritmo SIMPLEC de Van Doormal e Raithby (1984)

descrito de forma sucinta no paragrafo seguinte, ja incluindo a equacao da energia.

Inicialmente sdo resolvidas as seis equacdes constitutivas de forma implicita, para se

obter as componentes da tensao 7, . Isto é feito anteriormente a resolucado das trés equacoes

da quantidade de movimento visto que estas necessitam da informacdo do campo de tensdes.

Em seguida sao resolvidas as trés equacoes da quantidade de movimento para obter cada
. *

componente da velocidade u,, no entanto estes valores calculados das componentes da

velocidade geralmente nao satisfazem a equacdo da conservacdao da massa, portanto o

proximo passo do algoritmo de resolucao passa por fazer uma correccao a velocidade, u;, ea

pressdo, p , de forma a que os valores corrigidos, u;” e p~, satisfacam simultaneamente a

equacao da conservacao de massa e a equacao da quantidade de movimento. Segue-se a
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resolucdo implicita da equacdo da energia térmica que permite obter novos valores da

temperatura. O algoritmo é repetido para o novo passo no tempo e assim sucessivamente.

Estas equacdes e método estdao implementados num codigo de simulacdao de
escoamentos de fluidos complexos desenvolvido no Centro de Estudos de Fendmenos de
Transporte (CEFT), da Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto (FEUP). Uma
descricdo mais detalhada deste codigo e do método numérico pode ser encontrada em

Oliveira et al. (1998), Alves et al. (2003) e Peres et al. (2009).
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3 Validacao do Método

3.1 Escoamentos com convecc¢ao natural

A implementacao da conveccao natural no algoritmo de calculo foi testada simulando o
caso “benchmark” de Guo e Bathe (2002), que consiste no escoamento de um fluido
newtoniano dentro uma cavidade de razao de forma igual a 1:8. Para além do trabalho prévio
realizado por Peres et al. (2009), foram aqui realizadas simulacdées em estado transiente que
sao as que reproduzem adequadamente o escoamento dependente do tempo analisado por
Guo e Bathe (2002). Nesta situacdo, € imposta uma diferenca de temperaturas de 1°C nas
paredes verticais, estando uma a temperatura de -0.5°C e outra a temperatura de 0.5°C. As

paredes horizontais sdao adiabaticas. O fluxo foi estudado para as condicdes supercriticas de

R=34x10" ede Pr=uC,/k=0.71.

Foram também efectuados refinamentos no tempo e no espaco de forma a garantir
maior confianca nos resultados e garantir a independéncia dos resultados com o grau de
refinamento da malha e do passo de integracdao temporal. Na figura 3 mostra-se o estudo

feito para o refinamento no tempo para uma malha com 61 x 271 células (Ax/W =0.0164 e

Ay/W =0.0295).
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Figura 3 - Representacao grafica de um excerto das historias das oscilacoes da temperatura
obtidas para o refinamento no tempo; (a) para trés tempos de integracao em que C>B>A; (b)

para trés tempos de integracao em que A>D>E. (ver tabela 1)
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Na figura 3 estdo representados as historias das oscilacdes da temperatura, T, no ponto 1
(x/W =0.1810 e y/W =7.3700) (Christon et al., 2002) ao longo do tempo de simulagao, 7.
Pela visualizacao da figura 3 (a) € possivel verificar que a medida de que se diminui o passo

no tempo (C>B>A), as oscilacées tendem para um resultado constante, que pode ser

verificado na figura 3(b) (A>D>E). Na tabela 1 estdo representados os valores usados no
refinamento no tempo apresentados na figura 3.

Tabela 1 - Valores do refinamento no tempo das simulacdes da figura 3.

Simulacao At/s

E 1.25x 107
D 2.5x 107
A 5x 107
C 25x 107
B 35x 107

Na figura 4 mostram-se os resultados obtidos para o refinamento no

espaco em duas malhas
de refinamentos diferentes.
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Figura 4 - Representacao grafica de um excerto das historias das oscilacoes da temperatura

obtidos para o caso A, e para uma malha duplamente refinada A*.
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Pode-se verificar pela analise da figura 4 que os resultados obtidos para o caso A (mesma
malha usada no refinamento no tempo), e para o caso de uma malha duplamente refinada A*

(de 123 x 543 células com Ax/W =0.00813 e Ay/W =0.00147), ndo sao exactamente

concordantes. Isto verifica-se devido ao facto de os resultados aqui apresentados serem os
valores para a historia das temperaturas no centro da célula mais proxima do ponto 1, para a
respectiva malha. Quando a malha é refinada o local onde sao retirados os valores difere
ligeiramente. Esta analise pode ser verificada com mais detalhe na figura 5, em que se
apresentam os valores de temperatura obtidos na malha com 61 x 271 células por trés
métodos diferentes ao longo de um ciclo oscilatério de temperatura para a simulacao A ja

apresentada nas figuras anteriores relativas ao refinamento no espaco e no tempo.

0.295
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0.285
0.280
0.275
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O Tec
0.265
0.260

0.255

0.250
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Figura 5 - Representacao dos valores de temperatura ao longo de uma oscilacdo de
temperatura obtidos por trés técnicas diferentes. A - valores no centro da célula mais
proxima do ponto 1; A’ - instantes de A para o qual sao retirados os restantes pontos; Int -
valores obtidos nas coordenadas do ponto 1 por interpolacao linear; Tec - valores obtidos nas

coordenadas do ponto 1 por interpolacao de Kriging.

Pela figura 5 é possivel observar que os valores de temperatura ao longo um ciclo oscilatério
sao diferentes consoante o método usado para os obter devido a cada um destes métodos
retirarem a informacdo em diferentes locais da célula. Os resultados obtidos em A foram
obtidos pelo ficheiro de resultados da simulacao, e os seus valores sao retirados no centro da
célula mais proxima do ponto 1. Os pontos A’ apenas estdao presentes para identificar o

instante do ciclo oscilatorio A em que foram retirados os valores pelos restantes métodos. Em
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Int os valores sao calculados por interpolacdo linear nas coordenadas exactas do ponto 1.
Finalmente em Tec usou-se o software Tecplot 10 para tratar o ficheiro de resultados e
retirar o valor da temperatura nas coordenadas do ponto 1, sendo o método usado neste

software a interpolacao de Kriging.

Na figura 6 mostram-se os resultados obtidos para este estudo, comparados com os de Guo e
Bathe (2002).

Perfil de temperaturas em y = H/2 Perfil de velocidades em y = H/2
05 4 1
A
0.4 1 .
4 Guo and Bathe 2002 Guo and Bathe 2002
0.3 1 0.6
02 1 M —iEM
0.1 1 g‘ 0.2 &
T o0 /k'*j—ﬁ'm E e a
o
01 Z-0.2 1
>
-0.2 1
0.3 1 -0.6 1
-0.4 1
0.5 T T T T 4 -1 T T T ' Y
0 0.2 0.4 W 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 XIW 0.6 0.8 1
(a) (b)

Figura 6 - Comparacao dos resultados obtidos com os resultados de “benchmark” de Guo e

Bathe (2002), (a) perfil de temperaturas; (b) perfil de velocidades.

Como é possivel observar na figura 6, as simulacdes realizadas reproduziram de forma
satisfatdria os resultados obtidos por Guo e Bathe (2002), tanto para o perfil de velocidades,

como para o perfil de temperaturas no plano y= H/2 . Na figura 6 representa-se os valores
médios de cada grandeza ao longo de um ciclo de oscilacao.
Os resultados apresentados nesta seccao mostram a boa precisdo numérica que é

possivel alcancar com o codigo de simulacdo, ficando assim demonstrado a implementacao

adequada da equacao da conservacao de energia.
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4 Apresentacao e Discussao dos Resultados

Ao longo deste capitulo sera feita a descricao do trabalho realizado e dos resultados
obtidos. Para o caso do escoamento de um fluido newtoniano foram estudadas diversas
malhas com refinamentos diferentes para as razées de forma AR =1, AR=2, AR=5¢e AR = 8.
Para o caso de um fluido nao newtoniano apresentam-se os resultados nas mesmas malhas do
caso newtoniano para as razdes de forma AR = 1 e de AR = 5. Sdo ainda apresentados
resultados de uma analise ao padrdao do escoamento quando o numero de Rayleigh é
aumentado para elevados valores supercriticos, para a razao de forma AR = 5, e ainda ao
numero de células de conveccao a medida que se aumenta a razao de forma. De notar que
estes Ultimos estudos sdao aqui incluidos numa forma ainda bastante superficial, e que apenas

servem de referéncia para eventuais futuros aprofundamentos neste tema.

4.1 Malhas

Nesta seccao mostram-se todas a malhas uniformes criadas que foram usadas nas simulacdes
numéricas ao longo deste trabalho. Na tabela 2 exibe-se a lista integral de todas as razoes de

forma e respectivos refinamentos usados.

Tabela 2 - Malhas usadas para cada razao de forma (AR) e caracteristicas dos refinamentos.

Malha AR =1
0.0196 0.0392 0.0794 0.0792
A 51 x 51 51 x25 63 x13 101 x 13
0.0196 0.0400 0.0769 0.0769
0.0099 0.0198 0.0526 0.0769
B 101 x 101 101 x 51 95 x 19 201 x 25
0.0099 0.0196 0.0526 0.0400
0.0050 0.0100 0.0400 0.0200
C 201 x 201 201 x 101 125 x 25 401 x 51
0.0050 0.0099 0.0400 0.0196
0.0265
D 189 x 39
0.0256
0.0199
E 251 x 51
0.0196
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Na Figura 7 ilustra-se a malha menos refinada para AR = 2 e um zoom dos refinamentos

usados na vizinhanca do canto (x,y)=(0,0).

1
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0.08 0.08F 0.08
0.06| 0.06- 0.06
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Figura 7 - (a) Malha de AR = 2, 51 x 25; Ampliacao da zona assinalada em (a); (a) malha 51 x

25; (b) malha 101 x 51; (c) malha 201 x 101.

Na figura 8 mostra-se a malha menos refinada para AR = 5, e um zoom dos respectivos

refinamentos utilizados na vizinhanca do canto (x,y)=(0,0).
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Figura 8 - (a) Malha de AR = 5; Ampliacao da zona assinalada em (a); (b) malha 63 x 13; (c¢)
malha 95 x 19; (d) malha 125 x 25; (e) malha 189 x 39; (f) malha 251 x 51.

4.2 Fluido newtoniano

Nesta seccao analisam-se os resultados obtidos nas simulacées para o caso de um fluido

newtoniano.

Para determinar o valor de R relativo a cada geometria foram realizadas varias

simulacdes em que se variava a diferenca de temperaturas imposta, AT , analisando-se, na
solucao convergida, o desvio no perfil de temperaturas em relacdo ao perfil de temperatura
para conducao pura, que é a solucdo térmica para condicées estaticas (auséncia de

escoamento). Esse desvio é quantificado pelo parametro ¢, definido por

Apresentacao e Discussao dos Resultados 17



Fabrice A. V. Moreira Instabilidades térmicas de fluidos nao-newtonianos

n° células

(Tz _ rTiCond )2 v

1

° células
AT2 n°cé
V.

l

emque T, e Tico”d , sao a temperatura na célula i, e a temperatura esperada em condicoes de
conducao pura na célula i, respectivamente, e V. é o volume da célula i. Como se vera mais
adiante, para malhas bastante refinadas e desde que a simulacdo numérica seja feita acima
do valor critico, & varia de forma aproximadamente linear com o nimero de Rayleigh. Assim,
para cada malha efectuam-se varias simulacdes em condicées supercriticas sendo possivel

determinar o valor de R_, extrapolando a recta de ajuste para 6 =0. Podemos repetir este

processo para outras malhas diferentes, mas suficientemente refinadas para estarmos em

condigdes de convergéncia monotona. A partir deste conjunto de valores de R, para diversas

malhas utilizou-se ainda a técnica de extrapolacdo para o limite de Richardson (Ferziger,

1981) para se obter um valor ainda mais preciso de R, .

As equacdes discretizadas sdo uma aproximacao das equacdes diferenciais, como tal, a
solucdo destas ultimas, @, nado satisfaz as primeiras de forma exacta. A esta diferenca entre
as solucoes das equacoes diferenciais e algébricas é chamada de erro de truncatura. Para uma

malha de espacamento %, o erro de truncatura, 7, é definido como sendo,
L(®)=L,(®)+7,=0, (14)

em que L e L,sao operadores simbolicos representando a equacao diferencial e a equagao

discretizada para a malha %, respectivamente. A solucao exacta das equagdes discretizadas,

¢, , pode ser escrita de forma linearizada como (Ferziger e Peri¢, 1996),

L,(¢,)=(49-0),=0. (15)

Como tal, a solucédo discretizada, ira diferir da solucdo exacta da equacao diferencial, num

erro de discretizacao, 8,’f ,

O=¢, +e. (16)
Das equacoes (14) e (15) é possivel aferir que,

L,(gl)="-,. (17)

Assim, é possivel usar a informacao sobre a magnitude do erro de truncatura como forma de
orientacao de modo a saber qual o refinamento da malha mais adequado ao caso em estudo,

mas a solucdo exacta, @, nao é conhecida, logo nao é possivel obter o erro de truncatura,
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contudo é possivel obter uma aproximacdo de 7, a partir de uma malha mais refinada (ou
menos grosseira). Esta estimativa nem sempre permite obter valores correctos, mas pode
permitir averiguar se a zona em que se esta a trabalhar, requer uma malha mais refinada de
modo a diminuir os erros associados. Para malhas suficientemente refinadas, o erro de
truncatura, bem como o erro de discretizacdo, sao proporcionais ao termo de ordem menos

elevada da aproximacao usada, que numa série de Taylor é
el =ah’+H, (18)

em que H representa o conjunto dos termos de ordem superior que foram desprezados, e o

depende das derivadas locais da funcao erro que é independente de h. O erro de
discretizacdo pode ser agora estimado através da diferenca entre os resultados obtidos para
varias malhas com refinamentos sistematicos por duplicacdo do nimero de células. Pelas

equacoes (16) e (18) é possivel escrever
O=¢,+ah’+H=¢,, +o(2h)" +H , (19)

onde o expoente p € a ordem do método, e pode ser estimado por (Ferziger e Peric, 1996)

log ‘/;;h ;)411
_ n~ Yon
P= log?2 ' (20)

Nas equacdes (19) e (20) os indices h, 2h e 4h designam as malhas mais refinada,

intermédia, e mais grosseira, respectivamente de um qualquer conjunto de trés malhas. Da
~ ’ ’ ’ . . ~ d

equacao (19) também e possivel escrever que o erro de discretizacao, &, , pode ser

aproximado por

gl = q); _d’ih ) (21)

Com esta estimativa do erro podemos estimar um valor mais preciso da solucao que resulta de
se substituir a equacao (21) na equacao (16) resultando,

=g, + B0 22)

Note-se que se a razdo de refinamento em malhas sequenciais for diferente de dois, entdo o
valor 2 nas equacdes (21) e (22) devera ser substituido pela razdo de refinamento em causa.
Quando sao obtidas as solucdes para 3 malhas com refinamentos sistematicos € possivel obter
uma aproximacao de @, que é um valor mais preciso do que o valor obtido para a malha mais

refinada, por contar com a estimativa do erro da equagao (21), em ¢,. Este método é
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chamado de “extrapolacdo para o limite” de Richardson. Note-se que a ordem de
convergéncia do método estimada pela equacdo (20), € apenas valida quando a convergéncia
€ mondtona, e esta situacdo apenas se manifesta quando as malhas sao suficientemente

refinadas e estamos relativamente proximos da solucao exacta.

A técnica da extrapolacao para o limite de Richardson pode utilizar-se varias vezes, numa
estrutura em arvore como a que se esquematiza na Figura 9, pois em cada aplicacdo esta-se a
eliminar o termo de maior erro, i.e., o primeiro termo que se despreza é de ordem cada vez
mais superior. Assim, para cada caso usar-se-a a equacdo (20) para se calcular a ordem de
convergéncia do método, e depois utiliza-se a equacao (22) para se obter um valor mais

preciso de R_. Este processo pode ser repetido consoante o niUmero de refinamentos usados,

permitindo com trés malhas apenas com refinamentos suficientemente proximos da solucao
exacta, conseguir um resultado mais preciso, do que seria possivel no resultado duma malha

sete vezes mais refinada do que a malha original (Ferziger, 1981).

b.,

N\
(I)Zh —) (I)Zh'
N, DN

d)h —) h' e—) h"

Figura 9 - Esquema da técnica de extrapolacao para o limite de Richardson.

4.2.1 Razao de Forma, AR=1

Na figura 10 apresentam-se os resultados obtidos para as diversas malhas usadas para AR = 1,

e as respectivas rectas de ajuste dos valores supercriticos de 6 vs R.
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0.002

0.0018

0.0016

0.0014

0.0012

6 0.001 A201x201
0101x101
051x51

0.0008
0.0006
0.0004

0.0002

322 324 326 328 330 332 334 336

Figura 10 - Ajuste linear para obtencao do R, para AR = 1.

Na tabela 3 apresentam-se os valores de R. obtidos para cada refinamento pela extrapolacao

das rectas de ajuste linear da figura 10, e comparam-se ainda com os correspondentes valores
obtidos por Gelfgat (1999), Luijkx e Platten (1981) e Park e Ryu (2001a).

Tabela 3 - Resultados de R, para AR = 1, e comparacao com os valores obtidos por Gelfgat

(1999), Luijkx e Platten (1981) e Park e Ryu (2001a).

Malha R
51 x 51 323.48
101 x 101 323.45
201 x 201 323.28
Gelfgat (1999) 323.13
Luijkx e Platten (1981) | 323.13
Park e Ryu (2001a) 322.09

Pela analise da tabela 3, verifica-se que os valores obtidos estdo muito proximos dos
trabalhos de Gelfgat (1999) e de Luijkx e Platten (1981).
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Na figura 11 apresentam-se os valores de R da tabela 3, em funcéo de Ay/H , obtidos para

cada refinamento.

323.50
O
323.45 o
323.40
R, A201x201
o)
—— 101 x 101
Os51x51
323.30
A
323.25
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025

Ay/H

Figura 11 - Valores de R. para cada nivel de refinamento em funcao de Ay/H (AR = 1).

Pela analise da figura 11 verifica-se que a extrapolacdo para o limite de Richardson nao

devera ser utilizada no caso de AR = 1, visto que os valores obtidos de R para refinamentos

sequenciais ndo seguem uma tendéncia caracteristica de ordem de convergéncia superior a
unidade. De facto, esperava-se que as variacdes malha-a-malha fossem diminuindo com o
refinamento da malha, mas aqui o comportamento é precisamente o oposto. Com apenas
estas 3 malhas, ndao é pois possivel tirar mais conclusoes acerca do comportamento que os
pontos obtidos apresentam. Seria necessario usar malhas mais refinadas e verificar se de
facto as malhas usadas encontram-se fora da gama de convergéncia necessaria a obtencao da
ordem aparente do método e consequentemente uma aproximacao ainda mais rigorosa de

R.. De qualquer das formas, os valores da tabela 3 sao bastante precisos, diferindo de outras

solucoes da literatura em menos de 0.1%.

Na figura 12 apresenta-se um exemplo dos mapas de temperatura e das linhas de corrente,

descrevendo uma célula de conveccao, obtidas para esta razao de forma.
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Figura 12 - Mapas de temperatura (isotérmicas) e linhas de corrente para uma malha 201 x
201 ede AR=1.

4.2.2 Razao de forma, AR=2

Na figura 13 estdo representados os varios resultados obtidos para as malhas de AR = 2, e as

respectivas rectas de ajuste para a obtencao de R, .
0.0016 -
0.0014
0.0012
0.001 -

6 0.0008 - A201x101
0101x51

0.0006 Os1x25

0.0004

0.0002

252 253 254 255 256 257 258 259 260 261 262

Figura 13 - Ajuste linear para obtencao do R_, para AR = 2.

Na tabela 4 mostram-se os valores de R_obtidos através das extrapolagbes das rectas de

ajuste linear da figura 13, bem como os valores obtidos por Gelfgat (1999), Luijkx e Platten
(1981) e Park e Ryu (2001a).
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Tabela 4 - Resultados de R, para AR = 2, e comparacao com os valores obtidos por Gelfgat

(1999), Luijkx e Platten (1981) e Park e Ryu (2001a).

Malha R.
51 x 25 253.25
101 x 51 253.44
201 x 101 253.21
Gelfgat (1999) 251.65
Luijkx e Platten (1981) | 251.66
Park e Ryu (2001a) 251.33

Neste caso os valores de R, obtidos nao sao tao proximos dos valores dos restantes

investigadores representados na tabela 4, como no caso de AR = 1.
Na figura 14 estao representados os valores de R. da tabela 4 obtidos para cada refinamento,
em funcao de Ay/H .

253.35

253.30

253.25

253.20

R, 7AY A201x101
253.15 0101 x51
O51x25

253.10
253.05 O

253.00
0 0.005 0.01 0.015 002 0.025 003 0035 004 0.045

Ay/H

Figura 14 - Valores de R, para cada refinamento em funcao de Ay/H (AR = 2).

Neste caso, tal como para AR = 1, os resultados obtidos de R , nao estao na gama de

tendéncia monotona necessaria a aplicacdo da técnica da extrapolacao para o limite de

Richardson. Apesar desta situacao os resultados obtidos diferem de outras solucdes da
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literatura em menos de 0.6%. Com estes dois resultados menos positivos tornou-se obvia a
necessidade de novos testes de malha por forma a garantir que a abordagem ao problema
estava a ser executada correctamente. Entdo, para além do codigo que permite o calculo do
parametro 6 usando os valores da simulacdo apenas no ficheiro de dados final, foi também
feita uma modificacdao no codigo principal de modo a que o parametro 6 fosse calculado para
cada passo no tempo até se alcancar o estado estacionario. Com isto seria possivel

acompanhar a evolucao do parametro 6 ao longo da simulacdao a medida que os residuos iam
tendendo para o critério de convergéncia estabelecido (10™). Na Figura 15 mostra-se a
evolucao do parametro ¢ ao longo de uma simulacao para os casos de AR =1, e AR =2, a

medida que o residuo mais alto (u, ), tende para o critério de convergéncia.

1.0E+00 1.00E+00 1.0E-02
1.0E-01 - — SparaAR=1 1.00E-01 1.0€-03 1.00E+00
1.0E-02 ———uZparaBR=1 1.00E-02 1.0E-04 " ) 1.00E-01
1.0E-03 PrEn 1.00E-03 1.0E-05 —6paraAR=2
1.0E-04 1.00E-04 1.0E-06 '\‘ ---u2paraAR=2 L 00E.03
1.0E-05 1.00E-05 1.0E-07

8 Loros | 1.00E-06 5 Loeos 1.00E-04 u,
1.0E-07 1.00E-07 1.0E-09 1.00E-05
1.0E-08 1.00E-08 1.0E-10 1.00E-06
1.0E-09 1.00E-09 1.0E-11 1.00E-07
1.0E-10 1.00E-10 L.0E-12 i . 1.00E-08
1.0E-11 1.00E-11 1.0e-13 > 1.00E-09

0 100 200 300 400 0 200 400 600 800 1000
t t
@) (b)

Figura 15 - Representacao grafica da evolucao do parametro & ao longo de uma simulacao (a)

para AR = 1; (b) para AR = 2.

Pela visualizacao da figura 15 é possivel confirmar que no momento que os residuos atingem o
critério de convergéncia, o valor do parametro & ja esta num patamar horizontal

praticamente constante, logo pode-se considerar que os valores de R. que sao aqui

apresentados estao bem convergidos.

Outra abordagem seria a realizacao de simulacoes para valores de R ainda mais préximos do
valor critico de forma a serem incluidos mais pontos nos ajustes lineares, com o objectivo de
melhorar as extrapolacoes obtidas. Contudo, a medida que R se aproxima do valor critico, o
tempo de simulacdo aumenta de forma exponencial, tornando as simulacdes para essa gama
de valores incomportaveis no ambito dum trabalho com um limite de tempo como este. Por

exemplo no caso de AR = 1, uma simulacdo na malha 51 x 51 células, demorava menos de 12
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horas a concluir enquanto na malha mais refinada de 201 x 201 células, uma simulacao para o

mesmo R o tempo de calculo aumentava para 3 a 4 semanas num processador Quad Core
Intel Xeon 2x2.8 GHz, e com 10 GB 800 MHz DDR2 FB-DIMM de memoria RAM.

Na figura 16 mostra-se um exemplo dos mapas de temperatura (isotérmicas) e das linhas de

corrente descrevendo duas células de conveccao obtidas para razao de forma AR = 2.

Figura 16 - Mapas de temperatura (isotérmicas) e linhas de corrente para uma malha 201 x

4.2.3 Razao de forma, AR=5

101 e de AR = 2.

0.0024
0.0020
0.0016
0.0012
0.0008
0.0004
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-0.0009
-0.0013
-0.0017
-0.0021
-0.0025

Na figura 17 representam-se os resultados obtidos para as simulacées nas malhas de AR =5, e

as respectivas rectas de ajuste.

0.0014
0.0012
0.001
0.0008
0.0006
0.0004 -

0.0002

221 222

Figura 17 - Ajuste linear para obtencdo do R_, para o caso de AR = 5.

224 225 226 227

A251x51

©189x 39

0125x25

X95x 19

O63x13

230

Na tabela 5 apresenta-se os valores de R_, obtidos por extrapolacdo através das rectas de

c

ajuste da figura 15, juntamente com os valores obtidos por Gelfgat (1999), Luijkx e Platten

(1981) e Park e Ryu (2001a).

Apresentacao e Discussao dos Resultados

26



Fabrice A. V. Moreira Instabilidades térmicas de fluidos nao-newtonianos

Tabela 5 - Resultados de R. para AR =5, e comparacao com valores da literatura.

Malha R.
63 x13 221.25
95 x 19 222.18
125 x 25 222.56
189 x 39 222.77
251 x 51 222.78
Gelfgat (1999) 222.32
Luijkx e Platten (1981) | 222.38
Park e Ryu (2001a) 222.56

Da analise da tabela 5 verifica-se que os resultados obtidos estdao proximos dos resultados de
Gelfgat (1999), Luijkx e Platten (1981) e Park e Ryu (2001a).

Na figura 18 estao representados os valores de R. da tabela 6 obtidos para cada refinamento,

em funcao de Ay/H .

223.00
222.80
222.60
222.40
222.20 A 251x51
o
R, 222.00 189x39
O 125x25
221.80 X 95x 19
221.60 O 63x13
—Ajuste
221.40
0
221.20
221.00
0 001 002 003 004 005 006 007 008 009

Ay/H

Figura 18 - Valores de R. para diferentes niveis de refinamento da malha.
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A figura 18 permite verificar que os valores de R para AR = 5 comportam-se da forma
monotona pretendida pelo que sera possivel aplicar a técnica da extrapolacao para o limite

de Richardson.

Neste caso nao foi possivel a utilizacao directa da equacao (20) para o calculo da ordem do

método, como tal foi feito um ajuste aos pontos obtidos do tipo,

A p
R =R™ + b(—yj (23)
H

e obtiveram-se os seguintes valores, R =222.84, b=-4573.68 e p=3. Neste ajuste o

ponto obtido para a malha 63 x 13 nao foi considerado devido a nao se encontrar na zona de

convergéncia monoétona. Na tabela 6 apresentam-se os resultados obtidos por extrapolacao

sucessiva para o limite de Richardson. O valor obtido por este método ( RS =222.79 ) é muito

semelhante ao que se obtém por ajuste da equacao (18) (R =222.84).

Tabela 6 - Resultados da extrapolacao para o limite de Richardson para AR = 5.

Malha Ay/H R. R’ R’ R’
251 x 51 0.0196 222.78 222.79 222.79 222.79
189 x 39 0.0256 222.77 222.85 222.86
125 x 25 0.0400 222.56 222.72
95 x 19 0.0526 222.18
63 x13 0.0769 221.25

Com este valor obtido verifica-se que este apenas difere de outras solucdes da literatura em

menos de 0.2%.

Na figura 19 ilustram-se os erros absolutos entre R =222.84 e os valores de R_ obtidos

para cada malha usada.
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100 -
p=1
10 -
A251x51
& 1 ©189x 39
0125x25
p=2
0.1 y = 1138x2561 85D

R?=0.97706

0.01 -

0.01 Ay/H 0.1

Figura 19 - Erro absoluto entre R™ e R, obtido em cada refinamento em funcéo de Ay/H .

Na figura 20 ilustram-se os mapas de temperatura (isotérmicas) e as linhas de corrente

descrevendo cinco células de conveccao obtidas para razao de forma AR = 5.

T

0.0024
0.0020
0.0016
0.0012
——\l e 0.0008

' 0.0004
-0.0001
-0.0005
-0.0009
-0.0013
-0.0017
-0.0021
-0.0025

= l\‘-"a

Figura 20 - Mapas de temperatura e linhas de corrente para uma malha 251 x 51 e de AR = 5.

4.2.4 Razao de forma, AR=8

Na figura 21 mostram-se os resultados obtidos para as simulacées nas malhas de AR = 8, e as

respectivas rectas de ajuste.

Apresentacao e Discussao dos Resultados 29



Fabrice A. V. Moreira Instabilidades térmicas de fluidos nao-newtonianos

0.0014
0.0012

0.001
A401vs 51

0.0008
0201x25
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0.0002

216 217 218 219 220 221 222 223 224 225

Figura 21 - Ajuste linear para obtencdo do R_, para o caso de AR = 8.

Na tabela 7 representam-se os valores de R , obtidos por extrapolacao através das rectas de

c

ajuste linear da figura 21, juntamente com os valores obtidos por Park e Ryu (2001a). Até
aqui tinha-se usado os resultados dos trabalhos de Gelfgat (1999) e Luijkx e Platten (1981)
para efeitos de validacdo, mas estes autores apenas incluem nos seus estudos valores para

razdes de forma até um maximo de AR = 5.

Tabela 7 - Resultados de R, para AR = 8, e respectivo valor obtido por Park e Ryu (2001a).

Malha R.
101 x 13 216.09
201 x 25 217.61
401 x 51 217.87
Park e Ryu (2001a) | 217.73

Verifica-se pela tabela 7 que foram novamente obtidos resultados bastante proximos dos

valores obtidos por Park e Ryu (2001a).
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Na figura 22 representam-se os valores de R da tabela 8 obtidos para cada refinamento, em

funcdo de Ay/H .

218.00
217.80
217.60
217.40
217.20

230 A 401x51

216.80 O 201x25
0 101x13
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—Ajuste
216.40
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0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

Ay/H

Figura 22 - Valores de R para cada refinamento em funcao de Ay/H .

Neste caso os resultados também apresentam uma tendéncia mondétona ao longo de
refinamentos sequenciais, logo sera utilizada a técnica de extrapolacdao para o limite de

Richardson. Usando a equacao (20) obtemos a ordem do método, p =2.53, e como o valor de
p devera ser um numero inteiro, truncando obtém-se p=3. Em seguida usando a equacao
(22), e completando uma tabela semelhante ao esquema apresentado na figura 9 obtém-se o
valor do nimero de Rayleigh critico extrapolado, R‘". Na tabela 8 apresentam-se os valores

obtidos neste processo.

Tabela 8 - Resultados da extrapolacao para o limite de Richardson para AR = 8.

Malha Ay/H R. R’ R’
401 x 51 0.0196 217.87 217.91 217.91
201 x 25 0.0400 217.61 217.83
101 x 13 0.0769 216.09
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Foi também efectuado um calculo da extrapolacdo para o limite de Richardson semelhante ao

usado na tabela 8 usando o valor da ordem do método, p =2, obtendo-se o resultado de
R™ =217.95 . Portanto pode-se finalmente dizer com um bom nivel de precisdao que o valor
de R, obtido para AR = 8, estard entre R =217.91 e R =21795. Com estes valores
obtidos verifica-se que estes apenas diferem da outra solucao da literatura em menos de
0.08%.

Na figura 23 mostram-se, em escalas logaritmicas, os erros absolutos entre R =217.91 e os

valores de R, obtidos para cada malha usada.

100.00
p=1
10.00
€q 1.00 p=2 0101x 13
= 0201x25
0.10 y = 2686.3x28363 A401x51
' R? =0.99974
0.01
0.00
0.01 0.1

Ay/H

Figura 23 - Erro absoluto entre R e R, obtido em cada nivel de refinamento para AR = 8.

Na figura 24 mostra-se um exemplo dos mapas de temperatura e das linhas de corrente

descrevendo oito células de conveccao obtidas para razao de forma AR = 8.
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Figura 24 - Mapas de temperatura (isotérmicas) e linhas de corrente para uma malha 401 x 51
e de AR = 8.

Por fim, na figura 25 ilustram-se os resultados obtidos por Park e Ryu (2001a) para o valor
critico do niUmero de Rayleigh, para razoes de forma de 1 a 10 juntamente com os resultados
obtidos neste trabalho. Note-se que na figura 25, para as razoes de forma em que nao foi
possivel aplicar a técnica da extrapolacdo para o limite de Richardson, sdo apresentados os

resultados obtidos para a malha mais refinada.

315
295
—Park e Ryu (2001a)

275
R, A AR=1
< AR=2
255 O AR=5
O AR=8

235

215

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

AR

Figura 25 - Comparacao dos resultados para o valor critico do niUmero de Rayleigh obtidos por

Park e Ryu (2001a) com os resultados obtidos neste trabalho.

Pela analise da figura 25 verifica-se que os resultados obtidos estao de acordo com o estudo

de Park e Ryu (2001a), é possivel também visualizar que os picos da linha de resultados de
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Park e Ryu (2001a), representam o instante para o qual o escoamento desenvolve uma nova

célula de conveccao.

4.3 Fluido nao-newtoniano

Para as simulacdes no caso de um fluido ndao newtoniano, os parametros do modelo PTT

usados foram, £=0, £=02, 1=0.1s, n,=0.71 Pas e 17, =0 Pas.

4.3.1 Razao de Forma, AR=1

Na figura 26 mostram-se os resultados obtidos para as simulacées nas malhas de AR = 1, e as

respectivas rectas de ajuste.
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051x51
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0
320.00 330.00 340.00 350.00 360.00 370.00 380.00

R

Figura 26 - Ajuste linear para obtencdo do R_, para o caso de AR = 1.

Neste caso nao foi possivel obter mais resultados a tempo do prazo para conclusdao deste
trabalho, por isso apenas apresentamos a extrapolacao da recta de ajuste para a malha mais

grosseira. O valor obtido para o nimero de Rayleigh critico para este caso foi de R, =320.82.

Os pontos obtidos também estdao um pouco mais afastados da zona critica dos que tém sido
apresentado nos casos newtonianos. Isto deve-se ao aumento consideravel de tempo de
calculo necessario a convergéncia das simulacoes para estes casos em zonas proximas ao

critico.
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4.3.2 Razao de forma, AR=5

Para esta razao de forma foi criada uma malha menos refinada com 31 x 7 células (

Ax/H =0.0323 e Ay/H =0.143), devido ao facto de ainda nao ter sido possivel obter os

resultados para a malha de 251 x 51 células pelo motivo das simulacdes para esta malha ainda

ndo permitirem a obtencdo do parametro & devidamente convergido. Na figura 27 mostram-

se os resultados obtidos para as simulacdées nas malhas de AR = 5, e as respectivas rectas de

ajuste.
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240
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Figura 27 - Ajuste linear para obtencdo do R_, para o caso de AR = 5.

Na tabela 9 representam-se os valores de R , obtidos por extrapolacao através das rectas de

ajuste linear da figura 26.

Tabela 9 - Resultados de R, para AR = 5.

Malha R.

31x7 209.87
63 x13 219.54
126 x 25 223.17
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Na figura 28 representam-se os valores de R,  da tabela 10 obtidos para cada refinamento,

em funcao de Ay/H .

224
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218

A 12525
O 63x13
214 0O 31x7

216

— Ajuste
212
210

208
0 002 004 0.06 0.08 0.1 0.12 014 0.16

Ay/H

Figura 28 - Valores de R para cada refinamento em funcao de Ay/H .

Verifica-se que os resultados apresentam uma tendéncia monotona com os refinamentos
sucessivos, embora o facto de se ter omitido a malha 251 x 51 e incluido uma malha menos
refinada (31 x 7), podera significar que os resultados apesar de indicarem a sequéncia
monotona poderdao ainda estar longe da solucdao exacta, e por conseguinte ainda nao
permitirem a obtencao do valor pela técnica da extrapolacao para o limite de Richardson com
o nivel de precisiao pretendido. Tal como seria de esperar pelo uso de malhas pouco

refinadas, pela aplicacao da equacao (20) obtemos a ordem do método, p=1.43. Portanto

usar-se-a, para este caso o valor do nimero inteiro imediatamente a seguir ao valor da ordem

do método obtido, resultando p =2 . Em seguida usando a equacao (22), e completando uma
tabela semelhante ao esquema apresentado na figura 9 obtém-se o valor do nimero de
Rayleigh critico extrapolado, R‘“. Na tabela 10 mostram-se os valores obtidos neste

processo.

Tabela 10 - Resultados da extrapolacao para o limite de Richardson para AR = 5.

Malha Ay/H R. RS’ R’
125 x 25 0.0400 223.17 224.38 224.49
63 x13 0.0769 219.54 222.76

31x7 0.143 209.87
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Pela construcao da tabela 10 obtém-se finalmente o nimero de Rayleigh critico pela técnica
da extrapolacdo para o limite de Richardson, R =224.49 . Note-se que este é apenas um

valor aproximado pois aquando da obtencdo dos resultados para a malha 251 x 51, sera
repetido todo este processo, desta vez com as trés malhas mais refinadas e por conseguinte
com valores mais proximos da solucao exacta. Foi também repetido todo este processo com o

valor da ordem do método p=1, e foi obtido o valor para o nimero de Rayleigh critico

extrapolado R =224.40 .

Na figura 29 mostram-se em escalas logaritmicas os erros absolutos entre R =224.49 e os

valores de R obtidos para cada nivel de refinamento.

A125x25
OB3x13
O31x7

p=1
y = 596.67x1 808
R? = 0.99825

p=3
0.01 0.1 1

Ay/H

Figura 29 - Erro relativo entre R e R. obtido em cada refinamento em funcao de Ay/H .

Como é visivel a ordem de convergéncia do método é aproximadamente 2. Para esta razao de

forma a viscoelasticidade induziu a instabilidade para um valor superior de R (R =224.49),
comparado com o respectivo valor para newtoniano (R, =222.84), ao contrario do que se

observa para AR = 1, se bem que neste caso apenas foi efectuado o estudo numa malha, pelo

que este resultado deve ser entendido como aproximado nao convergido.
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4.4 Outros Estudos

4.4.1 Rayleigh supercritico em razdo de forma, AR=5

Nesta seccao mostram-se os resultados obtidos para a evolucdo do parametro 6 com o
numero de Rayleigh R para condicoes supercriticas de um fluido newtoniano. Na figura 30

ilustram-se os resultados obtidos nesta analise.
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Figura 30 - Representacao grafica de 6 em funcao de R para gamas de R supercriticas.

Para valores superiores a R =10000, o valor de & passa a ser praticamente independente de
R. E também possivel observar que quando o nimero de Rayleigh atinge um valor cerca de

R =3500, existe uma ligeira alteracao na evolucao dos pontos, que corresponde a uma

alteracdo no padrao de escoamento (2° instabilidade). De facto, se para RC<R<R: o]

escoamento é caracterizado por ter cinco células de conveccao, para RZR: surgem sete

células de conveccao (ver figura 31 (d) e (e)). Apesar de existirem menos simulacoes
efectuadas para valores mais altos de R, e isto tornar a visualizacdo destes fenomenos
menos perceptivel, existe uma nova instabilidade na evolucdao dos pontos entre os dois
ultimos registos. Isto é também devido ao nimero de células de conveccao ter aumentado de
sete para nove(ver figura 31 (g) e (h)). Na figura 30 mostram-se os campos de temperatura

(isotérmicas) e as linhas de corrente formadas pelas células de conveccao para alguns dos

pontos apresentados na figura 30.
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Figura 31 - mapas de temperatura (isotérmicas) e células de conveccao para uma cavidade de
AR =5, para valores de R supercriticos; (a) R=323; (b) R=357; (c) R=1700; (d)
R=12250; (e) R=3400; (f) R=4250; (g) R=8500; (h) R=12750.

Estas simulacées corroboram assim os resultados de Schlutter et al. (1965) que mostram a
diminuicdo do nUimero de onda com o aumento do numero de Rayleigh em condicoes

supercriticas.
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4.4.2 Células de convecgdao em razdes de forma superiores

Na figura 32 ilustram-se as células de conveccao formadas para dois casos de razao de forma

superior aos apresentados anteriormente neste trabalho (AR = 16 e 20).
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Figura 32 - Mapas de temperatura (isotérmicas) e células de conveccao para uma cavidade de,
(a) AR = 16; (b) AR = 20.

Na figura 32 apenas estao representadas metade de cada cavidade, pois foi considerado um

eixo de simetriaem y=8 para AR=16 eem y=10para AR = 20.
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5 Conclusoes

Ao longo deste trabalho foi feito um estudo com o objectivo de encontrar valores de
referéncia para o valor critico do nimero de Rayleigh em cavidades 2D de varias razoes de
forma, tanto para o caso de um fluido newtoniano como para o caso de um fluido nao-
newtoniano, com comportamento viscoelastico representado pelo modelo constitutivo

reolégico de Phan-Thien-Tanner (PTT), considerando viscosidade do solvente nula.

No caso de um fluido newtoniano verificou-se que para as razées de forma AR =1e 2,
os resultados obtidos em diferentes malhas nao permitiram a aplicacdao da técnica da
extrapolacao para o limite de Richardson devido a ndao cumprirem os pressupostos necessarios
a sua aplicacdo. Foram feitos estudos adicionais de forma a garantir que os valores do
parametro &, estavam suficientemente convergidos no instante em que era atingido o
critério de convergéncia das simulacdes. Embora ndo se tenha chegado ao resultado
pretendido, verifica-se que os valores obtidos para o niUmero critico de Rayleigh diferem de
outras solucdes da literatura em menos 0.1% para a razao de forma AR = 1, e 0.6% para a
razao de forma AR = 2. Para as razoes de forma superiores, nomeadamente AR =5 e AR = 8§,
os valores obtidos para o nimero de Rayleigh critico estavam dentro da gama monétona que

permite a aplicacdo da técnica da extrapolacao para o limite de Richardson. Como tal, foram

obtidos os valores de R =222.79, para o caso de AR = 5 e um valor que estara

compreendido entre RS =217.91 e R* =217.95 para AR = 8, consoante se use na ordem do

método p =3 ou p =2, respectivamente.

Para o caso de um fluido ndo-newtoniano apenas foram possiveis obter resultados para
as razoes de forma de AR = 1 e AR = 5. Para a razdo de forma AR = 1, apenas foi possivel
apresentar resultados para a malha menos refinada, com 51 x 51 células, e o valor do nimero
de Rayleigh critico obtido foi de R =320.82. Para a razdo de forma AR = 5, nao foi possivel
obter os resultados para a malha mais refinada com 251 x 51 células, pelo que foi necessario
criar uma nova malha menos refinada com 31 x 7 células. Assim foi possivel ter trés malhas
sequencialmente refinadas que permitissem a aplicacdo da técnica da extrapolacdo para o
limite de Richardson. Para este caso o valor obtido do niUmero de Rayleigh critico extrapolado

foi, R™ =224.49 . De referir que este valor deve ser tipo como provisorio devido ao facto da

malha menos refinada usada neste caso poder estar ja bastante afastada da solucao exacta e

nao ser o suficiente para se obter o valor extrapolado com o grau de precisao pretendido.

Foi ainda efectuado um estudo da evolucdo do parametro & com o nUmero de

Rayleigh para condicdes supercriticas e fluidos newtonianos, que permitiu verificar a
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ocorréncia de duas alteracdes no padrao de escoamento, que podem ser explicados pelo
aumento do nimero de células de conveccdo. Na primeira alteracdo do padrao escoamento
verifica-se um aumento de cinco para sete células de conveccao, e na segunda alteracao
verifica-se o aumento de sete para nove células de conveccdo. Estes resultados vém ainda
corroborar estudos da literatura que mostram que o nimero de onda diminui com o aumento

do nimero de Rayleigh, para condicdes supercriticas.
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6 Avaliacao do trabalho realizado

6.1 Objectivos Realizados

O objectivo deste trabalho consiste na obtencao de valores de referéncia (benchmark)
para o numero de Rayleigh critico em cavidades bidimensionais de diversas razdes de forma,
tanto para o caso de um fluido newtoniano, como para o caso de um fluido ndo-newtoniano

descrito por uma equacao constitutiva viscoelastica de tipo diferencial (modelo PTT).

No caso de um fluido newtoniano foi possivel calcular com elevada precisao o nimero
de Rayleigh critico para os casos AR = 5 e 8, que se estima terem uma incerteza inferior a
0.2% e 0.08%, respectivamente. Para as razées de forma inferiores, nomeadamente AR = 1 e
2, os resultados obtidos apesar de bastante precisos e proximos de resultados encontrados na
literatura, ndao permitiram a utilizacdo da técnica da extrapolacdao para o limite de
Richardson pois nao cumpriam os pressupostos necessarios a sua aplicacdo. De qualquer
forma, estima-se uma incerteza nos valores finais inferior a 0.1% para AR = 1 e 0.6% para AR =
2.

Para o caso de um fluido nao-newtoniano foi possivel calcular com elevada precisao o
valor do nimero de Rayleigh critico, embora aproximado, para AR = 5. Para AR = 1 apenas se
obteve resultados para um refinamento, nao sendo possivel a aplicacdo da técnica da

extrapolacao para o limite de Richardson.

6.2 Outros Trabalhos Realizados

Foi feito o estudo da variacdo do parametro ¢, para valores do nimero de Rayleigh
superiores ao critico. Verificou-se que a medida que se aumentava o niUmero de Raylegh, o
numero de células de conveccao de Rayleigh-Bénard ia aumentando, diminuindo portanto o
nimero de onda. Estes estudos vao de encontro ao trabalho realizado por Schlutter et al.
(1965).

Foi também efectuado um estudo para contabilizar o nimero de células de conveccao para

maiores razoes de forma.

Ambos estes estudos encontram-se numa fase preliminar e, como tal, ndo é possivel retirar

mais conclusdes de momento.
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6.3 Limitacdes e Trabalho Futuro

Ao longo deste trabalho sem duvida que o maior obstaculo foram os tempos de calculo
necessarios a realizacdo das simulacées. A medida que se refinam as malhas e as simulacdes
se aproximam do numero de Rayleigh critico os tempos de simulacdo aumentam
consideravelmente. Este foi o factor determinante para que até a data limite deste trabalho,
nao fosse possivel apresentar resultados para todas as razoes de forma no caso de um fluido
nao-newtoniano. Alguns resultados para fluido newtoniano, nomeadamente para AR = 1 e AR
= 2, necessitavam de ser aprofundados com a realizacao de novas simulacées para malhas
ainda mais refinadas de forma a conseguirmos obter os valores de referéncia de elevada

qualidade para o niUmero de Rayleigh critico a que nos propusemos no inicio deste trabalho.

Como trabalho futuro seria interessante analisar outros tipos de instabilidades na
conveccao de Rayleigh-Bénard e mesmo modificar a estrutura principal do codigo de
simulacdo de modo a que este possa efectuar simulacdes de analise de estabilidade deste

escoamento.

Para o caso de fluidos nao-newtonianos deverao efectuar-se estudos mais
aprofundados, analisando a influéncia dos parametros do modelo PTT no valor critico do
numero de Rayleigh. A analise da instabilidade de Rayleigh-Bénard para outras equacgdes
constitutivas (modelo convectivo superior de Maxwell, Oldroyd-B e Giesekus) também devera

ser efectuada.
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Anexo 1  Discretizacdo das Equacdes Principais

De seguida é feita uma descricao sucinta do processo de discretizacao das equacdes (2) a
(5), uma vez que este trabalho nao teve por objectivo o desenvolvimento de codigo e/ ou
algortimo, mas somente o estudo de um tipo de escoamentos usando um codigo ja disponivel,
mas ainda em estado de testes. As equacdes em coordenadas cartesianas sao em primeiro
lugar transformadas para coordenadas nao ortogonais generalizadas, mas mantendo o vector
velocidade e o tensor das tensdes no sistema de coordenadas cartesianos. Desta
transformacao resultam as seguintes equacées:

e equacao da conservacao de massa,

a%(pﬁ,juj)=0 (A1.1)

e equacao da quantidade de movimento,

d du,
o PIu)* a&,(’)ﬂ”“) aé[ ﬁ“ﬁ'faé,] ﬁ”aé aé(ﬁ” el

5 5 (A1.2)
9| Npg
aél (‘]ﬁljﬁlj aglj
e aequacao da conservacao de energia térmica,

d d d

E(pCpJT)-i_a_gl(pCpujﬂU ) agl (k ﬁljﬁm 85 j T aé (ﬁlj l)

(A1.3)
iz
(1_O‘)ﬁf(fkk)

em que J=det(J) e ﬁlj representa os cofactores de dx,/d&, na matriz Jacobiana (J) da

transformacao x, :xl.(él), os quais representam componentes de area apos integracao das

equacoes (Alves, 2004). A separacao da energia mecanica entre elasticidade entrépica e
energia elastica é quantificada pelo coeficiente o, e depende tanto do polimero como do
tipo de escoamento. Neste trabalho foi considerado o =1, pelo que os dois ultimos termos do
lado esquerdo da equacao (A1.3) se anulam e nao serdao considerados no processo de

discretizacao (Pinho e Coelho, 2006).

e aequacao constitutiva reologica do modelo PTT,

Discretizacao das Equacdes Principais 49



Fabrice A. V. Moreira Instabilidades térmicas de fluidos nao-newtonianos

a(JT,] p) a((ﬁlkukrij,P)
T (ﬁ”afﬁ " a«;j

au, du,; Er 2 du
;t(ﬁ/kfkj,p a_g + ﬁlkai,p a_é{] - J?(Tﬂc,p%k + Tik,pyj‘k) ﬁlk aC/:

Y (t,)7,,+ 2
(A1.4)

em que Y(-) , € uma funcao dependente do traco do tensor extra, T,., que conforme seja

escolhida a versao linear ou exponencial do modelo PTT tera a forma da equacao (7) ou a

equacao (6), respectivamente.

Em seguida mostram-se as equacdes principais na sua forma discretizada (para melhor
compreender a notacao utilizada e para uma descricao mais detalhada ver Oliveira et al.
1998; Alves, 2004).

1.1.1 Equacao da conservagao de massa

Integrando a equacao (A1.1), numa célula genérica “P” obtém-se:

P

vaag (PByu,)av = Z l: (ZP U ,ﬂ =2 (ZpBﬁ ,f) (A1.5)

I f=1

Aqui o somatorio das diferencas centradas na célula P foi transformado no somatério das

contribuicoes provenientes das 6 faces da célula, f.

Os caudais massicos que atravessam as faces da célula sao definidos por,

F = Zp il (A1.6)

A notacdo u,,, para a componente da velocidade u; na face da célula é aqui usada para

assinalar que nao pode ser calculada por simples interpolacao linear, mas por um esquema
especial que assegure um bom acoplamento entre os campos de pressao e velocidade e que é
conhecida por esquema de Rhie e Chow (1983). A equacdo da conservacao de massa

discretizada pode entao ser reescrita como,
6
f
Y(-1)F=0 (A1.7)
f=1

indicando que a soma dos caudais massicos que entram no volume de controlo P é igual a

soma dos caudais massicos que o abandonam.
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1.1.2 Equacao da quantidade de movimento

Em seguida proceder-se-a a discretizacao em separado dos termos da equacao (A1.2):

1.1.2.1 Termo inercial

O termo inercial é discretizado usando o método de Euler de 12 ordem,

d oV, .
jv at(Jp u v =L > B —ut,) (A1.8)

t

como o método de calculo utilizado € um método implicito, todas as variaveis que nao

ostentam indice temporal, referem-se ao novo tempo de integracao.

1.1.2.2 Termo convectivo
O termo convectivo tem uma integracao semelhante a integracao da equacao (A1.1),

J, ag(Pﬁu f)dV=gH§ u ﬂ SYE) (A1.9)

f=1

em que os caudais massicos nas faces F;, sdo calculados com a equagao (A1.6). O uso do til

indica que a variavel na face nao é calculada por interpolacao linear, mas por um esquema
que assegure propriedades de transporte e possua elevada precisao, como o esquema CUBISTA
(Alves et al. 2003).

1.1.2.3 Termo difusivo artificial implicito
A integracao do termo difusivo adicionado artificialmente a equacao (A1.2) fica,
6

du, fnf f__6 o y—u
Ve aé( ﬁlfﬁlf aézj Z ui]f_ 2( 1) Df( i.)F [,P) (A1.10)

f=1 f f=1

3
em que B; :HB;H: /ZB;jB;j representa a area superficial escalar da face f. O volume da
j=1

3
pseudo-célula centrada na face f é dado porV, = ZB;;.[ij ]; ,e D, = 77p,fo2/Vf representa

J=1

a condutancia difusiva artificial.

1.1.2.4 Termo difusivo da tensdo puramente newtoniana

A integracao do termo difusivo da tensao puramente newtoniana resulta em,
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.[V aCl(BIJ us)dv ;l:A(Z;BUTU’S)} =

l (A1.11)

SR PO DT TARN

j=1 m=1 j=1m=1

apenas se deverao alinhar os fluxos difusivos com a direccao das faces, sendo as restantes

contribuicoes adicionadas ao termo fonte,

6 1 X
OISR DAL ) S LA L B

newtomana f=1 j=1 m=1 j=1m=1

em que os valores conhecidos do tempo de integracao anterior sao necessarios na avaliacao
das diferencas de velocidade. O termo difusivo normal discretizado de forma implicita é dado
por,

6

6
Y-y Z =2 (1) D (15— 1) (A1.13)
f=1

f Jj=1 f=1

em que D, =nB’/V. representa a condutincia difusiva devido a tensdo puramente

newtoniana.

1.1.2.5 Termo do gradiente de pressao

Integrando o termo do gradiente de pressao obtém-se,

J ﬁh aC dV zBll Ap] _Su — pressdo (A114)
1

=1

No calculo dos gradientes de pressao € necessario o valor da pressao nas seis faces que
delimitam a célula P. Estes valores sdo obtidos por interpolacdo linear entre o centro da

célula P e o centro das células vizinhas.

1.1.2.6 Termo do divergente da tensdo extra

0 termo do divergente da tensao extra é avaliado explicitamente,

Vo aCz (ﬁl’ U )dV z Bf %lj f = Su,-ftemdn extra (A1 A 5)

o valor da tenséo extra na face 7,, tem de ser obtido com um método de interpolacao

apropriado, de forma e evitar o desacoplamento entre os campos de tensao e velocidade e

que ¢é inspirado também no método de Rhie e Chow (1983) para as velocidades. Além disso, e
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na sequéncia de trabalhos mais recentes, utiliza-se ndo o esquema originalmente proposto em
Oliveira et al. (1998), em que o fluxo convectivo apresenta uma pequena dependéncia do
tempo, mas um esquema melhorado independente do tempo, o esquema F2 de Matos et al.
(2009)

1.1.2.7 Termo difusivo artificial adicionado explicitamente

O termo difusivo adicionado ao membro direito da equacao (A1.2), é discretizado da mesmo

forma que o termo difusivo adicionado ao membro esquerdo da mesma equacao,

o(mn,+n, ou,
—| —| =—£p.8.—L [dV =
-[Vp ( J ﬁl/ﬁlj aé'lj

6
f () Y =
_2(_1) (Df,p + Df,x )(ui,F - ui,P ) = Sui—dtfuxdo artificial

f=1

(A1.16)

sem bem que neste caso é avaliado explicitamente, ao contrario da equacao (A1.1), em que

implementa o termo difusivo de forma implicita.

Este termo é utilizado quando o fluido elastico nao tem solvente, sendo necessario para dar

estabilidade ao método numérico.

1.1.2.8 Assemblagem da equacéao discretizada

Juntando todos os elementos que figuram na equacao da quantidade de movimento obtém-se,

pV,

apll o — D Al = S, + &Puﬁp (A1.17)
F
em que os coeficientes a, sao obtidos por,
a. =as +a; (A1.18)
em que a representa a componente difusiva,
a? =D, =D, +D,,=(n,+n,,)B JV, (A1.19)

e afc representa a contribuicao convectiva e depende do método de discretizacdo. Para UDS a

contribuicdo convectiva é dada por (Oliveira et al, 1998),

alf =-F = —min(Ff,O) para uma face positiva,f* (A1.20)
ay =+F = +max(Ff,O) para uma face negativa,f™ '
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Os calculos aqui realizados utilizaram o esquema de alta resolucao conhecido por CUBISTA,
implementado através do método da correccao diferida. Este método implica que a

contribuicao convectiva para os coeficientes a, sejam estes, mas é necessario adicionar ao

termo fonte um termo que contabiliza a diferenca entre os fluxos convectivos calculados

pelos esquemas UDS e CUBISTA, como esta explicado em Alves et al. (2003).

O coeficiente central da equacéo (A1.17) é dado por,
Ve . N
aP:§+2aF (A1.21)

Por fim o termo fonte é obtido através da adicdo dos varios termos discretizados

explicitamente,

Su, = Su,-—dzfeusdo + Su,- — pressdo + Su,-—tensdo + Su,-—difus&o + Su,—HRS (A1 22)

newtoniana extra artificial

1.1.3 Equacéao da conservagao da energia térmica

Em seguida proceder-se-a a discretizacao em separado dos termos da equacao (A1.3):

1.1.3.1 Termo da derivada no tempo

pCpVP

JVP aat(/’c JT)av = (1, -77) (A1.23)
1.1.3.2 Termo convectivo

P

J %(pcpufﬂUT)dV = i{AZ(PCp”J-Bu)T} = i(—l)f FC,T, (A1.24)
PO =1 I

/ f=1

A temperatura nas faces é interpolada pelo mesmo esquema usado para calcular as

velocidades ﬁ]. . da equacao de quantidade de movimento e pelas mesmas razoes.

1.1.3.3 Termo difusivo

(-1 K B,JBmJ [T, -T,] (A1.25)

6
f=1

J‘vP a§|: ﬁlfﬁmj 85 } V_Z(_l)f‘k/f I mj[AT

f=1 f

em que se pode fazer a seguinte simplicacao,
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k em que D quando [ = m
p,="ipp, AT A (A1.26)
Vi e D{ quando [ # m
1.1.3.4 Assemblagem da equacéo discretizada
CV, 6
p5 L1, -17)+ X (-1) FC,T, = 2 D,[AT], (A1.27)
t f=1
agrupando os termos da equacao da conservacao de energia térmica,
CV
aT, — Y a.T, =Sy + ied ’ry (A1.28)
F
em que os termos a; sao obtidos por,
a. =as +a’” (A1.29)

em que alf representa a componente convectiva e depende do método de discretizacdo. Para

o esquema UDS a contribuicao convectiva é dada por,

=—F C,=-C,min(F,,0) para uma face positiva,f*

. (A1.30)
ap =+F'C,=+C, max(Ff,O) para uma face negativa,f™
O coeficiente central da equacao (A1.28), é dado por,
CV 6
PRI < (A1.31)
o =
Finalmente o termo fonte é dado por,
=Y a(T, - T;) (A1.32)
F
Usando o método de alta resolucao a equacao (A1.27) fica,
pC o 5 £ ~ 6 f k f
P, -13)e | S e | =3y b ar)
5t f=1 UDS f=1 ‘/f
(A1.33)

6 6
[2(—1)%%} —[2(—1)%;@,@
f=1 UDS f=1 CUBISTA

neste caso a equacao discretizada nao sofre alteracao menos o termo fonte que agora fica,

ZaDC(T ~Tp)+ {;ag (T;—T;)}UDS {ZaDC(T -T )}cumsm (A1.34)
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1.1.4 Equacao constitutiva reolégica do modelo PTT

A equacdo (5) é integrada e discretizada de forma semelhante & equacéo (3). E seguida uma

analise termo a termo dos membros que constituem a equacao.

1.1.4.1 Primeiro termo

O primeiro termo depois de integrado resulta em,

[ Y (. )eav =V, Y[ (z,)]z,, (A1.35)

em que o traco do tensor das tensdes extra no ponto P ¢ dado por, tr ’L'P ZTkk p-

1.1.4.2 Termo inercial

A integracao do termo inercial € semelhante ao método usado na equacao (2),

JVP)’%(JT )dV )LPV (Tii,P_Tlfi,,ll)’) (A1.36)

1.1.4.3 Termo convectivo

O termo convectivo também ¢é integrado da mesma forma que o termo inercial,

Ve aé*l (ﬁlku Ty, 17)dv_ ;l; ; :/f (A1.37)

1.1.4.4 Restantes termos fonte

Os restantes termos do lado direito da equacao (A1.4) sao integrados sobre um volume de
controlo genérico P, e discretizados de forma explicita. Todas estas contribuicdes sao

incluidas num termo fonte,

n
/lpi{ iB,irk,j (ZB,,‘jrk, [Au ]P}— (A1.38)
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em que a origem do termo S, ,,.; deve-se a utilizacdo de esquemas de discretizacdo de
ij

ordem elevada para o termo convectivo. Ao longo deste trabalho o modelo constitutivo

reoldgico usado foi o de PTT simplificado, como tal o parametro £=0.

1.1.4.5 Assemblagem da equacéao discretizada

agrupando os termos da equacdo constitutiva reologica obtemos,
6
V.
a;T,-j P zagrg F— ST.. + %Tfjn; (A1.39)
? - » ij t >
F=1

em que os coeficientes a; apenas incorporam uma componente convectiva, devido a nédo

existir um termo difusivo na equacao constitutiva reoldgica. O coeficiente central é obtido

por,

6
ar :VP(1+£j+2a; (A1.40)
ot) o
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